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A MANERA DE [NTRODUCCION

"EL que eschidbe af detime
escnibe mejan
Yo apenas empiezo"
E.Huenta

Nos gustan los retos. In esta ocasién se nos plantod
uno muy interesante: escribir una tesis de licenciatura, con
un minimo de ecuaciones, cuyo eje principal fuera la discusifn
y el entendimicento de algunos conceptos expresados en los tex-
tos, a veees sin justificacién alguna., Y es que a nenudo se

nos exhorta a ser criticos y no creer "a ciceas" todo lo  que
se dice, aunque sca una ‘'‘vaca sagrada” nuestro bhlanco de  ata-
que. Y es vue también a menudo se nos olvida ser c¢riticos, y -
caemos en el error de la pasividad.

AsT, por ejemplo, un bhuen dia se nos onsena que oxis
te una ecuacién fulara, se nus presenta su deduct idn como rifa
ga, y si bien nos va, se nos menciona su uwrado de vatidez v
sus limitaciones. Posteriormente, esa misma per<sona aplica cosa
misma ecuacidn precisamente ahi donde Ta ecuacidn no es valt
da. Si se nos ocarre protestar, se nos dice oue o aceptemos -
porgue la fulana es la inica ecuacién que se conoce, o hien,
gque prononygamos otra cn {in que levan afios tratande de bacer

lo, vy no han podido).
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;Es esa una buena manera de proceder? Nosotros pensa
mos que no. Por esta ra:zdén nos parecid interesante y divertido
adoptar una de esas ecuaciones fulanas, la de Abraham-Lorentz,
v ponernos a jugar con ella, Vaya, que la idea no es ociosa si
se piensa que no existe hasta la fecha una ccuacién de movimien
to clidsica que describa correctamente la dinimica de las cargas
en movimiento. Fs mds, ni siquiera se sabe exactamente c6mo de
monios estd constituida una carga. ¢{Por qué entonces no atacar
este problema, averiguar qué es lo que la Electrodindmica tal
cual nos dice y llevar esto hasta donde se deje manejar?

Digamos, pues, que ese fue nuestro objetivo al ini-
ciar esta tesis, con la suerte que obtuvimos ademfs muy bhuenas
ganancias: una huena revisidn de la ]itqratura (de la cual al-
g0 se nos hahri pegado), una fuerte participacibn personal (pa
ra irnos iniciando en esto de la investigacidn), la oportuni-
dad de un trabajo en equipo {que nos obliga a ser mds organiza
dones v cooperativos), y la ocasidn de aprender a cxpresar
nuestras ideas de una manera clara y accesible a1 los demds. fis
peramos haber lugrado esto Gltimo, pucs de lo contrario corrc:
mos el riesgo de yue se nos considere, o bien, confusos, o -
hien, genios. Asi no se vale, pues. Pero volvamos a nuestro oh
jetivo...

Nuestro trabajo serd presentado, por asi decirlo, de
una manera inductiva. En el primer capftulo llevaremos a caho

una revis<ién acerca de la ecuacién de Abraham-lorentz, la cual
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constituye una primera aproximacifn a la dinfmica de la parti-
cula cargada. Fn el siguiente capitulo desarrollaremos una o¢-
cuaci6én més general que la de Abraham-lorentz, pero afin aproxi
mada; daremos una amplia discusi6n sobre sus ventajas, sus li-
mitaciones y algunos resultados novedosos que de ella se des-
prenden. Dejando parcialmente olvidada csta generalizacidén, cn
el capitulo TII nos dedicaremos a estudiar otro tipo de genera
lizacibn a la ecuacidn de Abraham-Loventz, que es la Fcuacién
Integrodiferencial (EIDAL), vilida para el caso mis general de
particula extendida. El siguiente capitulo estari dedicado a

unificar las ecuaciones presentadas en los capitulos IT y [11;
esto conduciri al establecimiento de una expresi6n mis general
en la cual queden contenidos todos los cfectos de la radiacién
de una partfcula cargada sobre su propio movimiento. Finalmen-
te pasaremos a una recapitulacién de todo lo anterior, de la

que extraeremos algunas conclusiones. jManos a la obra!



CAPITULO |

“| A EcUACION DE ABRAHAM-LORENTZ'

"EL que
Esté Libnre
De influencias
Que tire
La primenra
Metdfonra®

E. Huenta

§1.- INTRODUCCION.

Desde hace unos ochenta afios son conocidas las difi-
cultades alrededor de la ecuacién de Abraham-Lorentz., El desa-
rrollo histérico de este afiejo problema es bastante interesan-
te para todos los aficionados a estudiar los origenes mismos
del quehacer cientifico. Nosotros no trabajaremos en esa linea,
tan sélo nos limitaremos a superir algunas fuentes al respecto:
ROHRLICH, 1965 y 1973, las cuales dan una hLuena idea de la pro
blemdtica alrededor de dicha ecuacién; esto en la inteligencia
de que, como es de esperarse, ese autor se encuentra polariza-
do seg@in su muy peculiar punto de vista, ¢l cual no comparti-
mos del todo., Ademds, dado el caricter de esta tesis, hemos -

preferido no meternos en problemas con algunos de nuestros te-



mibles sinodales, cntre los nue se encuentra un cvxperto en  la
historia de la Fisica de esta época, y uno en la de mis  para
atris. Para oué buscarie. Es mejor, entonces, gue c¢ntremos de
una vez en materia.

Como es sabido, en general, una carga acelerada ra-
dia. Esta radiaci6n transporta energia e impulso, de tal for-
ma que el movimiento mismo de la particula debe verse afectado.
Ahora bien, si partimos del supuesto de que la particula no -
constituye una fuente infinita de energfa, es de esperarse que
el efecto de la radiacidén se manifieste en una dismjnucién de
su energia cinética, es decir, que aparezca una fuerza de fre-
nado debido a 1a radiacién.

Para determinar el movimiento de la particula es nc-
cesario, pues, conocer cudl es esa fuerza de frenado o reaccibn
por radiaci6én'. Dado que todo esto estd intimamente ligado con
la naturaleza (i.e. estructura) de la particula, la expresidn
para la fuerza de frenado va a depender fuertemente del modclo
utilizado. A c¢ste respecto, cabe aclarar que ayri se *rabajari
con un modelo cldsico (no culintivo), no relativista,

Como punto de partida se supone, 1 y.Je no s¢ conoce
otro tipo de descripcién, uue ¢l movimiento de la partfcula
éargada puede expresarsc mediante una ecuacién dindmica  tipo

newtoniano, a saber

Y = Fuar ¥ Py (1)

'8i sc quiere ser mis formal v profundo, se debe cuestivnar -
acerca de los necanismos de emision de la radiacién,



donde F@A es la fuerza de frenado por radiacién a detcrminarse.

Se debe hacer notar, sin embargo, que el uso de este
tipo de ecuacibn, tan bien establecida en la dindmica newtonia
na, representa en si una hip6tesis que puede ser muy fuerte pa
ra los proplsitos que se persiguen.

Ahora bien, {qué tipo de propiedades se espera que -

satisfaga Fad 7:

a) Tiene que anularse para movimientos con velocidad

constante, pues sblo hay radiacién si V0

b) Debe ser proporcional a Q' , donde 9 es la -
carga de la particula; esto por dos razones: (i)
el signo de la carga no debe afectar los efectos
radiativos, y (ii) la potencia radiada es propor
cional a % .

c¢) De alguna manera debe de reflejar la informaci6fn
que caracteriza a los campos electromagnéticos,
En particular, dada la finitud de la velocidad -
de propagaci6n de las sefiales electromagnéticas,
es de esperarse que el retardo de éstas tenga -

alghn efecto en la ecuacibén de movimiento.

Si se tiene en cuenta lo anterior, ahora surge la -

pregunta acerca del o 1os procedimientos para su deduccién,



Histdéricamente se pens6 que el origen de la masa era
electromagnético; por esta razén, resulta razonable utilizar
las ecuaciones de conservacibén de energifa e impnlso, tan bicn
establecidas en la Electrodinimica, para obtener de ellas una
ecuacién de movimiento del tipo (1), y asi conocer la forma ex
plicita de Foa

Fs precisamente de este tipo de ideas como diversos
autores (Abraham (1903); Lorentz (1904 y 1906); Planck (1898) )

llegaron a que:

?NA-: E%;'v . (2)

»

Fsta expresidn para la fuerza dio lugar a la ecuacidn

conocida como la de Abraham-Lorentz (AL)
L = = 2
mu:F.,‘ﬂ%%‘!mr, (3)

que es una ecuacién diferencial de segundo orden en X para
la velocidad. FEsta Gltima caracteristica da lugar a las diver:
sas dificultades que la han caracterizado y que serdn discuti-
das brevemente a continuacién, con el objeto de futuras refe-

rencias.

§2,- DIFICULTADES DE LA ECUACION DE ABRAHAM-LORENTZ.

Las dificultades que caracterizan a la ecuacidn de

Al han sido mencionadas, en mayor o menor grado, a lo largo de

EHEEWQHEiéﬁ?é discutiremos ¢l significado de wm



la literatura que existe al vespecte. Mo obetante, dada la im-

portancia que tiene para nosotros de acuerdo con los objetivos

de nuestro trabajo, consideramos necesario incluir aqui un re-

sumen de dichas dificultades, a saber:

1)

2)

3)

En ella aparece una tercera derivada de la posi-
cidén con respecto al tiempo, lo cual hace necesa-
rio el conocer una condicifn inicial adicional: -
la aceleracifn inicial. Esto contrasta claramente
con la supositién de que la ecuacibn de movimien-
to es de tipo newtoniano, pues para resolver es-
tas filtimas sGlo basta con conocer la posicién vy
la velocidad iniciales,
No queda claro el balance energético: esta eccua-
cién predice una fuerza de frenado nula para movi
mientos uniformemente acelerados; sin embargo, de
1a expresién de Larmor para la potencia radiada -
( P= %%;‘fz ) se ve que sf existe radiacién.
Asi, por un lado se obtiene que si hay radiacién,
pero por el otro, que ésta no ejerce efecto algu-
no sobre la particula. Ambos resultados son con
tradictorios.
Si la fuerza externa es nula,se obtiene como so-
. t
" (To= %%%? ), la cual diverge -

lucién V=% ¢
para tiempos muy grandes. Pero esto contrasta con



4)

la experiencia adquirida cn la dindmica newtonia
na, en la cual, 1a aceleracibn es cero para fuer
zas externas nulas. Este hecho, compatible con
lo ya mencionado cn el inciso (1}, establece per
fectamente el carfcter no newtoniano de la ccua-
cib6n (3).

Aprovechando que se cuenta con una condicibn ini
cial adicional, sucle fijédrsela de tal modo que
se elimine el problema anterior, obteniéndose co

mo solucidn:

v -9 -
T = 3_3 € Fle +5%) ds,
Ml

con §»0 ([p.e. JACKSON, 1875). Ya que esta cx-
presibn predice yue la aceleracidn al tiempo ¢
es una funci6n del tiempo posterior £+8Ts | es
ta es una solucibén claramente acausal de la ecua
sifn de AL. Esto sorprende, pues la Electrodin4-
mica, punto de partida de csa ecuacifn, es per-
fectamente causal.

Algunos autores (p.e. ROHRLICH, 1365} ascguran
que cste hecho muestra una clara inconsistencia
de 1a Electrodinémica misma. Otros ( JACKSIN, 1975,
etc...) le restan importancia argumentando que

esta violacibn de la causalidad no puede :cr oh

. -4
servada macroscépicamente (&, ~ 0 w9}, de tal -



suerte que en esa escala de descripcién el mode-
lo satisface los requerimentos de causalidad.
Nosotros nos inclinamos a pensar que simplemente
se ha cometido un error al fijar la condicién -
inicial adicional de la manera que se hizo, es -
decir, esa seleccibn para la aceleracibn inicial
nos parece incorrecta.

5) A pesar de que ain no lo hemos mencionado, en la
ecuacién (3) m:‘%%t= ‘%mz ; se puede demos-
trar que esta dificultad desaparece usando el 1f
mite no relativista de la expresibén covariante -
para el momento electromagnético?.

Algo muy importante, y que no siempre suele sub-
rayarse, es el hecho de que la ecuacibn (3) se -
obtiene al tomar el limite para partfculas muy -
pequefias, desprecifindose con ello un infinito de
términos; m&s afin, suele considerérsele como -
"exacta'" para particula puntual., Sin embargo, el
tomar ese lfmite da origen a dos problemas bas-

tante serios: (i) la masa electromagnética diver
ge, ya que ésta es del orden de 52, , Con O

ot

un radio caracteristico de la distribucifn de -
carga, y (ii) no aparecen términos no lineales,

independientes de ©. , y que han sido omitidos

desde su deduccifn misma, como veremos eén los -

o el capf?ﬁ?b I1l ampliaremos este punto.



proximos capitulos.

Es conveniente hacer un iltimo comentario, y es

que si bien el 1imite para partficula puntual da

lugar a los problemas ya mencionados, el conside

rar la particula extendida también genera dificul
tades: no queda claro qué tipo de fuerzas (de o-

rigen no electromagnético) mantienen estable a -

la distribuci6én de carga. Nosotros echaremos es

te problema en el "baGl de las complicaciones a

posteriori'" (vamos despacito, sefiores).

Para finalizar este capitulo y dado que en lo parti-
cular nos interesa proponer, con un minimo de aproximacivnes,
una ecuacibn de movimiento para particula cargada, a continua-
cibn mostraremos algunas de las deducciones mis comunes de 1a
ecuacién de AL. Asimismo, trataremos de sefialar con todo deta-
1le las suposiciones de que hicieron uso, a fin de tenerlas

presentes a lo largo de los siguientes capitulos,
§3.- ALGUNAS DEDUCCIONES.

§3.1 .-LA DEDUCCION HEURISTICA DE PLANCK.

Este método ‘JACKSON,1975; EYGES,1980; PAULI,1981) -
estd basado en la idea de balance energftico, a saber, el tra-

bajo hecho sobre la particula por la fuerza de frenado por



radiacibn, debe ser igual a la energia radiada por ella misma.
Esta energia se obtiene a partir de la expresién de Larmor pa-

ra la potencia radiada, es decir,

t: A 2 .2
j ii,,‘.vast‘-\t%%,"’ aX . (1)
N .

Ahora bien, el modelo utilizado es el de un electrén
ligado eldsticamente a un 4tomo, o sea, el de un oscilador ar-
ménico. Dado que en este caso la velocidad y la aceleraci6n son
funciones periddicas del tiempo, al integrar por partes el la-

do derecho de la ecuacibn (4) se obtiene:
L
RS B
- e - -
Ll{‘:«-& 7‘3’53%} ¥ dXk =0, (5)

que se anula en dos casos: cuando EM‘%%::& , 0 bien, cuando
tanto Fid como 3% son perpendiculares a la velocidad (esto
para tq y {-; arbitrarios). Usualmente se escoge, sin mayor
discusibén, la primera opcibn.

Este método, si bien simple, ha hecho uso de algunas
aproximaciones a nuestro juicio delicadas, las cuales discuti-
remos a continuacibn,

Habiendo partido de un balance energético, Planck en
cuentra una expresién para la fuerza de frenado por radiacibn,
tomando como modelo a un electrén ligado a un étomo.’Esta fuer
za deberfa ser lo suficientemente grande para que pudieran ser
considerados los efectos de la radiacibn, pero a su vez, lo su

ficientemente pequefla para que no se viera afectado el movimien
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to "armbénico" de la partficula. Esto Gltimo es equivalente a pe
dir que tanto ¥ como %' deben seguir siendo funciones ar-
ménicas del tiempo, aunque la particula radie (isic! ) , de -
tal manera que el producto ’G-:& ,evaluado en un perfodo, -
sea nulo, Sin embargo, también cabe la posibilidad de conside-
rar cualquier movimiento que satisfaga la condicién 1'3‘-{'3'=0 R
cosa que no hace mis general la deduccibn,puesto que esto sélo
se satisface para el movimiento circular uniforme, y este c¢s -
un caso particular de movimiento arménico.

Aunada a las limitaciones que impone el estudio de -
movimientos de caricter tan restringido, estd la ambigiiedad a-
sociada con el tipo de estructura que la particula debe poscer;
y es que en este modelo no se ha considerado, para nada, la -
forma, las dimensiones, la facha, pues, de la particula en cues
tibn.

Pero existen aGn més puntos delicados en esta deduc-
cibn, bien 1lamada "heuristica". En ningGn momento se han toma
do en cuenta los efectos retardados de la radiacifn, jtal pare
ce que la partfcula se "entera" instantineamente de ecsuos efec-
tos! Esto no es de esperarse si recordamos que loscampos mis-
mos de radiacibén son, en sf, funciones retardadas.

Adicionalmente a lo anterior, ahf se ha manejado una
idea que no acaba de convencernos, y es la siguiente: sc csté
acostumbrado a construir ecuaciones de balance a partir de ex-

presiones ya conocidas para la fuerza; sin embargo, en esta de
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duccidn se ha trabajado precisamente en el orden inverso: dada
una ecuaci6n de balance se '"contruye'" una expresién para la -
fuerza. Si bien a priori pareceria que el problema es simétri-
co, un anflisis mds detallado puede hacernos dudar. Seamos més
explicitos. En primer lugar, el uso de la expresifén de Larmor
para la potencia radiada limita nuestro estudio a movimientos
bastante lentos (srecc ) {JACKSON, 1975). Por otra parte, el -
concluir de la expresién (5) que Foa= %%:17: , tiene sentido so
lamente si se escvogen intervalos de tiempo arbitrarios, y no -
exclusivamente aquellos para los cuales 'F-{? tenga el mismo
valor al evaluarse en los limites (EYGES, 1980), Mis aln, para
que pueda establecerse una ecuacidn de balance, es necesario -
conocer perfectamente las caracteristicas del fen6meno en su -
totalidad; es decir, que se debe tener un conocimiento profun-
do de todas las magnitudes fisicas que entran en juego, y no -
tratar de adivinarlas de ahi.

Fn base a todo lo anterior podemos concluir que esta
deduccifn, si bien muy sugerente, es bastante aproximada v de-
be servir s6lo como un primer vistazo al problema que nos ocu-
pa. .

Dado que una de las deficiencias de la deduccibn an-
terior estd relacionada con el hecho de no tomar en cuenta los
cfectos retardados de la partfcula sobre sf misma, a continua-
¢ién presentaremos dos deducciones en las cuales esos efectos

si han sido contemplados; es mAs, son parte esencial del mismo
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desarrollo. No obstante, también cn ellas encontraremos serias

dificultades.

§3.2.- LA DEDUCCION DE LORENTZ.

Lorentz toma como modelo {(JACKSON, 1975; PAULI, 1681
++.) @ una partfcula con movimiento arbitrario, en presencia -
de campos electromagnéticos tanto c¢xternos como propios; estos
@ltimos, producidos por la partfcula, van a interactuar a su -
vez con ella misma.

La particula se considera dotada de una distribucién
localizada de carga, rigida y con simetrfa esférica; csto Glti
mo para facilitar los c&lculos. Asimismo, se hace la considera
ci6n de aue todo el impulso de la particula es de origen elec-
tromagnético, y éste se conserva ( 3%6 =0 ).

Fsto Gltimo es equivalente a pedir que 1a fuerza to-

tal - Fuerza de Lorentz - sea nula:

j(fﬁ -\-jé}xé) A\]ol':o, (6)
donde

E :émt *‘E\’"’(‘

B = B & Berme s i)

a—

con Eemp y Bpme los campos generados por la par

tfcula en movimiento.

—

Denotando por F;m‘ 14 contribucién a la fuerza -

b : 1l :
S1 se quiere tomar en cuenta ure contribucién no electromagné-
tica, entonces se debe satisfacer yue %gg*_%ié )

e S



proveniente de los campos externos, la integral (6) sc puede -

escribir como:
Fmg:g—g:-'j(fEfw?ﬁ' %KBP@) 3\.’\,03\) (8)

donde d‘-)/c:l’c es la raz6n de cambio del impulso de la parti

cula.

Para calcular la autofuerza (dada por la integral -
en (8) ) se considera que la particula se encuentra instantd -
neamente en reposo, eliminfindose, de entrada, las contribucio-

nes provenientes del campo magnético®,

Asi, para una particula instantdneamente en reposo,

la ecuacién (8) se reduce a:
d;i{';*iftew duek . )

En ella, E?n\, es funcibén de los potenciales retay
dados ( EP"’?"’ .&7(\) aR ) y estos, a su vez, de las fun-
ciones retardadas [f‘],ﬁ % \'.ﬂm:

SOFE) = X .l.f‘,%}‘_}lu&_ !

RlEA) o o X\W‘(&'ﬂ:d L, (10)
donde Ra \€-T'1 &

Ahora bien, dado que 13 expresibn para la autofuerza
resulta dependiente del tiempo retardado L=t-*% , Ccualquier
solucién a esa ecuacidn debe de contener informaci6n acerca de

toda la historia anterior de la particula. Pero esa historia -

* Se arpumenta weneralmente que cste paso se hace por simplici
dad (sic).
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se desconoce.

Lorentz propone eliminar el retardo mediante un desa
rrollo en serie alrededor del tiempo actual

pone que f y }
R/&

t . Por esto su
no varian bruscamente en el tiempo

que le toma a la sefial viajar desde la posicién (48
en que fue emitida hasta la posicién T\
cibe.

en la que se re-

Después de algunas manipulaciones algebraicas, se ob
tiene finalmente que

.S b

Nt
c\a et 6‘3 S (e (s \ R
d\t Ny 1' 3\’\ at S r ?

) (1
donde se ha supuesto que R

no varfa, précticamente, en el --
tiempo.

Las contribuciones a la autofuerza provenientes de -
cada término en (11) son

(?)o -4/’ e '{7'

- t XA
(F\l = 1;—, “f::.”'
Fh = 07 &,

donde se ha utilizado la definicifn convencional de la masa --
electromagnética YDe

*
.

Me= = L jo\‘rwr‘ ?ﬁv‘.LLRf“* . (12)

De modo que la ecuacién de AL se obtiene tomando el
1imite para particula puntual ( 6.»0 )°®

P = 9B = (gmrd - 26, T

® Para asggurar Ia convergenc1a de esta serie, se ha supuesto
que 'fﬂ_— 7\5_ ) FSOMMERFELD, 1952),



15

o bien

& % =

Ahora bien, independientemente del hecho de que esta
ecuacifn presente las dificultades expuestas en la seccibn an-
terior (§2), nosotros quisiérames sefialar algunos puntos deli-
cados concernientes a este desarrollo en particular. Entremos
en materia, pues,

Al tomar a la partfcula instantfineamente en reposo -
se eliminan, por una parte, las contribuciones de origen magné
tico, las cuales juegan un papel muy importante en la energia
de radiacibn; por otra parte, y este parece ser ¢l punto mids -
crftico, desaparecen términos que contienen a la velocidad. Fs
to quiere decir simplemente que la ecuacibn {13) representa -
tan s8lo la descripci6n del movimiento vista desde un marco de
referencia montado sohre la particula. iPero esto es grave, se
flores! . Lo que se busca es, precisamente, describir los efec-
tos de autointeraccién de la particula, vistw desde afuera de
ella (Ja famosa referencia "laboratorio” ). Ambas descripcio -
nes s6lo coinciden en el 1imite de muy bajas velocidades. jAh!
entonces ya no es tan general la ecuacifn de AL. Mis adelante
volveremos a retomar este punto. Baste, por el momento, con te
nerlo presente.

Una de las consecuencias de tomar a la partfcula ins

tantfneamente en reposc es la desaparicifn de algunos términos
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no lineales, independientes del tamafio de la distribucién’, que
en principio pueden aportar contribuciones significativas e in
teresantes; esto no suele discutirse en los textos.

Otra aproximacién, con la cual también se ha elimi-
nado del juego a los términos no linecales, estd rclacionada --
con el hecho de despreciar la dependencia temporal de R : -
jtambién ella es una cantidad retardada, no una constante tem-
poral! . Esto hace que el desarrollo en serie utiltizado sea in
correcto, o si se quiere, tan s6lo aproximado. Esta Gltima cri
tica es precisamente la motivacidn que dari lugar a los desa -
rrollos del capftulo IV,

Podemos hacer un Gltimo comentario en relacién con -
el desarrollo en serie de las cantidades retardadas. AGn supo-
niendo que el desarrollo utilizado fuera el correcto, se dehe
tener presente que en €1 se deben conscrvar todos los términos
iy no s6lo los dos primeros! . Nos parece incorrecto el hecho
de recortar el desarrolle (11}, debido a que al eliminar un nG
mero infinito de términos se estd echando a un lado toda la in
formacién ffsica que ellos contienen sobre el fenfmeno mismo -
de 1a radiacién. De hecho ya se ha demostrado (DABOUL, 1974) -
que si se recorta dicha serie a cualquier orden "> 3% | se ovh
tienen siempre soluciones divergentes. Fsta es precisamente -
una de las ventajas que tienc el cxpresar la ecuacifn de movi-
miento como una integrodiferencial con "memoria', como lo hare

mos ver en el capftulo 11T,

? De modo que sobreviven en el limite w»o0
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Para finalizar con esta scccidn, estudiaremos una Gl
tima deduccibn, bastante andloga a ésta, pero que prescnta y -

aclara algunos puntos interesantes.

%3.3. 1L.A DEDUCCION SEGUN PANOFSKT.

Esta deducci6n (PANOFSKI, 1962) estf hasada en la
idea original de Lorentz, segln la cual es necesario evaluar -
la interaccién del campo de radiacién de una parte del electrén
con todas las restantes. La distribucibén de carga es considera
da, nuevamente, rigida y con simetria esférica. Sin embargo,
en lugar de trabajarse con el campo € como funcién de los
potenciales retardados, aqui se va a suponer que los elementos
de carga son pricticamente puntuales, de modo que se usa direc
tamente el campo eléctrico derivado de los potenciales de 1ié
nard-Wiechert para particula puntual,

Dada la analogia de ambos métodos, nuevamente se in-
troduce la hipbtesis de que el elemento d% de carga que va
a recibir 1a sefial emitida por 49 un tiempo t -%®/%c ante -
rior, estd instantfneamente en reposo, o sea, gl\k)=0 ;
esto también elimina la contribucibn magnética,.

De esta manera, el campo que "siente'" el clemento A%

debido al elemento &Q‘ estd dado por (EYGES, 1980):

Tryoag ] GePU=p) &y ((A-BY X q
dE(t\-dﬂ—\ FR A —aR ot ? (1)

donde, como es usual, Qs:% N (Bf‘!é y $-= (\-'Fxofﬂ
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Nuevamente aqui se propone un desarrollo en serie de
Taylor nara eliminar el retardo en y if , suponiendo que
no varian bruscamente en el tiempo que tarda la sefial en cru -
zar la partfcula,. Asi:
Twyz —& Fuy+ 3 (BF T W)~

Y = *f:m-%«"%m»...- ,
(15)

recordando que YlW=0.
© Sustituyendo estos desarrollos en (14) y llevando 1la
aproximacibfn hasta orden (fa (puesto que este orden es sufi -

ciente para obtener la ecuacifn de AL), se llega a que:

- L \ A A NS LN
) =g [- 2RI Ly (R TR ¢
AEW Aq( el e A +.€t*3zz:£,),
Dada 1a simetrfia esférica de la partfcula, un prome-
dio espacial 1leva a que:

Fofjoade = 2€ 5 ~yme

a4

? (16)

donde se ha usado la definicién (12) para la masa electromagné
tica.

Para concluir, las criticas que podemos aportar a ecs
ta deduccifn son bdsicamente las mismas que se hivieron en In
seccibn anterior, siendo las més importantes la de suponer que

TFlv=o y la de no tomarse en cuenta la dependencia retar-
dada de R, No obstante, hemos considerado de interés incluir

este desarrollo debido a que sentard las bases del método que

‘”K&hi R sigue siendo una cantidad retardada, pero Panofski
no lo usa,
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seguiremos en el préximo capitulo,

En la prb6xima seccifn presentaremos una generaliza -
cibn covariante de 1a ecuacibn de AL, a fin de estudiar su par

te espacial, 1a cual nos servirf para futuras comparaciones.

§4.- LA GENERALIZACION COVARIANTE.

Hemos seleccionado una deduccifn simple y directa --
(SOMMERFELD, 1952) de la generalizacibén covariante, o de Lorent:z
-Dirac, con el fin de discutir brevemente las ideas fisicas --
que hay detris de ella,

E1 m&todo es ¢l siguiente. Se parte de la ecuacibn -

dinfmica:
Mo Op = F 4 Ry (17

\
donde Ay es el cuadrivector aceleracibn, RV el cuadrivec-
tor de fuerza de reaccibn por radiacién y F,. la cuadrifuerza

relacionada con la fuerza de Lorentz Ky por:

Foox 8 Ky (18)

con £= G -p‘)"’* .

Adicionalmente, se sabe que tanto Clv como V}
deben ser perpendiculares a la lfnea de universo de la particu
la, es decir,

S Y
Yoo =2, F' =0
r 2 3 (19)
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donde Uy. es la cuadrivelocidad., Tomando en cuenta (17) y (19)

se concluye que:

V. R“‘:o . {20)

Ahora bien, tomando como modelo la expresibén (2) pa- -

ra la fuerza de reaccidén, puede parecer razonable el proponer:

Rl = 2¢; - Sy | (21

con a'\,.= ‘530% , donde & es el tiempo propio de la part{

cula, Sin embargo, esta forma para R‘\k contradice, en el caso
general, lo establecido en (20).
A)
De este modo, se propone a R‘. como una combinacién

lineal de (.ZlY y Yw , a saber:

Ry = ?_;,S-;(dp oot Yp) (22)
C

donde o = -'Ur‘éf/“’ ¥* de acuerdo con’ (20) y (22). La --

forma explicita de ot se obtiene tomando en cuenta que VY, Vs
b
Y que Q('u\ul):'l!,ﬂ- 4+ O, a’=o ; asf:
at
o = ~Qu 0’ (23)
C"l.

Por lo tanto, R‘: estd dada por:
\
- ¢
Ry = 2, (Sp - % 0 ). (24)
Si se quiere considerar solamente la parte espacial

de (24), la cual denotaremos por ] , se debe hacer uso de la

‘1
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definicibn de los cuadrivectores

U= (0T, i)
dz (8T +8v, k)
{25)
Al tomar solamente la partc espacial de c.\,'ti y la --

contribucibén espacio-temporal de a& , a saber,
of - o\,o."‘ = 8 F v -,

se obtiene que:

R - 2e? (B‘U'*r _Q,{u ‘r)\f-o-‘ (U\rw‘-\-—“’“ RS )

3¢ {26)

Ahora bien, consideramos necesavio llevar a cabo afin
dos modificaciones adicionales para fines de referencia poste-
rior. La primera consiste en pasar del twmpo prnpxo L del -
electr6n, desde el cual estén referidos 'U‘ y \J‘ , al tiempo t
del observador, en el cual denotaremos estas cantidades como -

3" y ¥" ?, La segunda se basa en reemplazar:

sOp —¥ 36 - MG
WMaOp e ¥
% > Kz E
¥ 3
\ ot . o
Rl“ —> ® ‘%-‘\- 1 (27)

. *
de acuerdo con lo cual la expresidn para Ia fuerza ® de - -

rcaccibn por radiacidn se convierte en;

f* = 2"— f‘\.ar +56‘ CRTE W‘+)1 () V*«}% (\W‘\‘v:\ (28)

® [is decir, ¥= A T =AU WG Fed (092 & (FEYTayr
X4 ey ‘ T c‘( ¥
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Fn el Iimite de muy bajas velocidades (28) coincide
con la expresibn usual para Emd .

Para concluir, debemos sefialar que si bien la expre-
si6n (24) ha sido deducida aquf de una manera heuristica, ésta
se puede obtencr, claro estd, mediante desarrollos rigurosos
(p.e., TEITELBOIM, 1970}); no hemos considerado necesario in --
cluirla, dado que nuestro objetivo no es la discusifin y/o de

duccifn de una ccuacifn covariante.

§5.- CONCLUSTONES.

En este capitulo presentamos la ecuacidén de Abraham-
Lorentz, asi como las dificultades que la han caracterizado. A
fin de conocer el origen de dichas dificultades, mostramos al-
gunas de las deducciones més usuales de esa ecuacibn, sefalan-
do, con ¢! mayor detalle, todas las aproximaciones utilizadas
en ellas.

Entre las diversas dificultades que se mencionaron -
resaltan dos. La primera estfi relacionada con la idea misma de
autointeraccién de una particula puntual, la cual, ademis de -
ser nada intuitiva, da origen a la ya conocida divergencia de
la masa. La segunda estd basada en el incumplimiento de una --
écuacién adecuada de balance energético, al menos tal y como -
lo conocemos en Meclnica. Gran parte de este problema proviene
de la introduccibn de dos hip6tesis delicadas a lo largo de los

desarrollos, a saber, la descripcién desde un marco de referen
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cia en reposo ( ¥=0 ) y la omisi6n de la dependencia temporal
de R ; ambas suposicioncs traen como consecuencia la desapa-
ricién de términos no lineales que pueden aportar nueva luz pa
ra la comprensibn y establecimiento de la ecuacibn dinfmica.

Fn la Gltima seccibn prescentamos una deduccibn simple,
y muy conocida, de la generalizacién covariante de la ecuacibn
de Abraham-Lorentz (ecuacifn de Lorentz-Dirac), mostrando cémo
en su parte espacial aparecen los términos no lineales.

Dado que estamos interesados en obtener una expresién
més general que la de AL, en el siguiente capitulo mostraremos
cémo el trahajar con una de las deducciones aqui presentadas -
para particula puntual, pero evitando al mfximo las aproxima
ciones, nos va a conducir a 1a aparicidn de términos no 1linea-
les con Iia misma estructura que los de la ecuacién covariante.
Para ello, retomaremos la deduccibn de Panofski (§3.3), dada -

su transparencia y simplicidad. jAdelante!.



CAPITULO 1T

“IA Ecuacion No LINEAL PARA PArTICULA Pun tuaL”

"Se¢stema, poeta, sdstema,
Empieza por coentan ¢as peednas,
fuege contands las estunellas™.

Lebn Fedlipe

§1.- INTRODUCCION.

Fl objetivo de este capltulo es mostrar c6mo se pue-
den obtener los términos no lineales mediante los métodos usua
les de 1a deduccifn no relativista de la ecuacibn de AL, cvi
tando tan s6lo slgunas aproximaciones., En particular usavemos
el método scguido por Panofski, debido a su simplicidad v a 1a
facilidad con la que de €] puede hacerse un anflisis de los re
sultados extraidos; también tratarcmos de "sondear' las conse-
cuencias fisicas que tiene cada una de sus aproximaciones, Se
proseguiri con una discusién acerca de los términos encontra--
dos, asi como con una critica a las deducciones presentadas eon
el capitulo anterior. Se verd también la importancia de los -
términos no lincales omitidos en esas aproximaciones, seialan-
do ¢l origen de cada uno de ellos. Mostraremos tumhién (690 ¢s

tos resultados dan lugar a efectos del mismo tipo que las rela
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vionados con la masa electromagnética de la particula. Prosegui
remos con una comparacidén directa con la parte espacial de la
ecnacidbn covariante de Lorentz-Dirac. Finalizaremos discutien-
do las limitaciones del desarrollo y las posibles extensiones

que de &l pueden hacerse.

§2.- DEDUCCION DE LA ECUACION.

Siguiendo con el espiritu de la deducci6n de Panofski,
efectuamos un desarrolio en serie de Taylor de ¥ (% -R%) alre-
dedor del tiempo actual %t . Como primera aproximacién, supon-
dremos que dentro de los desarrvollos R es prdcticamente una -
constante respecto del tiempo. No obstante, eliminaremos la hi
pbtesis de que el elemento 49 de la distribucibn estd instan
téneamente en reposo, es decir, para nosotros TR #£O . No
se piense que esto lo hacemos nomds para complicarnos la vida.
iNo! Argumentaremos.

Por una parte, nos parece incorrecto el tratar de des
cribir 1a dinfimica de 1la particula cargada a través de '"sus --
propios ojos"; lo que a nosotros nos interesa es epcontrar las
leyes yue rigen su movimiento segfin nuestro marco de referen -
cia. ;Vaya, pues, que eso es lo que medimos en un laboratorio!.
Mds afin, sabemos que en el caso general, diversos observadores
inerciales registran, para un mismo fenémeno, diferentes valo-
res para la fuerza; sélo coinciden, estos, en el limite newto-

niaro ( %@go )!?,. No olvidemos que cs ése el origen de la --

o o o

' )Y quién demonios nos ascgura que la radiacifn puede ser es
tudiada en ese 1imite?




fuerza de Lorentz,

Por otra parte, y este nos parece el punto mls impor
tante, hemos mencionado ya que la particula cargada radfa, lue
go entonces, se frena; asf,la autofuerza de frenado viene a ju
gar el papel de una fuerza de friccibn, la cual esperamos que
dependa de la velocidad de acuerdo con nuestra experiencia en
Mecinica. Pero al hacer %Ui)Y=o estamos eliminando, de en--
trada, cualquier contribucién a la fuerza de ese tipo. jCuida-
do, cuates!.

En base a lo anterior, se sustituye el desarrollo --

(1-15) por:
Tle-)= TR -BT W@ (&Y ¥y (1)

en donde, como ya mencionfbamos, no hemos considerado la depen
dencia retardada de W (esta transa ¢s herencia de Panofski),
Esto Gltimo tiene su justificacién en el hecho de su
poner que la distancia R que recorre la seflal para llegar -
de 39,' a d9g (le sugerimos que vea la figura para que no
se haga bolas) es prdcticamente igual a la distancia fija d
entre esos dos elementos de la distribucién, o 1o que es lo --
mismo, que la velocidad retardada ﬁ(€\=§.tig\t'\-:§k es pequefia - -

comparada con la de la luz, aunque no nula.

pogicidn

Ras iRV

a s\ 3‘ 3 ?‘(t‘\




fas consideraciones anteriores, asi como el uso del
desarrollo (1), se justifican por el hecho de suponer a la dis
tribucibn como rigida y sin rotacibén, Cabe sefialar que si bien
esto nos permite conservar términos de orden ﬁ (-.:'-ig;') ), --
también nos deja introducir, en principio, correcciones a orden

fS?' , siendo estas Gltimas bastante pequefias, pero de gran uti
lidad para nuestra discusién futura,

Es necesario sefialar que en la deduccibn original --
presentada por Panofski (§3.3 del capitulo I) hubiera bastado
con suponer (3-.-0 {de modo que S=! ) para recuperar la expre -
sifén usual de la ecuacién de AL; asimismo, esto traeria como -
consecuencia una contribucién magnética nula. Se tendria ade-
mfs una ventaja: eliminar la suposici6n de que la particula es
r4 instantineamente er reposo ( UW*O ) | 1a cual, insisti -
mos, nos parece hastante delicada., As{, la ecuacién de AL se -
obtiene tan s6lo de considerar el limite de velocidades retar-
dadas muy pequefias { $=1\ ), sin hacer consideracifn alguna
sobre la velocidad actual,

Para seguir adelante, debemos expresar ahora a la --
aceleracib6n retardada en términos de un desarrollo alrededor -
de la aceleracifn al tiempo actual ¥ . Para este fin, necesi

tamos tomar en cuenta la definicifn de la aceleracién retarda-

da:

St) = %_ﬁf‘d‘\ ; {2)
t.



que de acuerdo con (1),y usando la relacién 34 - g 4 , se
At a*
expresa como:
a(e\_-_s(i",—u\-?é'\?u\-v..ﬂ ; (3)
donde 1a notacién ¥ TR significa derivada respccto al

tiempo actual, vy S estd definida en la forma usuall!l.

El introducir el factor S en (3) constituye otra -
diferencia entre nuestro desarrollo y el de Panofski, El argu-
mento para introducir dicho factor es el siguiente. En la ex--
presién (I-15) se ha denotado por é}(t\,ﬁ?hﬂ),... a la derivada
de TW, ¥&'Yy.e. respecto del argumento, sin importar si -
éste es retardado o no; es decir, en el miembro izquierdo de -
esa ecuacién, L) significa %&"\?W') , mientras que en
el derecho T.S-L'C\= %.t'ﬁ' &) . Eso nos parece incorrecto, pues
se ha pasado por alto la fisica del problema desarrollando Vi"
y T(®) como funciones independientes entre sf, y no se ha usa
do que una es la derivada de la otra respecto del tiempo retar
dado.

Por otra parte, a diferencia de lo que suele hacerse
en los textos, a nosotros nos parece necesario trabajar con am
bos campos Er“ y Bret , puesto que en principio los dos de
ben jugar un papel importante en el fenfmeno de la radiacién.
Asf, la autofuerza tiene la forma

Fmaf-a.(erl&‘\' '\%\*B‘“A)- (4)

1! Nétese la incongruencia : por un lado hacemos R# RWY 1o
cual nos lleva al desarrollo (1), pero por otro lado S#I.
Fsta transa se la heredamos directamente a Panofskl. Recli-
menle a €1,



Fero podemos hacer otra consideracibn, y es la de --
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trabajar a orden C en nucstros desarrollos. Si recordamos, -

Panofski los lleva hasta orden () , ya que con esto le es -
sufiviente para recuperar la ecuacién de AL, Nosotros, sin em-
hargon, deseamos (v debemos) ir un poco mds lejos. iPara qué?
la ra:6n es simple.

Argumentibamos ya la necesidad de contar con términos
dependientes de la velucidad, ya que esta es la forma usual en
la que aparecen las fuerzas de fricci6n en la Mecinica Clisica.
Sin embargo, estos deben de anularse en el caso de movimiento
uniforme, en el cual no hay radiacién. De esta manera, de exis
tir dichos términos, deben de estar dados por el producto de -
alguna potencia de la velocidad con alguna potencia de cualquie

ra de sus derivadas temporales., Mediante un anflisis dimensio-

nal concluimos que, necesariamente, csos términos ticnen la --

1t .
forma & ﬂé?lf ; la dependencia con T hace que el fGnico -
signo relevante sea el de la velocidad. Asimismo, existen otras

2 ..2at P S
ombinacio e la forma &N Y ey v ; no hay -
combinaciones d a______a._ y N ; no hay
més.

De estos Giltimos, el primero representa una correc -

. ol A . . :
cién de la forma (3 Ei.qf , la cual puede asociarse directa-
[

QL
mente al término usual QS‘ Y . El1 segundo de ellos va como
. 3c
p?jq '] y tiene la apariencia de una correccif6n a la ma
Qc
sa electromagnética, puesto quc es el coeficiente de la acele-

racién.



3¢

Lo anterior nos justifica a trabajar a orden cfs . Es
mis, iy esto es crucial! , los términos con cC no dependen -
del tamafio de la distribucién, de modo que sobreviven afin en -
el limite para partfcula puntual, Mds aGn, ni siquiera podemos
eliminarlos a priori argumentando al respecto el carficter no
relativista del modelo. Para esto baste recordar que la acele-
racifn puede tender a infinito en 1a dinfmica newtoniana (por
ejemplo, en el choque de una pelota pequefia con una pared), y
de la derivada de la aceleracibn ni hablar, pues ni siquiera -
se tiene claro qué es. Por Gltimo, el trabajar a ese orden --
abre la posihilidad de establecer una comparacién entre nues -
tros resultados y la expresifn para la parte espacial de la --
ecuacién covariante'?; esto nos permite ir "manoseando" el pro
blema, a pesar de lo burdo de nuestras aproximaciones.

FEn base a todo lo anterior, se sustituyen los desa -
rrollos (1) y (3) en las expresiones para los campos retarda--
dos (I-14) y En; =% n-\::m\-_ . Dado lo engorroso de los célcu
los, hicimos uso del programa REDUCE de computacibn, a través
del cerebro y da las manos de nuestro amigazo Arturo Olvera.

Esos cfdlculos condujercn a la siguiente expresién:
3\ By T xBre]y = Aq‘i-}&l (A ».:_-_éw(,'u,,\‘ U

x ‘«;.-_d‘(\-vg(ﬁ)"ﬁ;* %Etwf’ U) Vo)

. , -
1?2 £n esa ecuacién aparecen,en realidad, términos de orden C
pero el considerarlos aquf no enriquece en nada la discusién
y s6lo complica los cfilculos considerablemente.
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En esta expresifn hemos eliminado ya los términos --
que promedian a cero dada la simetria esférica de la distribu
¢ci6n. los términos de orden R ( QIRY) tienen la forma del pro-
ducto de esa variahle con las derivadas n-ésimas (n3{ ) de -

la velocidad, o sea:
R:\.f. R.;\'f"' R'u':\'f' w}'\r}
los cuales desaparcecen al tomar el 1imite para particula pun--

tual.

Finalmente, la expresién (5) nos conduce a la pavoro

sa ccuacién de movimiento:

- \ s ;oAE o 4 B i”ﬁ %
€. -‘gme\“* Lp ¥ '_;_.Ezw-vw:; » 52_3‘-'3121 ’TH—%C_\ ) J

l [ 4 [ X] ‘.-.‘—
2¢ MNF 4+ 2 (7T & QR
*3c.’ _(wg@)\r-&-sd ) ) y )
dunde Me se define de la forma usual. La ecuacién (6) ¢s una
generalizacibén a orden c* de la de AL, que se reduce a ella -

en el limite '!é:o . ¢y qué con esto” Vamos a ello,

§3.- DISCUSION DE LOS RESULTADOS.

Comencemos con un anilisis acerca del origen de los
términos en la ecuacién (6). Fn ella aparecen contribuciones -
dependientes de YR , R” y de orden R , "%1 . Estos Gltimos
desaparecen en la aproximacién de particula puntual, de modo -

que la Gnica dependencia en R  se manifiesta a través de la



masa electromagnética (~'/R ). Ahora bien, la ccuacién (6) sc

obtuvo a partir de los campos retardados que salen de los poten
ciales de lienard-Wiechert, y cllos se caracterizan por poscer

una parte “‘radiativa', que va como ‘IR, y una "lipada" (coulom

hiana), que va como ‘/&* | Sin embargo, nosotros hemos obteni-

do que las contribuciones asociadas con la parte ligada de los

campos han promediado a cero; es decir, la parte "coulombiana

de los campos no tiene ninguna contribuci6n,

Fse resultado nos parece hermoso,fisicamente hablan-
do, ya que es de esperarse que las linicas aportaciones a la ra
diacifn tengan su origen exclusivamente en los campos lejanos,
o de radiacién (de ahi su nombre, pues). Asf. son estos los --
finicos responsables de los autoefectos de frenado. Lo anterior
es una consecuencia de que los campos "ligados' promedian a ce
ro, dcbido a que son canmpos estdticos y, por ende, sus efectos
son instantfineos; esto hace que no exista ninguna dircccién --
privilegiada para ellos. Adicionalmente, pudimos observar un -
hecho peculiar: los términos no dependientes de ® tiencn su
origen, totalmente, en el campo eléctrico, de modo que el cam-
po magnético de radiacién no contribuye a la autofucrza de --
reaccibn. Sin embargo, sf hay aportaciones,por parte dc umhos
campos, que estdn asociadas con la inercia de la particula, cs
decir, con el coeficicnte de los términos que dependen lineal-
mente de la acecleracidn.

Lo anterior nos sugiere que una parte del campo ra--
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Jdiade se utiliza en el frenade de la particula, mientras que -
la otra parte se manificsta en una modificacién de su propia -
mitsa, en un inuremento de su inercia (lo que también produce
un frenado). En la préxima seccifn ampliaremos csta discusién,
QJue quede por el momento cn nuestras memorias.

En relacidn con los factores GL que aparecen en {6)
podemos estar tentados a no vonsiderarlos, cuestionando su mag
nitud en una deduccibn no relativista,  NQué diablos hace aqui
una @F 7. Si bien ya hemos argumentado que los coeficientes
de F} pueden ser tan prandes como se desee, y que a ese Or-
den en 3 aparccen efectos "hermosos™ en relacifn con un in
vremento de la ipercia, podemos introducir momentfincumente, no
mis por jugar, la aproximacidén (31""0 ( p#Q ), y ver que --
consecuencins tiene. [ Se recupera AL” (Pues no!

Primcranmente, en cste limite la ecuacién (6) se redu

ce a
- . 2 DL PR T A
r :—"%mev&%%s'lf +%QC’Y‘-§‘U v +§(1r'u) 1' (7

Esta nueva forma para la ecuacibn de movimiento con-
‘tiene, a lo mis, términos de orden (3 . iPero estos no dehe
mos eliminarlos si queremos ser congruentes con la misma Flec-
trodindmica! . Hacer eso seria equivalente a darle una puiiala-
da a ta propia fuerza de lorentz. Por si fuera poco, los térmi
nos sohrevivientes tienen la misma facha que aquellos que cong

truimos mediante el andlisis dimensional, y como vercmos mfs -
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adelante, tienen su razbn de existir.

Sin embargo, pensamos que es mnuy natural que aGn apa
rezca un rechazo hacia esos términos por diversas razones, dos
de las cuales son: (a) al hacer f5z0 sc¢ recupera la ecuacibn -
de AL, la cual, a pesar de las serias dificultades yue la ca--
racterizan, es la finica que se conoce, o mids bien, se reconoce
{digamos que es un "viejo recuerdo de familia", y como tal, se
le estima); (b) no suelen aparecer factores 66 en modelos no
relativistas,

Nada podemos hacer contra las "razones" expuestas cn
(a); no obstante, si podemos argumentar algo contra un "razona
miento" tipo {(b). lLa idea es la siguiente. Mencionabamos va --
que alin en el limite no relativista es posible tener movimien-
tos sujectos a aceleraciones muy grandes, de tal suerte que (,gz

no tiene por qué ser pequefia (mucho menos nula). Mis afin, si -

suponemos que %% es pequefia, ;qué sentido ticne entonces esta

blecer una ccuacién dindmica en la cual aparece incvitablemen-

P = -2 .
te el término —'33.me’“' , con the ~ C ?, Asf, el suponer

que '%?—a»o es equivalente, necesariamente, a desaparccer la
ecuacibn misma de movimiento.

Mas alin, dado ¢l tipo de tratamiento utilizado en to
das las deducciones anteriores, se pucde demostrar que el 1imi
te %_#0 es compatible con ’g*o y '3__.5.’14:0 , sien
do este Gltimo el que da origen a la cxpresibn usual para 1la -

autofuerza. Asf, cl suponer que cualesquiera de las cantidades



VoM M es muy pequeda lleva a la ccuacién de AL al mis
T R : -
C C c
afsimo desastre. Ademis, no debemos olvidar que la expresidn de
\n?
Larmor para la potencia radiada tiene dimensiones de . v
a7

8<ta no cs nada despreciable (jcofio, que de ahf parte Ta deduc
vifin heurfstica, puest ).

Tamhién podemos cchar mano de nuestros argumentos an
teriores, en los cuitles manifestiibamns la necesidad de contar
con términos dependientes de Ja velocidad al identificar la -
autvfuer:za de reaccibn con una de frenado. Md4s atn, esperamos
que una fuerza disipativa tenga un signo bien definido, como es
el de 1a velocidad. Pero pensar que U "es" csa fucrza de --
friccidn nos parece muy aventurado, y més considerando los cam
hios de signo que ésta puede tener. Seamos mis cuidadosos ino”.

Fs por cso vue nos manifestamos a favor de los térmi
nos no lineales sbtenidos por nosotros de mancra limpia y di--
recta, De acuerdo con lo cual, consideramos que la ecuacifn --
(6) - o hien la ecuacién (7) - representa una generalizacidén -
(no covariante) m4s adecuada de la ccuacién de Al, para parti-
culd puntual,

Con el ohjeto de futuras rcfcrencias es conveniente
recscribir la ccuacibn (6) como:

s mn =
F*L‘ me‘(\» P é—zl\ IV =K, (8)

coen

..).e ‘_\H-A.(s)'u‘ +£-.\“ ‘U')’U'} }EJKSG +1§ UJ.»;-\V]

+Q(RY @
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[X)
Pd - [ a—

siendo R una fuerza con componentes en ¥ , AT y VW

Este Gltimo hecho nos viene a sefialar una fuerte di-
ferencia entre i y las fuerzas que aparecen comfinmente en la
Mecénica Clésica. O sea que, a pesar de que hemos partido de -
una ecuacién dindmica tipo newtoniano, la forma explicita de -
las fuerzas que ahfi aparecen de ninguna manera tiene la facha
de una fuerza de ese tipo, ya que dependen en forma no lineal,
tanto de l1la velocidad, como de sus primera y segunda derivadas
temporales. Esto podemos pensarlo como una consecuencia natu--
ral de las marcadas diferencias que guardan entre si la Electro
dindmica y la Mecénica Clisica.

No obstante, a pesar de que estamos conscientes de -
que la forma de R puede ser, en principio, todo lo alejada -
de nuestra experiencia cn Mecéinica, no cualquier extravagancia
debe parecernos un buen candidato para R. . No olvidemos que
aGn venimos heredando algunas de las dificultades de la ecua--
cibn de AL, las cuales iremos tratando de corregir a lo largo
de nuestro trabajo.

Ahora vamos a discutir mfis a fondo los efectos tan -

peculiares que aparecen en el miembro izquierdo de la ecuacifn

(8).

§4.- (EFECTOS RELATIVISTAS?

Resulta que al tratar de entender la ecuacién (8) - -

nuestra curiosidad hizo que nos acercfiramos a la Relatividad
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Fspecial, y es que estfibamos sorprendidos por la simplicidad -
con que aparecen las correcciones mismas a la ecuacibén dinfmi-
ca, sin entrar en detalles sobre & . Vamos, pues, a comentar
lo que encontramos.

En Relatividad Especial, la segunda ley de Newton si

gue manteniendo la forma
F = of
at ’ (10)
donde el cuadridmpulso @ ahcra se define como:

p:mt"u s (11)

wh
con fz(\—:-!‘) y Y\ es la masa en reposo.
Al efectuar la derivada de ©® con respecto al tiem
po X, medido en el sistema del laboratorio, se obtiene:

F--mh’é}{-t—mv%‘%. (12)

Como %_{: l_cf‘;('lf«o-\ y Q=%‘{_ , entonces

3
. 13
F=m8a+v%{ (v.o) v, (13)

Ahora bien, si se separa 1a aceleracibn en una compo
nente perpendicular al movimiento { @1 ) y una longitudinal a

€1 ( O= ﬁﬂ(«LOA ) la expresidén (13) puede escribirse como:

F“:F\\*F_\_ ’ (14)
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(15)

El coeficiente de O recibe el nombre de "masa lon-
gitudinal” y el de Q4 se llama "masa transversal", fsto da
origen a que, para grandes velocidades, el vector aceleraci6n
no es paralelo al vector fuerza, como sucede con la Mecénica -
newtoniana. Las ecuaciones (15) han sido confirmadas experimen
talmente, de modo que estos efectos estln bien establecidos en
la teorfia relativista,

Pero regresemos a la expresifn (13). Es notable su -
similitud, salvo factores ¥ , con el miembro izquierdo de¢ --
nuestra ecuacién (8). Mis atn, si desarrollamos estos factores

¥ y conservamos la ecuacién (!3) hasta orden G} , ésta -
se convierte en:

F =m§(\+siﬂ{.:\&+ic.zu‘r-iwr§, (16)
estableciéndose, alin mds, el parecido con nuestros resultados.
De hecho, la Gnica diferencia la constituyen los factores numé
ricos, lo cual es notable dado nuestro tipo de tratamiento no
relativista ( y la bola de aproximaciones utilizadas aGn).

Sin embargo, esta diferencia (originada en el hecho
de que nosotros no consideramos factores ! ) no se ve opaca-

da con el resultado sorprendente de que nuestro modelo '"tan --
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burdo" arroje ya efectos relativistas relacionados con la masa
electromagnética de 1a particula, a saber, la aparicién de una
componente transversal y otra longitudinal al movimiento de la
misma (iQué hermoso!). Y esta e¢s tan s6lo una de las consecuen
cias de eliminar la aproximaci6bn <Vitizo0 ! (y, claro cstd, de
la covariancia implicita en la Electrodinimica: jhermosa teo--
rial).

Fn resumen, esta comparacién nos permite asegurar --
que la estructura misma de laz ecuaci6n (8) es una manifesta--
ci6n de la finitud de la velocidad de propagacibn de las sefia-
les electromagnéticas, lo cual le da un cardcter intrinsecamen
te no newtoniano,

Finalicemos con un "jalén de orejas" para aquellos -
que piensan que la Relatividad Fspecial es una teorfa que sélo
se¢ aplica a movimientos con velocidades cercanas a la de la -
luz. jPues no!. Como todos sabemos, la Relatividad Especial es
parte misma de la Electrodinimica (de la cual es origen), y --
una de sus gracias es la prohibicién de velocidades infinitas

de propagacién.

§5.- COMPARACION CON LA ECUACION DE LORENTZ-DIRAC.

La discusifn anterior representa también una motiva-
cién para comparar nuestros recsultados con los que provienen -
de la parte espacial de la ecuacién covariante conocida como -

de Lorentz-Dirac.
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Dado que estamos interesados en establecer una compa-
racién, es necesario escribir la expresibén (I-28) sin los facto
res ¥ que en ella aparecen, asi como conservar términos del -
mismo orden en C , a saber, C .,

x?—
Para esto podemos desarrollar vy conservar términos

’

2 .
hasta orden @ . es decir:

PR W R P : ;(s"-<\.
e

Asi, la ecuacién (I-28) se convierte en:
- X - R T -y
R*= 7_;%?{(\-*(\‘)1’"4- é.zw.v“)u} * ‘.‘3%, {%ﬁ W) v } ) (17

la cual ticne la misma estructura que nucstra expresi6én (9) pa
ra la autofuerza; s6lo hay diferencia en los coeficientes.

Fn particular, y esto es lo mis relevante, ambas cx-
presiones posecen el mismo tipo de dependencia, afin la no lineal.
Esto rcsulta bastante interesante dado el tipo de deduccién --
que nos llevé a ellas, una covariante y la otra "ingenua",

Y es precisamente la "ingenuidad" de nuestros desa--
rrollos la que nos ha hecho cometer aproximaciones, ya sea en
la manera de eliminar el retardo, o en la despreocupacibn to--
tal por los factores ¥ , los cuales conducen a coeficientes
diferentes a los de (17), Es por ello que en los préximos ca--
pitulos trataremos de cometer '"pecados' cada vez menores en --
cuanto a las aproximaciones, aunque dado el carfcter de este -

trabajo, no se seguird un tratamiento covariante.
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De cualquier forma, las confrontaciones que hemos he
cho en e¢sta seccidn, y en la anterior, nos dejan ver resulta -
dos bastante compatibles con los que salen de la Relatividad -
Fspecial, iy nosotros no hemos usado la covariancia!,(Jala --

hien, para scer un modelo "ingenuo").

56. - (PODEMOS HABLAR DE UN BALANCE ENERGETI1CO?,

Usualmente se acepta sin mayor problema la existen -
cvia de una ecuacibfn de balance de energia teniendo en mente la
deduccidén heuristica de Planck (I1-§3.1). Sin embargo, si quere
mos ser formales nos encontramos con el problema de que este -
tipo de ccuacibn la hemos aprendido a deducir para las ecuacio
ncs newtonianas, es decir, aquellas en las que FzF(Rvr ) .
Se pucde demostrar que en la expresifn para la fuerza sc pucde
incluir a lo mis una dependencia lineal para la aceleracién, -
pero es obvio que ni la ecuacién de Abraham-Lorentz, ni nues -
tra ecuacién (6) son de ese tipo. Sin embargo, la deduccibn --
heuristica aparentemente provee de una ecuacifn de balance, co
sa que, como vémos, es muy aproximada y ya presenta problcmas.
¢Qué pasa, por ejemplo, cuando la aceleracibn es constante --
(1-82)Y7. Ademés, dada la forma tan horrenda de la ecuacibn (6),
establecer con clla una ecuacién de balance de energia se tor-
na en un problema inmanejable,

Sin embargo, parcce que podemos dormir con la cons--

ciencla tranquila, ya que resulta realmente sorprendente y --
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agradable que todos los términos de la ecuacibén (6), con los -
coeficientes correctos, pueden incluirse como parte de una for
mulacibn covariante en la cual se puede plantear una ecuacifn

de balance energético enteramente anfloga a la heuristica; --
iclaro! pero bien hecho, sin trampas. Bonito, ino?.

Esto corrobora el que no se deban eliminar los malva
dos términos no lineales, pues, si bien no es claro el balan-
ce de energia en forma no covariante, las cosas se componen un
poco mids en la formulacifn covariante. Como que no andamos tan

errados, pues.

§7,- CONCLUSIONES.

En este capftulo presentamos una generalizacién {no
covariante) de la ecuacifn de AL para partfcula puntual, Para
ello utilizamos el método scguido por Panofski, previamente --
discutido (1-§3.3), pero eliminando la descripcién desde un --
marco de referencia instantdneamente en reposo (i.e., para no-
sotros UN$0 ). Ademis, llevamos nuestras expresiones has-
ta orden <® , puesto que con eso pudimos obtener resultados -
bastante interesantes.

Encontramos que todos los términos de la ecuacibn di
nimica tienen su origen, efectivamente, en los campos lejanos
o de radiacién; la parte proveniente de los campos ligados, o
coulombianos, promedi6 a cero. Como de esos términos no todos

juegan un mismo papel en la ecuacién de movimiento, esto nos -
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hizo pensar en dos tipos de contribuciones, bdsicamente: (a) -
una, relacionada con términos no lineales de la forma é\%;'ﬁ ,
o sea, con la masa electromagnética, y (b) otra, cuyo origen -
proviene exclusivamente del campo eléctrico, constitufida por -
términos no lineales de orden R&, con "¥0 | de modo que en -
el limite para particula puntual s6lo sobreviven esos con n=0
{i.e., los que son independientes del tamafio de la distribu --
cién). Aqufi aparecib6 el término usual con 5o

Las contribuciones del tipo (a) nos permitieron rede
finir la idea misma de fuerza, la cual ahora tiene componentes
tanto en la direccifn de ¥ como en la de ¥ , en analogia con
la expresifn relativista. En consecuencia, esto dio origen a -
1a aparicibén de una masa longitudinal ( ™4 ) y una transversal
(™1 ) al movimiento.

Por otra parte, las contribuciones tipo (b) fueron -
identificadas por nosotros como la expresi6n para la fuerza de
reacci6n por radiacifn. Esta aparecid con componentes en la di
reccidén de if,i? ,%ﬁ , lo cual afirma su carfcter no newtonia-
no. De esta expresibn, resaltan términos de la forma ot oy ’
la cual es bastante parecida a la del término de reaccibn por
radiacién ( %%; a* yt } de 1a ecuacibén de Lorentz-Dirac, y --
que dan origen a contribuciones compatibles con la expresibn -
de Larmor para la potencia radiada.

Asimismo, pudimos comparar nuestra expresibn para 1la

reaccibn de radiacién con aquella que sale de la parte espacial
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de la ecuacién covariante de Lorentz-Dirac, llegando a que am-
bas poseen la misma estructura; esto sorprende en un modelo --
tan "ingenuo" como el nuestro.

Posteriormente hicimos algunas consideraciones rela-
cionadas con el balance energético; de éstas s6lo pudimos con-
cluir que, si bien se dio un paso mis en relacibén con la ecua-
ci6n de AL, ahora el problema ha quedado bastante oscuro, lo -
cual hace difficil entender el balance energético.

Finalmente, nos resta seitalar que si bien ecsta gene-
ralizacifén arroja ya nuevas luces para el establecimiento de -
la ecuacién de movimiento, aln seguimos heredando las dificul-
tades propias de un modelo de particula puntual, como la diver
gencia de la masa o la idea misma de interaccif6n de un punto -
consigo mismo. Es por ello que los prbximos vapftulos estarédn
dedicados al estudio de la dindmica de particulas cargadas con
estructura. En particular, en el capftulo III presentaremos la
ecuacibn integrodiferencial de Abraham-Lorentz (EIDAL), que es
una ecuacién lineal para particulas cargadas con estructura, -
rigidas y que no rotan. Dado el cardcter lineal de la EIDAL, -
ésta serviri como una primera aproximacibn que nos seri de gran
utilidad. Sin embargo, la aparicién de los términos no linea--
les aqui obtenidos, hard que busquemos posteriormente una ecua

ci6n integrodiferencial que los contenga. Primero lo primero.
1



CAPITULO 111

"La EcUACION INTEGRODIFERENCIAL DE ABRAHAM-LOReNTZz (EIDAL)”

"M{8 pasos en esta calle
Resuenan

En otna calle
Donde

0igo mis pasos
Pasar en esta calle
Donde
S6Lo es neal fLa niebla”

0. Paz

§1.- INTRODUCCION.

Como se discutié en el capitule I, la ecuacién de --
Abraham-Lorentz presenta serias dificultades que ya menciona -
mos. Es por eso que serfa deseable contar con una ecuacién de
movimiento clfsica para partficulas cargadas, afln cuando fuese
aproximada, pero que no presentara tales dificultades. Una al-
ternativa a esto se mostrarf a lo largo de este capftulo.

_ Con este fin, precsentaremos lo que podemos llamar --
"Ecuacién Integrodiferencial de Abraham-lorentz (EIDAL)", que
constituye una aproximacién lineal al problema dinimico de una
particula cargada con estructura, Daremos una discusién acerca

de su deduccién y sefalaremos cada una de sus caracterfisticas
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relevantes.

Limitaremos nuestro estudio al caso traslacional ex-
clusivamente, aln cuando ya se han hecho avances importantes -
para el caso rotacional (JIMENEZ-MONTEMAYOR, 1983. 2do.); este
Gltimo caso no hemos considerado necesario incluirlo, ya que -
el solo andlisis del movimiento traslacional es bastante rico
cn contenido, Yy con €l nos basta para los fines de este traba-

jo. Entremos en materia.

§2.- DEDUCCION DE LA EIDAL.

Méncionﬁhamos anteriormente, que estamos interesados
en eliminar algunas de las aproximaciones inherentes a 1a ecua
cifn de AL. A nuestro juicio, una de las mis importantes tiene
su origen en la idea misma de autvinteracci6én de una partfcula
puntual (iMole!). Nosotros creemos (ue esa interaccién debe --
pensarse como el resultado de considerar todas las interaccio-
nes de cualesquicra dos elementos distintos de una distribu --
cibn de carga, sobre la distribucién misma de carga. (Tiene al
gln sentido fisico el hablar de la interaccifén de un punto con
€l mismo?. Es evidente que la respuesta a esto estd relaciona-
da con la filosoffa propia de cada persona; en nuestro caso, -
la respuesta es negativa, siguiendo la vieja escuela del maes-
trisimo Abraham.

En base a lo anterior, nosotros pensamos que la idea

de autointeraccién debe aplicarse necesariamente a particulas
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con estructura. Con esto se elimina, de entrada, el problema
ya discutido de la divergencia de la masa electromagnética,.
Mids afin, posteriormente veremos cOmo esto también da origen a
que no aparezcan soluciones acausales ni divergentes a la ecua
¢ién dindmica, hecho tan deseado por cualquier cientifico bien
nacido y que tenga fe en los principios fundamentales en que -
se sustenta la Fisica misma {(iJoder!, que uno de esos princi -
pios es el de causalidad).

Para este fin, se parte de la deduccién de Lorentz -
(I-§3.2) la cual conduce a la expresién (I-11) para la autofuer
za., Para ella se consider§ una distribucién de carga rigida, -
con simetria esférica y sujeta a un movimiento traslacional --
lento, de tal suerte que R pricticamente no dependfa del tiem
po; esto filtimo es lo que da origen a que la ecuacién (I[-11) -
sea lineal.

El hecho de eliminar la dependencia retardada de la
aceleracién mediante un desarrollo en serie alrededor del tiem
po actual, dio origen a que la expresién para la autofuerza es
tuviera dada por una suma infinita de términos. Si se desea --
conservar el retardo en la aceleracibn, es necesario recuperar

la expresibn de la cual se obtuvo la ecuacibén (I-11), a saber,

Fro = —..%g ngrSd’r‘f(r;\g(v'\ alt-®y, o

donde se ha usado que:

Se \
“Z_; (\\ (&\ aa\t = Sk - Re) | o

'3 En este caso, p(r) es la distribuci6n de carga normalizada
a la unidad.
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oY
1
Q-

con

La ecuaci6én (1) proviene del cilculo directo de la -

raz6n de cambio del impulso P de la particula, con

p=\5, &r. (3)

c‘l.
Sin embargo, dado que esta definicién carece de las propieda--
des de transformacidn de Lorentz, debe ser reemplazada por ---

(JACKSON, 1962)
(4)

para recobrar la covariancia. La ecuacién (4) es la parte espa
cial, en el limite no relativista, de la definicién covariante
del impulso:
3
A &T‘w n, &r, ()
donde Yo = (& &Fre ., 1¥).

De este modo, es necesario afiadir la correccién que
proviene del término é_ ST\"E’ &r a la ecuaci6n (1)}. E1 -
cdlculo directo de esta correccién da una contribucién igual a

-\ veces el término con W=0O en la ecuacién (I-11)-

(DE LA PENA-JIMENEZ-MONTEMAYOR, 1982); o sea:

- Ty - W ABL AD
é‘?m &' =-hk’%%:\”35’(—5—-";”d' T, (o)
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Por lo tanto, la ecuacidn (1) debe sustituirse por:
=2 (el f(_gggy_“) At-R) = LAWY . (7)
Aute - -é-‘:.,_ R \ [ q L]

de modo que la ecuacién de movimiento para la partfcula carva-

da es ecntonces
3 2 (a5 At o R Gk ~ReY) - L 3
a=F _?._g.SArSdr PLOPLC iok ) - LA
donde f' es la masa desnuda ("en cueros") de la partfcula, y
donde se ha supuesto que la fuerza externa permanece constante
dentro de las dimensiones de la misma. En esta ecuacifn no se
han considerado las contribuciones del campo magnético, lo --
cual es heredado directamente de la deduccibn de Lorentz.
Tomando en cuenta la definicién (I-12) para -
electromagnética de la partfcula, y definiendo la "masa obser-
vada" w como:
w = -\-Me
v ? (9)

la ecuacibn (8) se convierte en:
i = Fre - %_g- Sd‘rx&r‘fﬁ._i—ﬂk""ﬂ"“ -2 —ﬁ\“} y  (10)
C

que es la ecuacifén de movimiento buscada, o sea, la EIDAL.
Pasemos ahora a discutir sus caracteristicas mis no-

tables.
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§3.- COMENTARIOS A LA ECUACION.

En esta seccibn vamos a sefialar cada una de las pro-

piedades mis sobresalientes de la EIDAL, a fin de precisar sus

ventajas en relacién con la ecuacibn de AL, asi como sus pro -

pias limitaciones. Esto nos seri de gran utilidad para los de-

sarrollos del pr6ximo capftulo. Las principales caracteristi--

cas son:

a)

b)

Como lo esperarfamos fisicamente, en ausencia de
fuerzas externas el movimiento se reduce a uno --
con velocidad uniforme. Esto se obtiene de manera
directa a partir de la solucién a la ecuacién --
(10); se puede demostrar (p.c., DE LA PERA-JIME
NEZ-MONTEMAYOR, 1982) que esa solucién es de la -
forma: "

a\n‘:‘\jﬁ?s Gr-UIFI) IN )

-0

donde Gt) es la funcibn de respuesta, relacio-
nada con la estructura de la particula., La ecua--
cifn (11) muestra claramente cbémo en ausencia de
fuerzas externas, la aceleracifn es nula.
Se puede demostrar ficilmente que dadas las pro--
piedades analiticas de C5,(1l) no contiene solu--
ciones divergentes, y su comportamiento es causal
siempre que se cumpla una condicidén sobre el radio

de la particula. Esta condicibn se discute en la
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referencia citada anteriormente.

M4s aln, en una ecuacibn de ese tipo esté conteni
da toda la historia del movimiento de la particu-
la. Digamos, pues, que es una ecuacibn con "memo-
ria", Con ella se recupera la caracteristica tipi
ca de los campos electromagnéticos, como ya men--
cionfibamos anteriormente.

Es notable cbmo el efecto de memoria se ha obteni
do con sbélo reescribir adecuadamente la ecuacién
(I-11), Este resultado tan importante tiene su --
justificaci6n en una idea muy simple: si bien la
ecuacién (I-11) posee toda la informaci6bn sobre -
la historia del movimiento de la particula, el --
conservar s6lo los tres primeros términos de ella,
que conducen a la ccuacibn de AL, hace que se ---
pierda no s6lo gran parte de.esa informacifn, si-
no que conduce a resultados absurdos. Esto se jus
tifica en que si se corta la serie para cualquier
orden M»> , aparecen soluciones divergentes --
(DABOUL, 1974).

Asi, una parte del precio que se debe pagar al re
cortar salvajemente la serie (I-11), es la pérdi-
da de la memoria tipica de los campos electromag-
néticos; ipues no! .

¢) Si el movimiento es uniformemente acelerado, la -
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ecuacidn (7) toma la forma:

Fag 2 -4 & Jar J0e pimpien &

= -Med
(12)

de modo que no desaparece la fuerza de frenado por
radiacibn.
Fs esto, y no la fuerza nula que predice la ecua-
cibn de AL, lo que fisicamente debemos esperar. -
jVaya, que es necesario obtener un resultado com-
patible con la expresi6n de Larmor para la pot n-
cia radiada! . Por esta razén, la ecuacién (10) -
da un paso adelante hacia el entendimiento del ba
lance energético. Veamos qué sucede con dicho ba-
lance.
Se puede demostrar (FRANGA-MARQUES-DA SILVA, 1978)
que si se multiplica la ecuacién (10) por la velo
cidad ¥ , la potencia cedida por la fuerza ex-

terna es:

% = g g (moymav)-2E

ok (13)

A su vez, usando el Teorema de Poynting, -3-E

puede expresarse Como:

T - AW
VR =Fed 5T (14)
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donde floa ‘-‘-Bg‘d& es la potencia radiada y
W es la energia almacenada en el campo elec--
tromagnético. Por lo consiguiente, la ecuacibn de
balance que se obtiene es:

f’it\éwtq}: Fons T P (15)

donde se define

$= 4 (3)W 5 (o

este término es el equivalente al de Schoot rela-
tivista, y es de importancia fundamental para no-
sotros, ya que para movimientos uniformemente ace

lerados se obtiene

$mv) = e T, (17)

Ya que en ese caso
®

Asf, con (17) se recobra el resultado obtenido --
con la ecuaci6n de AL, pero, y esto es hermoso, -
aqui se ve con claridad que la radiacifn se ve com
pensada por el cambio respecto al tiempo del toda
via misterioso término Q’ ; es decir, no es que
no cxista reaccidén de radiacidn en el caso &=cﬁL,

sino por el contrario, existe, aunque es compensa
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da de alguna manera. {Ah!, esto cambia las.cosas.
Algo parecido sucede en el caso covariante -
(TEITELBOIM, 1970}, por lo que resulta interesan-
te y agradable su aparicién por estos sitios. De

esta manera, al utilizar la ecuacién (10) en lu--
gar de la de Abraham-Lorentz, las cosas mejoran -
bastante en relacifn al balance energético. jQué

bueno!

Debido a que se utilizé la definici6én (4) para el
impulso, si se efectla el desarrollo en serie de

(10}, en la ecuacién dinfmica ya no aparece el es
pantosa factor q/j ; esto se verd claramente -
en la préxima seccidn.

Por otrc lado, dado (12), la ecuacién dinémica pa

ra movimiento uniformemente acelerado se reduce a:

\*& “-;FM!‘MP.Q., (19)

o bien

Fut:\\;*m,g\a:.ma. (20)

Fsto justifica, de alguna u otra forma, el hecho
de referirnos a YN como la "masa observada" -
de la particula. Sin embargo afin existen puntos -
por esclarecer al respecto, ya que durante el es-

tudio de la dinfmica de la particula, el cual con
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dujo a la ecuacidén (10), se definen diversos ti--
pos de ''masa" (p.e., DE LA PERA-JIMENEZ-MONTEMAYOR,
1982),

De la ecuacién (10) puede obtenerse un limite in-
ferior para el tamafio de la distribucifn de carga.
En efecto, si se aplica la ecuacién (10) para es-
tudiar un gas de electrones con estructura, y si
se supone que Eﬁw es el campo de radiacidn esto
cdstico producido por todas las particulas del --
gas, el aplicar un Teorema de Fluctuacién-Disipa
cibn en este sistema da origen a una densidad es-
pectral de energfa que impone un valor minimo pa-
ra el radio de la particula (JIMENEZ-MONTEMAYOR,
1983. 1ro.); este valor es del mismo orden que el
radio clisico del electrén ( Ve = Qel/3m‘—z ).

Si bien con la EIDAL se eliminan varias dificulta
des inherentes a la ecuacibén de AL, también per--
sisten algunas deficiencias graves en ella. Estas
tienen su origen en que su deduccifn estd basada
en la de Lorentz, cuyas limitaciones ya discutimos
anteriormente. En particular, el no considerar la
dependencia temporal de R hace que en la EIDAL
no aparezcan l!los términos no lineales que han si-
do nuestra preocupacién a lo largo de este traba-

jo. Ya hemos demostrado su existencia en la ecua-
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ci6n de movimiento para particula puntual y hemos
sefialado, e insistido, que son independientes del
tamafio de la estructura asociada a la particula.
¢Por qué no habrian de aparecer aqui?. Eso necesa
riamente obliga a considerar la dependencia tempo
ral de¢ R | como lo haremos en el préximo capi-
tulo.

Adicionalmente, la aparicidén de los términos no -
lineales debe dar origen a contribuciones impor--
tantes, las cuales no debemos eliminar en el esta
blecimiento de un balance energético apropiado.
Puede éste ser dificil, u oscuro, pero no por ello
debemos desechar toda la informaci6n fisica que -

arrojan. {Cuidadin! .

Esperamos haber sefialado aqui las caracterfisticas --

mis sobresalientes de la EIDAL, y sb6lo nos resta mostrar cbmo

esta ecuacién contiene como caso particular a la de Abraham-Lo

rentz, Este serd el objetivo de la pr6xima seccibn.

§4.- LIMITE PARA PARTICULA PUNTUAL.

En esta seccifn vamos a mostrar, por completez, cbmo

se recupera la ecuacifn de AL a partir del tratamiento que nos

condujo a la EIDAL'*,

Si se retoma la exﬁfesi&n (7) para la autofuerza, se

" Existe un método mis directo, el cual no incluiremos aqui -
dado que para eso seria necesario introducir algunas defini
ciones que nos desviarfan un poco de nuestros objetivos,



57

le escribe en forma de sumatoria, y se utiliza la definici6n -

(9) para la masa YN , nos queda la ecuacién de movimiento:

fue - 18, 2, G (5E) [ [0 pogeen &7

\f\%’: aax < —E" e 0t a‘:\
7 L 3, -
-\'%_%lqr)ds So\r P \?(r)R o
o bien,
¥ = o - 28, o (o perapeen K438, 27 Jrfde perpee)
<
TR T %‘"jd‘rSd'r‘ R ptey 900
3kl

e i R 3 d\r\ (') (r\\R-d.
A +l:2*~vfdrs s (22)

Tomando en cuenta que el primer término en la ecua--
3
cibn (22) se cancela con el Gltimo, y que ” PLeY plv) Arde 2y ,

esta ecuacién se reduce a:

woF = Fue + 2T 480D,
C

(23)
G
donde K=t
Qlal ~ k...__.‘ “kaz Vv oa

con Q. tomada como una longitud caracterfstica de la dis--
tribucién de carga.
En el limite para particula puntual QY —>0 ,
de modo que se recupera la cecuacién de Abraham-Lorentz:
YTV& ==?Qw *-%E: %}.,
T

donde la masa YW ya no aparece con el espantoso factor /3
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usual. Queremos insistir que esto es consecuencia de utilizar
la definici6n (4) para el impulso,

- Para concluir, deseamos sefalar que al tomar el 1limi
te para particula puntual se recuperan todas dificultades pro-
pias de la ecuacién de AL, como es de esperarse. La causa, in-
sistimos, estd en recortar la serie (15), cosa, por demis, in-
correcta; nosotros hemos cometido ese pecado, en esta seccifn,
s6lo con el fin de mostrar que la EIDAL es, efectivamente, una

expresién més general que la ecuacifn de AL y, por si eso fue-

ra poco, mis adecuada que ella.

§5.- CONCLUSIONES.

A la luz de lo expuesto en este capitulo, se pueden
desprender las siguientes conclusiones. Parece bastante claro
que al tomar en cuenta la estructura de las particulas carga--
das y escribir adecuadamente la expresifn para la fuerza de --
autointeraccifn, quedan solucionadas algunas de las dificulta-
des mis caracterfsticas de la ecuaci6én de AL ;la Ecuacifn Inte
grodiferencial representa, pues, una aproximacién lineal a la
dindmica de las particulas cargadas, y constituye una generali
zacién a 1a ecuacién de AL. Sin embargo, dado el carficter ---
aproximado de la EIDAL, no debe perderse de vista el estableci
miento de una ecuacifn mis general, que nosacerque hacia un me
jor entendimiento tanto de la dinfimica como del balance energé

tico, De acuerdo con los argumentos expuestos en ¢l capitulo -
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anterior, tal generalizacidn debe contener términos no linea--
les en la expresidn para la autofuerza de frenado,

En el siguiente capitulo trataremos de ir mis lejos
en la descripcidn del movimiento de una partfcula cargada con
estructura, cuyo Gnice grado de libertad es el de traslacidn;
nuestro tratamiento (cldsico) dard origen a una ecuacién de mo
vimiento no lineal, la cual constituird una generalizacidn de
todo lo que hemos expuesto a lo largo de este trabajo. {Vamos

en pos de ella! .



CAPITULO 1V

“La Ecuacion No LINeaL pARA PARTICULA EXTENDIDA"

"Nada se edifica sobre La piedra,
todo sobre La arena, pero nuestro
deber es edifican como 8L fuehra
piedra La anrena...”

J.L., Boages

§1.- INTRODUCCION.

A la luz de todo lo expuesto anteriormente, en este
capitulo se vierten los desarrollos mis importantes de este --
trabajo (para que juzguen si validé la pena, o no, todo el rollo
anterior).

Los pasos a seguir aqui quedan justificados de mane-
ra natural por toda la discusifn previa, Si bien este capitulo
no muestra una teoria concluida, da ya las bases para el esta-
blecimiento de una ecuacién dinfimica, en la cual estamos traba
jando, pero las limitaciones de tiempo no permiten su completa
aparicién aqui.

El trabajo a desarrollar en este capitulo, debe ser
ya adivinado por cualquier curioso que haya tenido a bien se--
guir las discusiones anteriores. De acuerdo al capftulo III, -

resulta natural ¢l trabajar con el método que ahi se sigue, el
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de Lorentz; sin embargo, ahora si consideraremos la dependencia
temporal de R , como trataremos de fundamentar en la siguien

te seccidén. Asimismo, motivados por la discusidén que nos condu

jo a los resultados del capftulo II, también habremos de elimi

nar la descripcifn desde un marco de referencia en reposo. Ve-

remos c6mo el evitar las hipStesis RKRFRW y T¥=o nos

va a conducir, de manera directa, a una ecuacién de movimiento

no lineal que en el 1fmite para particula puntual tiene la mis
ma estructura que la encontrada en el capftulo II y, por tanto,
a la parte espacial de la ecuacidn de Lorentz-Dirac. Concluire

mos con una amplia discusién sobre los resultados obtenidos,

en base a nuestros objetivos iniciales, los cuales fueron deli

nedndose alin mis a lo largo del trabajo.

§2.- ALGUNAS CONSIDERACIONES PRELIMINARES.

Tomaremos como modelo de particula cargada a una dis
tribucibn rigida de carga, con simetria esférica y que esté --
bien localizada (i.e., que decaiga mis rdpido que Ui ). Su -
pondremos, ademfs, que estf sujeta solamente a un movimiento -
traslacional.

Por simplicidad, y para ir entendiendo el problema,
séguiremos el método de Lorentz (I-§3.2) ya conocido por noso-
tros; sin embargo, evitaremos algunas de sus aproximaciones:
eliminaremos la descripcidn desde un marco instantdneamente en

reposo (i.e., U+#O ), asi como también tomaremos en cuenta
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la dependencia temporal de R (iahora si!) que, como ya vimos,
suele omitirse implinemente y sin mayor discusién. Ambas consi-
deraciones darfin origen a una ecuacidén de movimiento no lineal,
mis acorde con el comportamiento que esperamos, y que como ca-
so particular incluya todos los resultados anteriores,

Queremos insistir en que la dependencia temporal de

R 5610 puede omitirse bajo la suposicién de que el movimien
to de la particula se lleva a cabo con velocidades muy peque--
flas ( (3"50 ), de tal suerte que ﬁ'éé ; es decir, que -
en cse limite la distancia retardada R entre el punto fuente
al tiempo t y el punto receptor al tiempo L , resulta casi
igual a la distancia fija d entre esos puntos, para cualquier
tiempo (ver dibujo de la seccién 2, capitulo 11I).

No estd de mis hacer hincapié en yue debemos tener -
mucho cuidado con la identificacién de ® con una distancia
del orden del difmetro tipico (2o ) de la distribucibn, pues
esto nos lleva a cometer crueles barbaridades; una de ellas se
relaciona con la definici6én misma de tiempo retardado (t':t-%l:_‘-‘));
en la cual la suposicién R =2 conduce a la desaparicién de
los efectos retardados ( t' =%t ) para el caso de partfcula --
puntual { a»9 ), Esto significarfa que la velocidad de pro-
piagacidbn de las sefiales, para el caso de particula puntual, es
infinita. Horrible, ¢no? (Entonces?.

Por esa razbn, nosotros preferimos apegarnos al sig-

nificado correcto de R como una cantidad retardada ( R )
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~ n [r.d
de la forma R =z Rlt-RA) , aunque se vea fea. jEste no es -

un concurso de belleza! .

§3.- DESARROLLOS PREVIOS.

Las consideraciones expuestas en los pérrafos ante-
riores nos van a obligar a ser muy cuidadosos en cada unc de -
los desarrollos que realicemos de aqui en adelante. A este res
pecto, los potenciales cf) y A que antes se expresaban segfin

(1-10), ahora estfn dados por:

¢ lre) = 1 K ?(" ) d‘r'

[WEIR) 3
Si }:S__R_ dt&r ;

é(f.t\ -

Ny

(n

donde, como ya es usual, 5= \-?\ ?’ . Nétese que no omiti-
mos ese factor en base a un argumento del tipo Pmo .

Las ecuaciones (1) muestran la dependencia de los po
tenciales d? y A  con funciones retardadas de la forma K_%‘_\‘“
las cuales, siguiendo con el espiritu del método de Lorentz, -
debemos expresar en funcibn del tiempo actual,

Para ese fin, debemos hacer uso de un desarrollo mis
general que el vsado en los capitulos anteriores, entendiendo
por ello uno en el cual se considere la dependencia temporal -

retardada de ® . Este deﬂarrollo es:

) R L)
PNz P2 e a{ { } 3 (11

“=0

donde ahora todas las cantidades dentro de )[ \ son actuales,
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Adicionalmente, dado que S= (\-'\’\-fa\; \ A ﬁ./c
y que % &V, podemos reescribir cualquier funcidn de la --
forma \é;]“* mediante un desarrollo en serie de potencias -

de Q/c , a saber,

XLXru \- ‘lr‘!t \ Z;" = \\ R ‘}ru. (3)

Si aplicamos ahora el desarrollo (2) a la expresién
(3), obtenemos una ecuacidn que contiene en su miembro derecho
inicamente cantidades no retardadas, es decir, en funcién del

tiempo T actual:

- Ef-‘ < -1}
\}L& e -gg.;-\{ ( ?: - )} . (4)

Se puede demostrar, haciendo un poco de algebrita, que (4) pue
de expresarse de manera mis compacta comn:

5, et sl

5 we K20 K\'(K e at*

(5)

esta expresibn, como es de esperarse, se reduce al desarrollo

en serie usual cuando R#FRWY (recuérdese que en ese caso
s=4A ).

Dado el desarrollo (5), la manera de proseguir es --

ahora bastante similar a la de Lorentz. Asf, sustituyendo (5)

en (1) obtenemos las expresiones para los potenciales:

(Fx) = e d’r'm GO e { (e ) R (t\}
RS LA At

Ko LR

R SRy (e Tty R Lt\}
Alrv = %Sdf T at“ {?

w=o
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que son ahora las mis generales que podemos construir (no he--
mos hecho aproximaciones afin).

Para continuar, podemos hacer una consideracidn para
ganar simplicidad en los desarrollos subsecuentes. La idea con
siste en no tomar en cuenta, por el momento, cualquier contri-
bucién 2 la fuerza proveniente del campo magnético. Sf, es ---
tramposén, en base a lo expuesto en el capitulo Il. Sin embar-
go, dado que nuestros cflculos aqui estdn hechos "a mano' , las
limitaciones de tiempo que tenemos nos impiden considerar a ©:
iel dlgebra se complica mucho en ese caso! . Sin embargo, de -
acucrdo con nuestros resultados anteriores, las contribuciones
magnéticas sélo aportarfn correcciones en los coeficientes y -
no términos nucvos. Esto nos justifica bastante hien por ahora,
aunque nos deja obligados a considerar las contribuciones mag-
néticas a la ecuacidn en un trabajo posterior. Sigamos adelan-
te, con este 'pecadillo" a cuestas, en la inteligencia que &s-
te no aporta ideas fisicas nuevas al prohlema; ya en el traba-

. ’
jo en proceso seguiremos contandoles.

§4.- LA ECUACION DE MOVIMIENTO.

En base a todo lo anterior y dada la definicibén de
Epep en funcibn de los potenciales % y & , al sustituir -

las expresiones (6) en la ecuacibn (I-9) para ‘%% , obtene--

mos yque:
[+ 2]
B \ -\\“ - . -t
ca\j,_e‘ \& \d;r f(r‘t\Z’aok‘F & %’t“ K?(c.t:VR (7
L .

s b %Jf(r‘.tﬁfu\?f Ct\j} y
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que es la generalizacién de (1-11) al considerar la dependencia
retardada de R,
Si tomamos en cuenta que A(rO)=prYFY | 1a -

ecuacibn (7 se puede escribir también como:
ow

g ot det o( \ (r 1y VR RE\ (et
%(-ez \arSArg:ma plr Q) *egt&

% - ¥ro K‘ C
EIGAY E.R“(t\} )
at

ct (8)

Los dos primeros términos dc \ } dan origen a -
una cxpresidn para la autofuerza similar a la de Lorentz ----
(JACKSON, 1975}, salvo que en (8) R=9RWK) | y el Gltimo tér
mino representa una correccidn que proviene precisamente de -~
vonsiderur e¢sa dJdependencia retardada. lista correccidn presenta
claramente t&rminos no lineales y la denotaremos por ( \\TNL

andlogamente,la contribucibn similar a la Je Lorentz la escri

i romos ¢ ot
biremos como &.5&319“ . Asf la ecuacién (8) podemos expresarla

cono
($
d@ \mn ( A lrue (9)
donde
[-.-] K -%
- 3 -0 V) ze a \\d’\a Sa’r ?(r‘ﬂ?(r',t') RK\.‘C\
W &, TR¥l 3K Ry {10}

es el anflogo de la ecuacibn (I-11), que es equivalente a la

EIDAL, y

0 - -1
e i -\\V‘ X&sr Bdsr. plrA) i K%(r\t\ é R“kt\ }
C)t“ oL (1)

\d’t rm. Cz e W1C®
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es la correccidn no lineal.

Ahora bien, dado que (10) es ya conocida por noso --
tros (y esperamos que también por ustedes), limitaremos nuestro
anflisis a las correcciones que a ella hace 1la expresién (11).
Asfi, pues, vayamos al ataque.

Cabe sefialar que si bien la ecuacién de movimiento -
(9) est§ exﬁresada aqui en términos de sumatorias, &sta puede
escribirse en forma integrodiferencial, como una generaliza -~
cifn a la EIDAL. Sin embargo, no la hemos incluido aqui debido
a que afin quedan en ella algunos puntos por esclarecer y pulir;
por ¢l momento podemos afirmar, sin lugar a dudas, que garanti
za condiciones de causalidad y cualidades semejantes. Por aho-
ra, baste tener presente que este ¢s un trabajo en proceso --

(JIMENEZ, 1984).

§5.- ANALISIS DE LA ECUACION.

Tomando en cuenta que la ecuacidn (i1) no la hemos -
expresado aqui en su forma integral, el camino mds directo pa-
ra su anflisis es el de considerar las correcciones que cada -
uno de los términos de la sumatoria aporta. No obstante, para
seguir con lu linea iniciada en el capitulo I[I, vamos a limi--
tar nuestro cstudio hasta orden Cfs , 0 lo que es equivalente,
analizaremos los términos con W43 ; jcuidado! , no estamos -

cortando la serie en ese orden, s&lo nos restringimos a &1 con

fines comparativos, o bien, para estudiar las consccuencias de
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nuestra ecuacibén. A reserya de contar con una versidn mis ele
gante de (11), lo cual dejamos para mis adelante, nos hasta --
con considerar los primeros términos de la serie para nuestros

propbsitos actuales.

De este modo, el término con K=0 en la expresibn

(11) es:
(d')‘ g,"“ {'\?(ﬂ-&&.—}&r' ?(nt)?(r‘.x)V(-k\} 5
adthw, © (12)
que se anula para distribuciones con simetrfia esférica S

{JACKSON, 1973), como es nuestro caso.

El siguiente té&rmino, con %=\ , se anula directamen

Y=t
te dehido al factor JR { o sea:
ok

(3{)“1.5_ °. (%)

As{, no existen correcciones a orden C.z Yy < , lo
cual concuerda con nuestra experiencia previa para partfcula -
puntual. Esto inplica que la ecuvacién de AL es exacta a orden

<t iPero qué pasa con los siguientes 6rdenes en € 2.
La contribucién proveniente de X=2 ya no es nula.En

efecto, de la ecuacibn (11} se obtiene que ese término es:

$) = s‘,ga’&“ u'aa‘{”(ma“\s |
( t\wu MM AEARE AR (14)
si se considera que 3—8 Wi , entonces la expresifn ante

rior puede escribirse como:
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T A ' - - . aw =
-e 30 S P (AF)T 4 2 RE RTY
\dt e uq\ &vSé ¢ gm\t\{ 21 +2 L% (

~n =\ A S
+@\.§.y\})* 1gh‘.ﬂ((n-v\\r & (A A \‘& . (15)

Haciendo uso de la ecuacidén de continuidad y tenien-
do en mente nuestro modelo para la distribucién, el primero de
los términos en (15) se reduce a:

%.mq_ ((l.fu'\*{i,

(16)
¥ el segundo y tercer términos contribuyen en:
im"{{’t&?*(é.:\‘r\(—hs 3
3 (17)
los dos ﬁltimos se expresan como:
I,z- s, S&‘ Sd’r‘ plee) Ple' e (R
- T s&rhd‘r‘ plrt) pLeLe) (R.F)
c\
(18}

y promedian directamente a cero (tan, tan}.

En resumen, para WK=2 se tiene:

) = §med @ T 43 (F9OR] (19)

Estas contribuciones dependen de la distribucifn de carga a --
través de la masa clectromagnética YVe , y estdn relaciona--
das con las componentes transversal y longitudinal de ella, de

acuerdo con lo expuesto en (1I-§4),
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Los primeros dos té&rminos de (19) dan correcciones -
a aden é‘ y su forma concuerda muy bien con la de los térmi--
nos obtenidos en el capitulo 11, Mis adeclante volveremos a es-
te punto, haciendo una comparacifn mis detallada entre ambos -

resultados.

Finalmente, para %“=3 se obtienen las siguientes -

correcciones a orden €
Y e o) 3 (o o R
0.2 Y ST S N

o bien

ag - \6’ S&ﬂ Pugs ﬁR’a(t 4) (G G-)}

Wy 3( (21)

Desarrollando la tercera derivada parcial en el inte

grando de (21), se tiene que:
3 - € 133 \a¥ pnud &, e 3 ire)
(%{\\NL—; :3?‘\6 rSd\‘ pPint is\r ¥ x s =
1_—
(')
A S

donde l,= ROA- BTy - 4 (RFWAAF) -3 (R

L = 3RA. -9 (ha) (R )
1, = 3R (R.4) -3LR. T
by = R (AT,
(23)

Asf, del primer término en (22) se obtiene la correccién:



M

«a T o« 2 -
4 F(FAIT -5, TV NI,
e 5 -
con e
T1.= -er ﬁSd’rSd’r‘f(fn_\f(f'.t)(R"U' ) .
1T 3 (25)
A su vez, el segundo término de (22) se reduce a:
GV - € FAar)+ L
g.-:s 3V c® vl 2 (26)
con
=l el @ el (9L R0)(R.T &.7)
I;E%qr)drjdr Pl (Vi ) Y y )

de modo que X4 -.-.Q("s‘) )

De igual manera, el tercer término contribuye con:

22 o\ +% o
-.Le-l "U" ’}-J-'._'l_sl kic'\f\'\f - e.l. v v .*Iq *:5)
3 (28)

?’ c8 Ei
donde
2 3 4 [l -. =
Iy= _E_:'trjd‘rgc\r Pl plid) (R T) (29)
¢ v et A T
Te = 2e° ,\'—,.Sd’r \a‘r‘ pieg) TL AN (R
i
r G 36‘3' Sdg e e Y RO (ALY
<! o (30)

es decir, s = &k‘s‘) .
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Finalmente, el Gltimo término en (22) da origen a

a2 - - -
e—a- o - %(V-'U'\'U' ic’s\’\)'-'lf)’\f -{-'I(‘,'\'X-*) (31)
con
- er Filalae ecinipie ey (RF)
Ie egc,s J& Sd AR (32)
° I, = -2 (¥ 1‘}'\1‘?563 \df ple) 7. ‘)(\‘ )
2 EES )
- et 4y Xc)?r Sa‘r‘ gty 9, 3% ;
36 2t )
(33

o sea, Xy =®-\P‘)

En resumen, para %=3 se tiene:

@3\ - -2 {EL«’:"{; + UTHIT 44T T *«‘;‘,"-W'F‘W}

TNL >

+1‘+:3 +I,1+'S.5 '\'1(,'*’1'{. (34)

De todo lo anterior se desprende que las correcciones
a orden <*

\r ‘img{({‘-'\r-\——- (v u-hfS

-‘Lﬁ."{_‘_v '\:-«-3 ("T“’y‘y}
3¢

LISEYCE R RCE TYTe 4Ty 4T+ Q.
3(

(35)

Ahora bien, si se hace tender la distribucién a una
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de particula puntual, y se toma el limite F?»o , entonces ~--

T.=2TH = =Y3= O Y oPpor tanto (35) se reduce a:
k- M " ke ™

(A
BF), = gmedf Fo3 TN 8T T
At/ G .
e & 2 5. 3)9
33'61_[“ v\’\r} B 33__2!{‘1(521; *%cikv IV, (36)

te: .

(6_2\ = LMW .28 ¥
3 =3 0
ok ler €. (37)
entonces, por (98},
C:IS = T = %me\ (rep)v %?_U?-T"W‘S
~98 ) L ' . 3 (q;f,w—’;
3(3 c? 2¢?
28 Lo piag ST,
203 3 (38)

La estructura de la ecuacidn (38) es exactamente la
nisma que 1a de (II-6). La diferencia en los signos se debe a
las definiciones distintas { una de Lorentz, otra de Panofski)
y la de los coeficientes se debe a las aproximaciones "cometi-
das” en ambos métodos; en particular, aqui no se considerd al
campo magnético, y ademds los célculos se hicieron “a mano", -
lo cual es una posible fuente de error. Adicionalmente, en el
método desarrollado en el capfitulo II habian algunas inconsis-

tencias relacionadas con el considerar unas veces la dependen-
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cia temporal (retardada) de R y otras veces ne (;se acuerdan?),.
Nosotros pensamos a este respecto que, dado los fines de este
trabajo, no deben preocuparnos esas discrepancias numéricas. -
Queriamos mostrar la existencia de té&rminos no lineales, asi -
como su forma, y lo logramos. .

Es importante sefalar que al tener la misma estructu
ra las ecuaciones (II-6) y (33), esto hace que esta Qiltima sea
también comparable con la parte espacial de la ecuacibén de --
Lorentz-Dirac (II-17). Es decir, que nuevamente hemos obtenido
"correcciones relativistas" en nuestro modelo actual. Los coe-
ficientes en ambas descripciones no concuerdan evidentemente,
y las causas Jde ello son, en esencia, las mismas expuestas en
el capitulo I1. Sin embarge, sorprende que todos los modelos -
aqut presentados conducen al mismo tipo de ccuacidn no lineal,
y esto con sflo evitar algunas de las aproximaciones que tan a
la ligera se utilizan en los desarrollos usuales. Esperamos --
que esto nos obligue a ser mis cuidadosos en lo sucesivo.

Pasando ahora a otro punto, descamos hacer notar que
la ecuacidn (35) representa la correccidn, para el caso gene--
ral a%o0 , que se puede hacer a la expresién de Lorentz pa-
ra la autofuerza, a orden C-s . La forma de esa correccidn es
ti dada por la suma de dos contribuciones, una independiente -
del tamafio de la distribucibn (que sobrevive en el 1imite a-»0)
y otra relacionada con las dimensiones de la particula. Sin em

bargo, la ecuacibn (35) no es la ecuacibn de movimiento para -
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la particula, porque en ella hemos omitido un infinito de tér-
minos en los cuales hay afin mucha informacién fisica. No olvi-
demos que la idea de ''pecar" fue sblo con el fin de extraer --
una informacidn acorde con las lineas generales de nuestro tra
bajo. Que nos quede claro que la correccién '‘buena" es la (11),
aunque aquf no la hayamos expresado de una manera nmis elegante.

Asimismo, cabe sefialar que el uso de la ecuacibn --
(11) para el establecimiento de un balance de energia, se tor-
na sumamente complejo y poco claro; es por eso que aqui no tra
bajaremos en ello. Pensamos que en su forma integrodiferencial

se dejari manejar wis ficilmente.

§6.- CONCLUSIONES.

Hewos demostrado ya que el considerar la dependencia
temporal de R en la deduccién de Lorentz da origen a una --
ecuacibn de movimiento que contiene a la expresidn usual para
la autofuerza (I-11),mis una correccidn no lineal compatible
con los resultados previos para partfcula puntual. El desarro-
110, si bien laborioso, fue bastante directo a partir del cong
cimiento que de &1 teniamos desde los primeros capitulos,

El hecho de obtener finalmente nuestra ecuacibn mis
general de movimiento, en base al modelo dado, fue una conse--
cuencia del andlisis realizado en cada uno de los capitules an
teriores. De ese aniilisis surgieron las criticas a las aproxi-

maciones usuales que conducen a la ecuacién de Abraham-Lorent:z
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que, como también demostramos, no es una ecuacibn apropiada pa
ra describir la dinimica de las particulas cargadas. El puntua
lizar insistentemente cada una de esas criticas, nos permitid

establecer un modelo mis adecuado, que no presentara varias de
las dificultades que caracterizan a la ya tan familiar ecua --

cibén de Abraham-Lorentz (jQué bien!}.



CAPITULO V

“CoNcLUSIONES GENERALES”

"8bLo

A fuexrza
Pe poesda
Deja uno
De sen

n poeta
A juerza”

E.Huernta

En este trabajo revisamos tan a fondo como nos fue -
posible algunas de las ideas bisicas que puecden establecerse -
para la descripcibn de la dinfmica de una particula cargada.
Estudiamos el efecto de la radiacifn sobre la carga sujeta a -
un movimiento traslacional, hajo el marco de una teorfa clfsi-
ca como lo es 1a Electrodinfmica,

Guiados por la idea de entender dicha dindmica, co--
menzamos con una discusién acerca de la ccuacibén de Abraham-Llo
rentz; esto debido a que esa ccuacibn ocupa un papel preponde-
rante en la literatura, hasta el grado de counvertirse ya en un
lugar comflin, y ha servido como base a diversas investigaciones
relacionadas con el fenfmeno de radiacidén. Sin embavego, dado -

que esa ecuacibn da origen a varias dificultades ya conocidas,
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nos lanzamos a analizar el problema de una wmanera cuidadosa.

Con este fin, fue necesarioc el entender y precisar -
el origen e dichas dificultades, para asi evitarlas en los de
sarrollos posteriores. Esto se hizo a través del estudio cuida
doso Je algunas Jde las deducciones miAs conocidas de esa ecua -
¢idn. \uestro trabajo posterior consistid simplemente en ir e-
liminando cada una de las aproximaciones que dan origen a esas
dificultades, con la dGnica intencibn de conocer los resultados
a los que rcalmente conduce la teoria electromagnética si se -
hace un buen uso de ella. En otras palabras, desefibamos saber
qué es lo que la Flectrodinfimica dice al respecto.

De esa labor de "sondeo" pudimos situar a tres aproxji
maciones como las mfis importantes por eliminar, a saber: la de
partfcula pantual, que conduce a 1a divergencia Jde la masa ---
electromagnética y a la existencia misma de soluciones diver--
gentes; la de considerar la descripcidn Jesde un marco instan-
tineamente en reposo respecto a la partfcula, asf como la de -
no tomar en cuenta la dependencia retardada de la distancia en
tre cl elemento emisor y el elemento receptor de las sefiales -
clectromagnéticas, Bstas dos Gltimas consideraciones son las -
responsables de que la ecuacidén de Abrahom-Lorentz sea lineal,
lo cual impide cowprender el balance de energia,

n base a lo anterior, nuestro primer paso fue el de
eliminar la dJdescripcifn desde un marco de referencia en reposo,

lo cual nos llevf a obtener una ccuacidn no linecal para parti-
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cula puntual en la cual aparecian términos dependientes de la
velocidad; csta dependencia era de esperarse al identificar la
fuerza de autointeraccidn como una disipativa.

Mis alin, estos términos presentaron una estructura -
idéntica a la parte espacial de la ecmnacibn covariante de ----
Lorentz-Dirac, deducida a partir de la Dinfmica Relativista.
Esto se vio reforzado por el hecho de que nuestra ecuacidn da-
ba origen a algunos efectos caracteristicos de lua Relatividad,
a través de la masa electromagnética; tales efectos se manifes
taron en la aparicién de una "masa longitudinal" y otra "trans
versal" al movimiento. Esto resaltd en una teoria no relativis
ta como la nuestra.

Posteriormente, dejamos a un lado el problema de los
térninos no lineales y nos dedicamos al estudio de 1a Ecuacién
Integrodiferencial Je Abraham-Lorentz (EIDAL), que surge de un
modelo para particula extendida. Mostramos c8mo al cvitar la -
aproximacibn para particula puntual se solucionan varias de --
las dificultades inherentes a la ecuacibn de Abraham-Lorentz,
de tal suerte que ya no se presentan las soluciones acausales,
ni divergentes, asi como se termina con el problema de la masa
electromagnética infinita. No obstante, en esta ecuacién no --
aparecfan los términos no lineales ya obtenidos por nosotros
en la ecuacifin para partfcula puntual. Habia que buscarlos.

Fue ast como la parte final de nuestro trabajo fue

destinada a la elaboraci®n de un modelo mis completo, que in--
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cluyera cada uno de los resultados previos. Se trabajd asi en
el desarrollo de una ecuacidn no lineal para particula extendi
da, pero dadas las limitaciones de tiempo,su anilisis se llev6
a cabo de una manera poco cxhaustiva, aunque con esto bastd pa

ra demostrar su compatibilidad con cada una de las ecuaciones

anteriores.

En la actualidad estamos elaborande un trabajo en el
cual quede cubierto, en su totalidad, dicho anfilisis. Es una -
1istima que esto ya no hayamos podido incluirlo aqui.

De esta manera, llegamos al punto deseado, esperando
que 8ste sirva como un primer paso para la construccibén de una
ccuacibn mds general y permita, en lo posible, una mayor com -
prensién de las posibilidades y limitaciones de la Electrodini
mica Clésica. Asf sea, Por el momento, esperamos que este tra-
bajo les haya parecido interesante, divertido y Gtil (no nece-

sariamente en ese orden)., jHasta la prbéxima!

ovmo.

3
Jose iy
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