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IITRODtJCCIOH 

Este trabajo fuá propuesto por el Laboratorio de F!sica -

At6mica y Molecular de la Facultad de Ciencias. su fin es el -

de complement~r a la herramienta teórica con la que se sopor

tan los experimentos que ah! se realizan. 

Los fenómenos físicos centrales en la discusión son el -

fenómeno de autoionización y las resonancias atómicas. Enton

ce1 pira comen.zar '•ta introducci6n se hablará primero de lo 

que •• entiende por resonancias at6micas y luego se hablará 

1obxe la autoionizaci6n. 

l 

El sistema f !sico en el que se está pensando para Las re-

sonancias es un átomo (blanco) sobre el que incidirá un eleptr6n 

(proyectil). La reaonanc:ia es el "amarre" temporal del proyectil 

al blanco. O en palabras de.Bohr : "un proyectil disparado con

tra un sistema de muchoc cuerpos puede transferir parte de su -

energia a las particulas del sistema (blanco) .de tal forma que 

su energía restante no sea suficiente para escapar del sistema. 

Un astado ligado temporal se forma hasta que una fluctuación -

ocasional concentl:e la suficiante.energ!a para ¡;ermitir que una 

part!cula escape. La variedad de resonancias viene del gran nú

mero de estados de excitación disponibles para las particulas -

del blanco.• 

Con poc:as excepciones toda• las resonancias observadas en 

la eecaión elástica e inelástica se asocian con estados excita

dos d•l átomo blanco. 

Varios autoxea atribuyen éstas resonancias a la formación 

de un •compuesto" electr6n-átomo de vida corta que contiene dos 

o -'• electrones excitadoa. A estos estadoa compuestos •• les 
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llama estados resonantes de coraza excitada. Cualitativamente, 

la formación de tales compuestos puede visualizarse de la sigui~ 

te manera : el electrón proyectil se acerca al blanco con tal -

ímpetu que "golpea" a uno ó más de los electrones d~l átomo, de 

tal forma que los "arroja" a un nivel excitado: esto reduce el -

apantallamiento del núcleo sobre el electx·ón proyectil que enton 

ces "vé" una pequeña carga positiva que lo atráe para formar un 

estado ligado (el ión negativo) por un período de tiempo muy co~ 

to. 

Tal ión negativo decáe via "auto ionización" dejando a un 

blanco más un electrón dispersado. 

Esquematicamente*: 

-ª•-

l. Atomo blanco 2. Colisión 

~--------------~--------------------------------------------

3. "Compuesto" 4. Atomo y e dispersado 

Fi9 l. Proceso de resonancia. 

(*) Hay que tener en cuenta que aunque éste esauema está basado 
en ideas clésices puece servir para imaginar el proceso de 
resonancia que es enteramente cuántico. 



A las resonancias también se les conoce como "estados com

puestos" ó bien bajo el nombre de "iónes negativos tempo.ralea" 

(Schulz 1973) . Dado que el proyectil es un electrón cuya carsa 

es negativa, el "compuesto" tiene una carga neta negativa. De 

aquí el nombre de "ión negativo temporal". 

3 

Un elect.::ón en el campo del potencial del estado exci~ado 

puede quedar en un estado "ligado" ó bien en un estado "virtual~ 

Esto hace que se consideren dos tipos E?osibles de resonancias -

que se designan como tipo I y tipo II. La diferencia de ambas -

se hace comparando la energía del ión resultante con la energía 

del estado e~citado del blanco (padre). Si la energía del ión -· 

negativo se encu~ntra por debajo de todas las posihles~nergj.as · 

de loa estados del blanco excitado, se puede decir que el elec

trón ha sido ligado en el campo del potencial del átomo excitA 

do. Este estado resonante es el tipo I. Si por el contrario, la 

energía del ión negativo resonante está por encima de la de los 

estados del blanco excitado, entonces el electrón no puede es

tar ligado en relación a los estados excitados del blanco padre. 

Tal estado es virtual y a la resonancia se le llama del tipo -

II. 

Ahora se hablaré un poco sobre el fenómeno de Autoioniza

ción, también ·conocido como el efecto Auger, (De la Pe~a 197'). 

Para entender éste fenómeno, el caao del helio es muy ilustrati

vo. ~e sabe que la energía de ionización del He se obtiene de la 

diferencia entre la energía del ión He+ y la energía de su est~ 
do básico. El ión contiene un solo electrón y dos protones ento~ 

ces su ene~gia es de -54.4- eV y la energía del He en estado bási

co es de -108.i eV por lo que la diferencia es de ?lt.Lf eV. Esto -

quiere decir que si a un átomo de He se le suministra una $ner--
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g!a de 54.4 eV, el átomo se ioniza. Lo interesante es que el -

nuevo sistema, o sea el ión junto con el electrón libre, se en-

cuentra en el continuo pues e~ electrón libre puede poseer cual

quier energia. Si en el umbral de ionizáción se fija el cero de 

energía, como se•muestra en la figura 2, sucede que muchos de -

los posibles estados excitados discretos del átomo cáen energé

ticamente dentro del intervalo del continuo. Este hecho produce 

el efectQ. Auger, o autoionización, que consiste en que siempre -

que se excite el átomo a uno de éstos estados el sistema decaer~ 

sin la emisión de radiación, sino emitiendo un electrón y dejan

do un ión positivo. 
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(eV) 
Interacción 

-------------- t2i.2 
Configuración 

(Estado mezcla,n~ •2,n ... :::) 

--~-+--~--~--~~Umbral de ionización 

(ler excitado, n,•l, n~•2) 

· (Estado básico, n •l•n ) ' ~ ~ 

Fig 2. Espectro del Helio. 

Regresando a la cuestión de resonancias, ahora se comenta

rá un poco sobre la historia de las resonancias en la física atg 

mica. 



5 

Tradicionalmente, la observación de las re::>vnancins en. las 

curvas de sección transversal contra energía para ia detección -

de los estados cuánticos de vida corta era algo exclusivo de los 

físicos nucleares. No fué sino hasta el descubrimiento de la re-. 

eonancia del helio por Schulz, que loa físicos ·atómicos comenza

ron a estudiar las resonancias en átomos y moléculas. 

Sinernbargo., en el año de 1921 James Frank en un intento po~ 

explicar el fenómeno observado en las descargas eléctricas en uq 

gas de neón, sugerÍ'a que cuando un electrón de una capa cerrada 

exterior es excitado a un orbital desocupado, es posible aue un 

electrón se ligue a éste orbital y entonces se forme un ión exc! 

tado de neón. Esta sugerencia profética paso desapercibi~a por ~ 

cuarenta años hasta que Ugo Fano descubrió tales estados de io

nes negativos excitados. 

Continuando con el desarrollo histórico de los experimentos 
.. 

en resonancias. se encuentra que en los aaos. 20's y principio~ -

de los 30's, se hacían m~diciones de la transmiaión de electrones 

1 través de gases co;¡ la finalidad de encontrar los estados ,... 

excitados de los átomos. 

Actualmente se sabe aue éstos experimentos, particularmente 

en el caso del helio, podrían haber ·revelado resonancias. El que 

·no se encontr~ran rP.sonancias, es debido por un lado a que los -

electrones dispersados elásticamente a grandes ángulos no eran -

excluidos de los haces transmitidos y por otro a que nadie espe

raba encontrar una estructura por debajo del primer astado exci

tado del átomo. 

A principios de la dácada de los sesentns se consideraba -

como algo sin características importantes al espectro de energía 

~ue se encuentra por encima de la energía de ionización, es de-



cir al continuo de energia. Asimismo, el espeotro de energía de 

los iones negativos que so encuentra por encima de la energía de 

amarre del electrón más lejano del átomo era considerado como al 
90 carente de estructura. Más aún, muy pocos estados excitados -

de iones negativos eran conocidos, esto debido en parte a que 

para la mayoría de los iones negativos las energías de amarre 

aon muy pequeftas. 

La historia de las resonancias atómicas se debe en gran me

dida a George schulz. 

schulz, en colaboración con Russ Fox, y durante la década -

de los SQ's, se dedicaba a la medición detallada de la forma de 

la seact6n transversal para la excitación de los átomos de He 

del estado \.5, al primer estado excitado (metaestable) 1'5 . 
Como resultado de sus experimentos encontraron un crecimiento 

lineal en la sección transversal con respecto a ~Ee (energía de 

exceso por encima del valor de wnbral de 19.8 ev), en contraste ,. 
con la dependencia con ( !::.. ~ ) dada por la teoría _de Wigner. En -

1957 Schulz y Fox publicaron sus experimentos. En relación a és

tos Gerjuoy y Baranger publicaron un artículo sugiriendo que de.! 

pués de la energía de umbral el comportamiento lineal en la sec

ción transversal podría explicarse en términos de una resonancia 

del tipo Breit-Wigner localizada por oncima de los 19.B ev. En

tonces Baranger y Gerjuoy postularon un estado "compuesto" del 

He que se encontraba por encima del estado 2,5. 

Para 1963 Schulz trabajaba en el Westinghouse Research Lab_2 

ratory. estudiando la dispersión elástica de electrones con hel! 

o con el fin de encontrar "picos de Wigner". se predecía que és

tos picos ocurrirían en la sección transversal elástica cuando -

un nuevo canal de dispersión se abriera, un canal inelástico. -

Obviamente las observaciones se hicieron alrededor de los 19.B -
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"J 
eV del u..'Ubral del estedo excitado1 S. Como resultado, se encon-

tr6 una resonancia a 19.3 av, cerca de 0.5 ev por debajo del um
,,i.5 • bral para /. 

La resonancia del helio encontrada por Schulz es quizás un 

ejemplo elegante de un mecanismo ya bien conocido en física nu

clear, o sea el amarre temporal de un proyectil por la transfe

rencia de energías a las r;artículas del blanco. 

Entonces, de ideas teóricas parcialmente correctas, y de la 

búsqueda do sus efectos, se llegó al descubrimiento de las reso

nancias en dispersión atómica. Durante la apertura de la t9rcera 

Conferencia Internacional sobre la Física de las Colisionea Ató

micas y Electrónicas, Massey calificó el descubrimiento de las -

resonancias atómicas como "el desarrollo más e;{citante de la fí

sica atómica durante veinte años•!. 

Actualmente hay varios esquemas formales que tratan sobre -

la descripción de los estados resonantes en física atómica. 

Se han desarrollado toarías "cuasiestacionarias" para calc.J:! 

lar tanto las energías de resonancia como sus anchos correspon

dientes en los experimentos de dispersión. Métodos como la técni

ca cuasivariacional de Taylor y Williams (1965), la técnica de -

interacción de H~loien _(1958) en la que se usan funciones modifl: 

cadas de Laguerre, la técnica de interacción de configuración -

truncada de Lipsky y Russak (1966), y más recientemente la téc

nica de acoplamiento cercano (close-coupling) de Btirke y Schey -

(1962) así como la teoría de Fano. 

Las primeras técnicas que se mencionan buscan la obtención 

de las energías de resonancia y sus anchos pero no intentan cal

cular las secciones transversales de dispersión. La técnica de -

close-coupling calcula la sección transversal y estudia la raso-
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nancia como parte del fenómeno total de dispersión. La teoría de 

Fano ha probado ser de gran utilidad en el estudio de los perfi

les de línea. 

Según Taylor (1966) todos los métodos mencionados llevan a 

resultados numéricos equivalentes y se puede mostrar que son forc

mas especiales de la teoría general de Feshbach para la disper

sión resonante. La ventaja con los métodos cuasiestacionarios es 

que son matemáticamente más sencillos de aplicar que la teoría -

de acoplamiento cercano, la cual se vuelve muy complicada para -

átomos de más de dos electrones. 

El presente trabajo consta de tres partes. En la primera 

parte se describe el formalismo de Fano (1961) para el estudio 

del fenómeno de autoionización, en la segunda se describe el trg 

tamiento formal de las resonancias del tipo I en teoría de dis

persión con la técnica de operadores de proyección de Feshbach 

(1958) y en la última parte se demuestra la equivalencia entre 

ambos. 

D:esde el punto de vista del formalismo de Feshbach, los o

peradores de proyección se emplean para dividir el espacio de -

Hilbert en dos subespacios, a saber un subP.spacio P que contiene 

la par te del vector de estado que correcronde 21 contin1lo y un 

subespacio Q que contiene :'...;i rartr! qne corresponde al discreto. 

Esto es, el vector de estado, que es el que describe al sistema, 

en un principio estará en el continuo ( el proyectil aproximán

dose al blanco), luego caerá en el discreto (el elect:6n es atr~ 

pado por el átomo), y finalmente volverá al contin...:o (el "com

puesto" se autoioniza). 

El método para calcular resonancias se reduce a diagonali-



aar el hamiltoniano del sistema compuesto U8ando una base tal 

que no incluya la parte continua, es decir para cuando el elec

tJ:6n está atrapado. 

El tratamiento de Fano para el fe6meno de autoíonización -

es conocido con el nombre de interacción de configuraciones. Su 

trabajo consiste en explicar los picos asimétricos que aparecen 

én un esE>ectr·:> de absorción óptica y que él atribuye a una inte

racción de conf igw:aciones cuyos efectos son particularmente no

torios en los niveles que se encuentran por encima del umbral de 

ionización, para loe cuales coinciden las energías de algunos •! 

tados de .configuraciones diferentes. Esta mezcla de una configu

ración qUe pe.t:tenece al discreto con el continuo es lo que da l,!! 

gar a la autoionización. la cual se manifiesta como picos asimé

tricos, ya que al mezclarse las configuraciones para formar un _ 

estada estacionario de energía E, los coeficientes varían muy -

rápidarnenta cuando le ~nergia pasa por un nivel autoionizanto. 

Como se vé, tant~ .en la autoicnización co~o en el caso de -

~esonancias en dis¡:;ersión, ;.)l problema teórico cue en últime in.§. 

tanela se resuelve es el de la ·mezcla de un e!!tac"o C!Ue pertenece 

al espectro discreto pero ~ue ener~étlcamente c~e en el continuo. ,. 
F.Ísica:.1e1it.e, para lograr éste me::cla en el caso de di'3persión 

se necesita que un talectr6n colisione con cierta energía contra 

un átomo neutro en estado excitado1 en el caso de autoionizaaión 

ae logra cuando a un átomo ~eutro se le proporciona la energía 
' suficiente y específica para que algún electrón pase a un estado 

que energéticamente pertenece al continuo. En el primer ceso la 

interacción de configur2!cioneo conducirá a la autoneut.rtilizaci6n 

del ión negativo gue se había for;::13do • .r::n el segundo la interác

ción de configuraciones. provoca la :iutoi()nJ.zación. 

De lo anterior, no es extra:'1ci esperar que embos formalismos 
sean equivalentes. 
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I AUTOIONIZACION - INTERACCION DE CONFIGURACIONES 

En ésta parto se discutirá el formalismo de Fano (1961). 

según·Fano el efecto de "interacci0n de configuraciones" es 

ol causante de los picos asimétricos que aparecen en un espectro 

de absorción óptica. Ss la mozcla de una configuración que pert~ 

nece a un estado discreto autoionizante con el continuo lo que 

da lugar a la autoionización. 

La ecuación a resolver es la ecuación de Schrodin9er inde-
..... -

pendiente del tiempo H 1·1'7 = E l f 7 , siendo \ f/ el vector de 

estado del sistema. El sistema a estudiar es un átomo neutro. 

Los estados electrónicos de los átomos se clasifican gene-

ralmente en términos de cierta configuración en la aproximación 

de partícula independiente. Los estados estacionarios pueden re

presentarse como superposiciones de estados de diferentes confi

guraciones que se "mezclan" por lii! interacción. Es decir, por -

aquellos términos del Hamiltoniano que no son importantes para 

la aproximación de par·tÍCula independiente. 

Fano considera que el sistema atómico posee varios estados 

discretos no degenerados y que, de todos ellos, el estado I~~ 

cae energéticamente en el espectro de estados del continuo • 

Para encontrar los efectos del acoplamiento entre.los estA 

dos del discreto y del continuo, lo que propone Fano es la dia

gonalización de la porción de la matriz de energía que pertene

ce a los estados del discreto y continuo. Llamando lif-~.~ a los 

estados del continuo, esta submatriz viene dada por : 

(I .1) 



ll 

,. 
Dado que el operador Hamiltoniano H es el operador de -

evolución del sistema, la Ey define a la probabilidad de tran

sición del estado discxetol~/ al estado discreto'~~ , lo que 

fisicamente significa que el electrón que esté en el estado m 
no escape del átomo al pasar el tiempo. La V"• define la proba

bilidad de tr~nsición del estado discreto al estado continuol~·> 

y va a tener que ver (se verá más adelante) con que tan intensa 

es la interacción, pues representa el hecho de la autoionización 

es decir que el electrón en el estado 1~7 se libere del átomo. 

Por último E' está relacionada con la probabilidad de transición 

entre estados del continuo. D3do oue la energía esperada ?ara -

el estado :·f7 :::ae en el rango de energ ia del continuo, E:p se -

encuentra dentro del intP-rvalo de va.lores de E 1 

Por tanto, los valores de la energía E aue satisfagan las -

condiciones a la frontera impuestas a la ecuación de Schrodingar 

y que se encuentran dentro del intervalo de E / serán eigenvalores 

de las ecuaciónes (I.l). 

El vector de estado 1 P~ que se quiere determinar se puede 

expresar como una superposición del estado discreto I~) y de los 

estados del continuo 1+e·) ya que éstos dos, o discre·to o con

tinuo forman dos subespacios ajenos ( <!fl ~·/' "" O ) y juntos dan 

todas las posibles proyecciones del vector de estado lf7: 

1 ~7 = a l'f/' (I. 2) 

3iondo y bf, = <..J;.. 1 ~7 funciones de la energh. 

Aprovechando esta descomposición Fano obtiene dos ecuacio~ 

nes acopladas cuya solución es equivalente a diagonalizar (I.1). 



En efecto, al sustituir la ecuación (I.2) en la ecuación 
,... 

de SchrOdinger H 1 ~( = E 1 ~7 se obtiene : 

(I.3) 

.Multiplicando ésta ecuación por el bra <fe .. 1 y sustituyen

do las ecuaciones (I.l) se obtierte : 

(I.4) 

Multiplicando la ecuación (I.3) por <fl 

-a y 

sustituyendo las expresiones (I.l) : 

E~ a + faE'v*b ,•E a 
1 t' 6 

(I .5) 

12 

Las ecuaciones (I.4) y (I.5) son las ecuaciones acopladas. 

Para resolver éste sistema es necesario expresar b~, en tér-
• - 1 minos de a pero puesto que aparece una division entre _ E - E 

y éste- puede ser cero,. es necesario introducir la solución de 

Di-rae : 

b = [ 1 
+ z ( E ' ) á ( E - E ' )1 ~· a 

e' E - E' J 
(I .6) 

entendiendo que al sustituir en la ecuación hay que tomar la -

parte principal de la integral sob:i:e ( E - E 1 f1 y que la fun

ción z (E') se determina a posterior! •. 
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si se pide que los estados 1 o/,.) . t13n9an · un comportamien

to asintótico proporcional a Sen ( k(E)r + ~ ), ~s 4écir, si lo 

que se pide es que lejos de la región de interacción tan solo el 

continuo de estados describa el comportamiento del sistema, se 

encuentra lo siguiente 

La superposición de los estados del continuo I~·> {en la 

región asintótica) con los coeficientes be' , es decir la in

tegral sobre los valores de la energía E del sistema, produce -r 

dos términos, a saber 

-rccos (k(E)r +b) + Z(E)Sen(K(E)r .. +ó) f, 
{I. 7) 

que se pueden agrupar en uno solo si se define : 

a • - are tan ( lC' ) (I.8) 
Z (E) 

esto es f dE'bE, !fe~ o{ Sen ( k (E)T + s +D. ) (I. 9) 
J 

dado que Sen(a+b) = senacosb f. senbcosa y que por la relación 

(I.8) Sen A /(it) =·Cos ~/{Z(E)). 

El valor de Z(~) se determina al sustituir la ecuación 

(I.6) en la ecuación (I.S), 

o bien, 

+ Z (E) & (E - E
1

) J V, a •E a , 
¡¡ 

E'f + ·P fdE' ¡v .¡i __ 1_ 
v E E - E 

... 
+ \\~! z CE> "' E, 

donde f1 indica que se t6rne la parte principal de la integral. 



Si se define 

entonces la ecuación anterior se reescribe como 

o bien 

. '2. 

E'p +· F (E). + l'{\Z (E) = E, 

z (E) ,,. _E_-__ E_lf'_+_F_(_~_) _) 

1 Ve:ll 
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(I .10) 

• (I.11) 

1 v~l2. representa la intensidad de la interacci6n de configu

raciones. es decir que tac intenso es el acoplaraiento entl:e el 

estado discreto con el continuo, o bien que tan probable es la 

transición entre los estados l'fi' y lte)· 

Regresando a la ecuación (I.B), es claro que la tan..6 

tendrá un cambio muy brusco tan!l ~co ) cuando la f>. pase por 

el valor. 1'¡2, esto implica que la función Z(E) tenderá a cero. 

De la.ecuación '(l.ll) la función Z(E) tiende a cero cuando la 

intensidad de la interacción \v6 \~es sumamente grande o bien -

siempre que los valores de la energía E satisfasan le relación: 

E = E Í' + F (E ) • (I .12) 

Este valor de la energía E es el que define la resonancia. 

La función F(E) representa el corrimiento de la posici6n de la 

energía de resonancia con respecto de Ev, y ~es el corrimiento 

de fase de la onda final con respecto a la onda inicial y se de

be a la interacci6n de configuraciones entre el continuo y el -

discreto. 

Físicamente lo que se está analizando a partir de la ecua

ción (I.7) es que el vector de estado después de la interacción 
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describa a un electr6n libre, as decir que el átomo se autoio

nice. La onca resultante para este electrón, que es una función 

sinusoidal, tiene un desfasamiento /::,. de la misma naturaleza 

que los desfasamientos encontrados en la descripción de resona.n 

cins en la teoría de dispersión, en la c11al el electrón entran

te es descrito por una función sinusoidal y el efecto de la di.§. 

persión tan solo es cambiar la fase de ésta función. 

El coeficiente a, que representa la proyección del vector 

de estado /~) en el discreto se d9termina p~r ortonorZ3lización. 

Para los términos del continuo ésta condición se expresa como : 

<"f.:l{'E)= a*(E)a(E) + ÍdE 1 b~(f)b1,,(E) =~(E-E), (I.13) 
" J ~ -

siendo E y E dos valores de la enegía que pueden ser diferente~ 

sustituyendo la ecuación (I.G) la ecuación anterior se reescri

be como 

'(E)~ l +fd::!.: 1 Ve~r_1 +Z(É)~(É-E1)Jí_1 _ +Z(E)b(E-É)J 1{.la(E)= 
l [E=E' . L E-E' J 

= ~(E-E) • (I. na) 

Aqui hay que tener cuidado en la integración sobre la E' 

debido a la doble singularidad cuando E = E. Con las ecuaciones 

(A.1)-(A.9)* se encuentra que : 

\a<Ef·\vS·< tt." + z1.(E) ) ~(E-E) + all"(E) Í l + __.:_ [P(E) -
/ E-E 

-F(É) + Z(B)lv/- Z(E¡lv¡a} a(¡¡) = b(E-E) 
1 

(!.1~1.) 
(*) .Ver apéndice A (parte fl) 
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pero. de la ecuación (I .11) para la energía E, se vé que lus té_!: 

minos que están en la llave se anulan por que 

l1.+~ 
· t E-E 

[ F.(E) - F <i) + • (E) 1 V J- z (8) lvr!J(a 

= _ 1 1 (E-E) + (F (E) - F (E) + Z (E) \ ~1 1- Z (!) \ 11!2 r 
E-E 

1 • -E-E 

1 (É-E) + (E-É) ( 

• o. entonces la ecuación (l.13b) queda COlllO 

(~(E)l'¡vf\"'( tt,. + Z~(E)) ~ (É-E) = ~(E-E}, por. lo que el 

coeficiente. h!! (E )1-iqueda como 

(I.14) 

Este resultado demuestra que la interacción-de configura

ciones está "ciluyendo" el estado discreto 11(>7 en una banda de 

estados estacionarios cuyo perfil está representado por una -

curva de resonancia con un ancho de linea de : 

(I.15) 

Esto quiere decir que si se prepara el sistema en el esta

do disc:r:eto l'f? , éste se autoionizará al cabo de un tiempo me

dio: 

i1 
t ·--- (I.16) 

21tlvElt. 
En términos del corrimiento de fase fl. , los coeficientes 

a y b~, quedan descritos como : 
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a• __ _ senfl 
,{li.16f 

l'CVe 

Sen ll - Cos A ~( E - E 1) • (I.17) 

La ecuación (I.16) se obtiene al sustituir la ecuación (I.a) 
para Z (E), es decir Z (E) = - Tt.cos D /SenÁ • en la ecuaci§n (I .l4 ). 

L~ ecuación (I.17) se obtiene al ~ustituir la ecuación (I.16) en 

la ecuación (I.6) y usando la ecuación anterior para Z(E). 

Ahora se estudiará la variación de la probabilidad de exci~ 

tación del vector. de estado \ :;E1). 

Sea cual fuere el mecanismo de excitacl6n, ésta probabilid.a~d. 

pucd3 representarse en términos de los elementos de matriz de un 
" 09~rador de transición T adecuado,. ~ntre un estado inicial li>. 

y el estado deseado l <J.'f { • Con ayuda qe lae acuacion.:is {! .2}, · 

(I.16) y (I.17) se expresa ésta probabilidad en términos del cg 

rrimiento de fase fl como : 

• _:_ .!;'. f) T l i¡senÁ - <-f¡.j T 1 i)Cosfj , (;¡; .lf:l} 

'r. Ve* 
con 

(I .19) 

Esto indica que el estado I~/ se vé modificado por una mez

ola de estados del continuo. cuando el valor de la anerg!a •• -
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cercano a la resonancia ( E ,.,, E 't' + F ) hay una rápid21 variación 

en al corrimiento de fase 6.: por ende, de la ecuación (I.18), -

también se ocasiona una rápida variación en la probabilidad de 

transición. Además como las funciones seno y coseno·tienen pari

dades opuestas, las contribuciones de <.f 1 T 1 i) y de <fE j T 1 i) 

a la probabilidad de transición <~I T 1 17 interfieren con fases -

opuestas. 

Es decir, si a un átomo en estado neutro que tiene un esta

do discreto que energéticamente cae dentro del intervalo del con 

tinuo, se le proporciona una energia cercana a la energía de re

sonancia para ese estado discreto, será muy probable que se ex

cite y p~se a ese estado y a su vez que se autoionice. 

La razón de la probabilidad de transición <~JT\ i~ a la prB 

babilidad de transici6n para el continuo <~ti T 1 i> puede represen 

tarse por una familia de curvas, las cuales son funciones de la 

energía reducida é, , que se define como : 

e • _ Cot " .., E - E1a - F ,.. E - ~ - F ~ u r , (I.20) 

y del parámetro q definido por: 

q• <flTli) 

tevt <+,li 1 17 

1t lvi ¡i 1/2 r 

* Esta familia queda descrita por 

1d,1r1 i}r~ .. 
l<+t ,, 1 171a. 

(*) Ver Apéndice A (parte B) 

e q +e >1. 

l + e· 

(I. 21) 

(I. 22) 
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En la figura 3 se muestran algunas de las curvas resultan

tes para diferentes valores de q y de f, . 

Ahora (Fano 1965), sea 6(t) la sección transvorsal total 

para el proce~o do excitación. Si se define é~ como la sec--

ción que corresponde a las transiciones a estados del continuo 

por interacción con el estado discreto autoionizante, es decir, 

y (I. 23) 

~ la sección que corresponde a transiciones al continuo que 

no interactuan con el discreto. Entonces : 

como 

(I. 24) 

Usando la ecuación (I.22) se puede escribir.ésta ecuación 

( <e> • 
(q+ !)~ A"' 
--~ ÓA. + IJ¡,. 

1 + t'' 
(I. 25) 

Esta última expresión determina la forma en que varia la 

sect:i6n transversal de excitación y se conoce como la ecuación 

o perfil do Fano-Beutler. Los valores de q, r • (,.y (b son 

9récticamente independiientea de la energia en la vecindad de la 

linae. 

En un principio ee aplic6 la ecuación (I.25) para la exci

tación del nivel 2s2p del hel.i.o con bombardeo electrónico, re

sultando una q negativa. Durante los a~os 1963-64 fueron lleva

das a cabo extensas observaciones de espectros de absorción en 
el continuo de ionización con energ!as de los fotones da má• de· 
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100 ev. Estas observaciones dieron a conocer nuevas lineas de 

absorción cuyos perfiles son distintos e11tre sí. Con un amplio 

intervalo de valores de q, éstos perfiles quedan bien determina

dos por la ecuac1ón (I.25). 

si se quiAre analizar el perfil de una línea en términos óe 

una componente simétrica y una antisimétrica, se debe escribir : 

Ó(t) .. C(E) + 1¡"2 ra l (E-E}+c r;2)r\ D(E-FP L<E-E/+cr12~-;, 
(I. 27) 

que es la fórnula de shore. 

Los parámetros B y D son constantes que especifican la sim~ 

tría y la antisimetría de la línea. Están relacionados con la -

formula de Fano por B/D = ( qi- l)/2q . Comer y Read (1972) ce
aarrollaron un método muy simple para obtener las energías de 

resonancias después de ajustar los perfiles usanqo la fórmula de 

Shore. Simpson. (1966) describe como con los datos experimentales 

se puede evaluar el parámetro q. 



lffilN ...... 
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Pieura 3. Perfiles naturales de l!né'a 
para diferentes valores di?: ,q. 
Se invierte la carva para q ~ 
,ativa (de Pano (1961)). 
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II RESON'A~iCIAS EN LA TEORIA DE DISPE~SION FORMAL 

En un experimento de dispersión, los elementos que están 

en juego son un proyectil y un blanco (por ejemplo un electrón 

y un átomo) . En el experimento el proyectil se dispara contra 

el blanco, luego el blanco lo dispersa y al final, con un de-

tector se registra el proyectil dispersado ó el blanco. 

El experimento está bien definido ya que se puede contro

lar la energía del proyectil que por ende es conocida, y con 

el detector se miden cantidades proporcionales a las secciones 

transversales en función del ángulo de dispersión. 

Un concepto útil para entender el fenómeno de dispersión 

es el de canal. En el sistema que se está analizando (electrón

átomo) hay dos tipos de canales que son los canales abiertos y 

los cerrados. Los últimos, tienen que ver con estados ligados -

del sistema, y los primeros estan dados por las posibles mane-

ras en que el proyectil (electrón) colisione con· el blanco (á~ 

tomo) y también por las posibles maneras en que algún electrón 

del sistema ya formado escape del mismo (proyectil dispersado). 

Entonces, los canales abiertos que también se conocen como cana

-1-es asintóticos se dividen en dos tipos de cartales¡.~ loe· cánalés 

de,entz:ada que se definen como los estados cuánticos del proyec

til cuando se aproxima al blanco, estando éste último en su es

tado básico: y los canales de salida que son los posibles esta

dos resultantes del efecto de la dispersión. Ambos canales dP. 

salida se definen por los números cuánticos del proyectil y del 

blanco siempre que éstos se encuentren bien separados el uno del 

otro. Esto es por que cuando el proyectil se encuentra muy cer-

oano al blanco no hay posibilidad de caracterizar el canal de en

trada o al do salida ya que "pertenece" al blanco, es decir se -

encuentra en un canal cerrado. 
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un efecto interesante en un experimento de dispersión es 

la resonancia que se encuentra en la sección transversal para 

algunos valores específicos de la energía del proyectil. Por 

simplicidad tan solo se discutirán las reson~ncias en la sec

ción transversal elástica. Zatas se entienden si se considera 

nuo hay ciertas energ !as para laE: cuales el proyectil penétra 

al blanco y forma un "compuesto ligado" (f;)royectil-blanco) 1 

-1+ 
éste dura muy poco·tiem?O (lxlO sog.) y luego decáe dejando 

al bhnco en su estado original y al proyectil elásticamente 

dispersado. 

A continuaci6n se describirá la teoría de Feshbach para 

el caeo de dispersión en un si~tema electrón-átomo. 

El sistema cuántico a estudiar es un electr6n haciendo el 

papel de proyectil y un átomo de N electrones como blanco, de 

aquí oue el sistema ligado ó sistema compuesto tenga 3(N+l} -

grados de libertad. 

El problema a resolver es la ecuación de Schrodinger 

indP.p~ndiente del tiempo: 

..... 

ü\ v-' r1 ~ "'<., (I:t.l) 

shndo \ ~( el vector de astado del siatema. 

Las energías que producen los estados resonantes. se ob- · 

tielnen si se excluyan las ondas de los canales de entrada y las 

de los de salida y si se resuelve la ecuaci6n (II.l) para los -

niveles de energia del·eletema compuesto colllO si &ste fuera un -
estado ligado. Bito ae hace como en muchos de loa problemas de 
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piecánica cuántica colocando al sistema dentro de una "caja". 

Formalmente, lo que se hace es lo sigui ente: 

·El espacio de Hilbert del Ramiltoniano del sistema compu-
. ~ ~ 

esto se subdivide, con ayu~a de los operadores P y O, en los 

subespacios P yQ. El subespacio P contendrá aquellas partes -

del vector de estado \ if? que teng.an proyección en los cana

les asintQticos de salida. El subespacio o, que es el comple

mento de-P, contendrá las que no tengan proyección en dichos -

canales. En otras palabras Q contiene a los posibles estados -

reFonantes y en P estarán aquellos estados para los cuales el 

proyectil es dispersado por el blanco pero no capturado. 

Hecho ésto, tan solo hay que diagonalizar en el subespa

cio Q al Hamiltoniano del sistema compuesto. 

En términos de canales, todas las funciones de P serán -

funciones de los canales abiertos y las de Q las de los cerra

dos. 

Adelantando un poco los resultados de éste tratamiento, 

en el análisis se verá que aparece un operador que relaciona 

los canales abiertos con los canales cerrados y viceversa. A 

éste operador se le llama potencial de polarización óptico y 

es el gue en última instancia proporciona información sobre 

la probabilidad de transición de un canal abierto de entrada 

a uno cerrado y luego de éste a un canal abierto de salida. 

En s!, lo que mostrará será. el efecto de la resonancia, cuan

do algún electrón de•cierta energía característica penetre al 

blanco, forme el compuesto ligado y después de un tiempo sea 

dispersado. 

l'I " Entrando en materia, los operadores de proyección P y Q 
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satisfacen las siguientes relaciones : 

"" ,.,. 
PO = QP = o , 

p'I. ,. ...... "' • p o :;: Q y (II. 2) 

,. 
' i p + o • 

,.. 
PlfCr)>- lf(;)) 

Además; 

(selecciona) a 

"Y'l - oo 'r:f¡ , o sea que el ope_;ador P proyecta 

aquellas componentes del vector de est~do /9:{j 

en el canal de salida asintótico (canal abierto). Fisicamente l~ 

que se pide con esta condición es que para distancias relat·iva

mente grandes (lejos de la región de interacción) el· estado 

cuántico del sistema sea el que corresponde al de una partícula :. 

libre: o bien que la función de onda que describa el fluto de e-

lectrones de la s~lida sea la misma,. salvo por algún desfasamien

to, con respecto a la función que describa al flujo de entrada. 

"' ,.. 
Por las propiedades de loa operac:iores P y Q, se descompone ':-' 

el vector de estado 1 ;?? como 

I' 
+ Q l 'IJ!'l . ' (II.3) 

en donde el primer término significa que el electrón se encuentre 

.aproximándose ó alejándose del átomo y el segundo, que se encuentre 

dentro del átomo formando un estado ligado. 

Al sustituir la ecuaci6n (II.3) en la ecuación de Schr8din

ger (II.l) resulta que 

,... .... ,. ,. 
H ( 0 1qJ7 + P 1 -n)) • E ( 0 l~) + P 1~7) y (II.4) 

.. 
si se aplica el operador P por la izquierda y se usan las propie-

dades de loe operadores (ecuaciones (II,2)) se obtiene: 
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( "pffi, - E ) p 1 ~) .. - PHQQ 1 ~'. (II.5) 

,... 
Similarmente aplicando el operador O por la izquierda a la 

ecuación (II.4) se obtiene : 

(II.6) 

Usando la notación : 

/"> /¡. /\~ ¡.. ,.,_/'\. A. 1'>1' A /" ,.. AA 

HPI' = PHP , HQ~ = QHQ , HPG = PHQ , H«ll' = OHP , (II.~ 

las ecuaciones (II.5) y (II.6) se pueden reescribir como: 

,... tA t' _... 

( Hpp - E ) P \ ~7 = - H pq Q \ ~"? Y (II .8) 

(II. 9) 

que forman un sistema de ecuaciones acopladas. 

,. 
Para desacoplarlas, se despeja Ql~) de la ecuación (II.9) 

,.. ~1 

aplicándole el operador inverso ( H G?e11 - E ) , así 

o 1~'7· __ 1 __ _ (II .10) 

que se sustituye en la ecuación (II.B} para obtener 

- E) Pl!E7 .. - ªP~ ___ 
1 
__ ª~p p ¡q,7, 
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o bien : 

A 1 
+ Hp~----- (II .ll) 

E 

si se analiza el segundo término entre corche~es ( de.dere

cha a izquierda), se vé que primero relaciona un canal abierto 
... 

(p) con uno cerrado (0) através del Eamiltoniano H (que és el 

operador de evolución del sistema), luego viene un término que -

[ ... -· va asociado con la resonancia ya que el oper!dor ( E - H4J va-

ría rápidamente con la energia cuando < 1P 1 H'lla l '117 es cer--

cano a E] y por último relaciona el canal cerrado (0) ~9n el-a-,.. 
bierto (P) através de H. Es decir, éste operador describe el prg 

ceso en el cual el proyectil llega al blanco, queda atrapado por 

él y luego es dispersado. Este operador fué el que se mencionó ~ 

con anterioridad y se le llama potencial de polarización óptico 

" " 1 ,,... 

V,,f"- "'H HQp (II .12) 
PQ ,.. 

E - HaQ 

,.. 
Reescribiendo la ecuación (II .11) con Vopt se obtiener 

"' HPP + (II.13) 

Ahora, sea { 1 P • .){ una base ortonormal que genera al subes-
" . pacio O. Entonces el operador Q puede escribirse como ~ 
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o • 2 IP,)<~tl 1 , 
't\. 

si se toma a f,., comQ el valor esperado de la ·energía 

para el canal ce~rado n, es decir que RQQ l~,,.I = é" I~ .. ), entonces 
" -1 aplicando el operador inverso ( E - HQQ ) sobre cualquiera de 

los vectoi:es .l~'ft."J se obtiene que : 

{ E. (IX ,14) 

y esto es por que si se supone que : 

__ 
1 

- l~.,7 = "). l ,eS • .) 

se busca ~ , que tiene que ser distinta de cero pues la ~efi
·nición de un operador inverso implica que su eigenvalor ses dis

tinto de cero •. Entonces para encontrar .... i\ se hace uso del ope-

rador unitario .fl de la siguiente manera 

·<E -e1\)>.\6n), 

de donde 

~ • 1 

E - (~ 



Todo esto se ha hecho con la il'ltención de poder describir 

el potencial óptico en términos de los vectores ¡ ~ .... /. con 
la expresión anterior. y haciendo uso ae·las propiedades ~e 

" ,.. los operadores P y Q 

operador inverso ( E 

res base 1</Jn/.como: 

t 

,.. 

(ecuaciones (II.2)). se puede ver q~.ª el 
A •l 

- H~ ) quedq en términos de los yecto-
... Q . 

+ 1 A. 
p 

B - H$a. E - é 
'l. 

(II.15) 

sustituyendo·ésta expresión en la ecuación (II.12), el 

potencial óptico queda como: 

(II .16) 

E - é,.. 
,.. 

y claramente la ecuación para Vo~ muestra aue habrá polos 

(re:Jonancias) siempre que el valor de la energía E seºa cercano 

.a algún é ..... 

sustituyendo la ecuación (II.16) en la ecuación (II.13), 

la ecuación a resolver queda reescrita como 

(II .17) 

E - é11-

29 
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Para efectos de poder discriminar las resonancias, se supon 

drá que las resonancias están lo suficiéntemente espaciadas en 

sus valores correspondientes de energía, de tal forma que se se

lecciona una sola resonancia tomando los valores ae'la energía E 

alrededor de un valor específico é~ para el cual hay resonancia. 

con la condición de que la energía E N ls , el poten-

cial 6ptico se puede separar en dos términos y entonces la ecua

ci6n (II.17) queda como : 

i ;rr ~ L ~f11 '~'tl..,~~11( HQ, 

l n·#) E - t .. 
- E\ P 1~'7'= -¡"1,Q l~s'<~~I ª~r lp \~) , 

l E - é~ 

que se reescribe como 

( a' 

con i 

,. 1 
H • 

• )PiY). -¡ H .. 1~)<ó,I ª·· lp l!i> 

E - ~S 

(II .18) 

(II .19) 

(II.20) 

Como ae vé, el Hamiltoniano a>está compuesto por dos tér

minos. El primero trata a la partícula que no es atrapada por -

el blanco, es decir el paso de canal. abierto a canal abierto; 

el segundo contiene la parte restante del potencial 6ptico que 

no contribuye para la resonancia. La partícula sí es atrapada 

por el blanco, pero como loe valores de la erergía cumplen que 

B ,... Es , la diferencia entre E y l n. no se hace pequefla • 
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"• ,.. 
Resumiendo, B será la partn del Hamiltoniano completo H 

que varia lentamente con la energía y que da lugar a la disper

sión no resonante. 

La ecuación (II.19) que es la que se tiene que resolver es 

una ecuación semejante a la ecuación diferencial general del ti

po : 

(II.21) 

La función de ~reen conocida como el propagador de r a r 1 

se define como : 

< ~1.. + K > t (r, i:'> = b cr-r'J , 

para el caso de operadores, si se reemplaza ~ (r-r\· por el '":' 

" operador unitario 11. se vé que la función de Green (ahora ope-,.. 
rador G ) satisface (Rodberg 1967) 

,.. , " ,.. 
M ( H - E ) G • 

de donde el 
,. 

opendor G es 

,. 
" 1 

.1 
G . ( B - ! ) y (II .22) 

una solución particular de la ecuaci6n (II.19) será 

,.. ,.. 

P1;¡;7 • - G ~ ª"''"'"l\1ª•• ) P 1 ~;. , 

l B - €, 

(II.23) 

lo cual se comprueba fácilmente ya que 

,.. "' ( a'- E ) PI~}• - ( H - E ) 



Entonces la solución de la ecuación (II.19) se obtiene -

de la solución general de la ecuación homogénea asociada, más 

u~a solución particular. 

Para la parte homogénea se tiene 1 

.,. 
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· ( E - H1
) P lf.i = O , (II. 24) 

" ~ t 
las funciones PI~~/ (que se supondrán conocidas), son las que 

describen la dispersión no resonante. El superindice (+) repre-

senta a la función saliente y el (-) a la función entrante. 

As~, en el caso de función ~aliente 
( 

( E - H ')1 Hf') 14$)<1$~ \ Hc¡p 'ii l 'f'/ 
E - t1 

(U:.25) 

Si se observa ésta ecuación, la función saliente aún no -

ha quedado despejada. Para despejarla, hay que aplicar el ope-... 
redor <1',\ H<AP por la izquierda, luego despejar la relación 

<P~ \ ~p.\P~-t;> / ( E -t~) cuyo resultado se sustituye de nuevo ei. 

la ecuación (Il.25) para obtener 

,. 
"' + A di* ~ H ll .... 
P 1 ~) • PI~.) + ( E - H1 

) P~ ~" 
~~~~~~~~~~--

,. . " + < ~' 1 Hqp \ P f.) (II. 26) 

o bien s 
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1\ t t 
p 1 ~) = p ¡f .. / + ( !l: (II.21) 

en donde 

ftI .28) 

Aquí, si se utiliza la definición formal del operador in~
"' -1 ( ::; - H ) (Rodberg 1967) : veri;o 

1 l 1 J -·----ªf--
( E :.. H ' ) ( E - .~ 1) 

- ~1t~(E-H 1 ),(II.2J) . 

donde la -;p quiere eecir la part9 principal. se vé qu~ las defi.-· 
A C>) e) 

niciones explicitas de u y de r' 1 aon 

(II .30) 

(II.3i}. 

Estos son los parámetros que definen la resonancia. Esta -

ofirm~ción s~ró más evidanto si se analiza el probl~ma a través 

da la sección transversal. 

La sección transversel de dispersión elástica O..<r / J..íl.. 
está relacionada con la amplitud de dispersión f <a) (De la Pe

ña 1979) como 1 

(II .32) 



y a su vez, la amplitud de dispersión es proporcional a la 
,.. t-

probabilidad de transición entre un esta<l~ P.ntrante 1Pr7 y un 

estado sin perturbar l f') por medio del 'potencial de interac-
~ 

ción, que en éste caso es el potencial óptico v,,t . si se uti-

liza la ecuación (I~.27) se puede ver que ésta transición toma 

la forma*: 

" " .(, -t ,. ,. "' t <i 1 V0 p1.\P17 = (flH' - H0 I Ptf'./ 
no res 

Entonces la ecuación para la sección transversal mostrará 

la forma de una ecuación del tipo Breit-Wigner con cambios 
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,, • ,\e,) 1 ¡,) 
bruscos en donde el valor de la energia es E ,.... t~ +- ~ • La u 
representa el corrimiento del valor de la energía de resonancia 

con respecto de é~ . La resonancia se encuentra para los valo

res ae energía E que satisfacen 1 

ALs) 
E = fs + U , (II. 34) 

y su ancho de banda correspondiente es el valox: de 

por la ecuación (II.31). Asimismo, cuando E no es cercano ~ l~ , 
el t'rmin0 no rasonante dominar' y la sección transv~zsal varia

rá suave~ente con la energía. 

con todo este tratamiento, lo que se ha demostrado es que ,. 
los eiganvnlores del Hamiltoniano H0 Q llevan a cambios bruscos 

en la sección transversal cuando el valor de la energía E es Cef 

cano a elguno de ellos. Y también, se puede decir que es el po-

(*) Ver Apéndice a 



,... 
ta;icial Ól?tico V0 ~-t el potencial 0111? describa al SISTE-

::..\ CO!:>:>t;ZS'!'O electrón-átomo, y su presencia está implicando el 

efecto de resonancia. 

35 
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III EOUIVALJ::NCIA 

Para demostzar la equivalencia entre ambos formalismos es 

necesario hacer una relación uno a uno entre los elementos sobre 

los .cuales están basados los mismos. También, es necesario que 

los elementos'relacionados jueguen el mismo papel en su respec

tivo contexto. 

Desde el punto de vista de los operadores de proyecci6n, 

según Peterkop (19,,), en el formalismo de Fano se emplea la 

rep:eaentación en la cual las eigenfunciones de los operadores 
~ A 

P y Q se escogen como las funciones básicas de los subespacios 

P y Q respectivamente. Esto quiere decir que la matriz de los 

elementos del Hamiltoniano del sistema se diagonaliza por sepa

rado en éstos subespacios. En el caso del tratamiento formal de 

dispersión, las ecuaciones desacopladas significan la diagona

lización en el espacio suma P + Q. 

Como los subespacios P y O son ajenos y el espacio de Hil

bert es la unión ee anmos, ambos esquemas están resolviendo el 

mismo problema por lo que deben ser equivalentes. 

Ahora, se·indicarán cuales son los elementos que se rela

cionDn entre ambos formalismos. para que al final, con éstas -

bases se resuelva como un ejercicio le igualdad entre las 

expresiones obtenidas por cada formalismo para la energía de -

resonancia y el ancho de banda. 

~ 

En el tratamiento de dispersión formal, el operador HQ~ 

está relacionado con los estados del discreto ó en el lenguaje 

de canales con los canales cerrados. Entonces éste operador de• 



bo de estar relacionado con el elemento de rna.triz que Fano 

considera para log estados discretos, ya· que éste define-& 

la probabilidad de transición de un estado discreto A él 

mismo ó bien de un canal cerrado a canal cerrado. ,.. 
El Ol?etador H pp del tratamiento formal describe a las 

transicionos entre el aupespaaio . P1 an otras palabra$ de 

los estados del continuo al continuo por lo que debe ~e rela

ciom,rse con el el.amento de matriz entra estados del continuo 

aue se d~fine en el esquema de Fano. 

" Por último, el operador Hf~ relaciona al subespacio O 

con el subespacio P, ee decir 13 transición entre los estados 

del Jiscrcto con el continuo y entonces debe de corresponder 

con el elemento de matriz de discreto y continuo del tra~a

miento de Fano. 

Estrictamente, la correspondencia debe de darse entre 

loe valores esperados de los operadores con 104 elementos de 

matriz y no entre operadores y e lamentos de matriz. As!, lo 

que se buscará será : 

,. 
" 

( Hqafi;p 
+---.:;. <'fl HI 'f"/ 

/' ,. 
(H?p )<f +-+ <+i .. \al '\\.) y 

/1 

(HPQl ~ 
f 

,. 
<~t·lal Cf) 

Para lograr esto, primero hay que determinar cuales son 
" "' 
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los operadores de proyeceión P y Q para el formalismo de Fano. 

La ecu;:ición (I. 2) del for:naliemo de Fano es: 

(lII ,l) 



3& 

<+i••l ~' = a <te 11 l'f/ + J dE'be, <+eº 1.+t•l 

= O + ) dE 
1
b ~, b( E" - E 1

) 

= bE''' y (II:I. 2) 

+ fdE'b ' <fl +e,') . E 

"" a + O 

= a , (III.3) 

sustituyendo las ecuaciones (III.2) y (III.3) en la ecua

ción (III.1), se tiene que 

IJí, ... <'fl4'/lv>) + JdE\(-tt,\i/'14e,) 

• f'f"1<'fl f7 + rdE' ltt•'.:>< +e•/ ~'7 

= L l!f'l<'('l . + JdE' He·l<+e·I] ¡.¡-,; 

y lo que est& entre corchetes será entonces el operador un.ita-,. 
rio Jl ' 

(III.4) 
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" ... .. 
Esta última relaci6n se asemeja con 11 • Q + P del 

desarrollo formal. Entonces se hace 

un operador formado con el vector lf7 del suhespacio de los es

tados discretos y 

un operador formado con los vectores lfa~ pertenecientes al sub

espacio do los estados continuos. 

Por construcci6n, éstos operadores son operadores de proyec

ción ya que: 

o'P lf~ .. ó < ) dE'b~, 1+t,) 

• JdE' bi,0 1 .¡.&,) 

• JdE'bE' l'f)<'fl+e•) 

.. o , 

t\ t\ ,.. 

PO I ~~ = P ( a l'f) ) 

= o , 
así que, entonces "'" "" PQ • QP • O 

(~)sin pérdida de generalidad y por simplicidad se ha tomado un so
lo estado discreto I~) para describir a 'O. Sin embargo se podría 
haber tomado el caso de varios discretos, es decir Q: f. tf¡)<c.t'd 
pero como Fano tan solo consideró un estado, as! se hará. 



A"- ,.. o 1 il = o e 1 n «e 1 f? ) 

= (1~~4''t'\)(l'f')~'f'l:f7) 

= l 'f)<<fl tf/< ce 1 ~' 

= l'f1«f1 f~ 
,1\ 

:::: o 1 f7 de donde 

'P~1f1= P e JaE' 1i4'f)44el 

= f dE
1 P 1..Yt..~~i¡..t· l<f/ 

"'t. ,. 

o =o • 

= f dE' s dE" 1 Y,~,, )<'!-E" 1 'fe·)<.¡.~. j ti> 
= 5 dE 

1 f dE'' lfe•>S< E"- E') <fe· I i7 

= 5 dE' 1 o/~·) <lfr:., 1 f)' 
A A.1.. l"t 

= P 1 ~ > es decir P = P. 
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Con todo esto, ahora ya se pueden buscar las reiaciones en

tre los.valores esperados de los operadores del tratamiento de 

dispersi6n fotm~L y los elementos de matriz descritos en el. for

malismo de Fano. 

Así, la ~~tación para el valor esperado del operador entre 

los canales cet~ados (en éste caso solo hay un canal) serás 

.¡f .... 
11 a .('fl H l'f7 a 

(i'II.5) 
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la relación para el valor esperado del operadoi--,entre canale-. · · 

abiertos (continuo) será: 

=<~I( ~ dE 11 14~ .. .,<ifvl> a ( JaE'l'ft»<+t:;I> I ,~

=( j ar:''<~l'fE .. /<*~·P a c-J ar:: 'i*e·)~~f.¡ ~·n 

= ( ) ar:'' b;. «l-~ .. b J dE: 'íi \fé'/ bf' 

= J J ar:'' ar:' b; .. bE,<fe\ii 1 tt') (III.6) 

y por Último para el valor esperado del operador entre canal 

cerrado y c~nal abierto (discreto-con~inuo) ser~ 

= <4'1 ( f dE.
1

\4't•)<l!..¡:•I) H ( l'f><cfl) 1 f/ 

= jae' <~l+i'H.;.~, 1 H 1 ~) <YI ~ 7 

= 5aE 1 b~, <'ti'.¡íi lf~ a 

(IH. 7) 

Si s~ usan los valores explicitos dados para los elementos 

de matriz, es decir las expresiones (I.l) del tratamiento de -

Fano, que determinan Er , E1 y V~ , las ecuaciones (III.5) a la 

(III.6) se reescriben como : 

• .., ' ¡\ 1 .., 1 <~ H.::¡i" f / = I a 1 E~ , (tll .8) 
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" f . ~ (.p 1 aPq\ ~ /' • dE a bt·"e· y (III.9) 

<ti ~p 1 fi/ • J Je~:" dE' b:.,bfE' ~( E''- E') 

= jdE
1 

b'll"b E' 
~· f.' 

= f . .,.. lb \1E º- 1 ~· (III .10) 

, ,. ..... 
Los oper~dores de proyeccion P y Q del tratamiento formal 

también se relacionarán a través ce sus valores esperados con -

los parámetros a y bé' del formalismo de Fano. Así que el valor -

esperado·del operador P del continuo estará relacionado con el 

parámetro b~como ; 

.,. (fl ( JdE' bE, \ f( •>> 

• J<m 'bf' ( ¡. \ fr) 

(III.11) 

,,.. 
el valor esperado del operador O del discreto estará relacionado 

con el parámetro a como t 

(>PI a 1 ip7 

(III .i2) 
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Resumiendo 

(III.13) 

(III.14) 

(III.15) 

(III.16) 

(III.17) 

Estas son la ralacionas entre los elementos de ambos forma

lismos. Ahora, para verificar que los elementos relacionados jue

gan el mismo papel, se partirá de las ecuaciones acopladas (II.8) 

y (II.9) del formalismo de operadores para llegar a ias expresig 

nes (I.4) y (I.5) del formalismo da Fano. Primero, de las expre

siones (III.14) y (III.15) aquí obtenidas se obtendrán las for-
,. ,. 

mas de los operadores HpQ y H11r en términos de los kets /'f) ~ 

1 ~.'/' : 

<i"I íi PQ 1 .ti! .. f dE' a b;vE' 

as dE
1 v~. <;;1 o/t•tt<irl ~~ 

• <91 ( f dE' \le-' 1 +t.}<lf) ) t lf 7 , 

as! que entonces 

(III .-18) 
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Por otra parte 

... • J dE' \ b~,\.t E ' <:i'I ªrr lfl 

• jdE <~lr"'/(trlf/'E 

• <t'I( JdE' E'l.¡.~·)<\j-fl) l~) 

entonces 

,.. 
li¡.p = J dE, E '1 +\') <+i· I · (III .19) 

La pri~era de las ecuaciones ~copladas es la ecuaci6n 

(II.8) del formalismo de operadores a saber : 

Sustituyendo las ecuaciones (III.18} y (III.19) se tiene -

que 

o bien 

f 1 1 • 
J dE Ve:l~t'l a 

d multiplicarla oor dt'' 1 se convierte en 

E'; ... ,' . f 

por locque 

) 
(III. 20) 



que es la ecuaci6n (I .4) dol formalismo de l!'ano. 

La segunda de las ecuaciones acopladas es la ecuaci6n 

(II.9} del formalismo de operadores a saber 1 

multiplicándola con <t 1 por la izquierda se tiene que t 

,. 
=E (-~IQ 1 ~? y 
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si se substituyen aquí las expresiones para los valores espera

dos de los operadores que están dadas por las ecuaciones (III.13) 

(I!I.14) y (lII.11) se obtiene 

+ . 6 bien 

, li fdE 1 
_.b * E lal1. a E,,. + a ~· vf • 

por lo que J dE 1 a"bE'~t~ • \a!1. ( E - E.,) que al multiplicarla 

J 

por a da como resultado la ecuaci6n (l:.5) del formalislllO de fano:-

(III. 21) 

Bntonces, de esto se tiene que los elementos relacionados 

jueqan al mismo papel por lo tanto el formalismo de operadores 

de proyecci6n y el formalismo de Fano son equivalentes. 

Con éstaa basea, en lo que resta de ésta sección se verá -

que las expresiones para la energía y para el ancho de banda en 

la resonancia son iguales en ambos formalismos. 

En el formalislt\O de rano, la resonancia se da cuando el -
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valor de la energía eas 

E:rano • E'f + r • Ev + 1fdE' \vt, 1-a. 

E,- E1 

con dispersi6n formal, la resonancia se obtiene cuando la ener

gia cwnple la relaci6n s 

en ase tratudento •• vi6 que la é~ ea el valor esperado del 

operador B aQ con el eigenvecto.r l~)del discreto, dendo 6ste 

\ rA '1 el vector de éetado resonante que se separ6 de loa d•"*• -

vectores resonantes al pedir que la ener9!a cumpla la relac:i6n 

B #OJ l 5 • Fano en su tratamiento consider6 un solo estado del 

discreto que además es resonante y lo llamó I~~ , Como se vi6 
,.. 

en ésta sección, el operador Q ~ue correoponde al formalismo de 

Fano se define únicaoente con lf}, cuyo valor esperaeo de ener-

9ía es e,. . Entonces es claro que los vectores _IÁ"/ y !y/J son 

el mismo vector· tan solo con diferente' nombre. Consecuente.mente 

E,. = fs • 
lo cual es cierto ya que Q l~,'1•1 p1) y entonces 

,. ,. " " • < ~~ f QHQ \ 'Pt.., 

... 
• <vi B \f/> 

. • E¡. • (lII.22) 
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?or lo anterior, ?ara demostrar la i9ualdad entre ener9~

as tan 50lo bauta demostrar que 

en el tratamiento dA dispersión formal se encontró que 

(P.c. (II.30)) : 

~,). <i'.I ~ •• 1'L ~ J K,, 10,) 

,. 
en donde H 

1 
ee la .,arte del Hamiltoniano aue varía lentam<:!nt:.!. 

con la energ!a y ese~ dado por la ec~ación (II.20) 

~)ero ea é:!tr~ c:iso el o::ier:idor " Q 9ara el formaligmo de Fano tan 

término 
,.. , ,.. 

solo co:ii;tn ce 11n if's) , por lo que H = a,, . o 
J 

"'la C'f'l~ : 

(J.(¡~ "' ,:,1,J ii.,i'[ 1 r ,. H~Q I~)' 
E: - H,, 

,,,,.,. f .. 
1 • rº ló,) "' <~;jQ:ll' l E - a,, 

. . ,. ... 

-

"' <.~, l :r1? ~ [ 1 • ti 11\) . (III. 23) 

~ ... - a,, 
Las rol~ciones (III.13) - (III.17) están en términos del -

Vl!Ctor d" ~l"i;ac~o 1 i.r~ y la e;:prasión au~ se tiem• que calcu.lar 

e1tn An L~r;.1tno"." dl!l vector de .estado discreto lp_,>- , por eso lo 

prim"lro que se hará sl9rá reescribir a ~~ 1~$) en términos de liJ). 
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. ~ " 1 ;p7 = E 1f7 Si a la ecuacion de Schrodinger H se le -

aplica el 
,.. 

la izquierda operador P por y se slP.!ltituye el vector 
,. ~ 

1 :f 7 del lado izquierdo en términos d~ los operadores p y o 
se tiene : 

PB Ql~7+ Plf))= E p I~? 

"' " = (E - Hpp) Pf~) , de donde 

,. 
I>li \~) = __ E_--ª-"-'-- P 1 ~? y ( III • 24) 

a 

· el bra asociaeo a iste ket serj 

"" ,.. \ E - Hi'P) 

ª..,,,. 
.. i\ 

A E - Ilrp) ""(pjP ___ _ (III.25) 

,._ 
én donde se •1só el hecho de que el operador ? , por ser de proyeo-

ción es h~ri'.1i'ciano ~ t:: P (Cohen (191'7)) 1 el Hamiltoniano tam-

"'t "' bién es un 09orador hermitiano H = II , por lo que la energía 

'" E es real1 asimismo, por lo anterior, el operador Hfp también 
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es hermitiano y::i que : 

I' ) . :: ::: fi ()O I 

(:II.26) 

y coz:iu nl valor i?s;:ierado d<'l ~:? ".?S ( ~;P> =Jar:.:'111.(¡:;'1¡1 y el valor 

B!::?r;>rac'.o de ~fP es (Hppl-= \«:5::: ').:>E.:i.::: 1
, nncesariamente: 

J 

, 'i' ~' s :::: ¡;, (III. 27) 

,...,.. 
Sustituyendo las exprE>!!ioMs eni.::ontr.~das para PH 1 fbs 'f 

1 ¡ "".I\ , , y <~-~ HP (~c. III24-25) en la ecuac.i..'ln {III .23) : 

ysi .¡, , ... r 1 ! e 'P:H 1~~7> u = ( <: si HP) ~o'¡ 
·. l í 

z - f-I P? 
J 

I' ,.. 
" E - Spp [ 1 

ªrr] 
E - H,l' 

,., 
= (~IP - -y p 1 ~/ 

¡ 

ª'" E - a 
,.. 

" " " E - !l PP ( E - H,P) p 
=<flP f ¡¡;¡ 

~ a,, a _¡:. - a 
1 

<.:PI!> 
A " = E-!1pp) ? I f7 

¡a¡1 

= :_ [ <'.111 p 
¡a¡t 

E PI f7 <fl p fi p lfi'J ·pp 

= 1 
: E <i<Pt~7 

,;¡t l 
y 

sustituyendo las ecuaciones (III.15) y (III.16) se obtienei 

6º\ . .:_ ( EJ dE' !bt.¡1 - JdE' /b/.E') 
'ª'2. 

• JdE' ( !!: /be\1 - E'/bE'~ 
1 a ¡i 

• JdE' lbl:,1
1« E - E1

) 

1ª11. 
(III .28) 
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· I)e la ecuación (III. 20), se obtiene la norma de VE' como: 

\ vf;l' • vE.. v'f~ 

• \b¡,f·( !:-E' ) 

a b.,,. a4 bt:' 
¡;,' 

"' 11\·li.( E - E')" • 

¡a 1• 
(III .29) 

Ahora.si se multiplica la ecuación (III.28) por la relación 

( E - E' ) / ( E - E' ) , para lo cual se tiene que usar la parte -

principa~ para evitar discontinuidades, y si se sustituye la e

cuación (III.29), se obtiene el resultado buscado 

E,) ( 

( 

- E' )1. 

a F ( E ) • 

E - E') 

E - E') 

(I.II .30) 

Por lo tanto, de las ecuaciones (III.22) y (ÚI.30), y de 

las ecuaciones para las energías de resonancia tanto para el 

formalismo de Fano como en el de dispersión formal, se verifica 

la igualdad : 

E •E • Disp Fano (IJ:I. 31) 

Ahora se verificará la igualdad para los anchos de resonan

cia en ambas descripciones. 

En el tratamiento de Fano se encuentra un ancho de resonan-



Sl 

cia dado por la ecuación (I.15) : 

con la teoría de dispersión formal, el ancho lo da· la ecuación 

(II.31) : 

Usando las ecuaciones (III.24) y (III.25) en la expresión 

anterior se encuentra que: 

" 
( E - H~ i1 {' ~) 

a 

CI ~ C<flP (E-H,p)) f E ó(E-Hp,) B:Er-~E-Íipr> HfP lif7 r I 
la I~ 1 J 

a continuación, se sustituyen las expresiones para lo~ operado

res p y H~p dadas por las ecuaciones (:tII.l:l)- y (III .19) res

pectivamente para obtener : 

r o;,p ~ ~ ~' ( <f J p (E-H,11 ) { E b<E-Íi1~ J dÚ,!f ,./- ~E-H,,) J dE' J¡. E' lf,·;> ¡ 
= 2 

ttl\ ~(~P (E-f¡n)][ E) dE 1 bf~(E- <fe·I H,,1~5'7) r+~·?-
¡a 

- JdE 1 bt,E
1 S<E-<~.1H,,1+e~>lil-i·)), (III.32) 

pero <il-.· IHull\-'i·'? .. <lf'1:·IPHP ltr:.) 

• E' entonc's 



2~ ~ A A = _ bf' ( E <tMt·E(fj HP, lo/i.:) -E 
1 
E (·j \+t'f +E'<~I Hl'P 1 +,·'7 

lal'I. 

• 
2 ~ b

1
,{ E 1 b;-E<~lli,,1+~.)-E 1 E b:. +E' <.fjPH¡.;..~,( 

lar~ .. 

• 
2

1C. b
11 

( E'J.b;. -E E
1
<)'j'f,¡'J-E' E bé~ +E 1 E 1<~j+~)) 

1a ¡-i 

a 
21t b ,( E"b~ -E E

1 
b* -E 1E b~ +l!lb~) 

/als. E &' l' 11 E' 

,,;,, 21L\b,,[z. ( E'l..-2E'E + E'1) 

i a {' 

= 21' \bd' ( E - E 1) 

'ª'' 
.. 211. lvE·Iª 

.. ri:;,,, . 
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(III .-34) 

Por lo tanto ésta ecuación muestra la igueldad pa-ra los an 
chos de resonancia encontrados en cada fo~malismo: 
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CONCLUSION 

En la sncci6n anterior se encontraron las relaciones -

entre los elc~cntos de la teoría de diz?ersión fo~mal con los 

elementos del tratamiento de Fano. Asimismo, se comprobó que 

las relaciones entre los elementos de la teoría de dispersión 

o sea las ecuaciones acopladas, corres.panden a una relación -

equivalente entre los.elementos de la teoría de Fano. 

Por lo tanto, queda entonces demostrada la equivalencia 

entre los dos formalismos. 

COMENTARIO 

En la comunicaci6n de las ideas físicas de cualquier teo

ría es de suma importancia la claridad en el lenguaje con gue 

se expresan. Este lenguaje. no es necesariamente único. En los 

problemas que se estudiaron se encuentra precisamente ésto. Por 

un lado el lenguaje para la descripción del problema de autoio

nización y por otro lado el lenguaje utilizado para el estudio 

formal de las reponancias atómicas .. 

En éstos términos. el presente trabajo es un intérprete -

entre ambos formalismos ya que comprueba su equivalencia y su 

valor está en relación a la importancia que vaya tomando la -

teoría de resonancias en física atómica, ya que se está asegu

rando que para el tratamiento de resonancias se pueden tomar -
1 

las ideas de Pano del fen6meno de autoionización, es decir 

la formulación de perfiles de linea. 



APE~I~ A 

A) La ecuación (.I.l3a) ea;· 

• ~(i - !) , {A.l) 

desarrollando el producto entre corchetes se tienes 

[ j¡ ~ •' + Z(iiJ,;(• - i~ r~ ~ ,, + Z(E)~(E - >!JJ 

(É-E > ) (E-zl ) E - EJ 

(A.2) 

La integral del segundo y el tercer tér~ino de la ecuación 

· (A.2) es : 

.. z(E) lvJ.f + • - -E - E E - E 
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- 1 
(A.3) 

E - .E 

El primer término de la ecuación (A.2) se descompor.e en frac-

ciones parciales* como :· 

• _ 

1 

1 
,· .. =-=-- (_:_, + ~)+t(~(E-E' >~[s+l/2(É+E~. 

(E-E ) (E-E ) E - E E - E E - E · (A.4) 

Entonces para la integral del primer término de la ecuación 

(A.4), se usa la ecuación (¡.lo) que define a la función F(E), así.: 

\az'~1:_·1_ (_1_ + _ 1_Jv,. = _:_ (F(E) + F(~)). 
J - \ 1- l -E - E E - E E - E E - E 

(A.5) 

Faltan por integrar el Último término de la ec. (A.2) y el -

segundo término de la ec. (A.4). Usando la relación i 

f(E) á(E-E\) = f(E)2>(E-E>), (A.6) 

se reescribe al último 'término de la ecuación (A.2) como 

Z(E)Z(E)~(E-E 1 )~(E-E') = Z(E} Z(E
1

)~(É-E 1 )~(E-E 1 ). (A.7) 

En virtud a que &CE-E 1 )~(E'+l/2(E+E)J = ~(E-E')~(E-E 1 ), se 1-

pueden agrupar el último término de la ec. (A.2) (ahora (A.7)) con 

ol seg.undo término de la ec. (A .4) de tal. forma que : 

Z(E)Z(E)2>CE-E 1 )~(E-E 1 ) +1(1~·(i-E' l&[E-l/2tE+E~ • 

• (Z(E)Z(S) +1L')~(E-E 1 )6(!-E 1 ), (A.8) 

. (*) La descompos!ci6n en fraccciones parciales la hace Fano en el 
apéndice A de au art!culo (1961). 



cuya integral es .1 

s dE'vt (Z(E)Z(E) +'[()'2,(Í-E
1
}b(E-E' )Vf., ... 

= lvf,¡1(1t1 +. z(E) )~(E-E ) • 

5€ 

(A. 9) 

Entonces las ecuaciones (A.3), (A.5) y (A.9) son las partes 

integradas de ·1a ecuación (A.2)1 que se substituye en la ecuación 

. (A.l) para obtener: 

fa (E>li v!t ( rt.1. + z CE)) f> CÉ-E ) + 

+:(É) 11 + =--1
· ( F(E) - F(B) + Z(E){vl"- z(i)lv;:~x 

1 ;· J 
E - E 

X a(E) • & {ii-E 

que es la eauaci6n ( I • llb )'. 



B) 

La ecuación (I.18) para la probabilidad de·excitación del 

vector de estado <~i es 

" 1 I" < f
1 

\ T ¡ i / = __ < i T 1 i / Sen A 
1(. V'f" 

- Lf~ 1 T / i) coa /J 
(A.11) • f: 

La energía reducida~ se define en la ecuación (I.20)·co-

mo: 

[ = - Cot ~ = - Cos f:. /sen b = E - E - F , (A .12) 
1t lvi: ¡:. 

de donde Cos ../). = - E Sen ./J. • (A.13) 

El ¡n1rám~tro q está definido en la act1ación (I.21:) como, 

q = < ¡ \ T l i ;> , de donde 

1t V!il<~I~ 1 i) 

{A.U) 

susutituyendo las ecuaciones (A.13)y (A~l4)en la ecuación 

(A.11) ,si! reescribe ésta última como : 

o bien, .:.'.f/T ¡ i/ • ( q + l) (f¡;jT 1 i) Sen~ , (A.15) 

por lo.que 
t ¡~ = ( q + l ) ( sen ~ • (A .16) 

· De la ecuación (I.16) y de la ecuación {I.14) se puede e~

presar a \sen {.\ 1 ~ como 
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pero de las ecuacionos (I.11) y ·de la definición de la energía 

reducida dada en la Hcuación (A.12J ,es claro que, 

z =.1Cf., (A.19) 

por lo que la ecuacii)n (A.17) se reescribe como, 

! Sen L\\~ = __ 1 __ (¡\.19) 

1 + 
Finalmente, sus-ituyendo la ecuación anterio~ en la ecua

ción (A.16) ,se obtie e la. ecuación (I .22) : 

(f1f? 1 1 > !!, 
.(~ ¡; ¡ 1) 1 

q +E )1. 

l.+ l ~ 
(A. 20), 

\ 
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" La matriz T efectiva parn la ecuación de sé::hrodin9ar ,,.. 
:l!-f{::s E!.¡¿'] es 

· (S .1) 

/' 

siendo 1 q!{ un eigenvP.ctor del· oper;idor Ilpp. f!Ue e~ la paJ:te de-1 

llamiltoniano H \ que d~scr i.be el movi:niento sin perturbar antr~ 
la partícula incidente y el blanco. 

Sustituyendo la ex;"Jresión pAra 1 Pft;>ec (II .25)en la ecua

ci6n (B.l)*; y recordando que el ve=tor \Pf;? es la soluQión 

caliente no reoonante de 

< fi - i > \ '?i, .. ) = o Y (B .2) 

CT'Ué g1;r lo tanto satisfac3 C"!Ue 

2t.,f = l_ + (11 't 

H~)J { (i
1 

-

... ,.. . 
Ho) 'O f. -.::. - • • 

= i 1 + [ l,l 
.. 

ii
1 1] (H

1

- T,>J(1 
11' • (B.3) .. -

so ve que 

, ( ,. 1" ~ ~ {,., .... I" .r. -+ 
.(~ l/•ptlP'r 7 ... <t H - º111? t. I + 

nares 

que es la ecuaci6n (II.33) 

(*) En el artículo de 'l'aylor. se hace referencia· a M.L. Goldberg 
y K. M. Watson "Collision Theory" (John Wiley and sons, !ne 
1964). 
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