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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

A ¡:¡esar del «Sxi to enorme que ha tenido la ecuaci6n de Bol tzmann 

para explicar satisfactoriamente aspectos diversos de las propi~ 

dades de transporte de varios sistemas f!sicos< 1 >, subsisten aCn 

problemas muy fundamentales que no han sido resueltos. As! por -

ejemplo, el origen de la ecuaci6n misma y la naturaleza de la 

aproximaci6n que implica son preguntas que no han sido respondi­

das satisfactoriamente. Pero los problemas no son s6lo de carie 

ter fundamental sino también prácticos, pues no es posible resol 

ver exactamente la ecuaci6n de Boltzmann para un potencial inter 

molecular dado y con condiciones a la frontera especificas. Sin 

err.bargo, sin lugar a dudas la ecuaci6n de Boltzmann constituye -

el modelo m~s completo del que disponemos para interpretarmicro!. 

c6picarnente la fenomenolog1a de la termodin4mica de equilibrio -

as! como la irreversible lineal. 

El objetivo de este trabajo es el estudiar la aproximaci6n . 
del tiempo de relajaci6n ünico para la ecuaci6n de Boltzmann de 

un modelo particular que es lo suficientemente simple como para 

poder describirlo mate~tican:ente en forma explícita, pero al -

mismo tiempo lo suficientemente realista como para exhibir algu­

nas de las caracter!sticas esenciales de sistemas en estados fue . 
ra de equilibrio. 
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Más espec1'.ficament•e el problema esencial consiste en resol-

ver la ecuaci6n KBG* para un fluido compuesto por moléculas que 

interactdan via, un potencial de Maxwell y en estado de flujo COf 

tante uniforme. Con este prop6sito se ha dividido el contenieo -

del trabajo en cuatro capitulas y en el primero se hace una revi-

si6n breve de algunas ideas básicas y resultados de teor!a cinéti 

ca que serán relevantes para nuestra discusi6n. Se describe la -

jerarqu!a de ecuaciones BBGKY y a partir de ella se deduce la e­

cuación de Boltzmann y algunas propiedades de ésta como son, el -

teorema H y las ecuaciones de conservaci6n hidrodinámicas. 

En el segundo cap!tulo se define el modelo particular que e! 

tudiaremos, se escriben sus ecuaciones hidrodinámicas y se resuel 

ve la ecuaci6n de la energ!a para tiempos largos, posteriormente 

se plantea la ecuaci6n de Boltzmann para este modelo y se constr~ 

ye la ecuación KBG que es una aproximaci6n a aquélla. Se discute 

la posibilidad de encontrar la soluci6n exacta a esta ecuación c! 

nética aproximada, as! como algunas alternativas posibles. Ante -

las dificultades de resolver exactamente la ecuaci6n KBG, consid~ 

ramos el caso especial de no calentamiento, se resuelve la ecua-

ci6n y se exhibe explícitamente su autoconsistencia. 

La tercera parte est4 dedicada a las aplicaciones de la sol~ 

ci6n encontrada, en ésta se calculan algunas propiedades termodi-

'La e.c.uac.l6n KBG (KJWok - Bhabut!Je.Jt - GJWU), u ta. tambiht Uamada ap11.oxi.ma 
c1.6n de. :Ue.mpo de. 11.el.aj awn ( 2 l de ta ec.uacl6n de. Bo.Uzmann. -
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námicas fuera de equilibrio como son la entropia y en especial la 

producci6n de entropía, la cual resulta ser diferente de cero y -

muestra el hecho de que el proceso es irreversible a pesar de ser 

isotérmico. También se exhibe la hip6tesis de equilibrio local, 

y entonces se muestra que a pesar de que el sistema puede estar -

alejado de equilibrio, conserva la relaci6n de equilibrio entre la 

entrop!a, la energía libre de Helmholtz y la energía interna. 

Finalmente dentro de las conclusiones se hace una crítica del 

modelo, se discute la aproximaci6n de no calentamiento y, por Glti 

mo, se hace una crítica de los resultados, y se hace énfasis en el 

hecho de que aan con un modelo muy sencillo se ha podido obtener -

una expresi6n para la funci6n de distribuci6n la cual permite obte 

ner propiedades irreversibles explícitamente, lo cual es de inte­

rás. 
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CAPITULO II 
LA ECUACI ON DE BOLTZMANN 

En este capítulo repasaremos algunos conceptos b4sicos de --
• 

teor!a cinética que se utilizarán en el desarrollo de este traba-

jo y haremos también una s!ntesis de los resultados más importan­

tes para nuestros prop6sitos. 

2.1 LA JERARQUIA BBGKY 

Es bien conocido que la ecuaci6n de Liouville gobierna la !. 

volucidn temporalde la función de distribución de N cuerpos, FN. 

Esta contiene toda la información sobre el comportamiento dinám!, 
.... .... .... .... 

co del sistema, pues FN(q,p,t)dqdp representa la probabilidad de 

encontrar a las parttculas en un punto de los intervalos* (q+dq), 

y (p + dp) en el espacio fase del sistema al tiempo t. usando el -

teorema de Liouville se puede mostrar que FN satisface la ecua­

ción de Liouville que a su vez puede escribirse como 

( 2 .1) 

en donde { •••• } pp es el par~ntesis de Poisson y H Xepti!senta;la· furx:i6n 

Hamiltaniana del sistema de N-cuerpos. 

Para sistemas cuánticos la ecuación de Von Neumann para la 
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matriz de densidad, p, juega el papel de la ecuación de Liouville, 

pero como en este trabajo sólo consideraremos sistemas clásicos, 

nos restringiremos a la ecuaci6n de Liouville. 

La ecuación (2.1) es una ecuación lineal, de primer orden, -

en 6N variables, en donde N es el número de part1culas en el sis 

tema y es del orden del número de Avogadr~ (6.0247 x 70 23
) y 6N 

es la dirnensi6n del espacio fase (espacio f) correspondiente. Si 

se especifican las condiciones iniciales de los N-cuerpos, ento~ 

ces toda la información sobre la evoluci6n din~mica del sistema 

queda unívocamente determinada por la ecuaci6n de Liouville. Pe­

ro como especificar estas condiciones y resolver la ecuaci6n resul­

tante es prácticamente imposible, Bogolyubov< 2> introdujo la idea 

de una jerarqu1a de tiempos de relajaci6n segan la cual el siste 

roa (gases diluidos o moderadamente densos) pasa por tres etapas 

en su evolución al equilibrio. La primera etapa ocurre para tie~ 

pos del orden de duración de una colisi6n, Te' Para discutir la 

dinámica del sistema en este régimen es necesario describir las 

trayectorias de todas las partículas en r, o sea, deben especif! 

carse muchas variables y se tiene el problema de N-cuerpos. Sin 

embargo, se observa que para muchos sistemas despu~s de un tiempo 

te' el sistema relaja a un r~gimen cin~tico, el cual forma la se 

gunda etapa en la evolución del sistema al equilibrio y en el que 

su dinámica esta totalmente descrito por la funci6n de distribu­

ción de una partícula, Flil. La tercera etapa esta formada por la 

descripción hidrodinámica, o sea, la descripci6n macroscópica y 
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,;stá dada en las ecuaciones hidrodin&micas. 

De esta forma para tiempos mayores que te, en el rl3gimen ci­

nético, se reduce el nfunero de variables y se ha pasado de la di-

n&mica .complicada de un sistema de N-cuerpos, a la dinámica rela 

tivamente simple, en el espacio faseda 1part1cula. 

Una forma conveniente de expresar esta reducci6n de informa 

ci6n es a travás del concepto de función de distribuci6n reduci-
(~) + + + + 

da de orden ( ~) , f ( q 1 , •• , q ~, P 1 , ••• , P ~ , t 1 , definida como 

(2.2) 

En donde V es el volwnen ocupado por el sistema. Para obte­

ner un sistema de ecuaciones acopladas para f(~I, consideraremos 

la ecuaci6n (2.1) reescrita de la forma 

4 

aFN N P · 
at .,. l: {-l • W1.. FN .,. F . • Vp. f N} " O 

j=l mJ J J J 
(2.3) 

en donde por simplicidad usamos coordenadas cartesianas y subst!. 

tutmos ~j por qj, suponiendo también que no actdan fuerzas exte!. 

nas sobre el sistema. Fj denota la fuerza total sobre la j-ésima 

parttcula debida a las otras moléculas, la cual suponiendo que -

la interacción sea conservativa, esta dada por 

(2. 4) 
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Ahora, multiplicando la ecuaci6n (2.3) por V4 e integrando sobre 

dk4 +1 ••• dAN dp4 +J ••• dpN obtene.mos 

\~.5) 

en donde hemos usado el hecho de que, obviamente, FN tiende a ce­

ro fuera de las paredes que contienen el sistema y tambi~n cuan­
+ 

do Pj tiende a±~. El Qltirno término de la ecuación (2.5) puede 

separarse en dos términos, a saber 

.6 N + + + 

.E .i:. 1· ·J F.c ·'VP1. FN dlt.4+1 ... dtr.N cLP4+r .. dPN 
J = 1 .(.• J+ 1 J 

(2.E) 

El segundo término puede escribirse usando la definicH5n de F ( 4 + l I 

corno 

1 ··-· .. -
. (2. 7.) 

y substituyendo (2.7) en (2.6) tenernos 

(.61 .6 (.6+ 1) n- ... 
V j F + n·.6/v .E JI F1· .6+l 'Vpj F wr.4+1 dP4+1 p J=1 , 

1 
(2.B) 

Si ahora substituírnos (2.8) en el dltimo término de la ecuación 

(2.5) obtenemos 

· aFl4 l¡at + 1 p./m. • v1r.. F141 
+ ~ F.lf • 'Vpj F1"1 

+ 
j•l J J J .l,J=l (2.9) 

... 7 



En esta Gltima ecuaci6n tomaremos ahora el límite termodinámico 

definido por N~~. v~oo con N/V • n
0 

= constante. Es conveniente 

·tomar este límite para as! evitar las complicaciones que provie­

nen de los efectos de superficie. De modo que en el límite ter­

modinámico (2.9) está dada por 

aF 141 /a.t + ~ P./m. •V . F(.s) +- ~ f"·. •V • Fl4 l + 
j•l J J !r.J i,j•I ~J PJ (2.10) 

4 
11 F F(ó+l) d1i. dP = o 

+ no .E 1· 4+1 v1r.1· -4+1 -4+1 
J•I , 

· Este sistema de ecuaciones (2.10) es la llamada jararqu!a -

BBGKY. Es un sistema de N ecuaciones acopladas que relacionan -

F(-4) con Fl 4 +ll. Debe enfatizarse que este sistema de ecuaciones 

contiene la misma informaci6n que la ecuaci6n de Liouville (2.1), 

aunque tiene ventajas importantes. Por ejemplo, en el sistema -­

(2.10) ya se ha tomado el límite termodinámico el cual no es f6-

cil de tomar directamente de la ecuaci6n de Liouville, pero sobre 

todo la ventaja importante del sistema (2,10) es que puede aprox.!, 

marse más facilmente que la ecuación de Liouville. 

Nuestro siguiente objetivo es partir de esta jerarqu!a y o~ 

tener una ecuaci6n para la función de distrubuci6n de una partf-

cula, esto es, deducir la ecuaci6n de Boltzmann. 

2.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DE BOLTZMANN A PARTIR DE LA JERAR­
QUIA BBGKY 

Consideremos la primera eouaci6n de la jerarquía 

8 
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en donde hemos usado la ecuaci6n ( 2. 4) y { • • • } pp repJ~esenta el -

par~ntesis de Poisson. Suele reemplazarse F(J) por una función 

relativa 6 definida como 

(2.12) 

la cual es conocida como funci6n de distribuci6n de Boltzmann, y 

as! como F(f) es la probabilidad de encontrar a la part!cula 1 -

con posición y momento en dA 1,dp1; 6 dt 1dp 1 es la probabilidad 

de encontrar alguna partícula, en d41 dp,.En nuestra discusi6n s~ 

lo consideraremos part!culas indi~tinguibles. 

+ + Considerando a 6 como funci6n de x, p y .t la ecuaci6n (2.11) 

toma. la forma 

(2.13) 

+ + (2) (2) + + + + en donde v • p/m y f = f (x, x1, P, P1, .t). usando ahora la 

función de distr:ibuci6n referida a las velocidades, 6v' dada ~or 

(2.14) 

con 
,,, + + . ·::.. + , ' 
6v d~ dv • 6 dx dp. \ 

--~-¡ 

(2.15)• 

podemos reescribir la ecuaci6n (2.13) como 

6 . . ( 21 ' ... -- + 
36/3.t. dÍ dt t V•t 6 dk dti • n~ m /{U,f }dx 1 dv1: 

(2.16) 9 



en donde por simplicidad en la notaci6n hemos omitido el sub!nd! 

ce v y escribimos 6 = 6v· El problema ahora es transformar el -

miembro derecho. Para esto supongamos que la interacción puede -

describirse como una colisi6n binaria elástica. Es decir, inicia! 

mente las part!cu1as se encuentran lejos una ae otra, y si v y v
1

, 

son sus velocidades iniciales, entonces la velocidad relativa ini-

aial es 
(2.17) 

Despu~s de la colisión, cuando las partículas est4n nuevamente muy 

lejos entre s!, su velocidad relativa final es 

g' .. 1·-~1 (2.19) 

+ + en donde v' y vi son sus velocidades finales. 

Suponiendo que la part!cula con v1 es la part!cula blanco y 

la part!cula con v es la part!cula incidente, desde un sistema de 

coordenadas fijo en la part!cula blanco, la partícula incidente se 

mover& con velocidad g y g' antes y despu~s de la colisi6n, raspe~ 

tivamente. Claramente de las leyes de conservaci6n de momento y 

energ!a en la colisión se sigue gue lgl • 19' I· Para determinar 
+" la direcci6n de g definamos un vector unitario e paralelo o anti-

paralelo a g' - g. 
Como estos vectores tienen la misma magnitud, 

+ + A A + 
9 1 

• g - 2 t t.g 
+ + A ~ +, g .. g' - 2 e. e..g 

(2.19) 

A 

y este resultado muestra que podemos usar e para describir la col! 

si6n. 

Ahora, si tenernos una densidad de n de part!culas incidentes 
+ con velocidad g, el ntlmero de ellas que son dispersadas por segun-

10 



cb en Wl elemanto de ángulo s6licb dn esta dacb por 

a n i díl (2.20) 

en donde a es la sección diferencial de colisión. Obviamente, la 

sección total de colisión esta dada entonces por a .. "' ladíl y es 
l 

+ funci6n de g. 

Tu •. 1. 

Ahora bien, para expresar díl en funci6n de e, sea X el ángulo en 
+ " entonces de la ecuaci6n ( 2 .19) obtenemos tre g Y e, 

-+, + g2 92, ( 1-2 c.o.6 2 x) (2.21) 9 • g " C.0.6 6 " 

en donde hemos usado que 0 • n-2X, lo cual puede comprobarse de 

la figura 1. Por otra parte, díl esta dado por 

(2.22) 

siendo d2e un elemento de ángulo sólido alrededor de € y entonces 

g díl = 4l~-;.91d2e (2.23) 

11 



Consideremos ahora part!culas con velocidades en el interv~ 

lo dv, que inciden en partículas blanco con velocidades en dv1 • 

El flujo de partículas incidentes es 6!vlg dv, y el nihnero de Pª! 
+ (+ + + t!culas blanco en un elemento de volumen dx es 6 v7ldv 1 dx 1• En-

tonces la cantidad de part!culas que escapan del volumen definido 

por d3v d3x,en el elemento dn es 

(2.24.a) 

o bien 

(2.24.b) 

en donde hemos usado la hipotesis del caos molecular que es una 
. + 

hipótesis éstad!stica, no mecánica, y establece que si 6(\>,.t1 es 
+ 

la probabilidad de encontraF a una mol~cula con velocidad v al 

tiempo t, la probabilidad de encontrar simultáneamente a una mol~ 
+ + + cula con velocidad v y una con velocidad v7 al tiempo tes 6(v,t) 

+ 61v 1,tl. Esto es, las posibles correlaciones creadas por las col! 

siones se destruyen por las colisiones con otras part!culas, o sea, 

las correlaciones pueden considerarse como estadísticamente inde-

pendientes. Ad?.más, el potencial intermolecular se encuentra im-
+,.. 

pl!citamerite en el t~rmino 4jg•elad 2 e. 

Si ahora integramos (2.24) sobre d5v y d3v 1 obtenemos el 

ndmero de part!culas que se escapan o el término de p~rdida. 

~2.25) 

12 



En forma similar puede calcularse la cantidad de parttculas 

que entran a d3v d3x, considerando la colisi6n inversa. Usando el 

resultado 19 •. el .. 19'. ;, que se sigue de la ecuación (2,19), 

ob~enemos que el t~rmino de ganancia es 

(2.26) 

Claramente la diferencia entre (2.26) y (2.25) es el cambio neto 

de el nOmero de parttculas en d3v y d3x, debido a las colisiones. 

Entonces de las ecuaciones (2.·16), (2.25) y (2.26) obtenemos fi­

nalmente la ecuación de Boltimann. 

. ~ 

a6/at t 1i·V6 • 116,6') • (2.27) 

· . en donde J ( 6 • 6' ) es el tdrmino de colisiones de Bol tzmann y esta 

daclo por 

'c2.28) 

en donde ~• h·an usado las abreviaturas 6' • 61t 1 
) ; 6 j • 6 ¡;p y 

... 61 • 61v1J. Debe observarse que 1(6,6' J puede escribirse en for 

.ma equivalente como(s). 

13 



( 
(2.29) i 

De esta deducci6n es evidente que.la ecuación de Boltzmann 

s6lo puede aplicarse si se satisfacen ciertas condiciones. El h!, 

cho de considerar s6lo colisiones binarias es leg!tima a muy ba 

jas densidades, cuando la probabilidad de que tres partfculas i!!. 

teractflen sea despreciable. Ademas, la integral de colisi6n i!!. 

cluye dos funciones de distribución, evaluadas en el mismo punto 

y al mismo tiempo, esto nos da otra limitaci6n, es necesario que 

6 no varie en forma apreciable en distanciaa comparables al alean 

ce de la fuerza, o en tiempos del orden del tiempo de colisi6n -

Por dltimo diremos que la ecuaci6n de Boltzmann es una ecu!_ 

c16n integro-diferencial no lineal para f, en la cual las ecuacig, 

nes de movimiento y el potencial intermolecular intervienen impl! 

citamente en la integral de colisi6n • . 
En la siguiente secci6n discutiremos brevemente algunas pr_2. 

piedades generalesde la ecuación de Boltzmann como son el teore­

ma H y las ecuaciones de conservación que se obtienen a partir -

de ella. 

2,3 ALGUNAS PROPIEDADES DE LA ECUACION DE BOLTZMANN 

14 



2.3.l ECUACIONES DE CONSERVACION 

A' partir de la ecuacion de Boltzmann, ecuaci6n (2.27), y en 

ausencia de fuerza externa obtenemos la ecuaci6n general de cam-

bio para cualquier cantidad ~l. Aqu! el subíndice~ identifica­

ª lss diferentes especies químicas que, en general, cons tituyen 

el sistema. Multiplicando ambos miembros de la ecuaci6n (2.27) 
-+-por ~l e integrando sobre vl obtenemos la ecuaci6n 

(2.30) 

e integrando por partes 

en donde la barra indica un promedio sobre f. El miembro derecho 

se anula cuando ~l es alguno de los invariantes de suma, es decir, 

alquna de las cantidades que se conservan en la colisi6n como son 

la masa, el momento y la energía. Como estas cantidades se conse! 

van, la suma de ellas antes y despu~s de la colisión es la misma, 

por esto se llaman invariantes de suma. Es precisamente esta prg, 

piedad la que nos permite deducir las ecuaciones de balance sin 

conocer la función de distribuci6n explicttamente, o sea, sin r~ 

solver la ecuación (2.27). Sumando la ecuación (2.31) sobre l -

resulta 

15 



'd/at 1: p.l if. + VIL • .!: p. (v:-v'."J - 1: p .{él11'./at + v.l • Vlt 'i' .} "' O (2.32) .i. ..(.. .(.,(. ..(...(. .(.,(. ..(. ,(. -

que es la ecuaci6n de cambio para 'i'.l. 

Ahora consideraremos el caso particular en que 'i'. sea m . 
.(. ,(. 

+ 2 
m.l vi.' 1/2 m.l v.l • Si ademis usamos las definiciones cin,ticas -

para las densidades hidrodinámicas 

p. 1tt1 .. f6 dV;\ 
..(. ...... 

<2.33.a> 
. . . 

.(2.33.b). 

(2. 33.c); 

de la eouaoi6n (2.32) obtenemos las ecuaciones de conservaci6n 

+· 
ap/'dt + V • (p U) • O (2.34.af 

(2.34.b)' 

+ 

élt/at + V • S • O (2.34.c) · 

Aqu! 1'1t,tJ es el flujo de momento (tensor de presiones) y ;,¡,t) 
es el flujo de calor. Cindticamente estas cantidades se definen 
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como 

S 1 (~,.t) • fv. 1/2 m V~ 6 dV .... ..(. ..(. (2 .35) 

p .. (.\,.t) • f m V. V • ~ dV 
..(.j .(. J (2.36) 

en donde ahora los !ndices i, j indican componentes tensoriales. 

Por otra parte, puesto que nos interesar4, en cap!tulos pos­

teriores, describir procesos irreversibles moleculares y no el m~ 

vimiento convectivo del fluido, definirnos las partes irreversibles 
.... + 

del tensor P y del vector S. Para esto expresemos las velocidades 
-+ 

moleculares respecto al flujo macrosc6pico U. Entonces las par-
... * 

'tes irreversibles de S y P resultan ser 

S~ (t,t): /(v,, - U.) 1/1. m (v. - U;)f & d~ 
.f. "' .(. .(. ~ 

(2.31) 

~1.(~,t) : /m(v. - U.) (v. - U.)6 dV 
.f. .f. .(. J J (2. 38) 

....... 
Usando estas definiciones podemos reescribir S y P corno 

, S (? •) • rU.(.. + S.<.~ • u
1
. p.l•J. ..... ,"- ... 

.(. (2.39) 

P,
1
.(:\,t) • pU. U.+ P~. 

"' .(. J .f.J (2.40) 

A conttnuaci6n introducimos la densidad de entalpia 

lt•g+p (2.41) 17 



en donde 

(2.42) 

En funci6n de estas cantidades reescribimos las ecuaciones (2.38), 

(2. 39) y (2.40) como 

(2.43) 

(2.44) 

P~ . t!. .ti .. pa . . + .t~ . 
-'J -'J .(.j (2.45) 

en donde 

es la parte irreversible sin traza del tensor de presiones. 

considerando estas dltimas relaciones reescribimos las ectJ! 

ciones de conservaci6n ecuaciones (2.34. a-e) como 

ap/at + V•fp u1 • o (2.47,a) 

.... .... 

ac/at + u • vh + h v • u • - a1a11.j IS! + uj tijl (2.47,b) 

.... 
am p u;1at + ap/a,. 1 +u. V•fpU) + p(U. au11a .. 

1
.1 • - at~ ./a . ... ...,., .(. J ~. •• .tj 11.J (2.47.c) 

Debe enfatizarse que esta forma de las ecuaciones de conse! 

vacidn es completamente general y v4lida para cualquier potencial 
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intermolecular y un flujo macrosc6pico arbitrario. 

2.3.2 TEOREMA H 

Otra de las propiedades I!USs importantes de la ecuaci6n de -

Boltzmann es que satisface un teorema H. Para discutirlo breve­

mente consideraremos una funcional H(t)dclafunci6n de distribución 

~ definida como 

(2.48) 

Puesto que la demostraci6n es bien conocida( 3
) nos limitaremos a 

mencionar los pasos más importantes. Tomando la primera derivada 

temporal de H(tl, y usando la hipótesis de que el ntimero de par­

t!oulas en el sistema se conservan tenemos 

dH!.tl/dt." f!a6tat .en ó dJi. d~ (2.49) 

Para evaluar esta integral multiplicarnos la ecuac16n de Boltzmann 
-+ -+ (2.27) por ln 6, integramos sobre d~ y dv y usarnos la hip6tesis 

de que la funci6n de distribuci6n se anula en la superficie que 

limita al sistema. As! encontramos que 

i2.SO) 

y simetri zando· 

dH (;//ctt • ~ in.14 1u .en ú··-d116·-6,l Ú' ·-6~ - ó 61l9 b cÍb trv1 ctv (2.51) 

19 



De aqu! se ve que la derivada de Hit) tiende a un límite cuando -

t + ~, este l!mite se obtiene precisamente cuando dH/dt = O y és­

te nos define un cierto estado de equilibrio. 

La principal consecuencia del teorema H, es que define una 

direcci6n en el tiempo y por lo tanto implica que la evoluci6n -

del sistema hacia el equilibrio es un proceso irreversible. Es de 

cir la ecuaci6n de Boltzmann (2.27) es irreversible en el tiempo. 

Como las ecuaciones de la mecánica clásica son reversibles, 

la causa de este comportamiento debe ser la hipótesis del caos m2 

lecular que es una hip6tesis estadística, no mecánica, y estable­

ce que si 61v,t) es la probabilidad de encontrar a una molécula 
+ con velocidad v al tiempo t, la probabilidad de encontrar simult! 

neamente a una molécula con velocidad v y una con v' a1 tiempo t 
+ + 

es 61v,t) 61v' ,t). Sin embargo, hay que notar que esta hip6tesis 

s6larnente involucra a la correlación entre dos moléculas, pero no 

dice nada sobre la forma de la funci6n de distribuci6n. 

Por dltimo como tenemos una direcci6n definida en el tiempo 

para la evoluci6n dinámica del sistema, esto implica que a6n cuan 

do inicialmente el sistema este descrito por una funci6n de dis­

tribuci6n arbitraria, va a existir un intervalo de tiempo en la 

evoluci6n al equilibrio para el cual dicha distribuci6n va a ten 

der a la distribuc16n de equilibrio local. Este hecho ser4 la ba 

se para implementar en la secci6n 2.4 la aproxirnaci6n KBG de la 

ecuaci6n de Boltzrnann. 
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2.3.3. MAXWELLIANA LOCAL 

como hemos mencionado en la secci6n anterior la funci6n H(t), 

definida por la ecuaci6n (2.48) tiende a un límite definido por 

dH/d.t = O cuando el tiempo tiende a infinito, lo cual define el 

estado de equilibrio. Usando la ecuaci6n (2.50) la condici6n 

dH/d.t "' O s~ reescribe como 

6' 6' " 6 6 . 1 1 (2.52.a) 

ó 

(2.52.b) 

Suponiendo que 6 es función s6lo de v, esta ecuaci6n es 

i.n 6o(t71 + i.n 6olt 1 1 = ln 6o(S1¡ + l.n 60 (~) (2.53) 
. -.; -· 

la cual implica que ln 60 es un invariante de suma. Como sabemos 

que los los tlnicos invariantes de suma en colisiones binarias de 

moléculas esf~ricartente simétricas son la masa, el momento y la 

energ!a cinética, ln óo debe ser una combinaci6n lineal de estas 

cantidades, o sea, 

ln lo• a m +a • lmvl. - y mv"/ 2--:;,; + m/2 a-:¡¡;- -- my/2. (v -a/y) 2 
(2.54) 

pero esta eouacidn se puede reescribir como 
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6olvl = e exp {- rrry/2 lv - a/yJ 2 {2.55) 

en donde ln e• «m + m B•B/2y Para determinar los par4metros e, a 
y y usamos las siguientes condiciones 

po • f 60 áv 

... .. ... 
Po Uo • /v 60 dv 

3/2 K To • m/2 lv - UoJ 2 

que dan 

po • e 12n/myl 312 1 
! 
1 

.... 
Uo • a/Y 1 · ¡ 

1 
3/2 K To • 3/2 r- 11 

(2.56.a) · 

(2.56.b) 

(2.56.o), 

c2.51.a> 
·¡ 

(2.57 .b) ' 
' ¡ 

1 
_, (~.57 .e) , 

Substituyendo las ecuapiones (2.57.a-c) en la ecuaci6n (2.55) 

obtenemos 

.. 
(2.58) 
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que es la funci6n de distribuci6n de equilibrio o MaA-welliana ab-

soluta y nos define el estado de equilibrio del sistema, los pri­

meros cinco momentos asociados a 6o(v) son 

f 60 1t1 dv = po (2.59.a) 

(2.59.b) 

(2.59.c) 

Vemos entonces que la distribuci6n Maxwelliana es la solución a -

la ecuaci6n de Boltzmann en equilibrio • 

. Si bien la Maxwelliana absoluta implica el equilibrio, no es 

la forma más general para tener una H estacionaria: H también es 

estacionaria cuando po, Uo, To, ecuación (2.58), son funciones de 
+ 
11. y .t ya que puede demostrarse que satisfacen la condici6n (2.52) 

As!, si po, Uo, To se eligen como la densidad num~rica, la veloci 
+ dad macrosc6pica y la temperatura del gas en (11., .t), entonces 60 S! 

r4 

·--··- .¡;:--+-·-· ' -~- -·+ ' ·····-~ 

60 (11., v, tJ .. p¡";t,.tJ lm/2IlKT(!,.t) 312 up{ ·m[t-ut:t,.tJ] 2/U~Tlttl} (2.60) 

que es la llamada "Maxwelliana local" y tiene dos propiedades su 

mamente importantes que son: 

Los primeros cinco momentos de 60 son iguales a los de 6 
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(2.61.a) 

(2.61.b) ' 

r .... .... 2 -+ 
6o(v - U) dV = f6(o - u¡ 2 áV (2.61.c) 

----·· 1 

Además, si después de un tiempo 6=60 entonces Hes constante. 

Se cree generalmente que muy cerca de equilibrio, el estado de el 

sistema primero relaja a una Maxwelliana local en don.de p, U y T 

determinan la funci6n de distribuci6n (estado hidrodinámico de B2 

golyubov) y después el sistema experimenta una relajaci6n final 

al equilibrio total donde todas las funciones dinámicas son inde 

pendientes del tiempo. 

2.4. APROXIMACION KBG DE LA ECUACION DE BOLTZMANN 

Una ecuaci6n que sea cinética debe implicar las ecuaciones -

de conservaci6n. Una ecuaci6n cinética más valiosa deberá implicar 

también una relajaci6n a un estado de equilibrio, es decir, un -­

teorema H. Una ecuaci6n que exhibe estas propiedades y que al mi!_ 

mo tiempo es de una estructura matemática sencilla es la llamada -

ecuaci6n KBG( 2 ) o aproximaci6n de tiempo de relajaci6n anico. 

Con el fin de deducir esta aproximaci6n a la ecuaci6n de 

Boltzrnann, consideraremos la integral de colisi6n dada por la ec. 

(2.28) 1 la cual escribiremos en forma más conveniente como 
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(2.61.a) 

(2. 61.b) ' 

(2.61.c)· - ..... _ ... 

Además, si después de un tiempo 6=60 entonces H es constante. 

Se cree generalmente que muy cerca de equilibrio, el estado de el 

sistema primero relaja a una Maxwelliana local en donde p, U y T 

determinan la funci6n de distribuci6n (estado hidrodinámico de B2 

golyubov) y después el sistema experimenta una relajaci6n final 

al equilibrio total donde todas las funciones dinlimicas son inde 

pendientes del tiempo. 

2.4. APROXIMACION KBG DE LA ECUACION DE BOLTZMANN 

Una ecuaci6n que sea cinética debe implicar las ecuaciones -

de conservaci6n. Una ecuaci6n cinética más valiosa deberá implicar 

también una relajaci6n a un estado de equilibrio, es decir, un -­

teorema H. Una ecuación que exhibe estas propiedades y que al mi~ 

mo tiempo es de una estructura matemática sencilla es la llamada -

ecuación KBG( 2 ) o aproximaci6n de tiempo de relajaci6n único. 

Con el fin de deducir esta aproximaci6n a la ecuaci6n de 

Boltzrnann, consideraremos la integral de colisi6n dada por la ec. 

(2.28), la cual escribiremos en forma más conveniente como 
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116.6'l = f6' 6' 1 s~díl dv 1 - 6 J6 1 9_ac1n ctv1 (2.62) 

en donde g es la velocidad relativa y 6 puede salir de la inte-
.... 

gral puesto que es independiente de v1• Como consecuencia de la 

existencia de un teorema H para la ecuaci6n de Boltzmann, podemos 

esperar que para un intervalo de tiempo en la evoluci6n hacia el 

equilibrio, 6 sea muy parecida a la distribuci6n de equilibrio 12_ 

cal, rlo, dada por la ecuaci6n (2.60), y entonces dentro de este 

intervalo podemos aproximar, 6' por 60', 61 por 6~ 1 Y 61 por , 
6

0 1 lo que implica 
' 

(2.63) 

pero ~' y 6' satisface la relación o o, 1 

(2.64) 

por consi9uiente la ecuación (2.63) se reduce a 

(2.65) 

en donde v nos define la frecuencia de colisión, ya que el produ~ 

to v(tJd3v es el nt1rnero de colisiones sufridas por unidad de tiem 

po por las part!culas en el intervalo de velocidades d3v alrededor 
+ de v y esta dada por 

(2.66) 
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claramente v-1 es el tiempo de relaj~ci6n asociado y entonces, en 

esta aproximación la ecuación de Bol tzmann se reduce a 

a6fat + ~. V1t6 = -vl6. 6 1 o 
(2.67). 

que es la ecuaci6n KBG o aproximación KBG de la eucaci6n de Boltz 

mann. 

Para aclarar el significado de esta aproximaci6n podemos s~ 

poner que el efecto de las colisiones en el sistema es restaurar 

la situaci6n de equilibrio, esto es, el efecto de las colisiones 

es llevar a 6 a su valor de equilibrio local en tiempo dado por 

v- 1 • Cabe hacer notar que esta frecuencia de colisión en general 

depende del potencial de interacci6n, lo cual es claro de (2.66). 

Para el caso particular del potencial intermolecular débilmente 

repulsivo de mol~culas de Maxwell definido por 

4 
V(lt} "' EO (C1/lt} 

(2.68).' 

en donde los parametros Eo, o caracterizan, respectivamente, la 

intensidad y el alcance del potencial, ~sta frecuencia de colisi6n 

resulta ser independiente de la velocidad relativa, y en el ap~~ 

dice A se muestra explícitamente que v es constante y que esta -

dada por 

(2 .69) ; 

Aqu! m es la masa de la partícula, y p es el primer momento de la 
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distribuci6n local de Maxwell. 

Ahora bien par.a demostrar que la ªfroxirnaci6n KBG ecuaci6n 

(2.67) es una "buena" ecuaci6n cinética, debemos comprobar que 

efect~vamente reproduce las ecuaciones de conservaci6n. Para --

esto multiplicarnos la ecuaci6n (2.67) por ~~e integramos sobre 
+ v, 

Cuando ~~ es igual a 
+ m, mv, 2 y 1/2 mv y usando (2.61.a-c) tenemos 

j [:~ !] 36/3.t dv + \.·Ü[:¡j ] • VIL 6 cfv • O 

1/2 m v J 1/2 m v2 

(2. 71) ¡ 

y por Oltimo integrando obtenemos 

ap/3t + wr. • IP Ul • o 1 
(2. 72.a) 

' 
am pU/at + Vil • 1 '" O '; 

ú. 72.b) 

ae/at + Vil • S • O 1 

(2. 72.c) 

que son las mismas ecuaciones de conservaci6n dadas por las eCU,! 

ciones (2.34.a-c) con lo que comprobamos que la aproximaci6n RBG 

es consistente con la ecuaci6n de Boltzmann. 
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Una de las ventajas de esta aproxirnaci6n es el hecho de que 

usándolas en la ecuación de Boltzmann, ~sta se convierte de una 

ecuaci6n integro-diferencial para la funci6n de distribuci6n, en 

una ecuaci6n diferencial inhomog~nea para dicha uistribuci6n, la 

cual es más sencilla y manejable. 

Por otra parte, las limitaciones de esta ecuaci6n están pr~ 

cisarnente en el hecho de que partimos de un teoremt; H que s6lo es 

válido dentro de un cierto intervalo de tiempo, y debido a esto, 

la validez de nuestra aproximaci6n está restringida a este mismo 

intervalo. La presencia de un parámetro externo es también un -

punto d~bil de la ecuaci6n KBG ya que los resultados que se siguen 

de ella dependerán de v,por lo que el dominio de aplicaci6n de la 

ecuación está estrechamente vinculado con este parámetro. Sin em­

bargo, la ecuaci6n KBG es muy Gtil para el estudio de gases que 

se encuentran en un estado que puede describirse mediante la hi­

pótesis de equilibrio local, y aün cuando podría parecer un dom! 

nio muy limitado, existen infinidad de problemas que cumplen con 

estas condiciones y que no necesariamente están cerca de equili­

brio. 

Ahora bien, el siguiente paso será tratar de resolver esta 

ecuaci6n KBG, para un modelo particular y veremos cómo se expresan 

para este modelo algunos de los resultados obtenidos en este cap!_ 

tulo. Este es el objetivo de nuestro siguiente capítulo, en el 

cual como primer punto definiremos el modelo que estudiaremos. 
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CAPITULO 111 

FLUJO DE COUETTE UNIFORME 

3 • 1 • Et MODELO 

Consideremos un gas diluido, viscoso, entre dos placas pla­

nas paralelas, en movimiento relativo producido por la acción de 

un agente externo al sistema. Esto induce un flujo cortante de 

la forma 

U !t t) = a .. 11. • : J. •• , ..C.j 11 (3.1) 

en donde el tensor raz6n de corte, a~j' esta definido como 

(3. 2 l 

Puede mostrarse que este terisor tiene la atil propiedad 

a •. a.K "' O ..C.j j 
( 3, 3} . 

Además supondremos que este tensor es de magnitud constante, 

(a .. a .. ) 1 
-lj -lj 

+ 
• cte. y que el flujo U es la dnica inhomogeneidad es-

. paoial del sistema. Esto tiene consecuentias importantes pues -

implica que 

P !A, .tl .. P !.tl . .t• 1t,.t1 = .t' .. (.t), dJt.,.t} = E(.t); í , l.j .• .tJ 

-+ + - + l s 11,tl .. s (tl~ p 111.,~l = p (t 
(3.4) 
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Como consecuencia de estas hipótesis, el sistema puede estar, 

en principio! arbitrariamente alejado del equilibrio. Pero puesto 

que las paredes no pueden estar a temperatura fija y además, por 

efecto de la disipaci6n viscosa, la temperatura aumenta siempre, 

el estado fuera de equilibrio ser~ no estacionario. 

Con estas suposiciones las ecuaciones de conservaci6n (2.72. 

a - e) obtenidas en la sección 2.3.1., se reducen a 

aplt)/a t" o" amp(tl/at u 

ae/'ilt" - a .. t* .. (t) 
.{.j .{.j 

(3.5.a) 

(3.5.b) 

en donde p es la den.r~dad num6rica, m es la masa de una mol6cula 

y E la densidad de energía. La parte irreversible del tensor de 

esfuerzos, t1j• se define en la ecuacion (2.46), 

N6tese que usando la ecuaci6n de estado del gas ideal pode-

moa reescribir esta última ecuaci6n como una ecuaci6n para el e~ 

lentamiento viscoso, 

ar /.:t) /a.t .. -ta .. / 3Kp t* . . !.tl 
.<.J .<.j (3.6) 

o bien como una ecuaci6n para la presi6n 

*Eli poii.i.ble.. que.. paJUt !Lit va.lolL cJL.lt,lc.o de.. a oc.<.WL.a. una -i.ne..iita.b.lU.da.d h.ldlwcü.nd 
mlc.a e..n el. li~.te..ma. Sln embMgo, uta. poii.lbWdad no lie.. .lnvu.ti.ga en e..ti.te ::' 
:tJr.a.bajo. 
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(3. 71 

Claram~nte para tener un sistema cerrado de ecuaciones hidrodiná 

' . d . • 
nucas es preciso eterminar t-lj mediante una ecuaci6n constituti 

va la cual también puede obtenerse de la ecuaci6n de Boltzmann. 

Esta relaci6n consitutiva se obtendrá en la siguiente secci6n. 

3, 2. SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ENERGIA PARA TIEMPOS ,LARGOS* 

Multiplicando la ecuaci6n de Boltzmann (2.27) por 

m[ i·v.<.-u.J lv¡-uj-1/3íl.<.jlv-ul 2
], integrando sobre v y usando las -

definiciones (2.42) y (2.46) se obtiene 

en donde hemos definido el tensor t'. 'k como 
-<.j 

ClO 

t* · 'K = J dvm [IV . - U • ) (V . - U • J 
-<.j wQ) ,(. ,(. j j 

13. 8) 

(3.9) 
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i' hemos utilizado la propiedad ( 3. 3). Obsérvese que la ecuaci6n -

(3.8) ~s válida para cualquier gas diluido con un potencial inteE 

molecular arbitrario. Usando las condiciones (3.4) la ecuaci6n -

(3.8) se reduce a 

at•lj + au.¿1a~K t*Kj + auj1a~K t•Kl + 1au.<.1a~j + 

-l2/3)a..C:J au.l¡a~K t*K.l = -~cíV m v.l vj 1{6,6'1 

au ./a11. .)p -
j ,(. 

( 3. 1 O) 

Para proseguir es necesario evaluar el ~iembro derecho y 

para esto debe especificarse el potencial intermolecular. Aqu! 

nos restringiremos al caso particular de moléculas de Maxwell que 

interactdan con un potencial débilmente repulsivo de la forma da 

da por la ecuaci6n (2.68). Para calcular el lado derecho de la 

ecuaci6n (3.lO)vamos a introducir la velocidad relativa y la ve-

locidád del centro de masa, definida, respectivamente, como 

9. = V V ,(. l - 1.l l 3. 11\ 

La velocidad relativa después de la colisi6n puede expresarse co 

:110 

"' Bl = 9.l co6 O + ª.<. g 6en o ( 3. 12) 

+ 
en dondeª.<. es un vector unitario normal a g.Entonces podemos --

reescribir el lado derecho de (3.10) como 

32 



~ "" "" 
/dt m V. V. Jl6,6'} = - m Id~ cft1 6 61 lb 9 db 

_.,. .{. J - 00 (} 

n 
fd' [1/2(g. G. + G. g.J (t - coJi 6) + 1/2 g 4tn 8 o J ..(. J .(. 

( 3, 13J 

A " 2 
(G. a.+ G. a.) + 1/4 g1 g

1
.11 - C.04 9) -.(. ,J j .(. ... 

2,.. "' 2 J. 
- 1/4 g a. a . .6en O.,. (g. a

1 
. .,. B· 4119 Jien tJ co.6 6 · .C.J .(. .(.~ j 

en la que hemos usado la forma expl!cita del t~rmino de colisión. 

Las integrales sobre el ángulo azimutal, ~, puede~calcularse 

directamente y como nos hemos restringido al caso de mol~culas de 

Maxwell, bg db/da es independiente de g (ap~ndice A). Esto nos de 

ja 

con 

co "" 

Jdv m V. V. Jl6,6'1 = - 2 B m Jd(} clt1 6Cv) 
- "" ..(. J -CD 

... 
~ "' 3/4 TI / b d b g Aen

2
0 

o 

(3.11) . 

(;J.•s): 

Ahora, usando las ecuaciones (2.36), (2.44), (2.45) y (2.46), la 

ecuación (3.14) puede llevarse a la forma 
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f d t m v. V. J ló, 6'1 = - 2 me t~3 . ...., .(. J .... (3. 16) 

en donde la cantidad a, definida por la ecuaci6n (3.15) puede eva 

luarse nwn4ricamente obteni4ndose 

a •(3/4)ir cr 2 (m/e:o) 112 1.2 3, (3. 771 

en donde a y t 0 son los parámetros del potencial intermolecular 

definido en la ecuación (2.68). Entonces podemos escribir la -­

ecuaci6n (3.16) como 

00 

I cfvmv.v. Jl6,ó'l·-Wt~3• -oo .(. j .-\.. 
( 3. 18) 

con 

~ •\p/2)a •l3/2}n 1.23 p a2 (m/e:o) 1/2 (3.19) 

y substituyendo la ecuación (3.18) en la ecuación (3.10) y usando 

.la definición (3.2) obtenemos la siguiente ecuación cin4tica para 

• 
ti¡ 

(3. 201. 
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Hay que observar que en esta ecuaci6n aparece la presi6n, y 

entonces, con las ecuaciones (3.7) y (3.20), tenernos un sistema de 

ecuaciones acopladas y exactas para Moléculas de Maxwell. Para 

resolver exactamente este sistema consideremos, por simplicidad, 

el caso especial en que el flujo cortante ocurre en un plano, es 

decir, 

a .. •a.a. a . 
.tj .tlj j X 

(3.21) 

Substituyendo la ecuaci6n (3.21) en la ecuaci6n (3.20) obtenemos 

un sistema completo de ecuaciones para las componentes de el ten 

sor sim~trico t~., el cual escribiremos en forma más compacta c_o 
.tj 

mo 

( 3/d:t. + W) µ
1 

(t) .,:'A .. µ. (.t) +B. (t)j.l,j"' 1, ••• , 6. 
.... "-1 J. .(.. 

(3.22) 

Aquí µl' al son vectores columna tal que µ,¿(t:x' t~Y' t~z' 

t;Y' t;2 , t;z) y la 6nica componente de ai distinta de cero es 

.... 
B2 ª -a p(t) y la matriz A está dada por 

{3.t3) 
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con 

C'· •/l (- ~ ~ ~) ' ;. •/l ( ~ -i -1) (3.24) 

Debe enfatizarse que la ecuaci6n (3.22) es v4lida y exacta 

para un orden arbitrario de la raz6n de corte a. El problema se 

reduce ahora a resolver este sistema de ecuaciones acopladas con 

la condición inicial ti¡ltl = O, o sea, suponiendo que inicialme~ 

te el sistema se encuentra en equilibrio. Entonces de las ecuacio 

nes anteriores obtenemos que las tlnicas componentes de t~., distin 
-<.j 

tas de cero son 

13.25.a) 

• • ;tyy ltl • - 2 t~~ (t) 13.25.b) 

y substituyendo la ecuaci6n (3.21) en la ecuaci6n (3.7) encontr~ 

mas que 

(3.26) 

De esta ecuaci6n y de (3.22) observamos.que t~3. y p quedan deter 
,(. -

minadas conociendo t•xyltJ. Combinando las ecuaciones (3.25.a) y 

(3.21) se obtiene que t~y satisface la ecuación integral 
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.t~y (.t) • - a. t dt.' e. .... w (.t. t~ (.t' 1 -

(3.27) 

- 2/3 a.2 ·f · d.t' l.t _ .t' 1 e.-w 1.t-.t' 1 .t~ (.ti 

Recu~rdese que w esta definida por la ecuaci6n (3.19). Para resol 

ver esta ecuaci6n con la condici6n inicial de que el sistema est6 

en equilibrio, definirnos la transformada de Laplace por 

U (z) • JIS> dt e. -z.t u (t) 
o 

y la transformada inversa como 

u (.t) •ll/2rr.l) dic. e. zt U (z) dz 

(3.28.4) 

13.24 .b) 

en donde C es un contorno arbitrario que encierra todos los polos 

de U(z} entonces de (3.26) y (3.27) obtenernos 

,._ -• ,. 12. 2 .txy (z) = - a p (z)/z+w -(2/3 a txy (z)/(z+W) (3.29) 

-,,.. . 
z p (z) - p o• -\213\a .txy (z) 

(3. 30i . 

en donde la tilde denota a la transformada y Po es la presi6n de 

equilibrio. Eliminando P(z) obtenemos 
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• 2 2 
tx.y (zl "' - a p o z+wf,(z+wl - 2/3 a w 13.31) 

y tomando la transformada inversa seg6n (3.28.b) 

Claramente para evaluar los residuos necesitamos conocer las 

raices de la ecuaci6n ctlbica 

V (zl "' z3 + 2z2 w + w2 z -\213\ai w.O 

.que resultan ser 

(3.34.ti) 

(3.34.b) 

( 3 •. 3i.CJ 

con a:cos h- 1(1+ga 2/w2 ), Obs~rvese que mientras que. Ai es real y 

positiva, las partes reales de A2 y A3 son negativas, en consecue~ 

cia es de esperarse que en límite de tiempós ~argos A¡ ser! domi­

nante. En efecto, evaluando los residuos de (3.32) obtenemos que 
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t~y es de la forma 
• M.:t 

t l.tl • r e. e. xy .i .t (3. 35) 

y la aproximaci6n del eigenvalor más lentoodominante se reduce a 

t • (ti • e, 4 A1t 
"Y "' 

(3.36) 

con 

Siguiendo un procedimiento an4loge al anterior de las ecuac12 

nes (3.35), (3.29) y (3.30) obtenemos que la presión en el l!mite 

de tiempos largos esta dada por 

(3.31)' 

con 

'3 .. 38) ¡ 

tJtilizando l.a ecuaci6n de estado de un gas ideal P f t) •nKT 1.t), ª! 

ta Qltima ecuaci6n puede escribirse como una expresiOn para la 

temperatura · , 
' >..1 t· r (ti •{ s1/ttK re. (3. 39) 
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la cual da una expresi6n explícita para la temperatura en la apr2 

ximac16n de tiempos largos. 

3.3. ECUACION KBG PARA FLUJO CORTANTE 

Considerando ahora la eucaci6n KBG para flujo cortante en -

ausencia de fuerzas externas dada por la ecuaci6n (2.67) 

+ 
'dft/'at + V • Wt 6 • - V ( 6-60) (3.40) 

en donde v es la frecuencia de colisión que, como se discuti6 en 

la secci6n 2.4, es en general func~6n del potencial intermolecular, 

pero para el modelo introducido en la sección 3.1, v resulta ser 

constante. 

Para definir un problema de valores iniciales asociado con 

la ecuac16n (3.40) supondremos que al tiempo t=O el sistema se -
+ + 

prepara en un estado de equilibrio en donde dl~,v,t) solo depende 

de ! a través del flujo cortante, esto es, 

.... 
6 (~,v, .t=O) = 6 lv - U) 

++ (3.41) 

Ahora, para resolver la ecuaci6n (3.40), primero la simplificar~ 

mos ha~iendo una transforrnaci6n de coordenadas para pasar del si!!_ 

tema de laboratorio al sistema de referencia en reposo instantá-

peo. Este sistema dependen de el tiempo y es distinto para cada 

elemento de fluido. Esta transforJnacidn se define por 



u', " v. - a .. //.. ,· "' "' A (:t) " • :t' # .... ,(. .{../ J ,.. • • • . , ... , ..... 
:.¡ ,(. -<.J J (3.42) 

con 

(3.43J 

Utilizando la propiedad (3.3) puede mostrarse que Alj(:tl tiene u 

na representación exponencial y que forma grupo. 

En el sistema de reposo instantáneo la ecuaci6n (3.48) resu! 

ta ser 

(3.441 

en donde 6' y ó! son las funciones de distribuci6n transformadas. 

Obs~rvese que esta ecuaci6n es lineal e invariante frente a tra~ 

laciones espaciales, k'' = k' +A, donde A es constante. Como a-

dem&s hemos supuesto una condici6n inicial espacialmente hom6ge-
.... 

nea, es razoriable eliminar de {3.44) la dependencia en IL' y entou 

ces ~sta se reduce a 

36'/at - ti"· Ü' a6 1)ati1 
• - v (6'-óo'J ( 3.4S I 

Para simplificar aan m4s esta ecuaci6n, definimos una trans 

formaci6n de escala por 
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+ ....... 

X " A (-ti ~· ; t.''. r. t (3.46) 

Esto define el sistema de reposo instantáneo escalado.Entonces la 

ecuaci6n (3.45) se reduce a 

af '/at_ • - v Id"- óo" J 

siendo 6'' y 6'' las distribuciones transformadas. o 

(3.47) • 

Puesto que sabemos que para la ecuaci6n de Boltzmann se sa­

tisface un teorema H, podemos suponer que existe un intervalo de 

tiempo para el cual 6 es muy semejante a la Maxwelliana local, 

6
0

• Entonces podemos escribir 

6" • 'f + óo" (3.48) ¡ 

en donde 'Y representa la desviaci6n correspondiente. Sustituyendo 

(3.48) en (3.47) se sigue que 

aiv1at + v'f ., - 360" Ju. 
·, 

(3.49.l' 

y para un valor inicial dado, 'Y
0

, la soluc~6n general es 

(S.50} 

Si ahora usa~os la condici6n inicial para 6,ecuaci6n (3.41) y 

substituimos (3.49) en (3.48) se obtiene 
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6" fttl = e· v.t 6"{xl + \1 te·\) (.t-•) 60" dt 

Pero en el sistema (x,.tl, 6
0 

está dada por 

, 
6~ 1 (t,.t) .. p [ m/Z1TK.t(.tl] 312 e.xp { -ri?Jt (.ti ·x . M.tl ·i/2KT l.tll 

y por lo tanto la soluci6n general de (3.47) en el sistema en re 

poso instantáneo escalado es 

++ 

6" (Í,t) ., e·vt p[m/2irKT] 312 exp -O.-m/2KT}x ·r (:ti • ! } + 

(3.53) 

con 
...... ++ +-+-

r (.ti • A T ltl A (t) (3.54) 

En consecuencia la soluci6n del problema de valores inicia­

les anteriores se reduce a calcular la integral que aparece en el 

miembro derecho de la ecuaci6n (3.53). Esto es el objetivo de las 

secciones siguientes. 
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3.4. SOLUCION EXACTA 

En el límite de tiempos largos definido por vt>>~lasoluci6n 
general, ecuación (3.53), en el sistema de reposo instantáneo e~ 

calado, se reduce a . 
6" tX..tl = w{ dt e.-v(t-i:l[m/211KT (·d]

312 

( 3. SS)' 

en donde hemos escrito explícitamente las componentes de 
.... +t- .... • - bt x•r(t)•x. Además, en este limite T(t-T)~T(t)e. segGn se mostró 

en la sección 3.2, ecuación (3.39). Haciendo el cambio de varia 

ble i:•t-1 y usando la definición S=ví podemos reescribir (3.55) 

como 

6' 1 ¡X,tl " p~/21111.l:(~) J 3/2 J (t) • 
(3.56) 

con 

... C' 
J ltl ; 6 dS e-BS e.xp {-eAS (a(t) - al.ti S + y(.t)' s

2
) } 

(3. 511 

y en donde hemos usado las abreviaturas 

" .. ' 

A• b/v 13.58.a) 

44 



8 ,, 1 - 3b/2\l 

tJ (tl = mx.j 2 [2K1 (tl J- l 

-~· .------ ... 

Ahora calcularemos J(t). Para esto n6tese que 

exp {-eAS (altl -6(Xl s ~ y(tl s
2

11 = 

• ~ 1-11"1·~ ?3 (altl - altl s 'y(tl s
2
l" 

tt~O. 

puesto que 

con 
... - -- - . 

d. [yltlJ
1
'
2 

(3.58.bl 

(3.58.c.l 

(358.dl 

(3.58.el 

(3.59) 
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Usando el teorema del binomio multidimensional obtenernos 

(a-dS)n (t - dSln = ~ (-11-l+j 
i.,j 

en donde los coeficientes binomiales est4n definidos por 

·cn.l = n(n-1) ••• (n-1.i+ll/i.! / 
: 

(3.60) 

Substituyendo (J.60) y (3.59) en (~.56), e intercambiando las s~ 

mas con la integral obtenemos 

6' '(°X,.t) = p[m/2IlKT(.t) ] 3/ 2 ~ (-1)n/n! {~ 1-1).l+J: 
n=o i.,j=O 

[ ci'Jcni. cin a.n-1 ¿n-j isi +j en(B-An)S dSJ} 
o 

(3.611 

y si ahora integrarnos sobre ~ obtenernos una expresi6n exacta para · 

6' 1 (Í,.tl 

6"(°X,.tJ • P[ m/2nKT(tJ] 312 ~ (-1)n/n! {~ 1-11.l+j 
n=O i.,j•O 

(3,62) 

Obs~rvese que en esta expresi6n, aunque es exacta, artn es n~ 

cesario sumar las series sobre i., j y n. La suma sobre n podr!a 
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realizarse, en principio, usando nuevamente el teo~ema del bino 

mio, pero las sumas sobre ¡, j son más difíciles de evaluar. Sin 

embargo, notemos que esta serie es convergente. En efecto, puede 

comprobarse que fijando un valor de n y tomando términos sucesi-

vos de¡, j, la razón entre dos términos sucesivos decrece con 

respecto a la razón de términos anteriores. 

Una solución alternativa de evaluar la integral J, ecuaci6n 

(3.57), es mediante una representaci6n asintótica. Es sabido(G) 

que esta clase de integrales puede aproximarse por una soluci6n 

asintótica respecto a un parámetro A, es decir 

b 
N(t) exp[A'l'(t:l]clt,. exp [A'l'(.to) 
a. 

~ e r(n+1/2)A-n-f/2 
n=O 2n 

( 3. 63) 

en donde t
0 

es el Único m~ximo de ~(ti en el intervalo (a, b) y 

A>>l. Es posible escribir J, ecuaci6n (3.57), en la forma ante 

rior(l7} y, en consecuencia, es posible encontrar una forma asin-

t6tica para la función de distribuci6n. Sin embargo, este cálculo 

es laborioso y está fuera de los alcances de este trabajo por lo 

que nos limitaremos a investigar una aproximaci6n en la ecuación 

(3.56). 

3.5. SOLUCION EN AUSENCIA DE CALENTAMIENTO 

Sabemos que el efecto de disipaci6n de energ!a que ocurre 

durante el movimiento de un fluido es debido a la fricción intef 

na o viscosidad y se traduce en un calentamiento del fluido. Pa 

ra nuestro modelo esta variación temporal de la temperatura esta 
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gobernada por la ecuaci6n (3.6) y en el límite de tiempos largos 

esta variaci6n esta dada explicitámente por (3.39). Con el prop~ 

sito de evaluar J, ecuaci6n (3.57), supondremos que el fluido no 

se calienta al experimentar la acción delagente externo que pro-. 
duce el flujo cortante en el sistema. Esto será físicamente po-

sible para fluidos cuya disipaci6n viscosa sea pequeña. Sin em-

bargo, debe notarse que esto no implica que el sistema esté en 

un estado de equilibrio, pues la presencia de a~j lleva al sist~ 

roa a un estado fuera de equilibrio no estacionario. 

Por otra parte, puesto que la aproximación de tiempo de r~ 

lajaci6n s6lo tiene sentido cerca de equilibrio local solamente 

consideraremos términos lineales en it. Sin embargo esto tampoco 

nos restringe, ya que 1jal1 es una constante de magnitud arbitr~ 

ria, lo cual permite considerar, en principio, estados muy alej~ 

dos del equilibrio y el conservar la forma de una Maxwelliana l~ 

cal nos garantiza, en principio, la validez de la hipótesis de 

equilibrio local. 

A continuaci6n mostraremos que en esta aproximación la fun­

ci6n de distribución 6'' (x,tl puede calcularse exaote.mente para 

este fin en la ecuación (3.57) hacemos 

T(r) • T" Cte: (3.64) 

y entonces 

+ 3/?. 
6" (x,t) "' p [m/2TIKfl J 

(~.65) 

48 



en donde J se define por (3.57). Substituyendo (3.64), lo cual 

implica que las abreviaturas (3.58.a-c) son ahora independientes 

del tiempo, tenemos 

°" J = re-a-(T-aJs-ys2 · 
o (3.66) 

Puesto que J es una integral Gaussiana se calcula inmediatamente 

con el resultado(S) 

en donde !lxl es la integral de probabilidad definida por 

X 2 
t( x) • 1 f{ñ f e-t dt 

o 

(3.67) 

Ahora bien con el objeto de preservar la fonna de una Maxwe­

lliana local, como ya mencionamos, tomaremos en (3,67) s61o t~f 

minos de orden a/v. Desarrollando ±ixl en serie de potencias de x y ~ 

mardo s6lo t&minos a priroor orden de a/v obtenaros 

(3.68.a) 

y substituyendo n,a de las ecuaciones (3,56) 
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2 
6'' (+x, ""! •p[m/n!Il<T] 3/2 "-mxJ./2KT { 1 3 /2J<T ( + a l x x } .-\. ' "' - m v a. jK Kj j J< 

( 3.68.bl 

Si aho~a transformamos esta expresi6n al sistema de laboratorio 

usando las ecuaciones (3.42) y (3.46) obtenemos 

+ - .... 
6(~1 v,.t) = p[m/2IIl<T] 3/Z e-m/ZKT f~ - U(Jt))• r(-t) fu - U(.t) 

(3.69) 

con 

.-++- -r ... 
r(<) • A (-.t) A(-.t:J , 

... 
de:t r f -.ti .. 1 (J. 70) 

N6tese que la transformaci6n al sistema de laboratorio qen~ 

ra términos cuadráticos en~, pero como nuestra aproximación s~ 

lo es compatible con términos lineales en a/v, por consistencia 

debemos despreciarlos. Por consiguiente, la solución a la ecua-

ción KBG (3.40) en ausencia de calentamiento viscoso es finalmen 

te 

.... + ~· 

6l1t,v,~1 = Pl!i/2TIKT]3/2 e -m/2KT lv - U)· 11-tl 
.... (v - U) 

l 3.11 l 

O -l3m/2KTv\(a..'.m + a,11{) lv,¿ - U.ll (vm - Um)}·.,.·-lt14/~l 2 J 
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Ahora bien, si la ecuación (3.71) es en efecto una ecuación 

cin~tica debe generar las ecuaciones de conservación o equivale~ 

temente, debe reproducir los primeros cinco momentos hidrodinámi 

coa, a continuación comprobaremos que este es efectivamente el -

caso. 

3.5.1. CALCULO DE LOS PRIMEROS MOMENTOS. 

Sea <v
0

> el primer momento de 61~,v,.tl definido por 

00 

<vo> = J61t,v,tJdv :¡3,72.al 

- 00 

Sustituyendo 6(A,~ 1 tl de la ecuación (3.71) y haciendo el cambio 

de variable v = v - ~ obtenemos 

00 + - + 
<vo> = ¡ P [ m/2nK!'] 3/2 e-m/2KT v • r (-.t) • v 

. "" 
.+ 

{7-3m/2KTv (a. +a .)V. V. }dv -<..m rn<. .t m (3.72.bl 

Para evaluar la integral, usamos el resultado del apéndice B, ~ 

cuaci6n (B.4) obteniendo 

.-- -
<vo> • p(m/2Il KT] 3/ 2 {[2ITKT/m] 3/ 2 lde.t fl-l/2 

++ 

-3m/2KT"v [3/2(2IlKT/mJ 3/ 2 2KT/m (aim + aml)C.lj Cm/lde.t r¡ 312 (3. 73) 

+ 
en donde las c .. son los elementos de la matriz C que diagonaliza 

.(.j 
+f ... 

ar (ver apéndice B, ecuaci6n B.2). Puesto que el det r=l obte-
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nemas finalmente 

(3.14) 

Obsérvese que las C¡jCmj ecuaci6n (B.2) depende de los eige~ 
'4+ 

valores de r y ésta a su vez depende de 1 y por consiguiente el -

producto (a. +a .)C .. C . es proporcional a a 2• Entonces como p~ .(.m ffl.(. .q mJ 

demos ver de (3.74), el primer término nos reproquce el primer mo 

mento de la ecuación KBG y el segundo da una corrección debido a 

la aproximaci6n usada en la sección 3.5. Pero esta corrección es 

de orden a 2 y por lo tan to muy pequeña, en consecuenci.a podemos 

decir que nuestra aproximación es buena. 

De la misma manera consideremos ahora los tres momentos si-

guientes designados por 

"' 
<i1'1> = rt 614,t,tJdt 

-oo 

+ + • 
Substituyendo 6(~ 1 v,tl de la ecuación (3.71) tenemos que 

<t1> "' p [p/2 nK!] 312 {~v e.-m/2KT t •;(-ti . V 
- "' 

+"' + # + 
[1 - 3m/21<.Tv (a.. +a .J V. V JdV +u Je.-ml2KT v •r(-.t). v .un mt .tm 

-oo 

. 
[ 1 - 3m/2KTv (a..brr f amll V¡ VmJdVJ ( 3. 75) 

52 



-+ -+ -+ en donde v = v - U; la primera integral se anula ya que la funci6n 

de dis~ribuci6n es cuadrática en V, y para evaluar el segundo té~ 

mino usamos nuevamente la ecuaci6n (B.4), esto da por resultado. 

-+ 

<(ji> p U - 9/2 p U (a.. +a ./v)C .. C . 
,()TI m<.. .(. J m J ( 3. 76 l 

Obsérvese que el primer término de (3.76) reproduce los tres 

siguientes momentos obtenidos de la eucaci6n KBG,Qcu~ciones (2.33), 

' y el segundo da la correcci6n que nuevamente es de orden a. 2 y por 

consiguiente menor que la aproximaci6n usada en la hipótesis de 

no calentamiento que empleamos en la secci6n 3.5, con lo que nue 

vamente comprobamos que nuestra aproximación nos da un buen re-

sultado. 

Ahora para el Gltimo de los primeros cinco momentos usarnos 

= iv2 6!h:,v,.tl clV 

Nuevamente substituyendo la ecuación (3.71) y usando el cambio de 

variable v + + = v - u, vemos que las Gnicas integrales diferentes 

de cero son 
. 00 - -

<v
2
> .. p(m/2TIKTJ 312uv2 e-m/ 2KT V • r(-.tl • V 

- 00 

. -+ +2 
[1 - 3m/2KT (a. + a .)V. V JdV + U 

.(.111 mt .(. m 
- -+ 

7e-m/2KT ~ • r(-.tl • v 

-+ 

[1 - 3m/2KT {a,tm + amll V.l Vtt]dV} (3. 71) 
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calculando las integrales Gaussianas obtenemos 

<v
2
> = 3pKT/m t pU2 - [15pKT/m +(9/2\pU2

] ¡a..ún + a.mi.)f'\llC,¿j Cmj 

(3.78) 

Como podemos observar de (3.74), (3.76) y (3.78) nuestra furr 

ci6n de distribuci6n en ausencia de calentamiento viscoso nos r! 

produce los primeros cinco momentos de la ecuaci6n KBG con una co 

rrecci6n. El punto importante es que todas estas correcciones a 

los momentos son del orden a2 con lo que podernos concluir que den 

tro de nuestra aproximaci6n de tiempo de relajación anico la fun 

ci6n de distribuci6n es buena. 
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CAPITULO IV 

APLICACIONES 
4.1. PROPIEDADES TERMODINAMICAS FUERA DE EQUILIBRIO 

En este capítulo calcularemos explícitamente algunas propi~ 

dades termodinámicas fuera de equilibrio de nuestro modelo usan~ 

do la funci6n de distribuci6n obtenida en ausencia de calcntarnien 

to, ecuaci6n (3.71). 

Primero calcularemos la entropía de Boltzmann definida como 

00 

s1~,.t1 = -K I61it,v,.tJ tog 61it,v,.tJctv (4.1) 

-oo 

en donde K es la constante de Boltzmann, 

Como es válida la hip6tesis de homogeneidad espacial y est~ 

rnos usando la soluci6n de no calentamiento pero existe un gradie~ 

te constante en la velocidad, esta entropía será funci6n s6lo del 

tiempo y del valor de la raz6n de corte. Substituyendo la ecua-

ci6n (3.71) tenemos 

.. 00 

sfa,.tl = - K .eog [!lmt2nr<n 312] 1 61h:,v,.tldv+ 
- 00 

00 

+ Km/2KT llv - t;¡. r!-.tl • lv - a) 61it,Ü,.tJ cít 
-oo 

Ndtese que la primera integral es el primer momento de la distri 

bucidn y está dado por la ecuaci6n (3.74). Para evaluar la se­

gunda integral usamos los resultados del apén~ice B y obtenernos· 
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sfit,.tl " so + s 1 l~,tl 
(4.3) 

en donde So es la entropía de equilibrio local y esta dada por 

So= - Kp {lag [Plm/2TIKTJ 312 ]-3/2}\ (4.4) . 

Obsérvese que este valor So es constante, ya que las cantidades 

de que depende son constantes en nuestra aproximaci6n de no calea 

tamiento. El tél'1Tlino s1 ta,t) es la contribuci6n a la entropía d~ 

bido a que el sistema se encuentra fuera de equilibrio y en este 

caso es 

3/2] 
S ~ .t} ª 9/2 pK/'V (a. + a. 1 C .. C 

3
.{ .tog[p(m/2I!KT) - 5/2} l¡a, .un .un .<.J m . 

(4.5)' 

La dependencia temporal de S 1 esta impl!ci tamente en el valor de ., 
.... ~ 

C que es la matriz que diagonaliza a r(-t) (apéndice B) y el pr2_ 
'4+ +¡. 

dueto a.e que aparece en la ecuaci6n (4.5) se calcula para el ce_ 

so particular de flujo cortante en un plano en el ap~ndice e re-

sultando ser 
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y en este caso podernos escribir s1(a,.t) corno 

Podernos observar que al aumentar a, aumentará el valor de la ca~ 

tribuci6n fuera de equilibrio a la entropía, esto significa que 

mientras nás lejos estemos de equilibrio, mayor será el valor de 

la entropía. Más aan podernos calcular la producci6n de entropía 

tomando la derivada temporal de la ecuaci6n (4.3), 

dS(O.,.t)/dt = CÍS,¿la,.t)/dt (4. 8) 

Hay que hacer notar,la producci6n de entropía debe incluir un t~r 

mino de flujo de entropía, Q/T, el cual para nuestro caso parti­

cular de MoHiculas de Maxwell es idlinticamente cero, pero en cual 

quier otro caso debe ser tornado en cuenta en los c~lculos (g) 

Ahora bien usando las ecuaciones (4.6) y (4.7) en (4.8) obte 

nemas 

cJsid.,.t:J/dt = 9/2 pK/v dB/dt {5/2 - iog l?lm/2IIKTJ 312]} , (4.9) 

en donde da/d.t esta dada por 
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Para ver más clara~ente el comportamiento de la producción 

de entropía respecto a la raz6n de corte y el tiempo grafiquemos 

(4.9) para el Cloro entre 20°C y lOOºC que es el intervalo de tem 

peratura para el que puede describirse por el potencial de Molé-. 
culas de Maxwell. Puesto que el fluido debe ser diluido, supon-

dremos una densidad reducida, p*, definida por 

p = p* ª3 1 

(4.11) ' 

de 0.1 y donde cr es el diámetro de las mol~culas de Cloro y está 

dada por 
o 

o=2.77A, 
(4.12) . 

Tomando 60ºC como valor de la temperatura, substituyendo el 

valor de la masa del cloro dada por m=S.8332206 x 10-26 Kg, la K 

y la frecuencia v dada por la ecuaci6n (A.23) obtenemos 

K'/K dS/dí:. ~ 0.2575968 X 10- 10 dB/dí:. (4.13) 

en donde K 'es la magnitud de el a2 oon e y a representando la intensidad 

y el alcance del potencial de Maxwell respectivamente. Fijan-

do el valor de a y variando el tiempo obtenemos las gráficas 1, 

2 y 3, respectivamente, que representan la producción de entropía 

por la constante K'/K para el cloro a una temperatura de 60ºC. 

Como podemos observar, al aumentar el valor de a, aumenta la 

producci6n de entropía, para valores de a=1, esta producci6n es 

ya considerable y para a=5 es mucho mayor, esto nos diría que con 
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forme nos alejamos de equilibrio hay una mayor producci6n de en-

tropía. Es preciso señalar que para algún valor de la raz6n de 

corte puede haber alguna inestabilidad hidrodinámica, pero como 

hemos mencionado, este no se tornará en cuenta dentro del contexto 

del trabajo, por lo que hemos tomado valores arbitrarios de a. 

Por otra parte es importante observar corno aún cuando hemos 

considerado un proceso isotérmico, el hecho de existir un gradie~ 

te en la velocidad, hace que tengamos un proceso irreversible, -

que se refleja en que la producci6n de entropía es distinta de cero, 

y atin más, como podernos ver esta producci6n es una funci6n monó­

tona creciente, lo cual es una comprobaci6n de el teorema 11 y tam 

bién exhibe la validez de la hip6tesis de equilibrio local. 

Ahora bien, como ya conocemos la funci6n de distribuci6n en 

ausencia de calentamiento podríamos calcular otros potenciales -

termodinámicos fuera de equilibrio, as! como flujos de masa, de 

energía, etc. Lo que haremos será calcular la energía libre de 

Helmholtz y comprobar que fuera de equilibrio se conserva la rela 

ci6n entre la entropía, la energía y la energía libre que existe 

en equilibrio local. Para esto usaremos la definici6n cinética 

de la energ!a libre 

00 

F(~,t) = I 11/2 m v2 + KT lo9 61 6 dt (4.14) 
_.., 

# 
Nótese que la segunda integral es igual a -Sla,t)/K, entonces --

substituyendo este valor y usando que la primera integral es el 
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quinto momento de la distribución y está dado por la ecuaci6n -

(3.78) obtenemos 

F(/t,t} .. 1/2 m {)pKT/m + pU2 - J5pKT/m (a.ún + a.Jv C,¿j Cmj -

(4.15) . 

Agrupando t~rminos podemos escribir esta ecuaci6n como 

.... ..... ~ l 
F(~,tl • E(~,tl - T S 1a,t ; 

(4.16) 

en donde S(~,tl esta dada por la ecuaci6n (4.3) y EIA,t) es 

(4'-.17) ¡ 

con 

(4.18.a) 

e: 11'Ct,!,t) "-3/2 (a. +a Yv c .. e. (SpKT + 3/2 m p~2 i' 
.un ~ -<..J fflj (4.18.b) 

y corresponden a la densidad de energ!a en equilibrio local, y la 

contribución a dicha energía por encontrarse el sistema fuera de 

equilibrio respectivamente. Por consiguiente podemos observar -

que se cumple la relaci6n entre los potenciales termodinámicos 

que se satis,face en equilibrio local. Es decir, los estados de 
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no equilibrio inducidos en el sistema son compatibles con la hip~ 

tesis de equilibrio local. 

Vamos a calcular por Oltimo el flujo de energía libre, que 

está definido cinéticamente como 

QO' 2 -+ ..... .... + .... :+ 
WF = 1 (1/2 m v + KT log 6l1t,v,.tl)6!1t,v,.t) v dv (4.19) 

-CJO 

Para evaluar el primer término substitu!mos la ecuaci6n (3.72) y 
..¡. ..¡. ..¡. 

haciendo el cambio de variable V = v - u obtenemos 

"" . ..¡. 

_ ~v3 6 dt "' 1 (V + U) 3 p (m/2TIKT) 312 e-m/2K.t ~ • r(-t) ..¡. 

• V 

{1 - 3m/2KTv(a. +a .) v. v }d~ 
.un m<. -<. m 

.(4.20) 

desarrollando el binomio y evaluando las integrales tenemos: 

00 

fv
3 

6 dv = 3 U[3/2 pKT/m - 45/4 pKT/m (a1m+a.\1v C •• C .J + 
-CJO ~n ~ ~ ~ 

+ u3[p- 9/2 p(a. +a .yv· c .. e .J 
.un 17).(J -<.J m.1 

{4.21) 

Para evaluar el segundo término substitu!mos el log6 y obtenemos 
-m ··-- CX> .•• 

fv 6 .tog 6 ~ " tog [.Plm/2ITKTl 312] t-V 6 dv -
00 -CJO (4. 22) 
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La primera integral de (4.22) es el segundo momento de la distr! 

buci6n dado por la ecuaci6n (3.76) y para evaluar la segunda in­

tegral usamos el resultado del ap~ndice B y tenemos 

it 6 lag 6 dV =[pU - 9/2 pU (a.ún + a.J'v Cy Cmj~-l~g[plm/2IIKT)~~2 ]:~ 
Q) --·--· - --·---... --- ---· 

- m/2KT [3/2 pUKT/m - 45/4 pU/'J (a.ún + am.l)C.i.j Cmj KT/m] 

(4.23) 

Por tlltimo substituyendo (4.21) y (4.23) en (4.19) tenemos 

(4.24) 

en donde So y s 1 están dadas por (4.4) y (4.5) respectivamente y 

Ea y c 1 están dadas por (4.18.a - b). 

Finalmente s6lo mencionaremos que una vez conocida la funci6n 

de distribuci6n podemos conocer, en principio, otras propiedades 

irreversibles del sistema como son los flujos y tambi~n, por eje~ 

plo, pueden calcularse y comprobarse las relaciones de Onsager, 

o su generatizaci6n si el sistema está más lejos de equilibrio. 

Sin embargo esto está fuera del alcance de este trabajo y s6lo h! 
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rnos calculado la entropía, la energía libre y el flujo de energía 

como ilustraci6n de la aplicabilidad de nuestro modelo. 
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CAPITULO V 

CONCLUSIONES 

Como hemos visto en la sección correspondiente, el modelo e~ 

pleado dentro de este estudio es sencillo, y algunas de sus hip6-

tesis, como la de homogeneidad espacial, bastante restrictivas. -

Sin embargo a pesar de esto no está tan alejado de la realidad co 

mo pudiera pensarse: ya se ha mencionado que el cloro en un inte~ 

valo entre 20°é y lOOºC puede describirse mediante el potencial de 

moléculas de Maxwell y esto nos ha permitido obtener resultados y 

hacer cálculos como el de la producci6n de entropía lo cual mues­

tra su utilidad práctica al calcular propiedades fuera de equili­

brio. 

Por otra parte, debe mencionarse que este modelo tiene otras 

restricciones, que provienen del hecho de que no podemos suponer 

que estamos muy lejos de equilibrio local, y~ que es dentro de e! 

te intervalo donde es válida la aproximación KBG y las hip6tesis 

que hemos usado, pero esto no necesariamente significa que este­

mos cerca de equilibrio. 

Adem!s es importante decir, que las dificultades para encon­

trar una soluci6n exacta pueder¡, en principio, ser salvadas, y ése 

es un punto en el que puede continuarse este trabajo. Aftn más de­

bemoo enfatizar que el hacer una aproximaci6n de no calentamiento 

inducida por las dificultades para encontrar una soluci6n exacta, 

nos restringi6 en el rango de validez de la soluci6n pero no nos 

67 



limitó, en el sentido de que aGn as! nos encontramos con un probl~ 

ma fuera de equilibrio, producido por la existencia de un gradien­

te en la velocidad, el cual además de sacar al sistema de equili­

brio es en cierta forma una medida de que tan lejos de dicho equi­

librio nos encontramos. 

Por Gltirno queremos enfatizar·e1 que atln con un modelo muy serr 

cillo, hemos podido obtener una expresión para la función de distri 

buci6n en la aproximación de no calentamiento y esta nos ha permit! 

do calcular propiedades específicas fuera de equilibrio como son la 

entrop!a y la energía lbire de Helmholtz y todav!a m4s nos ha per­

mitido comprobar que la relaci6n entre potenciales se sigue conseE_ 

vando aQn fuera de equilibrio, de igual manera que el encontrar que 

la producción de entropía es positiva y aumenta conforme transcurre 

el tiempo, lo cual nos muestra que este modelo permite obtener re­

sultados explícitos. 
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APENDICE A 
CALCULO DE " PARA MOLECULAS DE MAXWELL 

De la ecuaciOn (2.66) tenemos que v esta dada por 

+ +..1 .... f+"/ 
v(v) • f6o gaw1 av1 · 

(A.1) 

+ en donde g es la velocidad relativa. Escribiendo la secci6n dife-

rencial tranversal de colisión, o, y la diferencial de gngulo sdl! 

do, díl, en funciOn de el par4metro de impacto, 4, tenernos 

+ + :+ 1 
V ( V) "' - 2II f 60 g S d S dv 1 I (A.2) ; 

Ahora bien, del problema de dispersiOn de Rutherford sabemos 

que la ecuaci6n de la 6rbita para un potencial centra Ul~l esta -

dada por 
\ 

(A.3) \ 
1 

en donde JJ • m.<.m 1!m,¿+m 1 es la masa reducida y (a,~) son las coordenadas 

polares relativas de la partícula .i.. que incide sobre la partícula bla_!! 

co 1 seg6n se muestra en la figura A.1. 

Tu,. A.i 
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como (a 0 ,<0
) son las coordenadas de el punto de m4ximo acercamien­

to se cumple que 

dJr.o / dt. = o 
(A.4) 

y 

"" "" 
ao = fc/rx./dJr. dJr. = ! S/1t dJr. (Jt2 -(2U(1tl !/µJ 11.2 _ s2}-1/2 (A.S) Ita Jto 

De la .figura ~.1, se ve que a,y el 4ngulo de dispersi6n 9 son rala 
tivos por lo que se cumple 

<XI 

a= rr - 2.ao = rr - 2 fdlr./11. s[11.211 - 2 U(11.J1/
11
¡ _ s2] -112 (A.6) 

ltO 

Supongamos que U{1t) = K/11.n en donde K=cte. Haciendo el cam­

bio de variable lt = x~ (A.6) se reescribe como 

1 
(A. 7) 

Si adern~s definirnos 

entonces 

(A.8) 

y multiplicando por g se obtiene 
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g S d S = 1/2 (2K/µ¡2ln gl-4/n dy lA.9) 

De esta ecuación es evidente que para que g~d~ no dependa explíc! 

tamente• de g debe cumplirse que n = 4, lo que nos define un pote!!_ 

cial de Maxwell, es decir con esto 

g S d S = 1/2 (2K/µ) 
112 dy.I 

(A.10) 

y 

U(Jt) .. K/1t4 / (A.11) { 

Ahora, para calcular explícitamente el valor de v para mol~­

culas de Maxwell, en la ecuaci6n (A.6) substituimos (A.11) 

"" 4 2 2 2] -1 /2 ¡ 

e .. rr - 2 rs dll. [1t - 2K/ g J\ - s Jt 
(A.12) 1 

IW 

Haciendo el cambio de variable Jt = x~ y usando la definición 

tenemos 

en donde 

e• n-2idx 1}2 - AJ tx
2 

+ BIJ-
112 

1 .uo 

B" -1/2 ! (7/4 + 1/y21112 

(A.13) / 
1 

(Á:Í.5.o) 

1 

(A.15.b) 
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Integrando (s) la ecuación (A.14) tenemos 

en donde Fes una funci6n elíptica y z = (1 + 4/y2
J& • Si ahora -

tomamos el límite cuando ~ª +r F + n, esto implica que 

Substituyendo z y tomando diferenciales obtenernos 

dy= - 64 114 ¡ rr - e) [ ¡ 2Ii l 4 - ¡ rr-0 l4]3/2 de (A.l.8) 

si ahora substitu!mos la ecuación (A.16) en (A.10) obtenemos 

gSdS = - (2K/µ) l/Z 32n4 (11 -e ) [ (2rrl 4 - (11 -e ) J- 314d& ll\·
19

) 

y substituyendo esta ecuaci6n en (A.2) 

5 1T 4 4 -3/2 
vi v l =64 n {2k/ lJ¡ 1/2 b hr-8) [ ( 211) -rr-6) J de ¡ 6o ~ _• 

,(A.20) , 

Para evaluar esta expresión es necesario evaluar las integrales 
+ sobre e y sobre v. La primera integral se calcula haciendo dos -

cambios de variable, primero x = 11 - 0 y despu~s x2 • a2 ~en t con 
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a = 2n. Esto da 

1.>en.-1 u2 /a2 
v{v) 32115 a_2 (2K/µ)l/2 f d~[a6 c.o.6 2$]-l f6o dv, (A.21) 

o 
-- ~--· ~--

e integrando obtenemos finalmente 

v!"~l = O, 5163n (212./µl 1
12 

P (A.22} 

en donde hemos identificado p 

nuestro modelo las partículas son idénticas e indistinguibles, -­

µ = m/2; usando la definición (2.66), K =Eaa 4 • Substituyendo estos 

valores en (A.22) obtenemos finalmente 

v 1-V1,,o.s1ó3 
112 2. n (4 e:o/ml o P = v (A. 23) 

-+ Nótese que como p, a, e, m son constantes v no depende de v y es 

constante. 
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APHiDICE B 

INTEGRALES GAUSSIANAS MULTIDIMENSIONALES~ 

El objeto de este apéndice es evaluar integrales del tipo 
+ 

1 = /00

•••/ exp ( - b t•:O.~) cf'1t ts.1) 
00 

-4--r 

'·'º donde G es una matriz simétrica de n x n y b una constante p~ 

;i ti va. 
++ ++ 

Puesto que G es simétrica existe una matriz ortogonal C tal 

- -- ++ ++ 'Ue C'.G.C" 11, en donde 11 es diagonal y >.j es el j-ésirno eigen-
++ + + +++ 

alor de G. Definamos al vector u por 1t = C. u. Entonces 

(B.2) 

- dltt y corno C es ortogonal, '" d11u. En consecuencia, de esta trans 

formaci6n se sigue que 

]= ~ 
j= 1 

2 J exp (-b>. . u. l d u. = 
J J J -oo 

n ...-
pero como rr A·= IGI, finalmente obtenernos 

j =1 J 

(B. 3) 

(8.4) 

110.tlto .Upo de .útte911a!u 9auM-i.ana& mui;UdlmeM.lona.lu ~e calculan en la 1te6e. 
1tenc.la 7 -
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APENDICE C 

CALQJLO EXPLICITO DEL FACTOR (a-ún + ªm<.)C-l/mj 

En este apéndice encontraremos una expresi6n explícita para 

el factor de correcci6n (a. +a .)C .. C ., que aparece en las 
~m m~ ~j mJ 

ecuaciones (3.74, 3.76, 3.78, 4.5, 4.18.a - b) para el caso par-
++ ticular de un flujo cortante plano definido por a 

ra esto debemos tener en cuenta que los elementos C,¿j pertenecen 
..... 

a la matriz que diagonaliza a r (-.ti (ver apéndice B, ecuaci6n B.2), 

"' .... por consiguiente debemos calcular primero A(-.t) y después r 1 -.t). 

-Substituyendo a = ao,¿ 2º,¿¡ en la ecuaci6n (3.44) obtenemos 

'A(-.t) = ( 1i ~l 
(C. 1): 

y usando esta ecuaci6n en (3.55) tenemos que 

(C. 2) 

Ahora bien, como C,¿j son los elementos de la matriz que diagonal! -za a r l-.t) entonces se cwnple que 

:T - ++ ~. - e = }.1 · 
L'•f(-.t)' 

(C. 3) 

-en donde A son los eigenvalores de r(-.t)Y están definidos por 

'1+· \ 

1r l-.tl - A.r¡ .. o i (C.4) 
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Resolviendo esta ecuaci6n obtenemos 

(C. 5. a) 

(C. 5. b) 

-44 

Por otra parte los elementos de C se obtienen desarrollando 

(C.3) lo que nos da el sistema 

\C.6.•l 

(C.6.cl 

(C.6.d) 

Como las ecuaciones (C.6.b) y (C.6.c) son iguales, esto implica 

que tenemos tres ecuaciones y cuatro incognitas, por lo que ten~ 

mos un valor libre. Si arbitrariamente fijamos 

\c.1.a\ 

resolviendo el sistema (C.6) se tiene que 
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(C. 7.bJ 

(C.7.c.) 

IC. 7.d) , 

Si ahora desarrollamos (aim + ~mi)Cij Cmj tomando en cuent~ 

~ 

que a• ao~zºjl y que c22 =0 tenemos 

( a. + a .) C •• C . " 2 a c11. c21· .un m<. -<.J mJ . 

{C. 8) 1 
1 

y por a1timo substituyendo (C.7.b - e) y (C.5.a - b) obtenemos 

que es la expresi6n expl!cita para el factor de correcci6n. 
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