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CAPITULO I

INTRODUCCION

A pesar del éxito enorme gue ha tenido la ecuacién de Boltzmann
para explicar satisfactoriamente aspectos diversos de las propie
dades de transporte de varios sistemas £fsicos(!), subsisten atin
problemas muy fundamentales gue no han sido resueltos. Asf por -
ejemplo, el origen de la ecuacifn misma y la naturaleza de la =~
aproximacién que implica son preguntas que no han sido. respondi-
das satisfactoriamente. Pero los problemas no son s6lo de cardc
ter fundamental sino también précticos, pues no es posible resol
ver exactamente la ecuacifén de Boltzmann para un potencial inter
molecular dado y con condiciones a la frontera especificas. §Sin
embargo, sin lugar a dudas la ecuacifn de Boltzmann constituye -
el modelo mis completo del que disponemos para interpretar micros
c6picamente la fenomenologia de la termodindmica de equilibrio -;ﬂ’

asi como la irreversible lineal,

El objetivo de este trabajo es el estudiar la aproximacién
del tiempo dé relajacién 6nico para la ecuacién de Boltzmann de
un modelo particular que es lo suficientemente simple como para
poder describirlo matemiticamente en forma explfcita, pero al -
mismo tiempo 1o suficientemente realista como para exhibir algqu-
nas de las cqracteristicas esenciales de sistemas en estados fue

ra de equilibrio.



Mis especificamente el problema esencial consiste en resol-
ver la ecuacién KBG* para un fluido compuesto por moléculas gque
interactfian via, un potencial de Maxwell y en estado de flujo cor
tante uniforme. Con este prop6sito se ha dividido el conteniédo -
del trabajo en cuatro capitulos y en el primero se hace una revi-
sibén breve de algunas ideas b&sicas y resultados de teoria cinéti
ca que serin relevantes para nuestra discusiébn. Se describe la -
jerarqufa de ecuaciones BBGKY y a partir de ella se deduce la e-
cuacién de Boltzmann y algunas propiedades de &sta como son, el =~

teorema H y las ecuaciones de conservacién hidrodindmicas.

En el segundo capitulo se define el modelo particular que es
tudiaremos, se escriben sus ecuaciones hidrodinémicas y se resuel
ve la ecuacifn de la energla para tiempos largos, posteriormente
se plantea la ecuacién de Boltzmann para este modelo y se constru
ye la ecuacifn KBG gue es una aproximacién a aquélla. Se discute
la posibilidad de encontrar la solucibn exacta a esta ecuacifén ci
nética aproximada, asf como algunas alternativas posibles. Ante -
las dificultades de resolver exactamente la ecuaci6n KBG, conside
ramos el caso especial de no calentamiento, se resuelve la ecua-

cién y se exhibe explicitamente su autoconsistencia.

La tercera parte est8 dedicada a las aplicaciones de la solu
cifn encontrada, en ésta se calculan algunas propiedades termodi-
*La ecuacibn KBG (Krook - Bh?tmgu. - Grods), es La también Leamada aproxima
elon de tiempo de nelajacin'?) de La ecuacin de BoLtzmann.
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nimicas fuera de equilibrio como son la entropia y en especial la

produccién de entropia, la cual resulta ser diferente de cero y =

muestra el hecho de que el proceso es irreversible a pesar de ser

igotérmico. También se exhibe la hip6tesis de equilibrio local,

y entonces se muestra que a pesar de que el sistema puede estar -~

alejado de equilibrio, conserva la relaci6n de equilibrio entre la

entropfa, la energfa libre de Helmholtz y la energifa interna.

Finalmente dentro de las conclusiones se hace una critica del
modelo, se discute la aproximacién de no calentamiento y, por Glti
mo, se hace una critica de los resultados, y se hace &nfasis en el
hecho de que afin con un modelo muy sencillo se ha podido obtener -
una expresién para la funcibén de distribucifn la cual permite obte
ner propiedades irreversibles explicitamente, lo cual es de inte-

rés.



CAPITULO II
LA ECUACION DE BOLTZMANN

En este capftulo repasaremos algunos conceptos béisicos de --
teorfa cinética que se utilizardn en el desarrollo de este traba~
jo y haremos tambi&n una sintesis de los resultados mis importan-

tes para nuestros propSsitos,

2,1 LA JERARQUIA BBGKY

Es bien conocido que la ecuacifn de Liouville gobierna la e
volucién temporalde la funcién de distribucién de N cuerpos, FN'
Esta contiene toda la informacifn sobre el comportamiento dinémi
co del sistema, pues FN(E,;,t)dzd; representa la probabilidad de
encontrar a las partfculas en un punto de los intervalos* ('5+d21'),.
y (§+ d'ﬁ) en el espacio fase del sistema al tiempo £. Usando el -

teorema de Liouville se puede mostrar que FN satisface la ecua-

cibn de Liouville que a su.vez puede escribirse como

3F~
7 ! {FN’H}pp = 0 ‘ | (2.1)

en donde {"“}pp es el paréntesis de Poisson y H representa la funcifn

Hamiltoniana del sistema de N-cuerpos.

Para sistemas culnticos la ecuacifn de Von Neumann para la

.

*Aquit q 4 P son el conjunto de coondenadas y momentos nespectivamente en ef -
s + + - q d -+
espacio de fase: q = {q,,....,QN}, Pe Py .enn,Py}



matriz de densidad, p, juega el papel de la ecuacibn de Liouville,
pero como en este trabajo s6lo consideraremos sistemas clésicos,

nos restringiremos a la ecuacibn de Liouville.

La ecuacibn (2.1) es una ecuacién lineal, de primer orden, -
en 6N variables, en donde N es el nfimero de particulas en el sig
tema y es del orden del nGmero de Avogadre (6.0247 x 10%*) y &N
es la dimensifn del espacio fase (espacio I'} correspondiente. Si
se especifican las condiciones iniciales de los N-cuerpos, enton
ces toda la informacién sobre la evolucibn dinf&mica del sistema
queda unfvocamente determinada por la ecuacifn de Liouville. Pe~
ro como especificar estas condiciones y resolver la ecuacibn resul-
tante es précticamente imposible, Bogolyubov(ﬂ introdujo la idea
de una jerarquia de tiempos de relajacifn segfin la cual el siste
ma (gases diluidos o moderadamente densos) pasa por tres etapas
en su evolucibn al equilibrio. La primera etapa ocurre para tiem

pos del orden de duracibn de una colisibn, T Para discutir la

e
din8&mica del sistema en este régimen es necesario describir 1las
trayectorias de todas las particulas en I', o sea, deben especifi
carse muchas variables y se tiene el problema de N-cuerpos. Sin
embargo, se observa que para muchos sistemas después de un tiempo
Teor el sistema relaja a un régimen cinético, el cual forma la se
gunda etapa en la evolucién del sistema al equilibrio y en el que
su dindmica esta totalmente descrito por la funcibn de distribu-

F(l)

¢ibn de una particula, . La tercera etapa esta formada por la

descripcibén hidrodinfmica, o sea, la descripci6én macroscbpica y

* 5



.»st8 dada en las ecuaciones hidrodin8micas.

De esta‘forma para tiempos mayores que T,r €n el régimen ci-
nético, se reduce el nfimero de variables y se ha pasado de la di-~
némica .«complicada de un sistema de N-cuerpos, a la dindmica rela

tivamente simple, en el espacio fasede iparticula.

Una forma conveniente de expresar esta reduccifn de informa
cibn es a través del concepto de funcibn de distribucién reduci-

(6)" > -+ b d R
da de orden (8), F (q,,..,qb,P’,...,Pb,t), definida como

b > * e o
FO G 8P P )=V 1oor Ry, Bt o diydty, g oy (222)

En donde V es el volumen ocupado por el sistema. Para obte-

ner un sistema de ecuaciones acopladas para F(A), consideraremos
la ecuacibn (2.1) reescrita de la forma
-
aFN N Pj
55 * L {TnT'V“jFN* Fj'VpJ.FN}=0, (2.3)

g1
en donde por simplicidad usamos coordenadas cartesianas y substi
tutmos nj po; 9§, suponiendo también que no actfan fuerzas exter
nas sobre el sistema. Fj denota la fuerza total sobre la j-&sima
particula debida a las otras moléculas, la cual suponiendo que -

la interaccifn sea conservativa, esta dada por

.

N Ju '
TF..=1 X (2.4)
£ 4 e any



Ahora, multiplicando la ecuacién (2.3) por Vb e integrando sobre

dr dn

se1 Ay dﬁb*, ...dﬁN obtenemos

(8) & N > S
A I Pglmi W pltd o yS Il Fytey P P ooy @By Py = 0
o =l S s ‘

{2.5)
en donde hemos usado el hecho de que, obviamente, FN tiende a ce-
ro fuera de las paredes que contienen el sistema y también cuan-

-

do Pj tiende atx, El (ltimo término de la ecuacifn (2.5) puede

separarse en dos términos, a saber

P F.ew, P4l yb 3 ! ool Fup o0 Fydiy, penndiy db,, ... Py
41 if 'Pj j=1 A=+l L pf N s+l 4+1

(2.€)

‘El segundo té&rmino puede escribirse usando la definicién de F‘é+”

como
. 3 c. ' [
n-s/V T JJ +
, ja+1e¥ {8+1) 1(2.7)
j=1 Pji F iy, dP, :
y substituyendo (2.7) en (2.6) tenemos
(4) : (841)
' F 4 nsfv TIFF; ¥ F d/T dP,,
g1 Fij « Trj R 4+
’(z.e)‘

Si ahora substitufmos (2.8) en el Gltimo término de la ecuaci®én
{2.5) obtenemos

ple)

3F(6)/a't + :: ; /m « V. . F(A, + ; F,, =V .
jop 44T iyge1 A M (2.9)
s 6+1) .
. l +n-4/v 2 ffFJ s+ ij F( di 0 | 7

g=1



En esta iltima ecuacién tbmaremos ahora el lfmite termodin&mico
definido por N+w, U+ con N/V + n, * constante. Es conveniente
‘tomar este limite para asf evitar las complicaciones que provie-
nen de los efectos de superficie, De modo que en el lfmite ter-
modindmico (2.9) estd dada por ‘

3 s
aFl8) g 4 p Pj/mj Ty plel, TR pla)
=1 4,41 (2.10)

4
{8+1) P =
+ no jf’ fj Fj,b"” V”-j F dzé*, dPA*’ 0

Este sistema de ecuaciones (2.10) es la llamada jerarquia ~
BBGKY. Es un sistema de N ecuaciones acopladas que relacionan -

F‘A, F‘é"). Debe enfatizarse que este sistema de ecuaciones

con
contiene la misma informacién que la ecuacién de Liouville (2.1},
aunque tiene ventajas importantes. Por ejemplo, en el sistema -~
(2.10) ya se ha tomado el limite termodindmico el cual no es f&-
cil de tomar directamente de la ecuacién de Liouville, pero sobre
todo la ventaja importante del sistema (2,10) es que puede aproxi

marse mis facilmente que la ecuacién de Liouville.

Nuestro siguiente objetivo es partir de esta jerarqufa y ob
tener una ecuacifn para la funcifn de distrubucifn de una partf-

cula, esto es, deducir la ecuacién de Boltzmann.

2.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DE BOLTZMANN A PARTIR DE LA JERAR-~
QUIA BBGKY

Consideremos la primera ecuacifn de la jerarguia

e 3, o gll) (2, 2 &

(2.11)



en donde hemos usado la ecuacibn (2.4) y {."}pp representa el -
paréntesis de . Poisson. Suele reemplazarse F(” por una funcibn
relativa § definida como

g+ F (2.12)

la cual es conocida como funcién de distribucibn de Boltzmann, y
asf como F(I) es la probabilidad de encontrar a la particula 1 -
con posicién y momento en dzl,dﬁi; 4 di,d;, es la~proba$ilidad
de encontrar alguna partfcula, en di’ d?,.En nuestra discusifn sé

lo consideraremos partfculas indistinguibles.

Considerando a { como funcién de i, E y 4 la ecuacién (2.11)

toma la forma

s . : b B

/ot + 3 «Vf = "02 Ii {u(x-x,), F(Z)} dx, dP, (2.13)
-

en donde Vv = f/m Yy F(z) = F(z)(I, 11, 5, P,, t). Usando ahora la

funcién de distribuci6n referida a las velocidades, 6v' dada por .

fv » " a 1 ‘2.14)‘

con

fv dt db « § dX dp.| (2.15)

podemos reescribir la ecuacién (2.13) como

26/9t . di db + vo0 § dk b = nl b f{u,F‘f’}d?;”d355

(2”:"16) ' 9



en donde por simplicidad en la notacifn hemos omitido el subfndi
ce v y escribimos { - 6v‘ El problema ahcra es transformar el -
miembro derecho. Para esto supongamos que la interaceif6n puede -
describirse como una colisién binaria eldstica. Es decir, inicial
mente las particulas se encuentran lejos una de otra, y si v Yy 31,
son sus velocidades iniciales, entonces la velocidad relativa ini-
cial es '

g="%-39 (2.17)
Después de la colisibn, cuando las partfculas est8n nuevamente muy

lejos entre 8f, su velocidad relativa final es

g' = ‘G'ﬁi (2.18)

- . :
en donde V' Y vi son sus velocidades finales.

Suponiendo que la partfcula con 31 es la particula blanco y
la particula con vV es la particula incidente, desde un sistema de
coordenadas fijo en la partfcula blanco, la partfcula incidente se
mover& con velocidad 3 y E' antes y después de la colisi6n, respec
tivamente. Claramente de las leyes de conservacién de momento y
energfa en la colisién se sigue que |g] = |3'|. Para determinar
la direccifn de Z'hefinamcs un vector unitario ¢ paralelo o anti-
paralelo a §' - §.

Como estos vectores tienen la misma magnitud,

"o g -2¢

->

ug'-z

(2.19)

©+ ©}
©>
Wy <

>
©>

y este resultado muestra gue podemos usar e para describir la coli
sibn.
Ahora, si tenemos una densidad de n de partfculas incidentes

ton velocidad E, el ntmero de ellas que son dispersadae por segun-

10



& en un elemento de 8ngulo sblido dR esta dado por

o n g do (2.20)

en donde o es la seccibn diferencial de colisi6n. Obviamente, la
seccibn total de colisifn esta dada entonces por o, * JodQ? y es

funcién de 3‘

Fie. 4

Ahora bien, para expresar df en funcibn de ¢, sea X el &ngulo en
tre 3 y ¢, entonces de la ecuacién (2.19) obtenemos

+y

§' + 3= g% cos 0= g% (1-7 cos?y) (2.21)

en donde hemos usado que 8 = I1-2X, lo cual puede comprobarse de

la figura 1. Por otra parte, d? esta dado por

d9 = sen 6 do d¢ = -4 cos x d? ¢ {2.22)

siendo dze un elemento de &ngulo s6lido alrededor de £ y entonces
g da = 4]8+3]d%e (2.23)
; 11




Consideremos ahora particulas con velocidades en el interva
lo dz, que inciden en particulas blanco con velocidades en dGl.
El flujo de particulas incidentes es 6(3)3 d3, y el nfinero de par
ticulas blanco en un elemento de volumen dX es 6(3,)d3, dI'. En-
tonces la cantidad de particulas que escapan del volumen definido

por d3v dsx,en el elemento df es

§19) §(Y,) Go da dv, dv dX (2.24.a)

. 0 bien

V) 6(3,)'4|§-2I0d25 dsv,'d3ﬁ dx (2.24.b)

enyﬁonde hemds usado la hipotesis del caos molecular que es una
hipbtesis éatédiatica, no mec8nica, y establece que si‘(c,t) es

la probabilidad de encontrar a una molé&cula con velocidad v al
tiempo &, la probabilidad de encontrar simult&neamente a una molé
cula con velocidad v y una con velocidad 3, al tiempo & es 6(3,:)
6(3,,ti. Esto es, las posibles correlaciones creadas por las coli
siones se destruyen por las colisiones con otras particulas, o sea,
las correlaciones pueden considerarse como estadisticamente inde-
pendientes. Adem&s, el potencial intermolecular se encuentra im-

plicitamente en el término 4]3-e|od?e.

Si ahora integramos (2.24) sobre dsv y d3v, obtenemos el

ndmero de partfculas que se escapan o el término de pérdida.

L 40 45,0 4[5-elo d’e ao, o d% £2.25)

12




En forma similar puede calcularse la cantidad de partfculas
Que éntran‘a a3y dsx, considerando la colisidn inversa. Usando el
resultado |g v ¢] = |§'+ ¢| que se sigue de la ecuacién (2.19),
qb}enemos que el término de ganancia es
Lr6%3) 6651 afdeelo dle a¥v, Jd% o (2.26)
Claramente la diferencia entre (2.26) y (2.25) es el cambio neto
de el nGmero de particulas en dsv Y dsx, debido a las colisiones.

Entonces de las ecuaciones (2.16), (2.25) y (2.26) obtenemos fi-

i nalmente la ecuacifén de Boltzmann.

(34/ot + Tvg = 314, 6') (2.27)

'?7 :§£donde J(§,§') es el término de colisiones de Boltzmann y esta

“dado por -

U6 = IT8 &) - § 4 T405welo de & (2.28)

‘en donde s€¢ han usado las abreviaturas §' = 6(‘\7'), §; - 5(37;) y
6y * 6(31). Debe observarse que J{§,{') puede escribirse en for

-ma equivalente como (37,

13



e 106 & - § 4750 @y I8 6 - 6 415 & &y

@.29)/

.

De esta deduccifn es evidente que. la ecuacifn de Boltzmann
s6lo puede aplicarse si se satisfacen ciertas condiciones. E} he
ého de considerar s6lo colisiones binarias es legftima a muy ba
- jas densidades, cuando la probabilidad de gue tres partfculas in
teractflen sea despreciable. Ademds, la integral de colisibn in
dluye dos funciones de distribucifn, evaluadas en el mismo punto
y al mismo tiempo, esto nos da otra limitacibn, es necesario que
¢ no varie en forma apreciable en distancias comparables al alcan
ce de la fuerza, © en tiempos del orden del tiempo de colisidn'-»i

Tc.

Por Gltimo diremos que la ecuaci6n de Boltzmann es una ecua
cifn integro-diferencial no lineal para f, en la cual las ecuacio
nes de movimiento y el potencial intermolecular intervienen impli

cltamente en la integral de colisifn.

En la siguiente seccibn discutiremos brevemente algunas prg
pledades generalesde la ecuacifn de Boltzmann como son el teore-
ma H y las ecuaciones de conservacifn que se obtienen a partir -

de ella.

2.3 ALGUNAS PROPIEDADES DE.LA ECUACION DE BOLTZMANN



2.3.1 ECUACIONES DE CONSERVACION

A'partir de la ecuacion de Boltzmann, ecuacién (2.27), y en
ausencia de fuerza externa obtenemos la ecuacifn general de cam-
bio para cualquier cantidad WL. Aguf el subindice 4 identifica-
a las diferentes especies qufmicas gue, en general, con; tituyen
el sistema, Multiplicando ambos mjiembros de la ecuacifn (2.27)

por WL e integrando sobre 3L obtenemos la ecuacifn

PRI m §)d0, = v, JU4. 4" )d*,;. (2.30)

e integrando por partes

:. AAAAA N .)
(9, Wk/3§ + Vn 94(W£ Vi’ - P {aWL/Bt ty, eV ?L) - Y, J(ﬁ,é')dvi »(2.3})

én donde la barra indica un promedio sobre f. El miembro derecho
se anula cuando ¥, es alguno de los invariantes de suma, es decir,
alguna de las cantidades que sc conservan en la colisibn como son
la masa, el momento y la energfa. Como estas cantidades se conser
van, la suma de ellas antes y después de la colisiéﬁ es la misma,
por esto se llaman invariantes de suma. Es precisamente esta pro
piedad la que nos permite deducir las ecuaciones de balance sin
conocer la funcifn de distribucifn explicitamente, o sea, sin re
solver la ecuacifn (2.27). Sumando la ecuacibn (2,31) sobre { -

resulta

15



ot Lp ¥, +Vn Lo, (Vo )-2p, W+ V- TAT) =0 (53
4 i £ , A

L]

gue es la ecuvacidn de cambio para WL;

Ahora consideraremos el caso particular en gue Wi sea m, -

mi 3k, 1/2 m‘é viz. 81 ademds usamos las definiciones cinéticas -

para las densidades hidrodindmicas

p; (R,2) = 7§ dv;! (2.33.a),
pu‘:(‘}t’t’ s fvsj 6 d;'(" ; ‘ . (2433ab’ f
S‘L(Z,t) 2 f7/2 m Vﬁ 6 d-\;,é' (2.33‘c)‘

de la ecuacifn (2.32) obtenemos las ecuaclones de conservacifn

. - _ e

pfat + Vs [p U} =0 3 : {2.34.a)

. ; |
-+ < I’

wmplfat + vV +p=0 ! (2.34.b)

. |

/3t + Ve S=10 (2.34.c9»

PrS + 5
Aquf Vi%,1) es el flujo de momento (tensox de presiones) y.S(a,%)

es el flujo de calor. Cinéticamente estas cantidades se definen

16



como

- ? o
S ln ) = fu, Ut mv, § dv (2.35)
Pj_j(?{,.t) -y v g dv | | (2.36)

en donde ahora los fndices 4, § indican componentes tensoriales.

Por otra parte, puesto gue nos interesar&, en capftulos pos-
teriorea, describir procesos irreversibles moleculares y no el mo

vimiento convectivo del fluido, definimos las partes irreversibles
- >
del tensor P y del vector S. Para esto expresemos las velocidades

-> .
moleculares respecto al flujo macroscépico U. Entonces las par-

tes irreversibles de § y ? resultan ser

-> - , _ 2 -'v .’. .
S} el = sv, - U 1/2m (v, - WIS fdY (; 37)

. ] 5 .
Pjint) = Imtv, - Ul (vj Qj)ﬁ dv (2.38)

. . -+ “
Usando estas definiciones podemos reescribir S y P como
S.Rt) e eu, ¢S U P
SR, = el 0 S U Py | (2.9
rﬁgi,n = pU,. U, + P,

L0 A -» C (2.40)

A continuaci6n introducimos la densidad de entalpia

hestp (2.4 17



en donde
. *
p= /TPy (2.42)
En funcién de estas cantidades reescribimos las ecuaciones (2.38),

(2.39) y (2.40) como

. . . 2.43)

3 (& 1) =h U + SL *(G xkd (
> * 2.44)

Puyfhat) = oll, U+ pa. 4 2} (

LT : *

P”. {x, 1} pa,;j + t“ {2.45)

en donde

es la parte irreversible sin traza del tensor de presiones.

Considerando estas @iltimas relaciones reescribimos las ecua

ciones de conservacifn ecuaciones (2.34. a-c) como

->
3pfat + Telp U) = (2.47,q)

| /ot + u e Gh+ hV u = - 3/34 ( * “; t:J) (2.47,b)

mp U /ot + ap/a tu v (DU) + D(U Bui/a o atzj/ahj (2.47 é)

‘Debe enfatizarse que esta forma de las ecuaciones de conser

vacién es completamente general y vﬁlida para cualquier potencial
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intermolecular y un flujo macroscépico arbitrario.

2.3.2 TEOREMA H

Otra de las propiedades mds importantes de la ecuacifn de -
Boltzmann es que satisface un teorema fl. Para discutirlo breve-
mente consideraremos una funcional H(£)dela funcién de distribucién
4§ definida como

HIE) = [14IR,0, ) tn (2,0,2) dF di (2.49)

* g sy, et

(3)

Puesto que la demostraci®dn es bien conocida nos limitaremos a
menclionar los pasos més importantes., Tomando la primera derivada
temporal de #{4), y usando la hip6tesis de que el nfmero de par-

tfoulas en el sistema se conservan tenemos
dH(2)/dt = [raf/at en § di dv (2.49)

~Para evaluar esta integral multiplicamos la ecuacifn de Boltzmann
- {2.27) por En 4, integramos sobre dn Y dv y usamos la hipStesis
de que la funcifn de distribucibn se anula en la superficie que

limita al sistema. Asf encontramos que

P e e— - ———

#iL)/dt < 21 717 tn § A4 §', - § 638 b db Yy £2.50)

y simetrizando’

<o o——.

AH 21 /dt « 2 24 117 an 6 41/6 ) W e - Ebd & @

19



De aqul se ve que la derivada de H{t) tiende a un lfmite cuando -
t + », este 1fmite se obtiene precisamente cuando dH/dt = 0 y &s-

te nos define un cierto estado de equilibrio,

La principal consecuencia del teorema H, es que define una
direccién en el tiempo y por lo tanto implica que la evolucién -
del sistema hacia el equilibrio es un proceso irreversible. Es de

cir la ecuacifn de Boltzmann (2.27) es irreversible en el tiempo.

Como las ecuaciones de la mecdnica clisica son reversibles,
la causa de este comportamiento debe ser la hip&tesis del caos mo
lecular que es una hipStesis estadfstica, no mecinica, y estable-
ce que si §(V,t) es la probabilidad de encontrar a una molécula
con velocidad v al tiempo £, la probabilidad de encontrar simultd
neamente a una molécula con velocidad v Yy una con v oal tiempo £
es 6(3.1) 6(3',:). Sin embargo, hay gue notar que esta hip8tesis
gé8lamente involucra a la correlacifn entre dos molé&culas, pero no

dice nada sobre la forma de la funcifén de distribucién.

Por Gltimo como tenemos una direccibn definida en el tiempo
para la evoluci6n dindmica del sistema, esto implica que afin cuan
do inicialmente el sistema este descrito por una funcifn de dis-
tribucién arbitraxia, va a existir un intervalo de tiempo en la
evolucibén al equilibrio para el cual dicha distribucifn va a ten
der a la distribucién de equilibrio loéal. Este hecho serf la ba
se para implementar en la seccifén 2.4 la aproximaci6n KBG de la -

ecuacidén de Boltzmann.
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2.3.3. MAXWELLIANA LOCAL

Como hemos mencionado en la seccifn anterior la funcién H{z),
definida por la ecuacifn (2.48) tiende a un lfmite definido por
dH/dt = ¢ cuando el tiempo tiende a infinito, lo cual define el
estado de equilibrio. Usando la ecuacifn (2.50) la condicibn - -

dH/dt = 0 se reescribe como
8 =64 |  (2.52.a)

bog e n gy -tafrngy (2.52.5)

Suponiendo que { es funcidn s6lo de v, esta ecuacibn es
£ fo(U3) + £n go(V') = £n fo(V,) + tn do (V) (2.53)

la cual implica que &n f{o es un invariante de suma. Como sabemos
que los los tGnicos invariantes de suma en colisiones binarias de
moléculas esféricamente sim8tricas son la masa, el momento y la

| energfa cinética, £€n fo debe ser una combinaci6n lineal de estas

cantidades, o sea,

—o————

"‘ fo = a m *"B ’ {mv) -y mv2/ 2sam+ m/2 FB'BI‘f»:r'nY/Z"(v -8/‘1)2 u ‘72.5'4)

pero esta écuacién se puede reescribir como
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fol¥) = C exp {- m/2 v - g/v)’ (2.55)

en donde £n ¢ = «m + m B+B/2y Para determinar los parémetros c, B

y vy usamos las siguientes condiciones
po = ffo dV | (2.56.a)

Po U = /¥ fo d¥ (2.56.15)

| .o

3/2 K To = m/2 (m)f; (2.56.9)

que dan

o0 = ¢ (2n/m) 3L s
|
. l :
o = B/Y i} 4 (2.57.b)
"’ 57‘ )'i

3/2 KTo= 3/2% | :(2.57.¢),

Substituyendo las ecuaciones (2.57.a-c) en la ecuacibn (2.55)

obtenemos

fo (31 = po(m/21kTo) ¥/T expl-m/2KTo v - )% (2’.53)?’ ]
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que es la funcién de distribucifn de equilibrio o Maxwelliana ab-
soluta y nos define el estado de equilibrio del sistema, los pri-

« -+
meros cinco momentos asociados a fo{v) son

fo () dV = po (2.59.a)
13 4ol9)dS = po o (2.59.b)
mi2 13 §o(O1dy = po Uo® + 3/2_po KTo (2.59.¢)

Vemos entonces que la distribucién Maxwelliana es la solucién a -

la ecuacifn de Boltzmann en equilibrio.

.81 bien la Maxwelliana absoluta implica el equilibrio, no es
la forma m&s general para tener una H estacionaria: H también es
estacionaria cuando po, Uo, To, ecuacién (2.58), son funciones de
% y £ ya gque puede demostrarse que satisfacen la condici6n (2.52)
Asi, si po, Uo, To se eligen como la densidad numérica, la veloci
dad macroscfpica y la temperatura del gas en (z,t), entonces fo se

r§

o001 = oiR, &) (m/enkrE, 4137 exp(-m[3-ulk, 217 Y2kT R, 0)) (2.69)

que es la llamada "Maxwelliana local" y tiene dos propiedades su

mamente importantes que son:

Los primeros cinco momentos de {0 son iguales a los de §
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Io &V = r¢dv (2.61.a)
Tfo T db = & (2.61.b);

. |
Tt - Wl @b - 1406 - 2 @ (2.61.c).

Ademis, si después de un tiempo {={§0 entonces H es constante.
Se cree generalmente que muy cerca de equilibrio, el estado de el
sistema primero relaja a una Maxwelliana local en donde p, UyT
determinan la funcifn de distribucifn (estado hidrodindmico de Bo
golyubov) y después el sistema experimenta una relajacién final
al equilibrio total donde todas las funciones dinémicas son inde

pendientes del tiempo.

2.4. APROXIMACION KBG DE LA ECUACION DE BOLTZMANN

Una ecuacifn que sea cinética debe implicar las ecuaciones -
de conservaci®n. Una ecuacibn cinética mds valiosa deber& implicar
tambi&n una relajacibén a un estado de equilibrio, es decir, un =~=-
teorema H. Una ecuacifn que exhibe estas propiedades y que al mis
mo tiempo es de una estructura matemitica sencilla es la llamada -

ecuacién KBG(z) o aproximacifén de tiempo de relajacién finico,

Con el fin de deducir esta aproximacién a la ecuacifn de --
Boltzmann, consideraremos la integral de colisi6n dada por la ec.

(2.28), la cual escribiremos en forma m4s conveniente como
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Ifo dv = sgdy

(2.61.a)

Jgo ¥ S = pgt oD (2.61.b) :

- + 4 > ‘

T4tV - )* ¥ = 41t - 0)? g (2.61.c)

Ademds, si después de un tiempo (=§0 entonces H es constante.

Se cree generalmente que muy cerca de equilibrio, el estado de el
sistema primero relaja a una Maxwelliana local en donde p, UyT
determinan la funci6n de distribuci6n (estado hidrodinimico de Bo
golyubov) y después el sistema experimenta una relajacién final
al equilibrio total donde todas las funciones dinfmicas son inde

pendientes del tiempo.

2.4. APROXIMACION KBG DE LA ECUACION DE BOLTZMANN

Una ecuacién que sea cinética debe implicar las ecuaciones -
de congervacifn. Una ecuacifn cinética mis valiosa deberi implicar
también una relajacibn a un estado de equilibrio, es decir, un --
teorema H. Una ecuacibn que exhibe estas propiedades y que al mis
mo tiempo es de una estructura matemitica sencilla es la llamada -

ecuacién KBG(z) o aproximacifn de tiempo de relajacién Gnico.

Con el fin de deducir esta aproximacién a la ecuacién de ~-

Boltzmann, consideraremos la integral de colisién dada por la ec.

{(2.28), la cual escribiremos en forma mds conveniente como
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T4, 6" = 1§ 6y 59’_5‘9 o, - § /6 3}’“’“ do, (2.62)

en donde 5 es la velocidad relativa y { puede salir de la inte-
gral puesto que es independiente de 31. Como consecuencia de la
existencia de un teorema H para la ecuacibén de Boltzmann, podemos
esperar que para un intervalo de tiempo en la evolucibn hacia el
equilibxrio, § sea muy parecida a la distribucifén de equilibrio lo
cal, f0, dada por la ecuacibn (2.60), y entonces dentro de este
intervalo podemos aproximar, §' por o', 6; por 65', y 6' por -~

60', lo que implica
NGt =18y §'g God ds) - ¢ 16, | Guda dvy (2.63)
pero 65 y ‘;,1 satisface la relacibn
8 6‘0,1 * 4y 60,1 (2.64)
por consiguienté la ecuacifn (2.63) se reduce a

Tig,4') = - vif - §,) (2.65)

en donde v nos define la frecuencia de colisifn, ya que el produc
to v(3143V es el nlmero de colisiones sufridas por unidad de tiem
po por las partfculas en el intervalo de velocidades d3v alrededor

de v y esta dada por

vl = 14, ¢ Goda ¥, (2.66)
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claramente v'! es el tiempo de relajacifn asociado y entonces, en

esta aproximacibn la ecuacién de Boltzmann se reduce a
3§/3t + U » Vg = -v(f+ ,) (2.67)

que es la ecuaci6n KBG o aproximaci6n KBG de la eucacifn de Boltz

mann.

Para aclarar el significado de esta aproximacién podemos su_
poner que el efecto de las colisiones en el sistema es restaurar
la situacién de equilibrio, esto es, el efecto de las colisiones
es llevar a § a su valor de equilibrio local en tiempo dado por
v~!, Cabe hacer notar que esta frecuencia de colisifn en general
depende del potencial de interaccién, lo cual es claro de (2.66).
Para el caso particular del potencial intermolecular débilmente

repulsivo de moléculas de Maxwell definido por

Vir) = eo (0/1)4‘ (2.68),

en donde los parametfos €o, 0 caracterizan, respectivamente, la
intensidad y el alcance del potencial, ésta frecuencia de colisién
resulta ser independiente de la velocidad relativa, y en el apég
dice A se muestra explfcitamente gque v es constante y que esta -

dada por

v =“'d:5163 i (4eo/m)”z p! (2.69) :

Aquf m es la masa de la partfcula, y p es el primer momento de la
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distribucién local de Maxwell.

Ahora bien para demostrar gue la aProximacién KBG ecuacibn
(2.67) es una "buena" ecuacibn cinética, debemos comprobar que
efectjvamente reproduce las ecuaciones de conservacién. Para -~
esto multiplicamos la ecuacibn (2.67) por WL e integramos sobre

-
v,

1, ag/;t i+ foy, . g db f‘fv‘fwi(g-dq}dﬁ (2.70)

Cuando WL es igual a m, mz, y 1/12 mv2 y usando (2,6l.a-c) tenemos

m m ‘ i
- . (2.71)
mu ag/ot dv + \ U my cU g0
/2 m vz 1/2m vl
y por iltimo integrando obtenemos
, (2.72.a)
ap/at + Va o p ) = 0!
| 2.72.b)
am plijat + W+ Pr 0
(2.72.0)

defat+ Ve $e0 J

que son las mismas ecuaciones de conservacibn dadas por las ecua
clones (2.34.a-c) con lo que comprobamos que la aproximacibén KBG

es consistente con la ecuacifn de Boltzmann.
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Una de las ventajas de esta aproximacién es el hecho de que
usédndolas en la ecuacib6n de Boltzmann, &ésta se convierte de una
ecuacibn integro-diferencial para la funci6n de distribucién, en
una ecuacibén diferencial inhomogénea para dicha distribucibn, la

cual es m8s sencilla y manejable.

Por otra parte, las limitaciones de esta ecuacibn estdn pre
cisamente en el hecho de que partimos de un teorema H que s6lo es
vadlido dentro de un cierto intervalo de tiempo, y debido a esto,
la validez de nuestra aproximacién estd restringida a este mismo
intervalo. La presencia de un pardmetro externo es también un -
punto dékbil de la ecuacifn KBG ya que los resultados que se siguen
de ella depender&n de v, por lo que el dominio de aplicacibn de la
ecuacién estd estrechamente vinculado con este parfmetro. Sin em-
bargo, la ecuacifn KBG es muy fitil para el estudio de gases que
se encuentran en un estado que puede describirse mediante la hi-
pStesis de equilibrio local, y afin cuando podria parecer un domi
nio muy limitado, existen infinidad de problemas que cumplen con
estas condiciones y gue no necesariamente est&n cerca de equili~

brio.

Ahora bien, el siguiente paso serd tratar de resolver esta
ecuacifn KBG, para un modelo particular y veremos cfmo se expresan
para este modelo algunos de los resultados obtenidos en este capf
tulo. Este es el objetivo de nuestro siguiente capftulo, en el

cual como primer punto definiremos el modelo que estudiaremos.
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CAPITULO III

FLUJO DE COUETTE UNIFORME

3.1, EL MODELO

Consideremos un gas diluido, viscoso, entre dos placas pla-
nas paralelas, en movimiento relativo producido por la accibn de
un agente externo al sistema, Esto induce un flujo cortante de

la forma

u,(%,2) = ag ty (3.1)

en donde el tensor razén de corte, aij' esta definido como

a ;= ol on; (3.2)

Puede mostrarse que este tensor tiene la fitil propiedad

Ty Gy 0 (3, 3)

Ademds supondremos que este tensor es de magnitud constante, - -
-+ .

(aijaij)i = ¢te, y que el flujo U es la tnica inhomogeneidad es-

_pacial del gistema. Esto tiene consecuencktas importantes pues -

implica que
- - ! = [ I
p(z't) & p‘»t) ; t.Lj (’lp't) o ’t‘o(‘.j'('t)’ E"l,t, e('t)’ '

& - 4—r+ -« . ;4
uLt\=suan¢)=Pu) (3.4)
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Como consecuencia de estas hipbtesis, el sistema puede estar,
en principiot arbitrariamente alejado del equilibrio. Pero puesto
gue las paredes no pueden estar a temperatura fija y ademds, por
efecto de la disipacibn viscosa, la temperatura aumenta siempre,

el estado fuera de equilibrio serd no estacionario.

Con estas suposiciones las ecuaciones de conservacién (2.72.

a - ¢) obtenidas en la seccién 2.3.1., se reducen a

-

pt)/a £ = 0 = amp(t}/at U 3.5.a)

{3.5.5)

P *
¥e/at aLj . (t)

Af
en donde p es la dengadad numérica, m es la masa de una molécula
y £ la densidad de energfa. La parte irreversible del tensor de

esfuerzos, Tij, se define en la ecuacion (2.46),

N6tese gque usando la ecuacibén de estado del gas ideal pode-
mos reescribir esta Gltima ecuacifn como una ecuacifn para el ca
lentamiento viscoso,

ar{t)/at = -1a£j-/3Kp I‘let) 3.8)

o bien como una ecuacién para la presién

*Es posible que pana un valon enftico de @ ocumra una inestabilidad hidroding
mlcz. en el sdstema. Sién embargo, esta posibilidad no se {nvestiga en este =
trabajo.
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plt)/a t = -\z/a)aq. z'qm (3.7)

Claraménte para tener un sistema cerrado de ecuaciones hidrodind

micas es preciso d inar t%, . . et
‘ § preciso determinar £;; nedjante una ecuacién constituti

va la cual también puede obtenerse de la ecuacibén de Boltzmann.

Esta relacién consitutiva se obtendrd en la siguiente seccién.

3.2. SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ENERGIA PARA TIEMPOS LARGOS*

Multiplicando la ecuacién de Boltzmann (2.27) por
m[:fué-qd(vj-u)—llsaif(u-u)ZZ], integrando sobre V y usando las -

definiciones (2.42) y (2.46) se obtiene

ot .ot + ., * * .
”/M VK (U,Z /t“ + t'(-!ll + aul_,/anx 1 K + auj/anK t‘u +

+loU /o, + 3U./an)p -(2/3)au.(aue/aa,< £+ Ve lp) - ida m Vi 3U4,4')

(3.8)
en donde hemos definido el tensor tzjh como .
+ [+ B 2
= - - - >

*Algunos resultados de esta seccin se discuten en La neferencia (9)
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y hemos utillizado la propiedad (3.3). Obsérvese que la ecuacién -
(3.8) es vidlida para cualquier gas diluido con un potencial inter
molecular arbitrario. Usando las condiciones (3.4) la ecuacién -

(3.8) se reduce a

at*.. + 3U./on. t*
if o 2 kit auj/anK t‘KL + (gqé/anj + 3Uj/8&z)p -

o

273k, ausan, g2, B mu Vo4

{3.10)

Para proseguir es necesario evaluar el niembro derecho y
para esto debe especificarse el potencial intermolecular. Aqul
nos restringiremos al caso particular de moléculas de Maxwell que
interact@an con un potencial débilmente repulsivo de la forma da
da por la ecuacibn (2.68). Para calcular el lado derecho de la
ecuacibn (3.10)vamos a introducir la velocidad relativa y la ve-

locidad del centro de masa, definida, respectivamente, como
9= V-V G 1z, sV (3.11)

La velocidad relativa después de la colisifn puede expresarse co
mo

9; = 9; cos g+ a, g sen ¢ (3.12)

A
-
en donde a, es un vector unitario normal a g. Entonces podemos -~

reegcribir el lado derecho de (3.10) como
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ob o w
Jdim Y, V. IUg,4') =« -m Sdo dS, § 4, sbgdb
-0 j - 00 I , 0

I
gd(a [1/2(gj G, + sj g;) 11 - cos 8] +1/2 g send |
‘ (3,13)
. ~ ~ 2
(qé ?; + Gj a;} + 1/4 9; gjll - cos” @) - *
‘ !

- 1/4 92 2, aj bw? 0+ lgi aj+ gia‘:)g 4en @ cos GJ :J

en la que hemos usado la forma explfcita del término de colisifn.

Las integrales sobre el angulo azimutal, ¢, puedeycalcularse
directamente y como nos hemos restringido al caso de moléculas de
Maxwell, bg db/d6 es independiente de g (apéndice A). Esto nos de
ja

> o ® -
Iy my, V34 4) - - 28 m fddd (V)
- i A ,
(3.19)
o i S
v v v, - vy, Vp- 13 - ven) ]

con

g=3/40 [ bdbgaen?e - {3.15)]
/]

+

Ahora, usando las ecuaciones (2,36), (2.44), (2.45) y (2.46), la

ecuacifn (3.14) puede llevarse a la forma
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«

AL . "N ox - 2mB Y
Loavmy 30 ) mB L (3.16)

en donde la cantidad B, definida por la ecuacibn (3.15) puede eva

luarse numéricamente obteniéndose
8 =(3/4)1 o (mfeo) /2 123, (3.17)
en donde 0 y €, son los parimetros del potencial intermolecular

definido en la ecuacifn (2.68). Entonces podemos escribir la --

ecuacidn (3.16) como

© . 0o .
_gﬁm%%JMA) Wt (3.18)

vccn
w =\p/2)8 =(3/2)n 1.23 p o (mfeo) /T (3.19)

y substituyendo la ecuacifn (3.18) en la ecuacidn (3.10) y usando

1a definiciﬁn (3.2) obtenemos la siguiente ecuacién cinética para
L

. * ' .
{9/ 8atw) tij tay e + ajK ike +
(3,20

(aLj + aji' p -(2/3)3¢i A, o, = 0
| 34



Hay que observar que en esta ecuacifn aparece la presibn, y
entonces, con las ecuaciones (3.7) y (3.20), tenemos un sistema de
ecuaciones acopladas y exactas para Moléculas de Maxwell. Para
resolver exactamente este sistema consideremos, por simplicidad,
el caso especial en que el flujo cortante ocurre en un plano, es

decir,

aij 5 q aiy ] ix {3.21)

Substituyendo la ecuacidén (3.21) en la ecuacibn (3.20) obtenemos

un sistema completo de ecuaciones para las componentes de el ten

‘ I3

sor simétrico t‘j

+ el cual escribiremos en forma mis compacta co

mo

( o/dt + w) w; (£) “'&j H; (8] + B L R (3.22)

AquI'uL, B, son vectores columna tal que ”L(t;x’ t;y, t;z,

t;y' t;z' t;z) y la @nica componente de B, distinta de cero es

Y
52 = ~a plt) y la matriz A estd dada por

‘ r('%':‘{;) (3.23)
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con

0 2 0 - 0-4 0
tTea3\-3 00|, D=a/3{0 0 -3 (3.24)
00 0 0 2

Debe enfatizarse que la ecuacifn (3.22) es v8lida y exacta
para un orden arbitrario de la razén de corte a. El problema se
reduce ahora a resolver este sistema de ecuaciones acopladas con
la condicibn inicial.tzftt) = 0, o sea, suponiendo que inicialmen
te el sistema se encuentra en equilibrio. Entonces de las ecuacio
nes anteriores obtenemos que las finicas componentes de tz., distin

J
tas de cero son

2o (1) =(2/3)a gt atre W 1E) &, e 2z (2 (3.85.0)

* *
Lyy (1) = - 2 txx (t) (3.25.b)

y substituyendo la ecuacibn (3.21) en la ecuaciSn (3.7) encontra

nos que

3 p/at = -{2/3\a £*

(3.26)
xy .

De esta ecuacibn y de (3.22) observamos'que tzj Y p quedan deter
minadas conociendo t‘xy(t). Combinando las ecuaciones (3.25.a) y

(3.21) se obtiene que t; satisface la ecuacifn integral

Y
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L]
()« - a gt u 2] 0
(3.27)

-ysdfae (o- 0 o0 W)

(€

Recuérdese que w esta definida por la ecuacibn (3.19). Para resol
ver esta ecuacibn con la condicifn inicial de que el sistema est&

en equilibrio, definimos la transformada de Laplace por
Ulz) =J dte 0y {t) (3.28.a)
° . . .

-y la transformada inversa como

wl2) =isem )6, 0w (2) dr o (3.28.b)

en donde C es un contorno arbitrario que encierxra todos los polos

de U(z} entonces de (3.26) y (3.27) obtenemos

o~

e 273 2
Ly, (2) = - a® (2)/zew -2/3)a" 2, (2)/(zew) (3.29)

y

2P 2) - p o= '\2/3)a t:y (2): (3,30}

en donde la tilde denota a la transformada y Po es la presifn de

equilibrio. Eliminando Plz) obtenemos
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* 2 2 '
txy (z) = - a po ztwjgzrw)” - 2/3 a'w (3.31)

y tomando la transformada inversa segfin (3.28.b)

. .
ty ) = - apojtn 8, (.23 vt e dt e yg)d w ey, (.2

Claramente para evaluar los residuos necesitamos conocer las

raices de la ecuacifn c@Gbica
Dz} =22+ 22l w+ud . z -\le\az'wwb y(§.33)

que resultan ser

Al ={4/3jw sen hla/s) | C (3.34.a)
Ay = - 12/3\w sen hi\a/6)e dauifvE) sen hia/s) (3.34.b)
A= -(2/3]w sen hz(u/é)- Zaw/vE) sen h(uléll _(3._54.C)

con d=cos h"(1+ga2/w2). Obsérvese que mientras que‘)\1 es real y
positiva, las partes reales de Az Y A3 son negativas, en consecuen
cia es de esperarse que en limite de tiempus largos Al ser8 domi-

nante. En efecto, evaluando los residuos de (3.32) obtenemos que
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*
txy es de la forma
» Mt
ty W - % C; ¢ {3.35)

y la aproximacién del eigenvalor mis lentoodominante se reduce a

/

S AR |
ty, 1t = ¢y | (stff)

con

¢ rap e ) [0y -2, Dpad™"

i

£ w 2
a fi?/3)a a‘.d. t 3w (a‘:j + aji,’ - 2, “jl(v (;\f - Xg) 13 - "3’]_ B

Siguiendo un procedimiento an&loge al anterior de las ecuacio
nes (3.35), (3.29) y (3.30) obtenemos que la presifn en el limite
de tiempos largos esta dada por

(5.37)
P (¢} = B, e Mt

con

‘ : . 2 Lot
BpePoLia e’ s 230”3 L0y -2 02T ~7 (a3

Utilizando la ecuacifn de estado de un gas ideal P(L)=nKT(%t), es
ta Gltima ecuvacifn puede escribirse como una expxesifn para la
temperatura ¢

Mt

T 1) =B /nkle 13.39)
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la cual da una expresibn explfcita para la temperatura en la aprg

ximacifén de tiempos largos.

3.3. ECUACION KBG PARA FLUJO CORTANTE

Considerando ahora la eucacifn KBG para flujo cortante en -

ausencia de fuerzas externas dada por la ecuacién (2.67)

ag/at + v+ W f = - v [§-fo) (3.40)

en donde v es la frecuencia de colisién que, como se discutif en
la seccifn 2.4, es en general funcidn del potencial intermolecular,

pero para el modelo introducido en la seccifn 3.1, v resulta ser

constante.

Para definir un problema de valores iniclales asociado con
la ecuacifn (3.40) supondremos que al tiempo =0 el sistema se =~
prepara en un estado de equilibrio en donde 6(2,3,t) solo depende

de % a través del flujo cortante, esto es,

EY

6 "L,V, t‘ﬂ) = 6 ‘: - u) (3.41’

Ahora, para resolver la ecuacifn {3.40), primerc la simplificare
mos haclendo una transformacibn de coordenadas para pasar del sis
tema de laboratorio al sistema de referencia en reposo instantéd-
neo. Este sistema dependen de el tiempo y es distinto para cada

elemento de fluido. Esta transformacién se define por
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vVios v, ~a, n, 3 a. = .
A A A I R T R R (3.42)

con:

hyg (2) = 85 - Loy . (3.43)

Utilizando la propiedad (3.3) puede mostrarse que Aéjlt) tiene u

na representacifn exponencial y que forma grupo.
En el sistema de reposo instant&neo la ecuacibn (3.48) resul
ta ser

. aﬁ?/ét’4fjf’ () « U aft/an - & « O 36" /3 = - v(f'-fo’)

{3.44)

en donde ¢' y 4, son 163 funciones de distribucifn transformadas.
Obs&rvese que esta ecuacifn es lineal e invariante frente a tras
llaciones espaciales, AR L A, donde A es constante. Como a-
démae hemos supuesto una condicibn inicial espacialmente homége-~
ﬁéa, es razonable eliminar de (3.44) la dependencia en R y enton

ces ésta se reduce a

.86'/3t -ae v 3 /30" = - v (6;-60') - {3.45)

Para simplificar atin mfs esta ecuacibn, definimos una trang

formacifn de escala por
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-+ . :
X =h (-8} 0 ; #.&2 (3.46)

Esto define el sistema de reposo instant&neo escalado, Entonces la

ecuaciSn (3.45) se reduce a

' /ot - - v If''- fo'') (3.47) .

siendo §{'' y 65' las distribuciones transformadas.

Puesto que sabemos gque para la ecuacifn de Boltzmann se sa-~
tisface un teorema H, podemos suponer que existe un intervalo de
tiempo para el cual § es muy semejante a la Maxwelliana local,

60. Entonces podemos escribir

£ = ¥ gov (3.48) i

en donde Y representa la desviacifn correspondiente. Sustituyendo

(3.48) en (3.47) se sigue que

W/t + Y e - 330”/‘31 ’ (3.49.ﬁ

y para un valor inicial dado, ¥ _, la'solﬁciénvgeneral es

0

¥k t) = eV volR) - ve VF g g0t dr (3.50)

Si shora usamos la condicifn inicial parh §: ecuacibn (3.41),y -

substituimos (3.49) en (3.48) se obtiene

.



6”&J)=€vt€ﬁ)+vfew‘bﬂﬁw'ﬁ 13.51]
Pero en el sistema (%,1], §, estd dada por

. ! : g
§' (62) = p Dm/enkele) 137 oxp {-nk™ (2155« Al6)F/26T (413 (3800

y por lo tanto la solucibn general de (3.47) en el sistema en re

poso instant&neo escalado es

' +
§10 062 = &V o2k 12 exp dmizkT)X T () - X ) ¢

v 8 d e Dmfonkr (1077 exp gmekri) Eor ey (3.53)
con
4+ kg T R
‘ T (£} = A £ A (%) {3.54)

En consecuencia la solucifn del problema de valores inicia-~
les anteriores se reduce a calcular la integral gque aparece en el
miembro derecho de la ecuacifn (3.53). Esto es el objetivo de las

secciones siguientes.
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3.4, SOLUCION EXACTA

En el limite de tiempos largos definido por vt>>ylasoluc16n

general, ecuacién (3.53), en el sistema de reposo instanténeo es

calado, se reduce a
[]

g0 (%,4) = vof dr S ekt (03

exp {-m XX (2Tt Doy - (ajag) (1) + a5 G (t-1) j} (3.55)

n donde hemos escrito explfcitamente las componentes de
¥ (t)-x. Ademds, en este 1fmite T(t-1)s T(t)e T gegin se mostr6
en la seccibn 3.2, ecuacibn (3.39). Haciendo el cambio de varia

ple t=i-1 y usando la definici6n S=vt podemos reescribir (3.55)

como
g (%,t) = o[/ 2mat{2) ] 32 5 . (3.56)
con
Jit) = f ds ™ exp (o talt) - Ble) S+ YU shy 13,57
y en donde hemos usado las abreviaturas
Asbn \3.58.a)

Ly



(3.58.b)

B=1- 3b/2v
o (2) = me;! DT ] (3.58.¢)
-1
g{t) = m (ajK"“Kj’ X [T (2} v] (355.d)
i 2~1
y(t) = ma; Ty ¥ XKEZKT“) vl (3.58.¢)
Ahora calcularemos j(t). Para esto nbtese que
wp 1S (alt) -840 S ity sy =
| (3.59)

T -n"m JAS (olt) - BIE) S o sH"
n=0

puesto que

\Mﬂ IULE vuns‘)“ \a-JS)“ (3 -ds)"

con
epd"
1 Lo e[y 3wk Bl - 4vit) a3
) - alt1 317

Le s Cavin2'* o[ 82 11/4v
u5



Usando el teorema del binomio multidimensional obtenemos

n "
(a-ds)" (e - d@s)" = % (-1
4,4 : (3.60)

T cni M1 ¢/ e 4 st _

en donde los coeficientes binomiales estdn definidos por

L e nlne)ene e ) /2 /

Substituyendo (3.60) y (3.59) en (3.56), e intercambiando las su
mas con la integral obtenemos
) ® CL
6" %8 = oLmemkt (0¥ 1 0 @ (-
n=o 4, §=0
(3.61):

‘.] » s 0,
[C(4 an Uén a""t"'j rgits en(B-An]S ds T}
)

y si ahora integramos sobre & obtenemos una expresibn exacta para
§' 1 (‘i’t) o
[ -] w o, »
6 %t = o[ mamkrit) 7 g - g (-0
] n=0 4, §=0 !

% (3,62) |

Lefed ahomd gt (s - it

.

Obsérvese que en esta expresifn, aunque es exacta, aln es ne

cesario sumar las series sobre 4, j y n. La suma sobre n podrfa
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realizarse, en principio, usando nuevamente el tecirema del bino
mio, pero las sumas sobre 4, § son mds difficiles de evaluar. Sin
embargo, notemos que esta serie es convergente. En efecto, puede
comprobarse gque fijando un valor de n y tomando términos sucesi-
vos de £, §, la razbn entre dos términos sucesivos decrece con
respecto a la razb6n de términos anteriores.

Una soluci6n alternativa de evaluar la integral J, ecuacidn
(3.57), es mediante una representacién asint6tica. Es sabido(s)

que esta clase de integrales puede aproximarse por una solucibn

asintBtica respecto a un pardmetro A, es decir

w0

b
7o(2) exp[ M¥(2) Jdt = exp [avlto) £, Dlne1/2)a™ 1/ (3.63)
a n={

en donde to es el Unico méximo de ¢(:) en el intervalo (a, b) y
A>>1, Es posible escribir J, ecuacién (3.57), en la forma ante
rior(rn Yy, en consecuencia, es posible encontrar una forma asin-
t6tica para la funcién de distribucién. Sin embargo, este célculo
es laborioso y estd fuera de los alcances de este trabajo por lo
gue nos limitaremos a investigar una aproximacién en la ecuacién

(3.56).

3.5. SOLUCION EN AUSENCIA DE CALENTAMIENTO

Sabemos que el efecto de disipacifn de energfa que ocurre
durante el movimiento de un fluido es debido a la fricci6én inter
na o viscosidad y se traduce en un calentamiento del fluido. Pa

ra nuestro modelo esta variacifn temporal de la temperatura esta
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gobernada por la ecuacifn (3.6} y en el 1imite de tiempos largos
esta variacibén esta dada explicitémente por (3.39j. Con el propb
sito de evaluar J, ecuacidn (3.57), supondremos que el fluide no
se calienta al experimentar la accifn del agente externo que pro-
duce el flujo cortante en el sistema. Esto serf fisicamente po-~
sible para fluidos cuya disipacién viscosa sea pequefia, 8in em-
bargo, debe notarse que esto no implica que el sistema esté en

un estado de equilibrio, pues la presencia de aij lleva al siste

ma a un estado fuera de equilibrio no estacionario.

Por otra parte, puesto que la aproximacién de tiempo de re
lajacibn sb6lo tiene sentido cerca de equilibrio local solamente
consideraremos términos lineales en 4. Sin embargo esto tampoco
nos restringe, ya que ||@}] es una constante de magnitud arbitra
ria, lo cual permite considerar, en principio, estados muy aleja
dos del equilibrio y el conservar la forma de una Maxwelliana lo
cal nos garantiza, en principio, la validez de la hip6tesis de

equilibrio local.

A continuacifn mostraremos que en esta aproximacién la fun-
cifn de distribucibn {''(X,t) puede calcularse exactsmente para

este fin en la ecuaci6n (3.57) hacemos

T(r} = T = Cte: (5.545

y entonces

+ 3/2 3,
§''(x,8) = p Tm/ankl] 7 (3.65)
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en donde J se define por (3.57). Substituyendo (3.64), lo cual

implica que las abreviaturas (3.58.a-c) son ahora independientes

del tiempo, tenemos

©
J = J‘e'a"(,'-ﬁ)s- 32 :
o Y {3.66)

Puesto que J es una integral Gaussiana se calcula inmediatamente

con el resultado(s)

8" (5,21 = p[mankr 32 &0 (T /2 exp[i1-8B04y )
] 3
{ 1-¢ E( 1-8) {4y) f/z:]) (3.67)

en donde E(x) es la integral de probabilidad definida por

x_tz
dlx) = 1//T Je ™ dt
0

Ahora bien con el objeto de preservar la forma de una Maxwe-

1liana local, como ya mencionamos, tomaremos en (3,67) sGlo tér
minos de orden a/v. Desarrollando E(x) en serie de potencias de X y to

mando s61o t&minos a primer orden de a/v obtenamos

150 coLmak] ¥t C0u-mm ¢ oL e’ (5 4gal

y substituyendo «,f de las ecuaciones (3.58)
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2
£ (440 soLmemkr 132 ™GKT 1esmiakry (e ¢ a)x; K)o (3.68.0)

Si ahora transformamos esta expresifn al sistema de laboratorio

usando las ecuaciones (3.42) y (3.46) obtenemos

§8,3,4) = o[zt 1%/ ™K - up)e Ti-t) © - wie)]
|
j (3.69)

[1 - 3m/2KTv (am +ta ¥

con

+

R L +
k) = AT(-2) Al-2) , det T(-2) =1 (3.70)

N6tese que la transfofmacidn al sistema de laboratorio gene
ra términos cuadriticos en '@, pero como nuestra aproximacién s6
lo es compatible con términos lineales en a/v, por consistencia
debemos despreciarlos. Por consiguiente, la solucifn a la ecua-
cién KBG (3.40) en ausencia de calentamiento viscoso es finalmen .

te

§0,0,2) = o[wamkr 32 o KT B - u)Fiog) . 3 - 1) (3.71)

(0 3wk (@, + a ) (v, = ) Ly, - ) + Clam?]
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Ahora bien, si la ecuacibén (3.71) es en efecto una ecuacién
cinética debe generar las ecuaciones de conservacibn o equivalen
temente, debe reproducir los primeros cinco momentos hidrodin&mi
cos, a continuacién comprobaremos que este es efectivamente el -

caso.

3.5.1. CALCULO DE LOS PRIMEROS MOMENTOS.

Sea <v > el primer momento de §(n,V,t) definido por

<vo> = [§(R,V,2)dv (3.72.a)

sustituyendo 6(1,$,t) de la ecuaci6n (3.71) y haciendo el cambio

. -+ - >
de variable v = v - & obtenemos

© > > -+
<wo> = [ p [mankf]¥/? o™WEKTy = TU-2) - ¥

(1-3m/2KTV {ayy, + @V, Vyddy (3.72.b)

Para evaluar la integral, usamos el resultado del apéndice B, e

cuacibn (B.4) obteniendo

<wo> = p[m/an k1132 (L amkr/m 3% (det 717172 -

>
3/2 3/
2KT/m la,, +a ')cij C ./|det T| (3.73)

~3m/2KTv [ 3/2(2KT/n) "

-
en donde las cij son los elementos de la matriz C que diagonaliza

« -
a I' (ver ap&ndice B, ecuacién B.2). Puesto que el det I'=1 obte-
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nemos finalmente

<vo> = p -(9/2)p (a/;m + am(../\))C‘éj ij- {3.74)

Obsérvese que las CifCmy ecuacién (B.2) depende de los eigen

“+>
valores de I y ésta a su vez depende de 4 y por consiguiente el -

2

producto (“i es proporcional a a®, Entonces como po

m+ami)cij ij
demos ver de (3.74), el primer término nos reproduce el primer mo
mento de la ecuacibén KBG y el éegundo da una correccibn debido a

la aproximacién usada en la seccibén 3.5. Pero esta correccidn es
de orden a2 y por lo tanto muy pequefia, en consecuencia podemos

decir que nuestra aproximacién es buena.

De la misma manera consideremos ahora los tres momentos si-

guientes designados por
¥ - _Z?f' §17,%,4)d5
Substituyendo 6(3}3;t} de la ecuacifn (3.71) tenemos que
B+ o 2 W (5 T 5t
[1- 3m/2kTy (am ta .l v Vm:]c(G + '&?:-m/ZKT; :;(-at) . ;
L1 - m/stv fay + a ) v, v ) (3.75)

52



en donde v = Vv - U; la primera integral se anula ya que la funcién
de distribucibn es cuadrdtica en v, y para evaluar el segundo tér
mino usamos nuevamente la ecuacién (B.4), esto da por resultado.

D= pl-9/2pUlay +a NCCp (3.76)

Obsérvese que el primer término de (3.76) reproduce los tres
giguientes momentos obtenidos de la eucaci6n KBG,ecuéciones (2.33),
y el segundo da la correccién que nuevamente es de orden a? y por
consiguiente menor que la aproximacifn usada en la hip6tesis de
no calentamiento gque empleamos en la seccibén 3.5, con lo que nue
vamente comprobamos que nuestra aproximaci6én nos da un buen re-

sultado.

Ahora para el iltimo de los primeros cinco momentos usamos

<w,y> =_Z?2 6(Z,G,£) dv
Nuevamente substituyendo la ecuacidn (3.71) y usando el cambio de
variable v = V -~ U, vemos que las vﬁnicas integrales diferentes
de cero son ; ‘ . .
wp> = p(m/znmm{z\:z ETG T

T . -+ -+ © - -+
L1~ Sm/2KT (g, +a )V, v JdV + u? - ie-m/?KT v. r(~t) .-V

[1- 3n/oKT lag, * &) Yy v, 1dv} (3.77) -



calculando las integrales Gaussianas obtenemos

.. Cos
<vp> = 3pkT/m + pl - [ 15pKT/m +19/23pl ] (@ * am'”")cu mj

— e (3.78)
éomo podemos cobservar de (3.74), (3.76) y (3.78) nuestré fﬁg
cibn de distribucién en ausencia de calentamiento viscoso nos re
produce los primeros cinco momentos de la ecuacifn KBG con una co
rreccitn. El punto importante es que todas estas correcciones a
los momentos son del orden a? con 10 que podemos concluir que den

tro de nuestra aproximacifén de tiempo de relajaci6n finico la fun

cién de distribuci6n es buena.
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CAPITULO IV

APLICACIONES

4.1. PROPIEDADES TERMODINAMICAS FUERA DE EQUILIBRIO

En este capftulo calcularemos explicitamente algunas propie
dades termodindmicas fuera de equilibrio de nuestro modelo usan~
do la funcién de distribuci6n obtenida en ausencia de calentamien

to, ecuacidbn (3.71).

Primero calcularemos la entropfia de Boltzmann definida como
o0
4,
S(n,2) = -K S4(R,9,4) Log (R0, ) dY .0

en donde K es la constante de Boltzmann,

Como es vdlida la hip6tesis de homogeneidad espacial y esta
mos usando la solucifén de no calentamiento pero existe un gradien
te constante en la velocidad, esta entropfa ser& funcién sélo del
tiempo y del valor de la raz6n de corte. Substituyendo la ecua-

cibn (3.71) tenemos

s{a,¢) = - K og [T (m/amkT) 3/ %] 5 §(%,3, £ d0e

FK/IKT S - T Tt o (- 1) gD & .2

N6tese que la primera integral es el primer momento de la distri
bucién v estd dado por la ecuacidén (3.74). Para evaluar la se-

gundé integral usamos los resultados del apéndice B y obtenemos
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$(3,¢) = So + 8,(d,2) (4.3)

en donde So es la entropfa de equilibrio local y est8 dada por

S0 = - Ko (£og [p(m/2nk) /27 -3/23| (8.4)

Obsérvese que este valor So es constante, ya que las cantidades
de que depende son constantes en nuestra aproximacién de no calen
tamiento. E1 término S,fz,t) es la contribuci6n a la entropfa de
bido a que el sistema se encuentra fuera de equilibrio y en este

caso es

8, (G,2) = 92 oKIv lag, * @l Cij Cing tog[plm/2nk) 2 7- 5723 a.5)

La dependencia temporal de S’ esta implfcitamente en el valor de

> Pre .
C que es la matriz que diagonaliza a I'{-t) (apéndice B) y el pro

+r >
ducto a.C que aparece en la ecuacibn (4.5) se calcula para el ca
so particular de flujo cortante en un plano en el apéndice C re-

sultando ser

) . 2y 22, .2 2
Bla,2) = {a,, + ami)cij Cpj [2+a" " +atls+2°a")1"7]: (4.6)

56



y en este caso podemos escribir S,FZ,I) como

S @8] = 9/2 okrv Bla,t) (572 - tog [PImzkn 2]y 4

Podemos observar que al aumentar 4, aumentard el valor de la con
tribucién fuera de equilibrio a la entropfa, esto significa que
mientras mis lejos estemos de equilibrio, mayor ser& el valor de
la entropfa. Mis afin podemos calcular la produccibn de entropfa

tomando la derivada temporal de la ecuacién (4.3),

dsfa, ¢)/dt = dsﬁ,t)/dt (4.8)

Hay que hacer notar,la producci6n de entropfa debe incluir un tér
mino de flujo de entropfa, Q/T, el cual para nuestro caso parti-
cular de Moléculas de Maxwell es idénticamente cerc, pero en cual

quier otro caso debe ser tomado en cuenta en los célculos (’).

" Ahora bien usando las ecuaciones (4.6) y (4.7) en (4.8) obte

nemos

dS{d,)/dt = 9/2 pk/v dB/de {5/2 - Log Tpim/2nkTI 2} | 4.0)

en donde dg/dt esta dada por

d Bla,2)/dt = ab 12 [1vat (4 + a® £9)/200 b sratiaed?ed) /29y 10
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Para ver mds claramente el comportamiento de la produccién
de entropfa respecto a la raz6n de corte y el tiempo grafiquemos
(4.9) para el Cloro entre 20°C y 100°C que es el intervalo de tem
peratura para el que puede describirse por el potencial de Mol&-
culas.de Maxwell. Puesto que el fluido debe ser diluido, supon-

dremos una densidad reducida, p*, definida por

1)
pxp* o’ “
de 0.1 y donde o es el didmetro de las molé&culas de Cloro y esta

dada por

o= 0774, (4.12)

Tomando 60°C como valor de la temperatura, substituyendo el
valor de la masa del cloro dada por m=5.8332206 x .1.0-'26 Kg, la K

y la frecuencia v dada por la ecuacién (A.23) obtenemos

K' /K dS/dt = 0.2575968 x 10°'0 dB/dt (4.13)

i czcon € Y o0 representando la intensidad

en donde K'es la magnitud de ¢
y el alcance del potencial de Maxwell respectivamente. Fijan-
do el valor de a y variando el tiempo obtenemos las gr&ficas 1,
2 y 3, respectivamente, que representan la produccién de entropfa

por la constante K'/K para el cloro a una temperatura de 60°C.

Como podemos observar, al aumentar el valor de a, aumenta la
produccibn de entropfa, para valores de a=1, esta produccibn es

ya considerable y para a=5 es mucho mayor, esto nos dirfa que con
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forme nos alejamos de equilibrio hay una mayor produccibn de en-
tropiai Es preciso senalar que para algGn valor cée la raz6n de
corte puede haber alguna inestabilidad hidrodin&mica, pero como
hemos mencionado, este no se tomar& en cuenta dentro del contexto

del trabajo, por lo que hemos tomado valores arbitrarios de a.

Por otra parte es importante observar como afin cuando hemos
considerado un proceso isotérmico, el hecho de existir un gradien
te en la velocidad, hace que tengamos un proceso irreversible, -
que se refleja en que la produccién de entropfa es distinta de cero,
y aln més, como podemos ver esta produccibén es una funcibn moné-
tona creciente, lo cual es una comprobacifn de el teorema H y tan

bién exhibe la validez de la hip6tesis de equilibrio local.

Ahora bien, como ya conocemos la funcifn de distribucién en
ausencia de calentamiento podrfamos calcular otros potenciales -
termodinimicos fuera de equilibrio, asf como flujos de masa, de
energfa, etc. Lo que haremos serd calcular la energfa libre de
Helmholtz y comprobar que fuera de equilibrio se conserva la rela
cibn entre la entropfa, la energfa y la energfa libre que existe
en equilibrio local. Para esto usaremos la definicién cinética

de la energfa libre

Fin,t) = fw(1/2 mv? + KT Log §) § dv (4.14)

-00

N6tese que la segunda integral es igual a -S(ﬁ,t)/K, entonces --

substituyendo este valor y usando que la primera integral es el
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quinto momento de la distribucidn y estd dado por la ecuacién -

(3.78) obtenemos

F(R,4) = 1/2m BokT/m + o - 150KT/m lag, + a yv Cp Cpi =

- 972 0 1a it Gy O Cpd KT/ s{a, ) .15

Agrupando té&rminos podemos escribir esta ecuacién como

(4.16)
Flx,t) = E(A,£) - TS (d,2); o

en donde S(Z,tl esta dada por la ecuacibn (4.3) y E(Z,t) es

E(%,2) = eolh) + Ejra;zut’f e*'{?,;

con
4,18.8)
g, (d,1,4) = -3/2 lag, + a Yv C, [SpKT + 3/2 m pUZ) (4.18.5)

£if lm

y corresponden a la densidad de energia en equilibrio local, y la
contribucién a dicha energfa por encontrarse el sistema fuera de

equilibrio respectivamente. Por consiguiente podemos observar -

gue se cumple la relaci6n entre los potenciales termodinémicos

que se satisface en equilibrio local. Es decir, los estados de

3
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no equilibrio inducidos en el sistema son compatibles con la hipé

tesis de equilibrio local.

Vamos a calcular por Gltimo el flujo de energfia libre, que

estd definido cinéticamente como

We = £ (1/2mvE o KT 2og (R,5,2)) (R, 5,40 U (4.19)

Para evaluar el primer término substitufmos la ecuacibn (3.72) y
-+ -+ -+
haciendo el cambio de variable V = v - u obtenemos

o« 3 N - .
IS s w3 w32 MK S e Ly

A+
{1 - 3m/2KTv(a£m + amé) v vm}dv (4.20)
desarrollando el binomio y evaluando las integrales tenemos:

0 ! *
-

- |
+ W p- 9/2 p(a.'(.'m + am)/v CLj ij.:] (4.21)

Para evaluar el segundo término substituimos el Logf{ y obtenemocs

T R 32 T, o
oj;v § Log § d¥ = og [Pim/znkT)*/ ] Jvfdv - (4.22)

oo.*"' + e ) e
-m/zxr_ivw - U)o r(-2) o (V- E;g dv
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La primera integral de (4.22) es el segundo momento de la distri
buci6én dado por la ecuacifn (3.76) y para evaluar la segunda in-

tegral usamos el resultado del apéndice B y tenemos

7§ tog § & -[oll = 9/2 ot lay, + a Yv Csj ijjtog]:p(mlzr»tkf)f_/ﬂzjig

e e

- m/2KT [ 3/2 oUKT/m - 45/4 oUfv la,, + “m’ci.j Cpj KT/m i

“.23)

Por (ltimo substituyendo (4.21) y (4.23) en (4.19) tenemos

1
Y - ueol®) - Tsow ule, A1) - TS, 07
(4.24)
en donde So y S; estén dadas por (4.4) y (4.5) respectivamente y

€o Y € est&n dadas por (4.18.a -~ b).

Finalmente s6lo mencionaremos que una vez conocida la funcién
de distribucidn podemos conocer, en principio, otras propiedades
irreversibles del sistema como son los flujos y también, por ejem
plo, pueden calcularse y comprobarse las relaciones de Onsager,

0 su generalizacibén si el sistema estl més lejos de equilibrio.

Sin embargo esto estd fuera del alcance de este trabajo y s6lo he
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mos calculado la entropia, la energia libre y el flujo de energfa

como ilustracifn de la aplicabilidad de nuestro modelo.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

Como hemos visto en la seccibn correspondiente, el modele em
pleado dentro de este estudio es sencillo, y algunas de sus hipG-
tesis, como la de homogeneidad espacial, bastante restrictivas. -
8in embargo a pesar de esto no estd tan alejado de la realidad co
mo pudiera pensarse: ya se ha mencionado que el cloro en un inter
valo entre 20°C y 100°C puede describirse mediante el potencial de
moléculas de Maxwell y esto nos ha permitido obtener resultados y
hacer cdlculos como el de la produccién de entropfa lo cual mues-
tra su utilidad préctica al calcular propiedades fuera de equili-
brio.

Por otra parte, debe mencionarse que este modelo tiene otras
restriccioneé, gque provienen del hecho de que no podemes suponer
que estamos muy lejos de equilibrio local, ya que es dentro de es
te intervalo donde es v&lida la aproximacibn KBG y las hip6tesis
que hemos usado, pero esto no necesariamente significa que este-

mos cerca de equilibrio.

Ademis es importante decir, que las dificultades para encon-
trar una solucifn exacta pueden, en principio, ser salvadas, y €ése
es un punto en el que puede continuarse este trabajo. Afin mds de-
bemos enfatizar que el hacer una aproximacién de no calentamiento
inducida por las dificultades para encontrar una solucidn exacta,

nos restringif en el rango de validez de la solucifn perc no nos
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limit6, en el sentido de que aln asf nos encontramos con un proble
ma fuera de equilibrio, producido por la existencia de un gradien-
te en la velocidad, el cual adem8s de sacar al sistema de equili-
brio es en cierta forma una medida de que tan lejos de dicho equi-

librio nos encontramos.

Por ﬂltimo‘queremos enfatizar el que alin con un modelo nuy sen
cillo, hemos podido obtener una expresién para la funcibn de distri
bucién en la aproximaciSn de no calentamiento y esta nos ha permiti
do calcular propiedades especfificas fuera de equilibrio como son la
entropfa y la energfa lbire de Helmholtz y todavia mds nos ha per-
mitido comprobar que la relacifn entre potenciales se sigue conser

‘vando afin fuera de equilibrio, de igual manera que el encontrar que
la produccifn de entropfa es positiva y aumenta conforme transcurre
el tiempo, lo cual nos muestra que este modelo permite obtener re-

sultados explicitos.
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APENDICE A
CALCULO DE v PARA MOLECULAS DE MAXWELL

De la ecuacibn (2.66) tenemos que v esta dada por

' v(v) = ffo goda d\?, ’ (a.1)

en donde 5 es la velocidad relativa. Escribiendo la seccibn dife-
rencial tranversal de colisifn, o, y la diferencial de dngulo s6li

do, df2, en funcibn de el par&metro de impacto, &, tenemos
J .
w(V) s - M fo FSdS dV, B2,
Ahora bien, del problema de dispersifn de Rutherford sabemos

que la ecuacién de la 6rbita para un potencial centra U(xr) esta -

dada por

dn/da = /S (18 (2 uin) fgPua? - 4177 | a3 i

en donde u = ml.’m,/ml.'»m, es la masa reducida y (a,4) son las coordenadas .
polares relativas de la partfcula 4 que incide sobre la partfcula blan

co 1 segln se muestra en la figura A.l.
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como (ao,ho) son las Coordenadas ge

el punto de m&ximo acercamien-
to se cumple que

dro/dt = ¢

@ ©
Q0 = Sdufdh gy - S S/n dn (42
De la figura A.l

+ S ve gue ¢

tivos por 1o que se cumple

Ol - 20007 Jg, SCAHT - 2 a2
e . A0 R ..

Supongamos que U(r) - K/n" en donde K=cte,
bio de variable 4 =

X§ (A.6) se reescribe como

=1 -2rdyx 42 . 2K/ug? " §")71 77172

Si ademgs definimos

-y

l
Y \“‘/»\5‘5") ‘

entonces
dy =2 (gl s g g

Y Multiplicando POr g se obtiene

2U(n) /g%y A2 _ s2)-172

(a.4)

(A.5)

oY el &ngulo ge dispersién ¢ son rela

- st/ @)

Haciendo el cam-

W)

(A.8)
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g8ds - 12 (zK/u,Z/n 1-4/n dy 1)

De esta ecuacifn es evidente que para que g4dé no dependa explici
tamente* de g debe cumplirse que n = 4, lo que nos define un poten_

cial de Maxwell, es decir con esto

A.10)
gSds=1/2 (_zx/u)'” dy{ .29
uln) = k2% (A.10) |

Ahora, para calcular explicitamente el valor de v para molé-

culas de Maxwell, en la ecuacifn (A.6) substituimos (A.11)

g=1 -2 den[n -ZK/Q ] .12)

Haciendo el cambio de variable 4 = x4 y usando la definicibn

vt = st gtk |
tenemos

P ) (B 14)

e"““d"B'AHx+B)]”2 : !
ax0

en donde ) A I/é 1 “/;: ,/y2’1/2 | (A.l‘.'».o);
;
B=-1/2 + (1/4 + 1749)'/* (A.15.b)
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Integrando la ecuacifén (A.14) tenemos

\n- bz = 1727 Fane sen[22/2+200 172, goygag/?y  A8)
en donde F es una funcibn elipticay z = {1 + 4/y2)$'. 8i ahora -
tomamos el lfimite cuando 4, »®™ F + 1, esto implica que

(m- b2 = a77/2 @27
Substituyendo z y tomando diferenciales obtenemos

dgs -6t (u-a) [lant? - (o)t @AY

si ahora substituimos la ecuacibn (A.16) en (A.10) obtenemos

— )
gsdS = - (2w % sent (n o) Tiem? - (w01 W OV

y substituyendo esta ecuacién en (A.2)

o e
viv) =64 ™ {28/ U)’/? £ {m-8) [ { 211)4 -n-8)4] d8 £ fo 4o ‘-’
{A.20)

Para evaluar esta expresibn es necesario evaluar las integrales -
sobre 8 y sobre v. La primera integral se calcula haciendo dos -

cambios de variable, primero x = Il - 0 y después x2 = az sen ® con
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a = 2. Esto da

IHZ/Z

* : d¢[:a6 cod 24):]-, fo dv, (A.21)

5 aZ (ZK/u)]/Z !
o -

vlv) = 327

e integrando obtenemos finalmente

v(V) = 0,51630 (Zk/ull/z p (A.22)

en donde hemos identificado p = fﬁod?. Como Y = M,m,/M,+m’ y en -
nuestro modelo las particulas son idénticas e indistinguibles, --
¥ = m/2; usando la definicibn (2.66), K =eao4. Substituyendo estos

valores en (A.22) obtenemos finalmente

v {(V)=0.5163 1 (4 eo/m)”Z 02' p=v (A.23)

<>
Nétese que como p, g, €, m son constantes v no depende de v y es

constante.
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APENDICE B

INTEGRALES GAUSSIANAS MULTIDIMENSIONALES™

El objeto de este apéndice es evaluar integrales del tipo

Jz5eer exp ( - b 2 Gen ) d'n (8.1)

>
«n donde G es una matriz simétrica de n x n y b una constante po

;itiva.

s £ 24
Puesto que G es simétrica existe una matriz ortogonal C tal

<+ - > Exd .
ue C'.G.C = A, en donde A es diagonal y Af es el j-ésimo eigen-

e . e > > >
~alor de G. Definamos al vector u porx = (C,u., Entonces

2 (8.2)

P TR (LA LY Rl L M Usb j_mj u

o F n- ;
y como C es ortogonal, d"% = d"i. En consecuencia, de esta transg

formacifn se sigue que

-bx . u; . =
-;C exp |{ juj)du.

7= ¥ §

j=1

o [ﬂf'b?\j]'/z - 6] Ay ageeer ) 1 (8.3)

n +
pero como 1 A - |G|, finalmente obtenemos
A B.4
W26t o

J=[n/b7]

*0tho tipo de integrales gaussianas multidimendionales se caleulan en fa nefe
neneda 7
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APERDICE €
CALCULO EXPLICITO DEL FACTOR (g, *+ @) i5ni

En este apéndice encontraremos una expresifn explicita para
IC

ecuaciones (3.74, 3.76, 3.78, 4.5, 4.18.,a - b) para el caso par-

C ., que aparece en las

~rvl + .
el factor de correccibn (a. a i Cmj

Am m<
ticular de un flujo cortante plano definido por‘z = aaizaj,. Pa~-
ra esto debemos tener en cuenta que los elementos Cij pertenecen

a la matriz que diagonaliza a F(-2) (ver apéndice B, ecuacibn B.2),

@
por consiguiente debemos calcular primero A(-t) y dESpués“?( -1)

Substituyendo‘z = a8,.,8,, en la ecuacién (3.44) obtenemos

(-2) ta

L2741
' (C. 1)
10 ,
Moy " Laa 1) |
y usando esta ecuacibn en (3,55) tenemos que
¢ (zu_? a2 ta, (c.2)
’ N

i

aAhora bien, como Cij
>
za a P(_t,entonces se cumple gque

son los elementos de la matriz que diagonali

T e “ o (c.3)
'E.r(_u, C= Al

-~
en donde A son los eigenvalores de F(_t,y estén definidos por

- \ S
It gy - ATl 0 (c.4)
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Resolviendo esta ecuacibn obtenemos

Aox 1wtz e a (14 2ldtis ) 12 (C. 5. a)

A2-1+t a/2~t.a(l+t a/4)’/2 (c.5.b)

Py
Por otra parte los elementos de C se obtienen desarrollando

(C.3) lo que nos da el sistema

2 (C. 6.4
c g, {1+ thal) + 2 Cjp €y ta? Cyp = M
~ )+ ¢y)C - {C.6.6)
¢y €p t1tlal) + 2 a ‘Cu zz*crz 21 22 = 0
7 2 . |
Cpy Cpp (1#2°a°) + 2allyy Cpp + Cpp Gy * €y Cgp = @ (c.6.¢)
2 2
¢ (ru: a?) + 2 Cratag 44+ € 29 * My (C.6.d)

Como las ecuaciones (C.6.b) y (C.6.c) son iguales, esto implica
que tenemos tres ecuaciones y cuatro incognitas, por lo que tene

mos un valor libre. Si arbitrariamente fijamos

Cpp = 0 {c.7.al

resolviendo el sistema (C.6) se tiene que
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” " (c'7ob)
C”- sta [a (+ tZaL) 7 1/2

. {C.7.¢
Cig7 [y (1422d8) =19 172 I
= ’ (c.7.d) .
Co= A, {I+/t2a2)] 1/2 / e ’_,

§i ahora desarrollamos (a, ., ami.,ci.j ij tomando en cuenta

que 2" atsudj, y que C22=0 tenemos ‘

(C.8)!

Vg * ap) Cij Cnj = 28 Cpj Caj !

y por ltimo substituyendo (C.7.b - ¢) y (C.5.a - b) obtenemos

=-a21[2+a212+4‘,a(4+4‘_2a2) ’/z:l {c.9) -

(@i * Ane! Cij Cnj

que es la expresibn explicita para el factor de correccidn.
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