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INTRODUCCION

En Los dftimos cuarenta afcs el tema de degenera-
edbn accddental de niveles de enengia en sis8temas cufinticosd
ha s4do ampliamente discutido y estudiado en el dmbito de fLa
fisica y Las matemdticas, obteniéndose nesulitados de gran
utilidad que han favornecido ampliamente nuestro entendimien-
to de Ca Matunraleza.

Al hablar de fas Ldeas §Lsdicas Lnvoluchadas en ef
Tema de Degenernacidn, no pueden ofvidarse Los métodes mate-
méticos que permditen £a obtencifn de Los nesultados con una
helativa sencillez, Especificamente me refleno a fa Teoria
de grupos que es un insthumento muy Amportante en la fisdlca
principalmente porque nos peamite entendern fa degeneracdén
en Lods ndveles de enengla de un sistema fisdce en téxaminos
de Las propiedades de simetria que poseen sus (nteraccionesd.
Estas propiedades de simeiria dan fugar a un conjunto comple-
to de observables que conmutan, Los cuafes se {dentifican
como cantidades que se conservan en el sistema y asl permi-
ten establecenr neglas de seleccidn para Las transiciones,
esquemas de decaimiento y reacclones.

‘ En este trabajo me proponge nesolver con ayuda de
La Teorla de grupos, La degeneracifn accddental que en pre-
sencia de campos magnéticos débiles (campos con Lntensidades
obtenibles en Laboratornio) exddten en un dL4tema fLsico que

e4 precisamente el oscilador ammbnico.



Para Lognran mL propésito es necesardio encontrar ef
grupo de sLmetaia causante de La degenexracidn, cen esta idea
en mente y para mayor claridad el paimer capltule de Ca tesis
thata sobre teonia de grupos, las caracternisticas generales
y algunas aplicaciones en mecdnica cudntica. Con ayuda de
este phimen capltulo send mds fdcil entenden Los procedos y
métodos que se utilfizan en Los capiltulos posteniores.

En el capitulo 2 nesolfvené el problema del oscila-
dor en coondenadas cilindricas, £a nazén de usan cstas coon-
denadas es que La dendlvacibn del grupo y La foama de Los ge-
neradores es mds sencifla, en comparacdbén al caso de coorde-
nadas es férnicas, ef cual se expondrd en el capitulo 3 y que
son ent £as que iradiclfonalmente se trabaja Los problemas que
suponen Aimetaio esfénica,

En ambos capitulos (2 y 3) obtendré Los generado-
nes del grupo de simetrnia., Finalmente concluiné presdentan-
do comentarios acerca de Los nesulfados obtenidos.

Cabe mencionar que el problema de degeneracibn ac-
cidental en ef efecte Zeeman y 4su grupe de simeitrfa, aunque
helativamente dencillo nunca antes ful resucelto, no obstante

La impontancia de Los nesultados,



CAPITULO 1

ELEMENTOS DE TEORIA DE GRUPOS VY SU RELACION
CON LA MECANICA CUANTICA

EL avance de fLa Fisica en Los dLtimos siglos e
ha visto ampliamente favorecido pon La explonacibén del uni-
venso a través de Los métodos ‘matemdticos, es decdin, £a des-
endpedibn de Los fenbmenos §{s.icos por medio de modelos o¢
teonias matemdtica s que facifitan su entendimiento y su des-
eripedbn, Una de estas teorias, es La Teonla de Grupos que
provee de un €enguaje matemdtico preciso para La expresidn
de tas simetnias y La discusibn de La clasificacibn, dege-
neracdln y mezela de estados de sistemas cudnticos.

MEs adelante, se discutind explicitamenie La es-
thecha nefacidn que guardan £a Mecdnica Cufiniica y La Teornia
de Grupos. Teniendo en mente este propfsito se revisaran
brevemente algunos conceptos elementales de Teornla de Grupos,

Un Grupo es ef conjunto de efementos A,B,C,...
para Lod cuales estd defindida una Ley de composicién LLamada
"multiplicacidn” que especifica univocamente para cada paxr
de elementos del grupo su producto que también es elemento
del grupo. Ademds, cumple con Los siguientes paAfutadoA:

4) la Ley Asociativa, Li.e (AB)C = A(BC)
£4) Exdstencda de un elemento Ldentidad E, dndico taﬂh&ue EA=A.
{44} Dado A exdste A—’(invaa¢o) tal que VL ‘*tt
Aquellos grupos para Los cuafes se cumple Ea“paoir

piedad conmutativa se LLaman abelianos.



En Anditméitica, Geometnfa, Algebra ¢y Andlisis se
encuentra una gran cantidad.de efemplos de grupos. Loy cua-
trno ndmenos complejos 1, 4,-1,-4, forman un grupo bajo La
operacion de muliiplicacibn ondinandia de ndmenos complejos,
Se debe enfatizar Ain embargo, que fa openacdbn no necesdta
danse explicitamente. EL grupo puede especdficarse comple-
tamente pon su tabla de muﬂtipllcaci6n. Como (Lustrnacidn se
consddena al grupo 03 de seds eéementOA cuyya tabla es:

A B C. D F

E
E} E A B C D F
Al A E D F B-C
Bl B F E D C A
¢ty ¢ P F E A B
P} 9 C A B F E
FI F 8 ¢C A E 0

1

! ’ c=C" ’

donde E ¢4 et elemento £dentidad y A = A™', BB’
07 er g b

!

=0, ademds AB # BA bon Lo que no eé& unh grupe abe-
Liano. Las nelaciones que existen entrne Los miembros de un
grupo . han dado Lugan a una serdie de conceptos come subgrupo,
clase, y subgrupo Lnvardiante que e dan a continuacifn:

S¢ un subconfunto H del grupo G sati{sface Los pos-
tulados de grupo, se dice que H es un subgrupe de G.

Se degine una clase de equivalencia como af con-
junto de efementos de un ghupe que Aon confugados entre s4.
"A y B elemntos de G se LEaman confugados 4.0 existe un elemen-

to R en G £al que B = RAR™',



En un subgrupo abefiano cada efemento constituye
una clase del grupo.

En ef grupo D, Las clases que exdsten son C;Jd
¢ :’ A.5,¢,) ¢, : fu, F.J  Sé un subgrupo H de G contiene
clases completas de G como Aenda H:{ E,D.F} que contiene a
CI y C3 s¢ LLama subgrupo Lnvardiante de G.

Dos grupos G: EA’,AZ,...} y G: {A],Az...} son Ls0-
moificos cuando se puede establecer una correspondencia
blunivoca entre sus atemgﬁtaé A, +—~+Kz taf que se cumple &a
propiedad AL Aj+—+Ai A;. -

Un grupo isomonfico a Dy se obtiene consddenando
Las operaciones que defan ({nafterada La ondentacibn espaciaf

de un txidngulo equifdteno. Estas opernacdones son:

1
p

3

gﬂ

operacifn Ldentidad,

p |

B, T neflexiones del trnidnguto en Las Eineas fijas, ,

hespectdivamente,

<34

R F notaciones def trnidngulo en su plano, alrededorn def cen-
to por 1TU3 y-2IV8 nespectivamente. Estas operaciones §orman
un grupo G bajo £a correspondencda FEE, AeA, BB, (0
DEHD  Fe, asl G y G son Lsomonficas, Si La cornespondencia
es multipte ¢ unidiﬂeccionaz {A{‘ Atz,...j—)A tat que

A.L'j Ajz-—? -A.LXJ ¢ dice que G es Homombrfico sobnre G. Ef gru-



po Dy es homombnfico al ghupe ciclico C,: I E, 5}5 G bajo la
connebpondencia{E, D, F]——-&f y {A, B, C]—PK.

Dado un grupo G: iE, A, B,...! una repnesentacidn
de G es un grupo de matnices G: ZD(A), DE), o(s),...} tab
que G es homonfico sobre G. Entonces existe una cornespon-
dencia A—»D(A} y La conddieibn DIA)D(B}=D{AB) queda satisfe-
cha para cualqudier par de elementos del grupe. Si elementos
difenentes son hepresentados por matrndces diferentes enton-
ces G—»G es un LsomanfiAamo.

Como ejemplo de una representacidn del grupo 03

tenemos al confunio de matnices:

L 0
pE)= am=[° 4
c i 41 0
pw={* °) D=4 4
- -4 \°0 4
Y b= | ° (1.1)
i1 0 -4 -1 '
ya que satisfacen
D(A)D(8) = D(48)=D(p)

y Lo mismo sucede para cualesquiena de Los elementos del
grupo,

Varias clases de nrepresentaciones son importantes,
La nepresentacibn trnivial o J(dentidad es aquella en que cada
uno de Loh elementos es nrepresentado pon La matrdiz Adentidad.

Una hepresentacibn se dice que es fiel a4 La connespondencia



ghupo <> nepresentacibn es un Lsomonfismo. Lla representacdén
(T.1) de D, es ficl, mientras que la trivial no Lo es.
Una nepresentacién D de un grupo G es unditaria

84 satisface La condicibn

D¥(R) D(R)=L VRe G

dﬁnde 2" (R) o4 fa matniz henmitiana confugada de 0 (R), Es-
te tipo de nepresentacdones son muy {mpontantes en meednica
cudniica como vernemod més adelante.

Dadas dos nrepresentaciones DI (R} y DZ(R) de G
condtaruimos otra napnebentacién{(&(R)j de G cuyas mathices

DT Y DZ son suma directa, es decin

ReG

Una nrepresentacidn ED(RI} para £a cual no existe
afguna transformacidn de semejanza que de a todos £Las matni-
ces DIR} una forma de suma dinecta de matrdices e dice que
es Laneduciblfe. En cambio una xepredentacitn como A(R) es
heducible y su descomposicidn en forma de suma dinecta de
nepresentaciones frrneducibfes es dnica, hasta una fransforn-
macLén de semejanza,

Dos representacdones D’(R) Y DZ(R), se dice que

son equivalentes 34 exfste una matrizr M no singulan tal quet

D¥(RY = MDR)M™ ¥Re 6



Se presentan a continuacidn algunos teoremas de
representaciones (rreducibfes unitarnias.

EL fema de Schun: S4 una matafiz conmuia con todas
Las matnices de una nepresentactdn fnhreducible unitania de
dimensibn findita de un gaupe, taf matniz debe Aen una matniz

eacaﬁan(23l

AsL también dada unra cienta nephresentacddn {nnce-
ducible DIR) se puede demostrnan que s6L0 matnices escalanes
conmutan con ella.

EL segundo teoueha es ef de fLa ontogonalidad pana
Los elementos de £as matrices de una representacdidn Laredu-
cible unitandia de dimensibn ginita, Sean {DCG!R)K y {D(ﬂ(R@
dos representacdiones inneducibles unitarnias def grupo finito

G, con dimendidn Kl,...ﬂz, hespectivamente. Si Las rephre-

sentaciones no don equivalentes
4 ¢
5 Du 3 8) D (R)=0

donde fas D(fj(R) son Las C neprnesentaciones {nneducibles
Anequivalentes y unitanias de un grupe f4inito G, (f=1,2,...c)
yzj ed £a dimensifin de D(j) {R}. Se ztiene ademds que £a suma
de Los cuadnados de Las dimensiones de todas fad nepheseptacdo-
nes inneducibles inequivaflentes de un ghupo finito es ({guak

al onden ded gnupo

f—, A= g

Otno conecepto de mucha utilidad e imporntancia den-
iho de La teoria de grupos es el de caractencs de una nepre-

sentacibn. Dada una hephresentacidn {D(R)} de dimensi6n £ de



un gaupo finito de G, La traza de La matniz P{R) se &Lama fa
caractenistica de R y se indica con X{R]). EL conjunts de
g ndmenos { X(A,),...,X(Ag)} se Lfama el canfeten de La re-
presentacidn y este concepto tiene propiedades importantes
como:
L) Dos nepresentaciones equivalentes de un grupo Ltienen
el mismo cardeten.
{4} Los elementos de un grupo que pertenccen a ta misma cla-
de tlenen La misma caractfenlstdica.

EL cardceten de una representacifn es, por tanto
una duncdfn de clases. S84 ef grupo Liene k clases C,,...Ck
fa caractenistica de £a clase Cp: X(Cp} Xp. EE canfetexr
asociado a una representacibn inteducible D! se flama cande-

ter simple. Los cardeteres simples satisfacen £a nelacidn

de antogona?édad’
) (J)*
ZH -l/fd Vr/g 1 ﬂ’ (1.2)

donde gp 24 e ndmero de efementos que tiene La clase p &8ima

¥y g es el orxden del grupo.

La ecuacddn (1.2), 84 considenamos a Los k ndmenos

complejos {“ 49 Zzw 95/9 ,(J) W47 % Ig?coma fas compo-

nentes de un vector, nos indica que

cz i {1.3)

donde ¢ es el nfimero de neprnesentacdiones Anheducibles y k
es el ndmeno de clases, Mds adefante venemns que h<€ e
Lo que Lmplica R = c. )

Las matrices de una representacdidn rneducdble IA(R&



de un grupo, pueden LLevarse por medio de una transfoamacidn

de semefanza M a La forma de suma directa come digues

Bao)
DG%: DUDGQ 0

ey

MA(R)W;:A@: (1.4}

O "

o4}

]

"donde Las matrices Laneducibles {R) pueden hepedinse
varias veces digamos a, veces. S{ drnotamos x,,xz,... Xk
al cardeten de £a aepneaentaci6n§yﬁh(k)] , tomandeo La traza

de La ecuacidn mathicial |1.4) se obtiene

3 L0
X(-_—,,-gdd)((: ) (-.:.' :'JZ...-K (1.5}

EL nimeno de veces que aparece fa xephedentacddn
drneducdble §, pueden detexminanse utilizando {1.5) y £a

relacidn de ortogonalidad entrne £o4 cardetenes simpies i.e.

K (i) & |
' (IJ‘z‘;__gf@Xﬁ f : f=-”121~-~j/‘f {1.6)
. -y

Ura nepresdentacdibn de gran utilidad ¢s £a €Lamada
nepresentacibn regular que estd formada pon matrices D(Ak)
de dimensifn {gual al orden del grupo que satisfacen La con-
dicidn

Duy (B)=dthy A, A0); ppic=2...g  con

/st Az 8
Jcme)= {as;'/}gg

y ocurne pana cualquier A que

| 5 Ak E
ﬂ/lﬂ(#.&): 0 Pidé



¥ ya que el elemente {dentidad E es una cfase del grupo C,:i'Ez el
cardeten de La representacibn negular esitd dado por
X1=g,XZ=X3=.. Xk=0.

EL ndmeno de veces que La nrepresentacibn regufan
contlene a La nepresentacidn Linneducible D(f) es “j esatd da-
do por a; = X,(j).= X(j)‘(E) (Ven ecuacdién (1.86}) y puesito
que ef ¢lLemento [dentidad queda nepresentado por La matriz
unidad te tiene que afetj que e@ La dimensifn de La hepre-
sentacdln U(j).

Se concluye que La nepresentacifn negular puede
Llevarse o una foama expllcitamente hreducida en £a cual
aparecen todas Las hepredentaciones inreducibles y ademds
cada matriz Dtj, de dimensibn £j, aparece hepetida £ veces.'.
La suma del cuadrado de Las dimensiones de todas Las hephre-
sentaciones Linneducibles es L{gual a La dimensidn de La ne-
‘paebehiacidn negular, La cual es {gual al orden def ghrupo
como s¢ vid anterionmente, Ademds del teonrema de ontogona-

Lidad de Los canactenes simples dado en La ecuacibn (1.2}

se tiene otha nelacdén dada pon
S ¢ ¥ |
z V?{’/7 X‘DJ)Vg,o/g Xor= O{ﬂ{ﬂ' {1.7)
i |

Esta nefacidn nos dice que 44 Los c nidmenos com-

PﬂeJ'M) gf/g, Xé)‘_, S \f:g;/?)(/fc)_} se consddenran como £as

componenies de un vecton Z(p) entonces fLos k uactoncb_;(l),

......g‘h7, son mutuamente orgfogonales en un edpacdo vecto-



e

nial de dimensdién c, se sdigue entonces que k = ¢ y comparan-
do con £a ccuacifn (I.3) se concluye que k=c. <.e. e ndme-
ho de R.I. es {gual af nimeno de clases de un grupo.

ina tabla de caractenes de un grupo f4nito es una
tabla numérdica de hxk, en fa cual aparecen fas componentes
de £os caractenes simples def grupo, 20s ndmenos en cada
nenglén de La tabla son Las componentes de un caracter sim-
ple del ghrupo.

Los dos teonemas de orntogonalidad (1.2) ¢y (1.7)
permiten £a construceifn de fa tabla de caractenes, Lmpondien-
do (en caso de ambigliedad) que Los nesultados obtenidos sean
condldfentes con La fabla de multiplicacibn del ghrupo, pohr

efemplo £a tabla de carnactenes sdimples de Dy es:

F1/clases 5E} {A,B,CZ iD:Ff

j:l L% i i
j:z i “i A—
j:B 2 0 ~4

EL pnodﬁcta dinecto de dos nepresentacioned {rne-
ducibfes de un g&upo{D(’)(R)} Y { D(Z)(R)§ de dimens{dn
£, y zz hespeetivamente se¢ exphesa come ed producto directo
de Las mataices D"’(R) X D(z)(R) y este conjunto de matnd-
ces constituyen una hepresentacddn del mismo ghupo que Ae
L2ama phroducto de Knonecke&(za).

La caractenistica del elemento R en La nephesen-

tacibn de Kronechen es
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d
Kw=5 £ DO RRC AL L Z D DFR=XOX)

L3 e

Hasta ahona hemos tratado con grupod finitos, es
decir grupos que condisten de un ndmerc findito de elementos.

La simetnia en muchos sistemas f{sicos eatd dada
poi gaupos Linfindtos mfA que por ghupod finditos, como pea
efemplo el hamiftoniano de un e¢lfectnén en un campo central
que e Lnvariante bajo cualquier rnotacdén., Pon Lo tante a
continuacdln mencdionare algunos nresultados de La teoria de
hepresentaciones de ghupos con un ndmero {nfindite de ele-
mentes. Estos son genernalizaciones de fos teoremas discu-
tidvs anterndonmente, para ghupos finites, en La mayoria de
Los casos es suficiente sustituirn La sumad finitas (Z)
dobre el grupe por una suma {nfinita o integral,

Los grupos 4infinitos pueden sex discretes o con-
tinuos. Un grupo discreto es por efemplo el conjunto de

Las thansformaciones {traslaclones) de £a forma

KnIXI=X+n
donde n es un entero, ademfs un pardmetro e suficiente pa-
ra nombran Los elementos. Un ghupo se dice eentinuo 84 una
condicidn de cercanfa se impone en Los efementos de ta va-
riedad def grupo. Como ejemplo danemos el grupo de thans-

formaciones

K=ax+b
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donde ¢ ¢y b vandan de menos infinito a mds Lnfinito y se di-
ce que consdtituyen un grupo continuo de dos pardmetros.

En un grupo contlnuo de n pandmetnos fos elemen-
tos estdn caractenizados por h pandmetnos reales que vanifan
continuamente. Las Lransformaciones en un espaclo de con-

fLogunaciones de n dimensdiones podrdn escribinse conio:

(0= Fi(hty 3 Xy i) Gm oo

pata tos cuales £as §, son funciones anallfticas de Los n
parfmetros. ARgunos ejemplos de Los grupos de Lie son Las
sdguientes. EL grupo de notaciones en dos dimensiones,
Consideremos Las transfornmaciones Lineales de fLa goama
LA=aix+dzy
y'=a3x+a#Y

‘que defa Lnvaniante x2+v2, entonces:

K12y yli (00X 10:7) (5K +85Y)'= X4 1

A%paf 1 airdf=4 Wit dsdy=0

Los cuatro pardmetnos Ay, Gy, Q3 4 Gy edtén sufe-
108 a thes nelaciones funcionafes asi que lenemod un grupo
de un pandmetnro.

Esate ghupo puede considerarse constitudlde por no-
taclones alnededon def efe 7, entonmces su parametrizacién

puede escribirse come algue
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(= xong-y sug (1.8)
y’: xseu/+/m/ aé/_fzvr

EL ghupo es abeliano ya que el Angulo correspon-
diente al nesultado de dos transformaciones sucesivas es fa
duma de Los dngulos de Las dos transfoamaciones. UDe tal
manena que iiene dnicamente nepnehntaci,onu imedqcibtu
unidimensionales. S{ X(¢9) es el canfcten (representaciones)
de £a rotacifn a través de un dngulo @, entonces se debe
tener que |

X(g) 2(P)=X (B +f) -

Xizm)= 2= (1.10)

De Las relaciones antendiones se concluye que Las hrepresen-
tacioned son . f
' P
Yo =e

(1.11)

donde
m= 0 ""/},2/

Pada una 6unc4.6n de onda y’({,y,?.) , una ho-
; 1,0
tacibn finita alrededon de I nos LeLeva de 9”(«(’,)9'2)“75&("/7!*3)
con X', V" dadas por (1.8). S4i se heafdiza una notfacifn Lin-

ginitisimal alrededon de I es decin ec. [1.8) 20 y send~ea
entonces WX, Y, 2) —> Yxrey) Y-€X), Z)

z YOy e(rg-x5) Y42

Asf en La trhansfonmacdbn se obtiene el operadorn Lnfindiesdi-

mal de rotaciones nrespecto a I dado pon
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-y 2
1.3==",§ay' 7 ox

Otno ejemplo eb el grupo ontogonal en trhes dimen-
siones 0{3) que estd formado por Las Lransformaciones Linea-

2+22. Esta condicibén de inva-

Les que dejan dinvaniante x2+v
niancia <impome sus condiciones sobre Los nueve pardmetnos,
ASL tenemos un grupo de thes pandmethos y para revisdanr sus
represdentaciones recurnimos af grupo de notaciones axiales
de tres dimensiones.

Aunque las notaciones find{tas se componian en
forma diferente, es bien conocido que Las rotaciones Lnfi-

nitesimates sc suman vectoriafmenie, entonces un operadon

de notacidn infinitesimal alnededon del eje‘7 esd dado pon
— A A
In=ALL+mly+nte

donde (£,m,n} son Los cosencs directores def eje Q’y Lx,
Ly, Lz son tas componentes del momento angufan alrededon de
Los ejes X, ¥, I nespectivamente. Ademds puede demosinanse
éue una notacibn finita de un dngulo 0 alrededon del efe
puede escaibinse asd
Ren= <y

con La intenpretacifn Lgual del openradon exponenc¢a£(14’

Los opernadores infinitesimales de hotacibn Lx,'tg
g'?l satisfacen Las nelacionts de conmutaci6nI't},'Ty] =
i Tz 84 A =1 y Los obtendidos por permutacibn clclica de
{oa indices. A este confunto de openadones se fLes LLama

genenadones det afgebra de Lie de 0(3) L.e. def grupo de
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thans formaciones Anfinditesimales de rotacifn en tres dimen-
siones en La vecindad ded elemento {idéntidad,

AsL, denotamos pon giw a Las edlgenfunciones de

2,2, .1

L ’Lx*Ly

vamente, edtas funciones bajo Las operaciones de rotacibn

*Lg y LZ cuyos edgenvalones son £{8+1) y m respectdi-

finita R = e'&g("'T) dandn Lugar a su vez a edigenfunciones

-{0 (7. T) 2 (141.

conmuia con L

de Lz pues e Peno este hecho

RO ocunre con Lz en genenal de modo que Rq%m es una combina-

edbn Lineal de estas, o sea

KWM:%’ (]’MI/C’QM.Z)/f”)%"’" (1.12)

Utitizando &a parametnizacién de Los dngulos de Euler una ho-
tacidn anbitnania R puede expredanse como el producte de fLas

hotacdones

'c'o(z .cal "
/Q=/eofﬂ,o/?,=e tenelnz (1.13)

donde o da La notacidn alrededon del ejfe 2,/5 alrededon
del eje y g Y alrededon del eje z.
A través de La ecuacidn ([.13] podemos representan

La ee. (1.12) como sdgue:

Rbin = & D ot ) !
donde

Dy (xgy)=¢ Tt €

dmn = (0 1€*B1/ 1)
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EL andlisis antendion muestra que Cas Dﬁ.m

presentacdbn de dimensidn {2L+1} ded gaupo 0(3) de rotaciones

consti{tuyeir una re=

y utifizando La foxrma explLceita de Las Uﬁ,m (adgt) y ef Lema
de Schun s8¢ puede demostran que e¢s una R. T,
. . L
Estas nepresentaciores matriciales D, logpy ) de
0(3) satisfacen Las propiedades de ortonormalidad andfogas a

aquellos pra grupos §inifos como

3 Dﬁ-ﬁ () D‘m‘m (g ¥)= dm'm"

j f f Dfr:'r’:‘ (440 Drlnn CO(,,B}Y)—SM_B e dp dy

= " Ju’ dmom dnn®
2041

Las clases y cardcteres del grupo de notacifn se
obtiene {dcilmente ya que &£ R(S} LLeva el vector q' en y

L.e.

R(5)Rgy Rs =Rep'

entonces todas las notaciones a través del mismo dngufo pen-
tenecen a La misma clade. Estos nesultades ifustran una de
Las frecuentes diferencdas con fas phropiedades de Los gru-
pos finitos esto es que fememod un ndmeno {nfindte de clase.
Entonces Los candcteres simples se pueden obtenen

de una rotacidn alrededor del efe 7 en edte caso 02' o pY)

m'm

estd dado por La matniz diagonal



e" e . . .. ©
o el>™ 5
(2) - : :
(<) = ;&
ol
o) .0 . A
=gty +ei-9"

y el cardeter es 2(8) : Tr D

pon au estd una senie geoméatlu.ca :

et(l-p V;)oc -t(bm‘ )
( 1) (=) = -4 lvs Z (e_tot) T -f

S8 Cl-t szG(
Sam d/.l

Estos candcteres Mmplu de ta R 1 de 0(3} satisfa~
cen Las relaciones de ontononmaudad
L#

I x4 ¥ g iy simieg. oo =1t

EL efecto de operaciones §Lsdicas nealizadas sobnre
un sdstema fLsdico loperaciones, reflexdiones £rasfaciones,
ete. ] puede denotanse como X'=RX donde R es una matriz no
A‘J_ngulm que mapea el edpacio de configuraciones en AL mis-
mo. Estas openaciones fLsicad representadas por matrices R
condﬁtuyen un grupo bajo La negla de multiplicacidn de ma-
trdces.

Se intrnoduce un ghrupo de operadores Px  Lsomonfdco
al grupo de transformaciones R. Estos openadores Pr, se

» E
definen pon su accifn sobre una funcidn escafar arbitranda

glx) como; /?"/’(.‘!)‘]C’(-)f) cen {‘(5) I{x:.x‘,: f(é)/gzn"'&
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Un efemplo ¢s el operador Pa ascciade a una taaslacidn del
Aldtema por una distancia a, esle operadonr debe satisfdcern

La conddicidn
7% (X)/J— f()()/wx {( )/11)(0"1

de esta expresdidn se deduce fdcifmente que
—&EF - C'/,; Q-
f& =€ =& F

introduciendo el operadon cudntico de momento Lineal p-"/i v

Considenando ahora un operador HiX,P}, nelacdiorado
con algunas obsenrvables del sistema que ¢ ¢dludie. Veamos
La fonma en que ae thansforma H{X,P) bajo £a aceibn de una
Lrand fonmacibn fLaica R. Consddidenesde primenc transfonmacio-

nes puntuales Lineafes de Las coondenadas ;s
Yope v cooax! ’
Xi=&}x7 ] k(_;"‘axj

¢ Las cantidades de movimiento

Pi= R

adi el Hamiliondiano se transfoama comoe -

B HspR =R Rp) -

84 para cualqudier R ocurre PAH(X,P)Piisﬂ(x,P) se dice que ed
openadon es invariante bajo ede gaupo de simetrias, Otra

forma de escnibin esta condicifn de invariancdia es

e, Hevpdl=0
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6 sea, ek operadon H{X,P) et invardante bajo el grupo R

44 conmuta con todes Los elementos dek grupo dsomonrgico {Pn)'
Tomemos a H(X,P) como el Hamilitoniano de un 4sistema {Laico y
denotemos a sus edgenfunciones por [x), esto es, cumple con
La ecuacidn de eigenvalonres }{?=zi€¢(3chnvdingea). Ademds
suponemos que H(X,P) es Lnvariante ante el ghupo de trans-
formaciones (R} sor Lo tantoe aplicqndo Pn a £a ecuacidn deg

SchrBdingen s¢ Tizne

Pelly=HR Y E(RY)

Suponiendo que E es un eigenvalor degemenado con £
edgenfunciones 9%, V}. .,2?, Linealmente independiente. De fa
ecuacidn antendion podemos ver que P& ?’4: es también eigenfun-
cidn de H asociada a £ porn tanto debe sen combinacidn Lineal

de ellas i.e.

BRI WRYO

donde vij son componentes de una matrniz D(R) de dimensidn
£ x £, Se tiene ademds, bafo fa accidn de P4 sobre 2a ecua-

cidn antenion que

pa o< £l 0 vie o=
; D (4?)0«/ (s) Bz Dk (se)ﬂ )

por Lo tanto se concluye que el confunto de matrices D(R)
de dimensifn ex& definidas pon La ec. (I.14} constituyen

una hrephesentacién del gaupo {R} , de dimemsdidn L.
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Ademds se dice que fas %%,...deuoeiauaa al cigen-
valor E pontan o consiituyen una base para La reprnesentaeidn
DR} ded grupe de sdimetrias {R} def lhamiltoniano H y ya que
Las eigenfunciones pueden oatoncrmafizarse Las nepresentacio-
ned que portan esfas gunciones orntonoamales son mathiced und-
tanias,

Se ha visto hasta ahora que La simetnda se manifdiesd
ta por un grupe de operadones que conmuian con el hamilionig-
ne del sistema. Este hamiltondano estd restringdido pon el
Lemz de Schur, La resinicedones Aan=(3)

L) Lla no existencda de elementos de matrniz del Hamilto-
niano que conectfen funciones de onda de distintos ti-
pos de aimetrlfa

L4) zodos Los operadornes correspondientes a una repreden-
tacién inreducible tienen ef mismo eigenvalonr.

Considenense Las h nrepresentaciones Lianreducdibles
unitanias inequivalentes IDU)(R)f} veoe );DUO(R)j de un gru-
po finite G cuyas dimensiones son l,,...ik, neépectivamenye.
S{ pana todo elemento R de G Las ﬂj funciones {-,w(x). &?)()‘))
satlis facen

. gi . .
At 6‘)( Ve Df;{) R {;\w(x)

sl . ) (1.15)
/{: //2/-")}/

¢ dice que Las §'s pontan fa nrepresentacidn inreducible v‘f)
o que Las §'s son funciones asecdadas a fLas nepresentaciones
inneducibles de p'd! Y ﬁfJ) {R) pentenecen af nengldén M de

{23)

esa neprescntacidn, puede demostrarse que para una f§iX)

anbitraria sobre fLa cual pueden aplicanse Pye eb conjunto de
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junciones

/‘(/(J)(L‘)“‘!iib (R)ﬁ,f(x) 118

K }z,,.jg

QQ

pertenecen a una base para £as nephesentaciones {rreducibles
(R.I}). Ademds s4i damos a u Los valones diferentes que puede
tomar, se generan £j confuntos de funciones que portan Las

R.T unitarias D‘f)de G. Supongase qué se tienen fLos conjuntos

de funciones {%(J)} )4 [ W/{f} de La unitarniedad de

P se Ziene

( Y}, ,(-:9 A(J))__ [ Pr (J' ;6(" ).y 07[’;‘ ) (4’&(‘; )?a)

_4umando sobie fodos Los elementos ded grupo y usando el Teo-
(1}

hema de crtogonalidad de £as D se obtiane:

(Sb/{' fJ)ﬁ(J) 4} J{ jz(ﬂ(.l} ;é\@

ahona 84 § = ' y M 7«' se obtiene
a) L0 ,/ﬁ () 49y
(yx)‘l , fé/(})"]f',‘,,, &/ ’é‘) {1.17)

de esta nelacidn se concluye que el producto escalar de fun-
ciones que pentenecen al mismo nengldn de una R.1 Liene siem-

pre el mismo valon, no imponta que renglén se considere, L.e.

Gl 4 ‘
(‘//)‘I’J/ g([d)/”{f!'é//"/"”(") 11.18)
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zon (n. ) coeﬁ&cicnte‘numéuico {ndependiente de

Sea {é‘l cooconjunto de funciones que poatan La R.7
0(j’. Usando el teerema de ontononalddad {(1.18) en fos Ais-
temas {%!J?} y {Hg('j)} se vbtiene una §{6amula para
Los elementos de mafriz del operador {nvardante H bajo G ,

con resdpecto a funcioned que porlan €as R,1. Esite teorema e4

(%m///;/} ;///y{ hli)

con h(f) independiente d%H . isde teonema se conoce como el

I

Teorema de Wignen.

Daré a continuacidn un efemplo de la aplicacidn de
La Teonla de grupos cn £a Mecdnica Cudniica, edpeclficamente
en fa teonrla de perturbaciones.

De o visto antenionmente fas eca. {1.14) satisfe-
chas por Las ?ﬂ asocdadas a Eo {elgenvalor de nmubti{plicidad
L de Ho) nos Lindican que esias £ edgenfunciones de Ho portan
Las representaciones del grupe (G) de simetrlas del hamifto-
niano Ho.

Esta representacidn puede sen ianeducible en cuyo
caso decimos que el garupo G explica totalmente el onigen de
La degeneracidn peno 84 La nepresentacidn es neducible, esto
sugiene que existe un grupo G que contiene a G como subgiupo,
para el cual todos Los estados conrespondientes a enenglas
definidas portan una hepresentacidn {irnreducible de El Gene-
ralmente G puede cbienernse de thansfoamaciones geoméfnicas
que defan invardiante ef hamiftoniane que se esdd ebtudiauda,

pere GG nequiere de transformacioned candnicas y por Lo
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tanto el gaapo'ﬁ no se puede deducin tan dinectamente como G,
Como en muchos problemas de mecdnica cudniica La G se sabla
dinectamente, penro ta G se hequindid muchos afios pana encon-
thanse, Las degeneracioned asociadas con € no tuvienon expli-~
caeddn inmediata. Por eflo recibieron frecuentemente el nom-

bre de degeneraciones accidentafes.

Dedeamos nesofven £a ec. de Schalidingen
CH9+V)¢=E¢ (1.19)

Ho ¢4 el Hamiliondiano no perfurbado e Linvariante bajo G y el
operadon de penturbacibn V es también invaniante ante G. Es~

4
cogemos a %n)como £as funciones que partan La representacddn

1 standard de G 8¢ tiene

Ho Y Y LU Y G

De acuerdo a La teorla de perturbaciones en Mecdnica Cudnifica
Las conreccdones de primen orden al eigenvalon £;6§n edtan

dadas por Los edgenvalores de La matriz il cuyos elfementos
&) (i
(g&n/ Van)),
Pero pon el Teorema de Wignex
- ¢i) . plh Cy
= (W51 4=y 059

es decdr la matniz ”v7laé un mdfiiplo de La matriz unidad con

sdon

eigenvalores Lguafes; y por tanio a primen onden Ea(j,n)
se desplaza pero conserva su degeneracidn, a cualquier onden

ccunne Lo mdimo pues He + V es tambidn Lnvariante bajo G y
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por tanto el eigenvalor E de (1.19} predenta La degeneracidn
nofmal que se espera de fa Lnvandancia bajo G.

8{ el openradon V es invaniante 36Lo bafo un Aub-
grupo # def grupo G que defa a HC invariante, entonces el

Teorema de Wigner no puede aplicarse para caleufar

oy, ) }uéi)

L%%;V/” .
y puesico gque V no es L{nvardante anie G se utilizaran combina~
cdones fLineales apropiadas de Las 2&?' que ponten R.1 del
subgrupo H y asi poder aplican el Teonema de Wigner con ne-
Lacidn al subgrupo H.

En fos capliulos siguientes se vend La aplicacddn

dinecta de Los conceptos de Teorla de Grupos que se discutieron

en edte capltulo.
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CAPITULO 11
EFECTO ZEEMAN PARA UNA PARTICULA EN UN POTENCIAL PEL
OSCILADOR ARMONICO

La exploracidn de Las simetnfas pon medio de teonfa
d¢'gaup05 ed neconocddo como un método que permite resolven
problemas con mayorn facilidad como ¢4 el caso de problemas de
partleulas en potenciales centrales donde La simetrnfa es féni-
ca s¢ mandfiesia por un'gnupo de operadones Lineales que con-
mutan con el Hamifitoniano def sistema. CLanamente cada 84is-
tema phesenita degenenracidn canracterlsiica en su easpectho de
enengla, cuya multiplicidad se prescnibe por £a dimensiona-
Lidad de alguna nepresentacidn inreducible de su grhupo de sd~
meinda. En La Teorfa de Grupos no exdste nesdtniccdidn aflguna
que prevenga de La exdstencia de una mayor muftiplicidad que
La prevista por ef aparente ghupo de simeitrlfa. En muchos
sistemas fundamentales hay mayorn Aimetrla que fLa esperada co-
mo en el caso de Potencial coulombiano y el cscifador armbndi-
co. A egsta mayon simetnfa inexplicabfe se Le LLama degene-
nacifn "accidental", esta es una simetnfa no necesardiamente
de natunaleza geometifea gue confuntamente con Las simefnlas
ya conocddas LLevan a un grupo sugdcdentemente grande cuya
nephesentacidn irneducible da Lugar a fa degenenacidn obsen-
vada en Los niveles def espectho de enengla del AiAiama.

EL dtomo de Hidrbgeno siendo un problema de fuerzas

centrales posee simeirnfa esfénica, La simetnla esfdrica es
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conocida por la degenerdeddn en ef ndmeno cudntico m, es de-
cin pon Las diferentes 'CL+1) nenglones de €a R.I L def grupo
de simetrfa 0{(3). Mientras que fa enerngla de Loas niveles del
dtomo de Hidndgeno como es bien conccido depende dnicamente
det ndmere cudntico princdipal n y es independiente def wndmeno
cudntico de momento angufar total L. E{L nesuftado encontrnado
es una degeneracddn de nz pana ef nivef de enecrgla en tugan
de fa degeneracidn (28+1} que nos indica 0(3)., Es decir, &a
degeneracidn es mayon que La esperada pon La sdimetnla esféni-
ca. En el caso def oscifadonr armbnico sucede Lo mismo puede
esperarse una degeneracidn de Los niveles de enengda corres-
pondiente a £a simetnfa es§érica s4in embargo se encuentaa

que Los estados con La misma enengla estan asociado con una
hepresentacidn totalmente sdmétnica def grupo unimodular uni~
tanio UiS)(ZF. A estas simetnlas ocultas en muches textos se
Les conoce como simetrlas dindmicas ya que surgen de foamas
particulanes de La Ley de fa fuenza.

En cambio bafo La accdidn de un cémpo magnético cte
en el eapectro de una parntfcula sufeta a un potencial centhal
Los niveles de enengdfa se desdoblan, este desdoblamiento va-
nfa con La 4intensidad del campo. FLaicamente se puede en-
tenden como La péadida de {sotrnopdfa del espacio pues ya no
es valido cualquien ordentacidn def momento angufar sino que
solamente exdislen onientaciones especl{ficas con nespecto al
campo magnético, A eate fendmeno se Le conoce como efecto
leeman,

S4 una partlcula estd sufjeta a un campo central
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bafo La accidn de un campo magnético constante £a degenera-
eidn se rompe y en general desaparece compledamenite, algunas
excepciones son el oscdlador arménico ¢ el dtomo de Hidabgeno.
Estad excepcdiones se deben a que en estos casos el campo cen-
trnal pure tiene un ghupo mayor de simetnla que ef de rotacio~
nesd en Thes dimensiones como es ef grupo unitario de tres di-
mensdiones U{3) en el caso def osciladon anménico y el grupo
ontogonal de cuatro dimensdones para ef dtomo de Hidrbgeno y
estd degeneracidn nesddual se observa al considerar Los &45-
Lemas anierdiores en paaAenéia de un campo magnético constante.

Esta tesis tiene como obfetivo encontrar el grupo de
simetnla nesponsable de fLa degeneracibn residual em el espec-
tro de eneagla pana una patrtfeula sujeta a un potencdal de
gsdcilador anmbnico en thes dimensdiones en presencia de un cam-
po magnético déb{l?

Mostrané que el ghupe que ae¢ obiiene es mayoh que
el grupo ontegonal de dos dimensiones 02} ascciado a una
parntloudla sufefa a un campo central mds un campo magnétice
constante., En el proceso de derivar Las algebras de Ldie,
muedtro que en el LLmite cldsico es posible oblemen Lransfonr-
maciones canénicas que nod LLevan de hamilionianos asociados
con ef efecto Zeeman a nuevos hamiltonianos donde La exdis-
tencia del ghupo de simetnla et obvda,

Empezané indicando pox X":, pe=-ih %ﬁ- ) L=423
Las coordenadas y momentos de el eclectrdn en unidades stan-
dand, TUenotando ponr Xi, qL a kos observables adimensionafes
en unidades atdnicas i,e,

* 0 sea consldorando sokamente eb factor Uneal de {ntensddad del eampo,
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Xe= (oA XL, Pl= (h/meed) P (2.1)

donde mo, e son nespectivamente La carga y masa del electrdn.
la funcibn Hamiliondiana de un elecindn en un poten-

cial centraf puede esdenibirse como

H=( P%am, ) + Vo | (2.1)

donde p" ¢4 el momento canbnico conjugadoan",

S{ ademds ef efectnén estd en presencia de un cam-

{

po magnéitico es bien conecido que 3) tiene que sustituinse

= P/ A (z.3)
donde
A'= WY XY") (2.4)

es el potencial vectonial de un campo magnéiico constante.
Escogiendo al ejfe Xy como La direccdidn del campo magnética,

el Hamiltoniano eatd dade pon

H™ (e [-(Va) V" (/) Ls +(Va P10V (. s,

donde e usé fa negla standand de cuantizacidn de Pauldi,

Las nelaciones

B'= (e /2he), p1aa)iPe)h, vie pvre @2, (2.6
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y en el cual V'*es ok Laplaciane en {as coondenadas Xl’izI,Z,S.
Intrnoduciendo Las variables Xl, P£ de (2.1) y expre-~

sando H" en unidades de enengfa de Bohn es decir
H'= H"/E. ,  Eo=(meev/nY), (2.7a,b)

4e obtiene
He=(12) V24 Bla + (4) Bl +£5'V (ar) | (7. )

donde V'™ ¢s el faplaciano en ténminos de X, a =(#? /mo t)

es ef radio de Bohn ¢

Vs == i (X 96X~ Xa 360), p XK T () o 4 4 )
ademds b2 es La constante adimensionafl
b’).: Qaplz(-ha}('/zmcca) ' ) (2"0’

Pana estudian el vafon de bz, definimos por bz al
conxesponddiente a un campo magnético (Ho) de un Kilogauss.

De Los valores numéricos de ¢ , myr € h obtenemols“3

b= (X/2IbE=020107 (300 0.11)

Para comparan Los efectos de Los Leaminos sz; Y
(bdlt)fﬂz que aparecen en ef Hamiftoniane (2.8 se consdde-
raad al electndn movidndose en un potencial coulombiano es

rl

decdn E;’V(an') = -1 /n
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Asd, en este caso La ec. 12.8) se neduce a

His ~ 1/2 ¥ - i/ ’ {2.12)

Resolviendo fa ecuacdbn de Schn¥dingen

Ho¥=EY | (2.F3)

se encuentaa ') que {a energda estd dada por E = -1/2np* n=|3)3
Yy Y son £as gunciones de onda del dtome de Hidrdgeno en uni-
dades atbmicas., EL£ valon esperado de szé con heapecto «
esas edigenfueniones es del onden de 107 44 et campo magnd-
tico consdderado es de un kifogauss, Los vafones esperados
de (%721 % son det onden de 1077,

Pon Lo Zanto panra campos magnéticos débiles [£0s
usuales en Labonatonioa) el hamiftoniano {2.8) 4e¢ puede es-

caibir como sigue:

H=-1/27%*4 Bl + Eo Viar®

al El oscilador anménico en coordenadas edlindalcas.

En este thabafo se estudiard La degeneracibn resd-
dual en presencia de un campo magnétice externo, presente en
el espectro de enengla, cuando el potencial centraf en el

que 8¢ mueve ef electndn es de vscdladon armBnico

V()= /2 Mowaria
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que en el adsiema de unidades atdmicas toma fLa fonma
S V@r)=1/2 (A EoYr> (2.14)

Ademds para trabajar mds comodamente e efectda el

cambio de vaaiable
Xi=(Rw/EoWr  Xic€X? (»l2,3

ja que en esdtas varniables -¢ef Hamiltoniano estd dado poxr
M= H'Yera1/a (-V5+r2)+ B/l a, {2.15]

donde V3 son et Laplaciano y La vardiable nradial en fas
coordenadas X¢ Y La = -1 (0 %56~ Xa, %X) . EL Hamiltoniang
da fugan a una degeneracidn "accidental" resdidual como se
LLlusira en La siguiente figura donde gragicamos La enengla
caractendzada pon el ndmerc cudntice n va. vakores del momen-
io angular £ y su proyeceddn m en audencda de campo magnético
a) y en presencia de este lefecto Zeeman) con_dagenenacidn

b),

H == =

AN
4]
>
L 3
»
w
? .
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Estudiando €a figura [(Z.h) se¢ hace notan Co siguien-
te: dra un ndmeno totaf de cuantos n=2 fos niveles estdn de-
generados cuando el edgenvalor m de L, ¢s cero, para n=3 su-
cede Lo mismo 84 m=0,+1 ¢ en general para una n urbitrania
hay una degeneracidn nemanente para m = 0+,1,+2, ... +{u-2}.

También se¢ obsenrva que el ndmeno de nivetes con {a
misma enengla parna valonres fifos de m y n es § [n- m J+1 sd
(h- m ) es pan y $ln- m -1)+1 &4 (n- m ) es impan.

Para entenden el ondigen de esta degeneracidn acci-
dental empezaré discutiendo el hamiltoniano (2.16) en coonde-

nadas citlndricas
H=42 G40 %p p P-4 Vsfst ) +4/2 (- VS4B (2. 16)
donde

P (x3+x,=)%) 1% y Meomg (/XD (2.17a,0,c)

EL pnimen t€amino de (2.76) es el hamiftoniano de un oscika-
‘daa de dos dimensiones, el segundo té&amino un oscifader de
una dimensidn y el dltimo término es La componente tres del
momendo angutan; AsL Los edgenestados de H pueden denotanse
por un Ket‘q) que es el producto de Las edgenfunciones de

cada téamino y tiene La foama

MWD = Romy (e)‘(ztrf" exp (my) X, (B) (2.18)
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Rém’ ¢s La solucibn nonmabizada de £a pante nadiat!?! de un

oscdiladon anménico en dos dimensiones y estd dada por
Rotmi ()= [ 2001}/ (eimip) e piml @8 | M) (o 49

en donde Lﬁm) es un polinomio de Laguenne y Xne (2) ¢4 £a so0-
Lucidn de un osciladon anmdnico en una dimensidn y estd da-

do pon

Yo (R)= 774 (2% iod ¥ Hn, (2) €2 (2.20)

con Ha, (2} un polinomioc de Heamite, §{inalmente (m‘véxp(tmq)
es edgenfuncddn de L3. Los eigenvalonrnes asociados con el Ket
[2.18) eatdn dados por fLa suma de Los edigenvalonres de fas

edgenfunciones de Los tnes Ténminos de H asl toman £a forma
Evnom = (294 Iml4) + (no+14) + b¥/e®m (2.21)

Evnom’ no cambia cuando 21¥+Ne  permanece constante es de-

ein, 8L ocurren Las transddiciones simulidneas

V—7 V2| y  TNo—Mi2 (z.22)

Yy clanamenite esto implica degeneracibn {varios cstados con

La misma energlal},
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b} Genenadores del anlgebra de Lie de Simetnla,

Ahona encontrand Los openadores cudnticos que co-
nectan Los diferentes catados con €a misma enengla es derdn
que produzcan Las thansiciones (1.72) al actuan sobre el
Ket|2.18)., Para esito es ¢ mvendente introducin Los opera-
done@ de creacidn y andquilacidn que de definen en téaminags

de cooadenadas y momentos come digue:

o= QA (K- R | $e=/ENGLHR)  (2.23)

Lely1ya

Mds especdficamente buscamos openadones g y $a
con g = 9k~  que son combinacidn Q} € y que ante ro-
taciones tienen phopiedades de transfoamacidn bien defini-

das, asd tenemos

"lf‘&i/ﬁ. (’]IH.'L) )"L?-'Ia §‘='l; (2.24)

EL Hamiltoniano {2.3) Zoema La forma
H=LN+32] +vei M (2.25)
donde
N= Na +No +N- 7 M= Ls sNa-N- (2.26a,b)

con

M;:V\fg*‘) N,:?o'gb‘ N_n’l"g" (2.27(1,!;,(!1

que don Los gpcradores de nimero ya que en cada una de Las
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dinecedones +, -yo.

Los eigenestado de H estdn dados pon

Imnon.>=(m)n.ln-l)“’C"K"'L'lo) (2.28]

donde Y0) ¢4 el estado base que tiene La forma

lop=7r exp [- 4/2.(p*+2*)] (229

Los ndmenos cudnticos nen n- estdn nelacionadoas

con ™y , m porn medio de

T +No = 2V+Iml Y\rn-"m [2.30)

§ n, tiene el mismo signifdicado que en (2.718} y (2.2},

Pos posibles operadores que helacionan £05 estados
{2.28}) para £os cualest N y M tienen edigenvalores fifos son
,'{*_VL'E"’ Y "E §+§" , con el segundo Heamitiano

confugado del primeno, ya que
'L N_§ i mafdr = T CnesD0-40) Yo (N-DIBMANINAD  (2.30a;
ML e Innen->e Dt (Norli(nasad] M-yt gt (2. 316
4 Los nuevos estados todavia tienen eigenvalones Nydfletfa,N-N.

para N, M, Este nesultado sugierne que tenemos operadones de

escalera para un afgebra de Lie de SU{Z).
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Pana encontranr La forma explleita de algebra de

SUi2}, tenemos que prdimenamenite neemplazar Los ndmenos -cudn-

ticos N¢,M-, Mo Pox 4 MM de tal foama que Los gene-

radones de SU(Z} actuen sobnre Ji Mz ey e nof ent fa foama

standarnd de £os operadones de momento angufan., Panra Loghan

este propbsito notamos que Los openadones (2.31) actuando

sobre I1VNoM>  gos cambian a }VEY Medz, Mm> . Asd el

algebra de Lie no mezcla estfados pares con dmpares de n

0"

. Por tanto es convendiente Llevar La discusidn separada para

estados pares ¢ impares de ",

cdmoes La notacidn

¥ para este propbsito introdu-

Ne=2TG+A 5 320,43 T=o0di2... (2.3%a)
es decin MNe2 AMod2 . Denotamos por n el nidmero total
de cuantos

Nz Th Hlo+N- = WV + Il +No {2.32b)
Pe (2.19a) y el Lado deucho de [2.19b) se tiene que
2s par {impar} cuando n, es paxr{impan} es decinr
N-imi= Amod 2 {2.32c)
Ahora defindimos 3 g/( pon
7= 4/4 (n-Iml-2)=(1/4> i +n)- [0 N1 +2) (2.33a)

M= 4 (0-Im=X)-T =174 TN+ -t-.\- 267

{2.33b)
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mienthas que m tlene La definicién m=n, -n- de (2.30).

Es clano que § y/( son entenos o semientencsd y
ademds pana @ = 0, 2L = §  mientnas que &4 n080£n04 aumentamo.
T en saltos de uno en uno, M toma Los valones M= j, j-1
ceey-fo SLHML- entonces M+ i<0 y de (2.33) se ve
que dimplica una contradiceidn {n #n_)<ln,-n_), cuando ng, n.
don entenos no negailivos,

Los estados (2.28) pueden denotanse pon

N Noe Do 11/4 m, fz".ssc)

donde 4e tiene en mente que tas definiclones [2.33a,b} de
;,/(. s01 d,L_ﬂmenteb para n = para que para n, impar,

EL siguiente paso es encontran £os opernadones de
escalera J225 2L T2 y Jo2J®  que actuen sobre Pos
edtados fj/( m) en La forma

Jﬂjﬂm):‘[Cjiﬂ)(jf/‘ut)]“lj,/(it,m>/ (z.34a)

Jl.lj/lM):y(lj/am) | (2.34b)

De (2.31) ¢ (2.34) y Ra definicibn de N/N/”.‘L)IVD y Le-
niendo en mente que el nimeno cudntico % es ek elgenvaton
det openadon 61/2)(h[a"'» 4e encuentra que Los opera-

dores que satisfacen {2.34a) tiene La foxma

He J:"YL’B“{ i'mf’”" No)-(/2) | Np-N.}-+4 "

lz.ss‘al



40

pues J¢ es hermitiane confugado de JJ as{

V2 ~§ gvr,\u)[imgmw-){ lg&-u-l}yz
‘I“VL ' NeN- CNot1)(Ne+2 £ 12.350)

Jo= QLAY [(Ne+N)~ INe-N-| - (No-2)] (2. 35¢)

La apanicidn de naices y potenciasd {nueﬁsas en Loy
operadones ﬁfi, No ne es un problema pues actuan en €a
base IMNoN->  ¢n £a cual son diagonales. Cabe notan gue
tenemos dos fonmas en Los opernaodnes (2.35) para vafornes pa-
nes [A=u) e impanes {h=1) de N-imi . Tenemos entoncesd
£os generadones explloitos def afgebra de Lie SUI2) asocda-
da con £a degeneracidn ded Hamifioniane para una parilcula
- en ur potenciat de osciladon anménico y baje un campo magné-
tico constante.

(z) que una algebra de Lie de sdme-

Es bden sabido
trhfa SU(2) apanece tambidn en un problema de un oscifadonr
aantnico de dos dimensdones. Es entonces interesante espe-
cular 44 un hamillondiane para una particula en un osciladon
de tnes dimensiones, sujfeto a un campo magnético exteano,
puede por medie de una transformacidn candnica sexn ELevado
a oltxo que Lavelucre un oscilador aaménice en dos de £os
grados de Libentad mds un téamino funcidn dek Lercer grado
de €ibentad dnicamente. Paaalpnoban esto primero encontra-

Aé Ros openadores de escalena que se asocian a Los nidmenos

cuduticos V¥ y n, que apaxecen ern {(2.18).
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¢) Openadones de Escalera para ¥V y n,.

Empezand §Lidndome en ef primen téamino del Hamil-
tondiano (2.16) que coMupov:de a un oscilador en dos dimen-
sdones y cuyas eigenfunciones son Rvmn(p)(m)yzexp(umq)
con H’le(p) dada en (2.6). Se introducen Los opmadoae“,

Ty= 814 (-4/pFp p Fp+ mpt-pe),  (2.36a)
o= 4/15CP%€"’9) (2.36b)
Tp= 474 (-Vp p pobp+ M3p24p7) (2.36¢)

Estos son Los generadored de un algebra de Lie de

Suf{1,1) pues tatisgacen Las relaciones de conmutacwn“b)

LIkl CLIL [T, 1010 esse

Ademds Rv!ai(ﬁ) son eigenestado de 13 es decdn

To Rvim ()= [yemke)/2.1 R p), (2,310

donde ef eigenvalfor proviene del primen panentedis reducido
de (2.21). Definimos Los operadores L4=1, *1a y de fa

propiedad de Los polinomios de Laguerne tenemos que”)

T+ Rym (f)= { D04 e G220 [Vaa/D 2 (4 I Rosun® 12. 380 )
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ademds EI‘I‘-, Tal== T

Los openadones T+ son entonces openadones de as-

censo y descenso, pana ¥ o

Rvum (f) , pero ¢s mds con-
veniente thatan con operadones que actuan comg operadores on-
dinanios de chreacdidn y andiquilacidn 7‘ ,f‘ con nespecteo

a Y, es decin
F{J ﬁvlm(()* (W'by‘ Rym imi @) g{ R\AM\ (()"’ YW2Rv-1ymi ((’>

{2.39]
con YL heamitiano conjugade de "?\ ademds en anafogfa con el
momento angufax ef openadon de Casimin de SU(T,T) es

T:IM-T

Del2.38) se ve quctIO)

ﬁl = [Tt (IMI-I)/Z]‘J‘L ) €=T [Tst(m-i/2] % (2.40a)

Si se neemplaza m en (2.16) pon U ?/;‘«( y es-
enibimos Los openadones Ii =023 ) coondenadas XyX3P R
momentos cantesdlanos y de afll en ténminos de operadones de

cheacddn ¢y aniquilacidn [2.23), (2.24) se LLega a

=L D0N#N-HMDT T, €= LO/DN+4N-4 M

(2.41,a,b)
y como L= AiDWNL) , T Q,; '2..

Tenemos ademds que &84

1= CIo+ (iml-0/a] 5 T2 I Ciml- 1)/277 2
T I-7 [ Iss OMI-0/2] [T~ (IMI-1) /27
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nos queda

& = TTs- Uml+ /2T =472 (H-inl-i)

es decixn

- -1
H=27, % +imlei= 4 (NeN- £ IMO) Neot NI (2.02)
= NaNo+i

EL Hamiltoniano en el phimen paréntesis nredondo de (2.16) co-
rresponde de (2.23, 2.24) af Lado dereche de {2.42) y de
(2.21) su edigenvalor es 2AV4imjel . Vdiendo ef Lado izquien-
do de (2.42) se ve que ek eigenvaton de Pub es tml, ¢y et
connespondiente a 'l,a es V.

En La ecuacidn [2,22) se indicd que La degenenacidn

aceddental def problema esd asociada con n_ que es el edgen-

0
valon de Yla €, y con ) que es eigenvaloa de ‘Q‘ %( )

como acaba de vense.

Si La proyeccddn del momento angular M [que depen-
de sotamente de @ a traves de H=-UO/PY ) s¢ separa de Los
demds grados de Libentad podemos espernar indiciafmente que

Ylo.}go)?[‘ E" , propohcionan el oscifadon de dos di-
mendiones que se estd buscando, Lo cual no es corhecto pues
en (2.21}) Los edgenvafores def Hamiltondano{Z.16) ny Y apa-
necen en La combinacifn XY+ No - ASL nequenimos de un
procedimiento por ef cual 720 €6 se trans foame en Q?tl?l
para que ef Homdi€tondano {2.16) pueda contener el ténmino
2 .’7‘,@ -(-Q;?,_ ) que tdene cbvdiamente un afgebaa de Ldie
su(zj.

La transformacifn de VZoga en ?.7?2 7;2 es

claramente una en £a cual se va de un csecladon de una fre-
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cuencia dada a uno de doble frecuencia. Este cdlculo se €fe-

(11}

vf a cabo en otra publicacitn en La cual Los openadoires

de creacidn y aniquilacidn estdn dados pon
0. 0 Yt B e 0 7>
Tos (L€ 1HN] 7Y G @t LN 2 20t

Se nota en este punio"”

que £a corresdpondencdia
enine Los ndveles de un oscilador frnecuencdia 1 y uno de gre-
cuencia I no es uno a uno sino 2 a 1. Este se indica por el
indice A que toma fos valores A = 0,1. Para A =0 (1) te-
nemos ef mapeo de todos Los niveles de nidmeno de cudntos par

{impar] en el caso de frecuencda ! a fodos Los ndveles de

frecuencda 2. EL hecho es que de (Z2.%3)obtenemos

eV -SERA SO (2.44)

donde ef indice A aiiadido a Fig, ?, sinve para indican
el candceter de este mapeo"lh

De (2.26b), (2.42) y {2.44) se obtiene que ef hamil-
tondano |2.16) de una partfcula en un potencial de oscilador
arménico sujeto a un campo magnético externo puede escalbirde

como

H=2 (-'{.: ?\*‘in?z).'* [’HHA-!-(M"’)N*%] (2.45)

donde se nota que £as dos, formas de este Hamiltondiano depen-
den de &4 thatamos con ndmero de cuantas n, par [A=0) 6 im-

par (A =1) para el odcdlador en La variable 1.

*
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Ya que el paimen paréntesis en H de [2.45' ¢4 un
Hamiltoniano de un oselladon de dos dimensdones, e¢s obvio
inmediatamente que ef problema tdene una ufgebra de Lie de

simetrda SU(Z] cuyos generadonres son:
L=1% J- 2% I'-'"Zu?,, (2.46)

donde, af .iguaf que en [Z.35), tenemos dos wendiones de es-

tos genenadones (=0 Ast) De {2.41) y (7.43) obtenemos
- TH= o -V
To= Jt= Z'?’f ZSZCNS'H)‘)K’/Z)(L’HN—)‘\'('/?)W&-”N-HIJ} Y i)

To= (4/4) TIN+48-) - [N = N-{- (No-A) (2.47b)

donde en [2.47a) se¢ pasa al fado dernecho de 'ZJZ— §°Z todos
Los openadores que dependen de Nf; N—/ Na cambiandofos
apropiadamente.

' A simple vista (2.47)no se ve idéntica a (2.35)
peno 84 discutimos separadamente Los casos A=0 y X=)
y usamos el hecho de que | Ny~ N-1= No-N. i iy 2 n-
mientras [Ne~N_| =N-~Ne si Np 4n. o5 §deil ven que te-
hemos el mismo operadon,

Se obtiene asdi el mismo grupo de simetrda que en

La seccidn anterion a pesan def difenente punto de partida.
Ahona intenesan Las relacdiones (2.41) y (2.43) en el LLmite
cddsico, que por el principio de connespondencia, nos permdi-

tan reemplazar Los operadonres N+; Va) N- poir sus obsen-
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vables cldsdicos, despreciando £os ndmencs tafes como
que seadn pequefios ¢n comparacdidén cen Los eigenvalonres.

Las nefaciones (2,41}, (2.43) phopohrcionan £rhans-
gormaciones candnicas que nos LLevan de un Hamiltondano pana
una partlceula en un potencial de cscilador arménico a uno
correspondiente al cscilador en des dimensiones mds un no-
ton en ef plano asociado con fa observable Pe . En el dl-

timo es el Hamiltoniano aparece ¢+ forma obvia el grupo SU(2)
d} Thansformacidn candnieca en ef £i{miie cldsico.

Aunque podrda decdrse que fLos operadones Lineales,
dus grupes de simetrla y degeneraciones son propios de fa
mecdnica cudniica 28 comdn que en discusdiones Las constantes
de movimiento y Las ftrnansformaciones candnicas se¢ discutan
dnetro del esquema de £La mecdnica cldsica y La forma de he-
Lacionar Los nesultados de Las dos meednicas, estd dada pox
el principio de cornrespondenc<ia. UDebe recordarse que hisdtd-
nicamente La aimetrla ha jugade un papel muy {mportante en
La mecdnica cldsica, principaimente a través del uso de gru-
pos de transfoamacdiones contLruas mds que en sus nepresenta-
clones matriciales. EL concepto bdsice ¢s el de trnansfonma-
edién canbnica |[trans formacibn del espacdio fade) que dejfa
Anvariable La forma Hamiftoniana de Las ccuaciones de movi-
miento. Entre estas transfoamacliones existen Los que dejan

Anvainable el Hamiltoniano mismo,
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EL Hamiltoniano cldsdico es coordenadas esféricas
{de una pantfcula bajo un campo magnético exteano) ticne fLa

fonma

H= (/20 (%' o2 RE 441 1oXPs ) + b2 Pl (2.48)

donde F(. R(’;PE son Las vaniables canfuicamente conjugadas
de F, 1(,? . Mostran€ que existe una trans formacién canbnd-
ca que nos LLeva de Las observables P, ¢,2 Pp, P@)/Pa

a )?l) 71,—5(—5 ,-f—su—P—z ;ﬁa en Las cuales el Hamifltoniano tie-

ne fa gorma

H= (P XE) 4+ (B +7)+ 1B ]+ b2 /etPa (2.49)

donde se ve claramente La existencig del algebra de 3UI(Z}.
Para encontran esta 'tnéna formacddn candnica se ne-

Lacionan Zos operadores creacibn y aniquilacifn '—in ) "gl

de {2.41) y Ffz) fén, A=0 | de (2.43) con nuevos opera-

dones de coordenadas y momentos X, P L=t)2 bajos Las

helaciones estandares

=4Iz R P e B (RerPOirnz |,

Escnibiendo todas Las exphresiones que aparecen en
el tado derecho de [2.31) y {2.43) en ténminos de XL,P& (=423
asocladas con Las coondenadas cartesianas ondiginales y momen-

tos (2.14) se tiene Las siguientes nelacdones
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- <k
- OB =( 1) [P P24 2R P ] (PP XM (Prt B 1 F e ]
(2.51a)

3

- ' -If
= yﬁ(’)(-:cﬁ)= (x5 3 PN UL L&"’@'}LO@%-& Paia)] (2.51b)

pio de connespondencia Lo ndmehnod 2,3,27 (A <0,4)

pon el princs
fas oba envables s0H

notando que todas nealesd

o derecho de (2.51) Las coord

pon Los cilindricod & {1

se deaprecdan,
enadas

Y neempfazando en el tad

carntesianad K, Pu L=h&3

V(’) ?ﬂ?, PZ obtenemod

iw;f’ﬁ}({’e‘w 2Pgrp* z\Pz(\—\'/Z CPez—t—(' 2Rg- P‘) {2.52a)
R=-12 (.?(‘4'(*?.: +P’~\'2lﬂ(\5‘/z 27 (2.52b)
Xy =~ (A/ (Pat+ 20 % P-2%) (2.52¢)
(2.52d]

Fa-—-ﬁ(va*w)"’*th

Aghegamos 4 XL, . = h 2 Las vanrdiabled deginidas ponXs;é

Ro= WA ) \Re1D, (2.52e]

E”P‘Q)

(2.524)
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donde w estd indeteaminada todavia.
Las coordenadas X, PL 33 deben satisfacen

Las nelaciones siguientes de Los paréntesis de Poisson

{)?w?_d‘c) \ﬁ:,?&}-o ? ‘27‘:"?":]:‘[“5 {Z,53)

donde el paréntesis de Poisson de F,G en coordenadas cilln-
dricas esid dado pon

{Bd"‘-’%f 3%}‘%’”3 +3/F€? %{”%Pg%\a 13052°%p %n 2%

{2.54)

Se -e4pena que (2.53) sea satisfecha para 4=1,2 pon
Le principio de correspondencia y Las nelaciones de conmu-
tacidn de ;I-UE' 7(2‘) "§—:,‘> pero también Lo mostrarné mds
adetante.

las helaciones de paréniesis de Polsson que evalua-
né primeno, son aquellas de {2.53) en Las cuafes 4,4=1,2.
Como X-U'Pu dependen s6fo de (, P(:,mf\ mientras qae-XnE

son funciones de I, Pa obtenemos
& = (%, ={Pu%3= §P,R]=0 (2. 55a)
se pu;de checan gdcilmente.de (2.5¢,c,d) y (2.54) que
{7, BY= 2 o2 2Bop- Mg, 2P2da = (2.55b)

Nod queda solamente por evaluan 5')-(.,) P:} para

L0 cual es convendiente esdchibdn
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Xo=(05%u, Be- (o), (2.55¢,d)
donde
Uz (B p2f2-p2) , V=plp (2.55¢,§)
q,: a’z*gzﬁ(z,*_eqzwq\ [2.55g)
Del hecho de que X—L,'Pc,‘ e4 funcidn dnicamente de o l&l,lﬂgl

y La definicidn (2.54) def parntntesis de Poilsson tenemos

% Bl= a2l v - (/) vQiQ,ui- 12 wa [ v &3]

Como se obtiene de (2.5%e,{] que
fvij=29-41Ryl
1q,ul= 8v
IVeQl =2 Q-4 1R|-4p?
se tiene , substitugendo en {2.55h) que

§ %, RY

{2.55h)

(2.554)

(2.55§)

(2.55k)

Ademds como YL;PL L= 2 no dependen de Y

es clano que

{P.Rizo={Pa X}, L= 2,

(2.55¢8)
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y también por La 604md de

{ Ya)ﬁ}=i 2561
Ademds
{5(3,7;3: {75)"5,}:0 (2.57)

como X33 Fp  depende sofo de Z, sz mientras w en (2,52}
24 funcidn de f) Pf) ‘Plei . Los dnicos panéntesis de

Podlsson qubt quedan por demosiran son
(X3, ii=0 | {Xs,P )= 0, (2.58)

que del2,54) £Leva a £as ecuaciones
Who X/af- bty Folp= - Wfop,

a%p aﬁ/ap(r 3%(% g% = - a% ; {2.596)

{2.5%a)

De las expresdiones {2.52a,b} para R‘u ﬁ y Las
ecuaciones (2.59] se notfa que 3%? 3“’/9PP satisfacen
un bi@tema de dos ecuaciones Lineales no homogeneas cuyo
deteaminante es La expresidn a La mitad de (2.55h) y Liene

valorn 1. 8Se puede eschibir
'a%() = ai‘/ﬁﬁe 9%9‘ axyap 3%?«( {2.59¢)

Was= Tyhp, 2Py, - 35%&) S%R( (2.594)
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y de {2.5%¢,d) y 12.55¢,§) se obticne
Ml = ()6 F2qpiPdauleRdd]  esee

w%ﬁ(:iﬁ' Q:%V(f"z]?ﬂﬂ), (2.594)

con el signo + proviniente ded hecho que aml%ﬁ{“" P?/!R(F“

dependiendo 4. P(P ¢4 posditiva ¢ negativo.

. Puede verse que dw'= Wﬁf"‘f +ahl/bP{,JPP es inte-
gnable, es deedhr

'aﬁw/ap(,ap = B’W/?gaf’e (2.60)

De (2.5%2a,b) pana )—(_:, ﬁa obtenemos
Wof =1 1/g (Relptp) (2.61al
Who =30/q (lPu’/(Z -1) (2.616)

donde * depende de 4 P!f es positivo o negativo y en ef cual
esdd dada pon {2.5%5a),

VY se tiene La diferencia exacta .
dw=% @' Pp((”}ﬂ(“‘)«:‘(?Q’(("m{’*{’)d? (2.62)

Considenando un desplazamiento en La direccidn F,’o en el
plano fase (f! Pf’) , a Lo Largo del cual F)' P|( tienen

valones fifos, se tiene
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o =3 [ CIOR o [risph] e
P‘J +(P “Pq“g)
y puede checanse fnmediatamente que este vafor de W satisface
La ecuacdibén (2.51).
Las expresiones [2,47) panra ;(—L.) (54. L"lz's donde

W toma el valon {2.63}, proveen de una tranformacibn candnica
que LLeva de Las vaaiables P)%Q)P()Hf)a a X-L) é. 'L=112,3
pon sus valones {2.52) se vbtiene ¢l Hamiltoniane (2.48).
Por €o tanto ef Hamiltoniano de una paniticula en un potencial
de oscdladon anménrico tnidimensional con un campo magnéiico
extenno puede mapeanrse por meddio de una thansdformacidn cand-
nica en un osciladon de doa dimensiones (é‘t+§f+i‘z+;(£)
mds un roton en ¢l pLano asocdado con -P‘s . En ga af-
tima f0rmula es obvie que ef prvblema tiene una afgebra de

Lie SU{2).
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CAPITULO 111
EL OSCILADOR ARMONICO EN COORDENADAS
ESFERICAS

En esta secceibn se vend que ef problema de oscifa-
don arménico didcutido en fas secciones anterdiones puede re-
solvense con exactitud en cocrdenadas esfénicas. En'ebtaa
coondenadas se¢ pueden tomarn como integrafes de movimiento al
cuadrnado def momento angufan [ Yy su proyeccedidn L; donde ef
efecto de campo magnético se visualiza fdcilmente,

En esta seceidn dand expresdones andfogas a JE,Io
de {2,35). EL procedimiento en esta seceddn send muy simifan
al de La pante en cocrdenadas cillndricas.

Se definen Las coordenadas it como en (2.1) para

que el Hamiftoniano H sea [2.2) es decdn

H=Ho + b¥e L (3.1)

V'donde

Ho= 1/2 (-9%r) |3--i95¢ (3.2a,b)

con V¥ dado en téaminos de coondenadas esféricas

Los eigenestados de H se designardn ahona pon ef
Ket

1V Lm>= Ry () Yem (6) &) (3.3)
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donde Yem es un harmonico esgérnico y

Rua (o) = o /n(vieard] }‘/ZT de r%L%%Cr'), (3.4)

L.HV:

con vy siendo un polinomio de Laguerre.

Los correspondientes eigenvalones de H son'
Eyem = L0432+ @/2m s n= 2 4  (3.5a,b)

Se tiene que hay degeneracidn residual, es decir

estados con La misma enengla cuando
V—s Vil I-—>,P+_z,, (3.6a,b)

el ndmeno total de cuanta n de {3.5b) no cambia al {gual que
m.

Se sabe def capltulo anternior que La degencracidn
s¢ debe a un algebra de Lie de SU{2), perc se quieie encontrar
La realizacidn de €sta en coordenadas esféricas. Para Elevanr
a cabo este propésito neemplazané Y, )ym  en (3.3) pon

J,}()no donde Los generadones de SU(2} actdan en £a parn-
Le j,}L . Pana empezar cabe notar que n"hhl puede ser
enteno par 6 impar no negativo, como se Andicd en (?;SZc),

n-iml= 3 mod 2 , con A= 0,1 . De (3.5b) se ve que

n-4 es par asl que f-Iml=dmod2 ademds 4L esrd

en et intenvalo N> f=Iml . Se define
E (V4) (n—lml-x))/(s (Y2) (- m-2) - (o) (n-Iml-))

(3.7a,b)
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donde § codnedide con La definicidén [2.33a) en coondenadas ci-
LIndhicas mientras es diferente de (2.33b}) aunque aidn toma

Los valones M =j} f") s )__j

EL Ket YA puede expresarnse en La foama

lv1m>='\nﬂm}-l:;/¢m)) (3.8)
con La nefacibn enthe Loas ndmehos cudnticos dades por (3.5b)
y (3.7). Ahohra se denotandn £os genenadones de SU[Z) pon

Jq, ) 9= i) 0,-3. en componentes esfénicos como

Tz G YE)Je= GRETD, Jo=Ts (3.9)

y como no deben cambiarse Los ndmenos cudniicos N, M se

requiehe que
[39,, Hol=o0 ) L Jg, baj=0 (3.10)

Ademds, como son genenadores de un algebra de Lie

_de SU(Z]) en La base {iﬂ m) , se tiene qae”‘”

CpmITa) gpm=C1QedT’2 p aqlus, s

" donde ef ditimo bracket es un coefdlelente de CLebsch Goadon
Como Ros operadonres Jq actuan en ed subconfunto

de estados I\nlm] de n, m f4fos es natural suponen que

dendn funciones de Los genena}danu de U(3} de Ho que actda

(nicamente en Los estados con n fifa. Estos genenadones
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estan dados pﬁn(’s’

’ )
Cf?ﬁgq $9=4G-1 (3.12a)

donde Los openadores de creaciln y andquifacidn tienen ta for-

'lt; = (1 5/!’2')('(:“'@ 'Lo"la “S’q:'(; (3.120,¢)

mna

con yLL , 4 = 1,2,3 se define por (2.10).
g_l
Es conveniente expresan CQ como tensones Lane-.
ducibles de Racahf14) Lo cual puede hacense a través de Las

defindiciones
T«O":'q%ﬁ‘?',‘(d’“?) fg? 5 Re )2 (3.13al
)

42 ve entonces que"s’

Toom - 2) , To = (/)le, Ter=ge (313,000

donde H estd dado por (3.2a}, Ldj g=1,0,~} son Los com-
ponentes esfénicas det momento angulan y Qd,d=2,1,0,-5-2
don Los componentes def tensor cuadrupolar de EtZiotb"é’ e

define también al tenson de Racah

(LKQ,)M‘E QZ‘F <l 1)2“‘2’6) LQQ‘L‘ = 'V—s—/_z-(?o' "(‘2 l.;)"yz [I; Q]J

{3.13¢e)
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donde £a equivalancie con Ba expresddn del Lado denecho se

checa §deidmente como ae muestra a continuacidn. Usando

2 _ 3 _
L2 2eDlglyg ) Lav LyLoL-
Entonces
Tl = 0 b Ly Tl T 0° [Lg Tl Lo Ly Tl
[3.734)
Del hecho que {3.13g)

L 5/, Tl..}! 3‘% <LM 5-/‘! LMY (L(H’h\vz TL/)

de [3.134) se sdigue que

L5 all=¢ glh%(-)‘*kzcg iq {20 C2m |- 2m" Lo -zrz%.: G2 2lgT

(3.13h)

[1%,q]=-6G- 205 [ LXGD;e (s34

Despejando [LaXC{],, de {3.134) se tiene {3.13¢). Llos
openadones (3.13c,d, e} conmutan con H  y pana =0 , también
con LS‘ Asl Las nelaciones de conmutacidn [3.10) se satis-

facen 44 tomamos pana J@ Las exphesiones:
Jézdﬁl"’*ﬁ‘-}qo"'jgux@zo ) 374070 (3.04)

donde La ecuacdén |3.11) nos penmitind deteaminar Los coefd-

cientes. Como Q) (LXQ)zqe son tensores de Racah de on-
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den 2 con parnidad par, nelacionan estados | nAm> 4640
consimisme 6 con ln 1+2 m} . Por ejemplo, 44

q.:.-l obtenemos de (3.11) Las ecuaciones

punbanliintn] i [ntriml L) zlntm Y= (345) v kv
{3.15a)

BinkamlQeindml + ¥ ind-amlx @z Indni= o (5. 156]

B Sodm| Qolndmy+ ¥if ndm KL X Q)olndm §=-oym  (3.15¢)

En (3.13) s¢ usa ef hecho

Enliml Lo [ndm 3= mdey (3.15d)

aliigaal que La expresdidn explleita de Los coefdicientes de
Clebsch-Gondon que aparece en La ecuacidn {3.11) en La cuakl

qQ=1y §,M toman Los valones (3.7). Los elementos de matriz

{ nt'ml Qo Jn 4m} (3.15¢)

(16} peno Los dendivarné a conidinuacidn.

don bien conocddos
De fa definicidn de 9, en ta sdeccedbn 3 se sdgue
que
<nf'm|Golntm>= ft' Z g ol i§><ntinl Yy L el ¥
] m'qg
{3.154)



60

T g'
Usando ¢£ hecho de que Qq‘ =§ , ¢t teonema

de Wignen-Eckort y La definicidn de coeficiente de Racala““

Ae obtiene

<nfim]Qelndm> ’J.ZZ“ [3 i W(E't 24 10) m 2oty end It iy e >
(3.15g)
donde ,Z',,e" toma Clos valones I’sffz, j, 1”314—3]

Log efementos de matnlz neducidos estdn dados pox

<nafiifiing >= [@gﬁ%ﬂ%%&m + [l Yor

[3.15h)

(22}

y finafmente sc obtiene

T 2 ‘A 2 .
<h J42m] Qo nlm = Zpesy § Q- Hasr oty fs.150)

| - 2 231l . e
<nh-em Q,lnlm):(%ﬁm%Wj (5.155)

2.
<ndm| Qo ndm>= 6 )y 3m -f_s"') (3.15k)

Los de CLX q,)lo se obtienen de fas ecuaciones
anteriones {3.13e) y de {3.15 } da Los coeficientes 4 4,0
y en foama simifan se obtienen aquetlos para QFQ"J- asd

todos Los coeficientes son:
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= - 2(4-Imfi-2¥ 2 24+5, ‘lz

o = AR L] (2L e
(2043 (4-2) l‘] -2 A+

P = 6 N4 A3 ) LdH)= 0+~

_ {2043) !l - Iml-2¥2) (2445) "
Y‘* 3 (M43 H)= +2) =M

Wo= dn-lml-2) Po=0 ) Te=o

m

=z - G0t [me (N 2N gl
5 (hLpCate St e T |

ﬁ_::iﬁﬁ%?ﬁdl{%%%%&fﬂ-sém Tt %1//2
= B A S ey

Para expresahn Jq, $= 3,0)-4 como Loa genenado-

nes de SU(Z) se escnibe
Jg= Lo &g + Qo Bg +LXQ, 3y (3.17)

A A
donde £os operadones Xgq )P4 /?q’ estdn dados pon
%g ) MBa ) Ig de (3.16}) en donde se¢ reemplaza

noto- 32 A= La(iefe- 12 mols
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ya que £os cigenvalores de estos operadones son Lol ndmeros
culinticos {ndicados. De manena andfoga al ecaso de coonde-
nadas cilindricas, La aparicidn de raices de operadores ue
es problema cuando actdan en Los estados /i)fﬂ)} nespecto
a £os cuales son diagonales.

Se tiene tambifn en este caso fas versdiones de
operadores .Tg, dependiendo de A=Dyl al (gual que en

el caso cillndnrico.
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CONCLUSTION

én Las pdginas anterniores denivé explicitamente
L0s genenadones del algebra de Lie de Simetria nesponsable
de La degeneracibfn nesidual para una particula en un poten-
cial de oscilador arménico sujeta a un campo magnético dé-
bif. También se derdvd en el Limite cfdsdico £a transforma-
eidn canbnica que nes LELeva de un Hamiltoniano a otho donde

el algebra de Lie de Simetafa se hace evidente.

EL principal argumento utilizade fue que para ef
obdeilador, en ausencia de campo magnético, el algebra de Lie
de Simeinia es U{3}. Si ase intnoduce ef campo magnéiico Los
nivefed de enengla sdguen caracterizdndose por el ndmeno
cudntico magnético m y asi La sdmetria debe cornespondern a
una algebra de Lie menon aunque su reallzacifn sea mds com-
plefa debido a Las restricciones impuestas al fifar el valon
de m.

Debo hacer notarn que el andiisdis uiilizado en
este thabajo puede tenen un ndmero extenso de aplécaciane&
como- Los movimientos colfectivos de un sistema de n-cuerpos y
que no obstante La nelativa senciffez del pnobtema, iste

nunca se habfla nesuelto,
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