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INTROVUCCION 

En loa último-O euanenta añoa el terna de degenena­

cl6n accldental de nivelea de enengla en alatemaa eudntleoa 

ha aldo ampliamente dlaeutido y eatudiado en el ámbito de la 

6laica y laa matemdtica-0, obtenléndoae neaultadoa de gnan 

utllldad que han 6avo4ecldo ampllamente nueat4o entendlmien­

to de la Natunaleza. 

Al habla4 de laa idea-O 6l-0lcaa lnvolucnadaa en el 

Tema de Vegene4acl6n, n~ pueden olvldanae loa métodoa mate­

mdtlcoa que pe4mlten la obtencl6n de loa 4eaultadoa con una 

4elatlva aenclllez. E-0pecl6lcamente me 4e6le4o a la Teo4la 

de g4upoa que ea un ln-0t~umento muy lmpo4tante en la 6lalca 

p4inclpalmente ponque noa penmlte entendeh la degenenac16n 

en loa nluele-0 de ene4gla de un aiatema 6lalco en téhmlnoa 

de laa p4opiedadea de almetnla que poaeen aua lntetacclonea. 

Eataa p4opledadea de almetnla dan luga4 a un conjunto comple­

to de obae4uablea que conmutan, loa cualea ae identl6lcan 

como cantldadea que ae conaenvan en el alatema y a-0l penml­

ten eatablece4 neglaa de aeleccl6n pana iaa tnanalclonea, 

e~quemaa de deca-lmlento y 4eacclonea. 

En eate t4abajo me p4opon90 4eaolve4 con ayuda de 

ta Teo4la de g4upoa, la degene4acl6n accidental que en p4e­

aencla de campoa magnétlcoa débilea (campoa con lntenaidadea 

obtenlblea en labo4ato4lol exlaten en un alatema ólalco que 

ea p4eclaamente el oacllado4 anm6nlco. 
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Paha log4a4 ml phop66ito e6 nece6a4io enco11t4ah ef 

ghupo de 6lmet4la cauaante de la degene4acl6n, con e6ta idea 

en mente y paha mayoh cla4idad el pnimen caµltulo de fa teala 

tnata 6obhe teonla de gnupo6, Ca6 ca4acteh!atJcaa gc11c4ale6 

y algunaa aplicacionea en mecánica cuántica. Con ayuda de 

eate pklrneh capltulo aená m4a 6ácll entenden lo6 pkoce6o6 y 

mltodo6 que ae utilizan en loa capltuloa poatetiohea. 

En el capltulo 2 teaolve~l el phoblema del oaclCa­

dot en coohdenadaa cillnd4icaa, la 4az6n de u6an eataa coot­

denada6 ea que la denlvacl6n del gnupo y la 6otma de lo6 ge­

nehadotea ea mla aencllla, en compahaci6n al caao de coohde­

nadaa ea6fkicaa, el cual ae expondnd en el capltulo 3 y que 

aon en la~ que tnadicionalmente ae tnabaja lo6 pnoblemaa que 

auponen 6imethla ea6é~ica. 

En amboa capltuloa (2 y 3) obtendhé loa gene~ado­

~ea del g~upo de aimetkla. Finalmente concluihl phe6entan­

do comentahioa ace~ca de loa teaultadoa ob~enidoa. 

Cabe menclona4 que el pnoblema de degenetaci6n ac­

cidentaL en et e~ecto Zeeman y au g4upa de almet4la, aunque 

helativamente aencltto nunca antea 6ul 4eauelto, no ab6tante 

ta impo~tancla de toa keauttadoa. 
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CAPITULO 1 

ELEMENTOS VE TEORIA VE GRUPOS Y SU RELAC10N 

CON LA MECANICA CUANTICA 

El a.vanee de La. Fla.lc.a en loa úLt.lmoa algloa ae 

ha vlato a.mpl.i.amente óavo1tec.i.do polt la exploJt.aclón del unl­

ve1ta o a tJt.avla de toa método.&'maternátú.oa, ea dec.Di., l~ dea­

cJt..lpc.lón de loa óenómenoa 6~6lco~ po4 me.dio de modeLo6 o 

teo1tla& matemá.túa. 6 que 6ac.i.fUan au e11tettd.lm.lento y 6u de-!i­

c.Jt.lpc.lón. Una de eataa teotlaa, ea la TeoJt.la de G4upoa que 

pJt.ovee de un lenguaje matemd~lc.a pJt.ec..lao paJt.a la expJt.eal6n 

de la.a Jlmettlaa y la diacu&¿ón de la elaa.l6.lc.acl6n, dege­

netac.lón y mezc.la de catado& de 6.latemaa euánt.lcoa. 

Mla adetante, ae diacut.ltá expllc.itamente la e6-

tJt.echa. Jtetac..l.611 que guM.dan ta. M ec.ánlca. Cuántl ca y la Te.oJt.la 

de G4upoa. Tettiendo en mente eate pJt.opóa.lto ae kev.laaJt.an 

bJt.evernente a.lguno6 concepto& etementate6 de Teo1tla. de Gtupoa. 

Un GJt.upo ea el conjunto de etementoa A,B,C, ..• 

pa4a Loa c.uale6 eatá de6.ln.id~ una ley de eompoalc..lón llamada 

11multipllc.a.c.i6n" que eape.c..i~-lc.a un.lvoc.a.me.nte. palta c.ada. pa.JL 

de elementoa del gJt.upo au ptoducto que ta.mbi~n e6 elemento 

del gAupo. Ademáa, cumple con Lo6 6.lgu.lentea poatutado&: 

ll La Ley Aaoc.latlva, .l.e (ABIC = A(BC) 

.UI Ex..l6.te.11c.i.a de un eleme.11.t:o identidad E, t1n.leo .tal ~ue. EA=A. 
1 1 ~· lll) Vado A ex.late A- (invetaol .tal que AA- • E. 

Aquelloa gJLupoa pa4a lo6 cualea Ae eumpte ta··p~o-
•,. 

piedad conmuta.Uva ~e llaman abe.llano~. 
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En AJtltmltica, Geornet1tla, Algebna u A114lisia ~e 

eitcue.nt1ta una gJtan cantidad .de ej ernplo./i de g 11.11po .L L ti s cua­

tno númenoa c.omplejoa 1, l, ~ 1, -.l, 6011.ma11 1111 gnupo bajo Ca 

ope11.ad611 de muLtipl-lc.acl6n crJtdú1a1t.ia de 11út11e1to.~ co111pCejoa. 

Se de.be. enóatü:a1t ain embango, que la opel!ac.i6n no 11l'-ce6 t.ta 

da1ti.e. expUcltamente. E.t gnupo puede eapeci6üa1t.tie compte­

tamen.te palt au tabla de muUiplic.aci6n. Como llua.t11.ació11 ,rn 

conaidena al g1tupo v3 de aeia elementoa cuya tabta ea: 

E A B C. V· F 

E E A B C V F 

A A E V F .B-C 

B B F E V C A 

e e V F E A B 

V V C A B F E 

Fj F s e A E v 

-1 - 1 -1 donde E ea et elemento identidad y A = A , B=B , C=C , 

v~ 1 -F y F- 1-v, adem4a AB # BA polt lo que no ea un gnupo abe-

t,j,ano. Laa lle.lac.lone.a que ex.U.tett entlt.e t'.oa mie.mb1t.oa de un 

g1tupo han dado tugall a una aeJtle de conceptoa corno aubgJtupo, 

ctaae, y aubgJtupo invaJtiante que ae dan a continuacl6n: 

Si un aubconjunto H del gnupo G aatla6ace loa poa­

tutadoa de g1tupo, ae dice que H ea un aubg1tupo de G. 

Se de6lne una ctaae de equivalencia como al con­

junto de elementoa de un g1tupo que aott conjugadoa e11t1te al. 

·A y B elemntoa de G ae llaman c.onfugadoa ai exlate un elemen­

to R en G tal que B º RAR-J. 
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En un 6ubgnupo abe.llano c.ada ele.mento c.on6tLtuye 

una ela6e. del gJr.upo. 

En el gtwpo v3 la6 c.la&e.6 que exütrn 6011 c1:/Ej 
c2 : { A,B,c,j c3 : J V, F.} S.i. u11 6u.bgJr.upo H de G c.onU.e.ne. 

c.la6e.6 comple.ta6 de.Ge.orno .t.e.IL.i.a H: f E,V.Ff que c.011.t.le11e a 

c1 y c3 6t llama 6ubgltupo .lnvaJr.ian.te. de. G. 

Vo6 gnupo6 G: lA 1,A 2, ... J y Ó: {A 1,A 2 ... J 60» üo­

moJr.6Lcoti e.u.a.ido 6e puede e.6tabfece.Jr. u.na eonne.&po11de.nc.ia 

b.luttlvoca e.ntne. 6u6 ele.~1e'~:to6 A2 +--+ A2 .tal que 6e cumple. ta 

pl!.Op.le.do.d A. A -+-+A. A .• · 
,{. J .{. J 

Un g!Lupo i6omo1L6Lc.o a o3 6e obtiene c.0116Lde.Jr.a11do 

ta6 ope-itac.Lone.6 que. de.jan btalteJtada la onú.nt,1.c..i.611 e.1..pac.úti 

de un tJt.Lán9ulo equ.U.á.te.Jr.o. E6tM ope.!Lac.Lone.t. 6on: 

E: ope!Lo.eión .identidad, 

'A, 8, e ILe.6-teüonu det .tJr.Un9uto en .fa.ti u.ne.a.ii 6.(..ju, 

11.e.ii pe.et.<. va.mente.. 

i, f 11.0.tac.Lone.6 de.l tniángulo e.n 6U. plano, alJte.de.doJr. del c.e.11-

.to polt 21V.3 y - :trtl.5 Jr.e.6pec.t.lva.me.11.te. E6ta6 ope.1taeL01te6 6otrn1a11 

un gJr.upo G bajo ta c.0Me6tJ011dene.la EHE, A~A, B-.8, ('f-tC 

VHV Ff'-tf' a6i G lj G 6011 üomo1t6.lca6. Si e.a CO!ll(('_fiponde.nc..la 

e.6 mut..U.pte. 1J unidilte.c.d.ona.f. lAt1 Al,., .. . j-+A ta.e que 

A,. A.~ A .A. 6e die.e. que. G e.6, Homom6Jr.6.lco tiobtr.e. G. U. g1w-
.(.j J6 .(, 1 
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po v3 e.4 homom6fl6.ico al g!Lupo c-lcLico c2: j E, ~.=: C1 bajo ta 

c.oJtl!.e.6pondenc..la {E. V, F/-,) E y {A. B, cj-;. A. 

Vado un gllupa G: l E, A, B, ••• J una ttc.ptteJ..Cn.tacl6n 

de Ge.~ un g:wpo de mattt...lec.6 G: l V(A), V(E), V(B), ... J tal 

que G e.4 homott.6lc.o 6oblle ~. Entonc.c.6 exlate una cott.1Le6pon-

denc.ia. A-.V(A) !J la c.ondú.l6•t V(A)V(B)=V(AB) que.da aati.66c.-

e.ha pa.tt.a c.ualqulell pall de elemento6 del gtt.upo. Si elemento6 

di6ellente6 6on lleplle6entado6 poll ma.tnic.e6 dL6ett.entea enton­

c.e.6 o-,;G e6 un .üomo1t6.ümo. 

Como ejemplo de una lleptt.eaentac.l6n del gtt.upo V3 

tenema6 al c.onjunio de matlLic.e6: 

j)(f)= (~ :) fltA)= (: ~) 
f){JJ)=c º) 

-1 -i 
búPt! -~) 

{J(b)~ t: -~) ~= (º !) ¡ 1. 11 -i -J. 
ya. que .6a.:tü6a.c.en 

l>(/1)/)(8)== /)(.q8)=1J{P) 

y lo ml6mo 4ucede palla. cuale.4qulett.a. de loa ele.mento6 del 

g!Lupo. 

Va.JLla6 c.la6e6 de 1Leplle.6entacione6 6on lmpott.tan:tea. 

La 1Le.ptt.e6entac.l6n tllivlal o identidad ea aquella en que cada 

uno de loa elemento.6 ea Jteptt.eaentado poll la matJLlz identidad. 

Una 1tep!Le6entac.i6n .6e dlc.e que e6 6iel 6l la c.o!Lfle6pondenc.la 
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g4upo 4--~ 11.e.pJte..6 e.nta.c.i6 n e.6 un .l6 omoft 6ümo. La. 1te.p11.u e.ntad.6n 

(I.1) de v3 e.6 6.lei, mle.ntJta.6 que. la. t1tlv.i.al no lo e.6. 

Una 1tep1teaentac.l6n V de un gltupo G e.6 unltaJt.i.a 

6.l 6atú. óace. la c.ondú.l6n 

Jl{R) D(R)= L 

donde. v' IR) e6 la matJtlz hekmitiana conjuga.da de V (R). E6-

te. tipo de ~e.plte.6entac.lone.6 6an mu.y lmpo1ttante6 en mec4nica. 

c.u4ntic.a como ue.11.emo.& m«6 adelante.. 

Vada6 doa 1tep1te.&entac.ionea VI {R) y VZIRI de G 

c.on6t1t1Li.mo6 otJta. 1tep1te6entac.i611{ó!Rlj de. G c.uya.6 matJtú.ea 

0 1 y v2 6on 6uma di1tecta, e..& dec.lll. 

Za. cual no e.xi6te 

alguna t11.an6601tmaci6n de 6emeja.nza que de. a todoa la6 mat1ti­

c.e6 V(R) una 601t11Hl de auma d.i.n.ecta de ma,tJt.ü.ea 6e die.e que 

e.6 ltr.Jr.edu.cible. fn cambio wia ,'l.ep1te.&e.ntaci611 e.orno Á ( R 1 e6 

11.educ.lble y au deacompo6.i.ci6n en 601tma de auma di1tec.ta de 

1tep1te6entac.ione6 i1t1teduc.iblea ea Qnica, ha~ta una t1tan6601t­

mac.l611 de 6 emeja.nza.. 

Vo6 11.epte6enta.cionea V1IRI y V2tRJ, ae dice que 

6on equlva.tente.6 al exi6te una mat1tiz M no Jingulall. tal que1 

ll(R) = M t/{1<)N "' 
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Se pll.eaentan a contlnuacl6n afguno6 teo11.ema6 de 

1te.p1te.ae.ntaclone.6 l1tneduclble.a unlta11.iaa. 

El lema de Schu.1t: Sl una mat11.l: conmuta. con todaa 

laa mattticea de. una 1tepfte6entaci6n i1111educible unitania de 

dime.naúfo 6inita de Ult g1tu.po, .taf mattt.lz debe 1.>e.11 u11a matn.lz 

eaca.fM 12 3t Aa.l también dada. 1rna cle11.ta !tl'.plle<Hn.taci.6n lue-

du.cibte VIR) ae puede demoattta!t que a6lo mattticea e6calattea 

co nmutatt con e.U a. 

El aeguttdo teoll.ema ea el de ta ontogonalldad pa!ta 

loa elementoa de la6 matticea de. u.na 1tep1te6entaci.6n inne.du­

cible. unitania de. dimenai6n 6inlta. Sean {v'0 1RlJ y f v<~IR~ 
doa nep!te.H.n.tacionu. i.11.!teducibf.ea unHa11.ia6 det glLupo 6lnito 

G , con dlme.nal6n l 1, ••• l 2, 11.eapectlva.mente. Si laa 11.e.p11.e­

aentaclonea no aon equJuafentea 

L D~~{~> ~~~I (R)= o 
fl.. 

dottde la.a vlfl1RI aon la.a e 1tep11.eaenta.cionea 111.11.educlble.a 

l11e.qu.tvale.n.te.a y un-lta!tia.a de un g1wpo 6-lnito G, (j=l,2, .•. c) 

yl¡ ea la dlmena-i6n de vUl (RJ. Se tlene ademd6 que. la w111a 

de loa cu.adnadoa de la.a dlme.naione.6 de toda6 laa 1tep1teaentacio­

nea i11.11.educibtea lnequlvale.nte.a de un g11.upo 6lnito ea igual 

al 01tden del g1tupo. 
e t 
:i.Jj::~ 
j•I 

Ot!to concepto de. mucha utilidad e lmpo11.tancla den­

t~o de la teo!tla de. g!tupoa ea el de ca~acte~ea de una 11.ep~e­

aentacL6n. Va.da una 1tep1teaentacl6n !V(R)I de dlmenal6n l de 
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un g4upo 6in.lto de G, ta tJtaza de la mat1tiz O(R) 6e llama la 

c.a4ttc.teJt.l.6tica de. R y .&e úid.lca con X(Rl. El conjuuto de 

g na:muo.& f X{A 7), .•. ,X(A
9

J] 6e. Uama el cadc.telt de la 1te­

p1te.6en.tac..l6tt y e11.te. cor,c.ep.to .tiene pltopüdadu .lmpaJt.ta.nte..& 

c.omo: 

i) Vo4 JtepJte6entac..lone6 equivalente.& de. un 91tupo tienen 

et m.l.&1110 c.aJLtfc.:te.Jt • 

.l.ll Lo.& eleme.ntoa de un gJtupo que pe1ttenec.en a ia mi6ma c.la­

.&e tienen ta m.l6ma C.j:V1.ac.te11..l6.tic.a. 

El c.aJtác..teJt de. una JtepJte.&en:tac.i6n ea, poJt tanto 

una 6unc..l~n de cla&e6. S.l el 91tupo .tiene k c.la6e6 c1, ••• Ck 

la c.aJtac.te.Jtl6t.lca de la c.la6e Cp: X(Cpl X~ El c.aJtác.te.Jt 

a6oc..lado a una JtepJte&entac..l61t .lJtJte.duc.lbte vi 6e llama c.aJt4c.­

teJt Jimple. Lo6 c.aJt4c.teJte6 6.lmple.6 6atl66ac.en ta 1telac.i61t 

de oJttogonal.ldad: 

/'t. (') (J)* 2 ff li ir J V~rll lf :: /.tJ> 
f::.I 

( I. 2) 

donde 9p e.6 e.e. ttúme.Jto de elemento6 que .u.ene. la e.tau p l6.li1'o. 

y 9 e4 el oJtden del gJtupo. 

La ecuac..l6n (I.21, 6.l c.on.&ideJtamo6 a lo.& k n4meJto6 

comple.jo1i{f~v~ :t/1)~J:f1~ .... ./it/f1~jc.omo la1i c.ompo-

nente.6 de un vec.toJt, no6 ind.lc.a que 

(1. 3) 

donde e e.6 et nameJto de Jtep1te6entac..lone6 .lJtJteduc.ibte.6 y k 

u e.l tt!1me.1to de c.lMe.~. Mcf& adelante ve1te.rno.6 que h ~e 

lo que. impt.lc.a R = c.. 

La._.& ma.ttt.lcu de. una 11.epJte&e11.tacl611 .l!.edu.c.ib.te. [ 4 IR~ 
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de un g1tupo, pueden lleva!t..ae poc medio de una tnan1601tmacL6n 

de aemejanza M a la 6otrna de •urna di!t..ecta como •igue: 

o 
(l. 41 

·. 
o 

donde taa matJt~cea in1teducible6 vlLI (R) pueden ltepetLnae 

vMiaa vecea d~gamoa ª¡ vece6. Sí. dl'l'lotamoa x1,x2, ... Xk 

al ca.Jr .. á.cte.n de ta 1teptz.e1e.11.tac.l6n\,AIRI] , .tomando la tnaza 

de ta ecuaci6n. matJticial l~.41 6e obtiene 

(J. 5) 

El nameJto de vecea que apanece ta neplteaentacian 

br..1teducible j, pueden deteJtmLnanae utilizando (1.5) y la 

Jtetación de ontogonaiLdad entne toa r.aná.ctenea 1Lmplea L.e. 

(l. 6) 

Un.a !t..ep11.e&en.tac-l6n de 91tan ut.U..ldad ea la llamada 

!t..ep!t..eaentaci6n negulaJt que eat4 6o!t..mada pon rnat!t..Lcea V(Ak) 

de dLmen6~6n Lgual al 01tden del g1tupo que aatLa6acen ta con­

di.c.Mn 



11 

y ya. que. el. e.temen.to identidad E e-& un.a cl.a.6e del. g11.upo c1 :f Ef et 

ca.11.ácte.11. de. la 11.e.p11.eaen.ta.cL6n 11.e.gula11. e.at~ dado poi!. 

X1=g,X 2=x 3 .... .... Xk=O. 

El núme.11.0 de ve.cea que la 11.ep11.e.aentacl6n 11.egula11. 

contlene a la 11.ep11.eae.ntacl6n l11.11.e.duclble. vlil e&ª¡ eatá da­

do poi!. ªJ = x1 (j)•= xlil*(E) (Ve.Jt e.cuacl611 (I.6)) 1J pueato 

que. el elemento ldentld~d queda 11.e.p11.e.ae.ntado poi!. la mat11..lz 

unldad 6e tiene que a.=l. que ea la dlmenaL6n de la 11.ep11.e­
J j 

Hn.tacl6n V (j l . 

Se concluye que la 11.ep11.eae.11t~ci611 11.egulall. puede. 

Ueva11.u a una. 6011.ma. e.xpl.lc-i.ta.me.nte 11.e.du.clda e.u la cual 

apa11.ecen toda& laa 11.ep11.e.6e.ntaclone6 i11.11.edu.clble6 y ade.má6 

ca.da matJtlz vlil de dimen&l6n t
1

, apa.11.ece 11.e.pe.tida l ve.cea:. 

La auma del cuad11.ado de la.6 dlme.n6Lone.6 de todaa laa 11.e.p11.e.-

6en.tacLone6 ,(,11.11.e.duci.b.f.e.6 e.6 igual a la dime.n6.l611 de la 11.e.­

p11.e.6 entaci6n 11.e.gula11., la cual e.6 Lgual al 011.den de.l gll.upo 

como 6e vl6 ante.11.lo11.me.11te.. Ade.m46 del te.011.ema de 011.togo11a.­

lldad de. loa ca11.a.cte11.e.a 6.lmple.a dado en la e.cuacL6n (1.2) 

6e tiene ot~a 11.e.lacL6n dada. poi!. 

Eata 11.e.lacl611 noa dice que a.( lo6 e ndme.11.oa 

plejoa) V8fíf Xr~) ... •j V'Jtlt xt)J H COtt.6idettan como 

( I. 7) 

com-

componrnte.a de un vecta11. Z ( P l entonce& loa h ve.c:toJte.6 _z_ ( 1 l, 

..... ·l {k) 1 6ón mutua.mente 011.,.togonale.6 ett u11 e6paclo ve.e.to-
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1t-lal de. d-<.me116-l611 e, ae 6igue e11to11ceii que k ~ e 1J contpa1¡a11-

do c.011 la e.cuac.i611 (1.3) ae c.011cluye que l<=c. -l.e. el 11út11c-

1to de R.I. ea .igual al 11úme1to de ctaaea de u11 gl(upo. 

Una tabla de ca1tacte11.ea de un gltupo 6inito e6 una 

tabla numl1t-<.ca de kxk, e.11 ta cual apa1tecen laa compo11e11tea 

de. loa ca1tacte1te.a a.imple& del gttupo, loa nún1e.1¡oa e11 cada 

1te.ngl6n de la tabla aon laa compo11e11tea de un ca1tacte1t aim­

ple del g1tupo. 

Loa doa te.otterna.a de ott.togo11a.Udad (l. 2) !! ( 1. 7) 

peJtm-lte.11 ta conatttuccián de la tabla de ca1Lacte.11eii, impon..le.11-

do (en caao de ambiglledad) que lo6 1te.aultado6 obte.nidoa aea11 

con6..l6tenteii co11 ta tabla de muliipllcaci6n del g11upo, poi( 

ejemplo la tabta de. ca1tacte1tea almpte.a de v3 ea: 

FI/claiie.a tz:J [A1B1c.J fD,¡:{ 
j:I i. .L .i 

1= 2. i -j. i 

J=3 2, o -.i 

El pJtoducto di1te.cto de doa 1tep11eaentacio11ea i1L11e-

duciblea de un gJtupofvlll (Rd y ~ vl 2 l (Rll de dbnent.-<'.611 

t 1 y t 2 1te.ape.ctlvame.11te ae exptte6a como e.l plloducto dl1te.cto 

de lall mat1ticea vlll(R) x v( 2l(RJ y e.ate. conjunto de mattti-

cea co116tituye.11 una JtepteaentacLán del mlamo gJtupo que ae 

llama pltoducto de K1to11ec.ke.1tl 23 l .. 

La ca1tac.te.4liitica del elemento R e.11 la 1tep1Le6e11-

tac..lá11 de K1tonecke4 e& : 
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Haata aho1ta hemo& tJtatado con g.1z.upo6 6inita•, ea 

deci1t. gltupoa que con&i.&ten de un ndme1to 6ini.to de elemento&. 

La &Lmet1tla en mucho& ai.atemaa 6la.lcoa eatd dada 

poi!. 91t.upo6 in6LnLtoa maa que poi!. gtt«po& óinitoa, como po1t 

ejemplo et hamLttoniano de un e.f.ec.t11.6n en un campo e enttta.f. 

que ea Lnva1t.iante. bajo cualquü.11. .1z.o.taci6n. Po!t lo .tanto a 

continuaci6n mencionalte algunoa .1z.eaultadoa de la .teo1tla de 

lt.eplt.e6entaciane6 de gltupo6 COH U» ttdmelto ittói.nito de ele­

mento&. fato!. aon genettalüac.<.onH de io• .teo1temaa dúcu­

ti.dua ante.1z.io1tmente, palta gltupoa 6lnltoa, en la maifoltla de 

to.& caM6 ea au6ic.ünte auati..t.u.Ui la au111aa 6in.Uaa ( ¿} 
aob1te el g1t.upo poi!. una auma inóinlta o integ1tat. 

Loa gttupoa Ln6i.nitoa pueden ae.1z. di&cltetaa o con­

tinuo&. Un g1tupo diac1t.eto ea pon ejemplo e.f. conjunto de 

laa .t1t.ana 60.lz.macionea {tll.a&lac.lonea) de la 6011.ma 

donde tt ea un vi.telto, ade.má& «» pa.1z.5.me:t.'10 e& .t.ttá.{.c.lente pa­

.1z.a nombkalt lo6 etementoa. Un gkupo ae di.ce continuo 6i una 

co11dic..l6n de ce.1z.canla !ie impone en .eo6 elemen.toa de. ta va-

1tiedad del gtupo. Como ejemplo dakemoa ei gkupo de t1tan6-

óoflmac.Lone.a 

X'= a,x+b 
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donde d y b va.11.lan de me1106 ln6lnlto a md6 l116lnl~o y 6e di­

ce que conatLtuyen un g11.upo contlnuo de doa paJtdmetnoa. 

En un glt.upo contLnuo de 1t pa1tdmet1t.06 toa elemen­

toa eatdn ca1tacte1t.lzadoa poi!. lt panámet1to6 nealea que vanlan 

cont-lnuamente. La6 .t,'la1166011.macionc.6 en un eapae.i.o de co11-

6.i.9u1t.dc...lonea de 11 d.lme.tt6ionea pod1tá11 e6c.1t.lb-l~tie co1ii0: 

pana loa c.uale6 laa 6l iott 6unc.lone6 analltLca6 de loa 11. 

paJLc1111e.tfloa. Algunoa ejemploa de. loa 911.upo.t> de. Lú . .bon taa 

al9ulentea. Et gnupo de 11.otaelonea en doa dlmenaione.b. 

Conid.de.11.emoa laa t11.a.na 6Mmacione6 Une.alea de fa 6M.ma 

,)(1-::aaX' + d2 y 

y 1 = (),.3 t. +(). 'I y 

que deta inya.11.iante x2+Y 2, entone.ea: 

><.'1.+ 1'1= (d.1X fdzY) 2+-(dsJ< .+tl¿¡Yf = x"+ yJ 

a,~+ai 111 i 

Loa euat11.o pa11.dmet11.oa a 1, a2, a3 y d4 ea.t~n auje­

toa a t1t.e.b 11.etac.i.onea 6unclonalea a.al que tenemoa un gll.upo 

d<?. tui pa11.dme.tJto • 

Eate g1tupo puede c.onalde1t.a1tae conatl~uldo poi!. 11.0-

taelonea al1t.ededon del eje 2, entone.ea au pa11.amet11...lzacl611 

puede eac.11.lb.<.nae como algue 



)(~ ::: >( (.IJ3 I - y $.tu 1 
Y1= X' SJM.t/-1-f t4dl 
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( z. 81 

El g~upo e4 abe.t.iano ya que. el 4n9ulo co4~e.6pon­

diente. al ~e4ultado de do4 t~an46o~mac.i.one.4 4uce.4.lva4 e.4 la 

4uma de. lo4 4ngulo4 de. la4 do4 t~an46oJtmac.i.one.6. Ve. tal 

mane.~a que tiene únicamente ~ep~e.4e..ntaclone4 .i.~~e.duc.lble.4 

unid.únen4ionale.4. Si X(qJ e.4 el ca~4cte.~ (~e.p~e.4e.ntac.i.one..6J 

de. la ~otaci6n a t4avl4 de. un 4ngulo ~, entonce.4 4e.. de.be. 

te.ne.~ que. 

(l. 9} 

IJ 

(l.tOI 

Ve la4 ~etac.lone4 ante.~.i.o~e6 4e.. concluye.. que. la6 ~e.p~e.6e.n­

tac.i.one.4 4on 

II.11) 

donde. 
m :: tJ_¡ t I J ;!: :l.j . · · · 

f}ada una 6u:c.i.6n de. onda. t/'C~y,a) , 1uta. ~o-
tac.i.6n 6.i.n.l.ta ahededM de. Z no4 Ue..va de. t/(.(1 Y¡l)-") 'f(1<J '11

1

'1) 
con X', Y' dada4 po4 (I.8). Si 4e ~e.a.liza una ~otaci6n .i.n-

6.lnit.i.4.lma..t a.f.lr.ededOll. de. Z u de.el~ ec. 1 l. 8 I q ----.:, O IJ HnQ.v" 

entonce.4 f//(X1 '/1 2)->l/J{xf6Y; Y-6><,-z) 

s '//(~Y/e)-+ 6. (Y~ ·· x /y) f (X, Y, :i) 

A4-l en la t4a.tt46Mmac..l6n 4e obUe.ne el ope.~adOJt .ln6.ln.i.t.U.l­

mal de. 4otacione.4 4e.4pe..cto a Z da.do po~ 
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Ot11.o e.j e.mpto u el g11.upo 011.togono.t e.11 t11.e& dúne.n-

6ione.& 0(3) que e.6tá 601Lmado po11. lab t11.an&6011.maclone6 llne.a­

lu que dt..jan ÚV0.11.ian.te. X2+Y2+z 2• f6.ta Cllttd.ic.l6n de inva-

11..lo.nc.lo. .impone &u& cond.lc..lone.6 6ob11.e lo6 nueve. pa11.úmet11.o&. 

A&! tenemo6 uft gil.upo de t11.e6 pa11.áme.t1Lo6 y po.11.a 11.evl&o.11. bub 

11.e.p11.e6e.ntac..lontb 1Lecu11.11.lmob al glLupo de 11.otac.lone6 axlale.6 

de t1Le4 d.únen6lont6. 

Aunque tab 11.otac.lone.6 6inito.6 &e compo11..tan e.n 

601Lma di6e.11.en.te., e6 bien conocido que ta& 11.otac.lone6 ln6.l-

n.ltuima.lu H. 6wnan ve.cto11.latme.11:te., entone.e.& un ope11.a.do1L 

de 11.o.tacl6n .ln6in.lte6.lmal allLededolL del eje ~ e4t4 da.do poi!. 

Tr,_, =J. fx + m t1 +n t 2 

donde lt,m,nl 6on to& c.o6eno6 d.l11.e.cto11.e6 del eje t y Lx, 

Ly, Lz 6on to.6 componente.6 del momento angulalL at11.e.dedo11. de 

lo6 eje6 !• ~, ~ 11.e.&pe.c.t.ivamente. Ade.má~ puede demo&t11.a1L&e 

que una 11.otac.l6n 6.lnlta de un ángulo O al11.ededo11. del e.je 

puede e.6c1L.lb.l1L6e a&! 

~1= ~-isf.¿ 
con ta .lnte11.p1Leto.c.l6n .lgual del ope11.ado11. exponenc.lat(t 41, 

"" A. Lo& ope.11.ado1Le6 ln6.ln.lte6.lmale6 de 11.o:to.c..l6n Lx, Ly 

y 1z .utü6ac.en la& Jr.el~c.A'.oné.6 de c.onmutac.l6'n { Lx, ty] ~ 
.c: 1'z 1>.l 1i. = 1 y lo& ob.ten.ldo6 polL pe11.mutac.l6n c.fot.lca de 

to& lndic.e6. A e&te conjunto de ope11.ado11.e1. be ie& llama 

gene.11.ado11.e& del atgeb11.a de L.le de 0(3) .l.e. del gil.upo de 



17 

tJtana&o11.maclonea ln6lnltehlmale6 de notacl6n en tneh dlmen­

alonea en ta vecindad del elemento ldéntldad. 

Aa,(,, deno.tamo1.i pon ~m a laa e-igen6u11c.io11e1 de 

L 2 =L!+L~+L: y Lz cuyoa elgenvalo11.e1.i aon l(l+11 y m 11.e.apectl­

vamente., e6ta.h 6unclone6 bajo laa openaclonea de ~otacl6n 

6ln.lta R • e-lU(~.ll da11.dn lugalL a au vez a elgen6unclonea 

de. L2 puea e-lUlti."Il conmuta con L2 (l 4 I PelLo e.ate. hecho 

no oculLILe con L z en g e.ne.ul de modo que R lfim eh una comb.lna­

cl6n llneal de ea.ta.a, o aea. 

( 1. 12 I 

Utilizando la pa1t.amet1Llzacl6n de loa ánguloa de Eulen una 1Lo­

tacl6n a1t.blt1La1t.la R puede e.xp11.eaa1L6e como el p11.oducto de la.a 

11.otac.lonu 

donde.~ da la 1Lotacl6n a.VtededolL del eje. Z • /' af.lt.ededolL 

del e.je y y f al1Lededo1L del eje z. 

A tnavéa de ta e.cu.ac..lón ll.131 podemo6 11.e.p11.ue.ntdlL 

la e.é.. (1.121 como aigue: 

donde. 

DI { ) . itrix.1 t -im¡ 
1~'m 0<.p '( -=- e adJm1 e 

d~'lf1 '&. (/lfl /e·'°f..Lr/fm) 
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E.e a.ndlüú a.11te.11.-i.01t mue.ó.tlf..a. que t'.a,l V~, 111 c.011~tU:ul}e11 u11a J1.e­

p1t.e&e11ta.cl61t de. d.ime.naMn (2.f..,.IJ del glt.upo 0131 de tr.o.ta.c.fo11ea 

y u.t..iLizando la 6 o.Jr.ma ex.p.U:.ei.ta de la.6 vl 
m'm 1 et,,, t l 1J e.t' t cma 

de Schu!t ae puede demoat1t.a/f.. que e a {lt!ll R. 1. 

Eata.4 lf..ep1t.e.•entaclonea matltic.üie• vt 
m'm l«;P>1 I de 

013) 1a..tü6a.ce11 tal> ptr.opie.dade.6 de otr.tono1rn111Udad antflogaa a 

aquello• ptr.a. g1t.upoa 6lni.to6 como 

[ l>~'~ (.t1p,~) l>i'm (o<¡~/!):: t:Ím'm'' 

y 

La.a c.f.aae6 y ca.tr.dcte!te6 del glf..upo de 1t.ota.ci6n •e 

obtüne. 61foitme.nte ya que 4,¿ R(S) Ueva e.l vec:toJt ~ 1 e11 'l 
Le. 

entonce• toda• la.• 1tota.cionea a. tlf..avl6 del miamo dngulo pe1t­

.tenece11 a la m,{,6ma claAe. Eato6 lf..e•ultado6 ituatJtan una de 

la.a 6tr.ecuen.tea di6elf..ene,(,aa con la.6 plt.opiedade• de lo6 g/f.u­

poa 6lni.toa e.ato ea que te.ne.moa un 11dme1t.o in6iRito de cla6e. 

Entonce• loa calf..dctetr.e6 •imple.a ae pueden obtenelf.. 

de una. /f.ota.d611 af.ltededo1t del eje Z e.11 eH:e caaa v!,
111

{co<)Hl 

e6td dado po~ la mat/f.iz diagonal 
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-i. Jo<. e o ...... o 
.¿tJ...~ o e .... , .. 

• t.Q.40(. 
o .... o ... ; ... e.: 

( 11) el) • i.Oo< J..~ "'" -i; D :: e + ..... -to 
A ,(.t) - . r ~) 

E4.to6 ca.1ti!c.te.1te4 4.<..mpt.u dt .ta R. 1 de. O 13.I 60..tú &11-

c.en t.a.6 1te.lac.ione4 de 0Ji.tono1tm4tlJa.d 

El e6e.c..to de opeJi.ac.,i,onu 6ú-i..c.a.6 1te.a.U.x..a.da.6 6ob1te 

u.n 6i.6.tema. 6l.4ic.o (ope1taci.one4, 11.e6lexi.one& tll.a4lac.ione.4, 

e.:tc.. I pu.e.de de.nota.ltH e.orno 1:' "'?-K donde. R e6 una. ma.tJLi.t. no 

6.Ütgut<VL que mape.a e.l Mpac.J.o. de c.on6-i..gu1ta.c..ione.4 e.n 1.l. mü­

mo. E.6.ta..6 o pe..1ta.c..lot1u 6-C.t.-lcu 11.e.p4e..ó en.ta.da.& poli. ma..ttti.c.u R 

c.on4:t.ltuyen un g1tupo bajo ta. 1te.gla de. multipt~eac.~6n de ma.­

.t11..lc.u. 

Se. ~nt1toduc.e. un gltupo de ope.1tado11.e.4 P~ i..6omo1t6lc.o 

al g/f.upo de t1ta.n.6 6011.mac...i.011{',6 R. E6to1. ope1¡.adotr.e1:. P1t, te 
• 

de~lnen polt 6U a.c.c.l5n óob~e una &unción e.Je.ala~ aJi.b..i.t1ta11.la 

61xl e.amo; 
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Un ejemplo e4 el ope11.a~o1t Pa a4cc.lado a una t.11.a4tac.ldn del 

4.l4tema po.11. una d.l4.tanc..la a, c4te ope.11.ado.11. debe 4at.l46dc.elt 

ta. c.ond.ic.-idn 

' - ·~ 
.lnt.11.oduc.ündo et ope.11.adOJt cutf.nt-lé.o de. momento Une.al p•1:/.l V 

Con4.i.de.Jtando aho11.a un ope.11.ado.11. H l X, P J , 11.e.tac..lonado 

c.on alguna4 ob4e.Jtvabte.4 del 4.i.4te.ma que 4e e4tud.le. Veamo4 

ta. 6011.ma en que 4e t1t~n6~011.ma H(X,P) bajo ta acc..l6n de una 

t11.an4601tmac.,ldn 6l4~c.a R. Co~-lde1te4e p.11..lme.11.o t11.an46oll.mac..i.o­

ne4 puntuale4 t.lneale.4 de la4 c.0011.de.nada.4 X,¡_, 
l 

J /lc"j = ~ 

y la.6 c.an.tidade4 de mov.lm.le.n.to 

1J' -1 O• 
rt:: ~"i r1 

a..4.l et Ham.it.ton.lano 4e t11.an46011.ma como 

Jfr Hr~,p)l/1--~ H (R1v Rp) 

·' 

" 

-1 Si palta c.uatqu..le11. R ocuMe. PILll(X,P)PR •H(X,P) 4e d.lc.e que el 

ope.11.a.do1t e4 .lnva.11..lante bajo e4e 911.u.po de 4.lmetll.ia4. Otlta 

~Oll.ma de. ue11..lb,{.1r. e4.ta c.ond.lc..l6t1 de .lnva.Jtianc..la u 
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d ~e.a, el opeJtadoJt H(X,P) e.& inva1t.i.a.nte. bajo el gJtupo R 

&,i c.onmu.ta c.on t.odo-6 lo-6 e.te.mento& del g~u.po üorno11. Me.o { P Jt). 
Tomemo-!i a H (X, PI como el. HamLUon-i.a.no de u.11 41..-!item<L 6úú!.O y 

denote.mo6 a 6u6 eigen6unc.ione4 polL (xi, e6ZO e&, cumple c.on 

la. ec.uac.,i.dn de e..lge.nvalOl!.e& H 'f = é f {Sc.li1t.8d.<.nge.11..). Adem4.'6 

&upone.mo4 que. H(X,Pl e-6 invaJU.ante. ante el gil.upo de t.1t.an6-

601tmac.-lone-6 { R) poi!. to tan.to apl..<.c.a.ndo P Jt a ta e.cu.ac..i.dn d1f. 

Sch1t.6dln9e~ bt t¡z~~ 

Supon.lende que. E e& un eigenvalolr. de.9uwr.ado c.on l. 

ei.ge.n6unc..i.onu y, , '/'2 . .. '/t, lú1e.al111en.te. i..nde.pe.müe.n.t.e.. De. lfl 

ec.uac.idn a.nte.Jt,i.04 pode.mo& ve.Jt que PlL'f.i. e6 .tamb~ln e.i.ge.n6un­

c.,i.dn de. H <U.oc.i.ada a E poll. tanto debe ¿¡e~ c.ombinac.,idn l.lne.at 

de d.la6 .l. e. 

(I. 74) 

donde. V .. 6on c.om~one.nte.6 dt u.na matJt.iz V{R) de dimen6.i.dn "-i r . 

l x t. Se. ti.e.ne. ade.m44, bajo la aec..ldn de P6 6ob11.e. ta e.c.ua-

c.ldn ante.JU.011.. que 

D.11 W·(){)~ f r-a:<'(R)Í Dnj(s)cfxft)::-
1.s rr n. f :t V/ f<.r:t . 

= 5 Í{¡ ·¡{ R) Dxi {.s) '#/X):}) Id f:s R)f¡, {¡{) 
u 

poJt .f.o tanto 4e c.onc..f.uye. que e.l conjun.to de ma.t11..<.c.u V{R) 

de. d.lmen4i6n .txi .. de.6.lr1i.da6 poli. la. e.e.. {I.141 coMt..i.t.ufJe..n 

un.a 4e.pll.e4entacldn det g11.upo l~}, de dime"4ldn l. 



Ademd.t. H. d.lee que la.6 fi .... t/'Lct~oci«1a16 at e.ige11-

va..tolr. E polLtan o C0».6.t.Ltuyen UIHl ba&e pa1La ea kep11.e.t.en.ta.e.l611 

V(R) del g.11.upo de aimetlL.la.6 {Rj del ham.lltoniano H y ya que 

la.6 e~gen6unc..lone.6 pueden 01L.tonokmal.lza1L.6e la.6 1Lep1Le6en.tac.lo-

nea que polL.tan eata.6 6unclonea 01L~ono11.ma.lea aon mat1L.lce6 un.l­

.ta.l'd.a.J • 

Se. ha v.lato ha.ata aho1La. que. la 6.lmet11.la ae manl6lt! 

ta po4 un g4upo de. ope1Lado1Le6 que conmutan con el ham.lltonla­

no del a.la.tema. fa.te hamllton...lano eatd 11.eat.11..lng.ldo polL el 

lem~ de SchulL, la 11.ea.tlLlcc.lonea .t.on: l3l 

~J La no ex.i.6~enc.la de etementoa de ma.t!U.z del Ham.itto­

n.lano que conecten 6unc.lone6 de onda de d.latlntoa tl­

poa de 4imet11.la 

l.l) todoa loa ope.1Lado11.ea colL1Le.6pond.lente.t. a una 1Lep11.eaen-

tac.idn .l1L11.educlbl.e tienen el mlamo e.lgenvalolL. 

C0Mi.de.1ten6e la,t, k -tep1tuen.tac.lonu -i.11.11.e.duc..lbl.u 

un-<.tall..la.6 .ine.qu.<.valentu { Dú)(l!Jf 1 . · · · ) J D (/()( R)j de uit g1tu­

po .6.in.lto G cuya4 dimen6.lone.~ ,t,on t 1, ••• lk, 11.e1>pect~vamente. 

f lil1 lO>tJ) 
Sl ptVta .todo e.te.mento R de G la.4 t j 6unc..lone.6 1 \,X)··· TJj V") 

~a..t.U 6ace.n 

( 1. 15 l 

6t d.lce que. la~ 6',t, poli.tan la 11.epll.e~entac.ldn .llLll.educ.lble. vfj) 

o que la.6 6'6 aon 6unc..lone~ a.t.oc..lada~ a la6 11.ep11.e.4entac.i.one.6 

.i..11.11.educ..lblea de. of j l y ~U) ( R} pe.11.tenec.en al 11.engldn )"- de 

e6a ILepll.e.4c.nta~.ldn, puede demoa.t11.a1L4e1 23 1 que. pa11.a una. 61XJ 

a11.b.lt11.a11..ia 1>ob11.e ta c.ual pueden apllcalL4t PI!., el conjunto de 



{1. 16) 

(R. 11. Ade.md¡, .ú. damoi, ª.·u .f'.o¡, va..t'.011.e.t. di ó e.11.enteti que puede. 

tamal!., tie gene.11.an lj conjunto¡, de. 6uncLonet. que. po11.ta.n la¡, 

R.1 unA.ta.1r.i.u vUlde. G. Supongat.e. que .¡,e amen loó conjunto.¡, 

de 6u.nc-i.oneó ( ~(J) J y [ ~ J } de la un.i..ta.11..le.dad de 

P 11. u t.lene 

tiumando tiobll.e todo¡, loti ele.mento¡, del gll.upo y utiando el Te.o-

11.ema de 011.~ogonali.dad de ta¡, vlil .¡,e. obti.ene.: 

(
1h (J')th(J')\_Ji ,.1 tf'(,¡,(JJ ,,S(j}} 
T/1 1 

/ lJt } - ~j c¡l)I' r¡' >•:¡ l'J. 1 [,'. / 

( 1.17 I 

de eóta 11.e.taci.6n óe concluye. que el p11.oducto eticala.11. de 6un­

cioneti que pe.t.teneeen al mi.timo 11.engtdn de. una R.1 tiene ólem­

p11.e et miómo vato11., no i.mpo11.ta que 11.engldn óe contiid~Ae, i.e. 

{ 1. 18 I 
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c.oe6üirnte num~ll.-le.o ú1depend,len.te de 

Sea l ~} . :, ic.011j1.rnto de 6unc..<.one~ que po1t.ta11 ta R. i 

U.6a11do e.l tet''tcn:a de aJr.tononaU.dad ll.18) eu toa 6Ü-

{ cf1,, (Jj)} '/ [H ~ {j)J ~e abtie.ne u11a 6611.mula pltfla 

lo-6 etementoa de ma-Vtiz dd ope1rndo1t. ú1va11.ú111.te H bajo G , 

c.on 1t.e6pec.to a 6unc.lone6 que po1r.tan fa6 R.1. Eate teoltema e6 

c.on h fj J .lndependü;1.te del . i.:~te teo11.ema H e.o no e.e e.amo el'. 

Te.011.ema de Wigne11.. 

Va11.l a c.ontlnuac.i6n un ejemplo de la aplic.acidn de 

ta Teo11.ta de gll.upoa en La Mec.dnic.a Cudntic.a, eapec.l6lc.amente 

en la te.011.la de pe11.tu11.bac.ianeb. 

Ve lo vüto ante11.i0Jt.me.11te la6 ec~. (1.141 tiatü6P..­

c.haa pD!t. la6 r' 1Uod.ada6 a Eo { e.{genvalofl de multlpU.c..idad 

(. de Ho J 110<.\ indican que e6.ta6 f. úgen6uttc.<.one6 de Ho po1tta11 

la4 11.ep1te6ett.tac.fonea del g!tupo (G l de 4imet11.la6 del liamU .. to-

n.ia1to Ho. 

Eata 1tep11.e6entaci6n puede ae11. i11.11.educ.ibte en cuyo 

c.aao dec.imoa qu~ et g11.upo G explica totalmente el 011..i.gen de 

la degene11.ac.idn pe11.o al la 11.ep11.eae11tac.l6n ea 11.educ.i.b!e, eato 

6ugie11.e que exi•te un g11.upo i que contiene a G como aubgJr.upo, 

pa11.a el cual todoa toa eatado-6 c.011.11.eapondientea a ene11.gtaa 

de6inida.6 pu11.tan una 11.ep1te6entac.i.6n l!t.Aeducible de G. Gene-

11.atmente G puede obtene.11.ae de t11.ana6011.1nac.ione6 geométJr..i.c.a<.\ 

que dejan inva11.lante el hamiltoniano que ae eatd eatudLando, 
..... 

pe.11.0 G ::>G 1r.equie11.e de .t1ta>1a6011.mac..lonea ca116n-lc.aa y poll lo 



tanto el gh.upo G no óe puede deduc..i..lt tan d.i..h.e.ctame.nte. como G. 

Como e.n muc.hoó p1Lobtemaó de. me.cdn.i..ca cudnt.i..c.a la G -0e .&abla 

d.Ur..ec.ta.me.nte, pe.1Lo la G 4 e h.e.qu..i.11..i..6 mue h0.6 a.ño-0 patr.a e.neo n­

th.ah.li e., l.aó de.ge.ne.11.a.c.ione.-4 a..6oc.i..a.da.& co11 G 110 tuv.i..e.1to11 e.xpli­

c.ac.ldn inmediata. Polt ello 1Lec.i..b.i..e.h.011 6tr.e.cue.11te.mente. el nom­

b11.e de. de.ge.neAac..lone.& acc.i..de.ntale.&. 

Oe4eamo.6 11.e-0otve1t ta e.e. de Schh.Ddinge.tr. 

( 1. 191 

Ho u e! Ha.mitton.i..ano no pe.11.tu.11.bado e útvaJL.i.ante. bajo G y el 

ope.tr.adoh. de. pe.Atu~baci6n V e..& tamblln .i..nvah..i.a.nte ante. G. Eó-
LJ') 

c.oge.mo-0 a ~,, como .ia..6 6unc.i.one.4 que. pah.tan la 11.epll.e.óe.ntac..ldn 

1 -0ta.nda.1t.d de G 11 e t.i.ene. 

ll tf,{j) í ¡• )'/,{j) 
no ~ 11 ::: to U/> 'fH 1) 

Ve. ac.ue.1Ldo a. la teoJt.ta de. pe1ttuh.bac..i.one..6 en Mecdn.i..c.a Cudnt.i..c.a 

la.6 c.oh.Aec.c..i..one.~ de p1t.i..meh. oh.den al e..i..genvatotr. foÜ¡n e.litan 

dada-O potr. loó e..i9e.nva.la1te.-0 de. ta ma.tlt.i..z 11 lfll c.u.yoó e.le.mento.& 

.6011 

u dec.,f.tt. .la matlt.iz /llll/ e.6 un mátüplo de. la math..lz u.n.i..dad c.on 

e.i.genvalOJr.e.ó .lguale..6; y poh. tan.to a pJtime,11. ah.den E
0

1.f,nl 

4e. de4plaza pelto c.on.6e.Ava 6« dege.ne.4ac.i..dn, a c.ualquieJt oJtden 

oc.ultli.e. lo m.i.Jmo p11e..6 Ho + V eJ tamb.ihi .i..nva1t.i..an.te baja G y 
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po~ tanto el eigenvalo4 E de II.191 pkeaenta la degene4acidn 

no~mal que ae eapeka de la invakiancia bajo G. 

Si el ope~adan V ea invanlante adlo bajo un aub­

glupo H del glupo G que deja a H invaliante, entoncea el o 

Teolema de Wignen no puede apllcalae pala calculan 

y pue6to que V no e6 lnva4iante ante G ae utiliza4an comblna-
(/) c~one6 llneatea ap4opladaa de laa ~n que ponten R.I del 

6ubg4upo H y aal pode4 apllca4 el Teo4ema de Wignel con 4e­

~acldn al 6ubg4upo H. 

En to.tJ c.apl.tulo.tJ ú .. guü .. ntea .!Je vellf la apUcac..i.d11 

dinecta de loa conceptoa de Teolta de G4upoa que ae diacutlelon 

tn eate capttulo. 
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CAPITULO l1 

EFECTO ZEEMAN PARA UNA PART1CULA EN UN POTENCIAL OEL 

OSC1LAOOR ARMONICO 

La explo1tacl6n de la6 6.i.me..t1tla6 poJt me.dio de te.oJtla 

de gJtupo6 e.6 Jteconocldo como un mltodo que pe1tmlte. 1te.6otve.1t 

p1toble.ma6 con mayo1t 6ac.ll.idad como e6 el ca6o de p1tobte.ma6 de. 

paU1.c.u.la6 en pote.nclale6 ce.n.ttr.ale6 do ttd e. la. 6 imetJtla e6 6 l1t.i­

c.a 6e. manl6.ie6ta poJt un g1tupo de ope.1ta.do1te.6 l.ine.ale6 que con­

mutan con el Ham.ilton.iano del 6i4tema. ClaJtamente cada 6.i6-

te.ma. pJte.6e.nta dege.ne.Jtacidn ca1Lacte.1tl6tica en 6u e6pe.ct1to de. 

e.neJtgla., cuya multiplicidad 6e p1Le.6c1tlbe. poJt la dlmen6iona­

Udad de. alguna JtepJte.Hn.tad.c1n .lJtJteducible de 6U gJtupo de 6-l.­

me.tJt-Ca. Eti la T eOJtla de G1tupo6 no e.x.ú. te. Jte6.tJt.lcc.i6n alguna 

que pite.venga de La exi6tenc.ia de. una mayoJt multiplicidad que 

la p!te.vi6ta polt el apa.Jten.te 91tupo de 6imet1tla. En mucho6 

6l6tema6 6undame.ntale.6 hay mayoJt 6ime.tJtla que la e6pe.1tada co­

mo en el c.a6o de Pote.nc.iaL c.outamblano y el o4c.lladoJt aJtmdnl­

c.o. A e6ta mayolt 6.i.met1t-la A.1ie.xptlcable. 61?. le. Uama dege.ne­

Jto.c..idn "accidental", e.6:ta. u una 6.lmetJtla no nec.ua1t.lame.n.te. 

de na.tu1taleza ge.ome.t!tlc.a que conjuntamente. con ltU 6.lme.t1tla6 

ya conoc.i.da6 llevan a un 94upo 6u6.lc.i.entemen.te g1tande. cuya 

4ep4e.6entacl6n l1t1teducibte. da luga4 a ta de.gene4aci6n ob6e4-

vada en lo6 nlveLe.6 del e6pectJto de ene.Jtgla del a.l6tema. 

EL 4tomo de Hid4dge.no ale.ndo un p!toblema de 6ue.4za6 

cent4ale6 po~ee 6imet4la e64l~.lca.. La 6lme.t1tla ea6l4Lca e6 
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conoc.lda poi!. fa degenefl.acú1n en el nc1me1to cwhi.Uco m, et> de­

cút. pM la..s di6eJr.eti.t.e.!i 1 ~l+1) 1tet1glone6 de ta R. I l del gfl.upo 

de ...slme.tJr.la O ( 3 J. Mie11.t1taJ.i que la e11e1tgla de f.o.!. 11-lvet'.e...s del 

dtomo de Hid11.dgeno como ea bien conocido depende d11icamente 

del 11t1me1t.o cudn:t-lco pfl.-i.nc-i..pal n IJ e.6 indepeud.le11te del 11úmefl.o 

c.u4ntlco de momento angulafl. total l. El fl.eaultado encont11.ado 

e6 una de9ene1tacldn de n2 pa1t.a el nivel de ene4gla en fuga~ 

de la degenefl.acidn (2l+IJ que noa indica 0131. f6 decill., la 

degene11.acidn ea maya11. que la eape1tada pofl. la •-lmet11.la e16l11.i­

ca. En el ca.so del o..sc-i..ladol!. a1tm6nico 6ucede lo mi..smo puede 

e6pe11.all.6e una dege.ne.11.acidn de lo..s nivele.a de enefl.gla c.011.11.ea­

pondiente a la a-lmet11.la ea6l1tica ..sin emball.go ae encuen.tl!.a 

que lo6 u:tadoa con la múma e.11e.1t.gla e..6.tan aaoe.i.ado con una 

fl.ep1t.eae11taci611 .totalmente ..slmlt11..<..ca del gfl.upo unimoduta11. unl~ 

ta1tio Ul3J (Zl. A eataa almet1tla6 ocuitaa en muchoa textoa ae 

le4 conoce como almet1tlaa dlndmica...s ya que au1tgen de 6011.maa 

pa11.tic.ula1te6 de ta ley de ea 6ue1t.za. 

En cambio bajo la ac.cl6n de un campo magnético cte 

en et eapect1to de una pa11.:tlcula aujeta a u11 potencial ce.11t11.al 

lo..s nlvelea de ene11.gla ae deadobtan, eate deadoblamlento va-

11.la con ta lntenaldad del campo. flalcamente ae puede en­

tende11. como la pl.11.di.da de. üotltopla del elipacio pue6 ya no 

e6 valido cualqulelL 011.lentacldn del momento angulalt al.no que 

..solamente ex-i.liten 011.len.taclonea eapecl6ica6 con 4e6pecto al 

e.ampo 1na9nlt.lco. A eate 6endmeno H. le c.onoce como e6ec.to 

lee.man. 

SL una pattlcula eatd aujeta a un campo cent11.al 
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bajo la accidn de. un. campo magnético con6tante la degene11.a­

cidn 6e l[.ompe y en gene/tal de.6apa1tece ctmpf.e.tamente, alguna4 

excepcione.6 6on e.l o4cilado4 a11.m6n¡co y el dtomo de. Hid11.dgeno. 

Et.tlUi excepcione4 4e de.ben a que en e4tD4 c.a6o4 e.l campo c.en­

t1tal pulto tiene un gll.upo ma.yoll. de. 4ime.t4la que et de. 4otacio­

net. en tll.e.6 dime.n6ione4 como e4 el g4upo unita11.io de t1te6 di­

ment.ione4 U(3) en el c.a6o del ot.c¡lado11. a11.mdnico y el g1tupo 

011.togonaf. de cuat4o dimen4ione6 pa4a el dtomo de Hid46geno y 

e.1.:t.a de.gen.e11.ach5n ttetiiduaf. H. ob6 el[.va al con.4-<.de1ta11. lo.6 ,,t¡ú,­

:t.emtU ante.11.ioll.e.6 en plte4e.ncia de un campo magnét-lco conJ:t.ante. 

EJ:t.a :t.e6i4 tiene como objetivo e.ncontll.M. el g1tupo de 

.tiime.t1r...Ca lt.e&pon4able de. la dege11e1t.ad1h 11.e.t.-ldual en el et.pee.­

tito de. e.ne.11.g-la patta una pa.11.t.Ccuf.a. 4 uj e.ta a un pote.nc.ia.f. de. 

04cif.ado11. altmdn-lco en tlte.4 d-<.men4.ione~ en pll.e.4enc..i..a de un cam-

• po ma.gné.t.ico di,b,U. 

Mo4tkalté que el g4upo que ~e obt.i..e.ne e4 mayo4 que 

et 911.upo o4togonat de do4 dimen4¡one& 0121 a4cc.¡ado a una 

pa4tlc.uta bujeta. a un e.ampo cent4al rnd4 un campo magn~t.i..co 

con4:t.a.nte.. En ef. p4oc.e4o de. de4.iva~ la6 af.geb4at. de L.ie., 

mue6t1to que e.n. et ltmite cl44i~o e4 po6lble obtenek t11.an66011.­

mac.ione.ti candn.ica& que. no4 lle.van. de ham.ittoniano6 a.6ociado6 

c.on e..t edec.to lee.man a nuevo.s ham.il.:ton.i..ano6 dond.e la uú­

ten.c.i..a det g4upo de t.imet11.la e4 obvia.. 
,, 1) ..... '1L v. • 

Empez.a1té btdic.ando pM X~, p,.::. \,ti ~~"' > t.=1,.2.¡l 

la6 ~0011.denada6 y momento4 de el e.tec.t11.6n en un¡dade.6 4tan­

da11.d. Ve.notando po4 xt, P~ a. lo6 ob6e.4vable4 ad1.,ir.ett6ionale6 

e.n unidade.6 a~dn.i..ca4 i.e. 



30 

( 2. 1) 

donde mo, e aan .11.eapectivamente la ca.11.ga. y maaa del efect.11.dn. 

La 6unci6n Hamiltoniana. de un etect.11.dtt en un poten­

cial cent.11.al puede eac.11.lbi.11.ae como 

(2. 2) 

donde p" ea et momento can6nic.o conjugado a .11.". 

Si adem~6 e! etect.11.6n e.ata en p.11.eaencla de un cam­

po magnltico ea bien conocido que( 3 l tiene que auatitui.11.6e 

P"-~ ..._ P" +(e/ c.) A" 
~ - (L. 3) 

donde 

A"~ (.1/.2) (X X'Y"") - ,...,. 
IL41 

ea et potencial vecto.11.lal de un campo magnético conatante. 

Eüogie.ndo at eje x3 e.amo la d,i..11.ecc-i.dn del campo .magnl:t.i.c.o, 

el Hamittonlano eat4 dada po4 

donde ae u6d la 4egla atanda4d de cuantlzaci6n de Pauti, 

ta.a .11.eta.c.ionu 

(;J.b) 
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1J e.n el cuat 'V"~e4 el lo.placio.no en ia4 c.oo~deno.da4 X~1 ~rl,2,3. 
-<. 

1nt4oduciendo ia4 va.11.~o.bie~ X~, P~ de (2.11 y explr.e-
-t ..(, 

.60.n.do H" ~tt unidadel:i de ene.11.gla de Boh11. e4 dec.i4 

H'•H 11/Eo ) Eo = < ma e'4/f11.), (2.7a,b) 

.6e obtiene 

donde. Va. e..6 e.t: .f.apl.o.c.~a.no en U11.múto.6 de X. a =(~.:a /mo e.1 ) 
.(. 

e..6 et 11.a.d~o de BohJt y 

ade.m.ú b2 e4 .ta c.on.6.to.n.te a.d,ime.núona.f. 

(2.10} 

Po.Ita e..6tudia11. el vo.lo4 de b2, de.6inimo.6 poJt b! al 

c.01t.Jt.e..6pondie.n:te. a un e.ampo mo.gn€t~co IHo) de un Kiloga.u.6.6. 

De lo4 vo.lo4e.6 numl~co.6 de e , m
0

, c., h obtene.mol:i(BI 

( 2. 11 I 

Pa~o. compa1r.a1r. lo4 e6ee~o4 de lo4 .tl4m~no4 b 2 L~ y 

lb4 /2) p-2. que apaJt.e.ce.n e1t el Ha.mUtonfatto (2.8) Je co1u1.lde.-

1uv1.d al ele.c.:t1r.6n movilndoH en irn po.te1tc.ü1.l c.ou.tombútito u 

de.e.lit E~ 1 V (aJt') = -1/11.' • 
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Aai, en eate c.a.60 la ec.. (2.81 ae 1r.e.duc.e a 

(2.121 

Reaolvle.n.do la ec.uac.ldn de Sc.h1t.8dlnge.1t 

12, 13) 

6 e enc.u.ent:M ( 1 l que la e.ne.Jr..g,(a utd dada po1t E = ~ 1/Jn-i. ~l,2,3 

1J '! aon taa 6unc.lo11ea de onda del tf.tomo de. H-i.dlt.dge.no e11 wt.i.­

dadea atlm-i.caa. El valo4 e6pe.Jr..ado de b2L; c.011 1teapec.to a 

e6a.6 ei9en6uc.nlone.a ea del 01tden de 10-6 al et e.ampo magnl­

tlc.o conaide1tado e.a de un kllogauaa, loa valolte.6 eape1tadoa 

de lb 4 !21¡l1 !ion. det 01r.den de 10- 12 • 

Polt la tanta paJr..a c.ampoa ma.gn{tlc.oa dlb¡ie6 l~oa 

uauale~ en taboJr..atoJr..loa) el hamiltonlano {2.BI ae puede e.a­

c.1tlbl1t. como algue.: 

al El oacltado1i. aJr..mdnlc.o en c.001i.denadaa c.-ltlnd~lcaa. 

En ute. tJr..a.ba.jo H e.atud-ia1td la de.9ene.1r.ad611 11.ea-l­

dual e.n p~eaencla de un e.ampo magnético e.xteJr..no, p~e&ent.é e.n 

et e.-6 pe.ctJr.o de. rne.Jr..gh:t, cuando et potenc.lai e en,tMt ~n et 

que ae mueve. el e.lec.t1r.6n ea de oac.llado1t a.Jr..m6nlc.o 
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que en et ~~4tema de unldadeJ a.tdmlcaJ toma la 6o4ma 

(2. 14 I 

Ademd.6 pa4a t.11.abajaJt m46 comouamente Je e6ectaa et 

camblo de va4iable 

ya que en e4ta4 vaJtlable4 ·el Hamlltoniano e6t~ dado po~ 

IL15l 

donde 'V21"r 6on el laplac.iano y la va.11.labte 11.adlat en taJ 

Et HamLC.:t.on.lano 

da luga.11. a u.na deg ene.11.ac..i.dn "acc.-lden.tat" Jte~ .i.duat como .t. e 

.i.lu~tJta en ta ~.i.gulente 6lguJta donde g.11.a6lcamo~ ta eneJtgla 

c.aJtac.teJtlzada poJt el ndmeJto c.udnt.i.co n V4. valoJte6 del momen­

to angulaJt l y 6u pJtoyecc.ldn m en ~u4enc.ia de e.ampo magn~tlc.o 

al y en pJte4encla de e.t.te (e6ec.to Zeeman) eon degeneJtacidn 

b), 

-a -
--

1 ¡¡¡¡¡¡¡¡¡ 

o .s. 2. 3 
(al 



E11tud.lando .ta. 6-lgutta (2.~l H lia.ce 11ota.11. Co 6-igu.iw-

te: «tta un ndmetto total de euanto6 11:2 lo6 11..i.vele~ cstJ11 de-

gene4adoa cuando et e¿genualott m de t 3 e6 cetto, pa.tta 11•3 ~u-

cede lo mlamo 6..i. m•0,~1 y en genettal patta una n 

ha.y una dege11e1tae¿6n·1tema11ente pa.tta m • 0! 1 1,!2, ••. !(11-2). 

Tamblt11 6e ab6ettva que el ndmetta de n..i.veleJ cott la 

müma enettg.Ca. patta va.f.Olle6 6.ljoJ.i de m y 11 e6 J ( t1- m J + 1 ~.(. 

(n- m e6 patt y Jln- m -7)+7 6..i. In- m l e6 impatt. 

Patta entendett el ottigen de e6ta degenettacidtt ac.cl­

dental empe::Ml dú cutlendo et hamlltonlano ( 2. 16 l w caoltde-

donde 

(2.17a,b,c.l 

El púmeJr.. U.11..mino de (2. 16) ell el hamlU.on.iano de un 011c.U.a.­

do11.. de do4 dlmen6ione6, el 6egundo té1tmlno un 011c.lla.do1t de 

una dimen6ld11 y el dltlmo téttmino e6 La componente ttte6 del 

momento angulatt. A6l lo6 elgeneltado6 de H pueden denotatt6e 

polt un Ketl 9 l que e6 el pttoduc.to de la6 elgen6unclo11e6 de 

cada téttmlno y tlene la 6ottma 

12. 1 B) 
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RJml e6 la 6olucl6n no1tmal~zada de la paJtte 11.adiatl 9I de un 

04cllado11. a11.m6nlco en doa dlmen6lone6 y eatd dada po4 

(L 19) 

en donde L!m) e6 un polinomio de Lague4Jte y Xn. (Z) e6 la 60-

Lucldn de un o6cilado4 aJtmSnlco en una dlmenaidn y eatd da-

do polt 

12. 20 l 

con Hn. ( Z l un poUnomlo de He11.m.lte, 6inalmente ( 7T'O-'.\..iepfo1u.f) 

ea eigen6uncldn de 13. Loa elgenvalo1te6 aJociadoa con el Ket 

12.18) eatdn dadoa poll. la auma de lo6 elgenvalo1te6 de laa 

e.lgen6unclone6 de loa t11.ea ~l1tmino6 de H ~al toman la 6011.ma 

E \1no111 = < 2 »-r hn \+1) + <no+ 111) + b2/e ªm (2.21} 

E~nom' no camb.la cuando i Y +no pe11.ma11ece c.on6tante u de.-

al~, 6l ocultlten la-0 t4an6lclone6 6imult4nea6 

, (2. 22 I 

y cla1tamente e.ato implica degeneltac.idn {va.11.lo-0 eatado6 con 

la ml6ma ene1tgla). 
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Aholla enc.on.t1t.a11.~ ,fo6 o pe1La.da11.e~ cutfnt-lco.!i que c.o­

nec.tan lo6 dióe1Le11te6 e~tado6 con la ml4ma enelLgla e6 dec.ill 

que p1Loduzc.an laa tllan6ic-lone6 (2.22) ~l ac.tualL 6oblle et 

Ketl2.18J. Palla e6.to e6 cmven~ente intlLoduc.llL lo6 ope1La­

do1¡,u de C)te.ctc.i<1n y an-lquLf.ac.-id'n que 6e de6ú1en en tl1tmlno6 

de c.001Ldenada6 y momen~o6 como 6lgue: 

,_, = (ikI) ( ;<c:-L Pt) J 1<. = (Vfi)( Xi.+L ft) (2.231 
i,.~I) 1.13 

con q "a,-t.,.. que 6011 eomb-lnac.Un 1,L !l tJ que ante 1to-

tac.lottU .tünen p!top.i.edade.!i de t1La1u6on.111ac-l6tt bien de6,lnl­

da1>, a6.l tenemo6 

(2. 2 41 

El Hamlltonlano (2.3) tom~ la 6011.ma 

12. 25 I 

donde. 

l2.26a.,bl 

c.on 

l2.21a,b,c.I 

que. 6rm· tM opi1ta.do11.e.6 de 11úme1t.o ya que. en cada. una de la6 
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d.iJte.cc.ionu +, -y o. 

Loa e.igeneatado de H eatdn dadoa poJt 

12. 2 8) 

donde. \o) ea el eatado baae que tiene la 601tma 

12. 29) 

Loa ndme1toa eudnt~eoa n+n
0
n- e•t4n Jtelacionadoa 

con ')) , m poJt medio de 

-n+ t no = ~ ~ ... '"'' Y'I+- 1).. • M { 2. 30 l 

y n
0 

t.iene el m.iama 6.ign.i6~cado que en 12.181 y 12.211. 

Va& paaibtea ope1tado1tea que Jtelacionan loa eatadoa 

{2.28) paJta loa cuate& N y M tienen eigenvalo1tea 6.ijoa aon 

. ~+ ,_ 5·~ , con el 1>egundo HtM.m.it.iano 

conjugado del p1time1to, ya que 

y loa nue.voa e..fi.tadoa .todav!a .t.i.ene.n e,lge.nvala1te..fi n.-+no+n.,n.-'l­
palta N, M. Elite Jte.aultado augie.Jte que .tenemo-6 ope.1tado11.e.a de 

eacateJr.a palta un atgeb1ta de L.ie. de SU(~). 
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Palta enc.ont11.a11. la 6011.ma expl~cita de al9eb1ta de 

SUl2l, tenemoa que p1time.1r.amente 1teemplaza11. loa núme.11.oa cudn­

Ucoa 'Y\;-1'1\-, Ylo ;.10/i j 1j<1 m de tal 6011.ma que lo.t1 gene-

11.ado.1r.e.a de SU(21 a.c..tuen aob.Jr.e j 1fi::1J'f-IJ'''J-,/ en la 60flma 

atandaJr.d de loa opeJr.ada.1r.ea de momento an9ula11., Pa11.a lo911.a11. 

e.ate p11.op6aito notamoa que loa ope11.ado.1r.ea (2.311 actuando 

aob1te lv tlo 1ll) lo11 camb-<.an a )y:!: IJ T10 -f2J '17\., A1i.1. ei. 

algeb4a de Lie no mue.la e.atadoa p111tu con impa1tea de n
0 

• 

• Polt tanto e6 conveniente lleva11. la diac.uaidn aepa11.ada palta 

eatadoa pa1r.ea e impa1tea de n
0 

y pa11.a ea.te pltopdaito int1todu­

cimoa la notacidn 

l2.32a) 

ea dec.ü Y'l•:! >. mod .t 

de c.uanto1i. 

Venotamoa poli. n el númelto total 

Ve (2.19a) y el lado de.11.ec.ha de (2.l9bl 1i.e t1.ene que 

ea p411. limpall.) cuando n
0 

ea pa11.(impa1tl ea dec.1.11. 

n-tmt= >. vnod l.. 

1 • di~ cn-1mt->.):(114> [cnt+'O-) .. In+ -n-1 +l'l7l 

12. 32b1 

12. 32c.} 

(2.33a} 

(2.33bl 
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mie.n.tlta& que m .:U.ene. ta deMrttc..i.611 m=n-t- -n- de (2. 30). 

E& cta.11.0 que j Y)'< &on ertte.11.0& o &cmiente.11.0& y 

11 en 1.iat.to& de uno e1t urto •JI. .toma lo& vato!Lca ¡.t.= j, j-1 

•. • ,-J. Si)U.- j e.n.toncea )A.+ j<o y de (2.33) ae ve. 

qu.e lmpLi.ca una c.ort.t1ta.d.lcc.i.6tt (n,+11_l<I n+-n_), cua.ndo ».¡., n .. 

&on ente.11.01.i no negativo&. 

Lo.s e.atado& ( 2. 2 8 J pueden deno.ta.11.H polt 

I Z. He) 

donde .se. tlene en mente que ta..s de6lnlclonea (2.33a,b) de. 

f 1.Jl &on dl6e1tente1.i pa1ta. 11
0 

pa.11.a que pa11.a n
0 

lmpa.11.. 

EL &lgulente pa..so ca encont1ta1t loa ope.1ta.do1te6 de 

e..sc.a.te.11.a J':t=j,tL!.. y Jo::Ja que. a.c.tuen 1.iob1¡e loll 

eUa.do.s J ~ )'- m) Vt La 601tma 

J± l3¡<m):: [CJ +)'-) (J 'P'-1-i)]tí Y>f ~', m) / ¡ 2. 34a.l 

J,, l'J)' hl):JA- IJ/m) 12. 34bl 

Ve. ! 2. 31 I IJ ( 2. 34) y la de 6lnlci.6n de N, J.l¡ MI:.; No y te.­

ni.e.ndo en mente. que. e..e núme11.o cuántico ~ ea et elge.nvato11. 

de.i. ope.11.ado1t (!/2.)(Wo-'>..) .&e enc.ue.nt11.a que .f.o-6 ope1ta-

do11.e.s que .satl.s6ac.en (2.34a) tiene. ta 6011.ma. 

l2.3Sal 



.¡o 

IZ. 3Sb l 

lj 

(2.3Scl 

ope1ta.dOJ1.eJ Ni J No no e6 un pJtoblema pue~ actuan en la 

en la cual 6on diagonale6. Cabe na~alt. que 

tenemo6 du6 6ohma6 en lo6 apeJtaadJte6 (2.35) palt.a valohe6 pa-

lt.e6 ¡)\, .. _;¡e .i..mpa.lt.e6 {)\=1) de n-lml Tc11emo6 en.tot1cu 

laa 9ene1t.ado1t.ea expllcito6 del algeb1t.a de Lle SU{2l a•oc.i..a­

da con ta degene.Jtacidn del HamLtton.<.a110 pa.Jta una pa1L:t..lc.1ti.a 

en un potencial de 06c.LladoJt alt.mdnico y bajo un campo magnl­

.Uc.o c.on6tante. 

E6 bien 6ab.i..do 12 1 que una algeblt.a de Lie de 6.i..me­

t4la SU(2) apa~ec.e tamb.i..ln en un plt.oblema de un 06c..llado1t. 

a~m6nlco de doa d.i..mena.i..onea. Ea entone.ea .i..nte1t.e•an.te eape­

c.ulalt. 6.i.. un ham.i..lton.i..ano pa1t.a una pa1t.tlc.uia en un oac..i..ladolt. 

de .t.1t.e6 d.i..mena.lone.a, aujeto a un campo magnlt.lco e.xtelt.no, 

puede polt. med.i..o de una tJtan6601t.mac..i..dn c.andn.i..ca 6e~ llevado 

a ot.1t.o que .i..nvoluclt.e un 06cLlado1t. a1t.mdn.lc.o en do& de loa 

g1t.ado6 de l.i..be.1t.tad md6 un tl~mino 6uncidn del te1tce~ g4ado 

de. t-lbvr.tad 11lt.ica.mente. Pa.lta p1t.oba1r. ea to p11..<.me1to enc.on.t1t.a­

tl to• ope1r.ado1r.e6 de e6cale1ta que ae a6oc.i..an a·lo~ ndme11.o~ 

cu4nt-lc.oh V y n
0 

q«e apa11.e.cen en {2. 18). 
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Empeza.1tl 6ljdndome en el p.1tlme.1t tl.1tmino del Hamll­

tonlano (2.16) que c.o.1t.1teaponde a un 06cllado.1t en do~ dlmen­

a.lo nea 1J C.UIJM elge.n 6u~cio nea a 011 R.,, \Ytl (f> (l'll)V2e.xp(í.m lf) 

c.on R))1111\(f) dada en (2.6). Se lnt.1toduce.11 loa ope.1Lado11.eÁ 91 

( 2. 36a) 

( 2. 36b l 

(2.36c) 

E6toa aon loa gene.1tado.1tea de un algeb.ILa de Lie de 

SU ( 1, 1) puea ~.atl.6 6acen laa ILe.laclanea de conmutac..lón ( 16 ) 

(2.31a,b,c.) 

(2.38al 

donde. et e.lge.nvalo.IL p.1tovlene de.L p.1tlme..1t pa.1tente6l6 11.educ.ldo 

de.. (2.21). Ve6.ln.lmoa Loa ope.1tado11.ea I-t=Id:l'l IJ de la. 

p.ILop.le.dad de Loa pollnomloa de lague.IL.ILe tenemo6 quel 9l 
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Loa ope.1tado1te6 !-± ~011 e11to11ce.6 ope.1tado1te,~ de Cl.6-

c.e.Mo y de.óce.1160, pa1ta ).l :'.11 Rv1m1 (f) , pe.!t.o e6 m<fa c.011-

ve.n.ie.nte. t1tata1t con ope.1tado1te.ó que actunn como ope.1tado1te~ a~-

dina11..ioli de. c.1t.eac.úfo lj an.iqu.<.iac..ic111 ~I , ~t 

a V , eó d e.c.Ul 

c.011 1te6pec.to 

(2. 39 l 

e.en 1\.. he.nmit.iano conjugado de ~1 ade.mdó en anatog-la con e.l 

momento angula!t el ape1tadn~ de Caalml!t de SU(1, 11 ea 

!,_= lt~I~-I/ 
Ve.( 2. 38) ae ve que 17 O) 

Si lle 11.e.e.mpiaza m en (2.16) polt (, d/~I.( !f e..6-

c.ttlb.lmoli toh ope.1tada1tea I.:. L-:t 1, 2, .3 en cao1tdenada1.i )(!IX'a,l}.R 

momentoa c.a1tte.1.iianoa IJ de alli en t€1tmlnoa de ope.1tado1te.a de 

c.1te.ac.Ldn V anlqullac.ldn 12.23), 12.24) ae. llega a 

12.41 ,a,bl 

y e.amo J:,-:a (i/z)(~+~-t.l.) y l+= 1+ ~-
Te.ne.moa ade.mda que al 

~,!,= r: rs+ c1m1-01afXr..1-trs+ Cfeil- o/.if Yi 

1'. r .. , [ I1+(1Ml-0/2] rI-a- (IHl-1)/tJ 
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no4 que.da 

u de.c.Dt 

H =2~1 !, + lrnl+ 1= ~ Oh·-t-N- tlMl)~+N.+IHl+I {2. 42} 

.::: N++N-·H 

Et Hamlttoniano en et p!Úme~ pa11.lnte.4i4 11.edondo de 12.16) co-

JtJte.~ponde de 12.23, 2,24) at tado de11.ec.hq de {2.42) y de 

(2.21) 4u uge.nvato11. U .ll1+1Ml+l . Vündo e.l ta.do üqu.ie.Jt­

do de. (2.42} 4e ve que et ~igenvaloJt de IMI e.4 lml , y el 

En la ec.uac.idn 12.221 be indicd que la dege.neAacidn 

ac.c.iden.tat del pJi.oblema u.ttf ahociada c.on n
0 

que. e4 et e.igen­

va.t.011. de ~o '!o y con "'J) que e.\ eigettvaloJt de V[, °t¡ 
como ac.aba de veJthe. 

Si la p11.oye.c.cidn del momento angula11. M (que depett­

d.e. bolamente de <{' a .tll.a.Véó de f.f .. - ~ a/~'f ) U HpaJl.a de toh 

dem4h gJi.adoh de libe.11.tad podemoh ebpe.11.aJi. inicialmente que 

~''~º}V[,~' , p11.opo11.c.ionan el ohc.itadoJt de doh di-

muuionu que he eh.t4 bubc.a'ndo, to c.ual no u c.01L1tec..to pue.h 

en 12.211 lo• eigenvalo1te-0 del Hamll.toniano{2.16) n
0

, ~ apa-

11.ec.en en ta. c.ombinac.ló'n .::l:9+no A&l.. 1teque1Limo-0 de mt 

plt.oc.ed.i.mien.to poJL et cua..e. ~C> ~o 6 e tltaM fiokme en 21a ~1. 
palla que el HamLt'..tott.í.a.no 12. lb) ptteda con.teHí'_,~ c.f. té'tun,(110 

21 Pli fi -+iiii. rz ¡ qtte t.ie.ne abvia.me11.te. un «lgehJw de. U.e 

su 12). 

c.ta~amente una en la cual ~e va dt u11 v~~~fadnn de una 6~c-
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c.uenc..ia dada a uno de doble 6Jtecutne.ia. E4te c.dlc.ulo ae tte­

vd a e.abo e.n otll.a publicac..ldn r 11 ) en la c.ual lo-& opeJtadolLe.4 

de c.Jteac..i.6n !f aniqM.la.d.6n ea.tá'.tt da.doa poJt 

( 2. 43) 

Se nota en e.ate punto (IJ) que la c.olLILe4pondenc.ia 

entlLe. lo4 ni.vetea de un oac.iladot 611.ec.uencia. 1 y uno de 61Le-

c.uenc.la 2 no ea uno a. uno aino 2 a 1. Eato ae lndlc.a polL el 

.ind.lc.e A que toma toa va.lote-O A "' O; 1. Palla A =0 ( 1) te.-

ne.moa el mapeo de todoa loa nivele.a de núme11.o de c.udntoa palL 

llmpa.Jt) en el c.aao de 6tec.uenc.~a 1 a todoa loa nivele.a de 

611.ecuenc.ia 2. El he.e.ha ea que de (2.4J)obtenemoa 

donde e.t indice. A añad-ldo a ;, , f., 
et c.alL4c.te.Jt de e.ate mapeo (lll. 

(2.441 

Ve. (2.26bl, (2.42) /J (2.44) ae. ob.t.i.e.ne que. el hamU-

toniano (2. 16) de una pa.11.t~c.u~~ en un potencial de oac..itadoJt 

a!Lmdn.ic.o aujeto a. un e.ampo magnlt.ic.o e~te.Jtno puede e.ac.Jtibi1Lae 

como 

donde ae nota que. lali do~ do~ma4 de. e.ate. Hamiltoniano depen­

den de -&.i tJr.atamoa c.on ttdmelW de euan.tali n
0 

paJt t>.=O) d i.rn­

pafl. (A =7) pa!La et oac..iladoJt en la va!Llable. Z. 



Ya que e.e p1tú11e1t pa1ténte.6Ü e.H H de ( 2 .lf~ ' e6 u11 

Hamiltan.lano de llH 06c.U.ado1t de do6 dlme11 ~i.one6, e-~ oúv io 

úimed.iatamente que et p1¡,oblema t.ie11e u1ia «fgeb1ta de. Li e de 

f 2. 461 

donde, ai .igual que e1t (2. 3~), tenernoo d:;.!. ••(!JrA.i.oneJ.i de e4-

to6 genetr.a,dMe-11 {A-= 0 1..\•1) Ve (2.41) y (Z.43) obtenemo-6 

donde en (2.47al H pa.&a al iado de1tec.lw de ~-/l- ~oz todo6 

to& ope1tado1Le6 que dependen de Nt, /J .. ¡ No camb.ia11dolo6 

aplLap.ladamente. 

A 6.imple vi6ta 12.47)110 6e ve idént.i.ca a (2.35) 

pelLO 13¡ dücutimo.ti 6 epa1Ladamer1te 'loó ca.t.Ob .>..=o y ).~ 1 

y uumo& el hecho de que IN~-N .. t-==No-N- 6.i t'}.,~n-

e.t. 6«cil velt que te-

nemo6 el mi.&mo ope1tado1r.. 

Se obtiene a.Ji el mi6mo 91tupo de &imet1tla que en 

la .t.eccidn ante1tio1t a pe.tialt del dióe1tente punto de patr.tida. 

Ahotr.a inte1te.t.an la.& kelaciane.& (2.411 y (2.43) en el llmite 

tan 1teemplaza1t lo& ope1tada1te.& 1'/~, 'tJ~, t-J_ pall. 6u6 ob6elt.-
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vablu c.li!,1,lc.04, d e6 p1tec.,lando lo1> 11 úmelto6 .tale.1> e.amo 

que 4t!tdn pequefto4 en c.ompa!tac.ldn e.en lo& eigenvalolte.6. 

Lat. 1telac.ione1> 12. 411, {:? • .J 3) p1topo1tc.i.ona.n t1tan6-

604mac.J..one1> c.andnic.aa que no¡ llev~n de un Hamiltonlano paJta 

una pall.t-lc.ula en un po,tenc.-i.al de Ojc.if.ado!t aJtmónic.a a uno 

c.0.11.11.upond-i.ente al oac.,i.lada!t en dos d.imen1.i).,01112.4 md6 un 1ta­

to11. en e-t pfn.n.o a&ac..fodo c.on .ta obH.1tvable P'( ·• fl1 el 1U­

t.i..mo e.& el Ham).,lton-lan o apall.ec.e e • ,501tma. obvia el gil.upo SU { 2) 

d) T1¡.an460ll111ac..l6n c.a11ón.ic.a en el Um.i..te c.U..&úa. 

Aunque pod1tla dec.i1t1>e que loa ope1tado1te6 l,lneale&, 

6U4 g~upo6 de &imet1tla y degene•ac.ionea aan pJtop-loa de la 

mec.dn,lc.a c.udnt).,ca !6 coman que en di&c.u&ione6 la.a c.onatante.6 

de movimlenta y la.a t1tana601tmacione6 c.andnic.a.& ae dlac.utan 

,dne.t1to del eaquema de la mec.dn<c.a c.ldaic.a y la 601tma de 1te­

lac.lona1t loa 1teaultado6 de laa do6 mec.dnlcaa, e&td dada pa!t 

el pJti.nc..i..p.io de c.01t.Ji.eapandenc..ia. Vebe 1tec0Ji.da.1tae que. hüt6-

Jt;lcamente la •lmet1t.~a ha. jugado un papel muy lmpaJi.ta.nte en 

ta mec4nlca. c.l4t.ica, p!t.inc.ipatme.nte. a .t1t.avl4 del u6o de g1tu­

po4 .de. tita.na 6aJt.mac..ionet. cont.Cnua..6 md6 que e.11 4U4 1te.p1te.6 enta­

clonet. mat.11.lc.lale.6. El concepto bd.&.ico e• el de t1t.an•60Jt.ma­

c.i6n can6n.i..c.a (t1t.an•601t.macl6n del eapacio 6a•e.I que deja 

.invaJi.lable la 601tma Ham.iltaniana de la• e.cuac.lone• de movi­

miento. EntJt.e e•ta.6 t1t.an66o~ma.clone..6 ex.laten lo.6 que dejan 

lnval1t.able. el Ha.mlltonla.no mi6ma. 
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El Ha.m.liton.lano c.ld6.lc.o e6 c.ao~denadaa e66€1tíca6 

(de.. una pa.1tt.lcuta bajo un e.ampo ma911é.tfro ex.te1t110) .tü11e la 

6M.ma 

! 2. 4 8) 

Mo~dllaJr.{ que ex.ü.te 1111a tJt.a116 6011.mac..idn can611.i-

ca que. 1106 Lleva de. la6 obH.'Lvabieti fJ <f 12.J Pp1 Pf y Pe 
a X.) X: 2.' )(~ 1 P1; P2 1 Pa en la6 c.ua te-6 et Ha.mUton.la.no :tú.-

ne la 60.1tma 

(2. 49) 

donde 6e ve c.laltamen:te la e.x.l6.te.nc.l~ del aigebJr.a de SU(2). 

Pal!.a. enc.ontJr.alt e6ta. :t1ta1166011.mac.i6n c.andn.lea 6e 1e-- -
ia.c..lonan lo6 ope1i.ado1te.6 c.1teac.l6n y a.n.lqu.l.tac..idn tt• J "S1 

de.. (2.43) con nuevo6 ope1ta-

dt,,,.elJ de c.0011.dena.da.6 IJ momen..:to6 '>(,_ J ~ le 1 J 2. bajo6 ta6 

1tela.cione..6 e6tanda4e6 

(2.50) 

Eiic.1t.i.b.le.ndo .toda.-6 ta6 exp1r.u.fone6 que apa.11.ec.e.11 en 

e.t ta.do de.11.ec.ho de f 2. 31) y ( 2. 4 3 I en tl.4múto6 de /(¿,Pi í.•~2,3 
a1Joc..lada.6 c.on ta.6 c.001tdenad~6 c.a.11.te.6.lana6 01t.ig.inale.6 y momen­

to.6 ( 2. 14) 6e .t.i.e.ne ta6 6.lguünte.t. 11.e.iac.ione.6 
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(2.51a) 

12. 51b1 

Poi 1l piúnc~piO d 1 e"'"' po nd ene~• lo• n ám<'Oh 2 , l , 2 >. l A •O / i 1 

ae. de.apne.cian, notando que. todaa Laa obae.nvable.A aon ne.ale.A 

r ae1mpto1aodo 1n 1t todo d111cho d1 12.511 t•• coo1d1n•d•• 

c.a1t..te.útuiah Xi ,..Pl. L ~ 1 J z.,.a pon lo 6 c.U.üdüc.o 6 f 1 '( 1!; 

fr') ?'fJ r~ obteHe.moó 

- -1/z. ~-=l':1í)(Pl~-2P~-t-pi+2\P'(\) CPl·+(i.Rf-p.,_) 

'A= -a (\>f°+e-2 P~ +r11-21R<r>vJ!, FJ> 

-Yz ~:i.:::- (1./fi) (P2.2+i.r.J (P«
1
-rtª)J 

--·~ 'Fa= '1'i ( ~l-\"i') 1 
t PI. 

Xe,. '('4" uJ'(. f'1 Pe , l ~ \) J 

?a~ p~) 

(2. 52al 

(2. 52b) 

(2.52cl 

(2.52dl 

(2.52e.l 

12. 52 6 l 
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donde w e1itd lndeteJtmlnada todav~a. 

La.6 c.oa1tdenada1i Xi. 1 Pi. ~=1121 ~ deben 4aU4 6ac.elt 

la-6 1telac.lone1i l!-i.gúe11te.1i de io4 pa1tl.nte4ú de Po-i.44on 

(2.53) 

donde el paJténteli.l.6 de Po-i.l!.6011 de F,G en c.001tdenada4 c.l.lCn­

d/t.lc.a6 e4td dado polt 

( 2. 54) 

Se ·el!pe1ta que (2.5314ea1iat~46ec.ha paJta ~·1,2 poJt 

te pll-i.nc.lp-i.o de co1t1te1ipondenc.-i.a y lal! 1telac.-i.one4 de c.onmu-

:tac..i.t1n de ~IJ ~t ·1%¡). ~t.). 
a.de.e.ante. 

pe!to tamb).én to mol! t,11.aJtl. md'.4 

La4 Jteiac.-i.one.6 de paJtl.nte4..l4 de Po..l440n que eva.lua-

11.l pJr..i .. meJto, /ion aque.Ua4 de. (2.53) en la4 c.ualu ..l,j=l ,2. 

Como X1, p, de.penden lid.to de r1 Pr, IAf \ m.lentJta-6 que.Xi,Pa 

4on éunc-<..011e4 de Z, Pi obte.nemo/i 

4e puede che.calt 6dc.-i.lme11te..de. (2.5r,c,d) y (2.54) que 

No.6 queda 1iolamente pOJt evaiuaJt fX,, Af 
to cual e4 c.onve.n).ente e..6c.1tlbl1t 

(2. 55al 

¡ 

(2.5Sb) 

paltn 
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donde. 

Ve.t he.cho de que Xi.. J Ft 

Como 1ie. obtlene de. (2.5~e,dl que 

i v,td= 2.'f-Y f A(I 

\°',U'-=- BV 

i"· q1 :'2q_-i.t1 Rtl-L\ei 

.u .túne , .tiub11t.ltuye.ndo e.n 12. Hh) que 

(2.55c.,d) 

(2.55e.,61 

(2. 5Sg) 

12.Hlil 

12.55.ll 

(2. 55j) 

(f.55h) 

Ade.m4.ti e.orno Xt.) Pa.. i=I J 2 no de.penden de. L( 

e.11 c.la1to que. 

IL5Sl) 
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y .tarnb.lln poJt la óo1tma de 

(2. 561 

Ade.md..6 

( 2. 51) 

c.omo Kufz. de.pende 6olo de. Z, Pz m.le.n.tJta4 w en 12.Sfe) 

u 6u.nc.i.dn de f J Pf > 1 P'{'! Lo6 dnieo& pa11.ln.tuü. de. 

Po.l44on qu~ quedan poJt demo6t1ta1t &on 

que. de(2.54) ¿leva a la6 ecuaciotte6 

'do/a e í) ~'iaPr - -a~Pe ax~-:: - ~~P~ J 

ª%p ()~~-~Pe~~~ - ª~t=y J 

(2 ,$8) 

(2.59a) 

(2. 59b) 

Ve. la4 e.xp1r.e1i.i.one.4 1L52a, b 1 paJta Xt J R 1J lat. 

ecuac..ione..& 12. -591 H nota que. CJW/ap oWA>Pr 4atú 6ace.n 

un 4.lt.tema de. do.6 e.c.u.ac.lone.4 t.lneale.4 no homoge.ne.a4 cuyo 

de..t.elf.m-i.na;i.te. e.Ji la e.xpJr.e.4.i.611 a la mitad de ( 2. 5 5 h) y tiene. 

va.lo~ 1. Se puede. e.Jic.1tibi11. 

º%p ::: cx~A ~~ - ax~ º~A ~ (' . ~ 
(2.59c) 

()o/a~: ()X~p'f' º~Pp ~ dx»Pp ª~¡y 
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1J de ( 2. 5:.c, dJ I} 12. 55e, 61 ~e ob.tüuc 

~x}~P1 -:: ( ~1riYo;~ [i 2 qrzlP<tl :+ U.Í(2f Pql-t1) J 

í> l'~R¡ = .f (i1 q:'lz V (( z ¡ptf 1 t ,), 

12. 59el 

( 2. 5 9 6) 

con e.l. -!).{gno !. p11.ov.ú1ünte. de-l lieclia que 'é)J RtMPq = Prf /1ftrl=-'tl 
depe.nd.i.e11do IJ.i Pit eó po!J-i.ti.va o 11egat.iva. 

Pue .. de ve1tH que dW= ~/cJpd( +c}a/hPpdPp eó .i11U~ 
911.able. eó deci1t. 

d'luJ/aPeaP = ó'2w~f ~f 
Ve (2.52a,bl pa.ti.a X1, P1 obtenemo6 

dW/aPr = + l/q [lfit}?+f) 

éHO/()p -:: :¡. pf / 4, ( 1 fu!1z -J) 

12. 60 l 

l2.61a) 

(2.61bl 

donde + depende. de '!t. P~ c.5 po.6-i.;(:.lvo o ne9at-i .. vo y eu et c.ual 

e6~d dada polt. (2.5Sal. 

Y H .tüne. la d.i.6e.11.enc..ia e.xac..ta 

Cont.-í.de1r.ando un de1>plazamünto en la d.ilt.ecc..i.dn Pp en el 

plano 6aH (r, Pr) , a to la11.go del cual f; P~ t:únen 

vatolt.eó 6-i.jo6, óe t.iene 
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¡ 2. 6 31 

1J puede chec.alltie ,{11mrdiata.m<uite que et. te vafall de W 611.ti~6ac.c 

la ecuac.i6n (2.51). 

Lit-O expllet..ione~ (2. 42 J palla Xr..> Pe. ¿:r 112.13 donde 

W toma el valolL 12.631, p4ovee11 de una t11.an6ohmaci6n c.andnica 

que U.e.va de la.6 vaiüable.t. f J <f,-t> Pe> Pc,1f'l. a Xc.1 P .. '¡.= '12,3 

pOJL 6Uf.. valo!tef.. 12.52) 6e obtiene el Ham.ii.to11la110 (2.H). 

Po4 lo tanto el Hamiltaniano de una pa1r.tlc.ula en un pu:t.enc.iaf 

de 06eilado1r. a1tm6nico ttidimenaional con un e.ampo magnltico 

exte4no puede mapea1r.4e poll medio de una t1r.ana601r.mac.i611 c.an6-
-· -z - -i.) 

»ic.a en u» o6e.U.adoJt de. do6 dime116ionc6 (Pi,.+Pi. +X12 +.X'a. 

md:6 un ILO:t.011 en e.t plauo a:ioc.-i.ado con f'3 En l'.a tíl-

tima 661lmula ea obvio que el p1r.~blema tiene una at9eb1r.a de 

U.e SU(2}. 
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CAPITULO 111 

EL OSCZLAVOR ARMONICO EN COOROENAVAS 

ESFERICAS 

fn e.6ta. 6ec.c.l6n he ve.JLd que el plloblema. de oóc.lla.­

doJL aJLm6n-lc.o dü c.utldo en laó 6 ec.c.-lo nea a.u.te.ll.lMe6 puede 11.e.-

6 olv eJLó e c.on exac.titud en c.oondenada.6 e66llllc.a.a. En e6ta.6 

c.ooJLdenada.6 6e pueden toma/t. e.orno .ln.te.glla.leó de. movim.lettto al 

c.ua.dJLado del momento angulan L12 y 6u pJLoye.c.c..l6n L! donde e.l 
:J 

e6e.c.to de e.ampo ma.gntt.lc.o 6e. viaua.liza 6~c.ilme.n.te. 

fo e.6ta. aec.c...[c111 da.11.t exp1te.6,i.011e.~ a1u.Uoga.6 a Jt,Jo 

de. 12. )5). El p!(.oc.e.dúnün.to en e_,~.ta Hc.c..i6n .6e.ttt.f muy úmü'.a.Jt 

al de. la. pan.te en c.001tdenadM c.ll.l11dn.lc.ati. 

Se d11.Mne.n l.a.6 c.001tde11a.da6 X~ e.amo en 12.11 pa.lta. 

que e.e. Hamlltoniano H he.a 12.2) e6 de.c.ilL 

13. 1 J 

donde. 

f 3.2a.,b) 

c.on V 2 da.do en .té1tmlno6 de. c.001tde.11a.da.6 e6 óélllc.a.6 

Loó e.igene.6.tadoó de H 6e de.ólgnalldn a.hoJLa. pon et 

Ke.t 

l 3. 3) 



55 

donde Yori e4 un ha1tmon.ico e'46é1t-i.co y 

( 3 • ., 1 

c.on 4.iendo un pol.inom.io de. La9ue.1t1te. 

Lo.6 c.01t.1tupond.ie.ntu. e.ige.nvalo1tu ~e. H 4on/; 

(3.5a,bl 

Se. tie.ne. que. hay de.ge.né~ac~dn 1te..6iduat, e.6 decilt 

e...6tado4 con ta mi.6ma ene.Jtg!a cuando 

{3.6a,bl 

e.t n«me.Jto total de cuanta n de. (3.5bl no cambia al igual que. 

m. 

Se .6abe. de.t cap!tuto ante.l!Á.olt que. la dege.neltac.i.dn 

6e de.be. a un algeb1ta de L.ie de SU{2), peJto 6e qu.ie1te encont1ta1t 

La Jteal-izac.idn de. é6ta en c.001tdenada6 e46é1tlca4, Palta lle.vaJt 

a cabo e.ste pltopd.s.ito 11.eempta.zall.l. '))1 J.1 m en ( 3. 3) pM 

donde lo6 gene..1tado.1te.s de SU(2J actaan en ta palt-

Pa11.a empezalt e.abe no.ta.11. que Yl- lml puede .selt 

e.ntello pCV!. d .impalt no negativo, como 4 e .i.nd.lcd en { 2. He 1, 

n- \11 I= ..\ mod 'l. , con ). = o, 1 Ve (3.Sb) 6e ve que 

l\-1 u pa1t a.6! que J.-lm)::). moJ 2. 

e.n e.l .in.t.e1tvalo n">....- i ;aoo,.... lrt)I Se de6.lne. 

j : ( Yit) (n-lml-A) 1 f = (Yz) U-iml-~)-(Yq)(n-lml~~) J 

(3.7a,b) 
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donde. j coincide con la de6lnici6n (2.33a) en cooJt.denadaa el-

ea di6eJtente de (2.33bJ aunque aún toma 

lo!. va.loJt.e.6 )A. == j1 1-1) ..... r'j 
El -Ket J VÁ m).. puede expJt.eM.Jt.6e en R.a 6oJt.ma 

{ 3. 8) 

con la Jt.ela.c.i6n entJte loa ndme.Jt.06 c.u«ntic.oa dadoa poJt. {3.5b) 

y (3.7). AhoJt.a. ~e denota.nin loa geneJt.adoJt.ea de SUl2l poJt. 

J ~ ) ~ = Í > º> .. .i en c. ompo nente.a e!i 6 éüco,a como 

( 3. 9 l 

y como no deben c.ambú1t6e loó númeJt.06 c.uántico6 n, m 6e. 

Jte.q u.le.Jte. que. 

( 3. 1 o l 

Ade.m1fa, como 6 011 ge.ne.Jt.a.doJte.6 de. un a.lge.b1ta de lle. 

de. SUl21 en la ba.ae f1,..u.rn) , H Ue.1te que(t 4 J 

( 3. 11 l 

· donde. e.l último b1ta.cke.t ea un coe.6ic.lente de. Cle.bac.h GoJt.don 

Como loa opeJt.adoJt.e.ti 1~ ac.tuan en e.l aubc.onjunto 

de. e.Uadoh 1 n..(m 1 de. n, m 6ljo6 e.a natuJtal -0upone.Jt que 

.lle.Jtcfo 6unc.lone.6 de. loli gene11.a,do1te.a de. U ( 3 I de H
0 

que. a.c.tt1a. 

4nlc.ame.nte. e.n lo.6 e.6tado6 C.Olt n 6.lfa. f6t06 ge.ne.1ta.d0Jte6 
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{ 3. 12a l 

ma 

(3.72b,d 

, i.,. 1,2,3 ae deóúre po!t. 12.10). 

Cf Ea conveniente expJt.eaaJt. ~ como tenaoJt.ea l!t.Jt.e-. 

duci.blea de Racah 114 1 lo cual puede haeeJt.ae a tJt.av~a de laa 

(3.13a.J 

donde H
0 

et.t.l! dado pon. (3.2al, Llf'J ó-...1,0,-1 6011 loa com-

ponentea e6 6€Jt.1c.M del mamen.to angula11. y q ó; cJ"-=. 2.1 1) o,-~ - :2.. 

aon loa componen.tea de~ tenaoJt. cuad11.upola11. de Elllota 116 ' ae 

de6lne .también al tenao11. de Racah 

( 3. 1 .3e l 
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donde la equivalancle con ta exp11.eaidn del lado de11.echo ae 

checa 6dcitmente como 6e muea:t11.a a con:tinuacldn. Uaando 

) 

En.tone ea 

t.:1, Tio] =2 <.-nc:t[ L, L_,, ~J· L c-•)q, ~ [L~ 1T201L"1+L1 [L-,>T~JJ 
T ' 1;.1;&1 

fJet !te.cito que { 3. 13g) 

[:r)', Ti.14 ]=~<LM1Jfl LN~(L(L+n'{'zTY'> 
de (3.136) a¿ algue que 

( 3. 13h) 

( 3. 13l) 

Veapejando [ L lC'Cr1u· de (3.13i) ae. .tiene (3.13e). loa 

ope.11.a.doJtu {3.13c,d,e) conmutan con H
0 

y paJta tf" .. o , :también 

con t 3• Aal la.a 11.elacionea de conmutacidn (3.10) ae aat-i.a-

6ace.n ai :toma.moa pa11.a. J~ taa exp11.e.aionea1 

donde. la e.cua.cidn (3.11) noa pe.JtmltiJtd de.te.Jtmina.Jt loa coe.6i­

c-le.n.teó. Como O¡_tT) (LXQ)z<r aon tenholl.ea de. Rac:ah de. 011..-
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den 2 C.01! pa.Jl.i..da.d pa.Jt., Jte.tac.,ionan u.tadoJ.i 1 n J rY\ :> .tidlo 

cona-lmümo c1 c.on 1 n 1 ± 2 m j Polt e.jempf.o, t.-l 

~ = 1 ob.te.ttemo.t. de ( 3. 1 1) laa e.c.uac..i.onet. 

(3.15a) 

( 3. 15 bl 

( 3. 15 c.) 

En (3. 13) .6e uaa e.l he.e.ha 

( 3. l 5dl 

al ,lgual que la exp!tet.i..611 expllc.l.ta de. lot. c.oe.6lc.le.ntet. de 

C.te.bac.h-GOll.don que apa.11.e.c.e. e.n la ec.uac..<.dtt (3.11) en la cual 

q "' 1 1J j, JI. .toma11 loii va.lOJte.s ( 3. 7 l. Lo.ti elemento.ti de matJr.i..z 

f ril 1m/(,jo]nim~ (3.15el 

~on bien c.onoc.ldo~ (l 6 1 peJr.o lot. det,ivan( a c.ontlnuac.ldn. 

Ve la de6i..ni..c.lc1n de Q
0 

en la 4ec.c.lc1n 3 ae 4igue 

que. 

( 3. 15 ó l 
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i- ~· 
Ua rwda e f 11 ec.h o de que 14' :::: ~ , e f teo!l.ema 

de W-i911e1L-Ec.ko1L.t 1J ta de6.li1(d611 de c.ocá.ieic11.te de Rac.alt(l 4 J 

ae obtie.ne 

61111 
donde 1-¡ 

Lo6 elemento6 de mat'1l: 'Leduc.ido6 e6.td11 dado!. µ01(1 22 1 

( 3. 151¡) 

y 6i»almente ae obtiene 

Lo6 de e L>l ~)¡o 6e obtienen de la6 ecuacionea 

atttell..lo1Le6 (3.13el 1J de (3.15 ) da lo.& coeó.ic.ün.te& 04;,81;'(, 

!f e.n óolLma l>i..mi.ta!L H obtienen aqueUo6 palla 51-::0,-.:f. aal 

todo6 loa coeólc.iente6 aon: 



61 

.. 1 _ (zt-n-lml-)) 
"\O... M J ºº::. o 

~ - (b·iX.2b1)f séi-im)e)(.21.-3) r/z 
r-1- Co l llf H ü+J) Ufmf'][l€-1 f.=.mt] 

1 

i - f 2'-1> L lo l l~ ~1-~zi(U-~ ~'k. ¡ 3. T 6 l .. , - -ir- L'S 01+ -1-1) G +1)~m20 Jfil'-1)!.m"tJ ~ 

Pa11.a e.xp11.ual!. j'. ~::. i, o,-i e.amo i.01. ge.ne.Jt.ado-

11.~h de SU(2l he e1.c11.ibe 

A A ~ 
donde. tal. ope11.ado1te..'i ~~ ) p~ J 6t¡.. 

( 3. 17) 

e.4..ttfn dado1. po!t 

de (3.16) en donde 6e 1tee.mplaza 
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lja. que lo.b c.ige.11vaf.011.e,~ de e-0-t:ot. opeil,tdaJtc.6 -6011 il'~ 11úmc'W6 

cutfn:t,,ico6 ütdic.ado.b. Ve ma11e11.a a11tUoga a,f'. caso de c.oo!Lde.­

nadat. c,,ill11d11.-lca.t., ta apa!Li.c,i.611 de ,ta.úes de ape.1rndo1te,~ 110 

e-O plLobiema cuando actúan en lo6 e.;1.tado,6 / fl R In J Jte,~pc.eto 
a los cuales son dia9011ate<1. 

Se ,t,¿eae tambU'.11 e11 Mí:e ca6o f,1u ve1Lsio11es de 

ope1tado1Lc.6 Ji dc.pe11dündo de ).::o, 1 al ,¿g uaf. q uc. en 

el ea.6 o cU.h1dü,co. 
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CONCLUSJON 

En la6 pdgina6 ante.11.i0Jte6 de11.iv~ exptlci.tamen~e. 

l.01> ge.ne.JtadoJt.e.6 de.l afoe.b11.a de. U.e. de. S.úne.t11...é'.a ll.e.6pon6able 

de. ta de.ge.neJtac.i6n ll.e.6idual pa11.a una pa11.tlcula e.n un poten­

c.i.at de. 06 c.U.adOIL aJtm6nüo 6 uj e.ta a un campo magnét-lc.o dl.­

bLt.. También 6e. de.11.iv6 e.n e.l llmite. ctd6ico la tJtan66oJtma­

ci.6n c.an6nica que. noJ lleva de un Hamittoniano a otll.o donde 

et atge.bJta de Lie de. Si.metJtla 6e hac.e. e.vidente. 

El pll.inc.i.pal a~gume.nto utilizado 6ue. que. pa11.a e.t 

o6citadoJt, e.n au6e.nci.a de e.ampo magnltic.o, e.l alge.b11.a de Lie 

de. S.lme.tJtla e6 U(3). Si ae intnoduc.e el campo magnético lo6 

n.lve.tu de. e.ne.11.9.la 61.gue.11 c.a.11.ac.te.11.izá11do6 e pOIL et núrne.Jw 

c.uántic.o magnético m y aa.l la 61.me.t~la de.be. c.011.11.e.aponden a 

una alge.b11.a de. Lie. me.noJt aunque 6u 11.ealizac.i6n 6e.a má6 c.om­

pte.ja debido a la6 Jte.6t11.ic.c.ione.6 i.mpueata6 al 6ijaJt e.l valoll. 

de m. 

Ve.bo hac.e.Jt nota11. que. el an4li.6i6 utilizado en 

e6te. tJtabajo puede te.ne.11. un ndme.11.0 ex.te.n6o de aplic.ac..lone.6 

como-lo6 movimie.nto6 c.ote.c.tivo6 de. un 61.6.te.ma de n-c.ueJtpo6 y 

que. no ob6tante. la Jtelativa 6enci.lle.z de.t p11.oble.ma, é6te 

nunc.a 6e. habla Jte.6ue.tto. 
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