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RESUMEN

Primeramente se hace ver la importancia,en general,

que reprdsenta el Problema Inverso de la Mecdnica para la

Pf{sica. Se dd (capitulo II) una breve revisidn bibliogréfica-

histérica de 1o que ha sido este problema en general. Se
presentan (capitulo IIX) los métodos de Kobussen y Yan para

la construccién de Lagrangiancs, para sistema auténomos unl-

dimensionales (siendo éstos las referencia principal del presente

trabajo).

La parte medular del trabajo estd en el capftulo IV.

Eu éste capitulo, primeramente se dan las ecuaciones ca -
racteristicas que a veces permiten hallar una Constante de
Movimiente ( para sistemas disipativos, ésta constants se
busca que sea reducible a la Energfa usual). Dada esta
Constante de Movimiento, se encuentra la expresidn inte -
gral para el Lagranglano, dada por Kobussen, y la ex =
presién integral para el lomento Gsneralizado, dada por
Yan . La equivalencia entre las formulaciones de Kobus-

sen y Yen es doda en forma inmediata .

Finalmente (cap{tulo V), se ddn algdnos ejemplos

ilustrativos,
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CAPITULO I

INRODUCCION

‘Se ha encontrado en muchas ramas de la Fisice
que la solucidn de una variedad de problemas puede ser
grandemente simplificada si las ecuaciones bdsicas pueden
ser expresadas en la forma de un principio variaclonal;
el principio de Fermat en Sptica y el principio de Hamil-
ton en mecfnica son dos bien conocidos ejemplos.

Una formulacidn variacion&l de la Mecdnica, fuf

dada por Lagrange. Sus ecumciones

oL .
d — .?_.é =0 1=1,2,...,M-  (1.1)

Jt .5—5){;' 29

s0n una consecuencia del principio variacional de Hamilton
Sfl (q;, ¢, -tf)c/f 0 (1.2)
donde ?‘- - :/—Z y L ge denomina "Lagrangisno® ,

Normalmente, el Lagrangieno estd dado pors
donde T es la "“Energia Cinétice" y \,/ es la "Energia -

Potencial" y estdn_dadas pors

3 , .
Z: —M? | | (1.4)
3 . ]

V= 2 V. Vi (g;) ¢, J=423- (1.5)
o=t

Entonces, sustituyendo (I.4) y (I.5) en (X.3), -~

el Lagrangiano eg :

3 ) 3
L=)Y+mg -2 V.(3) (1.6)




Sustituyendo este lagrangimno (I.6) en (X.1l) se
generan laos ecuaciones de movimiendo de une particula en la
Mecénice de Mewton :

771?.: F-‘ [-:,I,Z,S- (x.7)
¢ ¢ .
donde .= ji . o)
fi agilé.(QS) .

La formulacidn de Legrange es también posible en

el caso de las gccuaciones de movimiento de una partfcula en

le Relatividad Especiml de Einsitein. Sin embargo, las ecua~

ciones de Newiton o las ecuaciones de Einstein pueden ordi

nariamente ser puestas en la forma (I.1) sélo si las fuer

zas son derivables de un potencial v que es una funcidén -
»

de las coordenadas 9‘: ¥y del tiempo '(f yPero no de las ?c- .
EiL método de Lagrange puede ser extendido para

incluir fuerzas Fivdcpendientes de la velocided y la acele-

racidn para las cuales uno puede encontrar una funcidn U

tal que /= _Q'_Q_‘_’/,QJ{
¢ v .
dt 25  9g,

El ejemplo mejor conocido de tal fuerza es la
fuerza de Lorentz de 1la elesctrcdindnica.

Una extensidn similar del formalismo es posible
para ciertns fuerzas dependientes de derivadaa superiores
de lag ?i Y por métodos especiales ( por ejemplo, uso

de cuasicoordenadas ) a otros casos y el formalismo

puede también ger extendido a sistemas continuos ( campos )



en cuyo caso, las ecuaciones de Euler-Lagrange del princiw
pio variacional se transforman en ecuaciones diferenciales
paxciales,

Ademds de la bien conocida utilidad del método
de Lagrange para el planteamiento de lms ecuaciones de mo-
vimiento, hay dos ventajas mds : Un conocimiento del La-
grangiano permite ébtener el Hamiltoniano, el cual estd
en las bases para la aplicecidn de 1a mecfnica estadisti-
ca de Gibbs ya que las funciones de particidn estén defi-
nides a través de los Heamiltonianos y entonces, los Ha -
miltonianos mismos y no las ecuaciones de movimiento ,
vienen a ser importantes en mecdnica estadistica; igual -
nente est{ en las bases para la cuantizacién de sistemas
discretos o continuos .A un nivel de mecénica cudntice, la
fuerze responsable para la estructura atémica, o fuerza
de Coulomb, es sabido gque es derivable de un potencial; en-
tonces el Hamiltonian§ produce una representacién completa-
mente satisfactoria de la fenomenologfa atdmica., La gitua -
cién es algo diferente al nivel nuclecr. Las repregsentacio-
ciones corrientes de las fuerzas nucleares como derivables
de vn potencial, se sabe que producen un excelente acuer-
do con los datos experimentales, Sin embargo, la naturaleza
de las fuerzas nucleares es un problema abierto todavia,

mientras que el estudio de procesos nucleares No conserva -



tivos se ha incrementado dltimamente. La situacidén es ain
mds diferente al nivel.da la estructura de los hadrones,
egto es, las particulas de intefacci6n fuerte tales como -
mesones, nucleones, este., donde es concebible le necesidad
de fuerzas mds generales que las atdmicas y nucleares, y
su estudio en cualquier caso, recomendable, A ﬁn nivel de
teor{a cudntica del campo, sstructuras de densidades La -

grangianas del tipo

P ror = Lya0e ””lj %V’K)-fl’}w (V:(%“‘f’g,)

. K_ 2Pk ' or X
K=42,..., N ;3“ :%& M=0,42,3,.. X%t X=Y

se sabe que producen una representacibn fisica efectiva de
las 1nteraccioneé electromagnéticas. La misma estructura
una vez implementada en el.contexto de las llamadas teorfas
de norma, ha producido también una unificacién fisica efec-
tiva de las interacciones débiles y electromagnéticas. Sin
embargo, el problema de si la misma estructura pucde tam -
bién producir una representacidn fisica efectiva de las in-

teracciones fuertes estd todavia abierto.

Bs por lo tanto de gran importancia saber qué sis

temas de fuerzas o campos pueden ser tratados por el método

de Lagrange.



CAPITULO I1I

ANTECEDENTES DEL PROBLEMA INVERSO

El Problema Invefao del c4lculo de variaclones
pucde ser formulado cono sigue ¢
Dadn la Yotalidad de soluciones
v = [y, ., ¥ |
de un sistema de M ecuaciones diferenciales ordinarias

de orden Q-T,

) ()
RK (x'l y{o, y( PR
(), d 12, 2 K=12,..,m
i :d‘: L= 0%, -0 &7 SNy T
X

determinar si exlste una funcional

Aly) :‘/ de L(%,y? ..., y) (r.2)

tal que admita tales soluciones como extremales.

(ar)y
) = (11.1)

Bste problema estd basado en el estudio de las
condiciones bajo las cuales existe una funcidén
| () _, (1) (1‘))
L (x,y” y
tal que 1a3 ecuaciones de Euler de la funcional{IX.2), ten —

gan la misma solucidn que el sistema (II.1), esto es

g9k p.pngky, ) (ar-1)
x ?fKM f p (X’7 y)"‘ly )

7
Desde el punto de vista ffsico, la significa -
c¢ién primerin del Probtlema Inverso descansa en el hecho de

que las fuerzas actuentes del sistema Newtoniano:



/? (t, ?,9:, 2) =0
G=9 §:4% g:{9%u)
K=12,...,n.

no necesariamente necesitan ser derivables de un potencial.,
Por Jo tanto, el Problema Inverso permite estudiar las re -
presentaciones Lagrangiunas de sistemas con fuerzas Newtonia

nas arbitrarias { goneralmente no conservativas pero locales).

A continuacidn se dardn los trabajos de varios asu-
(%1)
tores tomados de Santilli (1979):

Las condiciones necesarias y suficientes para ta

existencia de una solucidn Z- del sistema :
4 _ S _ It oL

Jt 9?& 33/( 7 9?"93‘ ks 9 KQQG?/ a?‘gt 9;1
| "RK (t,2,4,4) K=l 2 g™ -

fueron por primera vez formiladas por Helmholtz { 1887 ).

(11.3)

Helmholtz no considerd una dependencia expl{cita de las ecua-
clones de movimiento respecto del tiempo. Subsecuentes estu -
dios indicaron que sus resultados eran insensibles a %al de-~
pendencia..En esencia el punto de partida de Helmholtz fué
la propiedad de auto-—adjunte(;)de las ecuaciones de Lagrange

é dka Buler-Lagrange { esto es; su sistema de formas variaco-
nales coincide con el sistema auto-adjunto ). Esta es una -

(1h4)
propieded estudimda por Jacobi ( 1837 ). Sin dar una prueba

+ La definicién de la auto-adjuntez estd en Santilid (!*1).



rigurosa, Helmholtz indicé que la condicién necesarie y sufi-
ciente para la existencia de una solucién L. el sistena
(IX.3)es que .20 sea auto~-ad junto.

(15) '
Mayer ( 1896 ) intenté la primera pruebs de sufi-

ciencia . (16) (1?) (18) |
Hirsch ( 1897 y 1898 ) y Bohem ( 1900 ) aparente-

mente llevaron a cabo los primeros estudios para M?{ g

r>2 .
El primer relato detallado y exhaugtive sobre el
(19)
problema fué dado por Kbénisberger ( 1901 ).
(20) (21)

Hamel { 1903 ) y Kurshak ( 1906 ) hicieron también
contribuciones,

(22) (23) (24)

Davis ( 1928, 1929 y 1931 ) did probablemente el
mejor tratamiento de suficiencia, y uno de los primercs estu
dios de las representaciones indirectzs, esto es, las repre -
sentaciones de sistemas equivalentes mas bien que de los sis-
temas originales dados,

(25)

de Donder ( 1935 ) escribid uno de los pocos trata-

dos en el cflculo de variaciones con un tratamiento del Pro -
blema inverso .
(26)
Rapoport ( 1938 ) aparentemante por primera vez

confronta en una manera directa, el problema de consiruir un

'
Lagrangiano una vez que su existencia es asegurada por las i
!



condiciones de auto-adjuntesz.

Todos estos estudlios posteriores & Helmholtz pro-
veen mayores contribuciones hacia la prueba de que 1la condi-
cidn de Helwholts, o sea, la condicidn do auto-adjunteg va -
riacional para el sistemn RK: O , era en verdad a la vez
necesaria y cuficiente no solo para el cagso N7/ y Y=2
sino también para el caso general de dimensicnalidad finita
Y orden arbitrarios del sistenma.

Un enfoque algo diferente pero mas bien le -
boriose fué subsecuentemente dado por Douglaﬁfz)l94l ). Es-
to autor mas bien que usar las condiciones de eunto-adjunteg,
usé la teor{m de Rigquier de las ecuaciones diferenciales par
cinales para el caso de un gistema con M r= 21 , redu =
ciéndolo & un sistema completamente integrable.

Estudios mds recientes sobre el Problema Inverso

(28) (29)
son los de Dedecker ( 1949 y 1950 ). Este autor llevé a cabo
un andlisis detalledo del método de prolongacidn previamente
introducido por Batemégge 1931 ).

anaslz 1957 ) reslizé un estudio del caso de re -
prosentaciones indirectas considerablemente extenso. Debe
indicarse que este estudio tiene wna significacidén central
desde el punto de vista prdetico, y& qQue lus ecuaciones de

movimiento de Newton son generalmente no auto-adjuntas, E1

problema de la existencia de su representacidén Lagrangiana



o entonces ?educida al problems de encontrar formas auto ~
. adjuntas eéuivalentes. También proporciona uno de los muy
pocos relatos del Problemn Inverso en la literatura de la
Fisica.

(31) X _

Klein ( 1962 ) lleva a cabo aparentemente el pri -
mer intento exhaustive & una intexpretacidn geométrica de
las condiclones de integrabilidad para la existencis de un
Imgrangiano, como fueron identificadas por Helmholtz. EL con=~
texto es el de le geometria diferéncial métrica, con referen=
cia particular & clertas aplicaciones de la teorfa generali -
zada de variedades de Finsler a la mecfnica analftica via el
use del cdlculo de formas diferenciales. La significacidn de
eata memoria para el Problema Inverso es que reduce las con =
diciones de integrabilidad para la existencla de un Legran -
giano a conceptos geométricos primitivos.

Vainbe;§2€ 1964 )} escribid aparentemente el primer
intento operaciconal de las condiciones de integrabilidad para
ls existencia de una funcional de accién dentro del contexto
del anilisia funcional moderno. La naturaleza generalménte
no lineal de los operadores consideradog es tratsble
"~ ¢on la teorf{s convencional de operadores lineales sobre es =
pracios de funciones v{a el uso de la derivain.do Frechét .

Una significzcién de este trabajo para el Problema Inverso

es que proporciona una base para el estudic de la relacidn



10

entrz las aproximaciones variacional y operacional a la auto-

ad 3unte20 .

(32)
El estudio de Vainberg =sobre las condicliones

de integrabilidad del Problema Inverso, I{ué considera -
blemente; abstracto, al punto de permanecer o bien,
inaccesible & la amplia audiencia de matemdticos apli-
cados « El mérito de Tonii5)(1968), es haber reconocido
la significacidn de los estudios deé Vainberp, desarrollan-
do una reformulacidn de la‘ aproximacién operaciongl a) -~
_Problema Inverso de considerable amplicabilidad pricitica .
Una significacidén de la pmemoria ds este autor, es que
las condiciones de integrebilided para le exisgtencia de -
una funcional de accidn, derivadas dentro del contexto de

la aproximaciédn operacional, coinciden con las de Helmholtz.

Esto hace que les dos aproximaclones, sean equivalentes.

(33) '
Edelen ( 1969 ) trabnjé en el caso de sistemas con-

tinuos.

(36)
Horndeski ( 1974 ) inicid el uso en el Problema

Inverso de la teor{a de cohomologfa y de las co-cadenas
comple jas. Un punto que es significativo es que las condi-

ciones de integrabilidad para la existencia de un Lagrangia-



11

no6 que emergen, otra vez coinclden con esas obtenldas con
la aproximacién variacional a la autoadjuntes. Lste indice
que las mismas condiciones de integrabilidad pueden ser ex-

presadas en une varieded de lenguajes matemdticos diferen -~

tes pero equivalentes.

(38)
Atherton y Homsey ( 1975 ), hicieron significati-

vas contribuciones en el contexto de la aproximacién opera-
cional al Problemz Inverso. También hicieron un resumen de
contribuciones previas sobre las mismas lineas de estudjp:
C
Allcoci?%)1975 ) consideré el problema de la exis
tencia de una funcional de accidn desde un marce geométrico
~algebrdico consistente en la reduccidn de una forma dife -
renciel lineal Pfaffiana sobre una variedad a une forma
Haniltoniana local via 21 uso de clertas propiedades de los
paréntesis de Lagrenge., Esta aproximacidén, gque es equiva -
lente a la aproximacidn variacionael a 1la autoadjuntez para
canpos vectoriales sobre una variedad, es particularmente
significativa, por ejemplo, para la extensidn del Problema
Inver=soc al caso de censtricciones subsidiaries no integra-
bles,
(34)
Bdelen ( 1977 ) da un estudioc detallado de asiste—

mas no holondimicos no conservativos en términos del célculo

de formas diferenciales.




(40}
Santi111s ( 21977 ) estudio el Froblema Inverss ea

las teorfas clisicns y relativistas dol compo ¢ inleid el
eatudio de ln aplicacidn de sste problema a la teoria de -
trensformacidn. Sus artfculos estdin basados en una aproxi -
maecidn variaclonal a la auto-adjuntez complementzda por el
uso del cflculo de formas diferencislep en general y el in-
verso del Leme de Poincaré en particular, tomande en cuenta
la conocida efectividad de estas Wltimas herramientas mate-
méticas en el estudio de las condiciones de integrabilidad.
Una vez asegurada la auto-adjuntesz de les ecunclones de movi-
miento, muestra la construceidn del Lagrangiano correspon -

diente.

(44)
D.Gs Currie y E. J. Salaston ( 1966 ) encucntra Le-

grangianos no equivalentes y Hamilfonianos, los cuales dan
las mismas 8rbitas en el espacio de configuracién pero en ge-
neral, distintas érbitas er el espacio de fases .

W, Sarlgzse 1978 ) muestra que para toda invariancia
en las ecuacioney de movimiento, se puede encontrar un Lagran-
glano y una constante de movimiento que poseen también dicha

invariancia. Considera una clase general de transformaciones

lineales,



(6)
Leubner ( 1981 ) 44 unae exprealdn integral para

ol Lograngiano en términos de dos constantes de movimiento.
Por estar directamente relacionado con el presente trabajo,

se hard una breve exposicidn de su desarrollo i

Pars le escuaclén de movimiento 'm; ="-F()<, )2,'{':) {31, W)
8s suficiente el conocimiento de dos constantes de movimiento
independientes paras coustruir un conjunto no numerable de La-
granglanos no equivelsntes.

8e tlene la identided de Euler-lLagrange

d
7 Ly =Lx (11.5)

en donde l. o =

oL, _aL  J_F? )
X7ax ' TxTax

X (T‘E ™ a)(+xax a_t (IX.52)

Piferenciando (II.5) con respecto a X ¥y haciendo
m=/, se tiens :

. v . e " o e . .t ( I|6
FLJE,{(K’LXLXXX".LXﬁX” F;(LXX 1 )
donde los subfndices, como es usual, denotan derivadas parcia-

les. Definiendo L ' -A y esta ecuaciédn (¥I,6) se escrﬂ.be

d
';/"EA = “‘.F,;A (17.7)

Bn este punto, Leulmer nota que la ecuacién (¥I.7)
puede ser integrada si se conoce una variable dindmica partl-

cular £ ()‘z)e,t) de) sistema (II.4) que satisface, supo-

piendo gue ms/, ia siguiente relacidn 3

13




%E:FE;{"*)%EX'*E-&:’F,’Q (11.8)

Por tento, se resuelve primero le ecuacidn auxiliap
{I1.8) y se observa.que existen dos familias de curvas carac-
terfaticas de la ecuacidén homogénen azociudn s (IX,8) y nos

dan, dos conztantes de movimiento funcionslaoente independlen~

tes g:{(X,k;,{“) ,'7:: )7(;(,;.‘("&} s Que por defi-
nicidn satisfacens

(11.92)
L] - n - | (IIcgb)
Flzx-f-x (X*IY{“ o

Dadas dosa de tales constantes de movimiento s6 pue-

de verificar que la solucidén general de la ecuacidn (II,8) estd

dada por 3

E(X/i,f)z—/“[§(§,7)W] : (11.10)

donde § es una funcidn arbitraria de sus argumentos f \'g

'*? s Y Y puede ser alternativamente representada pors

1 1ok | [3s,m)
r= 3 56

" - . (11.11)

14
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2(5,1) / -
donde ’ denota el jacobianc .
/ 2(%,0 2 Te

— Fs yI v y 1a segunda forma resulta de la dependen—
€ (x

R NN

que surge de las ccuaciones (II.%a,b) . Integrando le ecua-

cidn (II1,7) con ayuda de las ecuaciones (II,8,9,10 ¥ 11)

Lxx:é(g;’?)“é‘/_z_g%%%/ (11,12)
/

donde la constante de integracidn se incluye en é « Con
la ayuda de un conveniente par de funciones independientes

o((; )?) /g(g )?) se puede representar éf,}?)

tembién como un jacobiano, ‘@(5, ?(J ) l

?(g 7

Asf, (II,12) se convierte ent
L;(;( = -—"— /M)/ | (I1.13)
: x | 2(x ,t)

Pinalmente, integrando esta ecumcidn dos veces
reapecto de X ¥s sujetando el resultado a la identidad de
Fuler-Lagrange (II,5) se encuentra después de una integracién

por parte y con ayuda de la ecuacidn (IX,8)

L(x xt) ] -V /:((:;f:))/der (11.1%)

; fF(x, v07t) L / 2 e T L Alt)

(v, t)f V="
p b 4




que excepto cuadraturag, nos da log Lagrangiwos explicitos
deseados, explicitamente en términos de cuelesquiera dos -

constantes de movimiento linenlmente independientes of {X,)E,'f)

y Iﬁ(xﬂ(‘,i‘) del sistema.

Comc ejemplo, Leubtnsr toma la siguiente ecuacidn

de movimientos
X z-9-¥x X >0 (I1.15)

Integrando (I1,15) una vez, obtenemos una primexra

coenstante de movimientos

§ = X+yx+9t (11.16)

Integrando esta ecuacidn diferencial de primer
orden y eliminando ? con ayuda de (I1I,16), tenemos una so=

gundn constente de movimiento funclonalmente independiente:

v fz(r)? +9)exp(yt) (11.17)

Como une primera eleccidn, sustituimos o= f v
A p;q en (I1,1%) y encontramos el Lagangiams
L= exp(yt)(%x*-9x)

Tomando una eleccién alternativa,  of = f ’

ﬂ:-—"? ex/o(- Yy §/9) en (II.14) se llega al sipuiente

Lagrangiano s

L= (2) exp[-7(irx)/y ]

16
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Pinalmente, sustituyendo en (XI.14) la eleccidén K= f,
/3 :(_g__) /Yl (),7) _ § pe llega al Lagrangiano s

L(x,x,t) = (x+ .g_)/n (% + %)-yx

Para que el lector tenga un marco de comparacidn
de¢ lo que hizo Dar'boflalcz)(lﬁgl), en una dimensidn, respecto
al trabajo gque sge desarrollard més adelante, se expondrd
brevemente su trabajo. : \‘

Considérese un sistema uni-dimensional general

caracterigzado por la siguiente ecuacidén de movimiento 3

X = F(t,x,%) " (11.18)
en donde ).( = i’f .
dt
La ecuacidén de Buler-Lagrange estd dada por :
2L d (a/_ )
£ - L {g=) =0 II.19
X dt \ 9x ¢ )
0, desarrollando la derivada total ;45 , se tiene !
2 2 -
gobt ,noL 9L 3L _, (11.20)
ox? IxIx oxIt X

sustituyendo (IX.18) en (I1.20) y derivendo el resultado res-

pecto de la variable X , se tiene s
tx, x oM oM oM  oF - (II.21)
Fltx, )9;‘+an + 57 +B*M20

2
en donde se ha definido M como M = -2 (11.22)
X




. Dado que la solucidn de lm ecuncidn diferencisl, siempre
exisbe, entonces para el siotema (II,18) siempre exists su
Lagrengisnu, La soluclién de lo ecuscién (II1.21) se obtiene
integrando el siguiente sistems de ecuaciones ‘diferencialea
ordinariass
dt _ dx _ dx _ -dM
I T X T FExR) M 2E

81 se conoce la solucidn de (II.18), podemos

(11.23)

tener dos primeras integrales del sistema dadas por 3

« =V, (T, X, %) (1I.248)

B =¥, (¢, X, X ) (1I.24b)

con lo cual se tiene que 5— es funcién de las dos

constantes ¢ , IB y del tiempo T i.e.
oF
ax

de esta manera, del primer ¥ del dltimo términos de (II.23),

= 6(t,«,8) (11.25)

ge encuentra M por una cuadratura:

d
—/\-%4—4—9(1’,%?)4*& =0 (11.26)

Une vez obtenida M , de 1la relacidn (II.22)
haciendo una doble cuadratura respecto de la varisble X

se obtiene el Lagranglano general dmdo por :

18
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L =L, +) (£ 0%+ M(Lx)  (nezD
/. = Y f .
en donde o = J Jf fcla' M('t, X,Uﬂ) (11,28)

y las funciones A(f,)() , /“{(X,'f') son obtenidas

sustituyendo (1I.27) en la ecuacién do Euler-Lagrange

(11.19) .



CAPITULO IIX

TRABAJOS DE KOBUSSEN Y YAN

(3)
Kobussen ( 1979 ) miestra para sistemas autdnomos

com K=/ y ¢=2 un método smlternativo de construccidn
de Lagrangianos. ( Darboux llegd a la conclusién de que gene—
ralmente cualquier sistema de la forma K"-‘/ b4 l:’—'—'-':2 con
une adecuada eleccidén del factor de integracidn puede ssr
escrito en la forma de unn ecuacidén de Logrange) Kobussen
parte de la ecuacién :

mx = Fex,x) (111.1)

y de

?L’- (./ QL ___9[_ o L ° 9!. .
Px JEIX T Dx IJXQXX"'Q?—X 0 (111.2)

Sustitucifn de (IIT1,1) en(IIT,2)da la ecuacién diferencisl
parcisal :

L 3% g 9% Fx%)_,  amp
X | Pxdx o%2 ™

Kobussen tome como "anzatz" para {III,3)t

Y (x, x) (111,%)

(111.5)

y determina una ecuacidén para 5——~ =G
X

‘;(GX+F;;;);)G

-—
—

X.].\)

g(x/x) 6 (III.G)

x
La solucidn de (IXI,6) e8 :

Gle,x) = E’@) (111.7)

donde B(Q) es cualquier funcidén arbitraria de € y e(x,x)

20
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satisface

-

gd-z- e(x,f) = -;F:‘Q’E T+ X ex = (111.8)

en otras palabras, Q(X,)’(}os una constante de movimiento
no explicitamente dependiente del %iempo.

entonces, de (IT1.%,5 v 7) se obtiene

X
Lxx)=x /915_ Bfe (x,y)dy (T11,9)

Kobuasen exhibe la existencia de un ndmero infinito de La-

grangianos no equivalentes.

(7)

Yan ( 1981 ) para sistemas auténomos con K=/ ,

[ ]
¢= " considera la ecuacién de movimiento :
ma = F(x,v) (111,10)

y 1 funcién /((_x,v) constante de movimiento explfcitamente

independiente del tiempo ‘a3l que

%&_K:_g_%+v%§: (1I1,11)

Supone posteriormente la existencia del momento candnico

P-': P(X,’V') y relacidn de la cual supone que so puede des-

pejar la velocidad V= V[X,P). Entonces 3 ‘
K(x,v) = Ktx, v(x, py) = H(x, p) (111.12)

donde H(X/P) debo ser el Hamiltoniano y escribe las ocua -

clones de lHamilton en términos do K .



*  Posteriormente define el momento canénico comn 1

ar
P:/ﬁ“,‘(%&yyx (_/:7 + A(X) (m.13)

dondé IQ(X) es una funcién arbitraria de X solamente.
Yan verifica que el momento (IIX,13)as{ definido satistace
las ecuaciones de Hamilton en términos de K .

De donde Yan obtiene una fdérmula ingegral para calcular el
momento candnico directamente a partir de las ecuaciones
de movimiento., Despejando la velocidad en términos de f?
¥ sustithyendo en la primera integral do movimiento K s

obtiene un Hamiltoniano.

Es importante observar que Leubner, Darboux
( CAP. II ), no hacen uso de la auto-adjuntez, asf como
tampoco Kobussen y Yan. Se hace énfasis en que en el tra-
bajo que se desarrollerd em el capfitulo aiguiente, tampo-

co se hard ueo de la auto-adjuntez,



CAPITULO IV

DERIVACION ALTERNATIVA DE IAS8 FORMULAS DE KOBUSSEN

Y YAR Y G5U EQUIVALENCIA

1, Introduccidn

Es concecldo que en un sistema conservativo, el
Hamiltonlano es una constante de movimiento y representa
la energfa totsal.

Para sistemas disipativos, la importancia de
encontrar un Hamiltoniano y un Lagrungian? reducibles a
los conservativos usuales cuando el pardmetro que carac-
teriza la fuerza disipativa tiende a cero, fué wmostrada
por Havas 12 . También mostré que un Lagranglano y un
Hamiltonlano para estos sistemas, no necesarlamente de-
penden explicitamente del tiempo.,

El concepto de reducibllidad es el sigulente 3

Para el csso de un sistema disipativo en una

dimensidn, caracterizado por la ecuscidn de movimiento

Xz (x,X,%) (Iv.1)
donde X es el pardmetro que caracteriza & la fusrza di-
sipative F(x,)?,o(} . 51 la funcidén F(X,JE,-() satisface ol
sigulente limite:

F(x, x,o) '-;(‘:_;7 F(x) (IV.2)

siendo f: cierta funcién que sélo depende de la posiciédn
entonces se dird que el sistema disipative (IV,1) es re -

duecible al conservativo caracterizado por la ecuacidn de

23



24

roviniento

).(. = F(K) (1v.3)

S1 se encuentra una Constante de Movimiento K (K,)E,e(), un
Lagrangiano [ (K,)E,“) » un Momento Generalisgado /P( X,X;nf)
y un Hamiltoniano f/ (X,)?,ol) para el sistema disipativo
(1v,1), se dird que éstos son reducibles a los conservati-

vog 8l se gatisfacen log sigulentes limites ¢

K(x,%,a) ——> E(x, %) (IV.42)

of>0
L(X/x./d) ——;:;‘;9 L(X, )E) (IV.4b)
plx,%,«) ==a POOX) e

H ¢, %, o) o H (x, %) (IV.4a)

en donde las funciones E(X,)U ’ L(K,)é) ’ f(x,)é)
¥y H(X, ?2) representan la Energfia Total, el Lagrangla-
no, el Momento Generalizado y el Hamiltoniano respectiva-
mente dzl sistema conservativo (I7,3).

Bl problema ds encontrar un Hamiltoniano que
sea constante de movimiento y un Lagrangiano, reducibles
a los conservativos para el sistema de una partfeula con
fuerza de friceién cuadrdtica en la velocidad ¢

X+ yx?= L) =0

(1)
rué resuelto completemente por Havas



Para sistemas auténomos en una dimensién, Kobu-
ssen(”encontré una expresién integral para calcular el
Lagrangisno explf{citamente independiente del tiempo, &
partir de una constante de movimiento, Esta expresiép in-
tegral fué también usada por Okubo ’ ¥y reencontrada por
Leubner(6).

Posteriormente, Yan(7)dié una expresidn-inte -
gral para calcular el Momento Generalizado P a partir

de una constante de movimiento. Encontré para el caso :
" L
rmx+a(xv'-/6=0

un Hamiltoniano que no es reducible al conservativo usual,
Aquf se dard una derivacidn alternativa de las
formulaciones de Kobusser y de Yan y se mostrard su equi-

valencia. Se dardn también algunos ejemplos,

2. La Constante de Movimiento

Consié¢érese un sistema auténomo general en una
dimensidn y sea /?(*;;9 la fuerza que actds sobre el sis

tema. La ecuacidén de movimiento estd dada pors
[ P
mx = F (x, %) (17, 5)

*
Sa definird vV =X de aquf en adelante. La constante de
movimiento del sistema (IV,5) es uns funcidén que satisfa-

ce:s

-

d
c—?—t/( =0 (1V.6)

25



entonces (IV.6) 8¢ expresa como la siguisnte ecuscidn ai-

farenniel parcial homogéneas

F(Kﬂ’) 2K ‘2_,.( -
-—';3';’” +‘I’9x =0 (1v.7)

Lss superficies integrales K do la ecumcidn
(IV,7) se deducen de las ecuaciones para las curvas carac

(8,9
terf{aticas éadas por :
dv _ dx _ dk
Frm v~ 0

De log dos primercs términos se encuentra la

(1v.8)

curva ceracterfstica C(X,V), Do tal manera, 1a solu =

cidn general de (IV.7) estd dada por:

K(x,v) = [k (Clx v)) (17.9)

donde K es ocualquier funcionalidad de C .

Para sistemas disipativos esta funcionalidad
puede ser escogida de tal manera que la constante de mo-
vimientc se reduzca a la Energfa del sistema conservati-
ve correspondiemte, Hste constante de movimiento serd

fundamental en el desarrollo subsiguiente.

3. Bolucidn de la Ecuacidn para el Lzgrangiano, dada la

Constante de Hovimlento, s través de la Transformacidn

de Legendrs.

Dada la constante de movimiento K por {IV,9)

26



se deduce ( por definicién ), la funcién Lagrangiana
como las superficies integrales de la ecuacién diferen -~

cial parcial no homogénea dada por 3

RCL L=K(x,v) (1v.10)

v

La ecuacifn para las curvas caracteristicas es-
td dada en este caso por i
dx _ dv _ dL
o " v T [+K
Debido el primer término en(IV,11), x:c'«‘,‘e .

(Iv.11)

para este sistema de ecuaciones diferenclales acopladas
y se pueds tratar a la variable X como un pardmetro
en la integracidn,
La ecuacién a.resolver es 3
dL _ L+K
Jv T w
Esta ecuacidn es lineal de coeficientes varia -

bleg del tipo :

(Iv.12)

dy _
Tx -+ ¢(X)y = x)

La gsolucidn general de esta clase de ecnaciones
viene dada en la referencia (10), por lo que la solucidn

para (IV,12) es
K(xv')

L(xv) = rv/ 7

en donde 24()() es la constante que resulta de la integra-
cidn,

dv'+ AV (1p1

Ya que K(X,U) no depende explicitamente del



tiempo, tampoco L(Kl'") va a depender explfcitamente del

tiempo,
8e puede eliminar el término A(X)V de aho

ra en adelante ya que por representar la norma en las

ecunciones de Eulsr--Lagrange, genera Lagrangianos equi
valentes,

La férmula (IV.13) es justamente la férmula en
contrada por Kobussen 3)y Leubner 7 {£48rmula (I11.9) Cap,

[ ]

IX1). El método para derivar la fdrmula (Iv,13) aquf pre -

sentado es mAs simple que el de Kobussen .

Se puede demostrar, con ayuda de (IV.5), (II.5a) ¥y

(Iv.7) que l (X, ‘U) , dado por (IV.13), es realmente un La-
granglanos

Jd L L E oK,

__-—u—

]
dt v 3x=vim T ax) v
persa 1/:750.
La funcidén Momento Generalizado:

P =Pk (17.14)

es obtenida de la conocida relacidnt

P = g—i—: (IV.15)

y el Hamilltoniano H (X,P) ( siempre que sea posible ob-
®
tener de (IV,1%), V= ¥(x,p)) estd dado por:

Hix,p) = K(X, v(x, p)) (1V.16)

* Bsto es posible siempre que se satisfaga el Teorema de

la funcidn implfcita.
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t. Reducibilidad del Legrangiano

De (IV,13) 50 puede ver que 81 ¢

K(x,vd) coo—> TV

KO
stendo 7 1la Energfa Cindtica y [/ 1a Energfa Poten -

cial, entonces para el Lagranglano se tiene @

L x>0 7=V

¥ por lo tanto, la condicidn para que [_ gea reducible
al conservativo usual es que la Constanto de Movimlento
K(X,v,o()sea reducible a la Engrgfa usual cuande el pa-
rdmetro & tiende @ cero.

De (IV,9 y 13) se observa también que exis-
to un eonjunto infinito de Lagrangianos explicitamente
independientes del tiempo no equivalentes, para la ecua ~-
eidn (IV.5), dol cuul se puede extraer al menos uno que
sea reducible al Lagrangiano conservativo usual L=7:V »

como hace ver Kobussen.

5. La Relacidn entre la Constante de Movimiento K(X,U)y
el Momento Generalizado !9( X, v) R

De las ecuaciones de Hamilton ¢

o ; .
o - (IV.178)
oX P :
3p

¥y de las relaciones (IV,5,16) y (II,5a) , se obtiene pa-

ra las ecuaciones (IV.17a, b) las siguientes expresiones?

2s



s’v) _fF gp) : ]
K (9}{[} ’V,." [;;, ,ﬁxw’ww(_éxs)w (Iv,18g)

K,U( P> =y (1v,18b)

2K _ 2K
ax VT v
ce de las derivadas parciasles explfcitas entre pardntesis

donde se ha definide K x= y ol subfndi~-

significa que esta variasble es tomada como constante.
sustituyends K, de (IV.18b) y £ de (IV.7)
‘ m
en (IV.188), so obtiene :

/U/gé)x 7‘/()( [ Rx -E +?/ ‘9")](1\719)

Ahora, haciendo uso en (IV.19) de la conocida re

lacién para la derivacidén de la funcién implfcita:

(%)
(33_):_ ox /v
e (55

y cancelando términos iguales de la lgualdad resultante,

se obtiens ¢

v
- — ( Eﬂ) (1v.20)
K,v ovVIX
1a cual se puede integrar para P dando 1
K.
Yoy + Alx) (1v.21)
(7)
que es la relucidn postulada por Yan ( £férmula (IIY,13)

cap. 11X ).

BEste misma expresién (IV.21), pusde ser obtenida
de (IV.13 ¥ 15) integrando por partes, por lo que la
formulaecidn dads por Yan es consecuencia de la de Kobu -~

ssen. Realizando el proceso inverso, de la relacidn (IV,21)

30




se 1llege a la (IV.13), por lo que la formulacién dada por
Kobussen es consecuencia de la de Yan. Por lo gue ambas

formilaciones son eguivalentes,

5. Reducibilidad para el Momento Generalizado

Se puede ver que la condicidn de reducibilidad
para el Momento Generalizado fD dada © través de -
(IV.21) es la misma condicidn para la reducibilidad del
Lagranglano dado per (IV,13), es decir, si ﬁﬂk[%*?se redu~
ce a la Energfa [t/ , entonces /(,y mmv y por lo

tanto f? tiende al Momento Generalizaedo conocido -

P:)’n'v .

k)



CAPITULO v

EJEMPLOS

A, Considersmos el sistems de una partfcula de ma~
sa 9" sometida s la sccidn de una fuerza constante -—f?

¥ fuerza de fricoién lineal ~— &V g
X = Y (v.1)

De {(1v.8) . Se tiene 3
—mdv _ Jx
B+ otV - w

Integrando esta ecuacidn, se obtiene la sigulen

te curva caracterfstica:
2
—_— of
Cxyu)==r(&) (14 5v)+ £ mypX .22

Haclendo el desarrollo en series de Taylor de
el logaritmo y tomando el 1lfmite cuando el pardmetro
tiende a cero, se obtlene 1la Energfa del caso conservati-
vo asociado a (V.1). Con esta constante de movimiento,

gustituyendo en  (IV.13, 15 y 16) , 8Se cbtiene 3

Lix,v) = m(—f—}[(y,l.g.) In(1+ .';(B‘!)-y]-,ax (V.30)
p= W(_g_) [n (/.,l-_;f..q,) (V.3b)

H(x,p)= ——ﬁ—lp-}m[ﬁ Té}(/’( Pf’)—-]—ffx (Ve3¢)

Todas estas funciones se reducen a las conserva

tivas cuendo o tiende a cero .
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(7) (6)

Pava oste mismo ejemplo, Yan y Leubnsp "
dan una Constante de¢ Movimiento que no se reduce a la  ~
Energfa. El primero obtiene un Momento y un Hamiltonlano
que no 3e reducen a los usuales. E1 segundo obtiense un La

grangiano que no se reduce al usual, Las expresiones que

ellos dan son las siguientes 3

C = mv—(PE) In(«vsp)+dx (.0
ID = " /n (dv-/-/e)f/-}(,x) (v.bp)

;l/ :%’/éxp{#(p%))—p]—g(la-ﬂ) £ AX  (V.he)
’ L= (’U +§-)/n (’1/7‘-51-) — X (V. 4d)

B. Consideremos el caso relativista de fuerza cons
tants ,5 y fuerza de friccidn arbitraria dependiente
de la velocidad ? (v) .

La ecuacidn de movimiento es

md. Y _ - 5.
7t 1/73';5 = 8- o 9(v) (V.5
donde o y p son constantes,
Le ecuacidn para las curvas caracter{sticas =
(1v.8)Cap. IV e8 ¢
| dv Ix

—

[;?i:—‘%ﬂm—:-’-if”‘ T w

y la curva caracter{stica es :
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¥y la curva caracteristica es @

rua/v
C=m — — X (v.6)
(1-5)*[i-% 900

Una superficle integral estf{ dada por K=C .

Se puede ver que:

2
. S mcC —
c?

que es la Energfa Relativista usual.
Susti.tuyendo (V. 6) en (IV.13) se tiene @

L=my o’?![/(l uﬂ)%[, o [sx] (v.8)

El Lagranglano (V,8) se 1educe, cuando {90 a 3

dv | [ /dy’
——> M [/{l i ‘"F"] (7.9)

Integrando (V. 9) se obtiene :
2
L =—mc \//-— = +AX (¥.10)

que es el Lagranglano Relativista usual,

L

C. Consideremos shora una part{cula de masa }» ba
Jo 1le accidén de una fuerza arbitraria de la posicidén ¥

fuerza de friceidn cuadrdtica en la velccidad.
La ecuacién de movimiento viene dada por i
¢ @
mx = f(x) — otV (v,11)

De la ecuacién (1v.8) para las curvas ca

racter{sticas y de la relacién (V.1l) tenemos :
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dv _ dx

————

£f) o .2
v

-2y

b o]

‘La integracidn de ésta ecuacién mos df la si -

gulente curva caracterf{stica:
26X

2siX
C=2%e "”—-;,"—,,ff(x)e d x (v.12)

Claramente, la Constante de Movimlento reducible

m
8 la Energfs usual es K= T C , es decirs

244X 3-,:‘_7‘
K=*Mv e™ -—fFCX)e ™ dx (v.13)
De (Iv.13) y de (V,13) se obtiene :

X
- ! 2 =5 24X
Ahora, de (V,1h4) y utilizando (IV.15) y (IV.21)
se tiene la expresién para el Momento Generalizado dada -

por 3
2%
pP=mve ™ (V.15)

De las relaciones (V,13}) y (V,15) obtenemos el

slgulente Hamiltoniano H
'Z-CX

Hixp) = 2 /,Coc)o ™ dx (1.16)

La Constante de Movimlente (v,13), el Lagrangia
no (V.14), el Momento Generalizado (V,15) y ?%)Hamiltonia

no (v,16), coinciden con los dados por Havas v



D, Fn este ejemplo se estudin el oscilador arméni-

co con fuerza de friceidn lineal :

.9 '2
MK = —muw X ~ oV (V.17)

De (1v.8) , se obtiens la ecuacidni
dv _ dx
Wi+ BV il

Definiendo &, como 4= ‘-2—31 e integrando esta

ecuacidn ( ver referencia (11) ) se cbtienen las sigulen-
tes curvas caracter{sticas:

2 A
Pars W puw),t
W+ %

We [
C-_—;.’../n(v%,.wzxﬂw Xy} — arelan — (v.18)
z ) Ve uF w eyt
Para wQ: u)::

o
._.-- In (U 4.u) ,fq_wb)cv)-f-m (v.19)

ot =

Para w <cd°'=
fo T Aol

C—’ In(v% wh+20,xY) - ' ,-—-—-‘- +20)
( QF‘“"L 2t e w?

Tomando ¢l 1fmite en que o tiende a cero en
(V.18), (v,19) y (V.20), se puede ver Jue una Constante

da Movimlento reducible a ia Energfa para los ires casoa

anteriores es ¢
2C
K= ?—;’-- © (v.21)

Escriblendo explicitamente las Constantes de

Movinlento (V,21) se tiene @
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Para w27w 2:
K (PWD + ™ *mw XU)QXF/ af(ﬁﬂﬁ. (V,22)
Para W = w s

2 ?
- /Mmu fmwx. 28
k._( -;i"'\‘ Y )QYP } (v.23)
‘Z

2
Para W <w,

-——+w Jaﬂ 7%
K (mu _,_mw x +MWw Kﬂ) ;}-fuh‘ w'z.w‘l (V 221»)

gtilizando (xv,21, 22, 23 y 13)
se obtlenen respectivamente los siguientes Lagrangia -
nos 3

Para W 7 :

- m )nwx mw,. ~2% . .%+z

Para w :
f/v ”m 7»42;01,;_:& oX]eKP ‘Z.uo (v.26)

Para w <uJ

= -/;/f,, _p«wx +mwax] A L (v 27)
._,w,,/:r:;"

( I):l caso & 7w coincide con el obtenido por
3

Kobussen N

a7



CONCLUSIONRES

Se ha visto que las formileciones de Yan y Ko -~
bussen son equivalentes. As{, de 1a formulacién de Yan po-
demos sacar les mismas conclusiones que las de Kobussen,
es decirt Existe un conjunto infinito no nuweratle de Mo-
mentos Genexalizados no equivalentes que son expl{citamen-
te independientes del tiempo.

Adepds, se ha mostrado que vars una dimensidn ,
e¢xiste al menos una Constunte de Movimiento K , Un Law
grangiano L ¥ un Homento /7 reducibles a los conoci-
dos cuando el pardmetro de friccidn tiende a cero.

Se ha seflalado tambidén gque en sistemas autdnomos
unidimensionales, es siempre posible seguir cualquier di -

receién de las flochas del siguiente diagrama :

/EM.
K € > L

donde £, M.significa: Beuacidn de Movimiento .

Ss debe sefinlar que el proceso usual en los cur -

sos ds MNMeclnica consiste en que, dadas las Ecuaciones de
Movimiento para sistemas conservetivos autdnomos, se cons -
traye el Lagrangisno y con esto, la Constante de Novimiento
( Energfa ), el Hamiltoniano y el Momento Generalizado, son
de inmediato obtenibles. Para sistemas auténomos en general,

este proceso no es trivial realizarlo ,
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Bl camino que siguen Kobuasen y Yan y que
se siguibé aquf para sistemas autdnomos uni-dimensionales
enn gensral es el sigulente : De las Bcuaciones de Hovi -
ntento, se encusntra una Constante de lﬂoviuie'nto, con és~
te se construye el Legrangianc, el cual sa puéde €800 =
ger de un conjunto infinito de Lagrangianos pare ‘Bistemas

gutdnomos en une dimensidén .
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