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introduccion 1.1,

Introduccion

Las leyes de la Electrodinamica Cldsica establecen que una
carga eléctrica acelerada emite radiacidén electromagnética, es decir
luz. Esto explica que cuando un electrdn incide en el campo eléctri-
co de un nicleo y siente una fuerza que se traduce en una acelera-
cidn, el electrdn emite radiacidn electromagnética, este efecto de
frenado'se conoce con el nombre de Bremsstrahlung.

El efecto descrito en el parrafo anterior puede ser estu-
diado en forma'cuéntica, en ese caso se habla de fotones emitidos por
un electrdn que interactia con el campo del ndcleo. Entonces las le-
yes que describen el fendmeno son las de la Electrodindmica Cudntica.

Esta seccidn se obtiene a partir de un calculo no trivial,
con polarizacidn del fotén emitido y sumando a todos los estados de
espin finales y promediando a los estados de espin iniciales del elec

tron.
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A pesar de existir numerosos calculos de la seccidn dife-
rencial de Bremsstrahlung anteriores a este trabajo Eethe (3), Koch
(16), ademis de aparecer en numerosos libros de texto Bjorken (5),
Feynman (11), Heitler (14), hasta ahora no se ha enccntrado un tra-
bajo que calcule la seccidn diferencial con polarizacién en el fo-
tén. Los trabajos mencionados se concretan a calcular las secciones
diferenciales completas, es decir, promediadas al espin de la parti-
cula como a polarizaciin en el fotdn.

Uno de los motivos por el que se hizo este cilculo es que

en la actualidad se sabe que en la colisidn de un electron con un pc-

w

sitrén, se observan "chorros” de particulas (Figura I.I(a)), esto se
explica diciendo que la reaccidn e e produce un quark y antiquark los
cuales a su vez producen dos 'chorros' de particulas, pero experimen-
talmente la presencia de tres 'chorros" ha hecho persar a los exper-
tos en el campo, que esto se debe a una especie de efscto de Brems-

strahlung, s6lo que en este caso con quarks y gluones.

FIGURA T1.1.Colisién e e a)con produccida
de dos "chorros" de particulas.b)con pro—
duccibn de tres 'chorros",
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Este trabajo es un primer paso de una serie de ideas que
ayuden a la comprensidn de reaccidnes leptdnicas complejas como la
colisidn e'e .Esto es, con base en teorias que se conocen bien,
como es la Electrodinamica Cudntica (QED), hacer distintos cadlculos
-como el del presente trabajo- que después contribuyan en la compren-
sidn de fendmencs que son descritos por teorias mds complejas como la
Cromodindmica Cuantica (QUD).

En csta tesis se calculan dos diagramas de Feyrnman de Brems
strahlung (Figura T.1I). Si el diagrama presentade en la Figura [.II
(a) se expresa comd se muestra en la Figura [.1I(a}) substituyendoc des
pués del potencial Aude caracter general por el potencial de una de-

sintegracion e'& como se muestra en la Figura I.I1L.(b).

sy S
e ,
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e
\ 3
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N i3

FIGURA I.Il.Diagramas de Feynman para
BREMSSTRAHLUNG, a orden m&s bajo y no
nulo{ aproximacién de Born}.

Y si finalmente se identifican las lineas 1,2 y 3 de la Figura I.III.
{(b) con quark, antiquark y gluon se observara que es el diagrama de
la colisidn e'¢ con produccidén de tres “chorros". Se ha querido en-
focar lo anterior de esta manera, porque en un calculo mis general
hecho por Morena {17), se pueden sustituir los potenciales antes men—
cionados en la farmula de la seccidn diferencial,

Asi, un conocimiento del comportamiento del Bremsstrahlung
puede ser de gran ayuda conforme se avance en el estudio de reaccio-

nes leptonicas a altas energias.
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b)
FIGURA I.iIl.Diagrama alternative para
representar e] diagrama de Feynman de la
FIGURA I.Il.a. b) Diagrama de Feynman
para As substituido por una colisién e
en la Yigura a.

Otra aplicacidn posible de una formula general de Bremsstrah-
lung se encuentra en el decaimiento del Z°, Arnison (1}, Banner (2),
con el fin de dar una explicacién al nimero de efectos andmalos -con
emision de un fotdn-, ya que de aproximadamente 16 eventos observa-
dos hasta la actualidad, 4 tienen emisidn de un fotén siendo que se

esperaba menos de un 5% de estos efectos andmalos por Hremsstrahlung.

b)

FICURA 1.1V. a)Decaimiento dei Z° en par e*e
bjdecaimiento anémalo del Z° en € ¢ con emisi6n

de un fotdn.

a)
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La parte numérica de la seccidn diferencial hecha en
este trabajo se basa en una subrutina que genera eventos en el espacio
fase por método de Monte Carlo, escrito por B. Knapp, gue se llama
PHSP. Para hacer uso de PHSP fue necesario modificarla, de tal forma
que se pudiese utilizar para calcular con el elemento de la matriz de
dispersién que también se calculd en este trabajo. Estas modificacio-
nes consistieron en optimizarla suprimiendo partes que no se usaron
y sobre todo en cambiar la forma en la que se le dan las semillas para
el generador de nimeros casuales. Ademds de que fue necesario escribir
dos subrutinas que hacen nistogramas en escala decimal y logaritmica,
llamadas HISESCA y LOGHIS, respectivamente, Esto Gltimo fue necesario
ya que no se pudo hacer uso de las subrutinas de graficacidn del pague
te de B. Knapp pues al parecer no se cuenta con la documentac1dn bési
ca necesar ia.

ta notacidn de esta tesis asi como el desarrollo ted
rico, estan basados fundamentalmente en el Libro de Biorken y Drell
(9.

£1 capitulo [I estda dividido en dos partes. La prime
ra es un desarrollo del espacio fase de la reaccidn de dos particulas
err el estado Inicial y tres particulas en el estado final, oteniéndo-
se expresiones tedricas para la integral del espacio fase de cada una
de las particulas. En la segunda, a partir de fundamentes de cinema—
tica relativista, usando la variable " s " de Mandelstam, se expre-
sa la reaccion de dos particulas como el decaimiento de una particu-
la virtual.

£l elemento de matriz de dispersién para Bremsstrah-
lung, a orden mas bajo, o sea en la aproximacidn de Born, se calcula
en el Capitulo IIl, usando principalmente los teoremas de traza.

£} Capitulo IV consta ce la discusion de los resulta
dos obtenidos en fofma de histogramas que genera el programa BREMSS
(cuya elavoracidén formé parte de esta tesis) y de las conclusiones

generales obtenidas a partir de estos resultados.
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Capitulo i

El objetivo de este trabajo es el cdlculo de la seccidn di-
ferencial de la radiacidn de frenado de un electrén en un campo cou-
lombiano. En esta seccidn diferencial ocurre un factor cinemético 1la-
mado el términpo debido al espacio fase. En este capitulo se deriva una
expresién para el espacio fase que ocurre en la seccidn diferencial y
se deriva una expresion para una integral del espacio fase en el caso

de que la masa del nicleo sea infinita,
II.1 ESPACIO MOMENTAL Y ESPACIO FASE

La discusidn se iniciard considerando una reaccidn de dos par
ticulas en el estado inicial y n particulas en el estado final, de la

siguiente forma :

[
L AR Y t D, teeas £ P
pa‘ [b pd



espacio momental y espacio fase 1I.2

que se puede representar en forma grafica como se muestra en la figura
11.1.

1
a
2
3
b .
m

FIGURA I1.1 Reaccibn de dos prticulas
en el estado inicial y n en el egtado
final.

En esta reaccidn se debe cumplir la conservacidn de cuadrimomentos en
los estados finales respecto de los estados iniciales, que se expresa

en las siguientes ecuaciones :

E. I1.2.a
1

IE

Ea + Eb =
{=1



espacio momental y espacio ftase 11.3

n

-t - - -

pa + pb = E Py it.2.n
i=1

2 2., 2 11.2.¢c

Eiepptm

En las expresiones anteriores, el simbolo Ei es la energia de la parti-
cula i, y m, es la masa de la particula i en reposo.

Para cada estado inicial dado los momentos de las particulas
en el estado final g no pueden tomar valores arbitrarios, sino que de-
ben cumplir tas condiciones expresadas en (11.2).

El espacio de 3n dimensicnes de los vectores P, sin ninguna
constraccidn se 1lama espacio momental y el espacio fase es el hipersu-
perficie de 3n - < dimensiones aue se obticne de aplicar las constric-

ciones dadas por (11.2) al espacio momental.

11.2 REACCION DE DOS PARTICULAS EN EL ESIADO INICIAL Y TRES EN EL ESTA
(0 FINAL.

En el caso especial de una reaccion de dos particulas en el

estado inicial y tres en el estado final :
atb-—t+ 243
que se puede expresar graficamente como se muestra en la figura II1.11.

La conservacidn de cuadrimomentos se expresa mediante cuatro ecuacio-

nes :
pa + pb = p1 + p2 + p3 11.3

y la relacidn entre masa y el momento de cada particula se escribe co-

mo ¢
p? =’ i=a,b,1,23 1.4

Las ecuaciones (II.3) y {II.4) son las condiciones que definen el espa-
cio fase. De aqui se sigue que el espacio fase tiene 3n - 4 dimensiones

pues los momentos pi son cuadrivectores. En el caso que se discute en
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esta tesis n = 3 y el espacio fase tiene cinco dimensiones, por consi-
guiente para su descripcidn se requiere de cinco variables cinemdticas
independientes.

Las cinco variables cinemdticas necesarias para describir el
bremsstrahlung de un electrdn en un campo coulombiano externo se mues-—

tran en el diagrama de la figura I1.III.

FIGURA I1.II Representacidn griafica de una reaccidn
con dos particulas en el estado inicial y tres par
ticulas en el estado inicial y tres partfculas en
el estado final,

2e

FICURA 1I.II1 Las variables cinemfdticas para describir el Bremss—

trahlung son, el momento del electrdn en su estado inicial p. ,el

momento del electrdn en su estado final, el momento del fotdn emi

tido k,el dngulo de dispersidn entre la direccidn inicial del elec
trén y la direccidn final de &ste ,el dngulo que forman la direc-
cifn final del electrdn y la direccifn de emisién del fotdn ,y el
dngulo que forman la direccifn de emisidn del fotdn y la direccidn
inicialidel electrdn .{ y ¢ndenotan los dos estados de polariza-

cidn del fotdn,
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II.3 INTEGRAL DEL ESPACIO FASE EN BREMSSTRAHLUNG.

Una expresidn para la seccidn diferencial en términos de la
amplitud | Mfi |, que es una invariante de Lorentz, se obtiene al ele
var al cuadrado el elementc de matriz de dispersion, sumando sobre to
dos los estados finales posibles tanto del electrdn como del Totdn y
dividiendo entre el flujo ‘Jinc | = | gi | 7V, con V elemento de vo~
lumen a que estdn normalizacas las funciones de onda que describen a

las particulas, finalemente se ohtiene :

40y ! o IR
‘I:—EH[W E J(f ﬁf

Cuando se desea calcular la distribucidn de estados en el es-

11.5

pacio fase se iguala el elerento de matriz | Mfi I2 a uno, en la ecua
cidn (I1I.5) y se calcula la integral, que se connce como la integral
del espacio fase.

En el caso de bremsstrahlung esta integral se reduce a :

md Ry LR (2
- ~ ‘P -~ kh VP
ﬂsﬁl (Zﬂ')} E* (mgzm A‘( < ‘) I11.6

Usando la normalizacidén convenida en el libro de 8jorken & Drell,

la integral se simplifica a :

PLSP = (21 e J(E&“'" B % 2 dé: I1.7

si los elementos de volumen dﬁ y d% se escriben en forma explicita,

dk = kdkdR, y dp. = pidp.d.ay se obtiene :
L At S
Wdwdie  B'dbde,

PSP G jJ(aw g) Lot Bep

ahora puede hacerse la integral sobre k y se obtiene :

)P\«S? (’Z“) (e - E;,) oL(?.\t‘ﬁl G\E;O\-QA, 1.8
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para hacer la integral se aprovechd la relacidn W’ = k2, tal que kdk =
wiw y la relacién pfdpf = ISflEdef, y la de magnitud de momento del

electrdn en el estado final como :

’pfl=iEf:—mf
'

con lo que la integral del espacio fase se escribe de la siguiente for-

ma

PhSo = @_:l (EL—E‘)(E;—M‘;)‘/‘AE‘ A da,

ahora se integra sobre las variables angulares

)’ r_ 1\
P»\S? = »2—-(-——!—— (Ei“E;)(EL"‘W) c’LE%
(2m) 2
lo que permite expresar la intaegral del espacic fase como funcidn de

la energia del electrén en los estados inicial y final :

)Phs? = | (B:-E) 'E:-—M:,f JE,{ R Y

la expresidn que ocurre en (I1.9) como integrando es la distribucidn
de los estados finales del electrdn en la energia para un estado ini-
cial dado de enrgia E,-

La integral del espacio fase se puede expresar en funcidn de
la energia del electrdn en el estado inicial y de la energia del fotdn

emitido siguiendo un razonamiento similar al anterior partiendo de :

PRS = ——‘——- (j}f_ & -E. 11.10
e e g g(E"M &)

si se usa el hecho de que Ef = Ei -wy pf =l Ef - mr y las mismas ex-

presiones para las diferencias de volumen dk y d%f se obtiene

?ksp = i(E;-w)l‘ ‘W‘i‘ Ny C}&UJ' I1.11
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El integrando de la expresién anterior {(II.11) es la distribucién de los
estados del fotdn emitido en la energia para un estado inicial dado de
la energia del fotdn w.

El angulo ekf‘ entre el momentc del electrdn en el estado final
y el fotdn mitido es otra de las variables cinemiticas de interés para
la descripcibén de la radiacién de frenado, Por lo cual es conveniente
calcular la distribucidn de los estados finales en el coseno de este ég_

gulo. Esta distribucidn se obtiene a partir de la misma integral

3 3

s
-A,\( A— i (S(E*"‘N—Et\)
W 2E,

1

FIGURA II.IV E1 4ngulo O, puede ser representado
en funcidn de lag diferenciales de dngulo sdlido,
haciende un cambio de variable,

Haciendo un cambio de variable las diferenciales de angulo sé

lido dj'l.‘y dn* se pueden expresar en funcidn del coseno del angulo ka

entre el momento del electrdn en el estado final y el momento del fotén.
Se introducen los vectores ﬁ1 y 3? de magnitud unidad y que sean parale

los a ﬁf y K respectivamente, entonces el angulo ka, que sc muestra en

-~ .
n, comy se indica en la

la figura (I1.1V) es igual al angul> entre ?\1 yn,
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misma figura. Las componenetes cartesianas de estos vectores se pueden
escribir en funcidn de las coordenadas polares esféricas de cada uno de

ellos como :

’)I/}_‘ (sasB(cos‘Q., ‘.)EN('P\SEL)@‘ ‘Cose‘\)
'ﬁ»z ($ED 6103"'(92 . sen "stﬁu 0, . Cos 91)

I1.12

i

a partir de estas relaciones y usando la notacidn X(= cose1 y %= c0592

se obtiene la expresidn :

s e.i‘-'— ‘l— )('z R (C,OS (L?l" (‘Q\\) FX\X-‘ 11.13
\

~ A - e B \6
4T = In1Hn2[ cosY,, = cosb..

Por otro lado df d@= dcos(.)’ dq dcost‘?
1 2 2(9 ‘?
=tcterax,dx,0(§-€)a®@ %)
se hace el siguiente cambio de variables :

ya que n

)(2 X2

X ) cc>se| o=u

con&?(fg.(:onviene notar que el jacobiano de la transformacidn es :

1 0 0
22U
J =10 1 0 = D et
hs 2w au| 3%
% 2L, 28

—-}_t_L- - 2 - 2 <
J,&_. 1= %] ‘1 X uen§ 11.14

lo que finalmente da :

daaq, = (cter PP
i J
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El término sen que aparece en (i1.14) se expresa Lambiérn en funcidn de

Xg Xy ¥ U Haciendo uso de la relacidn (11.13) se obtiene :

(lL - )(\><z
JIxE 1

de la expresidon anterior se tiene :

4

cosd

Send = ) -~ cosa@_‘

Y la expresidn para ¢l acobiano queda como

I N (U= XX ) ,
J" AN B \ﬂ (x—x\(l x3) He

lo que permite llegar a la expresion buscada para las diferenciales de

angulo sdlido en funcidn del coseno entre k y Pp-

lod d % d % dcos B
.(L a S = XXy
R R R

Todas las variables que ocurren en (I1.16) estan definidas

11.16

entre menos uno y uno.

Las integrales (11.9), (II.11) y (I1.16) fueron calculadas
por métodos numéricos, dando como resultado las distribuciones de esta-
dos fimales en laenergia para un estado inicial dado de la energia del
electrdn en su estado inicial, como las que se muestran en las figuras
(1T.v), (IL.vl) y (II.VII).

tas integrales (II.9), (IT.11) y (IL.16} fueron calculadas
tedricamente para ser coaparadas con las obtenidas usando la subrutina

PHSP de 8. Knapp.
I1.4 JUSTIFICACION TEORICA DEL USO DE LA SUBRUTINA PHSP

La subrutina FHSP de 6. Knapp, genera un evento en el espacio
fase usando mélodos de simulacidén del tipo Monte Carle. Posteriormente
este evento, que ¢s generado en el sistema de coordenadas fijo en el C.
M. por medio de la subrutina BOOST se transforma al sistema de labo-
~atoric, que es el zistema en que el blanco estd en reposo inicialmente

y en el caso ideal finalmente también. | o4 parametros de entrada, para
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la subrutina PHSP, son la masa de la particula "padre", que decae, y
el modo en que va a decaer, o sea las masas de las particulas en el es-
tado final.

El caso que se analizard en este trabajo no es un decaimiento
sino la produccidn de un foton, sin embargo la subrutina PHSP se puede
usar si se procede de la siguiente manura;

a) Se supone una particula virtual de masa MV que decae en
el estado final del proceso que se esta estudiando.

b) ta masa MV de la particula virtual se obtiene como una va-
riable de Mandelstam (s) a partir de los momentos del electrdn y el nd-
cleo en el estado inicial, este procedimiento se representa graficamente

en la figura IL.1V

FIGURA 11.V Representacidn grifica de la reaccibn
entre un fermidn en el egtado inicial £, y un nu-
cledn en el estado inicial N. que dan oTigen a uma
partfcula virtual M_que dec@e en tres particulas
un fotén k, un fermidn fy un nucledn Nf'

La figura I1.1V representa la reaccidn de un fernidn y un nucledn en
el estado inicial que dean lugar a um fermidn un fotén y un nucleén
en el estado finial;
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y se deben cumplir las sisguientes condiciones;

ff = f? = m° masa del fermidn en reposo al cuadrado
Nf = N? = Mz»xnz masa del nucledn al cuadrado, que

idealmente tiende a infinito.
Los cuadrimomentos,en el sistema del laboratorio dle fermidn y del nu-

cledn en el estado inicial son;

—
f. =(E. , p,)
3 1 1
N, = (M, 0)
i
0 sea que le nucledn estd en reposo inicialmente.Se obtiene:
M2 =s={ N+ f.)z
v i i
2 w2
s = (M + ti) - P
s = M2 + m2 + 2MnEi I1.17

se elelige el eje OZ en el sistema de laboratorio, paralelo a Pi;

- 2
P, = piR con p; = Ei -m , 11.18
se puede pensar que esta reaccién es el decaimiento de una particula
virtual de masa M= s (ecuacidén I1.17) en tres particulas. La particula
MV esta en reposo en el sistema de referencia filo en el centro de mo-

mento,

»

¥
E, ,0)

((?,0>.

El momento de velocidad " 80037'', a, es la transformacidn del

-
-+
P4
[

kel

]

)

sistema localizado en el C.M. al sistema de laboratorio, y esta definido

por;
N, + f, = = a T al N* F* )
i TV i v

Cuando se escriben las transformaciones de Lorentz de la si-

guiente manera;
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t=3‘(t'-‘;z') \
z =X(—(3t'+ z') \('—‘- M—":‘
X = x' l"(s

Yy =Y

se obtiene para P, = ap:
N+ B B X ! —(5 ' \[—g
4 ) - L) \0

M+ & \

4)( ‘{5

que resultan en;

M+ E, Y& 11.20
p; = 'Y\Y? 11,21

dividiendo la ecuacidn (11.21) entre la ecuacién (I1.20) se obtiene;

_(az N B
N\ + B 11.22

haciendo uso de p; = E? - m

Las expresiones (I11,17), (11.18), (11.19) y {11.20) sim-

plifican el uso de la subrutina PHSP y BOOST en el programa principal
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llamado BREMSS, que se uso para hacer el calculo de la integral del
espacio fase. Este mismo programa BREMSS, escribe los histogramas de
la distribucidn en la energia y el dngulo d¢ dispersion er los esta-

dos finales, estos hislogramas se muestran en el capitule 1V,

11.13
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srafico del esracio fase del coveno del ansulo entre elfoton y el electron

n sy astedo final.
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introduccidn I11.1

Capitulo Il

En este capitulo se calcula el elemento de matriz de disper~
sién sji' para el proceso en que un electrén interactda con el canpo cou
lombiano de un nicleo y en el proceso emerge un cuanto de radiacidn libre
o bremsstrahlung. Finalmente se llega a una expresidn para la seccidn di-
ferencial, la cual es una integral de cierto grado de complejidad, por lo
que es calculada por métodos numéricos del tipo Monte Carlo cuyus resulta

dos se discuten en el capitulo IV,
11T.1 CAMPO DE RAGIACION
En este estudio se hace una aproximacidn semicldsica de la in

teraccidn de una particula con un canpo de radiacién en un proceso de dis

persidn, es decir, el campo de radiacidn de unfotén es descrito por las



campo de radiacion 111.2

ecuaciones de Maxwell, mientras que las particulas, en este caso electro-

nes, se ven regidas por la ecuacidn de Dirac.
E1 fotdn se puede describir por un potencial cuyo cuadriventor

Af' sea una onda plana con cuadrimomento K/‘)' polarizacién E.f , tai que :
iK™ {RAX”
v 2
A/‘(X;RHKQ}A(G + G 111.1
K es una constante de normalizacidn y el cuadrivector K= (w, kn“g.%)

cumple con la condicidn K/A ko que se obtiene al resolver las ecuacio-

nes de Maxwell en el vacio.
2

= - Lnrj

DA, = - 473,

En el vacio la densidad de corriente y de carga es cero, por lo tanto :

‘ﬂr'S =0 , asi :
/s 2
D ‘A\/‘* = O 113.2

€1 cuadrivector unitario de la polarizacidn es 9. ysatisface la condicidn

de transversalidad :

_
e—r K=o 111.4

que resulta de trabajar en la norma de Lorentz :



campo de radiacion 111.3

%Aﬂ = 0 ‘ 1I1.5

En un marco de referencia de Lorentz e_/“ pude ser espacialoide, esto es

A
€”=(0,€) con € €= 4 . En un marco de referencia arbitrario

es espacialoide y normalizado a :

E/* =-1 II1.6

La constante de normalizacion Ken (111.1) es escogida de tal forma que la

energia de la onda descrita por M sea w=ko= {kl. Lo anterior se puede

calcutar a partir de

U" > ‘f’( (-é‘;(—é!) Rt

2

que en las unidades que estamos usando (c=#H=1) es :

U = Ly

ya que l€l=l§I .

De las ecuaciones de Maxwell, se tiene que :

®= VxR
ﬁ):kK Q€ (&—L\W —

= K (Rxe) sEn WX

= K (Rxd)(¥xe) ses’ wx”

Lu,x")

111.8



campo de radiacion 111.4

Usando una identidad vectorial conocida, la condicidén de transversalidad
(III.4) y la normalizacién de €7'(111.6) :
Ve A A ALY
Kré.kxe = £.¢€-(%-&)
2. ¢

}
H
~
n\
\
S’

i
+
| sl

como U debe ser igual a w
U= K| & smatipx

W T Ex st (wtr ®F)

111.2 BREMSS TRAHLUNG

En este trabajo se aproxima el campo del ndcleo por un poten-
cial coulombiano estatico, debido a su simplicidad y se calcula la matriz
al término mis bajo del desarrollo en e ( la carga del

de dispersidn Sﬁ
Los diagramas de Feynman que representan este

electrén), que no sea cero.

proceso se muestran en la figura I11.3.

La matriz de dispersidn es : T
Y 4)
- i ¢ { (X
: ), = ~Le JX ,‘\1315 \ &) c‘) II1.9

¢
con e<0, igual a la carga del electrdn. A orden mis bajo Y se reduce

Qn que describe al electrdn incidente :

\P -LR:-x
« = \ Uce.s2C 1.0

a la onda plana



bremsstrahlung  I11.5

K& (3
Uy “e.,, d
K.t
(AN
k %
pANAANYK
172
X
LY 5

FIGURA 1I.I Diagramas de Feynman que representan
los dos términos de la matriz de dispersidn a or-
den mds bajo, del Bremsstrahlung de un electrdn
en un campo coulombiano,

La funcién de onda escrita en (I11.10) estd normalizada a la unidad en una
caja de Vowmen V y el clectrdn estd descrito por un espinor ‘Ll(Pi,Si) de mo
mento Pi y espin Si' Para el elctrdn en su estado final de momento Peyes

pin S, similarmente se tiene :

CRx
A\~
K‘J;Q‘\ = E;\:] (U-U)MSJ C I11.11

El elemento de matriz de dispersidn Sfi’ a segundo orden se obtiene a par-
tir de los diagramas de Feynman en la figura I11.1 que dan origen a dos

términos .

S = Cz cCKfQS 4/,’00 ~'L:f(C1'.V~)iSF(XHQ(?LX“)A&A_\)

5t
111.12

4Gy A SF(x- W) T



bremsstranlung II1.6

A (x) es el potenc¢ial de Coulomb debido al nicleo :

- 2¢
Ao(ﬂ T ymiAl I11.13

Sr(x—y) es el propagador relativista para una particula libre entre los

dos vértices como los de la figura (II1.1) y es de la forma :
~0(x-)

\3’:(7(—\3): o % ¢ (%fm)

P

(ar )t‘ Pl i 4l E 111.14

5i en la ecuacidn I11.12, de wri' se sustituyen las ecuaciones (I11.10),
(I1I.11), (IT1,13) y (111.14) y se agrupan términos, de tal manera que
éstos obtengan forma de transformada ¢ Fourier y se hacen todas las inte
grales sobre las coordenadas vspaciales, la ecuacidn (111.12) se transfor
ma al espacio momental quedando
-2e eV
S = T 2’“5(E4+‘(~E¢)M ® o —
] \IS/t \E‘\: E‘E( \q_\

X UR S -if e O 7.‘.}%1?“# g

(T8 TN <

En la ecuacizn anterior (I11I.15) el simbolo q representa el momento trans
ferido al nigYeo y es igual a q = Pe t K=P,y sblo se hizo uso del pri-
mer término de! potencial del fotdn (I1I.1) ya que es un proceso de emi-

si6n de radiacién y el segundo término de dicho potencial estd relaciona-
do con el proceso de absorcidn de radiacién que no contribuye en este caso

en particular.
?
L1L.J3 ELEMENTO DE MATRIZ DE DISPERSION lWQ\ul
La seccidn diferencial transversal de Bremsstrahlung se calcu

la de la ecuacidén (111.15) deonde el interés se centra en el elemento de
matriz **\X' . Que es un escalr de Lorentz, llamado amplitud invar:ante,
"



elemento de matrics de dispersidn 111.7

que 2n este caso queda definido por :

H - "U.H’y.%)[¢ *‘ﬂ.x‘.___..w Vou Y HK s ¢]uu’.,s

S (e’ e (- “‘ 111.16

I_\ ¢f»,+,\(+m Yoy vy '#L’K\""M

(4?‘--‘”&) (‘?c “) 7_1“"‘ 111,17

tn Mecanica Cuantica la probabilidad es proporcional 4l cuadrado de la
2 .
ampl itud, es decir | m*. | . Usanda (111.17), la ecuacion (111.16) al

cuadrado puede expresarse cComo

IM\'\I = lﬂ”ﬁdrmw

. .
lwx, = Uy I e Bk s [ Wiy

111.18

Si se usa la siguiente propiedad de los espinores M
u..dk.s\ /U{;('m\ = [/\,,‘d") E:(S\]*(‘ IT1.19

]\,(P) es el proyector de momento de energla positiva :

[\4@3 = &(::\:&

vy L (s)es el proyector de espin :

Z($\ = }_if‘i’

2

-

AsX las componentes de (I11.18) quedan expiesadas de la siguiente forma :
l 1 — oy
}’m s o WL T Uy Uar, T Unny
gl W ¢
£n términos de los elementos de las matrices que forman. Si se usa la ex-

iresion (111.19) se obtiene :
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\W\} = U, Tﬂ(/\mZM)NT:I Uay

= o Yo, U, Td{; (Aw Zw)(,y 1:”

191"
- Aoz To (X, T

:ﬂ( Il P’ [

que es una expresidn de una traza, asi
2 ——
)m,f } - ;\‘1 T\F(/\(ﬂzmr /\U)ZU)T>
Y

En este caso prticular no se toma en cuenta el efecto del espin de la par

" I1L.20

ticula, por lo que se'suma a espin' , lo que tiene ol efecto de hacer 1
los proyectores de espin 5:(3), por lo que la expresion (1I11.18) toma la

W l il T“"V*WT?WT]

Y si en (I111.17) se hacen las siguientes sustituciones : a = Pf+ kyb =

I1I1.21
Pj— k, y se sustituyen en (III.21) se obtiene :
2
Fira [y Kimn yo
jmr}:ﬁ“% _zi:(éﬁhé’_giﬂ —-—( éﬁ‘*# ) 11,22
¢

I11.4 CALCULO DEL ELEMENTO DE MATRIZ ‘}tl¥(‘

La expresidon de la traza (1I11.22) se puede dividir en la suma

de 4 trazas mas pequeiias para que su calcuio resulte mas sencillo :
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N Zan - A 111.23.1

+T\;\ ﬁ‘-(-wvx é‘ é:—/\l\/\1 X°K+A\A é ‘g{al—'wx }/° 111.23.2
A O. — (WA pIIVS Lot - '

2

s e

+ |y ﬁfﬁt A ‘.I/)er é{j&m }“@—ew e’!_ 111.23.3
Amal 2arn ol-ad

28 b -
FTe B p Yo g oo g B po mmmes
[ NPV A -l

Aplicando teoremas de traza y otros trucos algebraicos (II1.23.1) se obtie

ne como resultado :
i I [‘9{’&'“??“ —lefeeaPoa + 320 kpeea + 1Al B
sUER D+ BEReetie - BARTH - 1b AR0€
ot (FY8; 8, - 88 eRie + 86 +¥hatlbeac ¥y
e Beca ~lLRE -dat) — ad ]

Ut a-md

Haciendo lo mismo con (1I1.23.4) ésta se reduce a :
SN [-gﬁ-wm S ReRbel + BN cbe + WYL
R 4P+ BY Rty - BB - SL R
sl (-4R k- Blyetie +8 PR 48R LR
+84 L kb P EL e NETR LlMt:\}
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\

y (I11.22.2), (UI1.23.3) resultan en :

Yol (oF-aol J(1 ) N
( +Blad(frefob rhbet -t reb)-g-ofeat +‘?s,\:eaq:
- drach) - 8{’2(?;-@ b+bbod - P of) 16 ek (6'0\ ‘
+ EK)-C& ..CL.{’. é") 4~ t\Ml ("‘ ?(' ?’ +8 {&'6{['6 _8 Q’:o?:_ ;“aq
-8a.e Be-Uhbr b4 - Hao® +8?e°cf: ‘H{--Lb\* . }
_gk.cbe *Uonb + Bacebe ~apal) v U

1 L {‘{({’yoﬂ’;“o ¥ Robfa - AR aJa)

| \ l‘i'“(*\’vb £ o rafib ~ReReal) - 8RR Ra 2 tya-a g )
1 1 3 —aad
An (Q (8- +8‘P:(p\r‘a.\n v\ Do - Of’Vy'L) * 8?('(:(?4'\3‘- atBabet e h&)

~15 e (fea + € Pro~ oo Bre) - gae(bbhe rfRYye-fent) —
4-‘6;‘7‘“&-6(_‘;&-ﬂ+ eb - bR + M}{(qﬂ.ﬂ +BRefie —8{’3(’;)
+ 8L - 8F-cae ~Yho ~Beke- St +8¢ P Y8 a

+Qbeae + Yba -8Y -‘H’Mo} + L\m“]

sutituyendo los valores de a y b (a= Pf+ kyb= Pi— k}. Reduciendo térml

ros seme jantes y sumando todas las expresiones de (III.23) se obtiene la

j 2
expresion final de M’\"\“ :
v
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hﬂ“r: i %(ii'ﬁ%‘f—)z(l" B 25:&)

B 2\ hek R " —
4- J\ L*Yl ( — l I ‘E;’ Px + 22 ﬁ% ¢ &ﬂ [
2 ?‘\4 PL K \ AR A

A 111.24

Para calcular la seccidn diferencial se eleva la matriz de dispersidn Sf.1
al cuadrado, se divide entre el flujo de particulas |V(/V y el tiempo

dTTA?O) =T, para que sea una DFODOPLIOH y se suma ésta sobre todos los po-
sibles estados finales V2d kd P /(2rr)b, en el intervalo observado el es-

pacio fase (ecuacidn 11.5) obtenlendcse :

do - aa 4’
i z?lme “/H;j W&E“K Ezaqk%% L

con ‘1?1r representada en (111.24).

Como se pude ver, la solucibnanalitica de la integral (111.25) es dificil
de realizar, razén por la cual se resovid por métedos numéricos del tipo
Monte Carlo. Este cdlculo se realizd con el programa BREMSS Cuyos resul-

tados se discuten en el capitulo [V.



introduccidn I1v.1

Capituio IV

R. Feynman en su libro "Lecciones de Fisica”, describe al
Bremsstrahlung como una radiacidn electromagnética debida a un elec~
tron en movimiento, en el campo electrostdtico de un nicleo atémico.
Esta radiacidn sale dirigida hacia "adelante', es decir, en la direc-
cidn inicial del electrén. Usando la expresidn (I11.23) y las subru-
tinas PHSP, MATRIZ, HISESCA y LOGHIS, se escribid un programa, el
cual después de calacular el espacio fase de cada evento, evalla el
elemento de matriz acumulando los resultados en los histogramas que
se muestran al final del Capitulo, Figuras IV.V,IV.VI,IV.VII,IV.VIII.
A partir de los histogramas mencionados, se puede llegar a distintas

conclusiones que se discuten en el presente capitulo.

1V.1I USO DE LA SUBRUTINA PHSP.
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En e) Capitulo I[ se dedujeron tres expresiones para la inte-
gral del espacio fase en Bremsstrahlung. Una para la distribucidn de
los estados finales del electrdn en la energia, para un estado inicial
dado de energia Ei. Otra para la distribucidn de los estados finales
del fotdn emitido en la energia, para un estado inicial dado de ener-
ga w,. Y la tercera para ladistribucién angular entre el fotdn emiti-
do y el electrén en su cstado final., Estas tres expresiones fueron
evaluadas por métodos numéricos de tipo Monte Carlo. Resultando en
los histogramas que se muestran en las Figuras (11.v),(II.vI), (II.
VII).

En el Capitulo II, también se dedujo una-expresién para repre
sentar una reaccidn de dos particulas, como el decaimiento de una par
ticula virtual, la que se usé para hacer los histogramas de las dis-
tribuciones en la encrgia decl fotén y el electrdn, y la distribucidn
angular de los cstados finales del foton y electrdn tal como son ge-
nerados por la subrutina PHSP. Los histogramas obtenidos (Figuras IV.
VyIV.VI, ndmeros 9, 10, 11) al ser comparados con los mostrados en
las Figuras II.V, IL.VI, JI.VII, en general se ve que coinciden. To-
do esto se hizo para verificar que PHSP se usd en la forma correcta.

La discusidn anterior permite concluir que la representacién
de la reaccidn de dos particulas como el decaimiento de una particu-
la virtual de masa determinada por la variable s de Mandelstam, per-

mite hacer uso de la subrutina PHSP.
IV.II POLARIZACION "n" Y '"s'" BEL FOTON.

La polarizacidn del fotdén se puede definir de dos formas, co-
mo ''n" o sea normal al plano que forman el vector K de momento del
fotdn y el vector 51 de momento del electrdn en su estado inicial.

La polarizacidn "s" se define en el plano que forman k y 51, y "'y

"s" son perpendiculares entre si (Figura III.I),

% § <K
» 5’

FIGURA IV.I Definicifn de dos direcciones de pelarizacifn
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La polarizacidén normal €., se calculd usando el producto cruz de Llos

vectores 61 y K,

IS A (IV.1)

y la polarizacién en el plano, €, se define

_Eax k¢ (IV.11)
L ex &)
Usando las expresiones (IV.I) y (IV.II) se sustituyen en el elemento
de matriz en lugar del cuadrivector de polarizacién €« , por esta
razdn se tienen dos cdlculos en cada distribucidn, uno con el fotén
emitido con polarizacidn normal . y el otro con polarizacion del

foton emitido en el plano €, .

IV.t 11 DISTRIBUCION ANGULAR DE UG ESTADOS FINALES

Las Figuras 5 y 6 de cada grupo muestran la distribucidn en
el coseno del angulo entre la direccidn de emisidn del fotdén y la di-
reccidn del momento del electrén en su estado inicial., De estos his-
togramas se concluye que en general cos 8 x 1 - ©20 lo que con-
cuerda con la idea expuesta de que la radiacidn sale emitida hacia
adelante. Una segunda observacidn a estos histegramas nos hard notar
que : los eventos con polarizacidon "s" son mds abundantes que aqué-—
llos ccn polarizacidn ''n", ademds que un buen nimero de eventos con
polarizacidn "s" salen emitidos con angulos muy distintos de cero.

Los histogramas moslradas en las figuras 7 y 8, de cada gru-
po, muestran la distribucidn de estados finales en el cosero del an-
gulo entre la Jireccion de emisidén del fotdn y la direccién del momen
to del electrén en su estadn final. De estos histogramas, se puede
concluir que el electrdn y el fotdn salen practicamente en la misma
direccion 91 2 . Hay que hacer notar que otra vez son los foto-

nes con polarizacidon "s" los yue se desvian un Adngulo mayor que cero
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con una mayor frecuencia, lo cual nos permite bacer un par de esguemas

como los que se muestran en las Figuras IV.1I y IV.1I1I.

FIGURA IV.11 Esquema de la dispersidn de un electrdn en un
campo electrostitico, en general el dngulo es aproximadamen
te cero y k se encuentra en una direccifn muy similar a P;

AM}U\MRAN\AW“
Je
- #’
a)
‘JJJJ\/J\’J‘«
-~ 1 9
3 \
bt
b) k
FIGURA 1V.1II1 En este caso se muestran dos dispersidnes, donde
es mayor que cero, en el primer caso a) la direccifn del fotdn
emitido es praclicamente igual a p, , pero el electrdn sale muy
desviado, en b) tanto el fotdn como el electidn salen desviados
con respecto a la direccidn de p.. Seplin los cvalculos que si rea
lizaron este tipo de eventos tiene una probabilidad mis alta de

que sean con polarizacidén "s" en el fotbn,
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IV.IV DISTRIBUCION DE LOS ESTADOS FINALES DEL FOTON EN LA ENERGIA

Los histogramas que se muestran en las figuras IV.VII, IV.VIIL
son de la sitribucidn de los estados finales del fotén en la energia.
Para bajas energias del clectrdn en su estade inicial Ej% 1MevV , se
puede observar que en la distribucidn de los estados finales del fotdn
en la energia, existe un pico bien definido para cnergias bajas w 3 .1
MeV. Mientras que para electrones de mayor energia inicial Ei: 100 Mev,
este pico en la distribucidn de la energia del fotén se ve corrido a
energias mas altas, es decir, las contribuciones mas importantes ya
no se encuentran a enargias bajas. 3i vemos todos los histogramas de
la distribucidn en la energia del fotdén pedemes concluir que para
electrones que inciden en el campo del nicleo con baja energia, la
contribucién mas importante a la distribucidn del fotdn es basicamen-
te de fotones 'suaves'. £n este trabajo los fotones "suaves'" son
aquellos que cumplen con estar en el siguiente rango de cnrgia :

Emax'/N x 50 < Esuavg Emax/‘SO,con W nimero de eventos en la primer
columna del histograma del espacio fase correspondiente.Mientras que
para electrones mis energéticos o ultra relativistas, la contribucién
mis importante a la distribucidn en la energia del fotdn, de_ja de
ser la de los fotones suaves y pasa a ser de eneglas mayores.

Otro punto es que basicamente los eventos con polarizacidn ''s'",
son mds numerosos , es decir, que en la distribucidn de estados en la
energia del fotdn, aquéllos con polarizacidn "s', son uno ¢ dos érde-
nes de magnitud mas abundantes, con respecto a aquellos con polariza
cidén "n". Asi se observa una diferencia en el comportamiento del fo-—
tdn emitido y es que su componente de la polarizacidn "s'' es mas

prcobable.
IV.V CATASTROFE INFRARROJA

Si en la expresion I1.25 para la seccidén diferencial se susti
tuye la expresion 111.24 del element de matriz, se observa que el pri
mer término se comporta con respecto a la energia del fotén, como w™ ',
mientras que el resto de los términos se comportan de forma que tiemen

exponentes mayores. Si s0lo tomamos en cucnta este primer término, se



catdstrofe infrarroja IV.6

obtiene :
Ztam; P e :,‘1 1 &_ : 'ZE,E)IWI(E&*“'E‘\’ AK 3 >4
" s KR TZTX e I (Aedre

Iv.IiI

El binomic alcuadrado en el integrando ya se dijo, se comporta como w
Yy si expresamos las diferencias de volumen d* y dbpf como se hizo en
el capitulo Il (pag. 1I.5).

?
b Be e ne s Yl alde e b

qige, f\Bw o Rox O 4 e (Zxr} B, Iv.1v
En la expresidn IV.1V se puede observar que el factaor w? se cancela con el
factor w* del integrando y la distribucidn para la energia del fotén se
comporta como dw/w, gue da lugar a una divergencia cuando w=0,es dec:ir,
que la probabilidad de observar un fotdn de energia cero se hace irfinita,
a este hecho se le conoce con ¢l nonbre de catéstrofe infrarcoja. En rea-
lidad se sabe que todos los detcctores tiencn un limite, a partir cel
cual pueden medir la presencia de fotones.

Si se toman en cuenta correcciones radiativas en los diagramas
de Feynman que describen el fendmeno sin emisidn de fotdr, los términos
que agregan éstas, tienen divergencias que cancelan la catdstrofe infrar-

roja (Figura IV.1V).

FIGURA IV.IV Dos posibles correcciones radiati
vas para la dispersidén de un electrdn en el
campo electrostitico de un nfcleo,

Siguiendo la discusidn del libro de Bjorken & Orell ( J que expresa la in

tegral 1V.IV, en funcién de la dispersién coulombiana de un electrdn s
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el término de Bremsstrahlung, como :

aama
-Ai: = é!: ...___d‘ . _‘J}_*_’_ d L, z_fif:__ - ..-—--—---"\Mz IV.V
ar, \Je, L‘Jr uwr whwe gy (e «)

La cual estd sumada sobre polarizacidn del fotdn. Lo importante de
esta expresidn IV.V es que permite hacer la integral sobre la energia
del fotdn que es ¢l punto de interés por el momento, que da coma re-
sultado un logaritmo, es de este punto en que se dice que cuando Kmin=
0 se tiene una divergencia logaritmica para fotones de energia igual

a cero.

De la discusidn anterior es de esperar que los histogramas
de Ja distribucion en la energia del fotén tuvieran un pico en la par
te cercana al cero, lo cual no se observa en todos ellos, y sdlo se
observa cuando la energia del electrdn en su estado inicial es baja.
Pero cuande la energia del electrdn en su estado inicial empieza a
aumentar la contribucién principal sc¢ corre a energias mas altas y
cerca de cero desaparece el pico que se espera observarr, Para expli-
car esto, e necesario observar que la distribucidn en la energia del
fotdn en el espacio fase, tienc forma de una distribucidén gaussiana
y que cerca del cero hay muy pocos eventos y toma la forma de una fun

cion creciente, mientras que el maximo de eventos se sitla aproximada

mente en el 0% de la energla del elentrdn en su estado inicial. Esto
tiene un eflecto de apantallamiento, que no permite ver que pasa con
eventos cerca del cero. £s decir, que no lmporta que €l elemento de
matriz para snergias cercanas a cero dé una contribucién muy grande,
por que para energias mayores se tienen muchos mis eventos, por lo
que a pesar de que cerca del cero existe un pico, se ve '"oculto" por
picos de contribuciones de energias mas altas. Este "ocultamiento" se
debe a la naturaleza del método Monte Carlo y noaaquélla usada para

el elemento de matriz.
IV.VI  CONCLUSIONES
La polarizacidn es un parametro que distingue el comporta-

miento del fotdn, es decir que el fotdn se emite polarizado, prefe-

rentemente, en la direccidn "s". Ya que se puede distinguir entre las
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distribucicnes en la energia y angular del fotdn para las dos direccio
nes de polarizacidn "n" y “s", Siendo la proyeccidn en "'s" mds abundan
te. Y este comportamiento se distingue mejor conforme la energia del

electrdn en su estado inicial, aumenta.

Conforme la energia del electrdn incidente comienza a aumen
tar, el fotdn emitido y el clectrén en su estado Tinal forman un an~
gulo entre ellos, cada vez menor. Y practicamente salen dirigidos
hacia ™adelante", es decir en una dirccaion practicamente igual a la
del electrdn en su estado incial. Cuande la energia de incidencia del
electrén es muy alta (1000 Mev), el angulo entre el fotdn emitido y
el electron en su estado final se onpieza a abrir,

La contribucidn miy importante de la distribucidsn en la ener
gia del fotdn, estd localizada cerca de w=0 cuando el electrdn incide
con una energla menor de 10 MeV, Pero conforme la energia de jnc1dén—
cia del electrdn aumenta, la contribucidn mas importante a la distri-
bucidn en la energia, se corre a energias cada vez maycres. Del orden
Ey tal que Ep> Emax/5o' De lo anterior se puede concluir que la con-
tribucién del fotdn “suave™ (de frecuencias bajas) no siewpre es la
principal y conforme la energia de incidencia del electrdn aumenta,
la mayor contribucidn a la distribucidn en la energla =s de fotones

qQue no son ''suaves'.

El pico que se espera cbservar en la distribucidn de la
energia del fotén a frecuencias cercanas al cero,no siempre se obser-
va, esto se debe a que la catastrofe intrarroja se ve “"apantallada"
por la naturaleza del cdlculo numérice Monte Carlo que se realizd,
ya que el espacio fase (PHSP) del fotdn aporta muy pocos cventos a
energias cercanas al cero, mientras que hay una cantidad mucho mayor
de eventos a energias similares a la mitad de la energia del electrdn

en su estado inicial (w‘z.BEj).

Estas conclusiones estdn basadas en el cdlculo de la ampli-
2
tud invariante IYH,J , sumada a espin en el electrdn en su estado
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final y promediada a espin en el electrdn inicial. Es de esperar que
1
si l141“lse calcula con una direccion de espin hien definida en el

electrdn en su estado inicial, el comportamiento de la polarizacién

del fotdn se ve alterado.
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