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En la teoria del Estado Sélido, . se ménejan -
cosas como la idea de gue los dtomos en urn material s6lido es-
tan en constante movimiento vibracional, cuyas frecuencias y -
amplitudes se comprerden f8cilmente si pensamos en un modeln -
simplista de un s68lico que tenga las siguientes caracterfsti--
cas: a)Ninguno de lotc dtomos del s6lido puede desplazarse des-
de su posici6n de eguilibrio una distancia m&s alla, de donde-
se pueda aplicar la ley de Hooke; b) El movimiento de los 4to-
mos estd8 limitado a ina dimensidn. Asi los &tomos del s6lido -
se pueden tratar comc si fueran pequefios osciladores arménicos
De ésta manera la frecuencia de vibracibn estd dada por la f6x
mula para un osciladcr armbnico simple:

v o= ; ’K/m

donde K es la constante de la fuerza de hooke vy m la masa del=-

dtomo. Para determinar la amplitud del movimiento vibracional-
de los &tomos del s6lido, se debe determinar la enevgfa del os
cilador armbnico como la suma de su energia cinética més su e-
nergia potencial en cualquier purto, &sto es:

donde v es la velocidad del &tomo, m su masa y x el desplaza--
miento desde su posicién de equilibrio. La”amplitud m&xima A -
en el movimiento vibracional de los Stomos, se determina cuan-
do la energia es s6lo potencial, asi que: . R
,2Ep
K

B,=1/2 (ka?%) A=



siendo Ep la energia total potencial.(IG)

La energia interna de un s6lido radica preci-
samente, en el movimiento vibracional de sus dtomos. Si se ele
va la temperatura del s6lido, su energfa interna cambia y por-
tanto el movimiento vibracional de sus &tomos, de modo aque la-
amplitud A de dicho movimiento tiene gue ver con la temperatu-
ra del s6lido. En otras palbras, el calor especifico de un sé-
lido depende del movimiento vibracional de sus Atomos; De mane
ra mds rigurosa, se debfa determinar la energia media de un os
cilador arménico unidimensional en equilibrio t&rmico, tenien-
do que ver aquil el factor de Boltzman con la energia E de tal-
oscilador. La energfa media se encuentra integrando sobre to--
das lus energias posibles:

[fne E/kT dv dx

-E/kT

dv dx

2

de dondg S le e;que E=1/2 KA

S 2kr
) K

a constante de Boltzman, T la temperatura y K'la -

="KkT - y f1nalmente-"5i'

donde;k>gs
constantevde la fuerza de Hooke.

(2)

El calor especifico. deﬁun 86lido} en tres -di

mensiones esta ‘dado por:

L au
“v VT aT v

siendo la: energia interna U, la suma dé‘laS“enéfgIaS'de los os

ciladores arménicos en cada uno-de los ejes: de coordenadas. ya

que E—kT en cada eje, tenemos:
U=3kT=3N_kT=3RT

y finalmente:

U=3RT— *

. Para Einsteln,‘el'calor especifico debe -
estar dado por la cuantizacién de la energia en un multiplc de
hy, asi gue la energfa media de un oscilzdor armSnico est§ da-



da por:

-— . hv

e hv /kT

-1

de manéra5éﬁ§:La”§nerf1§ interna es:
3N _hv

hv /kT _

y por lovkantb"élﬁgéiot especifico del sélido es:

A 2 hv /KT
:’ v: (-—a.—g. =3R ( }]:T\) 3 ___e_______..i__
Y bar) Jhv /KT —1)

’
Peter Debye consider6é al s6lidon como un=-
cuerpo eldstico continuo y no como una serie de dtomns vibran-

do independientemente de sus vecinos, por lo que la enrgia in-
terna de un s6lido se establececomo ondas eldsticas con enrgia
cuantizada, siendo un cuantum de energia vibracional en el s6-
lido, lo que se llama un “"Fonon"

Deby:., establece que un fonon de gas tiene el
mismo comportamiento (ue un fotén de gas; asi que la energia -
que contienen las ondis en el s6lido, cuyo rango de rrecuen---
cias es Vv a v+dv, esti dada por:

n(vyiidv = E
de aqui la energia total interna U’'en un volumen-V-es:
v P

U = Y/‘ n(V)E dv

0 .
Debye supuso que el nfimero total de ondas establecidas es i~--

gual a 3N0 grados de libertad de una mol de sélido, asi que:

v
W vofn(v) dv
y la energia intérvna_e's:o :

deflnlendo,a como: la temperatura de Debye, la- expre——

sién para ‘el’ calor espéciflco es:



9/T

c,= 9R 4(—%1) ﬁﬁ_éﬁ - (_%_> GiT
, e -1 e -1
Llamada f6rmula de Debye para el calor especifico. .

La conductividad t&rmica en un sflido se en=-=
tieﬁde_fécilmente, si suponemos que 2l sélido contiene un gas-
de fonones que esté&n vibrando de manera normal, como si fueran
osciladores pequefios y armdnicos, as{ se puede calcular la enr
gia interna a partir de la energia de vibracién de cada oscila
dor.

Por otro lado, un s6lido se puede estudiar co
mo un sistema de muchas particulas, organizadas &stas en una -
estructuré cristalina, a la que se le ha llamado "Cadlstal puro®
si todars sus moléculas o dtomos en su caso, son idénticos y en
caso contrario, "Crlstal dedectuoso ¢ cadiatal con Impunczas®.

l.os efectos producidos por las impurezas o de
fectos en las frecuencias de los modos normales de vibraciédn -
de urn sistema de particulas, se estudié tefricamente en 1890 -
por Lord Rayleigh, cuyo resultado fuec haber encontrado que al-
gunos modos de vibracién tienen frecuencia fuera de la banda -
permitida, no obstante, este resultado no se observé experimen
talmente sino hasta 1958. En otras palabras, las impurezas en-
un cristal son la causa del cambio en los modos vibracionales-
del c¢ristal puro, teniendo modos vibracionales con frecuencias
por encima de la banda permitida, es decir, en la banda prohi-
bida, a los gue se les ha dado el nombre de "Modos €ocal.izados"
debido a que su enrgia es grande en la propia impureza y cae -
rapidamente en los vecinos cercahos, asi gque entre otras cosas
la existencia de un modo localizado, deberfa modificar el ca--
lor especifico del sé6lido.

Hasta la actualidad se han detectado varios -
tipos de modos localizados, los de alta frecuencia cuya exis--
tencia se encuentra fuera de la banda permitida, es decir, en-
la banda prohibida, los de baja frecuencia que se encuentran -
dentro de la banda permitida, incluso existen los modos llama-
dos "resonantes", introducidos recientemente en la astrofisica
para dar una explicacién acerca del incremento en la emisivi--
dad en el lejano infrarojo de las concentzaciones interestala-



res. En otros estudios, los modos localizados se emplean como-
método de identificacidén de impurezas en sdlidos.

No obstante que el trabajo en el estudio de -
los modos localizados, se ha intensificado en los Gltimos ahos
hay mucho gque haces en este campo ya que &sto nos daria la o--
portunidad de conocer con mds detalle el comportamiento de la-
materia.

En particular, nosotros estamos interesados -
en los fen6menos gue ocurren en la superficie de los s6lidos -
desde el punto de vista tebrico y pensamos en la superficie -
del sblido como el Gltimo {tomo o los filtimos de una cadena mo
noatémica semi-infinita con una o varias impurezas, o bien, co
mo una cadena lineal monoat6mica semi-iafinita, en nuestro ca-
50 ¢coi ¥ sin impurezas.

Existen varios métodos para atacar estos pro-
blemas, pnr ejemplo, el método de la onda reflejada, la matriz
de dispersi6n, la funci6n de CGreen ctc. En particular em méto-
do de la matriz de dispersiédn fue introducido por primera vez,
por Saxon vy Huntner(7)en 1949 para resolver el problema de una
red monoatémica unidimencional en relacidn con algunas proplie-
dades electrbnicas. En 1953, Slater trata el porblema de los -
niveles de energia para una impureza electr6nica usando las e-
cuaciones de diferencia, tambi&n en 1953 y 54, Melvin Lax y -
Smith(e) tratan el problema de perturbaciones localizadas, por
medio de matrices. Los defectos y sus efectos, es el problema-
gue Montroll y Potts resuelven usando el método de la funcién-
de Green, en 1955(9) En 1957 se publica un articulo cuyos au-

(19)

tores Hori y Asahi tratan las vibraciones desordenadas de-

una red lineal con el método de la matriz de transferencia, -

&ste mEétodo es usado por Yoshiichi Fukuda(ll)

junto con el mé-
todo de la matriz de dispersifbn para resolver el problema de -
una red monoatdémica infinita con una impureza en el centro, de
muestra que ambos métodos son equivalentes. Nuevamente son es-
tos avtores, Hori y Asahi(lz)quienes, en 1964 publican un tra-
bajo en el que usan la matriz de dispersién para resolver el -
problema de modos de superficie cuyos efectos son estudiados -

también por Wallis(l3) en 1964. P. Masri y L. Dobrzynski, pu--



l:lican un articulo ern el afo 1973, en el que reportan el estu-
dio de los modos localizados en la interfase entre dos crista-
les distintos mediante un modelo en el gue se suponen los cris
tales como redes cfibicas semi-infinitas con el mismo pardmetro
de red "a" y masa M y Ma obteniendo la interfase por el acopla
miento entre las superficies libres, plano (001), con la cons-
tante de la fuerza de interacci6n K'. Utilizando el m&todo ma-
temdtico de la funcién de Green, obticnen que los modos de su-
perficie de los dos cristales, se modifican debido a los modos
localizados en la interfase, dentro de cierto rango de valores
para la constante de interaccifn K'.

En ¢ste trabajo se resuelve el problema de 1la
interfase entre dos ciistales monoatdmicos semi-infinitecs con -
interaccibén a mprimero:. vecinos, utilizando el método de la Ma-~
triz de Dispersién "S', obteniendo soluciones en forma analici-
ca, encontrando las ccndiciones de existencia y la forma de los

modos localizados.




CAPITULO I

MODOS VIBRACIONALES. ng

cuando-los &tomos de una red vibran alrededor
de sus posiciones de equilibrio, realizando movimientos perifdi
cos alrededor de esas posiciones, siempre y cuando los desplaza
mientos sean pequenos, se puede suponer que las fuerzas entre -
los tomos circunvecirovus estan dadas por la ley de looke y que
las interacciones son entre los vecinos mas cercanhos, © prime--
ros vecinos, fig. 1, ror lo que la fuerza sobre el enesimo &to-
mo de una cadena unidinensional infinita es, en aproximaci6én - -
semiclé&sica:

Fo = v (Upgq + U —2Un) (1)
donde y es la constante de la ley de Hooke.y U, los desplaza--

mientos.de. :los:§tomos desde su -posicibn-de equilibrios=

— OO - — a - - ’_, .—+W

Flg 1; Modelo de'una r“d
1nf1n1ta

mos soluciones perlédlcas debido, prec1samente, a que los movi--

mientos que realizan los dtomos de la red son perlédlcos, asi -



que se puede esperar que:

Uneri(<vt—kna) (3}

en donde A es la amplitud del movimiento de los &tomos, w la -
frecuencia de vibracifn, k el nmero de onda, n el nfimerc de &
tomos y a la distancia interatdmica de la red, sea una soluci6n
a la ec. (2). Diferenciando esta ec. dos veces respecto al ti-
empo y sustituyendo tenemos:

2 .
-m w” = Y(Un+1+Un_l~2UXV 4 e
la cual es ya una ec. de diferencias. Ahora las solﬁéiphgs,para

Uptip ¥ Uyl se pueden escribir como:

u oaell wt-k(n#lya)

o ecl! w t-k (n-1)a)

s cualquiera. de eStas‘ecs. que._son. soluciones de la ec¢.. (2),
la sustituimos'en~lé ec: " (4) obtenemos la siguiente relacibn:
. .m w® =2 y(l-cos ka) (5)
donde "a" ' 'es"la’ distaricia interatémica o pardmetro de la red.

De aqui podemos obtener a w en terminos de k:

1Y (sen Lka) (6)

w
Ya que u debe ser siempre positiva, existen soluciones de on-
da plana sin importar que la onda se propague hacia la derecha
o hacia la izquierda a lo largo de la red, é&stas ondas son in-
dependientes entre si y la frecuencia w se relaciona con "k"-
por la ec. (6). Esto quiere decir que se trata de un medio de
dispersibn, cuya relacibn de dispersién es precisamente &sta -

ec. Su grafica se representa en la fig. 2.
w (k)

J 4y/ﬁ_”

]
[
]
i
1o
SR
4
1
n

. i
/a - v/a’

Fig. 2. Se representa w(k) en una red monoa-
témica lineal.
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Hag: mos un breve analisis de 1o dicho hasta
aqui. Si tomamos valores de "k" mucho menores que n /a,  va--
ria en forma aproximacamente lineal con k, porque el senkka =

w == ka ’ ¥ /m ‘ ‘
de aquif podemos encontrar la velocidad de fase y la:velocidad-
de grupo, dadas por leés ecs.: e

1 ka, &sto es:

Vf = —-—-—R—-(u = a f Y/m
a -
.1V
Vg = —ax aj v/m
Esto quiere decir que para valores de k pequenos, longitudes -

de onda X grandes. Estas velocidades son iguales, o bien que-
la dispersitn deja de tener interes porque el medio se compor-
ta como un medio continuco, homogeneo y eldastico.

Por »>tro lado, si k se hace yrande, A se ha-
ce pequena, entonces la velocidad de fase ya no es igual a la
velocidad de grupo, €stas estan dadas por las ecs:

= w/k=afy/m -—k———-lse;'zka

g a’y /m |cos %kal

o lo que es lo mismo, los efectos de dispersi6r se hacen m&s -

v

\Y

importantes al aumentar k, u ya no varfa de marera lineal con

ella. Naturalmente existe un valor limite maximo para k, dade

por 9%/a, que correspoade al valor minimo para ) dado por Z2a,
debido a que la red esta compuesta de &dtomos en forma discreta.
En otras palabras, para todos los valores de k permitidos en--
tre -~ 1/a y v /a, existe un valor de ) correspondiente y por
lo tanto una frecuencia de vibraci6n 4, a la que llamamos mo=-
do normal de vibracidn de la cadena; No obstante, comeo a la ca
dena pertenecen muchisimos &tomos, digamos N dtomos, y como la
ec. (1) describe el movimiento vibracicnal de ellos, fisicamen
te todas las soluciones independientes que satisfagan las con-
diciones de frontera, dan modos de vibracifén. Conviene decir -
aqui, que las condiciones de frontera fisicas quienes limitan

los valores de k, que a su vez permiten las soluciones a la e-
cuacién diferencial del sistema, mias aGn, la ec. (4) con las -

condiciones de fronter. nos da la frecuencia de los medas nov-



in

males de vibracifn en funcién de k, es decir, la relacién de -
dispersi6tn del sistema, por lo que el problema de unea cadena -
monoatétmica unidimensional puede resolverse por el método de -
la Matriz de Dispersifn.

Cuando en una cadena monoatémica infinita se
destruye la reqularidad perfecta y aparece una impureza, enton
ces hay un centro dispersor diferente a todos los demds &tomos
de la red, fig. 3, por lo que las ondas vibracionales que via-
jan a lo largo del cristal en direcciones opuestas antes y des
pués de la impureza deben acoplarse, este acoplamientu se ex—--
presa por la Matriz "S",

" normales
‘vibraci6n - S
distinta

““vibraciones .

: o Pig.3 8e muestra la destruccibn de la regu--
iaridad de una .cadena lineal infinita, por una impure=za de ma-
sa m'. 5 -

Se puede pensar en el centro dispersor como-
un potencial que dispersa las ondas vibracionales que viajan -
en direcciones opuestas. Este centro dispersor o impureza debe
tener una condicién de frontera que afecta a las soluciones de
la ecuaci6n de diferencias de la 1ed, por lo que debemos espe-
rar un comportamiento vibratorio diferente, asi que debemos en
contrar la frecuencia w de vibracién para el modo vibracional-
que resulta por la impureza, a través del método de la Matriz-
de dispersibn.

I-2.- UNA APLICACION DE LA MATRIZ "S".

Como un ejemplo de la aplicacién de la Ma--
triz de dispersibn, resolveremos el problema de una red lineal
monoatémica infinita con una impureza en el centro, para lo -
cual proponemos el modelo mostrado en la fig.4. En este modelo
los &tomos de la red tienen una masa M, estan numerados de -oo

a oo y el dtomo impureza se encuetra localizado en el cern =-
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teniendo una masa M'. En la fig. también se muestran las ondas
gue entran y las gue salen de la impureza, por medio de las fle
cas dibujadas a los lados de la misma.

-2 -1 0 1 2
o = OO @—(O0— O~ - +=
M M M- M M
[+ %) o2
B e
B, B2

Fig.4 Modelo de una red monoatémica unidlmen—
sxonal infinita con ‘una impureza en el centro. s

“Las ecuaciones de movimiento para los dtomos-
y la impureza de la red son respectivamente: :

+1 * Ugoy - 20) % ndo _ : (7

¥
M U(n)+ Y (Ln n

M ow?U(0)+ ¥ (U + U_, - 20, ¥ n=0 (8)

En las que U, es el desplazamiento del enesimo &tomo, w 1la fre
cuencia de vibracifn, ¥y es la constante de la fuerza de Hooke-
entre los dtomos y "a", el par&metro de la red supuesto igual a
1. Sigquiendo el trabajo de Fukuda (11l), proponemos las siguien-
tes soluciones:

Oleikyx + B 1e.ikn 4 n% 0 :

: T : D)
I} ) o,ze-;-ikn + B e:.kn o nZ 0 :
Si sustituimos cualqu1era de las soluciones en la euua016n (7)~
se obtiene ‘la rela016n de dlspersién para el crlstal 1nf1n1to-

M w? =2 y(l-cos k) L an
Ahora, en-el dtomo impureza debe haber contmnu;dad en su m&ximo

desplazamlento, por lo que tenemos:

1 1 2 2

Las ecuaciones 8 y 11 son las condiciones de frontera del pro--

@, + B, = a_ + B 1)

blema. Resolviendov simultaneamente estas ecuaciones para encon-

trar B, y B, en términos de los coeficientes Ty y &y se oh-
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tiene:
6 - o M'm2+Y(elkfe_lk~2) . Y(e_ik—elk)
1 W mw®r2yeton) 28 mrwleoy (e1%Cq)
f.= — v (e otk o M'w 4y (e Ryetk)
= , 4
2 t H'm2+27(e1k—l) b M‘m2+2Y(elk-l)

Poniendo estos resultados en t&rminos de matrices, tenemos:
=5 (r2)
donde la matriz "S" e;3t& dada »or:

—ik_ ik

M'm2+y(eikge‘ik—2) _ _Yt(e )
- M'w 2y (e K1) M w2y (21Ko1) 13)
—1 s . ') _¢ s
_ y (e lk~e'}‘) - MwTtyl(e 1k+elk—2)
M'wit2y (e K1) M' w22y (eX-1)

Esta matriz contiene .a dinfmica del problema.Sus elementos tie
nen la particularidad de que: o

S11 = S22 Y S35 = Sy

o lo que es lo mismo, esta matriz es simétrica, &sto es: i -

S*S = 1
de donde: - 7
511 S1a\fS11 Si12 10
1 = =
* *
831 532/ \C21 S22 o 1

\
lo que implica que existe una invarianza bajo reflexi6n, en o--

tras palabras, hubiera sido lo mismo si hubiesemos considerado-
que las ondas que salen fuesen las ondas que entran y viceversa
Esto se mostraria en la fiqura 4, si las flechas estubieran en-
la direccidn opuesta. ' '
La matriz "S" nos relaciona los coeficientes-
de las ondas entrantes con los coeficientes de las ondas que sa
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len de la impureza, tcniendo como prowiedades la de ser simétri
ca y unitaria entre otras. Es evidente que la matriz "S" de nu-
estro caso, tiene la propiedad de ser sim@étrica, demostraremos-
que tiene algunas otras propiedades de la matriz de dispersién.

hAho:¢ bien, por continuidad tenemos que:
oy - Bl = ap - 82 v

en ambos lados de la impureza, o bien, lo que entra es igual a-
lo que sale de dicha impureza, asi que: c

e

2
si aplicaﬁbs ésto en nuestra ecuacidn (12) tenemo

(8* s*)(sl) “ ot am 57 s (M)
1 2 82 1 2 - aaf i

donde (p* B*), (o* a*) y 8% .son leas trahéphééfas;cbjﬁgadéS'de—
1Pz 1 02 as .eougaga;

B a . SRR S

! 'y s respectivamente, o sea:que 'para qua ex
Baf \a2 o e

sista continuidad en el flujo se debe cumplir que:

S

2,

las matrices

5 ¢ =1 , @A)

asi qug com? Sll=522 y‘812=321-tenemos gug;

osea que:’ . .

o 1o que es lo mismo;‘éi'pibdﬁ¢tov§?skﬁos dz la'matriz identi--
dad, por lo tantd‘la‘ecﬁéc16n1(14) se éumple. As{ las condicio-
nes (13a) y (13b)knos”di¢en que.la matriz."S" tiene las siguien
tes propiedades: es simétrica v su inversa es igual a su hermi-
tiana conjugada ya!que;sus elementos “estan sujetos a las condi-
ciones: ‘ : i '

S%l+ S%z =1
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S*. S + S%

11 Si2 = §,, S* + S%X S, .= 0

21 S22 11 512 21 S22

recordemos también que, si el producto de dos matrices conmuta-
y es igual a la unidad, una matriz es inversa de la otra, la ma
triz "S§" tiene todas estas caracteristicas y por lo tanto, como

vya dijimos antes, contiene la din&mica del problema.

I-3 LAS SINGULARIDADES DE LA MATRIZ "sS"
Y LOS MODOS LOCALIZADOS.

La ecuacibn (12) representa aquif, una trans--
formacifn lineal, donde la Matriz "S" tiene tecda la informacién
sobre 21 centro dispersor. Se puede encontrar la relacién de --
dispersibn, w en funcibén del nfmero de onda k, y con ello la -~
frecuencia vibracional del dtomo impureza. Ahora bien, si obser
vamos los elementos de la matriz "S", notaremos que ésta puede-
hacerse singular con s6lo hacer el denominader igual a cero, és
to es:

2

Mw? + 2y el - 1) =0 (15)

Quiere decir &sto, que las amplitudes de las ondas salientes, -
61; Bz serfan infinitas con respecto a las amplitudes Qyr 0y de
las ondas entrantes a la impureza, lo cual es fisicamente ina--
ceptable, de otro modo, para que se obtengan ondas salientes de
amplitudes finitas, las amplitudes de las ondas entrantes debi
an ser cero, mis todavia, si el nGmero de onda k fuera real, -
querria decir que la impureza es una fuente emisora de ondas cu
yas amplitudes son Bl y 82, lo que tambié&n fisicamente no es a-
ceptable por lo que k debe ser complejo y se describen asi on--
das atenuadas hacia los lados del dtomo impureza colocado en el
centro del cristal, figqura 5.
' Sigamos ahora con el problema de la impureza.
Hasta aqui tenemos dos ecuacifénes que relacionan a la frecuen--
cia w, La ecuacibén (10) y la ecuacifén (15); Resolviendo simulta
neamente éstas ecuaciones para eliminar a w, encontramos:
1= 1 - cos k) —etka0 (16)

ahora bien, k debe ser complejo, asi que k=u+if . Sustituyendo -
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el valor de k en la ecuacibn 16 y poniendo a X=e£, obtenemos la
siguiente expresibn:

XX (2 2:,) - f",‘ +1=0 - an.
cuyas soluciones nos dan ‘las frécuencias de los modos caliza-

dos debido .a. la:impureza.. Sus soluciones' son:

_ o 2M
L H

-1

X, = -1

la soluéiénrk ' ;modos locallzados,
slo existe ur
cién X :

ocalizado con’

1

entes en u
mismo, .-

dc es 1aﬁsig
k t En_ realidad eE debe ser mayor cque 1, o sea -
que la soluciﬁn Xi dela ecuacisn (17), debe ser también mayor-
que 1, ésto-qulere decir que M'X¥M. Con todo lo dicho anterior--
mente podemos encontrar la frecuencia del modo localizado, esta
frecuencia se encuentra en la banda nrohibida del cristal per--
fecto, es decir, que los modos de vibracién con valor de su fre
cuencia en la banda orohibida se llaman "AModos Kocatizddoa", a-
s que podemos afirmar gue hacer sinqular a la Matriz "s" impli
ca encontrar la ecuacibn de los eigenvalores de la frecuencia y
de ahi las condiciones de existencia para los modos localiza~--
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dos.

RESJMEN.- En este capftulo hemos definido la-
matriz "S" y mostrado algunas de sus vropiedades, también calcu
lamos esta matriz en el caso de una imperfeccibn localizada en-
el centro de un crist:1l infinito, la imperfecci6tn fue descrita-
por un &tomo que tien: masa diferente a los &tomos del cristal-
perfecto. Para encontrar los modos localizados que produce esta
impureza se hizo singular la matriz "S" y de ahi se calculéd la-
ecuacibn de eigenvalores para la frecuencia. También se mostrb-
la condicidn de existencia vara el modo localizado. El método -
de la Matriz de Dispersibn "S", mostrado aqui, lo vamos a exten
der para calcular los modos localizados asociados a la interfa-
se entre dos cristales monoatémicos semi-infinitos, en el capi-
tulo siguiente.
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S caPITULO II

MODOS VIBRACIONALES LOCALIZADOS
EN ‘LA-INTERFASE DE DOS CRISTALES .

II~1 ANTECEDENTES. )

- Después de que Fukudallintroduce el m&todo de
la Matriz de dispersién para resolver el problema de una cadena
lineal monoatfmica infinita con una impureza en el centro, la -
Matriz "S" fue usada por Jun-ichi Horli y Takashi Asahilopara re
solver problemas de superficie con y sin impurezas, este traba-
jo contempla los siquiantes problemas: a) Una cadena unidimen--
sional con una o dos impurezas isot6picas en la superficie, b)-
Una cadena diatbémica lineal con o sin impurezas en la superfi--
cie, c) Una cadena bidimensional que en uno de sus extremps es—
ta compuesta de impurezas isot6picas de la misma Indole, y d) -
Una cadena bidimensional con una impureza isot6pica en la super
ficie.

Para resolver el problema (a), Horiry Asahi -
proponen el modelo mostrado en la fig.6, establecen las ecuacio
nes de movimiento para los &tomos N-1 y N, Usando el método da-
la Matriz "S" encuentran que la relacitn de dispersi6n esta da-~
da por la ecuacifn:

2 = Ak

) M
donde segﬂn la notacién de Hori y Asahi, k es la constante de -
la fuerza..de Hooke,: M:la masa de los 5tomos de-la cadena y B =
el nfimero de onda. Suponlendo una’ solucién’ de la forma:

. u(n) e
encuentran la ecuacién- para la frecuenc1a de los modos de super

senzB

WI exp(2137n){; VIexp( 215 n)T

ficie, ésta es:
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1+20 coshe (coshe -senhe )=0

en la que Q=M'/M-1, siendo M' la masa de la impureza.

Plg‘6 Modelo de una cadena llneal monoatémlca

con una -im n: la superf1c1e.

) 1Para ‘el problema con .dos- 1mpurezas en: lafsu——
perf;cxe ‘encuentran la ecuacifn:

~v~16M M"cosh 4e /M2 +4M'costf E{exp( =2

+4M"cosh2t~: /M -exp(-2¢ )=0
que es la ecuac16n de =igenfrecuencias para los modos de super
ficie. ; e

Para resolver el problema (b}, proponénﬂel~m9

delo de la fig.7, escriben las ecuaciones de mbvimiento para -
los 4tomos 2n, 2n-1, 2n-2 y por la Matriz ."S" obtienen las con-
diciones para la existencia de los modos de superficie dadas -~
por:

+

'l—exp(4éiB)+4Q”sen26:—Mim 2(1+2Q) /k=0

donde Q=—!§Eﬂ—:'2 “y.’obtienen la ecuacién:
{ 1+exp (2.

Fig.7 Modelo de una red diat6émica con una im-~
pureza en la superficie. -
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Efectudn un anflisis sobre las diferentes relaciones entre My oy
My, obtienen asi que los modos de superficie se encuentran en -
las bandas prohibidas.

Los siguientes problemas (c) y (d) los resuel
ven también con el método de la Matriz "S8" para corroborar sus-
resultados obtenidos en un trabajo anterior. Debido a gue usan-
tambi&n el mélodc de la Matriz de transferencia, hacen una dis
cusién sobre la relacifn existente entre &stos dos métodos.

Todos los resultados de lori y Asahi estan de
acuerdo con lo ya planteado por Saxon y Hutner en 1949, sin em-
bargo hasta la fecha, no ha sido resuelto el problema de la in-
terfase, por el método de la Matriz "S", de modo yue abordare--
mos &sto apartir del proximo inciso y durante todo el siguiente
capitulo. '

I1-2 DOS CRISTALES. MONOATUMICOS SEMI-INFINITOS.

Resolveremos ahora el problema de los modos -
de interfase entre dos Cristales Monocatémicos Unidimensionales-
Semi-infinitos con Interaccidn a Primeros Vecinos, utilizando -
para ello la técnica de la Matriz de Dispersién "S", tratando -
de alcanzar los objetivos siguientes: a) Obtener las condicio-
nes de existencia de los modos localizados en la interfase. y -~
b) Obtener la frecuencia de los modos localizados. Para ello ha
remos las siguientes proposiciones:

EL MODELO.- Proponemos dos cristales monoaté-
micos semi-infinitos, que esten tan cerca uno del ctro, que --
exista una interaccibn entre ellos. Para comprender mejor a --
nuestro modélo, refirdmonos a la fig. 8. Esguematicemos hacia -
la izquierda, a partir de la posicién -1, a uno de los crista--
les, hacia la derecha a partir de la posicifn +1, el otro cris-
tal. Aqui, todos los 4tomos tienen la misma masa "m". Los dos -
cristales tienen el mismo par@metro de red "a" y la misma cons-
tante de interaccidn entre sus dtomos "'Y ", excepto en la inter
fase en donde la distancia entre los dtomos ~1 y 1l es de 2aj La
interaccién la caracterizamos por " ¥'" y la interaccién a segun
dos vecinos dentro del cristal por " y" *,
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? 8 Dos crlstales monoatémlcos seml 1nf1tos
con 1nterfase entre os dtomos ~1 y 1. ‘

- - 'Suponemos que la interacci6n a segundos veci-
nos dentro de los cristales, es despreciable con. respecto-a la-
interac¢cidén a primeros vecinos, por lo que las ecuaciones péra
el cristal infinito, de movimiento para los stomos -1 Y l,bde-—
ben ser: '

mw 2U(n) +v [U(n-1) + U(n+1) '-2U(n)=].-"'=o~_»¢:n¢'

a_la que llamamos ecuaci6n del. crlstal'infinllﬁ' ar: tomo-
-1 la ecuacifn es: . o

mu2 U(-1)+y[U(1) ~U(=1)]

(19)
para el dtomo 1: , . : : s
mu)2 U(1l) +y [U(2) - u(1) ] ;Y;[ U1y = U(;i)]ﬁ=0; ;{:(20)

Como hemos deflnldo a nuestro problema y reflr:endonos" .

9, en la reglén II no existe elemento alguno, excepto la 1nte—
raccién ys , que estd ya contenida en las ecuaciones,de-los &to
mos -1 y 1. ; R e

aleikn:,'

R1I

-ik
P &

interfase de'd

' Se propone la soluci6n general como:
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oy eikn + B -ikn parg n < -1 Regi6n I
Uin)= -ikn .. _ikn (202)
oy e +B2 e’ para n. > 1 Reglén III
Debemos decir aqui que la ecuacién (18), es nuestra ﬁnlca eua——
cibn de diferencias,las ecuaciones (19) y (20) son las condlclo
nes de frontera del problema. : AT "
s{ sustituimos cualquiera de las ecuaciones” -
(20a) en la ecuacién (18) obtenemos: -

m w2 =2 y(1 - cos k) EEE R (205)

Por:lo ‘que:-expresamos anteriormente sobre la fegién II, no éxi§
te ccuacién de continuidad en ella, asi que sustituyendo las ]
luciones ' (20a) en las ecuaciones (19) y (20) tenemos respectiva

mente: -

(m,m%_;Y';-#ﬁ){ qle'A + Bleik)f Y'la e

cuaciones anteriores 'y reso. do simult btener

By Y By tenemos-/if

B, =~ ﬁm WZ‘Y - y+ Yeik]_¥hm wi-y = y')+ ye©
157 %1 o21K p) iky 2 Z2ik Y. 2
[(m w'=y = y')+ ve ] ~e"TT vyt

-e | {(m m2"Y -y + Yeikl‘ [(m w —[7~ Y ;+I;e
: E ezik[(m woi-y =y )+ Yeiiil Zlk Yf?

B.=— -2i yy ' sen k.
27T % ,Y,zezik 71k z

[(m TR O Y )+e
= Y -—(mw"-y - )-27 (m m —Y - X" “(24)
2 J2ik Y,2_ Zik [(m Wiy -y +el



22

la ecuacién (24) tiene ya desarrollados los numeradores mientras
que la ecuaci6n (23) no; Si los desarrollamos, observamos que -
hasta aqui tenemos B8, y f2 como funciones de a; y «;. Expresan-

do éstos resultados en términos de matrices, se tiene que:

() -+ (22

donde "S8" es la: matriz formada por los coeflclentes de u,y g -
por lo tanto podemos escribir: :

S .= (25)

donde:los eleméntbs'ae la matriz "S" estan dados por:

moZ<y=y') +2Y (mw?-y~y')cos k +y?-y'?
TR (ma?oyy 14015y 12-a21Ky 2

Sll_s

2ivyy! sen k
_Qik{(mm —y-y')+e" ky1? e

51275215+ TIK 3
Y

Al escribir la matriz "S" nos damos cuenta inmediatamente que -~

&sta es simétrica, ademds el denominador en todos sus elementos

es el mismo, de modo gue basta hacer a éste igual a cero, para-

gue la matriz se haga singular, o bien.guela-ecuacibn de eigen

valores es:

ezik{(mmz—Y-Y')+eikY }2 ~e2ik Y'2= 0 (26)
y que podemos: escribir como: - : ' e e
mmz—Y-Y'+eikY =xy! . (27):

" Existen dos pos1b111dades para la. ecuac16n -

(27), ya sea que seleccionemos el signo (+), o ek 51gno ( ). s%
seleccionamos el signo (-), nos d&a:
1- B wPetk o (28)

En ésta ecuaci6n aparece s6lo la interaccién entre los &tomos -
del cristal "y", lo cual quiere decir gue la ecuacién (28) no -
da respuesta al problema de la interfase, ya que describe un --
eristal, en-otras palabras, la ecuacidn (28) nos da los modos -
de superficie, una de las soluciones del problema.

Si escogemos el signo (+) en la ecuacif6n (27)
nos dice que:
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m 2 ik 2y
- — ~ +
1 w e

es la ecuacifn que representa el caso general, es decir, contie-

=0 (29)

ne a la superficie y a la interfase, &sta pues, resuelve nuestro
problema de interfase. Sin embargo, desde el punto de vista mate
mitico, la solucién mis general debe contener al plano complejo,
por lo gue "k" debiera ser imaginario pure o complejo. Ahora, -
desde el punto de vista fisico, si "k" es imaginario puro, las -
soluciones se expresarian Como:

e & 4 BleEn

. 1
Uln)=

la matriz*fsﬁ sxngular, asi que “k" debe "ser complejo.

Flg 10 Las, s, muestran la
que crecen hacia el intérior del cristal, “cuando’
rio puro.-Las bes, las: exponenciales que decr ce
rior del cristal, . ‘

Analicenos
como un complejo: . TTIilon

cony y Ereales,

Poniendo las expresiones con las exponenciales en términos de se
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nos y cosenos y separando las partes real e imaginaria, tenemos

. =£
Parte real: 1- ? wlecosh e ” = g (30)
parte imaginaria:

isenu ™% = 0 (31)

La inica posibilidad de que se cumpla la ecuaciGn'(ai)res que. -
el senu=0, por lo tanto U=n" siendo n=-%..,..0....+®. Sustitu--

yendo el valor de ¥ en la ecuacién (30) obtenemos:
1-_$_ mz—(-l)ne'€= 0

De aqui tenemos dos Valores para la

par e 1mpar‘ S

Por otro lado; .«

'70244%— (e£+e-€)4-%l— = 0 para n par
Resolviendo simultaneamente las ecuaciones (3la) y (31b), para-
n-impar y par n-par, se obtiene: eg—-l, e =1 respectlvamente.r—
Finalmente W=0 para ambos casos, por lo que se deduce gue no exis
ten modos localizados de superficie.
Analicemos ahora la ecuaci6n (29), con "k" co
mo un complejo, combinandola con la ecuacién (16), de ééte‘modo

se obtiene que: ,
2(cosk cos if-send sen iE)—(cosu+isen€)e-E+3~1~
Separandola en sus partes real e imaginaria:

" 2cosW coshf -cosu e—E - 2

isenh (2senhi+e™") = 0 ;
Otra vez, la Gnica p051b111dad de que la ecuacién

faga,es que el senw=0, de donde W=nT ; n

yvendo el valor de U en la’ ecua016n (34); se obtiene:.:

1
et __3¥_ -1 para n impar (34a)
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2y

¥
1
De aqui £>0 y 3%— -1>1 por lo tanto Y'>y ambas deben ser posi

—1— para n par (34a')

tivas o negatlvas para n impar, o en caso de gue n sea par la -
ecuacién es 1- —l— >1 por lo que Y' y vy deben ser una positiva -
v la otra negativa. Obtengamos ahora la frecuencia para n impar
con la ayuda de las ecuaciones (31b):; Hagamos lo mismo para n -

par, entonces tenemos:

LW ™ Y T (35#} ?‘
(27 )
m;;__ 4y 1 , . (35D)
B m L DY (B SR Lo
Y\ 7y

Estas dos eéuaciones dan la misma frecuencia en valor ‘absoluto,
es decir, sblo existe una frecuencia porque la ecuacién (35b) -
€s menor que cero, por lo que dadas y yy' existe un modo locali
zado con frecuencia . Hagamos ahora una gr&fica para las fre--
cuencias con yy y' dadas por las condiciones (34a) es decir, -
siempre que la relacifn de gamma prima entre gamma sea mayor --
que uno, existe la interfase, de &sta manera tendremos un modo-
localizado que se debe a la interfase con una frecuencia dada-
por la ecuacidn (35a), ademids tendremos un soloc modo para n im-
par, ya gue para n par la condicién de existencia no se cumple,
ademds porgue hemos supuesto gque el movimiento de los &tomos es
armSnico simple,y y y' solo pueden ser positivas.

Calculemos la frecuencia de los modos locali-
zados en tres casos diferentes: para cuando v/Y' =%, v/y' =1/3
Y/y' =1/4. En la figura 11 mostramos la frecuencia de los modos
localizados para la interfase, en los casos mencionados y hemos
puesto a w§=4y/m. En esta grdfica k es el nGmero de onda, se re
presenta la rama-aclstica y los puntos marcados con m?, w%,'m§-
son las frecuencias de los modos.

En los casos analizados la frecuencxa de los-
modos locallzados se encuentra siempre por arriba. de la‘'banda -
aclstica, tenlendo los valores siguientes: w}=4/3w} : w}=9/5w3;

w?=16/7w}. Esto estd de acuerdo con que la frecuencia de los mo
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dos localizados se encuentre en la regién de frecuencias prohi-
bidas.

ylgLil ‘Se muestran las fre'

dos 1océiiééd s Vando se dan y 'y y'

kComo va dljimos anterlormente, tenemos

condlc1ones de exlstenc1a de modos locallzados,

é£=',; ‘2y'" . para toda n par.‘
gt Y ,

ebs _E%L -1 para toda n impar;lf':

Como hemos supuesto que los stomos vibran como osciladores ‘armo
nicos, la forma del potencial no permlte mis que y y Y 3

cuencia de estos modos localizados esta dada por:la’ ecuac16n
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= 4y
m

69

Con todo ésto ya podemos encontrar la forma de

zados, por ejemplo para los casos en gue y'/y- =

os modos locali

|
J
< e
209y =3,y -

¥'/y =4, a los que llamaremos casos 1, 2, 3 respéétivaméﬂte, la

forma de. los modos estd dada por la ecuacibn:

U(n)=Aei9n -ign .

Sin embargo hasta aqui,

+Be AANT =000 20 0eaenem
las
rninadas,

de

para &sto usaremos
u=nrt1 de lo gque resulta:

Be“g(-__l)n a2 ng'-1

u{n)
D omRE(-1)

A n> -1
ahora bien, usando'la ecuacién de movimiento pa
ecuacién (18), que es una condicién de frontera
sustituyendo en ésta las ecuaciones {(37), el va

por la ecuaci6n (36) obtenemos:

B

A
&sto quiere decir que en el centro dispersor,

= -1 o bien B=-A

1
amplitudes de las ondas entrantes son iguales e
de sentido contrario a las amplitudes de las on
podemos normalizar al valor A=1l, por lo gque las
pueden escribirse como: ‘

et -1)" oy ne1

U(n).= - .
' e™E-1™ gonzn
ya que nh representa el nGmero de &tomos, tendre
desplazamiento de cada &dtomo st enlas ecuacion
tuimos el nGmero de dtomo y el valor obtenido p
del valor escogido para los par&metros v y Y'.

Con objeto.de mostrar.las_ for
localizados, analizaremos los casos 1, 2, vy 3.p
tenemos: ) ) :
’ Caso 1) Despu&s-de poner-el.v
valor para n en las ecuaciones (37a), obtenemos
mientos que sufren los &tomos alrededor de su
librio mostrados en las tablas 1, y cuyas grafi

constantes A y B no ha

la ecuaciénkantetibr éonjérpfig don

e

ra el‘étémo 1, -
del problema, y

lor de. w dado

A interfase, las

n magnitud pero-

L

jas salientes,

ecuaciones (27}

, (37a)

mos ellYélo: del

s (37a¥fsu$ti——

£

| 2
ara ‘e ‘aspartir-

as_de los modos
or separado; asf

éz

y el-
“los desplaza---

a;orfdéfe

osicibn de equi-
cas se muestran-




28

en la figura 12. En la grifica podemos ver que los modos locali
zados estan en la regibn entre los Stomos 1 y -1, que las ondas
se amortigian hacia adentro de los cristales y que aproximada--
mente en el dtomo ntimero 6 se ha amortigiiado totalmente.

n U(n) ~-n U(n)

1 0.33 1 -0.33

2 -0.11 2 0.11

3 0.037 3 ~-0.037

4 -0.0123 4 0.0123
5 0.0041 5 ~0.0041
6 -0.0013 6 0.0013
7 0.00045 7 -0.00045
8 ~-0.00015 8 0.00015
9 0.00005 . 9 -0.00005
10 -0.000016 10 0.000016

. Tablas 1) Se muestran los valores de los des-
plazamientos para los &tomos del cristal derecho (n) y del cris
tal izquierdo (-n}.

Casc 2) Refiriendonos a la figura 11, onserva
mos que la frecuencia del modo localizado es mayor en este caso
que en el caso anterior, perco &ésta es la finica diferencia, por-
lo que las ecuaciones que nos dan las formas de los modos son -
las mismas, asi{ tenemos que las ecuaciones {(37a) con Y'/Y=3, -
que da e5=5, de donde encontramos la forma del modo localizado-
que se muestra en la fiqura 13, cuyos valores de los desplaza--
mientos de los dtomos alrededor de su posicién de equilibrio, -
se encuentran en las tablas 2.

n U{n) . -n U{n)

1 0.2 el -0.2

2 -0.04 2 "0.04

3 0.008 i3 -0.008

4 -0.0016 4 0.0016

5 0.0003 -5 -0.0003

6 -0.00006 6 0.00006

7 0.000012 7 -0.000012
8 -0.000002 8 0.000002
9 0.0000005 9 -0.0000005
10 -0.0000001 10 0.0000001

Tablas 2). Se muestran los valores de los des-
plazamlentos para los &tomos del cristal derecho (n) y del cris
tal 1zqu1erdo ( n).

Nuevamente observamos, como en el caso ante--
rior, que el modo esta localizado entre los &tomos -1y 1, que-
se amortigua hacia adentro de los cristales, pero ahora en el -
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-6

FLg..lZ Representa los desplaaamientos de los-
Stomoy alrededor<de su’ posxcién de equilibrio pana ek caSo 147'/{

un)

dtomos alrededo: de' s posic16nkd

T ¥ de
. 8tomos

dtomos alrededor de su ,51016n de. equilibrio para el caso 3,vy'/y.
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Stomo nmero 4, se ha amortiquado casi totalmente.

Caso 3) Mientras mas grande sea la relacifn -
de y'/y, mayor serd la frecuencia del modo localizado y vor lo
tanto debemos esverar que las ondas hacia adentro del cristal -
se amortiglien mds ré&vnidamente, &ésto lo corroboran los valores -
puestos.en las tablas 3, que fueron obtenidos con y'!'/y=4, que -
da e®=7. Podemos decir aqui, figure 14, que en el dtomoc nmero-
3 la onda estd amortiguada casi totalmente.

n U(n) -n U{n)

1 0.14 1 -0.14
2 -0.02 20 0.02
3 0.0029 3 -0.0029 -
4 ~0.0004 , 4 © 0.0004

5 0.00005 5 -0.00005

o Tablas 3) Se muestran ‘los-desplazamientos de-
los &tomos del cristal derecho (n) y del cristal izquierdo (-n)

Refiramonos ahora a la fiqura 11. Teniendo --
los valores de wi, w% Y wg que corresponden a los modos locali
zados para los casos analizados; obtengamos el valor del n(mero
de onda cue corresponda a los valores de W, Para ésto usaremos-
la relacitdn de disversibn pvara el cristal infinito, enuacibdn -~
(10) o bien la ecuacifn (6). Observemos que para encontrar la -
frecuencia del modo localizado hicimos a "k" comnleja, asi que-
la relacibn de dispersifn nos queda como: o

m wl= 2Y i-cos(u+if)
sustituyendo valores y resolviendo para cada caso, obtenemos:

. Caso 1) Se obtiene de la ecuacifn (34):
: a) H=nn S

donde n es : sya que los modos localizados no*existénﬂpara -
cuando n : ‘ £

mDe la relac16n de dlsperSLGn tenemos.

finalmente:

Caso 2)
a) . y= nm
b) cosh&=2.6 £ = 1.61
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g) k =17 + iel'61 = T+ i5
Caso: 3)
a)u = nu

b) coshf = 3.571
1.9

c) ko= 1w+ ie

[ Fig. 14 bis. Se_gréfiééWia ffecﬁéﬁciéi@, como
funcibn del nGmero-de onda k. R Nt i

RESUMEN.- En este capftulo nos hemos: ocupado-
del problema de la interfase entre dos cristales monoat&micos -
semi-infinitos, provoniendo un modelo particular y resolviendo-
mediante la té&cnica de la matriz de dispersifn "S", haciendo -
singular &sta matriz encontramos la ecuacidén de los eigenvalo--
res de la frecuencia y a partir de &sta, las condiciones de ex-
sistencia de los modos localizados y la forma de dichos modos.-
Escogimos tres casos particulares para los cuales la relacién -
de Y'/Y tiene cierto valor, siendo representada la interfase --
con Y'. En los tres casos analizados se encontré que la frecuen
cia de los modos localizados estf en la regién de las frecuen--
cias prohibidas, que los &tomos vibran con la misma frecuencia-
pero con amplitud diferente, siendo el movimiento de mayor am=—=
plitud en los &tomos -1 y 1, alternandose los &tomos en su movi
aiento y amortiguandosebéste hacia el interior del cristal. Fi-
nalmente se encontrd el nfimero de onda correspondiente para la-

frecuencia w en cada caso.
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. ‘MODOS LOCALIZADOS EN LA INTERFA B
. con’ _IMPUREZAS. '

IT1-1 IMPUREZAS ISOTOPICAS

La informacibn obtenida en el capitulo ante--
rior al resolver el problema sencillo de la interfase nos di6 -
la oportunidad de decir cuantos modos localizados existen, cual -
es su frecuencia y que forma tienen. Si complicamos nuestro mode
lo, digamos que adem&s de la interfase, existen impurezas en las
orillas de los cristales, y para que siga siendo sencillo, las -
impurezas sean iguales, ¢Culles serdn las complicaciones que teg
dremos para obtener una informacibn semejante a la del problema-
anterior?, si es sencillo alcanzar &sta informacibn, ¢Seri mis -
amplia?, ¢Tendremos mejor comprencién de lo que sucede en los =--
cristales?, ¢Serd mejor éste modelo?. Contestar estas preguntas-
de manera satisfactoria, nos llevarfa a plantear que éste es un-
buen camino para entender lo que sucede en los cristales reales,

El nuevo modelo es muy parecido al anterior -
&éste se diferencia esencialmente, en que las masas impurezas es-
t&n representadas por "M" y son precisamente los &tomos coloca--
dos en -1 y 1, figura 15, todas las dem&s caracteristicas de los
cristales permanecen invariantes, por lo que el problema es seme
jante al del capitulo anterior. Debemos tener en cuenta, dque te-—
nemos la existencia de una nueva condicibn de frontera en los &-
tomos -1 Yy 1, cosa ésta, que debe complicar la resolucién del -
problema y sobre la que debemos obtener informacidn nueva.
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m yYymn Y my M v M Yym Y my m
— 00 - _-OC—*O“—DOO—“Q————O.——-—OQ-—Oo_.O—-——.'.m
a a a 2a a a a
~4 -3 -2 -1 1 2 3 4

‘ Fig. 15. Dos cristales semi~1nf1tos monoatémi
cos con impurezas en las orillas y con interfase entre los 5to-—
mos —1 y l

Para resolver el problema, plantearemos las -
51gu1entes ecuaciones-

nw?u(m) +y [ Undl) + vn-1) —-2u(n)] =0 (38)

ecuacibn del cristal infinito para toda n #;de' 1._Las‘ecpacio~-
nes para los &tomos -1 y 1 son: B £
;(Mw, ~Y =Y")U(=1)+YU(~ 2)+Y'U(l) 0
(Mw? Ealad YU(L)+YU(2)+Y'U(=1)= 0 J"

Otra vez existen tres legiones' RI a-la izqulerda de
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Resolviendo simultaneamente las ecuaciones(43) y (44) Obtenemos:

B, = - (Mw? -y —yrevel®) (w2 oy _yryve~iky_ye2
1 1 ezlk[(Mw’Z_.Y —Y'+Ye‘ik)2 ] - Y|2
(Y 2YY'isen k
i e? M [mw? -y —yr+ vel) P2
g, = =& e -2yy'isen k _ o
2 } ”f;ezak[Y'z”i (sz ~Y ;Y-+Yelk)2] S -

— (mw? oy —Y'+Ye Ky (w? v -Y‘+Yeik
o?ik [Y' (Mw2 -y -y'+vetk) ZJ

),.

Poniendo &s éuiﬁéd@é”en‘ términos de matrices, tenemos

21yy sen k
‘ZIk [(Mw =y ~y'tye

Lk)z ‘_Y'Z]

De aqui se’ obtlene la ecuacién de eigenvalores, dada. por.

Mmz ~y =y' + ye ik ty! ~.(45)

De manera semejante al problema anterior, analizaremos ésta ecua
¢ién escogiendo primero el signo positivo y después el signo ne-
gativo. En otras palabras, el signo positivo en la ecuacidén (45)
nos da la posibilidad de analizar la interfase + y la impureza-
de masa "M". La ecuacién (45) con el signo negativo contiene s&-
lo los modos debidos a las impurezas. o

Seleccionemos el signo pbsiéivo;,aﬁi iéﬁecua—
cibn (45) nos queda como: ’ v - '

, .
__%_._.14--—-03 + @ =0 (46)
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El caso més general, es aquel en el que "k" es un nGmero comple-
jo, de modo que la ecuacibn (46) con k=u+if tiene sus partes re-

al e imaginaria dadas por:

- MW cosu e+ 1 =0 (47)
isent e =0 S (48)

La parte 1maginar1a nos da el valor para U, como en el caso ante
rior, W=nh donde n==", v e a®, nGmeros enteros. Sustituyendo -
éste,valorken,la parte real yf:eso1viendo para n par e impar te-

nemos:
'péra,n‘impar
~.para n'par
o bien: ..
Por otro lado, de 1a ecuacién para el crlsta uacidén

(38), con k' COmPIEjo ‘obtenemos que:
w?- —%%—(eg+e_£)f;————
B Y:E'iérj:gi:m
(u+-—-—m (’e‘-f-:e )

Resolvamos, simultaneamente &stas:ecuaciones para n par y n impar
pongamos e*= X, asi tenemos las ecuaciones slgu1ente5'

x2ax ["rfni— (l+ )+2] - B 41=0

2, [m ooy o s

X +xr[ v ( Y +l)~_2] i
: ' ]

Definamos ahora, ‘los parémetros D=—¥—j,”

ecuaciones anteriores nos quedan como:.

x2+x [-n(1+20)+2 ] -n +1=0 ‘para ‘n impar (53)
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x2+x [n(20+1)—2] -n +1=0 para n par (54)

Las raices de é&stas ecuaciones nos dan las condiciones de exis--
tencia de los modos localizados, asi gue tendremos cuatro condi-
ciones de existencia: dos para cuando n sea impar y dos para -~
cuando n sea par. La ecuacifn (53) representa eg_ gque como sabe-
mos debe ser mayor que uno. En otras palabras, las ralices de la-
ecuacibn (53) con la condicibfn de que deben ser mayores que uno-
nos dan: '

n{( 1 +p)>2 (55)

[- nC1+20 ) +2) -anp<-4  (56)

gue son 1as—cohdidionés de éxistencia de modos localizados, la -
condicion expreséda'por la ecuacidn (55) se cumple cuando n o ¢p
o ambas son mayores que uno, o lo que es lo mismo, cuando la ma-
sa "M" de la impureza es menor que la masa de los demds &Stomos ~—
de los cristales, cuando Y' es mayor que Y,o bien cuando ambas -
cosas estan presentes. El caso que estudiamos ahora, es cuando -
ambas cosas M <m y Y'>Y se presentan. La condicién expresada por
la ecuacibn (56) no se cumple, por lo gue no existen modos loca-
lizados para la raiz de la ecuacibn (53) con el signo negativoj;=-
Por otro lado, cuando n es par no existen modos localizados, asi
que la ecuacibn (54) no da condiciones de existencia de &stos mo
dos localizados. f'ﬁJ 
' ' Analicemos ahora varios casos}'themos”pfiﬁe4*
ro que si n=p=1, ;arcondiciQn de existencia de modos localizééos
ecuacién (55), no se cumple y estarlamos en el caso de un cris--
tal infinit¢o.

o Caso -a). Hagamos n=p=2, la condicién si se cum
ple por lo qﬁeuel vaior de es dado por la raiz de la ecuacibén -
(53) con el signo positivo nos da e€=8.12. De la ecuacifn para-
las frecuenéias, ecuacidn (51), tenemos mg =10.24y/m., Este caso-
tiene p=y'/y =2 como el caso 1, del capitulo anterior, asi que -
debemos esperar que la forma del modo sea modificada de alguna -
manera por la - masa‘"M" de las impurezas. . - .

““Encontremos la forma del modo localizado para
éste caso, como en el capftulo anterior, hasta aquf no hemos en-
contrado el valor de las constantes A y B, para &sto usaremos la
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ecuacibn de la solucifn general:

U(n) = A elen + B e -106n
donde n= —w..... Je m Esta ecuac16n con‘ k' complejo k“p+i€ nos -
queda como: ) D ‘ e
S ‘ -B eng(;l)nﬁr
CLesuny =L ; . s
S A e ™ “

la sustituimos sn la ‘ecuacibn de mov1miento para el étomo 1 ec.
(40), junto con el valor de wz obtenldo por ia’ sust1tuc16n de 1la
raiz de la ecuac16n (53) en la ecauc16n (51) que en general esté
dada por: :

‘2;,‘ ¥y atezalb e b e 1 (58)
e T a ¥ /b S

en la'que'ﬁemos;puést

axfe—%*if;ﬂP '

Si se ‘sustituye-el--valor de 'los par&metros n-y p en esta Gltima-
ecuacibn, obtenemos B/A =-1, o de otro modo, si sustituimos el -

valor de w2 el ecuacidn de movimiento del &tomo 1 con las solu--
ciones (57) obtenemos también B/A =-1, lo cual quiere decir, que
las amplitudes de las ondas entrantes son iguales pero de senti-
do contrario a las ondas que salen de la impureza. Normalicemos-~
la amplitud de las ondas a A=1, de manera que las ecuaciones nos
gquedan como:

IA

. . ns; ( 1)1'\ B Mn
U(n)
ALn

. . (60)
“E =0t S

-1
n.>o1
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con lo que ya podemos graficar la forma de los modos localizados
para este caso, &sto se muestra en la figura 16a.

Caso b) Con el valor para lcs parfmetros n=2
p=3 la condicidn de existencia se cumple, asi, de la misma mane-
ra que en el caso anterior e£=12.12 \% wg =14.18Y/m, con &stos va
lores obtenemos otra vez la relacibn entre A y B como B/A =-1; -
De nuevo la forma de los modos la dan las ecuaciones (60), figu-

ra 16b.
?U(n)

caso na'u R

el caso "b".
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En las tablas la y 2b se muestran los valores
de los desplazamientos de los &tomos de los.cristales para.los -
casos a Y b respectivamente. o : S

U(n)
0.123

-0.015
© 0.0018
1 -0, 00023

W N e

los 4tomos par

0. 068"
‘,-o 00056
0. 000046

de ilos- desplazamientos de-

n_ 1y,
_“&tomos

[hodbflﬁcé;izadofpara el -

- Cambiemos ‘ahora: 1os valores de 105 pa
btene osﬂasi e5—13 15 y m 15 23y/m. La re—
1ac16n entre'A y B-vuelve a ser B/A ——l, asi que se puede grafi-~
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car de la misma manera que en los casos anteriores. En la figu-
ra léc, se muetra la forma de &ste modo localizado, mientras que
en las tablas 3c se muestran los valores de los desplazamientos-
de los &tomos de los cristales.

n U(n} -n U(n}

1 0.076 1 -0.076

2 ~0.0057 2 0.0057
3 0.00043 3 ~0.00043
4 ~0.000033 4 0.000033

: Tablas 3c). Se muestran los valores de los des
plazamientos para los atomos en el caso "c"

Caso d) Aqui el valor de los par8metros es --
n=p=3, con 1o que se obtiene e5=19.10 y wé=21.05f/m, con &sto la
relacién B/A = -1, En la figura 17 hemos graficado los valores -
de w;,w;,wé v mé. Se ve también que todos éstos valores para la-
frecuencia de los modes localizades estan por encima de la banda
acfistica y se encuentran en la regibn de frecuencias prohibidas.
En las tablas 4d se dan los valores de los desplazamientos de --
los &tomos de los cristales alrededor de sus posiciones de equi-
librioc. Se puede observar que practicamente en el tercer &tomo -

la onda se ha amortgiado casi totalmente.

n U(n) -n u{n)

1 0.052 1 . -0.052

2 -0.0027 - So2.00. 0 0.0027
3 0.00014 i3 -0.00014

4 ~0.0000075 10.0000075

. Tablas 4d) Se muestran los valores de los des
plazamlentos para los atomos en el caso’“d"

Debemos hacer notar aqui gque 1la forma de los-
modos localizados para todos los casos tratados en este. capitulo
tienen esencialmente las mismas caracteristicas de los casos tra
tados en el capitulo anterior, difieren sin ehbargo, en que las-
ondas se amortiguan méds réapidamente.
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‘muestran los valores de fre--

cuenciasg p 'lizados .en. 1os casos.. ‘W

obtenemos el valor de u=nm’ y con ésto el valcr para 1a frecuen-
cia dado por w como: L : Fre

De la ecuacién para el cristal infinit mplej btene-
mos: f : e

Y



43

2%_ + _%%_(EE + e_E) para n. impar

W = .

2y _ .Y (B4 om8) -
P~ m,f~? e afﬂ
Siﬁultaneamente para n impgrﬁbbtbhé 08 ;
X° + x(2 T A + 1. = 0 ; (62)

en doﬁdefﬁémasrphgsto X=e€. Esta ecuacidn tiene dos ralfices que -~
con la condicién de que e5>1, nos da las condiciones de existen
cia de los modos localizados. La rafz con el signo positivo de--
lante del radical, nos da m/M > 2, que es condicién de existen--
cia de modos localizados debidos a la impureza de masa "M". La -
ralz con el negativo no da modos porque no se cumpie la condi-~-
cibén de que e€:>1. Debido a que en este analisis no aparece Y',
la interacci®6n relacionada con la interfase, los modos localiza-
dos son Gnicamente por las impurezas, por lo que el signo positi
vo en la ecuacibn (45) nos da la informacifén mds general. Con ob
jeto de hacer comparaciones entre las formas de los modos locali
zados, en los diferentes casos que hemos analizado, encontrare --
mos primero la relacifn existente entre las constantes A y B pa
ra éste caso. Seleccionemos el valor de m/M =2, asi de la ecua--—
cibn (60) tenemos que eg=1, por lo gue en &ste caso no existen -
modos. Recordemos que en el problema de la interfase, el pardme-
tro y'/y =2 si da modo localizado. Demos ahora al parémetro m/M-
ei valor de 3, se cumple la condicién de existencia y e€=2, de -
donde u§=4.51/m. 51 m/M=4 tenemos que ef3 y w§=5.33w/m. Los va
lores obtenidos para la frecuencia de los modos localizados se -
muestran en la figura 18.

Otra vez la forma de los modos estd dada por-
las ecuaciones (57), pero debemos encontrar la relacifn existen-
te entre A y B. Nuevamente sustituimos las soluciones. ecuacio--
nes (57), en la ecuacifn de movimiento para el &tomo. 1, el valor
encontrado para ui,ise obtiene B/A =1, lo cual quiere decir que-
entran a la impureza ondas ilguales a las que salen de ella. ha--
ciendo la normalizacifn A=1 obtenemos las formas de los modos lo
calizados para ambos casos, w?y ug, &stas se muestran en las fi
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guras 19a y 19b. Los desplazamientos de los Stomos alrededor -
de su posicién de equilibrio, son de diferentes amplitudes y -
sus valores se ponen en las tablas 5 y 6 respectivaménte para-
ambos casos. 4

U{n)

S K 19a Se muestra la fdrm dejibs1modos -
localizados para el caso de m?.' ST e

o

i

2

3

4

.

6

8-t 020039
9 -0 J0019

107 0. 00097
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n U(n) -n U{n)

1 -0.33 ; 1 -0.33

2 . ou111 - 0.111
3 0 -=0.037 -0.037
4 0.012 4 .0.012
5. . -0.0041 5 . <0.0041
6 0.0013 6 . 0.0013
7. -0.00045 T -0.00045
8 - 0.00015 .8 0.00015
9 -0.00005 ‘ 9 -0.00005
10 ' 0.000016 P U I .0.000016

:x:0 .Tablas 6) -Se muestran los valores de los des-
plazamlentos de 105 Stomos en el caso en que ©} = 5.33y/m.

i Aqul también podemos osbservar que adem&s de-
que existe simetrfa en la forma de los modos localizados, en el
dtomo nGmero 8 la onda se ha amortiguado casi totalmente en el-
primer caso. En el segundo caso sucede lo mismo, solo que en el
&tomo nfimero 5 la onda se ha amortiguado casi totalmente.

}

U{n)

Fig.19b. Forma de los modos localizados para-

el caso en quew? es la frecuencia de los modos.
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Refiramonos a las figuras 17 v 18.0Observemos-

que el valor de "k" para cada una de las frecuencias War Wpr W,

W de la figura 17, Wy Yy

cién de dispercidn para el cristal infinito, ecuacién (10) o --

Y2 de la figura 18, dado por la rela

bien la ecuacitn (6), es el nGmero de onda vara cada coaso, no-
obstante debemos tener en cuenta que:

1) Los valores de la frecuencia mencionados, -
pertenecen a los diferentes modos localizados, en la interfase-
Yy en la superficie de los cristales con impurezas en las ori--—-
llas. 2) fueron obtenidos haciendo a "k" comnleja. 3) adem8s, -
se obtubo el valor de u como u=ni® donde n=-= ,..,® , nero que -
los modos existen cuando n es imnar solamente.

De lo anterior se obtiene que.la parte real -
de k es uy=nn  siendo n impar. Los valores para £ y pmara k en -
cada uno de los casos se ponen en la tabla siguiente:

g,= 2.1 k,=7 + 8.116i
5b= 2.49 k=7 + 12.097i

g =258 k_=1 + 13.1541
gg= 294 : ,";df“ + 18.9971
'51='q!i“‘?}o_ S kl:n Y1
52= 1.1 k2=n + 2.99i1

Se puede hacér una grafica de la frecuencia w contra el n@mero-
de onda k, como lo muestra la figura 20, en donde se recuerda -
que se ha supuesto que el pardmetro de la red es 1. Ademds, sb6-
lo cuando n es impar existen modos localizados.

RESUMEN.- En este capitulo, hemos tratado de-
complicar de la manera mids sencilla, nuestro problema de inter-
fase, poniendo en las orillas de los cristales una impureza iso
tépica; Se ha encontrado gue pueden existir modbs localizados -
debidos a la interfase modificados de cierta manera por las im-
purezas en los atomos -1 y 1, siendo ellos mismos los dtomos -~
que mds se desplazan desde su posicién de equilibrio y en direc
ciones opuestas.

La forma de los modos localizados debidos s6-
lo a las impurezas, muestran que los &tomos impurezas -1 y 1, -

tienen la misma direccidn en su amplitud, amortiquandose el mo-
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vimiento vibracional de los atomos de los cristales conforme se
alejan de las impurezas y de la interfase.

da para ‘el

' Fxnalmente se’ obtlbleron 1os valores para el-
nﬁmero de onda para los 4 casos tratados en “1a 1nterfase ‘con im
purezas 'y en los dos casos tratados en la suoerf1c1e 'de “los dos
cristales.
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““a) SOBRE EL MODELO.

E 1 modelo propuesto, dos cadenas semi-infini
tas monoatémicas con interfase sin impurezas y con impurezas,-
es un buen modelo para entender los modos vibracionales locali
zados en la interfase. Histb6ricamente las cadenas lineales han
servido para tal fin. Ademds, dicho modelo es un recurso did&c
tico para la ensenanza de la Fisica en la oriila de un cristal

en cualquier curso de Estado S6lido en la literatura.
b) SOBRE EL METODO.

El método de la Matriz de Dispersibn, es un =
método sencillo y comprobado en muchos problemas de diferentes
ramas de la Fisica, por lo que se puede confiar plenamente en-
€1, mis todavia, la Matriz "S" encierra la dinémica del proble
ma; Sin embargo, en nuestro caso podemos decir que si, existen
pocos par&metros, como en el caso de nuestro primer problema,-
la soluci6n es sencilla y analitica. A medida que existen més-
parimetros, la solucién sigue siendo analitica, pero se compli
ca cuando &stos aumentan, por ejemplo en el segundo problema.-
Cuando los parSmetros se aumentan mis todavia, como en el Glti
mo problema tratado en nuestro caso, la complicacifn se hace -
cada vez mayor hasta el caso en gue se hace inmanejable alge--
brafcamente, caso &ste en el que las impurezas sean distintas-
y tengan interacciones tambi&n distintas con las dem8s masas -
de las cadenas. '

Creemos que el método junto con el modelo son
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lo suficientemente buenos y consistentes para obtener resulta-

dos por los cuales se pueda comprender cualitativamente la Fi-
sica del Estado S8lido y ser a su vez un buen m&todo didéctico

c) SOBRE LOS RESULTADOS.

Los resultados obtenidos en los diferentes -
problemas de este trabajo estan de acuerdo con los demds auto-
res, como por ejemplo, con Saxon y Hunter, en los que la fre--
cuencia de los modos localizados se encuentra en la regién de-
la banda prohibida, para lo cual es necesario considera el pla
no complejo, &sto es, en otras palabras, que la interfase es -
un centro dispersor gque rompe la regularidad de los cristales,
en donde las onds de Block que viajan en direcciones opuestas-
antes y después de la interfase, se deben acoplar, este acopla
miento se expresa por medio de la Matriz de Dispersibn y se in
troducen nuevos niveles de energia debido a la interfase, &s--
tos nuevos niveles de energia ocurren en las regiones de ener-
gias prohibidas del cristal perfecto. Por otro lado, las ondas
salientes de la interfase son ondas atenuadas hacia el inte---
rior de los cristales, es decir, que los ftomos que estan en -
la regi6n de la interfase vibran con mayor amplitud que aque--
llos que estan alejados de la interfase o centro dispersor. -

Cuando existen ademis de la interfase, &tomos impurezas, €s--
tas modifican las energias de los modos localizados, haciendo-
que aparezcan nuevos estados de enrgia y diferentes amplitudes
en los ftomos impurezas y en los Stomos cercanos a &stos, loca
lizando al modo vibracional y dependiendo de la masa de las im
purezas, la interaccibn en la interfase y las interaciones con
los demds &tomos de los cristales. Los problemas tienen solu--
ci6n analitica, ho obstante la complejidad en el &lgebra.

Los resultados obtenidos en este trabajo son-
novedosos -en-tanto que el problema de la interfase con y sin -
impurézas en las orillas de los cristales, no ha sido resuelto
hasta la fecha, con el método de la Matriz de Dispersién, re--—
sultados éstos que son lo suficientemente confiables por lo --
comprobado del método empleado; M&s afin, creemos que el proble
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ma asi como los resultados obtenidos, son un tratamiento nrigi

nal en la Fisica de Superficies. De la misma manera, estamos -
convensidos gue el planteamiento de los problemas expuestos y-
el tratamiento que de ellos se di, es diddctico, pues se puede
emplear como método para la ensefianza de la Fisica de Superfi-
cies, en forma cualitativa. ' ’
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