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ii
INTRODUCCION

1a relacidn entre simetrfas y cantidader conservadas juega
un papel muy importante en la f{sica tedrica moderna. El teo-
rema fundamental que establece esta conexidn fue formulado por
E, Noether en 19’7, Este teorema establece la posibilidad de
construir en for - simple una cantided conservada asociada con
cada transformacidn de simesria del lagrengiano que describe
al sistema dindmico en consideracién.l"2

En general se puede decir que existen diversas definiciones
de simetrfas, algunas aplicables 2 sistemas de ecuaciones di-

3

ferenciales j otras definidas sdédlo para sistemas lagrangianos.
las definiciones precisas de ellas aparecen en los capitulos de
este trabajo, y por el momento nos permitiremos referirnos a
ellas sin preocuparnos por el rigor.

Recientemente se han definido simetrfas mds generales que
las consideradas en el teorema de Noether (y aue las incluyen)
éue tienen la venteja de poder asociar varias cantidades con-
servadas a una transformacidén de simetria. Estas transformaciones
las llamaremos de s—equivalencia para distinguirlas de la noe-
therianas.??? o -

En el presente trabajo vémoa a mostrar queklas simetrias
deAlas'ecuaciones de movimiento son completamente eguivalentes
a las éimetrias de s-equivalencia, y a partir de esto vamos a
demostrar algunos teoremas mediante los cuales se pueden hallar
constantes de movimiento a partir de las simetries.

El contenido general de este trabajo es el siguiente:

En el capf{tulo I se hace una revisién relacionada con 1asr;
simetrias en la tedria lagrangiana, como son: el tedrémé dé‘
Noether, la formulacidn de primer ordens’7 (de la gue haremos’

uso en el resto del trabajo), la teorfa de s—equivalenciaa’g,




iii
el teorema de las trazas y las simetrfas de s—equivalencia.A’5

En el capitulo II se definen, para un sistema descrito en
la formulacidn de primer orden, las simetrias de las ecuaciones
de movimiento y se deduce el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales que satisfacen3.

En el capitulo III se demuestra la equivalencia de las si-
metriés de s-equivalencia y las simetrias de las ecuaciones de
movimiento, y como una consecuencia de esto, se encuentra un
corolario y dos teoremas qQue permiten asociar constantes de
movimiento & las simetrias de las ecuaciones de movimiento.!
Pinalmente se hace un estudio preliminar para intentar hacer
una clasificacién de las simetrias,

En el capfitulo IV se presentan dos ejemplos que ilustran
el contenido del capitulo III. El primer ejemplo trata de la
particula libre en una dimensidn y el segundo ejemplo corres—
ponde a un gistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden que no poseen lagrangiano, pero que al ser transformades
en un sistema de primer orden mediante un cembio de variables
es posible hallar un lagrangiano para ellas,

Finalmente, en el capitulo V presentamos a modo de conclu—
$idn los resultados principales de este travajo y dlscutlmos

brevemente algunos puntos que quedan por aclararse.




I.- SIMETRIAS EN LA TEORIA IAGRANGIANA.,

1) Principios variacionales y el teorema de Noether.

a) Ia variacidén de la accidén,

En mecdnica cldsica la descripcidn del movimiento se puede
hacer mediante un conjunto de coordenadas independientes'sqig
llamadas coordenadas generalizadas. ILa solucidén al problema
del movimiento consiste en hallar a éstas como funciones de

un pardmetro llamado tiempo., Asi:
¢
= Q%]

Al nimero de coordenadas ?'requeridas para describir el movi-

(1;1)

-
c=l..

miento ‘de un sistema se le llama nimero de grados de libertad
del sistema mecdnico.

En la formulacidn lagrangiana se pretende caracterlzar a los
sistemas mecénicos mediante una funcidn :

L= L5

L

1lamada funcién lagrangiana.

Ias ecuaciones diferenciales, cuyas soluc: s as fun-

(+) ? Y~¥ representan al con;unt°5? $4
se escribird [_ Z_(% 4 t) e




I.- SIMETRIAS EN LA TEORIA LAGRANGIANA.
1) Principiqsfvériaciongles y el teorema déyﬂoethe:}

a) 1a vériaéién de la accidn. o
En mecénica cldsica la descripcién del movimiento se puede
hacer mediante un conjunto de coordenadas independientes ﬁqjk
llamadas coordenadas generalizadas, La solucidn al problema 
del movimiento consiste en hallar a éstas como funciones;dé
un parémetro llamzdo tiempo. Asi: R e
L feERE L, . aw
Al ndmero de coordenadas ?Jrequeridas para describif el movi-
miento de un sistema se le llama nimero de grados de libertad
del sistema mecdnico. 7

En la formulacidn lagrangiana ge pretende caracterizar a los

sistemas mecdnicos mediante una funcidn

L=L(8F0).
| (+) .

llamada‘funciéh.1agrangiéna. .
las ecuaciones diferenciales,ﬁcuyésfgﬁluri

(+) ? ¥ ? representan al connuntof?:;}”:ifj,
se escribird = Z_(; 4 1) SEPA I




ciones (1.1), las vamos a encontrar a partir de la funcional

de accién 5 definida po::"1 »10-13 i
z

S= (*?z‘)xz‘

| 4 f
que depende ae la forma funcional de las coordenadas 7(1‘) como

funciones del tiempo. Es. dec:l.r, depende de la. 'brayectorla es-
pec:{fica que siga el sistema en el espacio de las ,7‘ (espacio
de configuracidn).

Consideremos una transformacidn infinitesimal de las coor-

denadas y el tiempo. Ias velocidades se veré.nv afectadas como

congecuencia de la transformacién. De este modo tendremos(+)
2(F) = 2(t) + §3°(r) SR
Z(F) = §%0)+ § () o aw

7 =TSt

. ,

donde las é?‘ y §¢ v §7 son funciones infinitesimales de
primer orden. En téxrminos de esta transformacidn se define a °

la variacidn funcional de la accién. S -como:
z, - &

§'S'f=: /(ﬁ 7 f)a/z - Z(f,; 1) At ,(’1"-"5)-,_ 1

(+) Es importante notar que en este caso 7 (£)=dT/)7



Donde sdélo se han conservado términos de primer orden.(+) De

(1 4) se tiene gue-

§5 =

LT :
Definamos los camblos,"locales"é ? y’éf?ide 1 enadas

y .velocidades como
S, =g ‘(t) i Zt)
Gi=Fw-fo |

donde es claro que;

(+) En lo sucesivo se desprec

mayores gque el primero. .



. s =& s

en. '(lv.'l) : %énerbbéﬁ




y finalmente tenemos para la variacidn funcional de ASV quer

1, f)
é'S/ :[7: ”;'7/52‘] L (é;‘f"—;’r"éz‘) A7 (1:11)
L o 4, dz S o
donde :

eiﬁémiitén v

Z, _ .;/ _91 5

a/f 28 9%

es la funci

se conoce cdn‘el nombre de derivada lagrangiana,'qﬁé,
deslgnaremos poz‘[? L s donde f:; representa al ope"

ferencial fMﬁ

et 2

b) Principios variacionales y las ecuaciones de Eulef;Lagfange.

Las ecuacionegs diferenciales que satisfacen las coordenadas
generalizadas f(%) se pueden ahora obitener a partir de un prln—
cipio variacional, Dos de los més usados . son, el principio de
Hamilton y el principio de Weiss. ' SRR

1,10-13

En <1 principio de Hamilion se con51dera el caso es—

pecial de transformac1on de coordenadas en el que



Haciendo

El principio de Hamilton estghlecé Jue. la trayectoria

real que sigue el sistema en el

de conflguracidn es

aquella para la que

$S=0o
Z', ‘
para toda eleccidn de &, ‘72 Y para 3? arbitrarios; sujetos

8é6lo 2 la condicidn (1.16). Pe (1.17) y porkél lema fundamen-

12,14,15

tal del cdlculo de variaciones se tiene:

4

/. =0 (1;18)

Estas son las ecuaciones diferenciales ordinariaé.y enrgénéféi
de segundo orden que al ser integradas proporcionan las ecua;
ciones (1.l) y son conocidas con el nombre de ecuaciones da
Euler—Lagrange o ecuaciones de movimiento,

Por otro lado, el principio de Welsslo congidera la variacidn
general de coordenadas (1.4) y establece gque la trayectdrié;real
que sgigue el sistema en el espacio de configuracidn es zquella
en la cual la variacidn funcional de 2; dada por (1l.11) es sdlo
funcidn de los puntos extremos Z, v.Z, . 1o cual de nuevo':'

conduce a que se debe de tener Ly =0 .



¢) Transformaciones de norma.
Dado un sistema de ecuaciones de movimiento como el (1.18),
el lagrangiano que da origen a ellas no es lin.ic sil

granglanos L(’? gt ) y [_(%1,‘(‘) son ta.les qu’

donde (%t es una funcién arvitraria de £'y 7 218

Este tipo de transformacidn del 1agrang1ano se conoce con
el nombre de transformacidn de norma (gauge) (o) transformacién
de dlvergenc1a1. El que Z y conduzcan & (1.19) se funda

en el hecho de gue:

Ef(mf)~o <= i a

para una- demostraclon detallada ver refer"k

d) Trahsfoﬁna'cib'nes ‘de simetria. de N‘oé;ﬁhe'

00n91deremos' 1a transformaoldn de ‘coor

= m f)’

(+) Llam=das trahsii‘_oma';lc:‘__o‘nes <i¢,pupj;uaylgt3__";' £

I



tal que

Clcf-g—gg- # D ;7 _4/_75;5-0

de modo que la transformacidn sea 1nvert1b1e.

Puesto que las #° describen al mismo

las ?J podemos pedir que:

E(Ec‘)

L(ELE) JT = Z(f

y las ecuaciones de Euler—Lagrange de amb

relacionadas por

De todos los tipos de tranaformaclones (l 22) nos intere—
san aquellos que tienen la propiedad de hacer que las nuevas
ecuaciones de Euler-Ilagrange en t&rminos de 7 , 2 ¥y Z ten—
gan la hisma forma funcional que las antiguas. Estas transfor-

macioneés reciben el nombre de transformaciones de simetria de

)

norma o de simetria de Noether

(+) Como mds adelante veremos &stas son un caso especial de

las transformaciones de simetrfa de s-equivalenciea.



Si las ecuaciones de movimiento en las nuevas variables
han de tener la misma forma funcional que las antiguas, enton-
ces el nuevo lagrangiano é definido por la ecuacidn (1.25)

debe de estar relacionado con el'antiguo de forma que(+):

ey i) Z(vf? ) by ,2(7? 7) (127)

Si en lugar de la transformacidn de coordenadas (1. 22)fcoﬁéiv

deramos una transformaclén infinitesimal tendremos-fa“

-f(f) PO+ § R g5
=7+ Sz‘[f)

(++)

donde la ransformacién de las velocidades

(+) De’ aqui el%nombre ﬁe 31metr{a de norm
(++) Aqul : ;L?)—. df '
‘ HE




De (1.25) y la segunda de las (1.28) se tiene:

7:('?:,1?) L) = [1 (szf)]"' :

—

Desarrollando L en serie de Taylo'

Haciendo ),‘(1 12) y (l 13) se obt

(é#)-f DL St' 79( i1

Bste es el camblo funcional del lagranglano Z_ y producldo o

por la transformac16n de coordenadas (1.28), ;
Si la transformaclén de coordenadas es de simetria de Noether,
entonces se debe cumpllr también la ecuacidn (1.27) para el

camblo func10na1 de l.. De este modo debemos tener

AAED
At

(1a31)

SL /.(4‘11: L(f, L £) = -

e e e ot i e
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Uniendo este resultado con (1.30) tenemos finalmente, que si

la transformacién es de simetrfa de Noether (de norma) se tie-

ne

i_az.g ; ?t- s 2 st 77’(&‘) o
=Sl S 4+ (7+ s

e) El teorema de Noether.

8i 1a transformaclén (1. 28) e

nemos de la ecuacidn (l 27) qu

L(i ;, o(t —[LG iF

sustituyénédgii “gyffé‘)

integrando

haciendo uso de-(i;il , agi@paﬁdqfiﬁiﬁipbs;

(+)‘i%7/ ‘l4yr al despreciar términos de drden mayor al

prlmero.



jﬁ- ﬁé%i’—?/sz.u —Za( sw‘-i%gr) dt =0

Esta igualdad‘es;#éiidi“

tener que ei7iﬁ£é rando:

de modo que ;Z’ es una constante de movimiento.
Podemos entonces enunciar el teorema de Noether 7' ue:
A toda transformacidn infinitesimal del tipo (1. 28) que’ﬁ

sea de simetria de norma (que cumpla con la ecuaclonk(;:32))

podemos asociarle una constante;deimovimiento dada por (1.34).. -

2) Tagrangiencs | "emme'ntés v eir‘téoremadé ;a's:fcrei,éés -

12
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ecuaciones sean iguales, de modo que ambos lagrangianos carac-
terizan al mismo sistema mecdnico. De estos dos lagrangianos
diremos que son s-equivalentes, ya que las soluciones de sus
ecuaciones de Euler—Lagrénge son las mismas.

Como ejemplo de dos lagrangianos s-equivalentes tomemos el
problema de la partfcule libre en una dimensién.’ El lagrangiano
usual (con m=1) es

z

i

Tz f

dondefig%i

tivaﬁenté.




sea

14
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(+)

serd posible despejar las aceleraciones ?5 rara obtener las

diremos que el lagrangiano ZL es no singular ¥y entonces

ecuaciones de movimiento en la forma
?? ( s -s ' :

Dado ‘dos. lagrangianos l. y :
estéisubordinado a yA

br:(;i38)

ingulares, diremos

que Z

 (1.39)

+9

E1l teorema de. s-equlvalencia aflrma entonces 1o 51guiente :

si L esté ‘subordinado a L entonces zﬁ esté subordinado

a / de modo que : ambos lagranglanos son s—equlvalentes, Y

entonces-~'

(1 .‘40)

donde
y las trazas de 1a enc: 6 or fahtés,
de mov1mlento"if'

(1.41)

(+) También se dird que es reguléf‘ééno~aegenérado. T




Para una demostracidn del teorema, consultar las ref. 8,9
Més adelante cuando veamos la formulacién de primer orden,
daremos una demogtracidén de (1.41) para lagrangianos de primexr
orden, Hay que sefialar que las trazas de las distintas poten-
cias de Jﬁ. no necesariamente son independientes unas de otras,
y de hecho para una matriz de nxn como A hay un mdximo de n
t razas independientes debido al teorema ds Cayley—Hamiltonl7.
Por otra parte también puede suceder que las n primeras trazasg
no sean funcionalmente independientes ¢ que sdlo sean constan-
tes numéricas.
Si escribimos las ecuaciones de Buler-Lagrange de dos lak

.irangianos s—equlvalentes L Yy [; en la forma (1*35) tendremoa

“usando (1. 40) quae:

16

g los unlcos termlnos .



A Wt UtS : 767(1;42)

ts
donde U es la matriz inversa de W qu
ya que por hipotes:.s detW-?fO As:L ‘

Wr_t UTS— 5

b) Transformaciones de B"equivalencla."'"“

pados dos lagrangianos/(% ?, y [(? 5,1) no :s’ ngula.

siempre serd posible tener:

)

donde I(Hf)es una funcidn eleglda de modo qu.e 1a 1gua.1dad se

J(1ie)= /9[_(¥,4f)+/(¥

lleve a cabo., Si los lagranglanos [ y [_ son s-equa.valentes,,

se tendrd quer

donde

y diremos que / es un "lagrangianito"® '9'.

17
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De la ecuacidén (1.45) vemos que // est{ subordinado a /.

j

esto es

L

posible que

Si

entonces 44 seré un: lagrangiano s-equlvalente,a

De lo anterior tenemos entonces que: Si 4{ v
equivalentes, entonces Af y definido por (1. 44),
dinado a ellos (es un lagrangianito) y diremoe qu

formacidn (1. 44) es de e-equ1valenc1a.

dando origen cién de nox 1.1.c.).

1o que implica que

ticas
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3) Pormulacidn de primer orden.

Lagrangianos de primgr'Qpaen

‘ordinaria

al (1.49) dado por

que podemos escribi

Ly P ( ,LL) . (1.52)
LY e
Nos interesaria ahora considerar lagrangienos tales que sus
ecuaciones de Euler-Lagrange conduzcan a sistemas de-ecuaciones

diferenciales de primer orden similares al (1.52).

Un ejemplo'lo-prop0rciona el lagrangiano dado por:i j}*

7(#,i/ 155 z‘)‘—f— T ?f - 7/(7‘1/ 7‘}/5)’ (1.53)

¢
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3) Pormulacidén de primer orden.

a) Iagrangianos de primer orden,

Consideremos las ecuaciones diferen L: ' ias de segun—

do orden de 1a forma:

‘e

= FY

i
.

Nos interesaria alora considerar lagrangianos tales que sus

ecuaciones de Euler-lagrange conduzcan a sistemas de ecuaciones:

diferenciales de primer orden similares al (1.52).7

Un ejemplo lo proporciona el lagrangiano dadorpqrﬁ;;

ZEERD=TI-HEt )  amm

’



(+) Eg importante hacer notar que a d:n.ferenc:.a. de la tra.nsforma—-
cidn de coordenadas (1.50) donde los Z“*'son las. veloc1dades7
aqui las P no necesariamente son velocidades.

20




O gea

_ L _;f;z L Fh, 9L PL

esto es, debe ser. 1inea1 en las veloc dg
Sust:.tuyendo (1 59) en’ (1 56),
yderlvada lagrang:.ana que-

(24 24)

o0 pe&a;

donde '

Zoz b _ e (1.63)

21



Pera que el sistema de ecuaciones

sea equivalent

es necesarlo pedir:que.

b) Problema 1nverso del célculo de var1ac1ones en prlmer orden.

EL- sistema de ecuaciones (1.68) es un sistenma de ecuaciones
diferenciales parciales para los ,/i()f,ﬁ-) yj,’(ﬂ,f). El problema de
determinar las condiciones bajo las cuales (1.68) tiene solucio-—
nes,y sus soluciones mismas, recibe el nombre de problema inver-
so del cdlculo de variaciones en prlmer orden( +)

6,18

mostrar que (1.68) siempre tiene soluc1on yla cual proporclo-

. Se puéde de-

(+)El problema inverso en la formulacidn de segundo orden es més
complicado ya que el lagrangiano puede no existir (ver ref. 6,7)s5,
de ahi el que utilicemos una formulEeidn de primer orden,

22
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na todos los lagrangianos s—equivalentes de primer orden (1,59)

que dan origen a las ecuaciones de movimiento (1.52).

Hojman y Urrutia 6 mostraron una forma explicita de construir

la solucidn general de (1.68) en términos de las 2n constantes :
de movimiento funcionalmente independientes que posee- el sistema

de ecuaciones

Con el-oﬁjéto [s§

bir como

¥ sus ecuaciones




donde

(1.74)

24



mente independi entes

Dohde lés i

A(C é f) Z(z

)

25



y de (1.,72) tenemos

donde

st4 dada por -

26
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Yy en vista de (1.26) se tiene

7 CZ’? ,« f’ E,, ( C,’“) , ~(‘A1.v‘91)

Vamos a ver ahora. las condiciones que debe cumplir el la— :
grangiano (1.84) para dar origen a las ecuaciones (1.71) En
primer lugar es posible hacer una tra.nsfomacidn de norma (ec.
(1. 20)) en el 1agra.ngiano (1 84); as{

para obtener

donde se: ha k

Por otro . lado ue si se cu.mplen las cuaca.onesr :

de movimi ento:

quivale a pedlr que

(193
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ge tenga

Haciendq

cumpla (1.71) oy 10 que,eskequlvalente~u

[} ¥

C’=O




29

ns
esto claramente impone la restriccién'sobre los/é:(co » de

que sean tales que:

existen infinitos lagrangianos dados en términos de laé:cbns4“
tantes de movimiento poxr (1.96) con 1la restriccidn sobre los’
A(& de que cumplan con (1.98). Debido a esta venta;a en la
formulacidn de primer orden sobre la de segundo orden.- en

la cual dado un sistema de ecuaciones el lagrangiano puede
“ger dnico o inclyso no ex1st1r 6,7 L en lo que resta de este
trabajo sélo vamos a trabagar con 31stemas mecénicos descritos
por ecuaciones diferen01ales de prlmer orden de la forma (1.71)

5,6

c) Teorema de las trazas en primer orden.,

Consideremos dos 1agrang;anos Z..y L de prlmer orden dados

por:
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Si estos lagrangianos son s-equivalentes, sus derivadas lagran-

gianas estardn relacionadas por (ver ec. (1.40)):

Igualando por separado a los ﬁnico”

las velocidades ,2' tenemos:

o en novf,é.g:x.:&n matricial

Haciendo un

constante

que:

(+) Ver ecuaciomes (1.73) y (1.74) § (1;61), (1.62) y (1;63)



Usando noﬁééigﬁ' at

que al'sﬁéti:

elevando a'léwﬁb%

¥ final@eﬁt”




que es sdlo funcidn de constantes de movimiento, de este modo:

que coin¢idé °§ﬁ“(i 41 ,[

a) Teorema ‘inverso de Noether. : ,

Dada una constante de movimiento de un sistemsa descrito
por un lagrangiano de primer orden, nos interesarfa conocer
(en caso de que exista) la transformacidn de gimetria de Noe-
ther (de norma) dada por las funciones 51’“3— §T .

las transformaciones de simetria de norma, sabemos que ge-~

neran constantes de movimiento dadas por (l.34) y que tiene por

ecuacidn de movimiento a (1.33), asf, en la notacidn de primer

orden tenemos

(++)

solucidn para

(+) Es de hacer notar que dado que agqui en- pr:une
es una matriz-de 2nx2n el nimero méximo de trazas fu.nc:.ona.l—
mente independientes es:-de 2n.’

(++) En las referenciasc 2 y 5 se demaestra esto para el caso

particular en gue 3t=0O

32
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donde 8T es una funcidn arbitraria, 7‘“ es la inversa de
/Z,_L, que suponemos que existe (ver ac,' (1, 66)) yf?x‘t)esté
definido por (1l.71).

De este modo vemos que toda constante de movimientc tiene

asociada una trasformacidn de s:xmetria. de norma da.da por (1.109)
con SZ‘ arbit rario. e

34) Simetrias de s-equiva,lehcié‘v y \éoﬁs_tantééfée'finqyim@

En la seccidn 1.4 ‘de este capftulo vimos" que par
(+) :

transformacidén. infinitesimal de coordenadas

(+) En este caso estamos trabajando en- la fomulacion de pn- C
mer orden. : S

Y~



El concepto de s~equivalencia introducido en la seccidn 2
de este capfitulo nos permite extender el concepto de transfor-
macidn de simetria en la teoria legrangiana, y congiderar trans-
formaciones infinitesimales de la forma (1.110), bajo las cua-
les pidamos, no invariancia de las ecuaciones de EBuler-lLagrange
(que se obtienen de L ): mas sf invariancia en el conjunto de
soluciones obtenidas de éstas 4'5,‘Para que esto suceda, (1.110) |
debe de transformar al lagrangiano /L. de modo que_/XL dado

por (1.111) sea un 1agrangianitog ¥ por (1.45) tendremos:

e

= u,| =0 (2113
Ls=°///célL=o VT

0 lo qﬁé eé€équ;va1gnt5j e

donde . .

son 1as cion ,,,movimiento Y diremos que la transfor—

macién de coordenadas (1 110) ‘es de simetria de s—equivalencla.'
Si la. transformacldn de coordenadas (1. 110) es de 51metria

de Noether se cumplird 1la ecuacidn (1.112), y debldo a (1 21)

o (1.J48): ‘ :

e

sin necesidad de que sé_
(1.115) . .

De este modo, podemos considerar a las simetrfas de Roether



como un caso particular de las simetr{as de s-equivalencia:
aquél en el cual el lagrangia.n;i.to/‘- resulta ser una derivada
total de una funcidn de las coordenadas y el tiempo.

Debido al teorema de las trazas (ec. (1.108)), a la irans-
formacién de simetrfa de s-equivalencia podemos asociarle las

constantes de movimiento dadas por:

donde (ver ec

numéricas .‘

Ademds de las” (1.‘117) s:;“
(+)'”‘

movimiento dada por

donde -

+4+} Para una demostracidn comploeta
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y’/ZCZ:Q) satisface a la ecuacidn diferencial:

oA % 22 : 1.
_—T_ ¥ + "““‘/'/‘(-/ ’-f"‘ D ( 20)
As{, hemos v1sto que- dada una transformacién de. coordenadas
(1.110) que sea de simetrfa de s-equivalenc:La - o _ses, que/“-
dado por (1,111) cumpla con (1, 114) - podemos asoclarle las
constantes de mov1miento dadas por (1, 117) y (1. 119)‘ 2
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II.- SIMETRIAS DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIERTO.

Consi de ecuaciones de movimies

Nos interesa conocer: cuélee son las condiciones de. 1nvarianc1a

de las ecuaciones (2. 1) bajo esta transformacidn, esto. es, qué

cond101ones deben cumplir los%jd para que las nue’

nadas ;Z tamhién sean soluciones de. las ecuaclones (2 1),kesto

eg:

37




simetria de las ecuaciones de movimiento 3 .

De (2.4) tenemos

de sa.r:c":o 1land _

donde s§lo se han conservado términos de primer orden. Flnal—

mente, sustituyendo las ecuaciones (2.1) =se obtiene- k

R I

Que son las ecuaciones Que proporcionan- todas lasg transfoma-

3

ciones de simetrfa de las ecuaciones "de movimiento (2. 1)
Es importante hacer dos observaciones en’ torno a las 2n + 1
ecua.cidnes (2.6). 12 primera es que la componente jo de la'

transformacién ‘de coordenadas es comple'bamente arbi't;raria, ya

que tomando 0(7 o en (2 6) tenemos

38



cpl_g°
éga’%g - 2 f;?'¢[r2j7~fl5: 

que es una idehtid&d. Como vemos, esto tienensﬁ'origen en que
en las 2n + 1 ecuaclones de movimiento (2.X%) también tenemos
una identidad (f 1) La segunda observacidn, es que la %irans-
formacidn;de cpordenadas dada por

eaGE en

con ,Z iluna funcién arbitraria, es una simetria de las ecua—

1c1es de movmmiento. En efecto, sustituyendo (2:7) en (2 6)

tonemos

2L

tanbién serd

39




Asi, vemos que es trivial construir una solucidn de (2.6) cuya

componente cero se anule,
De (2.8) y (2.6) vemos que:

z/f f” f

q/(v

aee

40




YIY.- SIMETRIAS DE S—~EQUIVALENRCIA Y SIMETRIAS
DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO.

1) Bquivalencia entre las simeirfas de e—equivalenéi yﬂlasﬁf’

simetr{as de las ecuaciones de movimiento, =

Consideremos la transformacidn de coord

1730

Usando (3;2)‘teﬁém§§ e

41



se tiene

42
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Ia derivada lagrangiana de/bt estd dada (usando la ec,'

(3s5)) por:

donde .




donde se ha hecho uso de la antisimetrfa de TZKP s sustitu-
yendo en (3.10) tenemos para l, derivada lagrangiana di/4¢

=T 147, 3‘4-7” j/:)/z/’ (3.24)

Si evaluamos esta derivada cuando se cumplen las ecuaciones

de movimiento (3.6) tenemos

P YIS T da) ¥
._..(7%?/) 3 47?1{/’9 7 //s%"_

Haciendo uso de (3.9) vemos que el primer y cuarto términos

sBe anulan 1dentlcamente, por lo que tenemos:

| / % ,—éu; 7“(” (J;C %t{

.81 1la trénsformacidn de coordenadas7(3l‘)

| ;{ )  1 : \'(3. 15

de s—equivalencia,entonces por la dc”aci

77;(: :

¥y el vector,;

44



dque coincide con la ecuacién (2 6) donde /Z ‘7 es una fun-

cidn arbitraria de )Zw sy Y por ‘1o tanto la transformacién de
coordenadas (3.,1) resulta ser una simetr{a de las ecuaciones
de movimiento (3.6). o ; , »

Si por el contrario, suponemos que (3 1) es una simetr{a de
las ecuaciones de movimiento (3.6) se tendrd que las ;“ 88~
tisfacen a la- ecuacidn (3.1 :
(3.9) tenemos: ) g

'“'sustituyendo en (3.15) y usando

aue (3. 1) es una simetr{a de s—equivalenc
Con esto hemos probado que: . . .

transformacién de coordenadas Lot
.
Z' =z *17 (/Z#)i e

es una transformacidén de smmetria de s-equlvalencia 8i y 3610
si es una transformacidn de simetria,de‘lgs,ecuac;ones de mo-

vimiento.

45



2) Corolario.

Cunsideremos ia'transf0rm3c16n”defcébf&enadaa/generada por =

donde V=

ecuacion

Que es la condicidén que debemos de pedirle a las ecuabiones
de movimiento para que 94 dado por (3.18) sea una simetrfa
de las ecuaciones de movimiento. Si esto sucede, por lo demos-
trado en la seccidn anterior, (3.18) serd también una simetria

de s-equivalencia, y por (3.3):

_ 2L
: 9/2"

. De este modo tenemos quew"

es un lagrangianito. Y usardo el teoremé de lés trazas (ec,'
(1.208)) podemos encontrar, en principio, constantes de movi-
miento del sistema mecdnico.

sustituimos en las

- (a9)
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3) simetrfas y constantes de movimiento.

Vamos a mostrar dos formas de construir constantes de mo-
vimiento mediante el uso de transformaciones de simetria de
las ecuaciones de movimiento.

i) si j:’_ y gq; son dos simetrfas de las ecua.c(n‘._orieysé;!de

movimiento,entonces la cantidad

como se puede ver por suéfitﬁdi&h dir

Tomemos la derivada'totél;regbﬁét al-ti




Debido 2 (3.9) los.

términos se tiene:

PR

hacieﬁdo7u§f

Por.le.Ang. }ﬂ;”es una cor

Es importante notar que :ede resultar ser;

tante numérica, asi por ejemplo, si

48
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puésto que C’ es una constante de movimiento

A

de modo que

con lo que queda demostrado que L\ “es constante de mov:imien- -
to. Por supuesto. que A no es necesamamente funcionalmente .
independiente de C s o incluso puede resultar ser unsa cons-

tante numérica.’

4) Condicién una simetr{a de las ecuaciones de movi-




Y su derivada lagrangiana por:

/«”‘:7‘?1 i (3.29)

donde -

(3 .!30)

2 , ¥ (3 14)). utili“
’ )){se tiene

(ecs. (3 10 X
Jacobi (eci*”

Definiendo'a%‘ L
(3 o<31)

se obtiener 8

51
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¥y las ecuaciones (3.29) sBe escriben entonces como

(3.33)

""(3.‘34)

sin necesidgd‘de:due?éQQCuhpian?léé ééﬁ§ci6ﬂésTdé movimiéntd‘
(ver ec.’(i.ﬂlG)); Eé%b'eéb la condicidn (3.34) se debe de dar

para cualesquiera valores de las ;ZP ’ lo cual implica que:

cuando (3, 26) es una slmetria de Noather.l )

De la definicidn de las éix (ec. (3 31)) vemos que la con-
dicidn (3.35) depende del lagrangiano en. cuestidn, ya que de-
pende de ﬂgﬂ & As{, el hecho de~que¢(3,35)zse satisfaga para
un lagrangiano (que £3.26) sBea de Noether para ese lagrangiano)
no implica que se satisfaga parakoﬁrb’lagrangiano s-equivalente
al primero. Lo Ynico que se puede asegurar es que la transfor— .
macidn- (3,26) seguird siendo de siﬁétria de s-equivalencia, que
como y& hemos visto involucra a’ ias simetrias de Noether‘como
un caso particular., En el 51guiente capltulo se mostraré esta

situacidén.’

. Wiwﬂ,*’:"7* e
Por el lema inverso.de. P01ncaré 2;4&§;(3J35)4$enemqs[que Tg;,1i

debe de existir una fun016n

7 = 727/2) P (3.36)



L
23

tal que

j = QF« : L » (3'37)
LMY«




54

IV,- EJEMPIOS.

Por comodidad en la notacldn a 1o largo de todo este»capitulox

usaremos subindices en: ugar da superindices, asf

la ecuacidn (3.31).
1) Ejemplo 1.

Vamos a mostrar para,el“problema dc la particula libre en
una dimensidén cémo una simetria de sus ecuaciones de movimien—
to en primgr orden, resulta ser de Noether para un 1agranglqnqr
del problema y de s-equivalencia para otro lagrangiano 's-equi-
valente al primero. También vamos & hallar constantes de‘mdvi—

miento mediante el¥uso del corolario de 1la seccidn III.2 .

i<

De la segunda ley de Newton tenemos que para la particula

libre en una dimensidén, su ecuacidén de movimiento es:

o
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Mediante la transformacidn de coordenadas:

orden

La soluci

las simetrfas de las ecuaciones

proporcidnadas:pbr.e1 éiétéﬁg:d‘

cliales



como se puede ver & partir de (4.3) ¥ (2.6).

Una solucién del gigtema: (4.6) es:

56




Ambos sistemas ‘de ecuaclones de I'mler-I,agrange tienen por. 80=

lucidn general a (4. 4), de modo Que los 1agra.ngia.nos Z Yy A
son s-equivalentes y describen a la particula libre, o
El cambio funcional de zi (ec. {1.111)) debido a la si-

metr:f.a de las ecuacioness de movimiento (4.7) es:
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de modo que la simetris (4.7) resulta ser de Noether para este
lagrangiano, La constante de movimiento asociada la podemos
hallar fAcilmente usando (1/34) obteniendo: :

I (“ )= 7" (r-+1)

que es cléramente el produc't;o /q B (ec ‘(4 5)?)
E cambio funcional’ de 7 aevido

de las coordena.das y el tlempo;. De~ este modo, (4 7) no es una’

simetr{a de Noether para Z -, De (4,16) 'tenemos‘qukt_e
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Si se cumplen las ecuaciones de movimiento (4.2). o igualmente
lag ecuaciones (4.13) vemos que

: A, =D
de modo que/—‘: es un lagrangianito y por ello (4.7) resulta
ser de simetr{a de s—equivalencia para el lagrangiano £ -'°
Ia matriz _(2 (ec., (1.118)) donde

o, en térmv."i;i::l
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por lo que claramente son constantes de movimiento.

De las ecuaciones de mdvimiento (4,3) , donde

cular dlrectamente obteniéndose-

}”F-w M
=zl ?"ﬂ (%

b =2 (1e) P (r - )

60



y las matrices n)é Y _();! que relacionan a (4.26) y (4.27)

respecivamente con {(4.13) gon:

Las traza

Yy es de‘pot

2) Ejemplo 2.

Usando las ecuaciones (3.21) {'(3.25)‘y dos simetrfias de
las ecuaciones de movimiento vemos a hallar algunas constaﬁtes
de movimiento del sistema de ecuaciones diferenciales défse;_

gundo orden:

61



Se puede mostrar 6 que no existe un lagrangiano que de ori-
gen a.estas ecuaciones de segundo orden, Sin embargo, haciendo
un cambio de variables para obtener un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer oxrden equivalente al (4.32) el lagran-
glano existe 647 como ya hemos visto en la seccidn I.3.bd

Efectuando la transformacidn

2 =2

se obtiene

orden

- Las simetriASfdéfé
y/0 (3.22)) por el siste
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Dos soluciones posibles a (4.35) son

como se*ﬁuad comprobar por‘sustltuclén direct
(4.37) en (4’35)’y haclendo uso de (4 34). -
Un 1agrang1ano p051b1e para el szstema (4“

/= 44%)2 +zy 7/, 4 (2? ~zz% ) o

(+) En la ref.. .6 .se.muestra. de forma exp1101ta la construccidn
de (4.'38).a partir de (4.34) y de las constantes de movimiento
del problema. .




Yy sus ecuaciones de Euler-Lagrange som

resulta ser:.:
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" por lo que z es una cohét;a.nﬁg_y"‘crl"““;




De la primera de las ecuaciones (4,39) vemos que
CEHAZ G

es una constante,&e‘mOVimienfbfﬁUfiiiZéhdo 1aj§cuaci6h‘(3}25)?

‘S *B#?ﬁitﬁimdéf(4248)

que tambiéﬁ
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V.- CORCLUSION.

En este trabajo hemos estudiado la relacidn existente entre
las simetrfas de los lagransianos y aquellas de sus ecuaciones
de movimiento, para el caso de ecuaciones diferenciales de
primer orden, Tambidln vimos diversas formas de relacionar las
transformaciones de simetria con cantidades conssrvadas aso—
ciadas a los problemas en cuestidn,

Uno de los principales resultados encontrados en esta tesis
es el de la equivalencia entre simetrias de las ecuaciones de
movimiento y aquellas de los lagrangianos asociados a ellas,

A continuacidn listamos en detalle los resultados nuevos
aue hemos encontrado:

En el capf{tulo III demostramos la equivalencia entre las
transformaciones de simetria de los lagrangianos (simetrias
de s-—equivalencia) y las transformaciones de simetria de las
ecuaciones de movimiento para sistemas descritos en la formu-
lacidn de primer orden. Esto nos permite establecer una mayor
conexidn entre simetrfas y constantes de movimiento mediante
el uso del teorema de Noether (ver seccidn I.l.e.) y el teo-
rema de lag *vevsc (seccidn I.3.c.). Un ejemplo de esto lo
lo proporciona el corolario estudimdo en la seccidn IIY.2.,
el cual muestra que, cuando les ecuaciones de movimiento del
sistema no dependen de alguna coordenada en particular, las
translaciones a lo largo de esa coordenzda son transformaciones

de simetria de s—squivalencia. Queda aun pendiente la obtencidn

de un método prdctico para hallar soluciones del sistema de

ecuaciones de las simetrias de las ecuaciones de movimiento
(ecs.'(2.6)) 1o que nos permitiria obtener constantes de movi-

miento del sistema (en la ref. 3 se muestra un método para re-

solver -(2,6) pero requiere del conocimiento de las constantes



de movimiento del sistema).

En la seccidn III.3. demostramos dos teoremas que permiten
hallar constantes de movimiento a partir de las simetrias de
las ecuaciones de movimiento. Uno de ellos requiere del cono-
cimiento de dos simetrias y el otro de una simetria y una
constante de movimiento.

En la scceidn I1l.4. mostramos aqite la condicidn que debe
cunplir una transformacidn de simetria de las ccuaciones de
movimiento, para ser una simetrfa de Noether (ec.'(3.35),depen-
de del logranglano a2l que le aplicamos la transformacidn, de
modo aue la transformacidn puede resultar de sinetria de Noe-
ther para un largrangianc y de s—equivalencia para otro. Como
lo mostramos explicitamente en el ejemplo 1 de la seccidn IV.1,
De esto se hace evidente que una clasificacidn de las simetrias
debe tomar en cuenta de alguna forma el lagrangiano que se
estd usando para caracterizar al sistenma mecdnico. Una pregun-
ta que surge es si gexistirdn transformaciones de simetria que
sean de s-equivalencia para todos los lagrangianos asociados
a un gistema de ecuaciones diferenciales de primer orden como
los que hemos estudiado?

Creemos que una forma de aitacar ‘estos problemas es mediante
en estudio del sistema de ecuaciones diferenciales que deben

cumplir los ;u definidos por la ecuacidn (3.31).
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