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CONVENCIONES EMPLEADAS. 

1) Los índices latinos i,j,k,r,s,t, etc. toman valorea de la n 

donde n es el número de grados de libertad del sistema. 

2) Los Índices latinos a,b,c,d, etc. toman valores de 1 a 2n. 

3) Los índices griegos o< , ~ , )A 0, V , etc. toman valores de 

cero a 2n. 

4) Los índices repetidos en un mismo término indican stilria sobre 

todos sus posibles valores. 

5) La posici6n de los índices es irrelevante y sólo sirve pªra 

aplicar la convenci6n de suma. Esto es, siempre se sumará un 

subíndice con un superíndice. 

6) 

7) Los Pun~~.;·. sobre :Cua•lquier cantidad. indican derlvS.dB. tE!m~o­
ral salvo ,que' ~~'·indique l.o contrario, así: 

8) La cé>llla después de una cantidad.significa derivada parcial 

respecto a las coordenadas, así: · 

/ etc.' 
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I~~RODUCCION 

La relación en~re simetrías y cantidade: conservadas juega 

un papel muy importante en la física teórica moderna. El teo­

rema fundamental que establece esta conexión fue formulado por 

E. Noether en 19'~. Este teorema establece la posibilidad de 

construir en fo~ simple una cantidad conservada asociada con 

cada transformación de sime~ría del lagrangiano que describe 

al sistema diná~ico en considernción.~' 2 

En general se puede decir que existen diversas definiciones 

de simetrías, algunas aplicaoles a sistemas de ecuaciones di­

ferenciales3 y otras definidas sólo para sistemas lagrangianos. 

Las definiciones precisas de ellas aparecen en los capítulos de 

este trabajo, y por el momento nos permitiremos referirnos a 

ellas sin preocuparnos por el rigor. 

Recientemente se han definido simetrías más generales que 

las consideradas en el teorema de Noether {y que las incluyen) 

que tienen la ventaja de poder asociar varias cantidades con­

servadas a una transfonnación de simetría. Estas transformaciones 

las llamaremos de s-equivalencia para distinguirlas de la noe­

therianas. 4• 5 

En el presente trabajo vamos a mostrar que las simetrías · 

de las ecuaciones de movimiento son completamente equivalentes 

a las simetrías de a-equivalencia, y a partir de esto vamos a 

demostrar algunos teoremas mediante los cuales se pueden hallar 

constantes de movimiento a partir de las simetrías. 

El contenido general de este trabajo es el siguiente: 

En el capítulo I se hace una revisión relacionada con las 

simetrías en la teória lagrangiana, como son: el teorema de 

Noether, la formulación de primer orden6 • 7 (de la que haremos· 

uso en el resto del trabajo), la teoría de s-equivalencia8•9, 
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el teorema de las trazas y las simetrías de s-equi valencia.A• 5 

En el capítulo II se definen, para un sistema descrito en 

la fonnulación de primer orden, las simetrías de las ecuaciones 

de movimiento y se deduce el sistema de ecuaciones diferenciales 

parciales que satisfacen3 • 

En el capítulo III se demuestra la equivalencia de las si­

metrías de s-equivalencia y las simetrías de las ecuaciones de 

movimiento, y como una consecuencia de esto_, se encuentra un 

corolario y dos teoremas que permiten asociar constantes de 

movimiento a las simetrías de las ecuaciones de movimiento •1 

Finalmente se hace un estudio preliminar para intentar hacer 

una clasificación de las simetrías. 

En el capítulo IV se presentan dos ejemplos que ilustran 

el contenido del capítulo III. El primer ejemplo trata de la 

partícula libre en una dimensión y el segundo ejemplo corres­

ponde a un sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo 

orden que no poseen lagrangiano, pero que al ser transformadas 

en un sistema de primer orden mediante un cambio de variables 

es posible hallar un lagrangiano para ellas. 

Finalmente, en el capítulo V presenta.~os a modo de conclu­

sión los resultados principales de· este trabajo y discutimos 

brevemente algunos puntos que quedan por aclararse. 
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I .- SI?t.ETRIAS EN LA TEORIA LAGRANGIANA. 

1) Principios variacionª1ee y el teorema de Noether.1 

a) La variación de la acción. 

En mecánica clásica la descripción del movimiento se puede 

hacer mediante un conjunto de coordenadas ind.e]lendientes ) 1-'1 
llamadas coordenadas generalizadas. La solución al problema 

del movimiento consiste en hallar a éstas como funciones de 

un parámetro llamado tiempo. Así: 

' , _, ¡.;'\ ., - ./ ... ,,, (1.'l.) 

. 
Al número de coordenadas '¡."requeridas para describir el movi-

miento de un sistema se le llama número de grados de libertad 

del sistema mecánico. 

En la formulación lagrangiana se pretende caracterizar a los 

sistemas mecánicos mediante una función 

llamada función lagrangiana~ (+) 

Las ecuaciones diferenciales, cuyas 

~=~1¡~-¡-¡::::::::~::-:;-:::junto··~·i: ¡gy ·9~·· .. a1J:s;, g~~~s· .·sólo 

se escribirá l =- L ( .f,, 4-..,. ·t}, . . · ...... · .· ·.• .. ·· ......... . 
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I.- SI?f.ETRIAS EN LA TEORIA LAGRANGIANA. 

l) Principios variacionªlea y el teorema. de Noether.' 

a) La variación de la acción. 

En mecánica clásica. la descripción del movimiento se puede 

hacer mediante un conjunto de coordenadas independientes 1 tr'.1 
llamadas coordenadas generalizadas. La solución al problema 

del movimiento consiste en hallar a éstas como funciones de 

un parámetro llamado tiempo. Así: 

/-1 V\ .... -, .. "/ {l.IJ..) 

. 
Al número de coordenadas 1~requeridas para describir el movi-

miento de un sistema se le llama número de grados de libertad 

del sistema mecánico. 

En la formulación lagrangiana se pretende caracterizar a los 

sistemas mecánicos mediante una función 

L {Ú2) 

llamada función lagrangiana~ (+) ).,;, 

Las ecuaciones diferenciales, cuyas soluci.c>n:es ·~()¡{ :Las :fun-
, ·; : -~ 

---------------------------- ':· ·, -::, ~ .. ::: ·': ,:_ .· . ' ,; 

{+) 'f '.y ¡e: reJlresentan a~ conjunto ~i: i¿?y. en. algun~~: ci~scis'. solo 
se escribirá l : L { 4-,.. +.,. -t) , . .· ·· · '•'eo ~~.~ •.•. 
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ciones (1.1), las vamos a encontrar a partir de la funcional 

de acción . .:J -definida por:l,lO-l3 

1
,t 

S = L ( 1;· i:· t) dt (l.3) 

'I, 
que depende de la forma funcional de las coordenadas f'{t) como 

funciones del tiempo. Es decir, depende de la trayectoria es­

pecífica que siga el sistema en el espacio de las j~ ~espacio 
de configuración). 

Consideremos una transformación infinitesimal de las coor­

denadas y el tiempo. Las velocidades se verán afectadas como 

consecuencia de la transformación. De este mo~o tendremos(+) 

~'(T) = 1-'".[t) + ~ :¡t'(t) 

i,:f i) -:= j.'lt) + ~ j./(t) 

i = t + ~ t (f) 

{l.14) 

donde las J ~/ , ~ f¡ y Ó t son funciones infini tesima1es de 

primer orden. En ténninos de esta transformación se define a 

la variación -fun~ional de la acción $ -como: 

H "'f faj i;.t) dt -J ~ rr~¡~ t) Jr c1
.5J 

' t, t, 
Desarrollando en serie de Taylor Y. usando 

en la primera integral se obti~ne:" .·•···· . •·.· .····• 

áS .==f /tc1, i,t 1.+·;~·~_í'+~i'.i~~~~ ~~d1f •.dtJ~ú,Úr&r~ 
- • -- .r • t-,.--_:_ -

(+) Es importante notar que en este caso 

2 



Donde sólo se han conservado ténninos de primer orden.(+) De 

(1.4) se tiene que 

por lo que tenemos, 

~ g = r1 u ú., •) (H-)°-1- :¡.:~r' +-~ 
t, ' ¿ ' 

Definamos los cambios "locales" ~if'l y 

Y.Velocidades como 

~ :¡.i ~ f 'Ú) - fLt) • 
ó~ i('= i ¿¿t) -:i <"lt-) 

donde es claro. 

(+) En lo sucesivo se despreciaráÜ :i.~:i.~t~sl~~s de &rdenes 

mayores que el primero. 
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_ . 2' !f.c' ::: ~~J (. + r· d t 

g¡.; - áf~·+c~>·· 
' '' .,.·. ; .·· /f;_.,_ .. _ .• 

iz_• ..•. · ' .• 

& s,,{J/,¡j¡f ~JwJtJ t ;~ ~.i;+··n á, r] J-t 

Usando {:l.t;9)\~bd.~iri6s inte~rar por partes el tercer t~rinino. del 
'· - , ~. 1' ". . ', .. ' '.·: __ ,.. . . - • . . ' 
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y finalmente tenemos para la variación funcional de _.E: que~ 

~;{=[t. H:-7!.ít]r-1: .. (H'-i'Jt) .lt ci.111 
t., t, 

donde 

es el mo¡ftJrit6 ,carioriico conjugado 

es la función.de Hamilton y 

(1.14) 

se conoce con el nombre de derivada lagrangiana, que también.' 

designaremos por E L ; donde E,: representa al oper~d~r. di'...:: 
. -_ - ,l ~'- .-=-·--~~~';_~:~'-·;é~·~-:::;_~~~-,.,_::_::-"~--

ferencial 

(J..·15) 

b) Principios variacionales y las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Las ecuaciones diferenciales que satisfacen las coordenadas 

generalizadas f'(t) se pueden ahora obtener a partir de un prin­

cipio variacional. Dos de los más usados son, el principio de 

Hamilton y el principio de Weiss. 
.... . . . d H º lt 1, 10-13 . d 1 . En d~ principio e ami on se consi era .e • caso es-

pecial de transformación de coordenadas en el que 
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. (1.16) 

aquella para la que 

~$:::: 

para todá elección de t,·, 1z y para ~f arbitrarios, sujetos 

sólo a la condición (1.16).' De (1.17) y por el lema fundamen-

t 1 d 1 ál 1 d ' . 12,14,15 ti a e c cu o e variaciones se ene: 

o (l.18) 

Estas son las ecuaciones diferenciales ordinarias y en general 

de segundo orden que al ser integradas proporcionan las ecua­

ciones (1.1) y son conocidas con ~l nombre de ecuaciones de 

Euler-Lagrange o ecuaciones de movimiento. 

Por otro lado, el principio de \Yeiss
10 

considera la variación 

general de coordenadas (l.4) y establece que la trayectoria real 

que sigue el sistema en el espacio de configuración es aquella 

en la cual la variación funcional de }) dada ~or (1.11) es s61o 

función de los puntos extremos !, y, 1z. • Lo cual de nuevo 

conduce a que se debe de tener Í/ :=O. 

6 
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c) Transformaciones de norma. 

Dado un sistema de ecuaciones de movimiento como el (1.18), 

el lagrane;iano que da origen a ellas 

grangianos l.(l ~,.t) y L (-1....Í,...t) son tales 

entonces es necesario y 

donde ~{l;i) es una función arbitraria de t 'y T • 2 ' 
16 

Este tipo de transformación del lagrangiano se conoce con 

el nombre de transformación de nonna (gauge) 2 o transformaci6n 

de divergencia
1

• El que L y T conduzcan a (1.19) se funda 

en el hecho de que: 

para una demostrac;&n detallada ver ref~re11c1as:~2::{y/oti5~ 

-··i· : ' 

d) Trari~forinaé)iOnes de simetría 

Cons:i.~e~~~os la transformación 

(+) Llamadas transformaciones 

7 
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1 

1 

1 

.•~-

tal que 

d-t :;é o 
dt 

(1.23) 

de modo que la. transfonnación sea invertible~( 
PUesto que las 1' describen al mismo que 

las !/-.J podemos pedir que: 

.(1.24) 

de modo que el nuevo sistema de ecuaciones 

sea equivalente al primitivo. 

Así las cosas el lagrangiano tra~~t~?-in~.de 
'' -,. :·.:· ... --

¿ (lt t) j[ == [(1/j<t)~t: 
;,·-- ,. -., ,·,'··-::-

y las ecuaciones de Euler-Lagrange·ae. aintid~:i~~~a.tioe están 
2 

relacionadas por 

L - ... 
,A t 

d:f 

s 
d-f L~c 

() r-'r 5 

De todos los tipos de transformaciones (l.22) nos intere­

san aquellos que tienen l~ propiedad de hacer que las nuevas - , 
ecuaciones de Euler-La.grange en término~ de i , !/. y t ten-

) 

gan la misma forma funcional que las antiguas. Estas transfor­

maciones reciben el nombre de transformaciones de simetría de 

norma o de simetría de Noether(+). 

:(+) Como más adelante veremos éstas son un caso especial de 

las transfo:nnaciones de simetría de a-equivalencia. 

8 
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Si las ecuaciones de movimiento en las nuevas variables 

han de tener la misma forma funcional que las antiguas, enton­

ces el nuevo lagrangiano L definido por la ecuación {l.25) 

debe de estar relacionado con el antiguo de forma que(+): 

L ( 1,,, ~,,, t) = L ( 1) i t) + d; ;2. { {. t) (1.27) 

Si en lugar de la transformación de coordenadas (1.22) consi­

deramos una transformación infinitesimal tendremos: 

l'tE}= f'{t) -f S ¡J{ !~ t) 1 
t = t r ~ t {t-) 

donde la t~ansf~rmación de las velocidades(++) 

.iir- f t'rt) + s i'(1,~ Et) 

queda dada en términos de F , ¡,f y. H 

; L/l)::doL! 1 ( ~¿-t áf,') =[1 _, . 
·. • .. · .t cx.t . .· )· .. ···.· ... ·. 

·~ 

( +) De a.<i~ _el nombre d!l simetría 
- -- -- .-•• - - -c.. 

(++) Aquí.· ¡.'et):: el J 
-dt 

9 



De (1.25) y la segunda de las (1.28) se tiene: 

L( t,, t :t) = d.d_t l {-'l i,, t} . [ J -
i: . 

Desarrollando L 

y 

~~. $Í'~ 
<> l-'-

al despreciar términos de 

Así 

.:>:· ... :· .. , 

Hacien?-b\1sÓ ak J1~29), 

.r.;:;; te es el cambio funcional del lagra.ngiano L , producido 

por la transformación de coordenadas (1.28). 

Si la transformación de coordenadas es de simetría de Noether, 
' { 

entonces se debe cumplir también la ecuación (1:27) para el 

cambio funcional de L . De este modo debemos tener 

{l.'31) 

10 
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Uniendo este resultado con (l."30) tenemos finalmente, que si 

la transformación es de simetría de Noether (de norma) se tie-

ne 

. . . . . • - • ?-L • 
..u = <¿. = ~ il'+ ?-~ (s;•)+ -Xt-?I {bt) 

/ ~ - d ~ . '14' Jt . / . . d4• t7-t . 

e) El teorema de Noether. 
"···~:~,~-~_,L:Y-" 

Si J.a transformación (1.28) es d.~ einí'~t'i:!t\. d~ 
nemas de la ecuación (1.27) que: , C'. ... ·•: ·F·,_;_ 

. ,, ··. - -,,: .. ' ·' -~ ·:i· ,-,-~ 

L o.::tt) Jt ~ [Ic~(t) ·~j"~~:jj'f'.C 

integrando. amb()sh~mfembro·s·'.···da······esta·ecüación····se ...•.• obtiene·· ·. 

.. ·.t~2 ~~'l;~~i~f·=l•~f l.(.~·í,~):- ~fü~t· 
i, . -t, 

sustituyendo este resultado en la ecuación 

a la variación funcional. de .s se obtiene: 

(+) o{.A~~ ~ of.'3tJt al despreciar términos de Órden mayor al 

primero. 

11 
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f z 

~ [ ft f 1t J <¡' - 7J Jt o. f - LJ H ,_ j "& t )1~ t 
t, ··•. ',. ·. ' 

Esta igualdad es válida para todo 1, y tz. .. 
tener que el integr~~d~ seaid~ntica.mente 

donde 

Si se cumplen las ecuaciones de 

y de (1;33) obtenemos 

dI 
df 

:=O 

de modo que 7 es una constante de movimiento. 

=o 

Podemos entonces enunciar el teorema de Noethe:z::- .(lºlllºº ~~~€;\1,e: 

A toda transformación inf'ini tesimal d.el tipo (1.'28) que 

sea de simetría de norma (que cump1a con la ecuación (1~'32)) 

podemos asociarle una constante de movimiento dada por (1.'34).'. -

2) Lagrangianos e-equivalentes y el teorema de las trazas •. 

Dos lagra~ianoá L .. y L .pu~den dar origen.cada uno.a .ecua- · 
ciones de Eule~Lagrange distintas, _esto es L,:!:/:L";, i~in.~m ... 
bargo es posible que los conjuntos de· soluciones de 'e~t-~s .·· • 

12 



.... _ 

ecuaciones sean iguales, de modo que ambos lagrangianos carac­

terizan al mismo sistema mecánico. De estos dos lagrangianos 

diremos que son e-equivalentes, ya que las soluciones de sus 

ecuaciones de Euler-Lagrange son las mismas. 

Como ejempto de dos lagrangianoe e-equivalentes tomemos el 

problema de la partícula libre en una dimensión.' El lagra.ngiano 

usual {con m=1) es 

I 
z 

• z. 
t 

y su ecuación de ~lel'-:'.'I,a.grange es 

cuya 

tiene por 

13 



o sea 

y/o 

que 

a) 

la 

donde 

Si 

;/L 
éJf';J r· . (1.)36) 

(1:.37) 

14 



di remo a que el lagra.ngiano L es no singular(+) y entonces 
•• s 

será posible despejar las aceleraciones f. para obtener las 

ecuaciones de movimiento en la forma 

(1.38) 

Dado dos lagrangiancie L y 

que L está'E3ll~~fdil'laa~ a . L 
L •·· · ño~ •. s_ingUlares, diremos 

(1.39) 

El teorema dé e-equivalencia afirma .entonces lo siguiente 
8

' r 
Si L ~está subordinado a L entonces L está subordinado 

a T , -de modo que ambos lagrangianos ·son s-equi valentes, y 

entonces: 

donde 

.41) 

(+) También se dirá que es regular 6rno degenerado. 

15 



Para una demostración del teorema, consultar las ref. 8,9 

Más adelante cuando veamos la formulación de primer orden, 

daremos una demostración de (1.41) para lagrangianos de primer 

orden. Hay que señalar que las trazas de las distintas poten­

cias de .Ji no necesaria.mente son independientes unas de otras, 

y de hecho para una matriz de nxn e.orno _¡l. hay un máximo de n 

trazas independientes debido al teorema de Cayley-Hamil ton
17

• 

Por otra parte también puede suceder que las n primeras trazas 

no sean funcionalmente independientes ó que sólo sean constan­

tes numéricas.1 

Si escribimos las ecuaciones de Euler-La.grange de dos la.-

... Jrangianos a-equivalentes L y L en la forma {l.'35) tendremoE; 

usando (1.40) que: 

dr. -. s[ -.- :.··-t: .••·· ;>"?L . 
~".,. .-- /\..r .··•·· .·.·-•.··.W··• ... -.· •. ·._ .•. s_ .•. •-.t. · .• t +,; ··s -7 

' • ?1'.'d1t 

+~~;t -;~.J 
Esta :!~ld~d debe ser válida para to"dos los valores de 7 ,, 

~ ,, f•~y :f ¡. por lo que podemos separar a los únicos términos 

que contienen aceleraciones,así: · 

16 



A s= \/\1 ·.ut. s. 
~ V vtt ·.. .. . 

' ,":·.'\-·~··(- ·-'.".:-:-,' 

d.ond.e v't s es. 1a matriz inversa de 'Wt ql.le sabelllos ~ti~ 
ya que por hipótesis d.etW.;tO. A:sí:•···· t .y;; '""' 

-_-:_ \:';~~l::i'.;':~\) ->~:/,:~·~ 

(l.4'2) 

existe,. 

········(1.43) 

b) Transformaciones a.e s-equi valencia. · ···· - -·;"·· ·-~·c-~;~-c~~ :- • · 

nado s ~os lagrangianosf (;~t) y L(I, Íi) no singu1are8 du~i¿~q_tl'iera, 
</~~·~~ ---· 

siempre será posible tener:· ' ... ;-

L (-l {-t) =-f L ( f¡~ t) + ,1 ( t l-t) pio · (1.44) 

donde f{llt)es una función elegida de modo que 1a, iguEJ.1dad. se 

lleve a cabo. Si 1os 1agrangianos L y L son s-equ:Lva1entes,, 

se tendrá que:· 

, 

donde . . . 

. .... .r-r:~'-.7\~~?f~·· 
r 

y diremos que J es un "lagrangiani to" 

17 



De la ecuación (l.45) vemos que .J está subordinado a L , 
esto es 

lo cual 

posible 

Si 

entonces ~ será un>lagrangiano a-equivalente 

De lo anterior tenemos entonces .que: Si L y ;é . son e­

equivalentea, entonce~ ,,/ ' definido por (1~'44), eetá)ubor­

dinado a ellos (ea un lagrangianito) y diremos que:lá. trans­

formación (1~44) es de e-equivalencia. 

Un caso :particular de (1.44) ea aquel· en el 

·2{tl,t) = J ;l. {_J/t) 
''.>:· .. : .dt > ' ' 

dando . origen ~-·····~;.~~' kr~sfo:f.inación .d'e 'norma (yex-... _s_ ecci:óni~1.c.-). ';; ,1;' . -

De (l.21) 
·-, ·~-:::' -. ' 

' _,. ~"- ".:·::_. :-.:~~-~'..;"º ----o--=;'----'~~-~;--.';. , 
.·- ·•·.Cci~·48) 

lo que implica que iELs; ec'~acioÜ~á- d~ ~i~~La.graiig-0 ~ehli iüén-
" ticas · 

18 



3) Formulación de primer orden. 

a) Lagrangianos de 

e onsideremo s 

do orden de la forma: 

~ 

~' 

Si hacemos el cambio de 

obtenemos 

al (1.49) 

que 

(1.52) 

Nos interesaría ahora considerar lagrangianos tales que sus 

ecuaciones de Euler-Lagrange conduzcan a sistemas de ecuaciones 

diferenciales de_ primer orden similares al (1.52). 

Un ejemplo lo proporciona el lagrangiano dado por: 

(1. 53) 
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3) Formulación de primer orden. 

a) Lagrangianos de primer orden. 

cronsideremos las ecuaciones 

do orden de la forma: 

Si 

que 

Nos interesaría ahora considerar lagrangianos tales ,que 

ecuaciones de EUler-Lagrange conduzcan a sistemas de 

diferenciales de primer orden similares al (1.52). 

Un ejemplo lo proporciona el lagrangiano dado por: 

{l. 53) 

19 
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.+:-_ 

donde 

O sea: 

(1~ 56). 

(+) ES importante hacer notar que a dif~rencia de la transfo210~­
ción de coorde:i:mdas (l. 50) donde los ..z",."son las .velocidades 1' , 
aquí las "f¡ no necesariamente son velocidades. 

20 



2J:. 

o sea 

(1.57) 

conduzcan a. un sistema de ecuaciones diferencia.les de primer 

orden de ia fórma (l. 52) es necesario en primer lugar que: 

·iL o 

la.grangiano debe ser dela forma: 

L(.z~:i~i) -2 ( ;r~ t);i ~+?//rtz'ic+)+'' .. •· · · 
' , .. ,., .. ' .. ·,. 

esto es, debe ser lineal· en las veJ,.bg:i.~#es.<·· · 
' :__• ~- · __ ·' . 

derivada. lagrangiana que: 

o sea: 

donde 

. (1.63) 



Para que el sistema de ecuaciones 

b) Problema inverso del cálculo de variaciones en primer orden. 

El sistema de ecuaciones {l.68) es un sistema de ecuaciones 

diferenciales parciales para los /i.J:-!d y .Í, (.z;t). El problema de 

determinar las condiciones bajo las cuales -(1.68) tiene solucio­

nes,y sus soluciones mismas, recibe el nombre de problema inver­

so del cálculo de variaciones en primer orden(+). Se puede de­

mostrar que {1.68) siempre tiene sol~ción 6 • 18 , la cual proporcio-

¡.· -~--------------------

(+)El problema inverso en la formulación de segundo orden es más 
complicado ya que el lagrangiano puede no existir (ver ref. 6,7);, 
de ahí el que utilicemos una formulze:tón de primer orden. 

22 



_..__ 

na todos los lagrangianos a-equivalentes de primer orden (l.59) 

que dan origen a las ecuaciones de movimiento (1.52). 
6 Hojman y Urrutia mostraron una forma explícita de construir 

la solución general de (1.68) en términos de las 2n constantes 

de movimiento funcionalmente independientes que posee el sistema. 

de ecuaciones 

De ahora en adelante,los-índices 

cero a 2n y los latinos de uno a 

Usando esta notación el 

bir como 

y sus ecuacionesde 
. -· - ·.· . . . ., . 

z~; :f :;: ~r·,~ ó . 

23 



donde 

de modo 

tes. 

y a que 

pero por 

de modo que el rango 

que los vectores con 

na1es a
6 f "'. Así: 

24 

(l.74) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

con a.(71 una funci6n arbitraria.. 

Si invertim~s las 

ferencia1es (1 • .,1), 

obtenemos 

mente 

y 

Donde 

vemos que podemos: cohs:i."'." 
uri .nuevo sistema. de coordenadas --

6 •7. 
De_ 1E1. ef:.u8.~i6n C'.1:·?5) con· t =t tenemos entonces: 

25 
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y de (l.'"72) tenemos 

donde 

Es 

de modo que es posible 
1( 

C/t 
L « ~~SI== ?_:.2-'"' ¿P,':-~~~; 
/~ ~et> '()C/ . /p ;f. 

·~. 

La derivada lagrangiana de . Z, . está dada por 

(l.89) 

donde .. - ·: ' ~- .. 

':._: -·?.:«.:_~·~':~r~ 
.. ·· .. ~:,'J;R~~ 

· 5~ ~ ·tJéffi 



y en vista .de (1.'26) ee tiene 

(l.'91) 

Vamos a ver ahora las condiciones que debe cumplir el_la­

grangiano {l.'84) para dar origen a las ecuaciones (1.71). En 

primer lugar es posib1e hacer una trans:formaci6n de norma ( ec. 

(1.20)) en el lagrangiano (1.84)1 así 

I--+ Z - ,/;¡_ <eJ == 2 é I(·_ ;~#C 
p{t 

-c(.f.t.7 :;~0:@I& tl·;F;i~iL :E"<~: :· 
y podemos elegir 2 de :m~d6 que··• ... ·.> '.· ·>. :: 

: ·-'< ·1,~:~ .·. ·;-<-~}' ". __ :~: .' 

- ~·; .... , '.'i>/< ·;},} ..... 

para 

,_ ... ,. -

donde se ha h~qh~ ~l)'\l~o .d.~1 rl.e.~j e ~olll~ari' 
·· ..... ,.·. •'''(.,.0/ 

.~~.-.•.•... ·•.•.J.·.d .. c.·.·;¿.~~.·· •. :. · .... · ... ¡ ·~··• 
- - . ;;:_{:;, ·> .·, 

_.,.,. ' 

::r m::.:!::f ~{~~[~¡,f~t~~~a~•[s}- sé cumpien lÚ. Ocuacióne.s 
- -·--=--':··----.--·=--";:_-0:.--oc·±~--,.,_~ 1'::':'_';.·,-'·,' • 

, -.· . '<. :-··. 
""-e' 

C: = o ,. (1.'93) 
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se tenga 

con lo que se obtie~~' 

con ecuaciones de 

donde se ha hecho uso de c:ez94y: 
.;-.:··.··,.·: ·- --,,·:; - . ' 

Finalmente tenemos q~e pedir que si se cumple '(h'97) se 

cumpla (l.71) o,· lo qu0 ~s equivaJ.ente 



~ 

esto claramente impone la restricción sobre los .f'.._( e~) ., de 

que sean tales que: 

Esta restricción se puede· 

de.maneras·éomo .se muestra 

\' >";) 

De eatem;J~, 'h.einós Visto1 que dado'ün sistema 

• o<_ r· o(< ~) . 7 - .z 

.• ·.··<(1.98) 

(1.71) 

exi aten infinitos lagrangiano s dados en términos de las cons­

tantes de movimiento por {l.96) con la restricción sobre los 
"" .1'~ de que cumplan con {l.98). Debido a esta ventaja en la 

formulación de primer orden sobre la de segundo orden.- en 

la cual dado un sistema de ecuaciones el lagrangiano puede 

·ser único o inclqso no existir: 6 ' 7 .. :.. en lo que resta de este 

trabajo sólo vamos a trabajar con sistemas mecánicos descritos 

por ecuaciones diferenciales de primer orden de la f'orma' (l.71). 

c) Teorema de las trazas en primer orden. 5, 6 

Consideremos dos lagrangianos L y L de primer, orde:ri dados 

por: 
. ' . 

. ··.;2~i~µJ&·t~cJ:f ))i.%)4:~·c~tt.-)•••.~· 
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i' 

.•--

Si estos lagra.neianos son e-equivalentes, sus derivadas lagran­

gianas estarán relacionadas por (ver ec. (1 .. 40)): 

o, de fonna más 

Igualando por separado a los 
• b 

las velocidades 7 tenemos: 

o _en 

que: 

(l.i03) 

(+) Ver ecuaciones (1.73) y (1.74) ó {1.61), {l.62) y {l.63) 
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y 

Usando 

e1evando a 1a pot~n61~·k:~ 

z1:,1I~~,'.~~-~t~,~1~~n~~-f :;¿, 
'~---' ,~,..~·. ~ ,<.: ~').-:~~-.:\:~ --'~,'~. " :: .- · .. :~:j·,. <>. ,· .. 

y, finalmente/tómá.h.<le> 10. t:diiii ••• ; 6b'~1'· < ·•·· 

t. Á_~'d''~tí'É&i~~:~tl)1',~t;~·' t-;/f~18~."i ~-')~ J 
~:"·º; ' 



que es sólo función de constantes de movimiento, de este modo: 

.d. t.,_ A'< 
.ott•. , .. 

que coincide con (1~'41)(+)~, 

d) Teorema inverso de Noether. 

Dada una constante de movimiento de un sistema descrito 

por un lagrangiano de primer orden, nos interesaría conocer 

(en caso de que exista) la ~ransfonnación de simetría de Noe­

ther (de nonna) dada por las funciones Ó'X"-y ~T 

) 

Las transfonnaciones de simetría de no:nna, sabemos que ge­

neran constantes de movimiento dadas por (l.34) y que tiene por 

ecuación de movimiento a {l.'33), as:!, en la notación de primer 

orden tenemos 

d.I 
dt 

'· 

o sea . · ~-_,., ._, ,, .·' .. ,_. 
- -- - ---- - ---- ·~:-:;~;~~e:~-~_::~---·.~~:~-~~~~~ ~.~'.d~~~~~~?.~s;~~~::'f;~:,,-~)~~~~~:1-.~;~;.:1~~ '""-~~~~ =-::.:'2·-~¿~,_:_~--""'.~-----'---' - - - - - --

-

. -;_-.,.·.·-.. - ··:· .... 

ver .. que esta ecU:ac.icSn! .tiene 

(+) Es de hacer notar que dado que aquí en primer orden 
es una matriz de 2nx2n el nÚmero máximo de trazas funcional­
mente independientes es '-de 2n.1 

(++) En las referenciao 2 y 5 se demuestra esto para el caso 
particular en que ~t =O •' 

32 



donde ~t es una funci6n arbitraria, ( .... 1. es la inversa de 

'Z..1, que suponemos que existe (ver ec: {l.'66)) y.f(x;t)está 

definido por (l.71). 

De este modo vemos que toda constante de movimiento tiene 

asociada una trasformación de simetría de norma de.da por (1.1.09) 

con &t arbitrario. 

4) Simetrías de e-equivalencia y constantes de 

En la sección 1.·d de este capítulo vimos que 

transformación infinitesimal de coordenadas(+) 

,.z "'"= _?:."'-+ J )!~ 

-:¡:- = r+ dt 
- ~ ,, ·~·.· .. -"?:~·_·¡-~-, 

el cambio en la. fo~1:1:;flincional del lagr~~o ·está éiacio<por: 

.· ·~~'..~<~54<'. '.l((.~~ ~; r) - L• {7;,j'}~~)~~:~ ~e;;· 
-~~-~;-::,~~:,~--,-o.:~~:~~·:;~~t~ ~-~-~-- 0-7,-,-~-- -

/-. ~ ¡;;';1~~t;J~iJ~i~S.+Jlt ·· J·t.~ 71 (iilf .'i· 't·füi 

Si {l.110) es .Urui 1;~~~r6~~ci6n~de simetría de N~~t~e/ 
.,>:.-

y entone es las . ecua~:i.~ries ; ~e :Euler-Lagrange. del 1ágrangiano 

L ( L :-L ~ ol;tf ;{t·;;_~)'::'~~r@ las mismas que -~d~ ci;;¡jz_. : ~. -
··-:.~.'\-::!;· ~~:.-':·. ____ , 

(+) En este caso estamos trabajando en la f'oT1llÚ.lac:ió?l de pri-
mer orden. 

33 



El concepto de e-equivalencia introducido en la sección 2 

de este capítulo nos permite extender el concepto de transfor­

maci6n de simetría en la teoría lagra.ngiana, y considerar trans­

formaciones infinitesimales de la forma (l.110), bajo las cua-

les pidamos, no invariancia de las ecuaciones de Euler-Lagrange 

(que se obtienen.de f_ ); mas sí invariancia en el conjunto de 
L 4,5 

soluciones obtenidas de estas • Para que esto suceda, (1.·110) 

debe de transfonnar al lagra.ngiano L de modo que ~ ~ad.o 
por (l.'111) sea un lagrangianito 9 

y por (1.45) tendremos: 

::::: o (l.113) 

O lo que es equivalente· 

donde 

son las ecuaciones. de moVimiento. "f diremos que la transfor­

mación de coordenadas (1.110) 'es de simetría de a-equivalencia.' 

Si la transformaci6n de coordenadas (1.110) es de simetría 

de Noether se cumplirá la ecuaci6n (1.112), y debido a (1.21) 

o (l.'48): 

sin nec ~sidat?- de que se· ~~ii~ las'· ~~\i.il.'ciiC>Ü.~~ el.~ inovilldento 

(1.115) .. 

De este modo, podemos considerar a las simetrías de Noether 



como un caso particular de las simetrías de s-equivalencia: 

aquél en el cual el lagrangianito~ resulta ser una derivada 

total de una función de las coordenadas y el tiempo. 

Debido al teorema de las trazas (ec. (1.108)), a la trans­

fórmaci6n de simetría de e-equivalencia podemos asociarle las 

constantes de movimiento dadas por: 

mente ind~pendientee e incluso pued'en r'e~uitáf·'.~~:[:"~6ns'tantes 
~ • •' • .--_c,C --: • •, •·~·-_._o_,;• -~- -,- -'. é_f-:' ' e• l -

'.\·::,.;,.-:· num~rioas.1 

Además de 1a.s- {l.'117) ªª<puede obt~ri.er ot~~ c¿h~~fui~~ de 
( ) "' , ., '.,:·,-- '. \, . .:·:.:o 

movimiento dada por + ...• - - ~ e>->~-" ~ ~·ic_~i~ =:~.-~ - - - ·-~·- -

donde 

- : __ :'.·~· .< :_\'~,~ _)~ \ ·: __ :: :\''. 

- j~,_~f ;, L\ 
.:~;.~;·~~~:~~-~~2~~~~-:._~: ~- ~ce ____ --=--·- -~~~'.:'.!~;::~ 

":': .·,-~ 
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1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y ,;l.(,t:.~ t) satisface a la ecuación diferencial: 

;))_ ~<t.+ 'JJ. .r ... ¡ =. o 
.;>7A- T 'd t .. ·~. ;i ... =-t" 

(l.'120) 

Así, hemos visto que dada una transformación de coordenadas 

(1.110) que sea de simetría de a-equivalencia - o sea., que,}-l 

da.do por (1.'111) cumpla con (1.114) - podemos asociarle las 

constantes de movimiento da.das por (1.'117) y (1.1:19) .¡ 
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.II.'- SIMETRIAS DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO. 

Consideremo:a .él s:i..st~ma. de ecuaciones de moviniie?lto 

,~>~ f(= f Cf (..zP) 

donde 

y 

Nos interesa conocer cuáles sori las ·condiciones de invariancia 

de las ecuaciones (2.1) bajo esta transformación, esto es, qu.S 
---- - --- --- e( 

condiciones deben cuinplir los ~ para que las nuevas <?C>orde-
-CIC 

nadas ;t:. tambi~n sean soluciones de las ecuaciones (2.1), esto 

es: 

d~~ --dt-·-
-·-·· ... ' '_-:> -~ ,; • 

Cuando esto suceda __ direiri°ds que (2 .. J) _13s Wlf;\ 

. ¡: 
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simetría de las ecuaciones de movimiento 3 • 

De (2.4) tenemos 

' : '. 

7"+ @« = (1 f j 0
) { i O((~") 

---- -,- -· 

desa.rroi:leiriari el producto se tiene 

donde s6lo se han conservado términos de primer orden. Final­

mente, sustituyendo las ecuaciones (2.1) se obtiene: 

1 
que son las ecuaciones que proporcionan·todas las transforma­

ciones de simetría de las ecuaciones -de movimiento (2 ~l.). 3, -~-: 
Es importa..t;tte hacer dos observaciones en· torno a las 2n + 1 

ecuaciones (2.'6). La primera es que la componente j 0 
de la 

transformación de coordenadas es completamente arbitraria, ya 

que tomando· o<::o en (2.6) tenemos 

·· .. '.:.-_'.-~. :~··-'·-o;,::'; -· 

y por (2.-2) se ti~ne 0 .... o ' den:lodo que 
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1 
1 
1 
1 
1 
l. 
1 

que es una identida~. Como vemos, esto tiene su origen en que 

en las 2n + 1 ecuaciones de movimiento (2.J.) tambi~n tenemos 

una identidad ( fº- .t) • La segunda observación, es que la trans­

formación de coordenadas dada por 

con ;l una función arbitraria, es una simetría de l~e ecua­

,, lc1es de-movimiento. En efecto, sustituyendo (2.7) en {2.,'6) 

tnnemos 

~ t t"+ + t; tL ,,-{. 1;,; :!'' == l t ·::: (;¡. r->·( r ; :f" 

:=e-> TI' t l'r :::_,;. :t " 
. .· yr . .·· . 

tambi~n s~1ii~i'6ri .'a~·/~J~~s;. e:ciii' {~·;aftf9'1~e4~aa d~· ~~e' 
' ,·' ¡.'._: ".,,.:~ · ... ,; 

: .. \>·';·.~:, 
oc-_,_: -~'-;:Oc_~~. .· : ' 
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. .__ 

Así, vemos que es trivial construir una eoluci6n de (2.6) cuya 

componente cero se anule. 

De (2 ;8) y (2 ;6) vemos que: 

(V o( c.f f ..p q' ~ f' -
d/(1 T - i>t d · .. · ~ 
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l!II.- SIMETRIAS DE S-EQUIVALRNCIA Y SIMETRIAS 

DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO. 

l) Equivalencia entre lae simetrías de e-equivalencia y 
simetr:!a·s de las ecuaciones de movimiento. 

Consideremos 1a transformación 

y el lag~an() 

Su cambio 

o sea 

donde 

Usando {3.2) 
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Sea 
- -- . " 

j;QJ_ ?((( 71 
. . . 

el sistema de ecuaciones de movimiento del sistema mecáii.ico ;• 

La derivada 1a.grangia.na de (3.'2). está dada por: 

.7) 

donde 

y si sus ti tuimo s en ella a• i~~ ~C::u~~ionés .~e mC>-i:i;rlento (j .6) 

se tiene 
-· - :,·-"-'- ,-:'.""' -.- -- -



1 
1 

La derivada 1.agrangiana de/ . está dada (usando 1.a ec .' 

(3.'5)) por: 

donde 

y 

y usando 

ó 
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donde se ha hecho uso de la antisimetría de {~f' .' sustitu­

yendo en (3.10) tenemos para la derivada lagrangiana d~ 

(3.14) 

Si evaluamos esta derivada cuando se cumplen las ecuaciones 

de movimiento (3.6) tenemos 

Haciendo uso de (3.9) vemos que el primer y cuarto t~rminos 

se anulan idertticamente, por lo que tenemos: 

/... L.r 7?' (i,~ t'- tr.:O .· (3.15) 

Si la trap.sformación de coordenadas. {3~1) ~~·ae stfue~r.!a. . 

· de e-equivalencia, entonces por l.a~ecUa~i§1i~(J..,iJ.4>~.se~~·~j_f!ne .·· 

y el vectOr 
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>--

1 
OI t _;" ~ C( d t -r;· J == ,:¿ f 

'/f .. ··. f .. , .·· ·.•.·· ·.··.-. l (3.17) 

. 
que coincide con la ecuación {2.;6) donde~= J 0 

es una fun-

ción arbitraria de ,:Zlt' , y por lo tanto la transformación de 

coordenadas {3.'1) resulta ser una simetría de las ecuaciónee 

de movimiento (3.'6). 

Si por el contrario, suponemos que (3.'l) es una simetría de 

las ecuaciones de movimie~to {3.t>) se tendrá que las Jot. sa­

tisfacen a la ecuación (3.'l'H; sueti tuyendo en (3.15) y usando 

{3 •. 9) tenemos: 

• •,,U. A \.·. .· .. · 1.···.·.·.··.:t1f =). {t(. 1('. :::... O 
/. ~ ;Kf::. :((- . ~(> . . . (> . -•.- . . 

por ·lo . que~ ~e":'lulta ser un lagrarig~afü.to 
que (3.1) ea una si~etr!a de s-equivalen.c:La.~ 

Con esto hemos_ probado que: 

La. transformación de co'ordenada.s 

es una transformación de simetría de e-equivalencia si y sólo 

si es una transformación de simetría de las ecuaciones de mo­

vimiento. 

45 



2) Corolario. 

(3.IJ.8) 

donde V 

(3.;19) 

Que es la condición que debemos de pedirle a las ecuaciones 
o( 

de movimiento para que d dado por (3.'18) sea una simetría 

de las ecuaciones de movimiento.' Si esto sucede, por lo demos­

trado en la sección anterior, (3.~8) será también una simetría 

de a-equivalencia, y por (3.3): 

(3.20) 

será un .lagrangianito; 

. De este módo, tenemos que: · .. ,Si 

para algÚn 

es_ un lagrangiani to • Y usardo el teorema de las trazas . ( ec .• 

(1.~08)) podemos encontrar, en principio, constantes de movi­

miento del sistema mecánico. 
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3) Simetrías y constantes de movimiento. 

Vamos a mostrar doe formas de construir constantes de mo­

vimiento mediante el uso de transformaciones de simetría de 

las ecuaciones de movimiento. 

l..) Si q~ y a<v., _, d~ d ~ son dos simet~·~as de las ecuaciones de 

movimiento,entoncee la cantidad 

es una constante de 

Demostración: 

Escribamos las 

1~j~ p + %~ « f z.·••.rx ~. > q .· 
t· r ~ ·.· ;,1p 

(3.'24) 

como se puede ver por sustitución directa de (3.12J) en; (3.·24). 
~ .. ·.· .. ·.,: '·-: ;; ':·. "<:··:~ ·: -, . : .: ·- >-·'.., :' >. -1 , ·/. . . -.. _r 

Tomemos la derivada total respecto·"abtielllpo·;de::(=3;.'21}.·cuan-

do se ownplen las ecuaciones de· morl~:Íé~t() \ec_s .~,j~}61 >r 

·~7 



usando (3.22) y;(j.24) tene111os 

-- . ' - ,·.'·• ' 

Debido a (3. 9) los d~s úit:tmo'~~I~~:i.~ºos se anulan y agrupando 
términos se tiene: !/ '..;• . /. 

· · ¡ .· ... · .... ·f··~······· ...... :1.ti#>·:~:~····+·#/Y· ... : .. :S.~:/'·~~>.·.··1~1· 1 r.c 'f f 
. /{, t X':f''c'{;";J,'~c<.f:~;féc·~{,t<éc)) ~~· .. 9J~iif'=T.i"'é~o-;i.~~~-~·~;,f . d, <fr. • 

·.· ... ·· n%o/1:::~f ,._ ~ 1~-:~;r1 ;j·i"fl .. 
. <·.,rv .. ?,:·&lf·. r/~ 'f':?t<l; .1 ..••... 2. 

haci erido uso h~~v~~iiie .de • r3·~·9) 

.. ·. '. j-1~1&Jii~Jj.F~~:. 
_: -~·:.i::.-< 

Por.e. 1.1' .. r.!.)!~~ }(,t. es una cÓrist~iite .. d~ moV.Í.miento .o 

Es importante notar ~u; Jf,i •pue~e resultar ser una cons..;;. 

tante numérica, así por ejemplo, si 
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se 

es una constante 

do se 

:::::::·:&::ri vaaa .tóctaí j-~~~~&.ef ai Ji~~~~~ ~¿ 
.- :._\:~'." 

cumplen las ecuacio?iés de rilo~rirl.erlto?t'~:ri~in.os: º' >'. < 

;¿h ./~.,,~:.J~~~*~i~s;.tc~~~·lz~/:-':; .. ~-····~··.-
~';.:·- >'/~,:., :~> ic.}··_;_., ;º, '·: .-·_' 

sustituyendo - o ."22)<~w/~i~n~ \ 

=(L;~-rtJ·\, ; fJ~~~i··· 
c ..•.. - --· • ·/¡s- .. . ·. - -- ,,._ . ·. - .. 

¡· 



puesto que e es una constante de movimiento 

de 

con lo que queda demostrado que es constante de movimien-

to.' Por supuesto que h no es necesariamente funcionalmente 

independiente ~e L:,· , o incluso puede resultar ser una cons­

tante num~rica.• 

) ' 

4). Condioi&Il. i)~;a que una simetría de 1ae ecuaciones de movi""'. 
- .. :, ;..~'.-. - . - .; . 

miento seadefNértither para un 1agn¡.ngiano dado•• 
-----.. oc-.--,,-,--<~:;:~~~·~~-º- -· 

•J·· .. '. -~ ·: ···-":.".''/ -·- -·. 

En ia'.~e·~~iJii·;¡III.'l . vimos. 

infinitE1i9.L~!i].. ·d13~~~c:>rdenadae · 

- ·-,_·.,_ . - : 

:funcioriál de Wi iagrarigiahc> 
'\'·::. -1·. .:::-~:.-.' ,', ;:_~:,<-

, . 

,._ 

\in.a• transformación 

. E. 1~fi~f~#~J]i:j.<*'~~t· 
-e;"~';__:,~~;; "·:·.·-~,º- ,;,'S;·- - - ,_,_,_. _ _,_:__• ; -~";,{o:.;'.~ _:_-=--·-~"'' 

de primer C>r~~~ '~·~{l"~~~Ó .por (ec/ (3.~)yi: < .· 
" . '=~'. , -;- -.-.-_ .. , ·oc·'.,..c;:--:-:o__··._- •... - .-- ,·.·,, ___ co·~-'<=-::-;,.o:'."'7','---' -·'' 
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y eu deri~da lagrangiana por: 

(3.29) 

donde 

»-····. ",-·- - .. 

( ecs. (3.1.0), (3~13) y (3,;14)), utiliza,nci~; J.¡f;i~:~ntia_~d>cle __ 
•. ·------.. i. -_; 

Jacobi (ec/i(J;24)) se tiene 
' ... -;-;·.::. :-f~_:: :;-,: .. , ;. ·. ,.. -. ' ' . 

- __ , - _;.:~-~-:.'=~-~~):~-:'.~~:;~~~~--.;~;i-~~~ -~.,_:_'.:f~_-,~:::-c:::·_-~o--'~---~-. .'-:·.:~ -. 

Def'iniendo a · 

se obtiene 



y lae ecuaciones (3.29) se escriben entonces como 

/" = { '~l_: Jp, .. )if (3.33) 

Si la transformació~· (3.26) ~~ lJ.Da .~imetría de. N~~~he~.i~1 ten-

d~ ~e ·~. 

sin necesid~d de que; se· cumplan las ecuaciones de movimiento -

(ver ec. (1.!J..16)). Esto ea, la condición (3.34) se debe de da,;: 

para cualesquiera valorea d~ la.a ;if' , lo cual implica que~ 

(3.35) 

cuando (3.26) es una eimetr:!a de Noeth~r. 

De la definición de las d« (ec. (3.Jl)) vemos que la con­

dición (3.35) depende del lagra.ngi.ano en cuestión, ya que de­

pende de i,, .. 1 Así, el .hecho de que (3~'3_5l se satisfaga. para. 

un lagra.ngiano (que (3.26) sea de Noether para ese lagrangiano) 

~ implica que se satisfaga para. otro lagrangiano e-equivalente 

al primero. Lo Único que se puede asegurar es que la transfor­

mación (3.~6) seguirá siendo de simetría de e-equivalencia, que 

como ya hemos visto involucra a las simetrías de. Noether como 

un caso particular. En el siguiente capítulo se mostrará esta 

situación.' 

Por el lema inverso de Poincaré 1.~, .de (3.'35) .tenemos que 

debe de existir una función 

(3.'36) 
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tal que 

Además, es.ta función es una constante de moVimi~nto, 
por las ecuaciones (3.9) y (3.31) tenemos: ·•···•.f• ; 

~ ·>· .. :;-;:-::;:::.<:·.,,, 

d .. f":: 11' :t(= tf.;;(t'~>--b(i' 
_,,,_---

y de (3~'37), se (>):>tiene ·. 

por lo constante. 



IV.- EJEMPLOS. 

Por comodidad en la notaci&n a 1o 1argo de todo este 

usaremos subíndices en 1Ügar de super:!ndices, as!: 

• • O( 

:7'~.~7 

l·.- f.o< 
_, - . ·~ .. ,_ - - _, -

J~···· J~~ 
y en ningÚn momento 

la ecuación (3 •131) • 

l) Ejemplo 1. 

Vamos a mostrar para .er prob1ellla de la partícu1a 'ubre en 

una dimensión cómo una simetría de sus ecrui.ciones de movimien­

to en primer orden, resulta ser de Noether J>ara un lagrangi~ 

del problema y de s-equiva1encia para otro lagrangiano s-equi-
. . 

valente al primero. También vamos a hallar constantes de movi-

miento mediante el:·uso del corolario de la sección rrr.2: •·. !' 

De la segunda ley de Newton tenemos que para la partícu1a 

libre en una dimensión, su ecuación de movimiento es: 

.. 
f-=D 
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Mediante la transformación de coordenadas: 

orden 

que es 

'F::,)f'i 
···+;:~::·S4··.·.· 

le,-,: 

por 1o que dos cori~tantes 

A ::: -r 
13 ~ r- --rt 

. . . . . . ' , 

Las simetr!as de las ecuaciones :ae ~oVi!lliento {4.3') ;on · 

proporcionadas por el sistema d.ee~~cione.s dif'ere:Oc:Í.ELl~~ :p~r-
;• ·., 

ciales 
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1 

1 
1 
1 
1 

como se puede ver a partir de (4.3) y (2.6). 

Una soluci6n del sistema1 (4.6) es: 

Por otro :lado 

y 

de ellos se 
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y 

sus ecuaciones 
' ~'" 

····~. :tr::· fr =v 

) 1' = -{}. --r) = º· 
. :>· :' ' ' 

. - ... 'z • • · .·zr ~ ·-lC'- .. tf)11 J<t · 
y 

·· ~ ~[l'--1't)'+~]c~--r) = º 
Ambos sistemas ºde ecuaciones de Euler-Lagrange tienen por so­

lución general a (4.4), de modo que los ·lagrangianos L y L . -
son e-equivalentes y describen a la partícula libre; 

El cambio funcional de L (ec.· (1.111)) debido a la si­

metría de las ecuacione!llde movimiento (4.7) es: 

(4.14) 
--·-··:--_·_., ,-~·- -· ''" 
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de modo que la simetría (4.7) resulta ser de Noether para este 

lagrangiano. La. constante d~ movimiento asociada la podemos 

hallar fácilmente usando {l.'34) obteniendo: 

~ (r,,t t) = -f (r--rt) 

que es cláramerit e e 1 . p:coducto A 13 ( ·~ : ( 4. ~l)}' • • ·,.'VY, 
7 

·.• . 
E1 cambio funcion~l de T debidoa·· c4-.7) ~s¿:r ;;\:·')<' ... ··· 

·;;;..=; (1--rtff,· ... ··· +··.~~+'\4,161 
. . . - .. ·• . :_ \ 

que no es la derivada total r~spec~oal tiempo de \lnafurtbfcSn; 
de las coordenadas y el tiempo. De este modo, (4.7) no 

simetría ~e Noether para L • De (4.'16) 

d - z • 
. V"< ::- z(r--pt) t' 
"d>-. 

;;;_;¡¡ .-
--;-·-= o· 
d.:t:'-ocX;·i .. "·~-c .. __ _ 

d~.-~ - z 0·-tt) ~f -t"_ 
o-P. -

dA = ±. (.¡- "":ttf!i 
;;f .3 . 

y las derivadas 1agrangianas de~ ~{')I1>: _ 
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Si se cumplen las ecuaciones de movimiento (4.2). o igualmente 

las ecuaciones (4.13) vemos que 

de modo que/ es un lagrangianito y por ello (4.7) r~u:i,.te. 

ser de simetría de a-equivalencia para el la.erangie.no Í- -.' · 

La matriz _{2 (ec. (1.118)) donde 

- b -
/"""o.. -= fl"- _ L b 

__ :!.::: ··•••••· 

.. Z(r- -fé) 

('r-f4t )T. T- 1 

y las trazaS' a~"~déaos primeras 

<::i,.11 - .?' (J-- f't) 
::•;c,•:;.,~.;:+~:c•:: __ • • (F::."ft) z + J _ 

o, 
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por lo que claramente son constantes de movimiento. 

De las ecuaciones de movimiento (4.'3) , donde 

'Jt' 

d ~I -:;.. "J-1- :: Ó 

.· -~ r d- r 
Usando el corolario de la sección 

y 
. . 

... Ji/l;~~:~~.fa:~ttf.Jttt 
son lagrangiani tos. sus derivadas l'agrangianas se pueden ~i:li-. 

,':.'~ ·: \,·';:··-

cu lar directamente obteniéndose: · 

Y:. -= - l_ (i--ff) i 
·. f.r z[r-tt'j (r· ~-r) 

. . ·. . 

····~·~.:.~i('·~~-ft-):1ri 

r).,,· == -z Lr-tt) 'fC~ -1') 



y las matrices f1 'f 'f n ¡t que relacionan a (4.26) y (4.27) 

respeciv~~ente con (4.13) son: 

y 

Las trazas.~dei .ene términos ·de 

' ' ,_ '.,,_ 

y es ae·notarse que(4.30) y (4.Jl) son f'uriciC>naJlri~~te inde-
:'·>:~.,_/ ... 

----;--=-=-o--'-o--.- ,-,~=; _o--0-c-·-~-=---'i~--'-"-'o-y-.;.-~,~~~--"2,--'-.'..'_!_, .O.:'-' 

- ~. ,- ' 

2) Éj emplo 2}· 

Usando las ecuaciones (3.21) ;· (3.25) y dos simetrías de 

las ecuaciones de movimiento vamos a hallar algunas constantes 

de movimiento del sistema de ecuaciones diferenciales de se­

gundo orden: 

/Z .¡- d :::.- o 

d +·;¡ :::o ··~ .(4.;32) 
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1 
1 
1 

6 
Se puede mostrar que no existe un lagrangiano que de ori-

gen a estas ecuaciones de segundo orden; Sin embare;o, haciendo 

un cambio de variables para obte.ner un sistema de ecuaciones 

diferenciales de primer orden equivalente al (4.32) el lagran­

e;iano existe 6,7 como ya hemos visto en la sección I.3.b~ 

Efectuando la transformación 

7, -=7' 

72 = d 
h=:i . 
~'>' :=.d 

se obÚe~e el sistema de ecuaciones diferenciales de pr~füer 

orden . . 

;z, = ¡Z°3 

_;i-2_= 4 ... 
h=.,-~ . 

- ._ •. _.h-.-.· =-/ér. ._::._:c:..c."'~:.·:;c:'.··~~s;~c:~;~.~#;7~'~ 

Las 

y/o (3.22)) por 

-:Zz Jo 
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Dos soluciones posibles a (4.35) son 

do :=.O 

d1 =~lt~t 
dt. = o 
J; ::: :0. ~t -.4 .. 
jr ~.·o 

y 

como se puede·•Comprobar. por susti.túción directa ,deA4~'36) y 

(4~'37) en (4~'35) y haciendo. ~so d~ (4 ~134). ••....••. .. • . 

Un lagrangiano posible para .el sistema (4.34Lie'~.Ct1: 

L= (,r,+ ;r,):i; t-,Z~ ;~ t-f(2;,'c~,zi,z; aj (4."38) 

( +) En la ref .' 6 se muestra de :forma explÍci ta la construcción 
de (4.'38) a ·partir de (4.'34) y de las constantes de movimiento 
del problema. 
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y sus ecuaciones de Euler-Lagrange son 

• L,_ ~-Á +73 :::o 

·L3 =.j;-;i, 

que 

Usande>i la 

para el 

Por lo 

resulta ser: · 



o o 

Utilizando la ec~~c:i.&il 

y sus ti tuyelia6 :{4'h6r~ ( 4 .'37) y 
- ,, > >.· ··,:<t• ::"l:~~:·: "·~ G • 

\~' :."y~7f,~·;~hf +-g;,,z··: . 
":' ·:_:_---~,:-;:_/: 

su derivada. tota'.Í ~~i~~~g~g! ... '····.Y 
-- - - ~-=..=-o-= .- : '. _:·;¡.-~:,· t~;·: -~- ~=~:~~:~~;.:::.:----=ofc;~-:~1~~:··0 .,-= ,----o==---=--;:.o ,.,--, e --~ ~;,o-o::;;;.-~::,-....,. ·;;"";-;_,:.;-c. o;--'- _--:-'-.o:--=- __,.;._--~'--------o-=oo-· _:._,·=-··,of,,-

y sustituyendo las. ecuaciones de movimiento 

·' 
/{,L # 0 

}( :( 

por lo que K.-z. es una constante de motlIIlierit6C 
'' " - --~ -=- ,;_'-

· :·;;_·· :·\:·:··:.:: ~,: , ;·:~.,;- ; ; 

,'.·i.:·; )( --~ :~,.,.-:.~:_,',; __ ,'-~2' 
f.(4 •. 47) 
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De la primera de las ecuaciones (4.39) vemos que 

(4.48)-

es una constante de movimiento.' Utilizando la ecuación 

y sustituyendo en ella a (4.48) y a (4~'36Lse 

(4.'50) 

·_~;~;~:-·~~:·~-;_e•!,''._ 

que.es ot~icon~ta.Ílte de movimiento. Si~áhora sustituimos (4.'48) 

y(4.37) en c4..1'~) se'obtiene: 

que también e~·;~>na . constan1;e de 

··, 



.+- .. 

V.- COHCLUSION. 

En este trabajo hemos estudiado la relación existente entre 

las simetrías de los lagraneianos y aquellas de sus ecuaciones 

de movimiento, para el caso de ecuaciones diferenciales de 

primer orden. Tambi0n vimos diversas for;nas de rclacione.r las 

transformaciones de :3imetría con cantidades conservadas aso­

ciadas a los problemas en cuestión. 

Uno de los principales resultados encontrados en esta tesis 

es el de la equivalencia entre simetrías de las ecuaciones de 

movimiento y aquellas de los lagrangianos asociados a ellas. 

A continuación lista'.!los en detalle los resultados nuevos 

que hemos encontrado: 

En el capítulo III demostra~os la equivalencia entre las 

transformaciones de simetría de los lagrangianos (simetrías 

de a-equivalencia) y las transfonnaciones de simetría de las 

ecuaciones de movimiento para sistemas descritos en la fonnu­

lación de primer orden. Esto nos permite establecer una mayor 

conexión entre simetrías y constantes de movimiento mediante 

el uso del teorema de Noether (ver sección I.l.e.) y el teo­

rema de-las ~~0 7~" (sección I.).c.). Un ejemplo de esto lo 

lo proporciona el corolario estudiado en la sección III.2., 

el cual muestra que, cuando las ecuaciones de movimiento del 

sistema no dependen de aleuna coordenada en particular, las 

tran~laciones a lo largo de esa coordenada son transformaciones 

de simetría de s-equivalencia.. Queda aun pendiente la obtención 

de un método práctico para hallar soluciones del sistema de 

e~u~0iones de las simetrías de las ecuaciones de movimiento 

(ecs.'(2.6)) lo que nos permitiría obtener constantes de movi­

miento del sistema (en la ref. 3 se muestra un método para re-

solver-(2.6) pero requiere del conocimiento de las constantes 
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de movimiento del sistema). 

En la sección III.3. demostra.r:Jos dos teoremas que permiten 

hallar constantes de movimiento a partir de las simet.rías de 

las ecuaciones de !:!ovirüento. Uno de ellos requiere del cono-

cimiento de dos simetrías y el otro de una. simetría y una 

constante de movirni en to. 

En la sección III.4. mostramos que la condición que debe 

cumplir una tr~:..r:sf ormación de simetría de las ecuaciones de 

movimiento, para sr,r una simetría de Noether (ec.!(3.35),depen­

de del ln.Grnngiano al q_ue le aplicamos la transfon:iación, de 

modo que la transformación puecle rcsul tar de sL:.etría de Noe-

ther para un lac;ranc,iano y c1e s-equi valencia para otro. Como 

lo mostrarnos cxplÍci tamente en el ej cmplo 1 de la ::-.ección IV .1.1 

De esto se hace evidente que una clasificación de las simetrías 

debe tomar en cuenta de alguna forma el la,r;ran~iano que se 

está usando para caracteri~~ar al siste,¡¡a mecánico. Una preeun­

ta que suree es si ¿existirán tY:i.nsformacioncs de simetría que 

sGan de s-equivalencia para todos los la¿;raneianos asociados 

a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden como 

los que hemos estudiado? 

Creemos que una forma de atacar·estos pYoblemas es mediante 

en estudio del sistema de ecuaciones diferenciales que deben 

crnnplir los ~°' definidos por la ecuación (3.Jl). 
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