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INTRODUCCION 

En este trabajo, se explica un fenómeno de radiación que se ca -

nace con el nombre de "Radiaci6n Cerenkov", esta radiaci6n la descu-­

bri6 P. A. ~erenkov en 1934 cuando analiz6 el siguiente experimento: 

diferentes flutdos eran bombardeados por radiaci6n de una fuente de 

radio y como resultado observó un débil resplandor azul. 

Durante los años 1926-1929 el franc~s Mallet public6 tres arti -

culos que explicaban el espectro de luminiscencia (la luminiscencia 

se produce cuando los átomos son excitados por alguna radiación , 

electrones, etc. y decaen a su estado base. Si la luminiscencia cesa 

rápidamente cuando la fuente de energia se elimina el fen6meno e~ 

fluorescencia, si persiste el fenómeno es fosforescencia), de algunas 

substancias orgánicas puras y materiales s6lidos excitados por radia­

ci6n gama. Las propiedades peculiares de esos espectros, (espectros 

continuos dominando en la regi6n de onda corta) motivaron a Mallet a 

sugerir intuitivamente que la radiaci6n que hab1a ot;ervado era de 

naturaleza diferente a la de fluorescencia. Mallet no continuó con 

este trabajo y no demostró que se trataba de un nuevo tipo de radia­

ci6n. 

En el análisis hecho por P. A. Cerenkov encontr6 lo s~guiente: 

1) la radiaci6n se produce en todos los Hquidos y s6lido~ f,r~!lspa--
rentes. 

2) el espectro es continuo para todas las:substancia~~()risi~er~das. 
J) la intensidad está concentrada principáltnent.e e~ laregi6~ de onda 

corta del espectro. 

4 l la constante de tiempc. de radiaci611 es de · .~ 1ó'~. y .. asi,. no ·es lumi­

niscencia (donde t;,. co"ls) • 
.- ,_-_;--

5) la radiaci6n está. fuertemente polariz.ada~ 
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7) las propiedades de la radiaci6n excitada por rayos gama o por elec-

trenes son idénticos. 
- ." 

8) la nueva radiaci6n no se puede relacionar con ·ninguna otra conoci-

da hasta el momento. 

* En 1937 Tamm y Frank desarrollaron una teoría para la explicaci6n 

de esta radiaci6n y as!, considerando los fundamentos de la electrodi-

dárnica clásica explicaron completamente todas las propiedades de la 

nueva raciaci6n y predijeron nuevas propiedades y relaciones. La con-­

clusi6n importante de la teoría fue que un electr6n, (o cualquier par­

tícula cargada) que se mueve en un medio transparente con una velocidad 

uniforme mayor que la velocidad fase de la luz en el medio emite radia­

ci6n en una dirección bien definida. 

Los creadores de la nueva teoría tuvieron que vencer dos obstácu­

los, prinero, la suposición coman en electrodinámica de que solamente 

una carga acelerada radia, encontraron que esto es verdadero s6lo en el 

vacío. E~ segundo obstáculo fue una hesitaci6n general para estudiar 

el movim~ento de una partícula más rápida que la luz, que es razonable 

cuando la particula se mueve en el vacío, pero no justificable cuando 

se mueve en un medio donde la velocidad de la luz es menor que en el 

vacío. 

la teoría predijo la dependencia de un ángulo de emisi6n con la 

velocidad de la partícula y.el indice de refracci6n del. medio. Í:.atTibién 

su distribuci6n espectral y la intensidad total. de la energía.-

Las predicciones fueron comprobadas experimentalmente pcirCeren­

kov quien def ini tivarnente confirmó la teoría, ~erenkov publi~cS 1;,·s 

resultados completos de sus investigaciones en 1.944. En 194~ Ginzburg** 

desarrolló la teoría de radiaci6n Cerenkov en un medio anisotr6pico 

.*Ref erencia 9 ** Referencia 7 
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y también la teoría mecanicocuántica del efecto, sus conclusiones 

fueron similares a las de Frank y Tamm. 

El objetivo del presente trabajo es el de presentar una investi­

g .• c:ión del efecto Cerenkov considerando diferentes enfoques, (clásico 

cuántico y cu§ntico relativista) , así como la dependencia de la cons-

tante dieléctrica con la variaci6n de la temperatura. 

El trabajo se distribuye de la siguiente manera, en el capitulo 

I hacemos un enfoque clásico de lo que ocurre con la pérdida de ener­

gía de una partl'.cula cargada (un electrón), con momento l' y masa """ 

cuando penetra en un medio de indice de refracci6n ~. se concluye que 

si se cumplen algunas condiciones esta pérdida de energ!a no se disi­

pa a lo largo de la trayectoria, sino que se escapa en forma de radia­

ci6n con una direcci6n 4, bien definida, donde a de se le conoce como 

ángulo Cerenkov. 

En el capl'.tulo II se analiza este fen6meno usando los potenciales 

de Liénard-Wiechert (potenciales retardados), en es:e caso considera­

rros que el electrón emite un pulso electromagnético en cada punto de 

su trayectoria, analizamos cuando la velocidad del electr6n es menor 

(mayor) que la del pulso, los resultados que obten~mos son iguales a 

los del capitulo I. 

En el capítulo III hacemos el tratamiento desde el punto de vista 

de la mecánica cuántica, discutimos las diferencias entre los trata -

mientes cuánticos y clásicos concluimos que para propositos prácticos 

las correcciones cuánticas no son importantes. 

En el capitulo IV estudiamos el efecto de la temperatura en esta 

radiaci6n, para esto deducimos la r.:-.:::uaci6n de Clausius-Mossotti· con -

cluímos que la temperatura afecta a la constante dieléctrica 4 del 

material y el ángulo de emisión 
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En el C«p!tulo:> V considerart]OS este efecto introduciendo los 

conceptos de la electrodin~mica cuántica uno de los resultados 

importantes que obtenemos es que la radiaci6n está circularmente 

polarizada. 



CAPITULO I 

PERDIDA DE ENERGIA DE UNA PARTICULA CARGADA QUE 

ATRAVIESA UN MEDIO, RADIACION CERENKOV 

En este cap1tulo estudiamos la pérdida de energta de una part!­

cula que atraviesa un medio, (el enfoque es desde el punto de vista 

clásico). 

Supongamos que una partícula de carga ~e y momento -¡; choca con 

un electr6n en un litomo, si la velocidad de la part!cula es mucho ma­

yor que la velocidad del electr6n en su 6rbita podemos suponer que 

el electr6n está inicialmente en reposo. 

Vamos a suponer como primera aproximaci6n que la transferencia 

de momento llf es suficientemente pequeña de tal forma que la part!­

cula incidente no se deflecte de su trayectoria original, (en ltnea 

recta}, y que el electr6n no sufre un cambio apreciable en su posi-

ci6n. 

La transferencia de energ!a de esta part!cula s~bre el electrón 

está dada por la siguiente expresi6n: * 

dE! esta f6rmula se obtiene un parámetro máximo (m!riimo) de impacto 

( b..,¡.. ) • Para parámetros de impacto nucho mayores que b.,.,. 

1 ~ b) la transferencia de energ!a converge a cero. \ ... ,, <:< 
Ahora vamos a considerar que una part!cula cargada atraviesa un 

medio denso con constante dieléctrica Elw\ • En °un medio denso la po.-

larizaci6n dieléctrica del material altera el valor de los campos 

E y 't?. de la partícula incidente respecto de su valor en el vacío. 

Esta polarizaci6n de los campos (debido a la polarizaci6n del medio) 

*)Apéndice I f6rmula 2 
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la debemos de considerar cuando .calcularnos transferencia de energía 

en colisiones para las cuales '°-·.,c. donde a. es del orden de las 

distanci~s at6micas. 

Determinaremos la pérdida de energía en colisiones cuando ~'>'><t. 

suponiendo que los campos en. el medi'> pueden ser calculados en la 

aproximación de una constante dieléctrica macrosc6pica [IW). Los cam­

pos eléctrico E y magnético ~ producidos por la partícula inciden-

te est§n dados por las siguientes expresiones * 

1 e,\ = E ,lw16) :. -~ .i!C(..U ?..)''t 
'\l L ~ 

\ ~.' c. é-i l ~.1i.'\ ""' .u \ ¡~.)~ _2i.. 
'.'S' ~lcu"l 

: .. ~,~'?; ~'. '. ·.o··-

k'. y 1<, son las funciones de l:fésse{mocfi:'fi(:~~a:1í~(ie-. ~°i:de::if~éero 'i uno 

respe::i::::::· de energía por unÍdad de \{)'.~g'.t{~g de la partícula 

incidente para distancias mayores él l~sa~~Jñi~~i est§ dada por la 

expresión~* 

(2) 

o 

Si variamos Q. pOdenfos 'ex~Illlnar comó la energía es depositada 

atraves del medio, si 111" \'>'> 1 las funciones de Bes sel modificadas se 

*)y **) Ver apéndice II fórmulas 18, 19, 20 y 22. 
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se pueden aproximar por sus formas asint6ticas entonces, las coropo-

nentes del campo electromagn~tico se transforman en: 

-'").\, 

- ,.:t;(..a~ ~ 

~--~- ,-_;.,--~----~-· 

-
la parte real de esta .;xor<.!:,.: ón integrada en las fre•:uencias nos da 

la pérdida de energ!a du la part!cula que se está de?ositando lejos 

de la trayectoria de la misma. 

Analizando esta expresi6n vemos que tenemos dos posibilidades 

fara el factor A Si ?. tiene una parte real positiva , el factor 

exponencial converge rápidamente a cero para grandes distancias> y 

como consecuencia la energ!a es depositada a lo largo de la trayec­

toria, si /.. es imaginario puro la exponencial converge a la unidad 

y la expresi6n que nos queda es independiente de O- , la energ!a 

e-n este caso se escapa al infinito en forma de radiación.., a ésta se 

le conoce como radiación ~erenkov. 

La condici6n para que A sea un imaginario puro la obtenemos 

de la siguiente expresi6n: 



8. 

(3) 

o seu, si tenemos: 

esta ecuaci6n- nos-' indica -que es necesario que la velocidad de la 

part1cula tiene que ser mayor que la velocidad fase del campo elec­

tromagnéi::ico ( -en el. -medio ) , con frecuencia w para tener emisi6n 

de radiaci6n Cerenkov. 

Con esta condici6n la expresi6n para la radiaci6n Cerenkov por 

unidad de distancia a lo largo de la trayectoria de la partícula es: 

el integrando de esta ecuaci6n nos da un espectro diferencial en -L-J­

cuencias (este es el resultado de Frank y Tamm* publicado en 1937 

explicando la radiaci6n observada por P. A. Cerenkov** en 1934). 

Una caracter1stica importante de esta radiaci6n es su ángulo de 

de emisión, a grandes distancias de la trayectoria los campos se 

transforr.lan en campos transversales de radiaci6~ la direcci6n de pro­

pagación está dada por E~~(El vector de PoyntinglEl ángulo de e111i­

si6n de radiación ~erenkov relativo a la velocidad de la partícula 

está dado por: 

**) Refe=encia l8l 
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(5) 

esto lo podernos clarificar en la siguiente figura, donde la part!cu­

la se mueve en el eje x.,el observador está situado a· una distancia 1o 

de ese eje , las componen:tes del campo eléctrico a •(&.,fo}, están en 

la dirección de los ejes ~. y "'" respectivamente,, el campo magnético 

~!> sale de la pa'gina en la direcci6n de l,. • 

... . 

.,.,. . 

(Fig. 1) l\rl_glllo de emisi6n de radiaci6n ~erenkov 

Para obtener lo ~u~ s~ c~~oce como r~laci6n fe~en~~~ tenemos: 

nos queda: 

eo• tlc 

sustituyendo 1os campos 

" Relaci6n Cerenkov. 

(6) 

En el siguiente capitulo estudiamos el proceso de radiaci6n 

usando los potenciales de Li~nard-Wiechert. 



CAPITULO II 

INTERPRETACION DE LA RADIACION CERENKOV CON LOS 

POTENCIALES DE LitNARD Y WIECHER'!' 

Una part!cula cargada no acelerada en el vac!o,no rad!a~pero 

si esta misma se mueve dentro de un medio,ract!a si su velocidad es 

mayor que la velocidad fase de la luz en él, éste está constitu!do 

por un gran nllmero de áto~o~ cuyos electrones son acelerados por el 

campo electr•.)magnético de la part1cula incidente y as! se produce la 

radiaci6r •. 

Si 1.1" >E (donde ... es la velocidad fase de la luz en el medio), 

los frentes de onda interfieren constructivamcnte formando un fren-

te de onda detrás de la part!cula, la normal al frente de onda for-

ma un ángulo ec, con la direcci6n de la part!cula (fig. 1), de tal 

forma que se obtiene la siguiente relaci6n (Relaci6n Cerenkov). 

1 
1 
1 

1 
L--------

Co~ ~c. .. 11~ ... 

con {'> "' ir¡ c. 

fig.1 Mecanismo de.rádiaci6n. 
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Cuando se obtienen* los potenciales de Liénard-Wiechert para 

una partícula cargada en movimientoarb.ttrario, hemos supuesto que 

la velocidad de la part1cula es menor que la velocidad de la luz, 

entonces, los potenciales: 

(1) 

. . . c. (':> 

.··~·.\~¡.,.~'\p.'"\. 
en un punto dado de espacio y tiempo.dependen de la forma que tie-

nen en un·punto anterior ten espacio y tiempo), o sea, en la posi-

ci6n retardada. Cuando la velocidad de la part!cula es menor que la 

velocidad de la luz ( ~~.i:,.>, al emitir un pulso en cada punto éstos 

nunca se tocan, lo que corresponde a la siguiente representaci6n 

fig.2. 

Fig. 2. ondas esféri~as del:\!=áÍnpC, electX'omagnético. producido por 
una partíCula cargada~que· se~mueve· co~n--una'.véfoci.dád v 
menor que la de.ia.lilz<·" 

* Ap1!indice III. 
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cu.indo V'>~ se tiene la siguier¡te. representaci6n fig. 3. 

\' 
\ 

1 
1 

--H---i ... 
1 

l 1 ...,.. ____ .,.., ______ ...J. 

l'ig. 3. Ondas esféricas del campo electromagnético producido por 
una partícula cargada que se mueve con una velocidad '\l" 
mayor que la velocidad de la luz en el medio. 

De aqu! vemos que los frentes de onda interfieren constructiva-

mente pa~a formar un frente de onda detrás de la part!cula, la normal 

al frente de onda forma un ángulo 9~ que está dado •por la relaci6n 

Cerenkov. As! dos posiciones retardadas contribuyen al campo en un 

punto dado de espacio y tiempo, el potencial escalar en (1), es reem­

plazado por: 

(2) 

donde los sub1ndices l y 2 indican los tiempos .retardados -t,' y +.~ 

donde es un vector unitario dirigido desde 
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la posici6n de la carga al punto _de observaci6n. 

Para calcularlos el cuadripoten-

cial 

con 

-V 

l'ig. 4. Representación del frente de onda _retardad1,_de una cpar- _ 
tlcula con velocidad ~,~. P' es ~a posició~ ~ctual, P 
es el punto de observación. 

p'1ra una partícula con velocidad constante V: PC)demos-usar la 

r3laci6n ~lt'\ ~ 11t1 y X • i:-"t que es la distánc{a de la posici6n 

P' de la particula al punto de observaci6n_P .. c~~-~~i~ 
; . ' . . ·j . ·.·.~·· .:... :·,; .. 

-\'-4- ~-t .. o 
c.' se •t:f~ri~fornii-eri: --

(4) 

resolviendo esta ecuaci6n para t--i 1 •- tenemos: 
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' • )- ~L1'1¡_ 
:! [ ti· .r) - ll.l"-c.•• ..... J (5) 

solamente ral'..ces reales y positivas tienen significado fl'..sico, para 

q4.C' la ral'..z cuadrada es real y may-or que \\j: ~ \ esto implica que 

existe una ra1z válida para ~-1;' Para \t")oc.'tenemos otras posibi-

1.idades primero, aun cuando lñ :~•!.z cuadrada es real (como se mani­

fiesta para direcciones aproximaJamente paralelas o antiparalelas 

a .¡;. , ro~'..i....,' cuando ol. ~~ ) , es menor en magnitud 

que \'&.i\, con esto no tenemos ra1z positiva para t-t' pero, cuan­

do 'l y.¡¡: forman un ~ngulo agudo el campo de radiación no es fron­

tal a la partl'..cula, si t>l. es el ~ngulo entre :g. y '1- ( fig. 4 l , ana-

lizando el. radical (~), tenemos: 

(6) 

y de aqu:'. ~enemos ra1z cuadrada imaginaria para: 

, pero para ángulos que cumplen con 

(7) 

tenemos dos raíces reales y positivas de_ 1t·\1
) como soluciones 

de la ecuación (5). De esto se sigue que los potenciales existen 

solamente dentro del cono Cerenkov definido por: 

:: - __ [ (8) 
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los valores k R. correspondientes a las dos ra!ces de (2} son: 

su.tiCuyendO •• )~s ~l:ii1:2:.' conSiderándo eL valor absoluto 

de estas ra!ces _y;shfuari~oÍ.ci~ d.o~'términos obtenemos finalmente: 
;,•·"o--

-~e 
·.::..;-,~:--· J", :... ('1lfc•) ~ ... t~ ---~--

Át-,..,-t' -- ~ ,J:> ( 7'i t-\ 
e! 

estos potenciales son válidos dentro del cono, se,_ ha~en .singulares 

en su superficie y se anulan fuera del cono. ·Represtntan un. frente 

de onda que tiene una velocidad e' en la direcci6n e..: donde c ..... , ... 

El objetivo de hacer este enfoque es d: ~Íafiticar lo que su-
.. , . . .. -. ;·:-... ~ ... ·/- . . . 

cede cuando una part1cula emite un pulso y' s~'l~i'o'é.dád es mayor o 

rrenor que la velocidad de éste. 
~;· : -. 

- (·--
.; ::,..·;.' 
. ' 

En el siguiente capitulo tratamos el i:>i::6bl.~~a,:de radiaci6n 

i:sando conceptos de la mecánica cuántica~~~el;~i~¡sta. 



CAPITULO III 

EFECTOS CUANTICOS EN LA RADIACION ~ERENKOV 

Ahora analizamos la radiaci6n (i:=erenkov) de una partícula 

desde el punto de vista de la mecánica cuántica , supongamos que 

una part~cula cargada (un el.ectr6n) de masa -wi. se mueve dentro de 

un medio con velocidad\i.. constante, de su interacci6n en él en 

alg~n punto de su trayectoria emite un fotón de energ!a ~~ (Brem­

sstrahlung). con un ángulo e respecto a la direcci6n original de 

la partícula, al producirse este fenómeno ésta experimenta una 

pérdida :.nstántanea de energía y ahora se mueve con ·1elocidad .:;; 

con un ángulo~ respecto de la dirección original (fig.1). 

Si aplicamos las leyes de conservación de energía-momento 

podemos definir una condici6n para la radiaci6n ~erenkov del dia­

grama siguiente (fig.1). 

Fig.1 Proceso de Radiación. 



donde 

eliminan<;}o de 

~ . ., ._.; . ·.: 

~.'\'h. 
~ J .... 

(1) 

tenemos: 

:.~ ~ \ '14~ - 1 ) .;. 
Cu:.t>-=.,"'.'(l>T"~y .. ~ .... 

. ;~ e, ú/ c. 

17. 

ni lo ponemos en. t~~iricS~ ~e fa'. longitud de onda deºdeBrogÜe /). 

ele la part!cula 

+ (2) 

donde t 
J-:-(':>t. '-"Ji-('.J-z ~ ¡;"";;.• 1.o 

"' 
-::. --h =-- ':: MC: .· f-t. (1' 

""""y..._ fl"\~ 

/.. 0 es la longitud de onda Compton tlel electr6n. 
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La relación Cerenkov (cl.'!;~ica), sin considerar este efecto 
está dada por*: 

Coss 

que difiere de la ecuaci6n (21 por el t~rmino 

que es muy pequeño para propósitos prácticos. 

La validez de estas ecuaciones se basa en el hecho de que 

en el medio el momento del fotón es~ en lugar de~. En es­

ta deducción hemos considerado que el medio ~edifica e1 momento 

del fot5n, tal consideraci6n no ln hemos tenido en cuenta para 

la particula la raz6n es la siguiente: la longitud de onda de -

los fotones (en la regi6n 6ptica), es grande comparada con las 

distancias ínteratómicas y as!, la radiaci6n es afectada por -

las propiedades macrosc6picas del medio. Para la part!cula d~ 

bido a su pequeña longitud de onda de deBroglie sus dimensio-

ne~ son insignificantes comparadas con las distancias interat~ 

micas. 

Con la condici6n de radiaci6n: 

c.,.,, e ~ ~ n ( "'~-• \ 
1->p.'~ ~ 

y usando la ecuaci6n de Schrodinger secobtiene.la siguiente ex 

presi6n para la radiación de una carga e. , suponiendo que no 

tiene mJmento magn~tico 

la expresi6n clásica es: 

*) Capitulo I y II. 

**) Refe~encia 7. 
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(> 

corno vernos esta ~ltima ecuaci6n difiere de la ecuaci6n anterior 

en dos términos de orden superior en "e\ • 

En el siguiente capitulo estudiarnos la variaci6n de la cons­

tante dieléctrica E[ru) con el cambio en la temperatura, y corno "" 1U úl 

donde V\ es el indice de refracci6n del medio, el angulo éerenkov 

es afectado. 

*) Capítulo 1 F6rrnula 4. 



RELJICICN DE CU\l.JSIUS--MOSSCYITI Y EFOCrOS DE Li\ TEMPERATURA 

Lo que vamos a estudiar en este cap1tulo,es cómo la temperatura 

afecta a la constante dieléctrica del material y como consecuencia 

al 1ndice de refracci6n el cual está involucrado en la relaci6n ce-

renkov. 

Las ecuaciones de Maxwell* para un medio no conductor en donde no 

hay cargas libres o corrientes son: 

(1) 

:. o 

con las relaciones constitutivas 

(~) 

de aqu1 E satisface la siguiente ecuación 

(3) 

donde 'V\ .. .S- = Ji;. si .<.L;...I 
V 

t>t. ..... V7 
Vamos a considerar que tenemos un gas suficientemente diluido de 

tal forma que evitamos posibles interacciones entre las moléculas o 

que é'sta es casi nula. Cuando una onda electromagnética lo atraviesa, 

el campo eléctrico polariza a las ll'Ol&:ulas, es decir, el campo eléctrico 

induce un momento dipolar a la molécula y las posiciones de los elec -

trones son modificadas de su posici6n de equilibrio, suponemos también 

*Referencia 1 Cáp1tulo 5.2 • 
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que los núcleos están estacionarios y que sus posiciones no se afectan 

por el paso de la onda. Si los electrones están ligados por una fuerza 

lineal de restauración y si el amortiguamiento es proporcional a la ve­

locidad del electr6~ entonces la ecuación de movimiento para el jésimo 

electrón con carga ci está dado como: 

(4) 

en este caso no consideramos la componente del campo magnético en la 

fuerza de Lorentz, porque la velocidad del electr6n es mucho menor que 

la velocidad de la luz, {4)' la 'podemos representar como: 

estamos considerando que el campo ·está dad_o la solución 

de esta ecuaci6n es la siguiente: 

(5) 

e'.'ltonces debido a este_ desplazamiento el momento dipolar del jésimo 

electr6n es: 

l._w;'-w~) --i.if>","' 

si tenemos N electrones por unidad de volumen en el gas, y si una 

fracción ~j tiene la frecuencia resonante caracter!stica w; entonces, 

el momento dipolar total por unidad de volumen es: 

(6) 
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experimentalmente se encuentra que para una gran variedad de materia -

les '? es proporcional a e , donde a la constante de proporcionalidad 

se la llama SUsceptibilidad eléctrica 7'.e o sea, p ="Y.e g con esto. 

Sabemos que el vecto~ desplazamiento 'O está relacionado con el 

vector de polarizaci6n ? y el campo eléctrico é corno 

G ""e ~ + .¡n"P (7> 

donde 

con esto tenemos que ~ está d~cia>p~Q;~ e 

é:: 1+ qo)(e -.. \.~ \'~~>"f'./ lw;~~:)e~";,r>;w 
si hacernos el desarrollo binomia:( 'y'.do'~·~ideramos solamente los dos 

primeros términos, tenemos:. 

'¿.' 
l . 

considerando la parte real e imaginaria 

·-

definirnos un 1ndice de refracci6n complejo coíOO': 

M. "'-- JE. s. V\. l "-+ ' le. -y· (8) 

donde 'VI y \<:. son reales, a \<.se le conoce como !ndice de atenuaci6n. 

Si chora trabajamos con medios que no son gases; (11quidos o s6li­

dos), el campo el€lctrico dentro de ellos determinado por un campo ex-

terno depende de la polarizaci6n del medio, en este caso suponemos 
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que las moléculas no tienen un momento dipolar intrínseco, usando las 

relaciones (6) y (7), tenemos que: 

~ - lT "llJ' + 
donroe ¡:>:\¡i\ , E.=.,.\¡!\ 

suma del campo externo c. 

porcional a 1> ) • 

, ,, ~ . 
Dentro del .med:io el camJ?P.:iocal G; ~s .la 

y el cam¡Jo d~~~Í~~~·~~~i6~:~:.:: 'ff .. ~spro -

,·' ... ,,·:. 

€ ~· "Z~ 

Para una.distribuc±6n'ale~toria ded:ipolos dentro de un dieléctri-, 

c::> ideal "l = ~ IT • sustituyendo en la expresi6n anter:ior 
?> -

__ s' ,,. e-~ .,i rr ¡:; 
si sustituimos este cari\po_en la ecuación (6) tenemos: 

"P ::(g+ .!111?\ L. 
., . ,. ; ' . j (9) 

podemos verfica_r qu17:, 

= .; ( ~~~) Con esto ( 9) : ;e transforma en: 

(10) 

si analizamos el lado derecho de (10), N es el nfunero de electrones 

por unidad de volume1'y es proporcional al nfunero de átomos por uni­

dad de volumenJo a la densidad f del medio, no hay otra cantidad en 

esta misma expresión que sea dependiente de la ·densidad por lo tanto 

para una frecuencia w tenemos: 

que es la relación de Clausius-Mossotti. 
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Si consideramos un medio t~ansparente de tal forma que k~ o 

entonces, ¿""'11" yas1: 

c+e 
l'M ... -Ir -i. r 

que es la fórmula de LÓrentz_;Lorenz. 

CONSTANTE DIELECTRICA EN FUNCION DE LA TEMPARATURA 

El átomo o molécula está considerado como un sistema dinámico de 

cargas, si las posiciones promedio de las cargas son perturbados por 

alguna fuerza externa
1

esas cargas tienden a volver a su posición ori­

ginal, podemos afirmar que no hay diferencia si consideramos a esas 

cargas como sistemas dinámicos o estáticos. Vamos a suponer que los 

electrones están asimétricamente ligados a sus posiciones en reposo, 

de manera que la energ1a potencial de la carga en un desplazamiento 

está representado por _i ~' • 
~ 

de las fuerzas eléctricas. 

donde y son constantes 

Ahora consideremos que las moléculas tienen también dipolos per-

manentes,entonces, su constante dieléctrica está compuesta por dos 

tipos de acción, la separación de las cargas por el campo que no tiene 

efectos de temperatura y se calcula por la relación de Clausius-Mosso­

tti, Y los dipolos fijos en las moléculas que son orientados en todas 

direcciones. A causa de la agitación térmica sufren torcas en el campo 

eléctrico, es decir, tienden a alinearse con él, esta orientación se 

elimina continuamente por la agitación térmica,pero en promedio, hay 

una resultante de esos dipolos en la dirección del_ campo _que aumenta 

la constante dieléctrica del material, (contribuye a la polarizabilidad 

de las moléculas). Al aumentar la tempera'tura y con esto la agitación 
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térmica la orientaci6n es menor ast, la polari'iaé:i6n debe dismi:- -

mii.r cuando la temperatura aumenta. 

Si la posici6n de una de las cargas ~.·,que forl\lan•.:la ~JllOlé9ula 

tiene coordenadas ~ /1:, f; a lo largo de los ejes ').'\;~,, .. de ·ün sistema 

coordenado en la molécula y si, consideramos que se .. encue~tr~ ·en un 

campo eléctrico de potencial .p tendra'una energ!a potencial 

(11) 

desarrollando a cj:>; en serie de potencias de las coordenadas f 1 'Vl1 lf 

considerando solamente términos lineales, (estamos suponiendo que el 

campo dentro de la part1cula es homogéneo). Tenemos: 

cJ> ,· = (12) 

y para la energía u. ~ 

\.1.::. Q> 2. Q,: -\ <la~ L. e.· 'S; r ~: l: e.: \1.: t- : ! 2. e:~·: (13) 

si la molécula es eléctricamente neutra tJ>~E:;:o ast, 

o\.l e(~~ / ~~ / ~~\ · l '2_.G>: !; 7 ¿e:'}¡;, z~.~t). (14) 

que es el producto escalar de la magnitud de~l _CiJJll¡:>O_~ x:~l~.ll\.:ill\_~~-to 

eléctrico M\ • 

Para calcular los efectos de la temperatura todo lo que necesi­

tamos es suponer que las moléculas tienen.un momento fijo de.valor 

absolutopt , de la teoría cinética clásica sabernos que hay ~quilibrio 

entre la energía potencial de esos dipolos en el campo eléctrico y la 

energía cinética de agitaci6n, así, el nCunero de moléculas que tienen 

un valor de la energía igual a 'Ll donde U~ - l""· F):-..... F('as" ~sta dada 

por la distribución de Maxwell-Boltzmann 
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(15) 

donde dJ(. representa el elemento de ángulo s6lido caracterizando a 

esta energía, as1, cada mol~cula tiene un l'lomento ~Q.,~~ en la di-

recci6n del campo y la ley de equipartici6n de energ!a de Maxwell-­

Boltzmann nos da el ntlmero de mol~culas que tienen momento para ca­

da valor de e , el promedio del momento se encuentra mediante la 

siguiento relaci6n: 

(16) 

S
lo ~ 

e "' J ofl.. 
o 

.;tenemos:; . 

. ,.,;;·.·" >''."'···' 

para valores grandes. de ?< ;p~i>~,~-1~T;~J~·~.d~1:~~ti!i1%~~~t: o· 

L l~'\ : . \ -:- ~!; ~·Ji~~J~té7~·Mi"C*·~\;g,~~f~14"~~i~~:c~~ ··· 
para pequeños valores :ae·:~d~~a~:~:~es~;~~;; corL suficiente precisi6n 

:·· .~ -~ -'· ·~ .- -: ~'.._:'; :~".:->' ! -~ ;~~;;:_:·.;; .:-,-

<(18). 

esto tenemos: 

...:.) 

para electrones o cargas que sufren un desplazamiento en un campo 
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eléctrico, y como consecuencia se produce una constante diel~ctrica 

la ley de Clausius-Mossotti da como resultado: 

-r' = cuando fl\ ..: :¡ rr 
\'.)6 = ~ ~ -= .!!. T1 IV,.. Y' 12b¡ 

¿~-z. f .,. 
r' es una constante_ de proporcionalidad, es la polariza.ci6n _ 

molecular, 1" indica una mol~cula gramo de substancia, (peso mole­

cular), r la densidad y )J,. es el nllmero de Avogadro, Si s6l.o hay 

dipolos permanentes tenemos: 

(21) 

que debe ?e contribuir a la medida de la polarizabilidad de la mo­

lécula por lo tanto, para una mol~cula que tiene cargas desplazables 

y dipolos constantes la constante de proporcionalidad debe _ ser: 

_,__,; ~·--

donde 'r'' es la constant_e del;) ido al d~splazamiento de las cargas, de 

esta forma escribimos la ', polarizaci6tt·: molecular como: 
-.>·,:~_" -~·:::_.:'. 

as1, ?0 es una funci6n de la temperatura y es la medida 

¡:ara tejas las substancias para las cuales A/:-D· 

*) Referencia 2. página 486. 

(23) 



EL EFECTO CERENKOV EN MECANICA CUANTICA RELATIVISTA 

Consideramos las ecuaciones de Maxwell en un medio homog~neo 

is6tropo e independiente del tiempo, (o de la frecuencia del cam­

po electromagn~tico aplicada) . 

.~~ f=..;. o 

) (1) 

. ~ ' :e, ' --- . .- .-·.- '. '. ' 

escogiendo el sistema'de tl~i~aci~{ naturales 
·_-' _.,, :~ -';;·:- - --- -

·.·. --~~~~ .. \. (2) 

y con las relaciones 

(3) 

(4) 

escogiendo la norma 

\ .¡;¡, Á:: o (5) 
M. 
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tenemos: (4 ! ~?..µ '7l 4' f/( ---a{"'i 
(6) 

.c.(. l. ;,?~ vzA. "' ..... -s 
e)-( ... 

en ausencia de fuentes estas ecuaciones tienen soluci6n en.la forma 

de ondas planas 

(7) 

escogemos esta normalizaci6n porque nos da la energ1a ~ode un fot6n 

por unidad de volumen, también estamos considerando que en las pare­

des de la caja la funci6n de onda,se anula, con esto tenemos que se 

cumple :;z'tl V\ :: F L 

De la condici6n 4e normas tenemos: 

(B) 

definimos 

qle satisface 

Vamos a considerar qué sucede cuando un electr6n atraviesa el 

medio. La matriz 5> ser~ 

la amplitud de transici6n al ord~n más bajo 



1 = Ji'i:o 

30. 

en un diagrama de Feymann"la' representaci6n es~ 

Fig. l. 

sabemos que 

de la amplitud de transici6n la primera 8 :.S\. i"~1:-r\ corresponde a la 

absorci6n de un fot6n por la part1cula incidente. La segunda ~ ~ S(r•- IC-1"} 

a la emisi6n de un fot6n por esta ~ltima, por lo que el efecto 

~erenkov está relacionado más bien con este segundo proceso. Veamos 

que restricciones cinemáticas impone este tórmino 

conservaci6n de ~nerg!a momento 

elevando al cuadrado tenemos 

~l. - i (>1. ¡c. ; o 

de aqu! (9) 
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o sea (10) 

como K~ <<. G1 tenemos Ck~l;j._: ~r>' relaci6n Cerenkov, donde el ángulo 

está medido entre la direcci6n del fermi6n incidente· y la del fot6n. 

Usando la relaci6n entre las longitudes de onda de de Broglie 

y Compton 

!i' ... 'I 

"' 
"),I 

:.. 'J..' V.-r>' .. 
-:: = .... .... 

1 t>' \ ~\ ('>' ~ )' \ ('>' r''j'>' I"' 

donde ~ es la longitud de onda de de Broglie y '?i' la deCompton 

sustituyendo en (10) tenemos: 

(ll) 

calculamos ahora las prf>babilidades de . .transici6n. La amplitud de 

Feyrnann es: 

:: (12) 

elevendo al cudradó 

la suma entre polarizaciories·d.~t fotón' es: 

en nuestro caso tenemos 

€\= Lo 1 1,o,o} 
( 13) 

ét. :::. Lb¡ º> Q¡,~e, ~ & ) 
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Ahora bien, la invariancia ante transformaciones de norma im-

plica que 

de donde 

(14) 

de las 01 timas dos relaC:ie>ri'e~ :15'e ~!gue' qúe ~ 

por lo que 

: ;;~~.-~,_~:o::~;:;-:~~~/;:';.~·:_>-;~~~~_;-,~-~-::~~-~ 

"=;" é .... f..v , ... y .,. - :L.)-_¡1.~_-_:_.:_·~-:-_•_{ .;,!;'i:i T• º· =-, -r: - _,,. __ -, ..... ~_:·- •,-
1- ·_·_::·;.<,,;>-_·.:·:'-;:-.~---e··~''.,.:-::-: 

esta relaci6n se puede expresar tambi~n 'en térllÍino'ii"<lé 7.t' doride 

~ es la componente longitudonal, lo ~~~ t'1~G:' ~s: cu~l1~6 R .. ~ o 

Q: ::¿_ entonces: 

(15) 
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si considerarnos la suma sobre 

(16) 

nes 

por lo que 

(il(I a: 
(17) 

-·,-, .-.-~ 

la dirncci6n del fot6n, el eje 'I perpendicular a l. y ~l' eje ?e 

saliemlo de la hoja corno se muestra en la siguiente figura 

k..,. l•,o, \i<I\ 

= to,o, 1\ ~ .... 

\>\ 

Fig. 2. Representación de los ejes coordenados. 



si no sumarnos polarizaciones del fot6n obtenemos: 

1) para la polarizaci6n t..., = lo •• , o. o l 

':: -·.e u~;~i"+ 
- :\."41.·:·.:- _ . cF: -·-

~~:,>ei_'~·~~~-\:S~~.~~~-~··· ~-1) =- º 
porque est!L ~uY;~c~~é~ dei ~n~}ll._o i~~~n~;v 

' -. <: .:·.·:-. ··:~' .. :~--<-.. - "- .-·. _: __ _ 

2)para la polarizaéi6n 
-iL~\~.?,}· 0 

·-~~---··.)~;_;\==: "'.- ,, .;. 

la probabilidad de emisi6n será: 

\ 

~\ 

-= \ ~ 
~n )'- e' 

34. 

(18) 

(19) 



en coordenadas esféricas 

por lo que: 

para(?"" 
~' 

35. 

(21) 

probabilidad de emisi6n 
por unidad de energ1a. 



CONCLUSIONES .. 

De :i.a relaci6p ~erenkov .Co'!.9• podemos inferir va-

rias impt·rtantes: 

l) Si ~"~ 

está en el intenraío· 1:-l,,f\ 

2 l Tenemos una véÍéicidad umbral para la producci6n ·de radia-

ci6n ya que si e"'"º entonces, 

3) ün ángulo máximo de emisión de esta radiaci61i que es
0

tá 

dado por la siguiente f6rmula 

(particu:a ultra-relativista). 

e . ,, ~ C-l) cuando ""'..... .. " 

Como ejemplo el o_.,. para el agua y aire donde fl .::,J.?>'l·* 
~·· " 

y "1 =LOOO't~ son respectivamente para el agua 6 ·-:"!•'y para el aire 
iCl-.C .... 

s ...... .::; 1.'lo• 

En un medio poco denso en donde podamos variar el indice de 

refracción obtenemos diferentes valores del ángulo emisi6n es-

to, lo podemos obtener usando la relaci6n de Clausuis-Mossotti 

cuando variamos la temperatura del medio, ya que como se ha vis-

to (Capitulo IV)**, la temperatura afecta al indice y como conse~ 

cuencia al ángulo de emisión 

El estudio de este tipo de radiaci6n ha permitido el diseño 

de conta¿ores denominados "Contadores Cerenkov", actualmente se 

ha venidc incrementando su estudio y perfeccionamiento, ya que 

su uso nos permite decifrar algunos de los enigmas que nos plan-

tean las particulas elementales. 

*Referencia 6 Capitulo 3.3 
** F6rmula 23. 



APENDICE I 

TRANSFERENCIA DE ENERGIA EN UNA COLISION COULOMBIANA 

Para calcular la transferencia de energta durante la colisi6n,. 

(estamos considerando las condiciones del capitulo I), tenemos 

Gnicarrente que calcular la transferencia de momento que se origina, 

por el campo eléctrico de la part1cula incidente en la posici6n 

del electr6n. El campo magnético no es importante si el electr6n 

est~ en reposo. (Este apéndice lo utilizamos en la primera parte 

del capitulo I). 

-•,M'\ 

Como los campos E y ~ son elementos de un tensor de segundo 

rangor~Psus valores en un sistema inercial~· pueden ser expresados 

en términos de los valores de otro sistema inercial K con la si -

guiente regla de transformaci6n. 

que lo podemos escribir de la siguiente forma: 

F'-:. A'FA 

donde A es la matriz de transformaci6n (Lo.rentz) en ri"uestro caso 

a esta matriz la podemos representar por : 

*Referencia 3 
! 

Capítulo 11. 
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e·--
e::.-~\. o o 

- ~"'"' c.,,\.\'\. o o 

A =- o Q " o 

o o ó '\ 

que corresponde a empujones a lo largo del eje X,con velocidad 

cr.. desde el sistema K al sistema l< 1 (fig.2). La distancia mfnima 

con el observador es b, ( P es la posici6n del electr6n ) . 

x.,x' 

Las ecuaciones de tfansformacf6n son: 

?.>', "' p,, 

(1) 

donde -·~ r-.. (1- ~·) , en nuestro .caso la. carga ·.est.::i. en reposo en el 

sistema IL'. 
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Usando los inv~rsos de la ecuaciones (1), encontramos 

los campos transformados en el sistel'la K. (sistema del electrón)~ 

e. ~ r;,' ... 

1 
~?. .. ll"f" Ec: .. !\él. 

Solamente el campo el~ctrico transversal tiene una integral 

que no es nula, respecto del tie1'1po1 entonces: 

~ e.T.~b ~\: 
l ""',. r"'1'l ~ .. ) ' 1

1. 

~ 5.. i!!.eT~\; c-H 
= ·• ~ · .. · (;IO': r. r,,,,l. t')i'' 

que es consecuencia de tl, lli) ~ .~~~-.t) .. 
$ Í hacemOS lOS C•~:1obio~ :~Q~;~f·l:~r·~·~hC~S / . 4¡ : el t donde 'C'V' : "" 

con esto tenemos: .. ·····>:i·ú:,··· 
) -· t~:~~~~tJ~z~~hi:ti~~ ~ . 

... 
-( ,,.:~"')'~ _\ ~ 

·':·:.~;§-'-:' ·.·., .. '· ', 

para 9~lt~c1~~ yalores .de ~· t~ne~~s: desarrollando 

entonces, ~(> ... :¡~e .... la tran~ferencia .de 
lo\T 

está dada como: 

.-T ' - •• 

(2) 



APENDICE II* 

CALCULO DEL CAMPO F.LECTROMAGNETICO DE UNA PARTICULA 

RELATIVISTA QUE SE MUEVE CON VELOCIDAD CONSTANTE EN 

UN MEDIO 

(Este apéndice lo utilizamos en la segunda parte del capi­

tulo I). Las ecuaciones de Maxwell en el vac!o son: 

v-e \lo'\ V'lE r ~ 'il~ o:.Q 

\C..\ =."'nf c. a:\ (1) 

~.f!, -: o - J¡) 1¡1:.,. (!, .l. ~g = ~~ ,c.) - c:u c. 

las ecuaciones no homogéneas las podemos repres
0

en_tar: en forma 
.· .. --.- _._- . __ : .. :' ··--::· __ .. ·... .' 

covariante, en términos del tensor dé i~gí,;ndo ~~ngb ~y~ del cua-,. ~- ' ; ' .<-. .-_-_ ' ,-::- ·i.-· - .-

drivector de corriente :¡lb comoi 

(2) 

(3) 

. -'- '_ ·- . -~ 

?~_>d ;;_ 
:';) - jj)t..L 

A~ es el cuadripotencial, Ar·(~,A\ de (2) y (3) tenemos: 

v ... lo ... A'"- o~A"').,,. ""! ;s-r.-

~ ... -a .i.A"' - C>.,a'dt.>Act-:. if:SC!> 

*Referencia 3 Capitulo 11 y 13. 
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si escogemos la norma· o.¡ P. et, o (condici6n de Lórentz) entonces: 

en Urminos.d':!los potencüt.iés la ecuaciOn (4) queda.como: 

= -!!.! ~ .. 

: \' -~ ' '.;. : ' 

en un medio con· ·C:onsta.nte dieldtrica E: tenemos las .relaciones 1 

_..., ·\:\ ~.. ±a~------.·- --._;- ._ -

sustítuyendo (5) en l.a ecuaciOn Cbl, de (1) nos queda: 

. .q'J.c t ·.+-c.' ~"'. ·= º b:t. I . 

esto implic.a que: 

(5) 

sustJ.tuyendo 'b.: ~E en la ecuaci6n. (al de (11 se transforma en: 

-d) ... v.€ ··~··r (6) 
combi.nando (6) y (7) tenemos: 

V"- .1. + l 2.. l <¡ · Á) =- - :ti r 
't' e l-t ¿ 

sustituyendo ~ y "5 en la ley de Amperl!. 
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Con ¡:\ .. l ~1-Á sustituyendo y desarrollando obtenemos: 
A4 

.l. l. \7 l'i?·i\"> -v"A\ ...... 

si escogemos ra'd~bn~'.~~:::-
'~;-~;-~r~~t-S;~~~-~~ = º 

Tenemos: 

"'?"~'::;_:'~ ()l.i\.: -'LJT;!" 
CL "J{"i. e;. 

de la condici6n de norma V-Á -::. -'; ~ sus ti tuyendola en l 7) , 

nos q·Jeda: 

si suponemos que ,.&<,: '\ entonces, las ecuacioriescde-onda quedan 

como: 

(8) 

El problema de calcular _él campo electraM.gnético en el me­

dio1 p:oducido por una particula relativista, moviendose con ve­

locidad constante lo resolvemos aplicando la transformada de 
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entonces: 

sustituyendo .< g} nos queda: 

con 

(9) 

(lO) 
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La densidad de carga y corriente est~n dadas por: 

.;:·< .. '.·:·'·,'..: -': ... ;_>:. :-._ -. 

aplicando· 1a~tz:;~;s;~c)im~da"de· Fouri~J: ;a fli, l) .tenemos: 

il~i\~~J~,'",~,~~~~ ~'l:f ,'~J).~. ·~ 
la 

U3ando 

tenemos: 



entonces, fl~~w) '=.l.!. qlú_¡:,,;;\ 
::¡¡¡, - - -

Y 'S" \1<,w) se tra~sfo~a en: 

despejando. 

Para ·:st~,111) en_ ia ecuaci6n '(11), tenemas:; -

entonces, 

despejando la ecuaci6n 

~tk'.-.i\ 
li:'L-~r:. 

ce. 

i::~- ~ Elw\ 
c.' 

(12) y sustituyendo en (14) 

-=- E(t.J') .;; ~ l.C:,.,,.)) 
e: • 

45. 

(11) 

(12) 

(13) 

la definici6n de los campos electromagn~ticos está dada por: 

~- ~- ;;;;_~;:; 



si, w:. .1.. 
t entonces, ~ t = -~ 

w~ 
sustituyendo 

la transformada inversa de cPl~i\ está dada por: 

también 

;. ' , .. ' .·¡: 

sustituyendo en la expres:l6n para elcampo'el'éctrico 

46. 

tenemos: 

(14) 

~15) 
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para ~-=-"'i'l" A obtenemos en forma análoga. 

La transferencia de energ!a en la colisi6n la podemos 

obtener,calculando el trabajo dado, por lapart!cula inciden-

te sobre el electr6n 

es: 

As!,el 

donde 

donde 

dé­
dt 

::. 

?C. • 

La transformada de 

X1t\ ..L ::. 
fict 

fH\ ' ~ J'fif 

está dada por: 

incidente 

(16) 

a (18) tenemos: 

Fourier de XIO y E:ft)están dadas por: 

r .. ,~\ ·w~ -· J. e ~ 

- ci:> 

)~ ot~1 "";..,{ 
e "•U 

-~ 
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como '7.li\ y 6'1.,) son reales, las frecuencias positivas y negativas 

en ·la transformaci6n están dadás por: 

·,._; .· ' .. :· : -

"é(.-w) t ÉJr tUI) 

donde X" es el complejo C::onjugado de ~ • 

Con estas condiciorÍ~~ · la; tr~nsferencia. de energía la podemos 

escribi·:: como: 

~'° ¡ w 'X. le.>'\ • e'\.,, dw 

e) 

para calcular la transferencia de energ!a dada por esta expresi6n1 

necesitamos la transformada de Fourier en el tiempo del campo 

electraiugnético a una distancia l. / perpendicular a la trayectoria 

de la p1rt!cula incidente. Con estas condiciones el campo el~ctrico 

tiene 11 siguiente expresión: 

' = - '\I 
<;_~n) t 

el obse::vador está situado en el punto (e,~; O),.· sustituyendo 
. -. - -.. . . .·-
' . : -

(13) en€'.:'.~~ t~n1~ '~ ~ .-t~~;~~;1~~.;~~~t'!r .· .. 
para hacer más fácil el cálculo .vamos ·.'áiconside:i;-ar.;·la'componente 

~·-.~ -. >.-:>,)::·-·¿.:\:-.: '>~:·~·:: ::r:~:"3~:~).(; .;;.~_,.,.c., 
C:, del campo el~ctrico, entorice_v;·;~·l_:~,.;;:-;:1::J.~·2io~C,~ .. ;.l~'~'- , ... 

t,lw\ 



- •) 

donde 

··:_·=--··-:, 

J\..,.r,;..) 
'f:L- ~i.E\Í..\ 

c."·· ' 

hacemos el cambio de váriable . 

"' ' ·"' 

49. 

¿ (...i- &::,V"\ ¿~, 

11(1. -11'!.!- 5;"'1) . , .. 

.~ Z~J·rn.\. J1.;,1\.Ai.,,J~(J·.l~). 

.,·, .·'." 

con esto el resultado '.de· Ía i~t~gr~i resp00w de le., es:. 
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donde~ 

la integral 1T -.-.--,,_,_ 
('>-.. 1- I<&')" 

El resultado de esta integral es proporcional a la función 

de Bes sel modificada1 de orden cero, entonces 1. 

(18) 

en forma análoga obtenemos: 

'I : ."'> .· • . :· 
.... lu.\ -=- ~ 1 'T.\..l "'.), . 1~, l1'1o') 
<:1. .,,. \ n' ) . l;lw) i ... •. 

(19) 

~ lw\ (20) 

donde \~ \. f.b) es la 1dn¿¡6~ de Bes sel modificada., de orden uno. 
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Ahora vamos a calcular el flujo de energta electromagn~­

tica .1traves de un cilindro de radio o.. , alrededor de la tra-

yecto::ia de la part1cula incidente. Por el principio de con-­

servao:ión de energ1a1 ~sta es la p~rdida de energ1a por unidad 

de ti~mpo de esa part1cula1 y está dada por la siguiente ex-­

presi1Sn: 

l2º') 

la integral sobre J'\t en un instante de tiempo es equivalente 

a una integral en un punto sobre. el :cti"indro para todo el tiem-

po como ='> c.lx. .. ·.,, ctt. de manera que: 

=- _ ~ J~~ l~, ¡;, lt., .i.1: 
' - O) ' 

que 1 a podemos convertir a una. integral de_ frecuencias. 



APENDICE III 

POTENCIALES DE LIENARD Y WIECHERT 

En este ap6ndice resolvemos primero la ecuaci6n de onda cuadri-

dimensior.al y así, obtenemos la función de Green retardada, calcu-­

lamos lo:.: potenciales de Lienard y Wiechert. (Este apéndice lo uti-­

lizamos en el capítulo II). 

El campo electromagnético f•P debido a una fuente externa 

satisface las ecuaciones no homog6neas de Maxwell.• 

~-- ---- :~·-~\:,_'~º:-~ 
Escogiendo la norma , . ~j_p,,';.;;./J; _,_:tenemos: 

; '\ ;:_> I'> 
Q Al'> =-/.!i! ~ (1) 

; :. --<·. -· :-'.~> ::< 

la soluc:'..6n de esta ecuaci6n l.apodemos obtener si calculamos la 

función de Green \)l'f., '><') para la· ecuaci6n 

(2) 

donde 

. -. -

en ausencia de fronteras la función de Green depende sdlélrner:lte< de 

la diferencia del cuadrivector, i-<= x'Lx' ... con esto _<2>; ,' se t:·iansfo~a 
en: :.·\_¡;:.::.< 

_.:. _.:·.~·:.·," 

:•,:._ 
• . : ·. ;.·. <' ·;· 

la transformada de Fourier 1) l1<) de la fu~~i~~ ~~:f;~ieE!ri s~ define 

como: 

donde: 

*Apéndice II, f6rmula · (2). 



53. 

usando este hecho tenemos.que entonces, 

(4) 

vamos a integrar primero con respecto a i:.,. Esta integral tiene 

significado si consideramos ·a. k~ como .una variable compleja y trans­

formamos la integral en una de contorno en el plano\<.., con esto, 

la integral tiene dos polos' simples en 

Fig. l. Trayectorias de iritegraci6n. 

Dependiendo de nuestra elecci6n de .contorno respecto a los 

polos
1
obtenemos funciones de Green con diferente comportamiento, 

dos de los posibles contornos los denotamos por 'f" y o. (f ig. 1) • 

Estos contornos los 9odernos cerrar en el infinito con un scmic{r-

culo en la mitad del .plano superiot· o inferior¡ esto depende del 

signo de ~. en la exoonencial, para z.,~o la exponencial 
-:"4te e au-

menta sin l!mite en la mitad del plano superior , para usar el 

teorema del residuo debernos cerrar el contorno en el serniplano 

inferior. 

Si consideramos el contorno -e- para 'Zo<.o el resultado de la' 
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integral es nulo porque el contorno es cerrado en el semiplano su-

perior y no encierra ninguna singularidad, para z.~o la integral 

sobre \Co es: 

¡ ~·'º 
~ 
\(i- \k\'t. 

con esto (4) 

:·.ntegrando sobre 

donde 

corno z, ')'o Y 

que es la funci6n de 

~ precede al tiempo 't.., • Si 

li ( 
1

...__ ... ·)'t."\ ,,. d l.l 'K.o· -...·)' - iit - "X•\') 

- ~ [ ó - ~~ 
[-,.. -11.ii -!?:) "t"' J'"(Y-~· 'lt6\-a.)"\ 

\) ( l<- x.') .,, ..1. el '¡1.4· )(.J \ J'). t l(.;. -x•)'\ 
,. "'" ma c::ivariante de la función de Green. - - -

qu.: es la .for-obtenemos 
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La solución de la ecuaci6n de onda (1) , en tármi.nos de la .. 
func16n de Green queda .. como: 

. ' .. 

A~l~):. ~ \• ;t4~· '>.-1-<· ... ·l J~li<) ' . ~ j_ - (5) 

si tenemos una part1cula ·de carga puntual a cuya pos1c16n en el 

sistema inercial )t. es ;¡:..\~\ , su densidad de 'carga y cor.riente en 

ese sistema est~n dadas por 

r (¡r.,~) : e 8 [~ - ~lt)"\ 

3 c .... t\ ... evt\1 o (7:- ::C.in"'\ 

Vil\ es la velocidad de la carga en IC • 

El cuadrivector de densidad carga-corriente lo podemos e~-

cribir en forma covariante, si consideramos un cuadrivcctor para 

la posici6n de la carga ~lü'i en func16n del tiempo propio 

de la carga e integrarnos respecto de ~ con esto tenemos: 

donc!e ~"'- .:: (et.,..:;:. it) 
•·-•·.·.· · •··· ~'1ste111a K 

V"'-=- (fc,y-ii'\ · · 

sustituyendo _la fu~ci6k.á~ G~re~n, l:¡;t¡rW~d~ :·~la, forma ,de :S.-!t>'len 
~-~ -·· ~ ... '.<·::'Y , :r~ :·-~~··:~>: 

(5) nos queda: 

.·-.-: __ .· 3.' ·. 

~---~- v¡.~) ~1~-~.~ ~¡s{< ... ~.x·~i\~.--'_-•-·~~<~ .. ,1 ~7.o:d1~i 
- ) '>~n· ,,, 

integrando respecto •de x•' 
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(6) 

esta integral con respecto al tiempÓ pr~~i() .~~{~~ :~a'.'. carg¡ tieiÍe valor dife­

rente do cero solamente en "=~~ :: ddride:~. está ~iÜri'iiiCI tx:i ia condici6n 
'.'f. ··~/ ·"e ·:;/··1<·: 

del c::::~ª: .. ~::1::-e::)~:::gral-:;~ri~~~~: ~ii ~~gia _· .. -

-- "~~:::~};:~- ---- -·'- '!:::·:::~~:_·:'·;:, 

en nues"'ro caso 

..J: \. 'K-"('li.1°\ -i. -
d~ 

sustitu:rendo tenemos: 
:·.··_·'.-··: .. 

A .i.l'J'."\.:: ~e. J J-r. Vol.t-r.) ~~~·::.-cal:.'>\ 
evaluanclo en ~ .. "?H nos queda 

-'l...\J ~ .. , \ 

v. [ ~- 'tl .. )°1. 
¡:. ..... 

cH ,,,__y\~'"\ 
-1. t )<. --tn.'>)·" 

(7) 

donde li. est~ definida por la restricc.i6n del cono de luz ( x- yl"loe\.1'1-:: o 

y lt. condici6n de retardaci6n ~-'t'\t..)\~btenemos: 

entonces, 
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-::. "º L 1\o - '<'"•l••~ - \¡. ix- Y:(-w.)) 

:: "('e lt - 't'o\r· °Y\ (t 

donde Yi es un vector unitario en la.dirección de X-:'r!Ti) y 'f...,._ -=:rtt.l/c. 
con esto la fórmula (7), la podemos escr.ibir como:.' 

A l'f....:t) ·.-:.;· •· .. 

nl subindice ~\.- quiere decir qué" la cantidad entre partlntesis es eva-

.Luada en el tiempo retardado 
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