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INTRODUCCION.

Junto con 1a invencion dellaser, se hizo evidente un fendmeno
singular: cuando la luz de aquel incide sobre un objeto opaco, és-
te adquiere un aspecto granulado muy fino, bastante llamativo y —-
que incluso se mueve junto con el observador. A éste fendomeno se -
le dio el nombre de SPECKLE PATTERN el cual puede traducirse como
PATRON DB MOTEBADO OPTICO (P.M.0.). En la fig. 1 se muestra uno de
estos P.M.O..

Fig, 1. P.M.0. en un objeto dispersor iluminado con luz de

laser,’

Bl aspecto grsnular puede resultar molesto sm algunos experimep
tos y por un tiempo se buscd eliminarlo, obteniendo resultados ~-
fructiferos; sin embargo, otra corriente penso.en que 3si estaba -~
ah{ 1o mejor era utilizarlo. Bfectivamente, en la actualidad, cuen
ta con amplias posibilidades de aplicacion, por e jemplo Frangon -
[197§] degcribe varias e interesantes aplicaciones de los P.M.O.,
tales como: el estudio de desplazamientos y deformaciones de obje-
tos dispersores, estudio de superficies rugosas, dimensiones este-

lares, etc.

<

Consideramos que un buen entendimiento de cualquier fenomeno -
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puede traer como congecuencia nuevas perspectivas de aplicacion o
de teorias, por ello es que la motivacion del presente trabajo, =--
nas que en las aplicaciones mismas, se centra en el estudio tedri-
co de la formacion de los P.M.O. Nuestro objetivo principal es ob-
tener experimentalmente un P.M.O. en forma sencilla y reproducible,
con ésto daremos una explicaciodn, desde un punto de vista facilmen
te accesible, del proceso que lleva a la formacidn de éstos patro-
nes, Otro punto importante a tratar es el analisis de las hipote=—-
sis eatad!sticas»quc se proponen para el estudbo cuantitativo de -
los P.M.O..

Con los objetivos arriba planteados ésta tesis se desarrollara
de la siguiente mangra: BEn vista de que el fendmeno de P.M.0. es -
un .efecto combinado de interferencia y difraccion, en el primer cg
pitulo revisaremos los conceptos basicos de éstas teorias, ello nos
permitira dar une descripcion cualitativa del fendmeno. En el se--
gundo cap{tulo nos dedicaremos » describir el proceso que lleva a
1a formacion del P.M.0., desde un punto de vista cualitativo, aqui
veremos que una manera sencilla de producir un P.M.O. es haciendo
uso de un conjunto de aberturas idénticas distribuidas al ezar. Fi
nalmente, en el tercer capitulo se analiza la teoria existente, -
desde el punto de vista estadistico, que describe a los P.M.O.. Un

fltimo capitulo se dedica a ias conclusionas generales.



CAPITULO I
INTERFERIENCIA Y DIFRACCION.
Introduccion.

BEn éste capitulo se revisan algunos de los conceptos bisicos -
de 1as teorias de la Interferencia y Difraccién de la luz. Esto -
nos servira para dar ung interpretacion adecuada, en términos de -
éstas teorias, de la formacion de los Patrones de Moteado Optico.

Bn la primera seccidn se describe la teoria de la interferen--
cia de dos haces completamente coherentes (espacial y temporalmen-
te) y con polarizacidn paralela. Se mencionan algunos dispositivos
experimentales para producir patrones de interfereccia y por razo-
nes de interes para el desarrollo de aste trabsjo, en particular -
se analiza en forma cuidadosa el experimento de Young. En la segun
da seccidn se estudia el proceso de difraccidn. Se deduce en forma
breve la Integral de Difraccidn y se plantean las condiciones bajo
las cuales se obtienen las aproximaciones de Fresnel y de Fraunho-
fer. Se hace énfasis en estudiar detalladamente los patrones de -
Fraunhofer para aberturas circulares y rectangulares. Finalmente,
en la tercera seccidén hablaremos del "Teorema del Arreglo"; 1o cu=-
al nos facilitara el calculo de patrones de difraccion para un con

junto de aberuras idénticas.



1.1.- INTERFERENCIA. DE DOS HACES.

La mayoria de los fenomenos opticos tales como la propagacion
de la 1luz, polarizaciodnm, intecferencia, difraccion, etc. puede;’Ex-
plicados en forma consistente en base a la Teor{a Ondulatoria Bleg
tromagnética. En este sentido, decimos que la luz es una per turba-~
cidn electromagnética. Dicha onda electromagnética transporta eneg
gia en 1la direccion en que se propaga, la cual se determina por el

vector de Poynting

-— -t
. & EXH . 1.1
S =57

Bl promedio en el tiewpo de la magnitud de § es una cantidad -
muy importante, puaes nos permite definir la Intensidad o Irradian-

cia de la onda como
;.<\§()=%r<\€xﬁ\> . 1.2

Bsta cantidad es basicamente la potencia media de la onda, que
cruza una unidad de area, ortogonal a la direccion de propagacion,
su importancia radica en el hecho de que &lla puede ser registrada
experigentalmente; es decir, es una cantidad medible en base a la-
cual se puede confrontar la teor{a y el experimento.

Usando la ortogonalidad de los campos y considerando ondas pro
pagandose en un mismo medio, podemos reescribir 1.2 para obtener

I=,ﬁ-\f;§c CE*> = ¢E*> 1.3

2
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Bl promedio en el tiempo de la magnitud de S es unz cantidad -

muy importante, pues nos permite definir le Intensidad o Irradian-

cia de la onda como
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Bsta cantidad es basicamente la potencia media de la onda, que
cruza una unidad de area, ortogonal a la direccidn de propagacidn,
su importancia radica en el hecho de que élla puede ser registrada
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T-81% CE*™ = ¢B*> 1.3
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en donde hemos omitido el factor constante por el hecho de que es-
tamos interesados en medir irradiancias relativas en un mismo me--
dio, la ecuacidon 1.3 es lo que se toma como medida de la irradian-~
cia [Borm, 1980, p.257].

Nos interesa saber ahora cual es la informacién que proporcio-
na la ecuacion 1.3, si en el punto de observacidn, donde se esta -
midiendo la irradiancia, se cruzan dos ondas. Para un analisis sim
ple de ésto, consideremos campos eléctricos monocromiticos, es de-
cir, aquellos que solo dependen de una sola frecuencia y que se ex
presan como

= - o (T owk)
E tx,9) = Re E. (V) € . 1.4

Supongamos que dos da éstas ondas monocromaticas ﬁ,y §Lse cruzan -
en el punto de observacidm. Bl campo eléctrico total en dicho pun-

to, por el principio de superposicion, es

E? = Ei + 2?; 1.5

[Hecht, 1977, p.206l.
Como lo que nos interesa medir es la irradiancia y ésta es pro

porcional al cuadrado del campo, vemos primero que de 1.5
E*= E*+ E';'#-Zf,-l‘-?z. 1.6

resulta entonces de 1,3 y 1.6, que tomando los promedios tempora--

les, 1la irradiancia en el punto de observacidn es

5
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son 1las irradiancias individuales de cada una de las ondas, e
—
I,,=2<E.ED , 1.8b

representa lo que se define como TERMINO DB INTERPERENCIA,
Efectuando los promedios en 1.8a y 1,8b, y sustituyendo los rg
sultados en 1.7; se obtiene que la expresion para la irradiancia -

cuando interfieren dos ondes es
1=, ~ I,+2 J]I.I; cos § , 1.9

[Hecht, 1977, p.296], donde & es una diferencia de fase debida a -
que las ondas pueden viajar por caminos diferentes y se define co-

mno

Sakaz = 2L Az , 1.10

donde A7 es la diferencia de los caminos opticos seguidos por las
ondas, desde la fuente que las origina hasta el punto de observa--
cion y k=2T/A donde 4 es la longitud de onda de las ondas inciden-

tes.,



En. el caso particular (y mas comun) en que I,=I:.=I,, se tiene
T= 41, cos* ¥z . 1.11

Analizando ésta 0ltima ecuacidn, podemos obtener las siguientes =
conclusiones [Hecht, 1977] ; Hay un miximo de intensidad, XI.;=4Ls,
cuando 151=6,2W,.., aqui se dice que hay interferencia completamen
constructiva. También existe un minimo de intensidad I..= 0,cuan=~

do 18l =7,3% ..., en éste caso se dice que hay interferencia complge

tamente destructiva,

Reflexionemos un poco sobre estos resultados. Resulta bastante
interesante el hecho de que en el punto de observacion, en donde -
interfieren las ondas, la irradiancia no solamente es la suma de -
las irradiancias de las ondas componentes, sino que existe un tér-
mino adicional, el cual hemos llamado término de interferencia, y
que proviene basicamente de uge 103 campos presentan una cierta di
ferencia de fase. Concluimos que siempre que exista éste término -
habra interferencia,

En base a lo anterior podemos precisar 1o que significa la in-
terferencia, dando la siguiente definicidn:

"La interferencia es la superposicidén de dos o
mas ondas elect:omagnéticas, tal que la irra-
diancia resultante difiere de la suma de las
irradiancias individuales de las ondas compo-
nentes (precisamente en el Término de Interfe

rencia)"



Esta situacidn es la base de la teoria de la interferencia.

En muchos de los experimentos de interferencia mas bien nos in
teresa obtener informacidn de la distribucidén de irradiancia en u-
na cierta region, en lugar de medir el valor de la irradiancia en
cada punto,

Ahora bien, para obtener un patron de interferencia, 1o prime=-
ro que se necesita es una fuente de luz coherente o cuasicocherente,
B3 decir, que el rango de frecuencias que la fuente pueda abarcar
sea muy estrecho, tal como un laser o un tubo de descarga. BEsto =~
nos garantiza, por lo tanto, campos practicamente monocromaticos.

Por otra parte, existen diversos arreglos Opticos que producen
patrones de interferencia, lo3 cuales se suelen situar en dos gru~
pos principales [Hecht, 1977,p.293) ; aquellos que producen INTER-
FERSNCIA POR DIVISION DEL FRENTE DE ONDA, y los que la producen =
PR DIVISION DB AMPLITUD. En el primer caso Se usan porciones de -
un frente de onda primario, proveniente de fuentes de luz como las
descritas antes, dichas porciones se obtienen al hacer incidir 1a
onda primaria sobre espejos o diafragmns. 1o cual proporciona fuen
tes secundarias virtuales o reales respectivamente, estas fuentes
a su vez originan ondas secundarias coherentes las cuales pueden -
interferir, por ejemplo: El Bxperimento de Young, E1l Espejo Doble
de Fresnel, etc. En el segundo caso la onda primaria es dividida -
en amplitud, al prcducir dos haces por medio de espejos semiplatea
dos. Estos haces se hacen viajar por diferentes caminos para des -
pués recombinarse e interferir, por ejemplo: Bl Interferdmetro de

Michelson, Bl Interferdmetro de Fabry-Perot, etc.



Bl parametro importante a determinar en dichos experimentos de
interferencia, es la diferencia de camino optico entre las ondas -
que interfieren, ya que de ahi se obtiene informacion sobre la disg
triducidn de irradiancia en el patron (ver ecs., 1.10 y 1,11). Ana-
lizaremos ahora como se obtienec ésto para el experimento de inter-

ferencia de Young.
I.1.1.- EL BEXPERIMENTO DE YOUNG.

Bl experimento de Young fué de los primeros que se realizaron
para obtener un patron de interferencia, éste consiste en 1o Si-=--
guiente; La luz de una fuente puntual monocromatica S, con una lon
gitud de onda A , de emisidn, hace incidir sus frentes de onda en
dos pequefios orificios S,y S, ,,localizados en una pantalla opaca
Z ; ambas perforaciones estin equidistantes de S y separados entre

s{ por una distancia d, como se muestra en la figura 1.1,

—

s<i\ e

R

LY Pantalla
£ de

CbgeTva.-
ciom,

Pig. 1.1. Diagrama esquematico del experimento de Young.

Los orificios actlian como fuentes puntuales monocromaticas se-
cundarias las cuales estan en fase, y la luz proveniente de ellas

se superpondran en una region posterior a X. Observemos lo que o~-

q



curre en el punto Q localizado sobre un plano zz)paxalclo a & y -
separados por una distancia a. £n la practica el patron de interfe
rencia es facil de observar si a>>d, en estas condiciones nos in-
teresa ahora determinar la diferencia de camino optico en el punto

sobre Z', para ello nos basaremos en la figura 1.2,
8

T
I

5 & : /

z)
Fige 1.2. Interferencia de dos haces en el experimento de

Young.'

Consideremos 103 rayos r, y £, provenientes de S, y S, respec~
tivamente y que se superponen en el punto Q el cual estd a una dis
tancia y del punto O ( lasolinens & y §.S; son paralelas) (ver =~

fig. 1.2.). La diferencia de camino Optico entre r,y ry es

A z = YL"Y| = JSﬁYLQ J 1012

pero en la aproximacion que vamos a considerar (a>>d), se sigue -~

que

lo



sexd 36 = tgo-% 1.13

por lo tanto

AL-= gﬁg‘é y 1.14

Y por consiguiente, la diferencia de fase es, tomando en cuenta 1la

ec., 1.10,

.48 gl

4 - 1.15

De la ec. 1.11, la distribucidn de la irradiancia estard dada

por

T=4X, cos® (.ﬁf%) P 1,16

donde I, es la irradiancia producida por una sola de las aberturas,.
En &sta distribnéién, habra maximos de interferencia para las posi

ciones

4»

-3

3=

) o™ l‘ﬂ."' oll,Z)-4f J 1.17

y minimos de interferencia localizados en

o s EEe

o

9= 1.18

También se tiene que la separacidm entre dos maximos o minimos con



secutivos estari dada por

Ay =9, -9 cepiioaph o L2, 1.19

1la cual es constante para a~y d fi jos.

La grafica 1.3a ilustra ésta distribucioén de irradiancia, y la

figura 1.3b muestra el patron observado.

T a3 cos*CW3d/a)

--4%,

.3a)

Fig. 1.3. a) Distribucion de irradiancia en.el experimento

de Young.

b) Patrén de interferencisz de Young, tomado del

1ibro de Born y Wolf ref.2.

El patron resulta ser un conjunto de franjas rectas brillantes

y obscuras con una separacidn constante entre ellas,

12



Haciendo una observacidn adicional, de la ec. 1.19, encontra~=-
mos que la separacién entre las franjas es inversamente proporcio-
nal a la separacion entre los orificios; ésto implica que para una
separacidon fija entre el plano de ias aberturas y el plano de ob=-
servacidn, si separamos los orificios o si los juntamos, entonces
1as franjas se hacen mis angostas y se juntan o se ensanchan y se-
paran, respectivamente (siempre que se siga cumpliendo la aproxima
cidn a»d); Bs decir, de 1.19, si d aumenta entonces As, disminuye,
si por el contrario,,d disminuye entonces 4% aumenta. (Est# obser
vacion nos seréd de utilidad mis adelante, en relacidn con el tama-

fio de los granos de P.M.O. [ver cap. I1] ).



X.2.- DIFRACCION.

Bl analisis del fendmeno de interferencia se simplifica al com
siderar fuentes puntuales, sin embargo en la practica éstas no se
pueden obtener, aunque si se pueden aproximar por iluminacidn de a
berturas muy pequefias.

Un hecho curioso ocurre al observar la luz que pasa a través -
de alguna abertura pequefia, en su contorno aparecen franjas bri---
llantes y obscuras, gue ademas dependen fuertemente (en su forma)
de 1a geometria de la abertura.A este fenOmeno se le llama DIFRAC~
CICON,

Bste fenomeno de difraccion fué observado desde hace mucho -
tiempo. Bn el siglo XVII, F, Grimaldi describi{a detalladamente es-
te hecho al que llamd "Diffractio”. BEn base al modelo ondulatorio
de la luz de Huygens, la difraccién se interpreta como la desvia~—
cion de la trayectoria rectilinea geométrica de la luz, debido pre
cisamente a su caracter ondulatorio. Finalmente, fué Fresnel quien
did una descripcidn tedrica de la difraccién, en forma convincente.

Bn el analisis de la propngacién de la 1luz, Huygens enuncid su
PRINCIPIO DB PROPAGACION ONDULATORIA DB LA LUZ [Hecht, 1977) , el
cual fué modificado posteriormente por Fresnel para explicar la =
difraccion, introduciendo el concepto de interferencia. Bl Princi=-
pio de Huygens-Fresmel establece que:

Cada punto sin obstruccidn de un frente de
onda, en un instante de tiempo dado, sirve cpo
mo una fuente de ondas secundarias esféricas

(de 1a misma frecuencia de la onda primaria).

I 4



La amplitud del campo dptico en cualquier pun
to posterior es la superposicion de todas es~
tas ondas (considerando sus amplitudes y fa--
ses relativas);
Basandonos en este principio deduciremos ahora, como es el com
portamiento de un frente de ondas al pasar por una obstruciém, [Pa
rrent, 19711 .

Consideremos una onda escalar monocromatica de la forma

vt
VE,»=Ew e , 1.20
sustituyendo ésta en la ecuacidon de onda
T -
JEVEED - _\E"%?V(:hf) *0 p) 1.21

resulta que la parte independiente del tiempo satisface la ecua==-~

cidn

VEEW + k*EF) =0 , 1.22
donde ké“/c es el ntmero de onda. Bsta ecuacidn se conoce como la
Beaacidn de Helmholtz y se puede resolver por el método de funcio-
nes de Green, sin embargo aqui no estamos interesados en obtener -
la solucidon en forma rigurosa, sino en la aplicacion del principio
de Huygens, esto ultimo nos proporcionara una Solucidn aproximada,
pero a cambio nos permitiri visualizar fisicamente el problema. -

Prosigamos pues, consideremos una fuente puntual en un punto P so-

15



bre un frente de onda (como lo sugiere el principio de Huygens --
Fresnel) el cual cruza una abertura A localizada en un plano ¥-7
(ver fig. 1.4), observemos lo que ocurre en un punto distante Q, -
situado en el plano x-y paralelo al ¢-7..

v 3 a00

z

2l

-~

fig. 1.4. Prente de ondas cruzando una abertura A.

Las ondas emitidas por la fuente puntual en P son esféricas de

la forma
. A
Ecp=e S 1.23

donde r es la distancia desde el punto P hasta el punto de obser--~
vacidn Q. Ahora bien, siguiendo con el principio de Huygens-Fres—e
nel podemos considerar que la abertura estd constituida por muchas
fuentes puntuales las cuales cmiten ondas en forma independiente.-
La amplitud de estas ondas estd dada por la amplitud del campo e-&
léctrico sobre la abertura (también llamado campo 6ptico en este -
contexto) el cual designaremos por B(E) (fes el vector de posi=-
cidn sobre la abertura), notemos primero que la ecuacidén de Help~-
holtz 1..22 es lineal, entonces, para ella, el principio de superpo
sicidén es valido, esto nos permite conocer el campo Optico en el -

plano x-y, como lo asegura el principio de Huygens- Fresnel. En e-

1



fecto, usando la superposicidf, el campo Optico en el punto de ob-
servacion ;, sera la suma de todas las contribuciones, provenien—-
tes de todas las fuentes puntuales que estan en la porcidn del ~--
frente de ondas que cruzan la abertura, las cuales son de la forma
e‘“?: (ver ec. 1.23) y tienen una amplitud B( ?). esto lo podemos
expresar como

exp (=i Y(R,TY) 17
v (g .“s‘) / 1.24

E@®= SEL“{) ARD
a

donde /A (X,%) se denomina Bl Pactor de Inclinacidn, el cual deno-
ta el hecho de que 1la onda que cruza 4 la abertura tiene una direg
cidn préferente de propagacidn. 8e puede demostrar [Born,198a1 que
dicho factor de inclinacidn varia poco si restringimos los wvalores
de X Yy T a una pequefla regidn en la vecindad del eje z (esto es lo
que Se conoce como aproximacion paraxial), con esta restriccidn re
sulta también que la r en el denominador var{a muy lentamente y -
sus efectos pueden ser ignorados en ia integral, Por otra parte, -~
1a r en la exponencial va multiplicada por k=2W/A y una ligera va-
riacion de r afecta fuertemente la fase de 1a radiacidn (ya que en
este caso J<<r). Con estas suposiciones la ecuacion 1,24 se redu-~

ce a

Eoug) =X S Els explik® @ dsdy 125
A

donde K es una constante.
Bsta ecuacion 1.25 es la integral basica en la teor{a de la di

fracciodn, Si se evallia ésta integral se obtiene la distribucidn de

| ?




campo en el plano de observacion y en consecuencia, por la ec. 1.3
también la distribucidn de irradiancia, que como ya di jimos, es la
cantidad medible.

Bscribamos mAs explicitamente la ecuacion 1.25; por el teorema

de Pitégotas se encuentra que

[ - s\’“'f(g-‘t.)‘*ﬁ"]/l

.(
~
X
[~
s

[t

"

et 2(ex4tY) Y
R[|+ R = RE

) 1.26

7 .
donde R=(§‘+ y‘+ zL)L. notemos que, como estamos en una aproxima--
cidn paraxiasl y el punto de observacion es distante, entonces R es
grande comparada con las dimensiones lineales de la abertura, con
esto en mente, podemos hacer un desarrollo en serie de 1.26 en 1/R

y quedarnos hasta primer orden, com lo cual resulta que

Y
Y=R+ s;;‘. - ;x;*t&_ : 1.27

Ahors, en general los problemas de difraccion pueden ser trata-
dos de manera diferente dependiendo de la magnitud relativa de los
dos Oltimos términos de 1.27. Esto es, cuando el término cuadrati-
coen £ y 7 puede ser despreciado o se anula, se dice que uno ob
tiene DIFRACCION DB FRAUNHOFER. Si el término cuadrdtico no puede
ser despreciado se dice entonces que uno observa DIFRACCION DE we-
FRASNEL.

Pero, Ja qué situaciones fisicas corresponden estos dos casos?.

La respuesta es sencillaj; cuando el término cuadratico no es des--

18



preciable, es decir ¢ 51+ 7%)/2R contribuye a la integral, la si--
tuacidn corresponde a aquella en la que la separacion entre la -
fuente que produce el campo ¥y el plano de observacion se encuen—--
tran a una distancia finita. Si &sto ocurre, al incluir dicho tér-
mino en 1.25, el problema matematico para evaluar la integral es =
bastante cdmplicado y de hecho no se puede resolver en forma exac-
ta.

Bn el caso mas sencillo, matematicamente, en que si se puede -
despreciar el término cuadratico, que afortunadamente también es -
facil de implementar en el laboratorio y que es de gran importan--
cia en la optica, corresponde a aquel en el que, tanto la fuente -
que ilumina la abertura como el plano de observacidn, se encuen -~
tran a una distancia infinita de la abertura. Aparentemente ésto -
ultimo complica el asunto, pero si nos ponemos a analizar mas deta
lladamente ésta situacion, vemos que el hecho de que la fuente -
esté en infinito implica que las ondas que llegan a la abertura -
son esencialmente planas, y el hecho de que el plano de observa —--
cion esté en infinito implica que los rayos que salen de la abertu
ra convergen en infinito, &stas dos condiciones las podemos lograr
en el laboratorio haciendo uso de lentes, las cuales —-por asi de--
cirlo- tienen éstas propiedades. Por ejemplo, si colimamos un wa -
haz de luz con una lente obtendremos ondas planas y si colocamos -
una lente enfrente de l1la abertura, los rayos provenientaes de ésta

convergerﬁn en el foco de aquella*., Resulta entonces, que para ob-

*Bn el libro de Born y Wolf, ref.2, p.384 se analizan detalladamep
te las condiciones para desprecxar el término cuadratico mediante
el empleo de lentes.
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servar un patrdn de difraccidn de Fraunhofer debemos emplear un =
sistema de lentes y colocar el plano de observacidon en el foco de
la lente que forma la imigen de la abertura. Si f es la distancia

focal de dicha lente, podemos escribir la ecuacidn 1,25.como
,u) = K exp Cikh) ™
E (%, %) £ EGop explsxryn)ild Jody | 1.28

Ahora bien, si U( §, " ) describe la distribucidn del campo op
tico sobre la abertura (incluyendo los factores constantes) enton-
ces la distribucidm de campo dada por 1.28 la podemos escribir co-

mo

E(x,9)= SU(S.‘I,) P ““"‘*ﬂ dedy . 1.29
A

Bsta es la expresian para el campo con la cual traba jaremos en
10 consecutivo ya que es la base sobre la que descansa el experi--
mento realizado para ésta tésis.

Bl factor k( £ x + 7 y)/f que aparece en la ec. 1.29 expresa -
1a diferencia de fase de las radiaciones, que llegan al punto (x ,
y) del plano de observacidn, y que son emitidas por fuentes puntug
les, una localizada en un punto ( §,% ) y otra situada en el oriw=-

gen de coordenadas del plano que contiene & la abertura, Bs.decir

S =k ($&x+1y) /¢ 1.30

Desde un punto de vista matematico la integral 1.29 tiene la -

forma de una transformada de Fourier en dos dimensiones {Arfken, -

Z0



1970) , €n éste sentido, se interpreta el campo difractado por una
abertura (en la aproximacioén de Fraunhofer) como una transformada

de Fourier [Goodman, 19681, Bsta interpretacion es conveniente, -~
puesto que del analisis de Pourier, si conocemos analiticamente el
campo optico sobre la abertura, entonces lo podremos determinar en
el plﬁno de observacion mediante una transformada de Fourier. Por

el contrario, si conocemos el campo optico en el plano de observa-
cion -locual es lo mas comin- entonces, por la transformada inver-
sa podremos determinat la distribucion del campo sobre la abertura.
Lo anterior simpliffca los calculos para determinar patrones de di

fracciéne

Analizaremos ahora la aplicacidn de la ecuacidn 1,29 para los
casos.de : una abertura rectangular y una circular. Bstos seran de

interés en el capitulo II,
I.2.1.- Difraccidon de Fraunhofer para una Abertura Rectangular,

Consideremos una abertura rectangular de dimensiones 2a y 2b -
cepntrada en el plano §~7 , como Se muestra en la fig.l.s, ésta a-
bertura es iluminada uniformemente con una onda plana. Bn éstas -~
condiciones, la distribucidn de campo sobre la abertura esta dada

por . [Parrent, 1971}

Uo s; 18162 v Wlsh

U(S,'VL) = : :
o si isi>a ¥ vk
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donde U. es una constante.

Ak 3 A A g
G —b
L

./~ ‘ : :

Fig. 1.5. Abertura rectangutar iluminada uniformemente en

un arreglo para observar Difraccion de Fraunho-
fer.

Sustituyendo 1.3k en 1.29 se tienme que

~ b
E(x.‘é)'& &u. exe [l )] dedy 1.32

ésta integral es facil de evaluar y resulta entonces que el campo

observado en el plano focal de la lente es

Ex,9)* 4Usab sanc_(ktaz) Scnc.(’-‘—l-;l) 5 1.33

donde la funcidn senc # se define como sencé = sen ©/8.

De la ecuacién 1,3, la distribucidn de irradiancia viene a es-
tar determinada por

T 2T, senc® ('—‘-f;‘-) Scncz'(\-sf‘) 1.34
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donde Io=16UfaLbL es una constante y puede ser determinada experi-~
mentalmente. La fig. l.6a ilustra ésta distribucidn de irradiancia
a lo largo del eje x, ésta tiene un maximo principal I pen =——==m-
(kax/£)=0 y minimos nulos en (kax/f)= +7i ,+2W,... . Los miximos
secundarios son cada vez dé menor intensidad conforme aumenta |x].
Las posiciones de éstos maximos secundarios se obtienen por los mé
todos tradicionales de cﬁlculo, de los cuales resulta que ellos sa
tisfacen la ecuacién trascendente tg x-= x, (las soluciones de és-
ta ecuacidn nos dan las posiciones de los maximos secundarios, los
cuales obviamente no estan igualmente Separados).

En 1a fig. 1.6b se muestra el patrdon bidimensional resultante,
éste consiste de un recténgulo muy intensc centrado en el planoc de
observacidon y & sus lados se observan franjas brillantes de inten-

sidad decreciente, separadas por franjas obscuras.
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Fig. 1.6, Difraccidn de Praunhofer para una Abertura Rec-

tangular.

a) Grafica de la distribucidn de irradiancia,
b) Patron resultante.

Tomados del libro de Born y Wolf, ref.2.
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I.2.2.- Difraccidn de Fraunhofer para una Abertura Circular,
Consideremos ahora una abertura circular de radio a centrada -

en el plano £-" iluminada uniformemente por una onda plana, como

se muestra en la fig. 1.7

b s

-

T
o)

Fig. 1.7, Abertura circular iluminada uniformemente en un

arreglo para observar Difraccidn de Praunhofer,

Por simplicidad para el calculo se emplean coordenadas polares.
La distribucidén de campo sobre la abertura éstad descrita por ([Pa--

rrent, 1971]

U, si pso y 04 #6427

o, )=

0o s gro y osdea¥ L o

donde 'P"=-' Syt y #= arctg(7n/£). Usando 1.29, 1la distribucion de
campo en el plano de observacion sera

a _iF
E(y,0)= S SUO exp [ vp '—05@'4”](4(44, 1.36

© ™
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donde r?= x%+ y* y 0= arctg(y/x).

La integral 1.36 se puede evaluar por Separacion de variables.
La integral respecto a f es directa, y la integral en ¢ que reér
sulta, es la funcidn de Bessel de orden 1 [Arfken, 1970] . Bl re--

sultado final es

t 2T, (kvolp)
ECr,0) = Dolia £2mbny J 1.37

donde J,(kra/f) es la funcidn de Bessel de orden 1 en la variable
(kra/f).
De ia ecuacidn 1.3, la distribucidn de irradiancia en &ste ca-

80 es
z

_ 2T (evo/f)
I-= I. (k_?&/f) ) 1,38

donde I°='Uf7fa“ es una constante,

La fig. 1.8a muestra la distribucion de irradiancia y la fig.
1.8b al patron resultante. '

Este patron tiene simetia circular axial, con un disco muy bri
llante llamado DISCO DB AIRY, para (k-a/f)= O de intensidad Io en
el centro, circundado por anillos de intensidad nula, los cuales -
se determinan por las raices de Jy(kra/f). Las posiciones de los -~
maximos secundarios estaran dadas por los valores de x = kra/f que

satisfacen la ecuacidn

_é_‘__ﬂ_}_tﬁ] =0 1.39
dx ~
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Fig. 1.8. Difraccion de Braunhofer para una Abertura Circular
a) Grafica de la distribucidn de irradiancia.
b) Patron resultante.

Tomado del libro de Born y Wolf, ref.2,
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Dado el comportamiento de las funcioned de Bessel, la separa -
cion entre maximos o minimos no es constante, sino que va variando
de acuerdo a los ceros de dichas funciones.,

Bste tipo de patrdn se conoce como PATRON DE DIFRACCION DE —-
AIRY, el disco central de Airy, limitado por el primer anillo obs-
curo, tiene un radio dado por el primer cero de J,{(x) diferente de
cero expresado por

Yb = .22 %—a& . 1.40
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I.3.- BL TBOREMA DEL ARREGLO.

En un experimento real de interferencia por divisidn del fren-
te de ondas, por ejemplo el de Young, se tiene también efectos de
difraccidén debido a la extensidn de las fuentes secundarias. Consi
derando ésto (ltimo en la aproximacion de Fraunhofer, a continua--
cibén veremos como se pueden conjuntar los dos efectos -interferen-
cia ¥ difraccidon-

La mezcla de un patron de interferencia con uno de difraccion
con aberturas similares puede ser sintetizado en unma ecuacidn cong
cida como el TEOREMA DEL ARREGLO [Parrent, 1971] . La derivacion ~
de éste teorema mis bién, es un juego matemitico basado en la in--
terpretacion del campo dptico (en un patrdén de Fraunhofer) como u-
na transformada de PFourier, como lo sefialamos en 1a seccion ante--
riori sin embargo, la interpretacion fisica que contiene es de ==
gran importancia.’

Procedamos & obitener el Teorema del Arreglo: Consideremos una
pantalla opaca con N aberturas idénticas distribuidas en forma ar-
bitraria pero con la misma orientacidn, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que una de ellas estaA centrada en el plano que las
contiene (ver fig. 1.9).

Una representacidn apropiada de la localizacidn de las abertu-
ras puede ser dada haciendo uso de la funcidn delta de Dirac. Por
1o tanto, tememos que (en la suposicidn de iluminacidén monocromiati
ca coherente) si U( ;-g;) representa la distribucion de campo en

la n-ésima abertura, localizada en el punto ?;, tal que

29



vie- 2= (o D5 a1

-
donde o es un vector que recorre el plano de difraccidn (es decir,

el plano de las aberturas), y U( %) es el campo en la abertura cen
l\‘,
P
SES

) S
U ¢

Fig. 1.9. Distribucidn arbitraria de aberturas idénticas

sobre un plano.

tral, entonces el campo total sobre el plano difractor es (por su-

perposicion)

Ura(3) = 3. SUG-R) 8 @204

Sucz-z>[:z§c:-z,]ai

- gu@-z) A dd

i

/ 1.42

»
-
donde A(®) = Z-‘S(Z— 5.) caracteriza al arreglo mismo de abertu-

ras. Fisicamente AC) describe la localizacion de aberturas, en ~

tanto que UC £) describe la distribucidn de campo a través de una
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sola de las aberturas. Matematicamente la ec. 1.42 es lo que se -
llama convolucidn de U con A.

Usando 1.42 podemos ahora calcular el patrdon de difraccidn del
arreglo, sustituyendo ésta en 1.29 tenemos que la distribucidnm de

campo B(®X) en el plano de observacidn estia dada por
£ = ([ JuE-0 A 4] exe| i tsxena)ds d

=S[SU ({—i)e;?[%—(imm}lf) NCIPE O

1.43

Bajo la interpretacidn del campo Optico como una transformada
de Fourier, la ecuacidn 1.43 se reconoce como ung transformada de
Fourier de una convolucidn (Parrent, 1971, p.8]. El teorema de con
volucidn establece que la transformada de Fourier de una convolu--
cidn es igual al producto de las transformadas individuales {Good-

man, 1968}, entonces 1.43 se puede escribir como

1.44

donde (R y A(®) son las transformadas de Fourier de U(E ) y ACX)
respectivamente.

La ecuacidén 1.44 es el resultado central de ésta seccidn, ella
se conoce como el "Teorema del Arreglo", La interpretacidn fisica
que se le da es la siguiente [Parrent, 197l] :
~. . .".B1 patrdn de difraccion de Fraunhofer de un arre-

glo de aberturas idénticas igualmente orientadas es-

ta dada por el patron producido por una sola de las
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aberturas, modulado por el patrdn de interferencia -
que resultaria de un conjunto de fuentes puntuales -

dispuestas en la misma configuracion.
Este resultado nos permitira explicar facilmente la formacidn

de un patrdn de moteado optico producido por aberturas idénticas

distribuidas al azar, como veremos en el siguiente capitulo.
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CAPITULO II.

PATRONES DE MOTEADO OPTICO.

Introduccidn.

Bn éste capitulo, nuestro objetivo es la descripcidn cualitati
va de la formacidn de los PATRONES DE MOTRADO OPTICO (P.M.0.).

Nuestro interés, aqui, se dirige principalmente hacia la reali
zacidn sencilla y reproducible de los P.M.O.; ello nos permitird -
analizar el proceso de su formacion.

En la primera seccidn hablaremos de los P.M.0O. en objetos dis-
persores, de hecho, es en éstos en los que ellos pueden ser obser-
vados mas facilmente. Para estudiar el origen y caracter{sticas fi
sicas del P.M.O., haremos un analisis del detalle microscdpico de
las stiperficies difusoras. Bn la segunda seccion, basandonos en el
analisis de las superficies, veremos que una manera sencillu de ob
tener un P.M.0O. es haciendo uso de un conjunto de aberturas difrac
toras idénticas, distribuidas al azar, &3tos P.M.O. son el tema =
principal de éste trabajo; haremos un estudio cuidadoso de manera
cualitativa de éste tipo particular de patrones. En la tercera sec
cion analizaremos en forma experimental la formacion de los P.M.O.

con las aberturas. Se discuten los resultados.



II.l.- PATRONES D3 MOTEADO OPTICO POR OBJZTOS DIFUSORZES
(Descripcion Cualitativa).

Cuando se empezd a trabajar con la luz de laser, la gente noto
inmediatamente que al reflejarse ésta, en algin objeto opaco léste
adquir{a un peculiar aspecto granulado muy complicadol, éste fand-
meno singular tomd el nombre de "Speckie Pattern" el cual nosotros
l1lamaremos "Patrdn de Moteado Optico™ (P.M.0.).

La explicacidn que se le did a &ste fendmeno fud'la luz dis--
persada en la superficie de los objetos, es capaz de interferir al
l1legar a nuestra retina, por ser Qltamente coherente. Y en efecto,
analizando la estructura microscopica de un objeto opaco, Se en ==
cuentra que éste es sumamente rugoso en la escala de longitudes de:
onda [Goodman, 1976] » éstas rugosidades son las principales cau-=
santes de 1a dispersion de la luz (existen otras causas de la dis-
persidon tales como variaciones en la reflexidn y absorcidén y cam-
bios en el {ndice de refraccidn, pero no 10s consideraremos aqui).
Por otra parte,es facil convencerse de que las variaciones en las
alturas de las rugosidades son completamente aleatorias; mas aun,
su distribucion espacial también lo es. Resulta entonces que la =
luz del laser reflejada en la superficie, al liegar a un punto de
observacidn, consistira de muchas contribuciones independientes, -
provenientes de las diferentes regiones dispersoras, las cuales, -
debido a las varaciones aleatorias antes mencionadas, habréin via -
jado por diferentes caminos opticos, de manera que las diferencias
de camino d6ptico también estaran déstribuidas aleatoriamente, in -

troduciendo, por lo tanto, variaciones aleatorias en las diferent-
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cias de fage de las ondas que interfieren (ver ec, 1.10), Bl re =~
sultado Sera entonces, en la region de observacidén, un patrdn de -
interferencia de muchas ondas tales que sus diferencias de fasz y
amplitudes estaran distribuidas aleatoriamente, &sto se traduce en
un patrén de regiones brillantes donde ha ocurrido interferencia -
completamente constructiva, regiones obscuras donde ha ocurrido =
interferencia completamente destructiva y regiones con niveles de
irradiancia entre éstos valores extremos [Goodman, 1976} , (ver -
fig. 2.1). Bsto es, efectivamente lo que constituye el patron de -
moteado.

Por otra parte, se observa que la estructura del patron depen-
de de la geometria.de la.regidon que se esté iluminando, y desde un

punto de vista microscdpico, el patron también dependera de la geg

qesh"h l?
b setvacisWn
‘l
]
\
¥l

Fig. 2.1. Patron de Moteado en un Objeto Dispersor,

metria y extension de las diferentes regiones dispersoras, ya que

en cierto sentido, también existirin efectos de difraccidn. Debido
a esto, se dice que "el patrén de moteado proviene de la interfe--
rencia de las imigenes de difraccion de las diferentes regiones -
dispersoras" [Frangon . 19793 ., Teniendo en cuenta ésto, por analg

gia al fendmeno de la difraccidén, se dice que el patrdn de moteado
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es del tipo de Praunhofer cuando hay un sistema formador de imige-
nes (Lentes) y se observa en el plano focal o plano imagen, o bién,
el patrén puede ser del tipo de Fresnel cuando se observa en una =
regidn sin lentes (o también usindolas pero observando fuera del =
planc focal o imagen).

Pinalmente, diremos que un P.M.0O. no esta limitado a su forma-

cion con luz reflejada, Sino que también surge con luz transmitida.

Bn restmen, los P.M.O. para objetos difusores tienen las 8i --

guientes caracteristicas:

2) Surgen de la interferencia de las imagenes de difracciodn de
las diferentes regiones dispersoras del difusor, Bl aspecto
cadtico del patron observado, es debido a que las diferen =
cias de fase y las amplitudes de las ondas interferentes, -
estar dbstribuidas completamente al azar.

b) Dependiendo del difusor (ya sea opaco o transparente) se -~
pueden lograr patrones tanto con luz feflejada como con luz
transmitida.

¢) Dependiendo de como se observe el patron, en general se ten
dran, algunos del tipo de Fraunhofer y otros del tipo de -

Fresnel.

Como di jimos en un principio, nuestro interés se enfoca en 1la
formacion de un P.M.0O. en forma sencilla y reproducible. Para ello
nuestro estudio se restringira a los patrones del tipo de Fraunho-

fer obtenidos con luz transmitida.
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IX.2.~ PATRONES DEZ MOTEADO OPTICO POR 1ABERTURAS DIFRACTORAS.
(Descripcion Cualitativa).

En la seccidn anterior vimos que el patrdn de moteado resulta
de la superposicidn de muchas ondas coherentes en las que existen
variaciones aleatorias en sus amplitudes y fases, y que éstas va-
riaciones estin directamente relacionadas con la estructura mi ~--
croscopica del objeto iluminado,

Ahora bien, las variaciones en las fases se derivan de las va-
riaciones en las trayectorias Opticas de la luz dispersada; anali-
zando la estructura del difusor, encontramos que dichas variacio--
nes en las trayectorias son debidas esencialmente a dos factores,
estos son: variaciones en las alturas de las rugosidades y distri-
bucidn y extencion espacial de éstas. Pero, notemos que éstos dos
factores son completamente independientes, podemos entonces pensar
que ellos por separado también producen un patan de moteado, ya -
que 1o que lo que importa para formarlo, es una variacion aleato--
ria en las diferencias de camino Optico, (Bs también conveniente -
mencionar el hecho de que una variacidn aleatoria en las amplitu--
des también puede contribuir por separado a la formacidn del P.M.O).
Bajo este punto de vista, si lo que queremos e3 obtener un P.M.O.
de manera sencilla, entonces podemos tomar alguna de las formas -
mencionadas para producirlo,' Por sencillez encaminaremos la cons--~
truccidn del patrdn atendiendo a su formacion debida a la exten ==
cidén y distribucion espacial de las regiones dispersoras, Para -
efectuar esto nos basaremos en un modelo de aberturas idénticas =
distribuidas al azar, tomando las ideas principales de un experi -

mento sugerido por Frangon ﬁ979, cap.I] .
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Dicho modelo consiste en 1o siguiente: La extensidn de las re-
giones dispersoras de un objeto difusor transparente, pueden ser =~
simuladas por un conjunto de pequeflas aberturas sobre una pantalla
opacaj; ademas, una distribucion completamente aleatoria de las -
aberturas es equivalente a la distribucidn espacial aleatoria de -
las regiones dispersoras. Ahora bien, el tamafio y forma de las -
aberturas las podemos tomar diferentes para cada una, pero como ve
remos mis adelante, cllo no influye en 1a formacion del patrdn de
moteado, sSolo importa la densidad de aberturas.

Sin pérdida de generalidad y ﬁnra simplificar nuestro trata ~=
miento, haremos todas las aberturas idénticas y estudiaremos el pa
trdn de difraccidn de Fraunhofer producido por dichas aberturas, =
en el plano focal de una lente { antepuesta al plano que contiene

& las aberturas (ver fig.2.2.).

plame fonl,
plome de
o bsevvacioh

Big. 2.2. Arreglo para obtener un Patrdn de Fraunhofer -
producido por Aberturas Idénticas Distribuidas

al Azar.

Bn la suposicion de que todas las aberturas son iguales, el =
teorema del arreglo (ver sec.l1.3) nos asegura que el patron de di-

fraccion observado, en el plano focal, serd el patrén producido =
3%



por una sola de las aberturas, modulado por el patron de interfe-
rencia que resultaria de un conjunto de fuentes puntuales dispues
tas en las posiciones de las aberturas, tomando en cuenta las dif
rencias de fase,

Analicemos ahora, cémo se forma el P.M.O. de acuerdo a éste &
delo. Supongamos que tenemos solamente una abertura, por e jemplo
circular, bajo las condiciones para observar difraccion de Fraunt
fer. Bl pat:én que‘resulta es del tipo de Airy centrado en el ej
de 1la lente, como vimos en la sec., 1.2.2. Si agregamos otra aber
ra,.por el teorema del arreglo;en el plano focal de la lente, ca
abertura formard un patron de Airy, ambos centrados en el c¢jede
lente y por tanto sobrepuestos, pero dado que existe una separa
cidn entre las aberturas, entonces habri efectos de interferenci
como en el experimento de Young (ver seC.I.1.1), es decir, el p:
tron resultante sera entonces una superposicidén de un patrdn de
fraccidén de Airy con un patron de interferencia de franjas de
Young. Conforme vayamos agregando mas aberturas distribuidas al
zer, el patrdon observado sera uno de Airy, ya que &ste sélo dep
de de la geomettia de la abertura, pero modulado por los efecto:
de interferencia que resultan al considerar las diferencias de !
se, las cuales estan distribuidas aleatoriamente. Es esto (ltim
1a condicién necesaria para obtener un P.M.O. ; con &sto, por 1
tanto se justifica el empleo de dicho modelo para obtener el pa
tron de moteado.

Podemos también hacer resaltar otros puntos interesantes co
cernientes a éste modelo. Bl patron de Airy resultante surge, C

ya hemos dicho, de la geometria circular de las aberturas, y el
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cho de que todas sean idénticas hace que sus dimensiones se manten
gan constantes. Sin embargo, si las aberturas no fueran circulares,
sino por ejemplo rectangulares o de cualquier otra forma, pero to-
das idénticas, el resultado es un cambio en el patrén de difrac --
cidn principal ya que &l solo depende de la geometria de las aber-
turas, en tanto que si no cambiamos la disposicion de las abertu--
ras, entonces las variaciones en las diferencias de camino optico
y por tanto las de las fases, Se mantendran inalteradas con lo =-
cual el patron de moteado no cambiard. En un caso mias critico (pe-
ro a la vez mas parecido al difusor), si hacemos que todas las =
aberturas sean diferentes, pero manteniendo las mismas posiciones
relativas, entonces ya no obtendremos un patrdon de difraccidn prip
cipal bién definido, como sucede en los objetos difusores. Sin em-
bargo, al no alterar las posiciones de las aberturas, no habra va-~
riaciones en las diferencias de fase y en consecuencia el patrdn -
de moteado no cambiaj ésto {iltimo, tnicamente es valido en la me--
dida en que consideremos a 1las aberturas suficientemente pequeilas
tal que las variaciones en las fases que ellas mismas producen (de
bido a sus dimensiones), sean despreciables comparados con las di-
ferencias de fase que resultan de su distribucidon espacial.

Por otra parte, notemos que en el foco de la lente (ver fig. -
2.2), la luz proveniente de ceda una de las aberturas, habra reco-
rrido la misma longitud de trayectoria y por consiguiente, las die
ferencias de fase de las ondas que llegan a dicho punto son nulas,
es decir, llegan en fase. De ésto resulta que en el foco de la len
te todas las ondas interferiran constructivamente, pero como en =

principio ésto Gnicamente ocurre en el foco, entonces éste sera el
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punto. mas brillante de todo el patrdm, ademis, esto es independien
te de si todas las aberturas son iguales o no. La aparicion de és
te punto nos permitira afirmar que estaremos observando efectiva--
mente en el plano focal de la lente.

Bn base a todo lo anterior, pasaremos ahora a confrontar la =

teoria cualitativa de las aberturas difractoras con el experimento.

41



II.3.~ PATRONES DE MOTEADO OPTICO POR ABERTURAS DIFRACTORAS.
(Experimental).

Bsta seccion es la parte principal del presente traba jo, anali
zaremos el proceso de formacién de un P.M.0O. en donde los parame~—
tros que tenemos a nuestra disposiciodn son: la geometria Yy dimen-~—
siones de las aberturas, y la distribucidn espacial en una panta -
11a, lo cual nos permite controlar -por asi decirlo- las variacio-

nes en las diferencias de fase,

Para tocar todos los puntos relacionados con el modelo de aber
turas, el experimento se dividid en dos partes;

i) Se realizara la formacidn del patrdn de moteado empleando -
aberturas circulares y rectangulares distribuidas al azar.
Como algo adicional, también se trabajd con parejas de aber
turas circulares identicas, orientadas en la misma direc ==
cidn, pero distribuidas al azar.

ii) Usando las aberturas circulares, se inspecciond el efecto
de variar el tamaflo de las aberturas para una densidad fi ja
de ellas e, inversamente, con un tamailo dado de aberturas =

se realizaron variaciones en la densidad.
I1.3.1.~- Condiciones Generales del Experimento.

Las aberturas fueron realizadas sobre pelicula Technical Pan,
fotografiando circutos y rectangulos obscuros distribuidos al azar
sobre un fondo blanco, se empleo una camara reflex, tomando las fo

tograf{as a una distancia de aproximadamente un metro, CcComo € jefl==-
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plo, en la fig. 2.3 se muestra la distribucion original de circu -
los negros y la fotografia correspondiente para sesenta circulos.
El didmetro de los circulos fué de 4mm y las dimensiones de los -
rectangulos eran de 10 mm por 4 mm,

Para la primera parte del experimento se tomaron fotografias -
con una, dos, tres, cinco, veinte, sesenta y cien aberturas. Res--
pecto a la segunda parte del experimento se le tomaron fotografias
a veinte circulos negros, considerando tres tamaiios diferentes y e
fectuando dos variaciones en el area que ocupaban,

Utilizando los negativos como aberturas difractoras. Esto dio
como resultado aberturas circulares del orden de 10" cm. de diame-
tro y rectangulos de dimensiones lineales también del mismo orden

de magnitud.

Bn la figura 2.4 se muestra el dispositivo experimental. Se em’
pleo un laser de He-Ne de 0.5 oW (A = 6328 A ), el haz del laser -
fué expandido con un objetivo de microscopio de 10x y un filtro o8
pacialAy después colimado con una lente plano convexa de distancia
focal f = 14 cm y diametro igual a 4 cm. Bl haz colimado se hizo -
incidir sobre los diferentes negativos de las aberturas, los cua-=-
. les estaban situados a una distancia aproximada de 13 cm desde la
lente. Posterior a las aberturas se coloco una segunda lente a una
distancia aproximada de 22 cm de ellas, 1la segunda lente también
era plano convexa, pero de distancia focal f = 13.5 cm y con dia--
metro de 6.5 cm .

De acuerdo a 1o dicho en el primer capithlo (sec. I.2), ésta -

disposicion de lentes nos permitira observar el patrdn de difrace-
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Fig. 2.3, Original y fotograf{a para obtener las aberturas

difractoras (60 aberturas).
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Fig. 2.4. Diagrama esquematico del dispositivo experimen~
tal para observar el patrdn de difraccién de =

Fraunhofer de las aberturas,

cidn de Praunhofer de las aberturas, si observamos en el plano fo-
cal de la segunda lente.

Por otra parte, un calculo estimativo del patrdn que esperamos
observar, nos muestra que en el caso de las aberturas circulares,
como éstas son del orden de 10“cm, entonces de la ecuacion 1.40,
tenemos que el radio del disco de Airy es del orden de 164 cm, lo
cual es dificil de observar a simple vista. BEn consecuencia, se -
hizo necesario amplificar 1la imigen, para ello se empled un mi.cros
copio con objetivo 5x y ocular 15x, se pobaron varios de ellos re-
sultando ser &stos los mas satisfactorios para observar el patron.

Pinalmente, el patrdn de difraccipn fué registrado sobre una -
pelicula fotografica Tri- X en una camara reflex sin lente, adapta
da al microscopio mediante un acoplador de 10 cm de longitud apror
ximadamente.

Se hicieron pruebas para determinar los tiempos de exposiciodn
necesarios para cada patrén, tomando como guia al exposimetro de -

la cémara, resultando 1/15 de segundo para los mas brillantes (los
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de mayor nimero de aberturas) hasta 20 segundos para los mas te—--

nues (los de una o dos aberturas),

£l desarrollo del experimento es sencillo, primero se locali--
za el plano focal de la lente buscando el punto brillante en el fo
co, mencionado en la seccidon anterior, en ese punto se fija la ca-
mara y se procede a fotografiar el patrdn correspondiente para ca-

da conjunto de aberturas.
II.3.2.- Resultados Experimentales.(discusion).

Los patrones de moteado producidos por las aberturas difracto-
ras se muestran en las series de fotografias 1, 2, 3, 4 y 5. En la
primera serie se presentan patrones para aberturas circulares, en~
la segunda los correspondientes a aberturas rectangulares y en la-
tercera son los de pare jas de aberturas circulares; todos ellos re
sultan de la primera parte del experimento. Para la segunda parte-
se tienen las series 4 y 5 en ellas se muestran variaciones en cl-
tamaiio de las aberturas y variaciones en la densidad respectivamen

te. Analicemos por casos.

i) Dependencia del P.M.O. de 1a forma de las aberturas.

La motivacidn principal de ésta tesis es la obtencidn de P.N,Q
en forma sencilla, el modelo de aberturas idénticas nos proporcio-
“na los elementos para lograr ésto. Basandonos en dicho modelo, la-
primera parte del experimento pve obtener patrones de moteado para-

diferentes tipos de aberturas y analizar como es el proceso de su-
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formacion.

Observando las fotografias correspondientes a esta primera pag
te (series 1, 2, y 3), notamos algo muy interesante, vemos que e--
fectivamente existe un patrén que se conserva, que es el correspon
diente al de difraccion de las aberturas (patroén de Airy para abex
turas circulares y patron tipico de las aberturas rectangulares),-
de acuerdo a lo predicho por la teoria.

Notemos que en el caso, cuando hay dos aberturas, aparece, Su=
perpuesto al patrdon de difraccion, un patron de franjas rectas co-
mo las del experimento de Young (ver series 1, 2, y 3), esto tam---
bieén se explica por el teorema del arreglo. Otro hecho importante-
que surgeaqu{,es que el tamailo de los granos del patron de moteado
es practicamente el mismo en las fotografias correspondientes al -
mismo nimero de aberturas, sin importar la forma geométrica de és-
tas 0ltimas, ésto nos permite afirmar que el tamaiio de los granos-
no depende de 1la forma de las aberturas, como ya habiamos dicho en
la seccion anterior.

gn éstas series de fotografias (1,2,3) también se ve que, con-
forme aumenta el nimero de aberturas, el patron de difraccidn se -
va granulando cada vez mas, es decir, va apareciendo el patrdn de-
moteado. Dichos granos también se van haciendo mas finos si vamos
considerando cada vez mayor cantidad de aberturas, €sto esti de -
acuerdo con la teoria ya que cada vez hay un numero mayor de varia
ciones en la fase en cualquier region del patrdn, puesto que hay -
mas aberturas que contribuyen al campo, en otras palabras, por a--
jemplo, si en una region del patron originalmente habia algunas on

das que interferian constructivamenta, al considerar nuevas varia-
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ciones en las fases, es posible que algunas de é&stas nuevas ondas
interfieran constructivamente y otras destructivamente con las qQue
ya existian pero dentro de la misma regidn, lo cual trae por consg
cuencia una granulacion en la region que estabamos considerando o-
riginalmente, en la cual tnicamente habia interferencia constructi
va.

Otro efecto interesante se observa en relacion con las parejas
de aberturas {serie 3), veamos; las aberturas por ser circulares -
pruducen el patrdon de difraccidn de Airy. \hora bien, para cada pa
reja de aberturas se obtendraun patron de interferencia de Young -
(ver sec. 1.1.1), la superposicidon de éstos dos patrones permanece
ra inalteresda conforme se vayan agregando mas parejas de aberturas,
como antes esto se debe a que el patron principal sdls depende de
la geometria de las aberturas y el patrdon de Young solo depende de
l1a disposicion relativa de las parejas de ellas. H1 patron de —--
Young no se pierde ya que todas las pare jas estan separadas una --
misma distancia y estan alineadas en la misma direccion. Sin embar
go, la granulacion sige apareciendo conforme se van ailadiendo mas
pare jas (distribuyendolas al azar), esto demuestra una vez mas, --
que el patron de moteado surge exclusivamente por el caricter alea
torio de la disposicion de las aberturas.

Pasemos ahora a la segunda parte del experimento.

ii) Dependencia del P.M.O. de la densidad de aberturas.
La motivacion que nos llevo a realizar ésta segunda parte del
experimento, fue que observamos que al aumentar el nimero de aber-

turas, el patrdén de moteado se hace mas fino, supusimos que ésto -
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estaba relacionado con el hi2cho de que, necesariamente al aumentar
el numero de aberturas, entonces aumenta el Area en la cual se dis
tribuyen. Nos interesd saber entonces ;como esta relacionada la - -
densidad de aberturas con el tamafio de los gtahos dél patron Yy --
cual era la influencia del tamaiio de las aberturas?.

Zn la serie 4 se muestran los patrones obtenidos para un con--
junto de 20 aberturas circulares idénticas distribuidas al azar, -
variando el tamailo de ellas y dejando fija su densidad. Aqui se ob
serva que el patron de Airy cambia de tamaiio y que sin embargo no
se ve un cambio apreciable en el tamaiio de los granos. La explica-
cion de ésto, de acuerdo a la teoria puede ser dada en los siguien
tes terminos; de la ecuacidon 1.40 (r =12f/2a), se ve que el patrén
de Airy depende inversamente del diametro de las aberturas, una va
riacion en él implica inmediatamente una variacidn en la extensidn
del patron de difraccion, asi, si se disminuye el diAmetro de las
aberturas, entonces el patron de Airy se hace mas grande y vicever
sa. Pero como hemos dejado inalterada la densidad de aberturas, en
tonces la longitud del camino optico, que pueda viajar cada onda,-
emitida por las diferentesaberturas, no se vera afectada si se cam
bia el tamaiio de estas, en consecuencia las diferencias de fase de
las ondas que interfieren y forman el patron de moteado permanece-
ra constante. Bn conclusiodn, podemos decir que el patrdén de motea~
do no cambia si se altera el tamaio de las aberturas, a condicion
de que la densidad de ellas se mantenga constante (ver serie 4). -
Mo obstante, la intensidad del patrdon si se vera alterada, ya que
la cantidad de luz que pasa por las aberturas depende directamen--

te del area de ellas.
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Veamos ahora que pasa si variamos la densidad dz2 aberturas --
(manteniendo fijo el tamafio de ellas). £n la serie 5 de fotogra---
fias se muestran lo resultados. Aqui se observa algo muy interesan
te; si se juntan las aberturas (es decir, aumenta la densidad), --
los granos sSe hacen mas grandes y si por el contrario, se separan
las aberturas (es decir, disminmye la densidad), entonces los gra-
nos se hacen mas finos.

Para explicar lo anterior, consideremos primero solo dos aber-
turas separadas una cierta distancia, dentro de la regién en que -
se distribuyen. Del experimento de Young, sabemos que ellas produ-
ciran un patron de interferencia, consistente de franjas rectas, -
las cuales tienen una separacion que depende de la diferencia de -
fase de las ondas interferentes, y que es inversamente pProporcio-—-
nal a la separacidn de las aberturas, entonces (como ya dijimos en
el primer capitulo sec. I.1.l1) si acercamos aquellas dos aberturas
(es decir, aumentamos la densidad) resulta que la separacidn entre
las franjas aumenta vy en caso contrario si separamos dichas aber--
turas, entonces las franjas se acercan. ESto es basicamente lo que
le 2sta ocurriendo al patron de moteado, ya que Si repetimos ei --
mismo analisis para rodas las parejas que se puedan formar, enton-
ces cuando las distancias relativas disminuyen o aumentan, resulta
una disminucidn o aumento en las diferencias de camino opticgde --
las ondas emitidas por las aberturas, eésto se refleja en forma di=-
recta en las variaciones de las fases y en consecuencia con el ta-
maiio de las regiones en las que puede ocurrir interferencia cons--
tructiva o destructiva, es decir en el tamajio de los granos.

Respecto a todo esto, se puede concluir que el tamafio de los -
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granos no depende del tamafio de las aberturas (no as{ la intengi--

dad), solamente de la densidad espacial de éstas.

Para finalizar analizaremos las caracteristicas de la mancha -
central; notemos primero que ésta mancha aparece tanto en las aber
turas circulares como en las rectangulares. :3ste hecho nos inclina
a pensar que ella no depende de la geometria de las aberturas, si-
no del sistema empleado para observar la difraccion, para aclarar
&sta afirmacion, recordemos que estamos obsarvando un patron de di
fraccion de Fraunhofer, entonces de acuerdo a la teoria, concluj--
mos que efectivamente, todas las ondas que llegan al foco estan en
fase, porque han recorrido la misma longitud de camino optico y =-
por tanto, todas intefieren constructivamente, podria pensarse en
que posiblemente pueda existir otro punto en el cual todas las on~
das interfieran constructivamente, para responder ¢sto se tendria
que hacer un analisis del patron y de ahi investigar dicha posibi-
lidad, en forma cualitativa. Lo unico que podemos hacer para justi
ficar el hecho de que el foco sea el punto mas brillante de todo -
el patrom, 2s hacer notar que como en dicho punto no hay variacio-
nes en las fases entonces, con N aberturas, si suponcmos que las -
amplitudes de los campos emitidos por las aberturas son todas igua
les, resulta que el campo total en el foco sera N veces el campo -
producido por una sola de las aberturas y po»r tanto, la irradiane--
cia en ese punto sera H* veces 1a irradiancia producida por una a-
bertura, en tanto que para cualquier otro punto del patrdn, siem--
pre habra fluctuaciones en las fases lo cual reduce la irradiancia

en ese otro punto, hasta el grado que puede ser nula,
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Se puede hacer una afirracidn adicional respecto a dicha man--
cha central; como dijimos, en el foco no hay variaciones aleato—--
rias en las fases de las ondas que se superponen, por otra parte,-
el patron de moteado se caracteriza porqme en cualquier punto de -
el, siempre existen variaciones en las fases, ésto nos permite con
¢luir que el foco no es un punto del patron de moteado pues siem--
pre las diferencias de fase son nulas, y por tanto debe excluirse
de cualquier tratamiento estadistico o probabilistico que se haga

al respecto.
I1.3.3.- Conclusiones.

Bn base a2l analisis detallado de la estructura microscopica de
los objetos difusores, hemos planteado que el origen de los patro-
nes de moteado, son las variaciones aleatorias en las fases y am--
plitudes de las ondas interferentes. Hemos visto que las variacio-
nes en las fases son debidas, principalmente, a las variaciones en
las alturas y a la distribucion espacial de las regiones disperso-
ras.

Atendiendo tnicamente a las variaciones de fases relacionadas
con la distribuciodn espacial, se ha propuesto un modelo de abertu-
ras idénticas distribuidas al azar, lo cual nos ha permitido simu-
lar un objeto difusor transparente (solo en la distribucidn espa--
cial de las regiones dispersoras) y asi, obtener efectivamente, un
patron de moteado optico en forma sencilla, es decir, un patron de
aspecto complétamente cadtico como en los difusores. En éste caso,

ahora se puede analizar el proceso que nos lleva a le formacion ~-
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del patron.

Y se han encontrado lo siguientes hechos:

a) £1 P.M.O. no depende de la forma geométrica de las aber
turas, solo de la distribucion irregular de é&stas.

b) 51 P.M.0O. no depende del tamafio de las aberturas, no -
asi la intensidad del patrdn observado.

c) Bl tamailo de los granos del P.M.O. depende del nimero -
de aberturas que haya y del area en la que se distribu-
yen, es decir, de la densidad de aberturas.

d) La mancha central que se observa en el foco de la lente

no es un punto del P.M.O..
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CAPITULO III.

ANALISIS Z23TADISTICO DE LOS PATRONES
DB MOTEADO OPTICO.

Introduccion.

Hasta aqui, hemos analizado cualitativamente el proceso de for
macidn de los P.M.O. para el caso de aberturas idénticas distribu-
idas al azar, del cual hemos obtenido 103 resultados comentados al
final del capitulo anterior.

Sin embargo, nuestra descripcidn quedaria un tanto incompleta
sin una contraparte cuantitativa que describa al patrdn en si mis-
mo. £1 caracter aleatorio del fenomeno sugiere un analisis estadis
tico para tratar el problema. En'éste capitulo estudiaremos los P.
M.O., no en su estructura detallada en forma anal{tica, sino en -
sus caracteristicas globales o promedio. Bn la primera seccion se
justifica la necesidad de efectuar un analisis estadistico, hacien
do hincapié en la informacion que se puede obtener de él. En la se
gunda seccion se repasan las hipotesis necesarias para realizar 1la
estadistica sobre los objetos difusores y se presentan algunos de
tos resultados principales del analisis, todo esto, tomado del tra
bajo de Goodman [1975). En la tercera seccion se plantean las hipd
tesis involucradas en el modelo de aberturas idénticas y se discu-
ten los resultados obtenidos. Finalmente, en la cuarta seccionm, si
guiendo con el analisis para el modelo de aberturas, Se muestra g

en el limite cuando el nimero de aberturas es muy grande (N-e), -
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la distribucion de campo tiende a un limite Gaussiano, con caracte

risticas analogas a la obtenida con el difusor.
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TII.1.- NBC:S3IDAD DE UN ANALISIS £3TADISTICO.

Como ya hemos dicho, el patron de moteado surge como un fenome
no aleatorio, en el que las variaciones al azar de las fases y am-
plitudes de las ondas que interfieren, provenientes de las diferen
tes regiones dispersoras (bajo la suposicion de iluminacidn cohe--
rente), juegan el papel principal. Apuntamos también que éstas va-
riaciones, son consecuencia de la estructura microscodpica de la su
perficie dispersora.

Ahora bien, para una desc:ipcién cuantitativa del fenodmeno, no
temos que las caracteristicas del pat:én, pueden ser obtenidas a -
partir de conocer el campo dispersado, ya que de este se puede ob-
tener la distribucion de irradiancia en el patron, la cual puede -
ser medida experimentalmente (como seilalamos en el capitulo I). -
Sin embargo, es claro que el ponerse a estudiar los detalles mi---
croscopicos de la superficie y caracterizar cada una de las rugosi
dades para saber como dispersan la luz, puede ser una tarea bastan
te complicada, ademas de que @sto resultaria ser impractico, ya -
gue se tendria que repetir el analisis para cada superficie dispeg
sora que se quisiera estudiar; estas circunstancias y el mismo ca-
racter aleatorio del fenomeno, hace necesario, entonces, discutir -
las propiedades dz los patrones de moteado en términos estadisti--
cos, =n donde lo primero que nos interesa conocer es la probabili-
dad de encontrar un ciero valor para el campo, en un punto dado de
observacidn, y teniendo como variables aleatorias a las fases y am
plitudes de las ondas dispersadas.

il analisis estadistico propuesto por Goodman [19751. toma en
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cuenta que Se pueden tener varias superficies difusoras, macrosco-
picamente iguales (es decir, de la misma naturaleza), aunque micros
cdpicamente sean diferentes, tales que las variaciones en las fa--
ses y amplitudes, producidas por cada superficie difusora, sean to
das equivalentes al llegar al punto de observacion, de manera que
todas ellas produZcan el mismo campo en dicho punto..Bn base a lo
annterior, lo que se hace es considerar un conjunto de superficies
macroscopicamente iguales pero microscopicamente diferentes, 1lama
do "Ensemble'", de manera que la probabilidad de que con una super-
ficie difusora del conjunto, se obtenga un valor especifico del ~--
campo, en un punto dado, Sera el nimero de superficies del ensem--
ble que producen dicho valor particular, dividido entre el numero
total de elementos del ensemble.

Para plantear el analisis estadistico, Goodman [1975) hace ver
que en la suposicidén de iluminacion monocromatica (para que exis--
tan efectos de interferencia), el campo observado puede ser escri-
to como

- oy ot
E(*f,i):A(’\")e R _—

donde A(E) es la amplitud comple ja del campo en el punto T de ob--
servacion y w es la frecuencia de 1la onda del campo.

La amplitud compleja se puede expresar como

e

Aee)=(AD] € 3.2

donde O(F) es la fase del campo en el punto en cuestion. Esta am—-
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plitud compleja, por el principio de superposicion, es la resultan
te de la suma de las contribuciones provenientes dz cada region -
dispersora, tomando en cuenta la amplitud y la fase respectiva; as
decir,

N

P é
> - [4 N e
Aesd = g.l ! 3.3

donde la,) y $.representan la amplitud y la fase de la contribu---
cidn de la k-ésima region dispersora v N es el numero total de ta-
les contribuciones. La figura 3.1, ejemplifica la ecuacidn 3.3 co-
mo una suma de fasores en el plano complejo. Pero, notemos que en

ésta figura 3.1 se puede ver una gran similaridad de nuestro pro--

Ao

XL

] — ‘r)

=

Fig. 3.l1. Amplitud compleja como suma de fasores.

(Caminata aleatoria en el plano complejo).
blema, con el problema clasico de Caminata al Azar en dos dimensio

nes [Goodman, 1975], el cual ya ha sido estudiado desde hace mu---

chos aios. Visto de esta manera, por similitud, la extencion de --
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los pasos representara la magnitud de los campos que contribuyen -
al campo final y 1la direccion de estos pasos representara la fase
de las ondas, provenientes de las diferentes regiones dispersoras.

Interpretar el problema estadistico de los P.M.O. como uno de
caminata aleatoria en dos dimensiones y por ser éste Gltimo un pro
blema bastante traba jado [Chandrasekhar, 1954], hace que el anali-
sis de los P.M.0. se simplifique,

Por otra parte, para obtener la mayor informacion posible del
anilisis estad{stico Goodman [1975] 1o realiza en dos etapas; una
l1lamada ESTADISTICA DE PRIMER ORDZN y otra conocida como ESTADISTY
CA DE SEGUNDO ORDEN. En la primera se analizan diversos parametros
o caracteristicas en un solc punto del patron y ello nos lleva a -
encontrar el valor promedio de la irradiancia y las fluctuaciones
en dicho punto; por otra parte, en la segunda Se encuentran involu
crados dos puntos del patron, ésta nos da informacidn de la rela--
cidon entre las irradiancias en dichos puntos, lo cual, en cierta -
forma, nos puede dar el tamafio promedio de los granos (Goodman, --
1975]. En este trabajo, solo presentaremos los resultados principa
les de la estadistica de primer orden.

Bl desarrollo estadistico se puede hacer a dos niveles. Prime-
ro suponiendo que el difusor tiene una cantidad infinita de regio-
nes dispersoras, y segundo, suponiendo que hay una cantidad fini--
ta de ellas.

£1 segundo caso es un problema bastante dificil y aun no se ha
resuelto completamente. 2n la literatura existen algunos trabajos
al respecto, como los de Ohtsubo [1982 , Jakeman y Pusey [1073. -

1975] o el de 3Shafer y Pusey [L972], Yy aunque sdlo el primero esta
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directamente relacionado con los patrones de moteado, todos ellos
contienen informacion interesante relativa al problema.

El primer caso, que es el mas sencillo de tratar matematicamen
te, es el que ha sido estudiado mas profundamente y en el que se -
han encontrado resultados que han sido comprobados experimentalmen
te, [Goodman, 1975, 1976}, [Ochoa y Goodman, 1983].

Finalmente, no esta por demas decir que el primer caso es el =
1{mite del segundo, cuando se hace tender a infinito el nimero de
regiones dispersoras. 3Sin embargo, el paso del primer casoal segun
do no es directo, ya que las hipotesis hechas para el anilisis di-
fieren en algunos aspectos y como lo afirma Ohtsubo [;982] "...las
teorias son fuertemente afectadas por 1as suposiciones hechas du--
rante los calculos.". Bsto hace necesario entonces, un anilisis -
cuidadoso de las hipotesis planteadas para desarrollar la teoria,
ésto sera el punto mas importante a tratar en éste capitulo,

Pasaremos ahora a estudiar los anilisis estadisticos realiza--

dos para objetos difusores y para las aberturas difractoras.
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II1.2.- BSTADISTICA EN LOS OBJETOS DIFUSORES.

En ésta seccion haremos una breve revision del analisis esta—-
distico que realiga Goodman {1975] para los objetos difusores, se
plantean las hipOtesis sobre las cuales se basa dicho andlisis y -
se presentan los resultados principales de la estadistica de pri--
mer orden, al final haremos una discusion de 1as hipotesis funda—-
mentales, de 1las cuales no resulta claro su planteamiento.
Bl analisis estadistico que propone Goodman para estudiar los
P.M.0. producidos por objetos dispersores, se¢ supone valido para -
superficies muy rugosas, tales que la longitud de onda de la luz -
incidente e3 menor que las alturas de las rugosidades, y en donde
se supone que el numero de regiones dispersoras tiende a infinito.
Ahora bien, bhemos dicho que las diferentes regiones disperso—-
ras contribuyen al campo total, en algun punto, con una amplitud -
de magnitud \a.l ¥ una fase ¢,, éstas son las variables estadisti--
cas que entran en juego. Las hipotesis que Goodman {1975] plantea
respecto a estas variables son las siguientes:
1) La amplitud a, y la fase ¢ de la k-&sima contribucion,
son estadisticamente independientes y también lo son -
respecto & cualquier otra contribucion.

ii) Las fases ¢, estan uniformemente distribuidas en el in
tervalo primario W ,™M,

Con éstas hipotesis, la primera cantidad que calcula Goodman -
es la funcidn de densidad de probabilidad para el campo total, pa~
ra ello, descompone primero la ecuacion 3.3 en sus partes real e -

imaginaria con 10 cual
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A = RelAY=d= 5" lawl wsd

e

»N

J = TLlhY =i 2 loulsem ¢

/ 3.4

donde introduce el factor LAJN como constante de normalizacioén.
Apartir de las hipotesis estad{sicas de las amplitudes y de -
1as fases, y tomando promedios sobre un un ensemble de supericies

rugusas macroscopicamente iguales pero microscopicamente diferen--

tes, se encuentra que

< k“)> -0 a5
< Alh> =6

UL = 3 2 <D

e ﬁi)}*) - ,F (lo.».\")/z 3.6

ke

< Am A(”) =0

donde 108 parentesis angulares denotan el promedic sobre el ensem-
ble.,

De los resultados de las ecuaciones 3.5 y 3.6, se tiene que -
las partes real e imaginaria de la amplitud compleja del campo, -~
tienen valor medio cero, variancias iguales y correlacion nula.

Si ahora se supone que el niimero N de contribuciones al campo

total es muy grande (lo cual significa que las partes real e ima--
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ginaria del campo, resultan ser una suma de un niimero muy grande -
de variables aleatorias independientes), la aplicacic’:n del Teorema
del Limite Central [Gnedenko, 1968] asegura entonces, que en estas
condiciones, cuando N resulta que A"y A% tienen una distribu--
cidn de probabidad asintoticamente Gaussiana, En tal caso, la fun-
cion de densidad de probabilidad conjunta en las partes real e ima

ginaria estaran dadas por

i [mys 2 [N“]L
PY,[ (L(T\, AL )):2_‘#}_1 {ezp(— u-_‘léf:i_—'__)g 3.7
donde

- R 3.8

N
o L L \
Tr= &5 g_.< ot /2
Goodman afirma que @ste resultado asintotico jtiene un grado ex
tremadamente alto de precisidnm!.
Reescribiendo 1a ecuacidn 3.7 en terminos de la irradiacia I y

1a fase 6 del campo final, tomando en cuenta que

A‘Y)-‘—W o5 B
Ali)_-; iT senb

resulta que la funcidn de densidad de probabilidad para la irra---
diancia y la fase viene a ser

i e (-T/20%) -g‘i:(_ '
Pr,o (F:0)=

© en olre caso 3.10
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Para apalizar en mis detalle la ltima ecuacion 3.10, se cale-

culan las funciones de densidad marginal, de lo cual resulta que;

g IFeexP (-I/27%)  I2o0
FI(I-):S'P:,QLIJG)JQ =

Ok ewn o/-ro cas 0 3.11
y
' Ll
" = -Teo s T
Pato)= | Tan (2,03 40 =
° (o) en o#ho caso |,
3.12

A partir de estos resultados (ecs. 3.11 y 3.12), se concluye -
que la irradiancia en un punto dado del patron de moteado "obedece
una estadistica de exponencial negativa”, en tanto que la fase "o~
bedece una estadistica uniforme (constante)".La figura 3.2 muestra
las graficas de dichas funciones de probabilidad marginal. Anali--
zando estas graficas vemos que la probabilidad de encontrar una =~
irradiancis minima (fig. 3.2a), es mayor que la probabilidad de en
contrar una irradiancia grande; esto quiere decir que en un punto
dado, es mas probable que éste pertenedca a una region de irradian
cia nula que a uno de irradiancia grande; dicho de otro modo, es -
mas probable que en un patron de moteado se encuentren mas regiow-
nes con irradiancia cero que con irradiancia grande. Este resulta-
do fué confrontado por Mc Kechnie LGoodman, 1975] quién realizd --

23 000 mediciones de irradiancia en un patrén con lo cual Goodman
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Fig. 3.2. a) Funcion de densidad marginal para la irra-
diancia.

b) Puncidn de densidad marginal para la fase.
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[19751 concluye que "... El acuerdo entre la teoria y el experimen
to es exelente y se puede decir que la funcion de densidad de expo
nencial negativa para el patt6n de moteado ha sido adecuadamente -
confirmada por el experimento.".

Por otra parte, respecto a la funcion de densidad para las fa-
ses la fig. 3.2b muestra que la probabilidad de encontrar cual----
quier fase en algin punto del patrdn, es igual para todas, como =
era de esperarse de las hipotesis fundamentales.

Otra informacion importante que se puede obtener de ia funcion
de densidad de probabilidad, son los momentos de la distribucion,
ya& que ellos nos permiten conocer en mas detalle las propiedades -
estadisticas del patron, tales comwo el valor medio de 1la irradian-
cia y sus fluctuaciones. Considerando solo la funcion de densidad
marginal de la irradiancia (ya que es &sta la que -tiene el princi-
pal interés), se encuentra que el n-ésimo momento de la irradian--

cia (I esta dado por

- T
(I‘) - -2-‘10-’1 S 1‘ e-lllw AI

- (277 ‘ 3.13

Bn el caso especial de n=1l, se obtiene el valor medio de la i-
rradiancia, el cual estara dado entonces por
Lime & 3 €160
u'-;:- [} E'C - ) 3.14

ésto significa que la irradiancia media depende solamente del pro-

medio de la magnitud al cuadrado de las amplitudes de todas las --
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contribuciones, sin tomar en cuenta las fases,.
Otras cantidades de imporancia son el segundo momento y la va-
riancia de la intensidad. Bl-segundo momento esta dado por,

T *
23ty = 22T =2 LIOY 315

con lo cual la variancia en la intensidad es

T s LT - 22> = 2410 - ¢

= IOt ; 3.16

resulta entonces, que la desviacidn estandar Ur, es idénticamente
igual al promedio de 1la irradiancia. Pero con &sto, se obtiene que
el contraste del patron definido por Goodman como la razdn C=& /41>
es precisamente C=1. Bsto ultimo implica que el contraste es maxi-
mo en el patrdn, en otras palabras, el patrdon observado tendra re-
giones completamente brillantes y regiones completamente obscuras,
lo cual se observa efectivamente.

Bstos son algunos de 1os resultados mas importantes de la esta
distica de primer orden. Existen otros también muy interesantes, -
tales como: la suma de patrones de moteado, patrones de moteado --
con luz parcialmente polarizada, etc., los cuales se encuentran es
tudiados en detalle en el trabajo de Goodman (19751 .

Ahora bien, el analisis de Goodman se basa en dos hipotesis es
tadisticas fundamentales las cuales le permiten calcular facilmen-
te la media y la variancia de las componentes de la amplitud com--

ple ja del campo, despues supone que hay una cantidad infinita de -
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contribuciones al campo total, las cuales son estadisticamente inde
pendientes, en estas condiciones, aplica el teorama del limite cen
tral, el cual establece que Si existe la media y la variancia de -~
una cantidad aleatoria la cual resulta de una Suce8ion de variables
aleatorias, estadisticamente independientes, entonces esa cantidad
aleatoria se distribuye en forma Gaussiana. Esto permite obtener -
1a funcidon de densidad de probabilidad para el campo, a partir de
esta funcidn se derivan los resultados que hemos visto., Sin embar-
go, las hipdtesis fundamentales no son planteadas con una justifi-
cacion adecuada, Analizaremos ahora, mas a fondo @stas hipdtesis.,
Reescribamos una vez mas las hipotesis fundamentales;
i) La amplitud lau y la fase &, de la k-esima contribucion,
son estadisticamente independientes y también lo somn -
respecto a cualquier otra contribuciodn.

ii) Las fases ¢, estan uniformemente distribuidas en el ip

tervalo primario (-¥%,7).

La primera de estas hipotesis es bastante aceptable, ya que &=
fectivanente, para una onda cualquiersa, la magnitud de la amplitud
y la de 1z fase, son variables independientes, de hecho necesi ta<
nos ies dos para describir una Gnice onda y no podemos determinar
una de estas variables en terminos de la otrs, es por tanto razong
ble que dichas cantidedes sean también estadisticamente indepen—--
dientes. Por otra parte, respecto a la segunda parte de ésta hipo-
tesis, podemos estar de acuerdo con ella si consideramos que cuan-
do la luz incide sobre el objeto difusor, la forma en que una re--
gion dispersora reemita la luz, no tiene nada que ver con la forma

W;““
en que lo haga otra, ya que en general las alturas de las¥no son -
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las mismas, y aunque lo fueran, la distribucion espacial de las a-
reas dispersoras de todos modos afectan las fases. Con todo é&sto -
se puede justificar la primera hipotesis.

En lo concerniente a la segunda hipotesis, no resulta claro su
planteamiento, ya que para una area dada de iluminacién, si consi-
deramos la distribucion espacial de las rugosidades, realmente, no
es seguro que las fases se distribuyan uniformemente en el interva
1o (-%,7 ) , puede ser posible que también se encuentren en un in-
tervalo mayor o menor. Todo depende del tamafio del area que sSe es-
te iluminando ya que elle tambieén influye en los valores posibles
que puedan tener las fases. Pero todo &sto es respecto a la distri
bucion espacial, nos falta considerar las alturas de las rugosida-
des. Aun asi, no es claro como se puede lograr una distribucidn u=-
niforme en las fases considerando dichas alturas. Ciertamente el -
empleo de ésta hipdtesis simplifica los calculos y aunque no es =

_claro su planteamiento, Como sSiempre, tUnicamente los resultados ex
perimentales pueden justificar su validez.

En la siguiente seccion estudiaremos los P,M.O. producidos por
aberturas difractoras desde ¢l punto de vista estadistico. Tratan=~
do de seguir el mismo camino que Goodman, haremos hipbtesis esta--
disticas concernientes a los campos difractados por 1las aberturas,
teniendo cuidado en su planteamiento, y como veremos éstas hipotes
sis difieren significativamente de las propuestas para los objetos

difusores.
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III.3.- ESTADISTICA EN LAS ABERTURAS DIFRACTORAS.

Nuestro ojetivo en ésta seccion es iniciar un analisis estadis
tico para las aberturas difractoras. Bn la literatura no se encon-
tro ningun trabajo analogo y en éste sentido se puede decir que el
nuestro es original.

Bl analisis estadistico en los objetos difusoreg como hemos -
visto, 3e basa en dos hipdtesis fundamentales, 1as cuales se plan-
tean sin aparente justificacion, pero que en tltima instancia el -
experimento las comprueba.

Sin embargo, en el modelo de aberturas donde si se tiene mayor
informzcidn respecto a la region que esta "dispersando” la luz, -
1as hipotesis pueden ser reformuladas en base al experimento.

La primera observacion que podemos hacer es con respecto a las
magnitudes rde las amplitudes de las diferentes contribuciones al -
campo total, para algun punto de observacion. Tomando en cuenta -
que en el experimento se trabajo con un patron de difraccion de -
Fraunhofer, en el cual todas las aberturas eran iluminadas por el -
mismo haz, se conciuye que todas las magnitudes de las amplitudes
que contribuyeh al campo total, son iguales. Y también, de la mis-
ma forma que en el ca3o del dispersor, la amplitud y la fase que -
describen a alguna onda, Son variables independientes.

Bn base a esta primera observacion podemos plantear la primera
‘hipotesis estedistica, para el patron producido por aberturas idén

ticas distribuidas al azar;

a) Las magnitudes de 1las amplitudes, del campo difrac
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tado por las diferentes aberturas son todas iguales,
pero no hay relacidon entre sus fases; was ain, la am-
plitud a. y la fase & del campo emitido por la k-é-

sima abertura son estadisticamente independientes.

Sin embargo, todavia nos falta informacion acerce de 1la distri
bucién de las fases. En éste caso, a diferencia del difusor, tene~
mos mayor informacion sobre la regidm dispersora de luz. Sabemos -
que existe un nimero finito de aberturas, que ademas Son mMiCroscoH~
picas y que se distribuyen uniformemente sobre la pantalls que las
contiene. Bsta informacion adicional nog permitira plantear en for
ma mas clara la hipotesis de la distribucion de las fases lo cual
no era posible en el caso del difusor.

Para saber cOmo se encuentran distribuidas las fases, suponga
mos que todas las aberturas se encuentran distribuidas uniformemen
te sobre el plano difractor, si ésto.sucede, e¢s claro que hay va--
rias aberturas (dentro de una cierta region), que pueden contri--
buir practicamente con la misma fase, en el sentido de que las -
trayectorias Opticas que recorren las ondas difractadas, desde las
aberturss, hasta el punto de observacion, pueden tener ligeras va-
riaciones dentro de un cierto rango, si es que las aberturas se -
distribuyen uniformemente. Tomando en cuenta ésto, nuestro proble-
ma sera entonces: Dado un punto en el plano de observacion gcual -
es la probabilidad de que de todas las aberturas, una cierta canti
dad de éstas contribuyan al campo en el punto de observacion con -
una fase entre S y $+48 ?. Pero ésta probabilidad esta dada por -

la fraccion de aberturas que contribuyen con una fase entre S y S+
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48 dividida entre el nimero total de aberturas, es decir,

WS> ds = L A ds 3.17

donde X§) es la funcion de densidad de probabilidad para las fa~--
ses, N el nimero total de aberturas y 4v/d§ 1la la fraccion de abeg
turas que contribuyen al campo total con una fase en el intervalo
(§,5+d3), Bn los cesos particulares en que las aberturas se distri
buyen uniformemente sobre: a) un circulo de radio R o b) sobre un
rectangulo de longitud 2a y ancho 2b. Se encuentra que las distri-

buciones de probabilidad para las fases estan dadas respectivamen-
te por (ver apéndice A)

T & Y R
akk |\ O (4g) 8T 48 -Hresein,

Yy
wsNs=
o en otwvo taso
3.18
Y
2(E)(R0)+6R)8] 46 si-lp dsis -Pley),
22w (B Jy s B i N (a-))
WENS = (e : * ’
FEMY -UES] st ham-b)esey(s ),
o en otro .caso 3.19

donde ¥ es la densidad de aberturas por unidad de area, N el nume=-
ro total de aberturas, f la distancia focal de la lente, k el ni--
mero de onda de la luz incidente, y la posicion del punto de obser

vacion; Yy R, a, y b son las dimensiones que caracterizan las dife-
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rentes areas en las que se distribuyen las aberturas. la figura -~
3.3 ilustra é&stas funciones de probabilidad. Notemos que cuando =
las aberturas se distribuyen uniformemente sobre un circulo, enton
ces las fases se distribuyen elipticamente, en tanto que si las a-
berturas se distribuyen sobre un rectangulo, entonces las fases se

distribuyen uniformemente en un cierto intervalo que depende de la
posicion del punto de observacidn y despues decae linealmente en -
los extremos de dicho intervalo. Notemos ademas que éstas funcio--

nes son simétricas respecto al eje que define 12 densidad de fase.

2,y ({;“7

P

+ )
-aft)  -Ha-b Mgw Pl

Fig. 3.3. Distribucion para la densidad de fases cuando
las aberturas se distribuyen uniformemente sp

bre a) un circulo y b) sobre un rectangulo.
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En base a lo anterior, ya no necesitamos ninguna hipotesis es-
tadistica sobre las fases, puesto gque ahora tenemos una forma ex~-
plicita de la distribucion, pero debemos tener en cuenta que para
obtener 1o anterior, fue necesaria la hipotesis de que las abertu-
ras se distribuyen uniformemente, lo cual dio por resultado que de
pendiendo de la gecmetria del area de distribuciém, las funciones
de densidad tomen diferentes formas, ‘

Con los resultados anteriores podemos empezar ahora el-anali-
sis estadistico sobre el campo. Para ello, lo primero que nos in--
teresa determinar es la funcion de densidad de probabilidad; para
obtenerla podemos empezar por preguntarnos sobre la probabilidad -
de que el campo total, en un punto de observacion, tenga una ampli
tud entre B y E + dB, y una fase entre 9 y 6+4& , despues de con-
siderar N contribuciones provenientes de las aberturas, tomando en
cuenta sus amplitudes y fases relativas. Como vimos en 1la seccion
ITI.1, éste problema es analogo al de caminata aleatoria en dos di
mensiones. Para resolver dicho problema existe un método muy gene=
ral ideado por A.A. Markoff, el cual Chandrasekhar [1943] descri--
bio de manera tal gque es directamente aplicable a cualquier proble
ma semejante al de caminata al azar. El analisis ¢s un tanto labo-
rioso y queda omitido en este trabajo, solo tomaremos el resultado
adaptandolo a nuestro problema.

De acuerdo ' al método de Markoff, descrito por Chandrasekhar;
para nuestro caso, la probabilidad de que el campo total en un pun
to de observacion tenga una magnitud entre BE y E + dE, y una fase
entre O y ©+d6 , despues de considerar N contribuciones provenien

tes de las N aberturas, esta dada por
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\Ju(gs.lg’:%—%;_s,[é'e‘;?'g Av® 3.20
con

b (@)= §di et 7z 2 3.21

en donde Wo(B) es la funcion de densidad de probabilidad para el -
campo total con N contribuciones; 7, (a,,§.) e5 la funcidn de densi
dad de probabilidad conjunta, en 1la magnitud y en la fase de la -~
contribucion de la k-&sima abertura.

Ahora, haciendo uso de 1a hipotesis (a) plantesremos la fun—--
cion de densidad de probabilidad conjunta Z.(a, ,S.). para los ca-
808 particulares en los que las aberturas se distribuyen uniforme-
mente sobre una region circular, y sobre una regidon rectangular. -
De la hipotesis (a), puesto que la amplitud y la fase son varia---
bles estadisticamente independientes, se sigue que 7, es el produg
to de las funciones de densidad marginal de cada variable, Para -
las fases ya tenemos las funciones de densidad marginal para los -
casos particulares que estamos considerando (ecs. 3.18 y 3.19)., --
Para las amplitudes, Chandrasekhar f1954] propone dque en el caso,-
cuando los pasos son de igual extension, lo conveniente es usar la
funcion delta de Dirac, en consecuencia, para nosotros, puesto que
de la hipotesis (a) todas las amplitudes son iguales, digamos &,~--
proponemos que la funcion de densidad marginal para las amplitudes

es

&S Qo -,
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ésto nos asegura que efectivamente el campo de cualquiera de las a
berturas solo pueda tomar el valor &, el factor 1/¢ en é&sta distri
bucidn sirve como constante de normalizacidn. Con todo lo anterior,
la funcidn de densidad de probabilidad conjunta para la magnitud -
de la amplitud y la fase, de la k-esima contribucion al campo to--

tal es
7, (o ,s‘)=-&3(\ad—d-)wC5u) B 3.23

y W(5) esta dada por las ecuaciones 3.18 y 3.19 para cada caso patr
ticular,

Debemos advertir que no podemos llegar muy lejos con ésta for=
mulacion, ya que como veremos mas adelante, al intentar evaluar ==
las integrales 3.20 y 3.21, inmediatamente surgen problemas algee—-—
braicos de integracidon que aun no se han podido resolver.

Analicemos primero el caso en el que las aberturas se distribu
yen uniformemente sobre un circulo; sustituyendo la ecuacidn 3.18

en la ec., 3.23, y el resultado en la ec. 3.21, se encuentra que

WoR Al f: el T U IREEEN

] "’\?' i o3 Sy
=T\’-’-’.¥fi‘8 -Gy e € Hpheesd ds,
el -“P -

desafortunadamente hasta aqui podemos llegar, la integral en la ec.
3.24 es bastante complicada y no puede Ser resuelta en términos de

funciones conocidas.
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Veamos ahora que sucede en el caso en el que las aberturas se

distribuyen uniformemente sobre un rectangulo; en éste caso tendre

Mmos que
Eab) + ({-;)Sk si -%1(‘1;4\.)53‘ - &’;&,L)
(e 8 3k SCan-0r {26 - EEYthe k(e L)

(5ot ()5 50w (L )sSutip{s k)

(o] <€~ o"wo (et

sustituyendo ésto en la ec. 3.21 resulta,

e sl ilpikatdy
L“(P)s—ﬁ— %({")l S‘% I (“{.*‘B)ra—\j g\‘)ﬂ‘ é\n
ki ° (b
A (%)

r 2) e""'\“"s“. RS
-if-(%:-\-)
3
Y-(Red) tlpWeos S
- & e J 3\‘}
B - 3.25

e

*

(S ]

(%D

¥

Nuevamente nos encontramos con integrales dificiles de evaluar,
el problema para llevar a cabo las integrales radica principalmen-
te en el hecho de que los limites de integracidn dependen de 1la po
sicion del punto de observacién, y de 1la geometria de la region en

la que se distribuyen las aberturas. Esto limita considerablemente
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el empleo de cualquier técnica para evaluar integrales de éste ti-
po, como son las transformadas de Fourier o las funciones de Be~-

ssel. No obstante, seria deseable lograr obtener la funcion de den-
sidad de probabilidad para el campo siguiendo éste camino, ya que

aqui esta contenida la informacion sobre la densidad de aberturas,
lo cual no se tiene con los difusores.

Sin embargo, el analisis de la distribucidn de las fases nos -
ha permitido establecer, que sSe puede obtener en forma explicita, -
1a funcion de densidad de probabilidad para ellas, con la unica su
posicidon de que las aberturas se distribuyen uniformemente. La im-
plicacion importante que tienme ésto, es que la hipotesis hecha en
los objetos difusores, de distribucion uniforme de fases, en el ca
so de las aberturas, solo es aplicable bajo condiciones muy parti
culares, que tienen que ver principalmente con la posicion del pup
to de observacion y de la geometria de la superficie en la que se
encuentran las aberturas,

Bn 1a siguiente seccion, veremos como 3¢ obtiene un limite Gau
ssiano para el analisis de las aberturas cuando se Supone que hay
nimero infinito de ellas, éste resultado es analogo al que se ob--

tiene para los difusores.
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III.4.,~ APROXIMACION GAUSSIANA PARA LOS P.M.Q, PRODUCIDOS PCR
ABERTURAS DIFRACTORAS.

Bn esta seccion se considera nuevamente el metodo de Markoff -
para la soiucion del problema general de caminata al azar [Chandrg._
sekhar, op. cit. p.17]1, sin hacer ninguna sSuposicidn especial a--
cerca de la forma explicita de la distribucidn de probabilidad de
cada contribucion al campo total, excepto que absolutamente todas
estan descritas por la misma funcidm (i.e. Z,.(a. )= Z{(a) ). Deduci~-
remos, -por tanto, la funcidén de distribucidn para el campo en la -
regidon de observacion, cuando el numero de contribuciones tiende a
ser mucho muy grande.

De acuerdo a lo.anterior, la funcion Au(€ ) definida por la ec.

3.21 toma la forma
- ~
bo @) [ errlig@e@dal 220

si 2 y a4 son las coordenadas cartesianas del campo @ en alguna ~
de las aberturas, respecto a un sistema fijo, ¥y £ 7 £ 1as coordena

das de g también respecto a un sistema fijo, entonces

tg &.:H’ Liteor +P09)) T 0y, 8y) d Js]”

11

Ap(F)

1

-~ N . »
[S S T &7 (0,057 fuby) Z’(a,,ag)g;.lg] )

4D wM MNP

en estos resultados hemos tomado la expansion en serie de larfuns—
cion exponencial. Tomando ahora la expa.neién binomial, e intercam-

biando los signos de integracion por los de sumatoria, la expre=--
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sion anterior se puede escribir como:
= .o - - -“ g
b)Y & L S 0 rhaS 2o, a0 dxdy ]

-

(8}
11 9 io(]‘.)fe-w?' ‘(hao‘zza.,a,)mg]

- ~n R

-

2[5 8 3 (e ey ey,

‘&

Pero la integral en 3.27 es precisamente el promedio de la cap
tidad (a";.'"a.; ). Sin embargo, por ser a,y ay cantidades estadis-
ticamente independientes, el promedio sobre limites simétricos de
una cantidad de 1a forma (a:;a; ) se anula para cualquier m y n -
distintos de cero; por lo tantd, los Unicos términos que contribu-
yen a la segunda Suma son con k=0 y k=n, com lo cual la ecuacion -

3.27 se reduce a
~ (8
L "= =5 ]
b"“’“’iz, i Cetay + P oy ) \ 328

Ahora bien, se puede demostrar que para una distribucion del -
tipo Gaussiano, que es el caso que nos interesa, los momentos de -
orden superior a 2 son despreciables comparados con el primero y -~
segundo momento {Reif, 1965] , en tal caso la ecuacion 3.28 viene

a ser

- T ~”
#ﬂ(?)a.‘-_]«-L(?qu ?,,u-g§ (?\Lo‘ﬁ + P2 Oy )-1

1 \ 1,—\— l&\) Le. O,‘ ¥ QLOﬁ) B'(?l 0‘1 +P’b0~\)1]
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En el limite cuando N tiende a ser infinito podemos usar la rela--

cion N x
Ln"v‘! ( "" %> = c
N DR

con lo cual, finalmente, la iiltima expresidn para A.(¢ ) se puede

escribir como
Mu(P )=ex? [in(e ox +0, &)~ (070% +e2 0y N 3.20

Sustituyendo la ec. 3.29 en la expresion para W(E) (ec.3.20) -

resulta que _ —_
-~ (B inlRE 4 RuEy) - R CetoT c Pl 0})

w&wﬁxidnme e ,

L §7 L i En REVA T RT) - R (04 AT )

= ﬁl L ?\Afz e
- L2 [90g

- T - p,(E L -DE) -if (Ey-NGy ) - & (P aRlay )
- i dedg, & 16 ,

\ S"‘, ¢ R e - p Licex-0E] Q?L o LB p Titey-0&3]
- ;—“'{ ' Y °

2

completando cuadrados en (w,_ dentro de las integrales, se tiene

. _nad\2 L Ley =P 2
wi@y= 4z et 2‘1'*5}4' Ve i >

S (e Jey 4 iLEs-»T] (T
(g (0iof » SpaapBel) X

z

S:!n e'“‘@*’w’ﬁr’w %L )

L ?

g9



las integrales en la ecuacion 3.30 son faciles de evaluar, con lo
cual

T -—_
) -;_-f);f' LLErPE)Y  (Ey-00y)
WCE) = A5 it »ay exP{ 2P0; T Tzeag f

Reacomodando &sta Gltima ecuacion, obtenemos que la funcidén de
densidad de probabilidad para el c:mﬁo es
T
) A PEY.*9) \ _ By PEy)
PN e s € Zma}

=r———~...€
“’LE) A gl dzing

. 3.31

Esta es una funcion de distribucion Gaussiana muy parecida a
1a obtenida con los difusores en el analisis de Goodman, sin embag
g0 en éste caso la distribucion esta centrads en (Na.,Na,). Falta-
ria evaluvar las cantidades I,, 3y, Py y Ii para algun caso parti-
cular ccao por cjemplo, los que estudiamos en la seccion anterior.
Si resultara que los valores gedios son nulos y las variancias ie-
guales se obterdrik exactamente el mismo resSultado que obtiene Good
man, 1o cual nos baria cuestionar la validez de las hipotesis pro—-
puestzs para el analisis de los difusores, pues independientemente
del tipo de distribucidn de las fases, el resultado asintotico es

el mismo (limite Gaussiano).
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CAPITULO IV.

CONCLUSIONES GENERALES.

En la actualidad los patrones de moteado optico encuentran am-
plias perspectivas de aplicacion. Haciendo uso de ellos y por méto
dos interferométricos, se pueden detectar desplazamientos muy pe--
queilos, 1o cual puede ser de gran importancia en muchos experimen-
tos, ya sean del tipo industrial o en el laboratorio. Pero para és
to ultimo, es necesario comprender el fenomeno desde sus princi-—-
pios y ésto surge de la imperiosa necesidad de explicarnos el por-
qué del fenomeno.

Bn el presente trabajo hemos intentado dar una explicacidn sep
cilla de como se forman 1los P.M.O.. Con esto en mente, una expiica
cion cualitativa del fendmeno ha sido dada en términos de los cong
cimientos basicos de interferencia y difraccidn. Por otra parte, -
del analisis detallado de las supericies rugosas, hemos encoatrado
que la estructura microscopica de ellas, influye en forwa determi-
pante en las fases y amplitudes de la luz dispersada dandoles un -
caracter aleatorio, con lo cual hemos concluido que los P.M.O. sur
gen de laa propiedades aleatorias de 1a luz dispersada. Sn base a
1o anterior se ha propuesto un modelo de aberturas idénticas dis--
tribuidas al azar, lo cual nos ha permitido obtener un P.M.O. de -
manera sencilla,mediante el cual hemos podido analizar el proceso
de formacion del patrdon, con las caracteristicas mencionadas al fi
nal del capitulo IX,

Para completar el trabajo, hemos visto, que la descripcion for
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mal de los P.M.O. se realiza desde un punto de vista estadistico -
(cap. III). Se han mostrado los resultados principales que se ob--
tienen en el analisis estadistico para las superficies dispersoras
y para las aberturas difractoras. Aunque en éste capitulo, nuestro
interes principal fué analizar las hipotesis que se proponen para
desarrollar la teoria. Hemos encontrado que en el caso de los difu
sores, las hipdtesis estadisticas, en algunos aspectos no son muy
claras y por tanto, Su validez solo.podra ser aceptada mediante —-
una confirmacion experimental. Sin embargo, para las aberturas di-
fractoras, donde Se tiene mayor informacidon de la distribucion de
las aberturas, nos ha permitido establecer en forma adecuada la --
distribucion que obedecen las fases de las ondas difractadas. Desa
fortunadamente no se puede llegar muy lejos con la informacion adi
cional de las fases, debido a los problemas matenaticos a que se -
enfrentan en la integracion. Pero debemos hacer notar que los dos
analisis anteriores son completamente diferentes, en el primero se
supone que hay una cantidad infinita de contribuciones al campo fi
nal y en el segundo caso hay una cantidad finita, ésto hace una =
marcada diferencia entre 10s dos casos, y por lo tanto no se permi
te una comparacion directa, no obstante, la hipotesis de distribu-
cion uniforme en las fases que se emplea en el analisis de los di-
fusores, solo podria ser aplicable al caso de las aberturas bajo -
condiciones muy particulares que tienen que ver con la posicioh =~
del punto de observacion,

Como punto final, hemos encontrado que dentro del anilisis de
Las aberturas difractoras, cuando se supone que hay un numero infi

nito de ellas, la distribucion de campo tiene precisamente un 1imi
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te Gaussiano analogo al obtenido con el difusor, 1o cual nos ha he
cho cuestionar la validez o necesidad de la hipdtesis concerniente
a la distribucion de las fases, pues aparentemente, sin importar -
la distribucidon de las fases, cuvando el niumero de contribuciones -
tiende a infinito, el limite asintdtico siempre es el mismo (1imi-
te Gaussiano).

La continuacion de esta tesis puede tener dos caminos, uno es
seguir con los P.M.0. producidos por las aberturas difractoras e -
investigar las posibilidades de aplicacion que ellos pudieran te--
ner, Otro camino, es continuar con el anialisis estadistico que nosg
tros hemos propuesto,pues e€s una manera alternativa de tratar el -
problexa de un namero finito de contribuciones, el cual afin no ha

sido resuelto.
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APANDICE A,

CALCULO D& LAS FUNCIONSS D3 DENSIDAD D3
PROBABILIDAD PARA LAS FASES.

Considerenus un sistema de coordenadas $-% sobre el plano de
las aberturas, paralelo al plano de observacion de coordenadas X~y
(ver fig. A.1). En nuestro caso, como estamos observando un patron

de difraccion de Fraunhofer, la diferencia de fase observada en un

13/1 W
2 las ¥

b -4
— 1

Fig. A.l. Patrdon de Moteado del tipo de Fraunhofer produci-

do por Aberturas Idénticas Distribuidas al Azar,

punto P(x,y), de dos ondas provenientes de una abertura en el ori+
gen de coordenadas y de otra localizada en un punto (£ ,)es (ver

ec.1.30)

é:xi-(smw) . ALl

21 factor (x$+ y®) es el producto punto del vector (% ,% ) y
el vector (x,y). Entonces, si fijamos el punto de observacion {x,y)
la fase viene ha ser (salvo una constante) la proyeccion del vec--

tor de posician que localiza a la abertura, sobre el vector de po-
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sicidn del punto de observacion. Resulta entonces que todas aque--
llas aberturas, tales que su vactor de posicion tenga la misma pro
yeccion sobre el vactor que determina al punto de observacidn, con
tribuiran exactamente con la nisma fase al campo total. Esto es -
precisamente lo que se requiere; necesitamos conocer la fraccién -
de aberturas que contribuyen al campo total con una fase entre § Y
§ +J 8. Para calcular dicha fraccidn es necesario conocer como es

el ares en la que se distribuyen; consideraremos solo los casos —-
particulares de distribucion sobre una region circular y sobre una

regidn rectangular.
A.1l, Distribucidén Sobre una Region Circular.

Supongamos que las aberturas se distribuyen uniformemente so--
bre una regidn circular de radio R, sin pérdida de generalidad vy
debido a la simetria podemos suponer que el punto de observacion -
se encuentra sobre el eje y, entonces la diferencia de fase es -=

simplenente

Ahora bien, si ¥ es la densidad de aberturas por unidad de a-
rea, entonces el nimero de aberturas que contribuyen con una fase

entre J y $+db es

dw=p dA A3
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donde dA es la fraccion de la superficie total, que contiene a las
aberturas que contribuyen con una fase eutre § y &+d& , &sta frac
cidn de area debe cumplir con que todos los radiovectores de las -
aberturas que contiene, tengan precisamente la misma proyeccidn sg
bre el eje y 4 dentro del interva1013r1+11 » ©5t0 nos asegura que
todas las aberturas contribuyen aproximadamente con la misma fase

(ver fig. A.2), éste elemento de area es entonces

JA:LR6654 J"l A.4
donde 4 es el maximo angulo que pueden subtender los radiovectores
que localizan a las aberturas, R es el radio de la region en que «

se distribuyen y JQ es el ancho de la fraccidn de superficie

a1

JA‘

Fig.A.2. Distribucidn uniforme de aberturas sobre una re--
gién circular de radio R,la fraccién de aberturas
que contribuyen con la misma fase estan sobre una

banda de ancho , perpendicular al eje .

De A.4 y A.3 se obtiene que
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Jm = 2pRcostd d, A.5

pero de A.2 dY= {—;J& , ademas también se tiene que ‘l(:l?.w'('fi3
entonces

dm = 2B ose dd

L3S
U‘EB‘-’L\)I*Se'\t‘# d§
22 TG %

"

119

= b 2k TG

A.6

La ecuacidn A.6 es precisamente lo que buscamos; la fraccidn =~
de aberturgag que contribuyen al campo total con una fase entre s Y
$ +45 . Para visualizar un poco mas la forma de 1la distribuciodn,

ia ecuacidn A.6 la podemos escribir también como
S .éﬁ)—t
« T T = ’
(A58 peL) ) A7

ésta es la ecuacidn de una elipse con semiejes (Rky/f) y (2vRf’/ky),
como se muestra en la fig. A.3.

4 dwds
AR/ RY)

YTV : ﬂk;f‘ > s
Fig. A.3. Distribucidn eliptica de las fases cuando las a-

berturas se distribuyen sobre un circulo.
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Con el resultado de la ecuacidn A.6 se concluye entonces que -
las fases se distribuyen elfpticamente en el intarvalo (-Rky/f, -
Rky/f) (ndtese que éste depende dz2l punto da obsarvacidn), con lo
cual la probabilidad de que una de las aberturaé:coﬁttibgyagcon"u-
na fase entre § y s +98 es

wesydss WEE Vi-Ggy st 48

L]

Analizando mas a fondo ésta conclusion, vemos que hay una mar-
cada diferencia en este caso de las aberturas, en relacion al del
difusor. £n &ste caso la distribucidn de fases depende directamen-
te de la posicion del punto de observacidn, lo cual también es --
cierto, como veremos mas adelante, cuando las aberturas se distri-
buyen sobre una regidn rectangular; ademas, también hay una depens
¢encia en la distribucidn de las fases concerniente a las dimensio
nes y forma del area en la que se distribuyen las aberturas. Esto

. 3 - P4 3
trae como consacuencia que la distribucion de fases, de ninguna ma
nera sea siempre uniforme sobre un Gnico intervalo, como se postu=~
la para los objetos difusores, sino que ella depende del punto de
observacion y de la forma del area en que se distribuyen las aber-~
turas.
. ’ I's - .’
Analizaremos ahora como es la distribucion de fases en el caso

cde distribucion sobre un area rectangular.

A.2. Distribucion Sobre una Regién Rectangular .

Zn éste caso el problema ‘es similar al anterior, solo .que aho-
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ra Onicamente hay simetria en el plano de observacidn y no en el -
plano de las aberturas. Como antes, tomamos el punto de obsz2rva ==
ciodn sobre el eje y, la proyeccion de éste e je sobre el plano de -
las aberturas en general formara un éngulo ¢4 con el eje £ como se
muestra en la fig. A.4, nuevamente el punto d= observacion define
bandas que contienen aberturas que contribuyen con la misma fase -
al campo total (var fig, A.4), de ésta figura vemos que hay una =
region central en las que las bandas tienen la misma area y otras

g

-~

oS my; matye

q:.thv

Y
Fig. A.4. Distribucidn Uniforme de Aberturas 3obre un Area
Rectangular, en éste caso no hay simetia en el -

plano de las aberturas.

dos regiones en las que el area es variable, para simplificar pode
mos analizar el problema por regiones. £1 calculo analitico es un
tanto laborioso, hay que considerar las ecuaciones de la recta que
define el punto de observacion y las que contienen a las aberturas
que contribuyen con la misma fase, después hay que var los puntos

en los que ellas cortan al rectingulc y de a2hi se determina la lon
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gitud de las bandas, el ancho de ellas es simplemente sen ¢ 49 ;1lle
vando a cabo los calculos se encuentra que el arza do las bandas -

es
(bamebrwy) 4 si -(R4DENE(-D)
da- Zab dy s (aob) &1 48n0)
(otmb - my)d oy & (&-4) U & (& 2b)

donde 2a es la longitud del rectangulo sobre el eje £ y2bes la -
longitud sobre el eje %} (ver fig. A.4) ym = tg® con ¢ el angulo
que hace la proyeccion del vector de posicion del punto de obser-~
vacion sobre el plano de las aberturas respecto al eje § .
Procediendo como en el caso anterior, mediante la ecuacion A.2

vy A.3 se encuentra que la fraccion de aberturas que contribuyen --

con una fase entre §y §+46 es
»v({—()(%‘qrb)fwy(ﬁ-%)té s -ba(rb)e$s RS
1 2y (F)b 46 o -R(B-Yese hh(a-L)
T ) el s SED R

A.l0

. - . - ?
la figura A.5 muastra la forma de la distribucion.
Aqui hay varios puntos interesantes, primero vemos que en &s--

te caso si existe una regidn en la que las fases se distribuyen u-
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niformemente dentro de un intervalo simeétrico (aunque no es el de

Jr%

2.wVFb/ns

P~ = -
P

- Sng.) L OB %\(‘.p ?(‘_E\v}s

Fig, A.5. Distribucion de fases cuando las aberturas se dis

tribuyen uniformemente sobre un rectangulo.

(-%, ¥) del difusor), en ésta regidén la fraccidn de aberturas que
contribuyen con la misma fase es inversamente proporcional a la -
posicidn del punto de observacidn, ésto implica que la probabili--
dad de encontrar mas aberturas que produzcan una distribucién de -
fases uniforme esvmayor si el punto de observacion estd mas cerca
del or{gen, que si se encuentra alejado de &1, &sto quiere decir
que las variaciones en las fases son menos bruscas en un punto de
observacion cerca del origen de coordenadas que en puntos alejados,
en otras palabras, habra mas puntos brillantes concentrados cerca
del origen y menos en regiones ale jadas,

Fuera de la regidon de distribucion uniforme, las fases se dis-
tribuyen linealmente en forma decreciente hasta llegar a cero, pa-
ra diferencias de fase determinadas Unicamente por la posicidn cel
punto de observacidn y por las dimensiones del area en la que se -
encuentran las aberturas.

Finalmente, de la ecuacidn A.10 se tisne que la funcién’de Gen
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sidad de probabilidad para las fases es
WL NS YA O L]
By 48 s EDECRED
Wbz 22(k)bds o -bA(&-DES (504

MG G 3 DR )

A.ll

Todo éste anilisis, trae como conclusidn, que la distribucidn
de fases toma diferentes formas dependiendo de como sean el area -
(en su geometria y dimensiones) sobre la cual se distribuyen las -
aber turas (suponiendo distribucion uniforme) y que por tanto la hi
pbt2sis que se maneja para los difusores, de distribucion uniforme
de fases, en el caso de las aberturas puede ser aceptable uUnica---
mente bajo ciertas restricciones concernientes al punto de observa

cidn y a la forma de area en que Se distribuyen las aberturas.
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