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SIMBOLOS UTILIZADOS EN EL TEXTO 

Vector de densidad de flujo magnctico <teslas>. 

Vector de campo magnctico (amperc-vuelta/m). 

Vector de magnetizacion <ampere/m). 

Vector de campo clectrico (volt/m). 

Vector de dcspla<:amiento elcctrico Ccoulomb/m'° ). 

Vector Je densidad de corriante (ampcre/m~ >. 

Tensor de permeabilidad magnetica Cs/u). 

Tensor de permitividad electrica (s/u). 

Tensor de conductividad electrica Cmho/m). 

Permeabilidad magnctica (s/u). 

Pe rm i ti vi dad e 1 e et r i ca ( s/ u ) . 

Cond•Jctividad electrica <mho/m>. 

Densidad de carga electrica <coulomb/m~ >. 

Vector de polarizacion electrica <coulomb/m~ >. 

Frecuencia temporal de los campos (hertz>. 

Vector de densidad de flujo de potencia C.Joule/scg-m~ >. 

Potencia electromagnetica 
(joule/seg-m 3 >. 

Densidad volumetrica 
(joule/m 3 >. 

de 

por 

encrgia 

E r1ergia el ectromagnetica Cj oul e). 

Potencial ele<!trico <volt>. 

C:orri e rote el e e tri ca <ampere). 

unidad de volumen 

electromagroetica 

Variable de la transformada de Fourier (1/m). 

~esistividad aparente Cohm-m>. 
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INTí<ODUCCION 

a) Motivos y Meta~ 

Con el constante incremento de la poblacidn mundial y 
especialmente de Mdxico, las necesidades de la sociedad en lo que 
respecta a recursos naturales se han visto aumentadas 
enormementa Este incremento en la demanda de recursos naturales 
ha hecho necesarios programas y m'todos de busqueda de los 
mismo::;, que sean barat•)S y eficient.;,s. 

Anti guament,e, la búsqueda de recu1·sos r1atu1·a1 es se limitaba 
a la::; capas superficiales d.;, la cort.;iza ten·.;,stre. En la 
actualidad, se 1·equiere encont1·ar recu1·sos cada vez a mayor 
profundidad. Ante este problema, es impr~ctico pensar en hacer 
excavaciones explo1·atorias. debido a :;.u alto costo. Por esta 
razdn. se han desarrollado m'todos para determinar la 
localizaci6n y delineaci6n de yacimientos de recursos naturales a 
partir de medidas realizada::; sobre le superficie o inclusiva 
desde el aire. 

La física. es la ciencia que estudia el comportamiento del 
universo e intenta establecer leyes generales, enunciadas en 
lenguaje matemático. que describan y expliquen efectivamente su 
comportamiento. Dentr·o d"' la física, la goeof(sica, cien•:ia que 
e:.tudia la estructu1·a y composición de la tierra, es la ciencia 
ideal para auxiliar al hombre en la exploraci6n para la obtenci&n 
de recursos naturales que le pueda brindar el subsuel~ 

Dentro .Je este marco, se han d.;,sat·rol lado métodos con 
fin. llamados métodos geofísicos de exploración. l:;stos 
propiedades o contrastes de propiedades de las rocas. 
acuerdo a e$to se les clasifica de la siguiente forma: 

1) M·~todos sísmicos. 
Que miden contrastes en las propiedades elastica~ 

2) M&todos gravim¡tricos. 
Que mi den e oritras tes de densidad. 

3> M'todos magnetom¡tric.oa 
Que miden contrastes de propiedades magn~tica~ 

4) M¿todos el ec tromagnéti cos. 

este 
miden 

y de 

Qu~ miden contrastas de propiedades electrom~gn,ticas. 

5) Metodos radiom¿tricos. 
Que miden decaimiento 1· ad i oa et i 11 o. 

6> Mitodos termom¡tricos. 
Que miden flujos de calor. 



El presente trabajo. dentro del marco de los m•todos 
electromagnQticos de exploración geofi'sica. p1·eser1t,a una técnica 
para modelar el subsuelo a partir de datos de geo-resistividad de 
corriente directa. El proceso se lleva a cabo de una forma 
rápida y e,ficiento;,, en c•Janto al tiempo) do;, computadora r·equ·~rido. 

Todos l os m o del os, tanto de la f Í si ca c. om o de 1 a ge o f í si ca, 
presentan una evoluci6n histdrica. que va de modelos sencillos 
hacia modelos cada vez mas complicados. siendo estos Últimos los 
que mejor describen lo que ocurre en la naturaleza. El avance. 
en todo momento se halla limitado por las teorias y metodos 
matemiticos disponibles. 

El problema bisico para establecer modelos del subsuelo en 
geofísica, es que existe una infinidad de materiales diferentes. 
cada uno con propiedades físicas y químicas distintas. 
di~tribuidas de una forma irregular: 

Dibu.jo 1. Ideilizaci&n de las heterogeneidades del 
subsuelo. 
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Los modelos 
ve~ mas C.l)mpl etoz, 
het~rog~niacr. 
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geof!sicos deban traLar. modianta modelos cada 
de llegar a la dcsc1·ipción de este ::;ubsuelo 

Dentro de la gcofízica de exploraci6n y muy especialmente en 
los m4todos electromagnJticos de corriente directa, la evolucidn 
ha seguido el siguiente esquema general: 

Los primeros intentos se hicieron tratando de moJalar el 
subsuelo con cuerpos geom,tricamente regulare~ Sin embargo en 
la prictica este tipo de modelos no se apegaban a la realidad de 
la exploraci6n geofísica. 

El primer intento para mejorar estos modQlos analíticos. se 
loar& al tratar de simular la variacion de la conductividad 
cl;;ctrica coro la profundidad. a t1·avés de conside1·ar al subsuelo 
estratificado en capas horizontales. cada una de ellas con 
prc·~·i edades eléctricas disT,i ntas, homogéneas e isot1·ópi cas. 

D1bUJO 2. Model~ ~e capas h•:•rizontales, homogé'neas o 
isotrop1cas. 



El siguiente paso en la evoluci6n de estos 
l/él1·iaciones laterales d.;, la conductividad, .;,n 
ademis de las variaciones a profundidad. 

modelos, permite 
ott·a dirección, 

Estos modelos, s~pon~n una distribuci6n bidimensional de 
conductividades. en un corte "perpendicular" a la superficie, y 
cualquier otro corte paralelo al primero, tendr~ e~a misma 
distribución, (modelos de prismas c<•n bases irregulares). 

Dil•ujo 3. Simplificacion del modelo de prismas con bases 
irregulares. 



Pot· Últimi:•, s~ tie,n~n mi:•d•:los tridimensionale~, 
v¿¡1·1aciones de C•)nductividad en c•Jalquic1· dirección. 
que mas se aproximan a la realidad. 

q1.1o;, pe1·mi t.::n 
y son los 

F'a1·a 0:asos qec0m<{t.1·icos sencillos Ci. e. espacios homogéneos, 
un pa1·al•"lepÍpo;,d~ o cilindro o:~mbebido .;,n el s•Jbz•Jo¡,lo etc.), so 
han encontrado soluciones analíticas, pero su valo1· es 
pri nci palment•::. teóri e.o. ya qu·~ es di fi ci 1 que se encu<.int1·e este 
tipo de si t.uaci cín en el campo. De esta manera. apat·ece 1 a 
necesidad de encontrar soluciones do;, tipo numérico a las 
ecuaciones que resultan del planteamiento de modelos mas 
general.,s. Estas soluciones. son aproximaciones a la sol•Jcio)n 
verdado;,1·a, sin embargo. permiten una mayor flexibilidad en cuanto 
a la distribución permisible para la conductividad de los 
materiales del subsuel~ Los m~todos num~ricos que se han 
utilizado para aproximar soluciones. son los siguientes: 

1) Método de dife1·encias finitas. Los operadores 
diferenciales se sustituyen por operadoresa finitos, basandose an 
la expansión en serie de Taylor de las funciones sobre las que se 
opere. 

2) Método de ecuación integral. Discnitiza el espacio en 
elementos. dentro de los cuales la propiedad considerada 
permanece constante y encuentra soluciones anal{ticas dentro de 
cada elemento, uniendo las soluciones a traves de condiciones de 
frontera. 

3) Método de elementos 
elementos geom,tricamente 
de la propiedad considerada 
forma funcional simple para 

finitos. Uiscretiza el espacio en 
simples dentro de los cuales el valor 
se man ti ene constante, y supone ur1a 
la soluci~n en cada elemant~ 

En este trabajo. se desarrolla una t~cnica para modelar 
distribuciones de conductividad eléctrica, para la obtención de 
poLenciales o bien resistividades aparentes. con aplicaci&n a la 
o;,xploración eléctrica de corriente continua. El método numérico 
utilizado es el de elementos finitos. 

La implementación compu tac.i anal d.;:l mJtodo, se hace de tal 
forma que se pueda utilizar para realizar la interpretac.i6n de 
datos di;, campo en mi ni computadoras, aun para modelos m•Jy grandes. 
De esta forma. el m~todo se vuelve accesible a uh gran n~mero de 
usuarios, que de otra manera no podrian utilizarlo por requerir 
tacilidades de cómputo excesivas. 
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b) Antecedentes 

Lo explc·i·aciÓn geofísica para búsqueda de 1·ecursos naturales 
por m~todos el~ctricos. se inici& a partir de la decada de los 
veintes. El primero que hizo mediciones de este tipo fue Conrad 
Schlumberger en Francia COrellana (lll. 

En los primeros ensayos de este tipo, la interpretación de 
los datos obtenidos. era principalmente cualitativa y dependia 
fuertemente de la experiencia de la persona que hiciera la 
i nterpretaci Ón. 

E"n un esfuerzo pc•r sistematiza1· la interpretación de los 
datos de campo. se diseñaron experimentos en el laboratorio. para 
simular el subsuel~ El procedimiento consistia en disefiar un 
modelo a escala de la distribuci&n que se suponia para el 
subsuelo y asi lograr un~ interpretacid~ El problema con este 
método, consistió en quo¡,, si no se encontraba la r·esp•Jesta 
esperada. se tenia que rediseñar todo el experimento. y resultaba 
muy costoso. 

En vista de lo anterior. la investigacidn tomd un giro hacia 
el modelado matemáti e.o. En un pri nci pi o. se opt6 por hacer 
experimentos. muchas veces al estilo de los de laboratori~ Se 
suponía un cuerpo regular emb~bido ~n un espacio homogéneo y se 
calculaba la respuesta eléctrica del sistema en la superficie. 
De esta forma. se tenian curvas típicas para diferentes 
situaciones. que se con.paraban contra los datos de e.ampo. 
Además, aparecieron los modelos de capas horizontales homo~éneas, 
en los que se suponían una serie de capas. cada una caracterizada 
por una conductividad y un espesor diferentes, que sirvieron para 
calcular curvas del parámetro conocido como resistividad 
aparente. En este contexto, al igual que en los casos 
anteriores. aparecieron los llamados "catá'logos de curvas 
maestras", que eran simplemente colecciones de curvas de 
resistividad aparente. calculadas para diferentes combinaciones 
de conductividades y espesores, con las que se tenia que 
encontrar un parecido a 1 as curvas de campo. Es ta te'cni e.a aun se 
utiliza en muchas partes del mund~ 

Finalmente, mediante el uso de los m"todos numé"ricos y las 
computadoras. se empezef a lograr un avance hacia la 
sistematizaci&n real d~ las interpretaciones de datos de 
geo-resist.ividad. Con el uso de los métodos nume'ricos para 
encontrar la solución de ecuaciones diferenciales e integrale;;;, 
se empez¿ a trabajar con modelos bidimensionales y 
tridimensionale~ 



Existen muchos investigadores, que han aplicddo los m¿todos 
de diferencias finitas y ecuaci6n integral a problemas 
geofÍsic.•)S. En cambio. el m•~todc• de elementi::•s finitos se ha 
utiliza do mucho mas en di ve1·sas ramas de 1 a i ngeni et·i a que en la 
geofísica. En ingo;,nieria, se le ha utilizado, para análisis de 
estructuras. distribuciones de esfuerzos dentro de un material, 
estados termodin~micos en fluidos y problemas Je flujo de fluidos 
y de calor. 

La principal caracterCstica de todas estas aplicaciones. es 
que se tiene de antemano una forma geom,trica. la cual se tiene 
que modelar. y de acuerdo a f!sta, se diseña la malla adecuada. 
Es por esto que el método ha resultado excesivamente caro en 
términos de tiempo de p1·ocesami er1to. ya que se t,i enen que genen1r 
mallas totalmente distintas para cada problema particular. La 
mayor parte de la literatura consultada acerca de elementos 
finitos, se dedica exclusivamente a la generacidn de mallas an 
una computadora. que es de hecho el proceso que consume mas 
tiempo. 

E'n 1971 John Henry Coggon, en su disertación doctoral 
<Coggon <4> > presentada en la Universidad d-.i Berkeley, expona un 
método para modelado bidimensional por elementos finitos para 
corriente directa. Para el planteamiento electromagnético. 
Coggon sigue un metodo variacional. en el que plantea la 
minimización de la energía disipada por el paso de una corriente 
a trave's del medio. 

En cuanto a la aplicación del método de elementos finitos. 
sigue la filosofía de generar mallas especiales para cada 
problema. La implementación compu1..acional de Coggon. tiene el 
problema de consumir mucho tiempo de computadora. por lo que 
sigue siendo muy caro. 

En este trabajo. se siguió el esquema de los desarrollos 
electromagnéticos que presenta Coggon CCoggon (5) ), pero se 
modificó toda la filosofia para la aplicación del metodo de 
elementos finito~ 

Nuestro fin, consiste en aplicar el m~todo de elementos 
finitos para la interpretaci&n de datos de campo de 
geo-resistividad Debido a que no se conoce de antemano la forma 
en que se distribuyen las conductividades en el subsuelo, se 

~~~:~=~i ~~~ y m~~ ~:i b~~;~!~e:;; \ / ~i ~i~~ bu~ ~tn ~= r~~~~•Jc ~~vi~=~~~~ 
De esta manera. conociendo de antemano la estructura de la malla, 
las ecuaciones y las matrices asociadas, se pudieron dise~ar 
algo1·itmos que sor1 muy rápidos e implementable::; en máquinas 
pequenas. 



c) Descripci~n del procedimient~ 

fl procedimiento aqu{ presentado, permite modelar la 
respuesta de una distribuci&n de conductividades al paso de una 
corriente directa, y/o interpretar de manera interactiva, datos 
de campo de geo-resistividad 

Para el primer caso, basta indicarle al sistema 
computacional la distribuci¿n bidimensional de conductividades. 
la corriente inyectada y pedir la impresión de los valores del 
potencial eléctrico en l (•S puntos de interés. 

En el :sequndo caso, se ejecuta una opción del sistema que 
calcula el pará;1etro C(•nocido como resistividad aparente y se 
compara con las curvas de resisLividad aparente obtenidas a 
partir de mediciones de campo. Se debe modificar la distribuci~n 
bidimensional de conductividades varias veces. hasta que se logre 
la coincidencia de las dos curvas, la de campo y la te¿rica. 

Si se utiliza el método para la interp1·etaci6n de datos de 
campo, se debe tomar en cuenta que arreglos diferentes de 
conductividades pueden tener la misma respuesta en cuanto a 
valores de potencial sobre la superficia Es por esto qua toda 
interpretacion de datos de campo debe apoyarse necesariamente en 
la informacidn proveniente de la geologia y de otros mltodos 
geofísicos. 

El sistema computacional que se presenta. se encuentra 
implementado en dos computadoras¡ una Univac 1108 propiedad del 
):;aneo de México, y una Burroughs 78(10, pro pi edad de 1 a U. N. A. M. 
estas dos máquinas. son grandes. sin embargo el diseño del 
c=<istema permite que. con un número mínimo de cambios. se utilice 
en máquinas pequenas, bajo la unica condición de que posean 
unidades de almacenamiento masivo de datos y un compilador 
Fortran. 

Este trabajo se encuentra dividido en bloques. que contienen 
todo lo relacionado con cada una de las disciplinas científicas 
quo;, se usan. enlazifndose entre ellos de una manera natural. 

En el capftulo I. se pr.;,sentan los métodos geoele'ct.ricvs de 
e;<ploración geot'Ísica '•n general )I• a mayor detalle, los métodos 
geoeléc.tri·~os de exploración gec•fÍsica de corriente continua. Se 
presentan adem~s. las principales ecuaciones del 
elecLromagnetismo. So;, desarrollan las ecuaciones 
correspondientes a un planteamiento variacional para encontrar la 
energia disipada en un medio por el paso de una corriente 
directa. y la modifica•~iÓn de •Jn probl•~ma tridimensional. para 
convertirlo a une• bidimens1c•nal. mediante una transformacic~n de 
Fo:out·ier. 
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En el capítulo 11, se describe al m&todo de el~mentos 
finitos, como herramienta matemitica. Se utilizan las ecuaciones 
desarrolladas en el capítulo 1, hasta obtener un sistema lineal 
dE· ec•Jaciones, producto del plant.;,amientr, del método n•Jmé'rico. 

En ·~l capÍt.•Jlo III, se describen los métodos y algoritmos 
utilizados tanto para resolver el sistema de ecuaciones lineales. 
c.omo par a ob tener la solución fina 1. Además. se pt· e sen ta una 
descripción del sistema computacional implementado. 

El capítulo IV contiene la c.omparaci~n entre los resultados 
obtenidos con el sistema. y los valores calculados 
anal {ticamente. para modelos hc•mogéneos. reportándo;;;e algunas 
estadísticas acerca de los errores que se producen. 

En el capítulo V, 
capas horizontalas, as{ 
resultados del sistema 
unidimensional. 

se presenta la aplicación a mod~los d~ 
como algunas comparaciones entre 

y resultados obtenidos con un modelado 

Finalment.;,, 
trabajo Y• en 
auxi 1 i ares. 

se presentan algunas conclusiones 
1 os apéndÍ ces. se hacen algunos 

acerca del 
d.isarrol l •)S 
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CAPITULO I 

M¿todos electromagn~ticos de exploraci6n geofísica y 
desarrollos electromagn,ticos. 

I. 1 Métodos electromagnéticos de exploraci6n geofísica. 

Los m'todos clectromagn,ticos de exploraci6n geofísica. 
ti en en como f i n modela r el sub su e 1 o a través de sus propiedades 
electromagn.:!ticas. Est.;, fin se logra' mediante medidas de 
variaciones o contrastes de las propiedades electromagn,ticas de 
los materiales del subsuel~ Las propiedades que se miden 
.:ieneralmente son la resistividad, o su inverso. la conductividad, 
ia permeabilidad magn~tica y la constante diele'ctrica. 

Con la ayuda de los datos proporcionados por los m'todos 
electromagnéticos y con el conocimiento est1·uctural y geoldgico 
de la zona bajo estudio es posible. en cierta medida, descubrir. 
delinear o estimar posibles yacimientos de recursos naturales. 
Para poder determinar estas propiedades electromagnéticas o sus 
contrastes, es necesaria una fuente de energfa que las excite y 
provoque en la superficie de la tierra una r·espuesta, susceptible 
de ser medida. 

Los m~todos electromagn,ticos de exploraci6n, se han 
dividido en dos ramas, distinguidas por el tipo de fuente de 
·~xcitación que se utilice. En un caso. se tn,ta de fuentes 
natural.;,s, sob1·.;, las que no se tiene control, y, en el otro caso. 
fuentes artificiales, totalmente controlada~ Los m'todos 
electromagn,ticos. clasificados de acuerdo al tipo de Fuente 
utiliza da se presentan en la tabla I. 1. 1. Para una explicación 
detallada de estos métodos. se remite al lector a los libros de 
Orellana (1), Koefoed <2> , y H. P. Patra y K Mallik <:3>. 

TABLA I. 1. 1 

Métodos geoeléctt"icos de exploraci.ón. 

i. Métodos que utilizan fuentes de ex•:itación natural. 

1. - M'todo de potencial espont,neo (SP). 
2. - Método de c.orri entes tel Úricas <T ). 
:3. -· Método magneto·-telÚl"ico <11T y AMT>. 
4. ·- Método de audiofrec.uencias magnéticas <AFMAGl:' 
5. - Método de muy bajas frecuencias <VLF>. 

tl. - Mét.od•)S que utilizan f"uentes de excitac.iÓ~ artificiales. 

1. - Métodos de fuente constante (corriente i~~tI~~a) .. 
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l. l. - Sondeos aléc.tricos vertic.alas sim&tricos y dipolarcs 
<SEV>. 

1. 2. - Per·filajes ei.{ctric.•)S CPE). 
1. 3. - MO::t.odo del c•Jo:.<t·po cargado Cmisc-á-la-massel. 

M~todos de Fuente variable <corriente alte~na. 
discoroti n•Ja >. 

continua o 

2. l. - M~todos con fuente propia. 

a> Sondeos elec1..ron1agnéticos <SEM>. 

a. 1 > Sondeos geométri e.os con •Jna sol a frecuencia. 
a. 2) Sondeos de frecuencia variable. 
L 3> Sondeos por establecimiento de camp~ 

b) Pe r f i 1 aj es el e et roma g n é ti e os ( PEM). 

b. 1 > Ern is o r f i j o, re e e p to r m ó vi l. 

b. l. 1 > Método Turam. 
b. l. 2 > Compensador Sundb,~rg. 
b. l. 3) Método del cable largo. 

b. 2 > Emisor móvil. re•:eptor fijo. 

b. 2. 1) Métodos de inclinación de campo: 

i) Método de lineas paralelas. 
ii) M¿todo de medici&n rec!procL 

b. 3) Erni::;;or y rec·~ptor móvil.;,s. 

b. 3. 1 > M~todo Slig1·am. 

e) Perfi 1 aj -..s cloctromagnéti ·~os aéreos. 

c. 1 > Sistemas de medida de componcmtes en fase. 
c. 2> Sistema de cuadratura. 
c. 3) Método del cable larqo. 
c. 4) Método de las dos ant.;,nas. 
c. 5) Método de formación de camp~ 

2. 2. - Métodos con fuentes 
emisores de radio. 

destinadas 
y otros l. 

a> Método radio-ki~ 
b) M'todo da radiografía hertziana. 

a otro fin (como 

a - M'todos que utilizan la parte transitoria de una fuente 
artificial. 

3. 1. - Método do;, polarización 
comple,1a. 

inducida y resistividad 
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I. 2 M~todos geoel~ctrlcos de exploraci&n de corriente 
continua. 

En los mitodos geoelictricos 
propiedad del ::;ubsuelo que se estudia a 
la excitaci¿n de la fuuntu utilizada. 
inverso, 1 a re:;i sti vi dad) •d éctri ca. 

de cor.-i ente continua, la 
trav's de la respuesta a 
es la conductividad Co su 

Para determinar la respueztn de cualquiera de estos dos 
parám.,tros. s"' utilizan b.:Ísi cament.;, dos procedimientos. El 
sondeo eléctrico vertical CSEV) que determina los contrastes 
verticales de la conductividad el,ctrica del subsuelo y al 
per-filaje eléctrico CPE>, que se usa par-a estimar los cambios 
hori~ontales (laterales> de esta propiedad. Un tercor 
pr·c·cedimient.o conocido como "mise-á-la-masse" o m6todo del cuerpo 
cargado se utiliza para delinear la forma y extensidn de una zona 
que p1·esent.a una anomalía eléctrica. una vez que se le ha 
detecta do. 

rara realiza.- un SEV o PE, se excita el medio con una 
corriente continua a travé:; de dos electrodos C>l!lectrodos de 
corriente), conectados a una fuente Cbaterias o generador de 
corri.;,nte directa), y entre otros dos >l!lectrodos (electrodos de 
potencial), se mi de la diferencia de potencial generada por la 
·~orriente inyectada. Esta diferencia de pot.;,ncial. es la 
respuesta dol subsuelo al paso de la corri.:.nte. 

El valor doa oas ta diferencia de potencial depende.. de 1 os 
valores o cambios de la resistividad lo conductividad> del 
subsuelo "'n la zona atravesada pot· la corriente.. la magnitud de 
la corriente inyectada y de la posición relativa de los 
electrodos de potencial con los de corrient~ 

Las medidas d.:. diferencia de potencial que se hacen en la 
superficie y el valor de la corriente inyectada se utilizan para 
calcular un parámetro conocido como resistividad aparente 

( '°" ) 
La 1·esistividad aparente, se define como la resistividad que 

tendría un semiespacio homog4neo, isÓtropo e infinito de tal 
mant:ra que, cuando se le inyecte una corriente eléctrica a través 
de dos elec~.rrJdos, separados una distancia L, la diferenciad·~ 
potencial medida entre otros dos electrodos separados una 
distancia 1 sea igual a la que se generar!a bajo las mismas 
condiciones en la superficie de un espacio heterogé'neo. (dibujo 
I 2 1> 
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lln1a1 1qulp ahnclal•• 

8 

linea• • 1 u t p otee la les 

Dibujo I. 2. l Concepto de resistividad aparen'te. 

matemá'ticamente. la resistividad aparente se e>1p1·e:sa como: 

-1 
/',. - '.l 1f [11 AF\ -1/lffi -1 /AW + l/eÑ) /J VII 

( I. 2. 1) 

donde 

AF\' 

diferencia de potencial entre M y ~ 
corriente inyectada. 
definidas en el dibujo l. 2. l. 
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Existe una qran variedad de arreglos electrddicos. QUQ 3e 
usan en el campo. Se puede hacer una clasificacidn muy sencilla 
en tres grupos dependiendo de las relaciones geomdtricas an la 
disposición de los electrodos coi-respondientes. 

1) An·eglos colineales. 

Todos los electrodos estan alineados y los electrodos de 
potencial siempre se colocan entre los electrodos de corrienta 
En la tabla l. 2. 1 se presentan los p1-incipales tipos, asi como un 
bosquejo de sus características. 

2) Arreglos di pola1·es. 

Se forman con do• dipolos. uno de corriente y otro de 
potencial. Existen seis tipos de arreglos di polares, 
diferenciados por las relaciones angulares entre los dipolos. 
E:;¡tos arreglos se describen en la tabla I. 2. 2. 

3) Arreglos compue:;;t.os. 

Estos arreglos se forman a partir de los arreglos colineales 
y dipolares mediante la adicidn de electrodos. Existen tres 
modalidades; si el electrodo adicional es de potencial. se llaman 
arreglos de agrupaci6n; si el electrodo adicional es de 
corriente. s'1: llaman arreglos de apantallamiento; por Último, si 
tienen un electrodo adicional de corriente y uno de potencial, se 
ll~man arreglos apantallados de agrupaci6~ Estos arreglos son 
poco utilizados. pero son muy eficaces para detactar 
inhomoQeneidades laterales del terreo~ Su estudio. en cuanto a 
resistividad aparente. se lleva a cabo como una combinaci&n da 
arreglos sencillos (colineales o dipolaresl. C:n la tabla l. 2. 3 
se describen brevemente algunos arreglos de este tipo. 



NOMBRE IVISTA LATERALICARACTERISTICA PRINCIPAL ESISTIV. APARENTE 
s 
1 
M 

~IWENNER 
R . 

Las separaciones AM, MN y NB entre 

los electrodos son iguales-_ 

B = 2.7TaAV/I 
a 

'i--~--~---------~""'-t-----------------------------------1 e 
g,sCHLUM-

BERGER 

A 
s ISEMI-
1 

MIWENNER 
E 

Las separaciones entre los electrodos 

de potencial (t) es ~ucho menor que 

la que hay entre los electrodos de 

corriente (L) 

La separación entre los electrodos AM 

es la misma que NB; pero estos Últimos 

se colocan muy alejados de los prime-
! '4\ 'i' '' q• rn 1 ros ( i . e. MN-+<») 

/?_ = 7T L2- t2 !:N 
ª 2l - I 

Pa =-rraAV/l 

r1~~~~~M- f « " " " 1 1 1 
~ BERGER 

El electrodo de corrJnte B,.se lleva a 
r ·~·· . 

gran distancia de ;o~ dema~,-de mod~- 1 _ ~- l2 !N 
~ que no influya sobre el valor flV obse!. Po - 7T l ¡ 

vado ( i.e. BN * w) 

ARREGLOS ELECTRODICOS COLJNEALES 

TABLA I.2.1 

Oi 



NOMBRE VISTA EN PLANTA CARACTERISTJCA PRINCIPAL RESISTIV. APARENTE 
~N Los dipolos "" colocnn paralelos uno _ZJI.B.3 (AV~ .... 

PARALELO R" 
A ~/ B 

rcopecto del otro Pa- L · l 2·.;us "-sen26 
t-L 

~T 7TR3 4{llV/I) PERPENDI-
A .;_,..,R( 1 Los dipolos forman ñ'ngulo recto ~- L·L 3sen28 CU LAR 
1---L :=:¡ 

ti)(~ El dipolo de electrodos de potencial 

R, = 1TR3 (l\V/I) RADIAL ,.R / '( l 
HN ese& situado sobre la recta que une "' "' '}::=~" e a L·L cos8 

L los ceneros de ambos dipolos 

M~ El dipolo de electrodos de potencial 
21TR3 (ó.V/T) AZIMUTAL R" \. MN es perpendicular a la recta que une 

A 9,/ B los centros de ambos dipolos Pa =TL sentJ 
1-- L ::::::¡ 

M1-- l ---iN El dipolo de potencial MN es paralelo 

R, = 21TR3 6.V ECUATO-
1 

R al de corriente AR, n ln vez que oerpe1 
RIAL A b B dicular a la irnen que une los centros 

a L· l I 
1-- L =:::¡ 

1 
Los dipolos se colocan cofinea~mente . 

7TR3 tN AXIAL r---R ---. sin intersectarse - •. r Pa=-u1 ~ 
1 

B ~ 1 
1--L-1 ,_ l -1 

:ARREGLOS ELECTRODICOS DIPOLARES ....¡ 

TABLA I.2.2 



A ,NOMB 
G 
R u 
p 
A ILEE 
e 
I o 
N 

A 
p 
A 
N 
T IHOMOPO
A LAR 
L 
L 
A 

VISTA LATERAL. 

I 

A N e 

CARACTERISTICA PRINClPAL 
Su deriva de un arreglo colineal tipo 

enner, con un electrodo adicional de 

1otencial en el centro del arre~lo, con 

1 fin de tomar dos medidas de potencial, 

1na entre M y P, y otra entre P y N 

Un electrodo adicional de corriente (C) 

e coloca alejado del arre~lo (Wenner o 

chlumber~er). Las resistencias R sirven 

nra compensar la resistencia de contacto 

la de la Hnea a (C). Para un medio homQ 
1 !A MI IN IB 1 ! C! 1-eneo isotrópico, IJV = O 

¡ loIFEREN- 1 1 1 Es similar al homopolar, sólo que el ele!:_ 

rodo adiciona~ de corriente (C) se coloca 

'n el centro del arreglo. Nuevamente, las 

csisccncias R !tienen el objetivo de hacer 

R R 
N 
Ó ICIAL O 

I' 1 

;:.,sar 'trmisma ~ortiente·I por las líneas 
j Al MI IC IN IB be vim--n A y a-B BLOKH 

ARREGLOS ELECTRODICOS COMPUESTOS. 

TABLA 1.2.3 

a> 
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Loil arreglos descritos anteriormente. exceptuando los 
c."'in•ét.1·1c.:•.s pueden ser utilizados en las dos modalidade.s 
m~nc1onadas al principio de esta seccidn, es decir en sondeos 
eléctricos verticales <SEVl, o en perfilajes eléctricos <PE>. 
Los arreglos asim~tricos solo suelen utilizarse para 
levantamientos de lineas equipotenciales. 

En levantamientos de SEV, con arreglos colineal<,s, el 
procedimiento de campo para lograr mayor profundidad de 
investigaci&n consiste en aumentar progresivamente la separac1on 
de los electrodos de corriente manteniendo el centro del arreglo 
fijo. En los levantamientos de SEV, con arreglos dipolares. la 
profundidad de investigaci6n se logra aumentando la separaci6n 
entre los dipolos. 

En l evantami en tos de PE. la sepa1·aci Ón entre los electrodos 
o dipolos (sE!gÚn sea el caso>. se mantiene constante. moviend•) 
lat•~ralmente todo el atTE!glo. 

En el dibujo l. 2. 2. a y I. 2. 2. b1 se ejemplifican los 
procedimientos de campo para los dos tipos de levantamientos. 

Dibujo 1 2. 2. a. Ejemplo de perfilaje el,ctric~ 
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f-"lr1álmente. el mét•:•do del c1_1erpo cargado, s.:: utiliza .::n 
fonria cuulitativa. Este m~todo, req1_1ie1·c que pt·eviament,e se haya 
detectado una zona de resistividad an6mala, ya sea porque aflore 
a la superficie o porque se haya llegado a ella mediante una 
perforaci6n de pequefio di~metro. Mediante un electrodo 
introducido en la zona an6mala, se inyec1~a corri-:,nte, alejando el 
otro electrodo considerablemente. Con un voltímetro, se trazan 
las l{neas equipotenciales producidas por la corriente inyectada. 
Para un medio homog~neo, las lfneas equipotenciales que se 
generan son circulares, pot· lo tanto, debido a la p1·esencia de un 
cuerpo con resistividad diferente a la del medio envolvente, las 
equipotenciales tendrin una forma distinta a la circular. 
Observando las deformaciones del patr6n hornog,neo, se puede 
estimar el tamano y orientaci6n del cuerpo con resistividad 
anómala. 

Una vez que se han obtenido en el campo, datos por 
cualquiera de los m'todos anteriormente descritos, se requiere un 
procesamiento de los mismos, consistente en el ajuste de un 
modelo teórico. La combinaci6n del conocimiento 
geol Ógi co-estructural de 1 a zona en prospección y de 1 os 
resultados del procesamiento de datos servir~ par~ determinar la 
distribución de recursos del subsuelo. 

En los 
interpretación y 
dentro del marco 

métodos geoeléctricos de 
ajuste de modelos te6ricos, 
de la teoría electromagn,tica. 

exploraci6n, la 
se debe lograr 
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l. 8 Ecuaciones electromagn4ticas. 

Son varias l~s leyes que gobiernan el comportamiento de los 
•:ampos elect,romagn.¡,ticos en la materia, y mat.emáticamente están 
exp1·esada:s por las ecuaciones de Maxo,¡ell. 

La prim.;,ra, es la ley de Oauss, que establec•J que el flujo 
total de campo electrico E (o de desplazamiento i!S ) en un 
volumen es proporcional a la carga (fuente del campo) contenida 
dentro del mismo. Matemáticamente, se expresa como: 

C I. 3. 1 > 

donde o es el vector de desplazamiento eléctrico y /' os la 
densidad volum.rtri ca de carga. 

La segunda. es la ley de Ampere. que relaciona la intensidad 
del campo ~agn,tico ~ en un punto de un material con la densidad 
de corriente eléctrica "J" que pasa por conducción a t.ravls de él. 
y la variación temporal del campo eléctrico <originadora de una 
corriente ele'ctrica de desplazamiento>. Esta ley. se expresa 
como sigue: 

íJ X H J'+ ao/at <I. 3. 2> 

La tercera. es la ley de Faraday. que relaciona la corrionte 
eléctrica (Vitil ), que circula en un circuito cerrado, con el 
campo magnético B fluctuante en el tiempo que atraviesa dicho 
circuito. La relación matemática es: 

(l. 3. 3) 

donde E es el campo eléctrico. 

finalmente. la cuarta expresa que no existen monopolos 
magn.Íticos, al igualar la divergencia del campo magnético a cero: 

V·'$ .. O (l. 3. 4) 



2 . ., ._, 

Las r·elac.i ones que existen .;:ntre a 
e:stin dadas por 1 as relac.i ones 

YH• o yE", 
c.onsti tu ti vas 

"5' ,Y. E 
emp1r1c.as 

sigui.;:nt.es: 

< I. 3. !.O 

d•:ond"'/f', la permeabilidad magnética (f, la p:::rmit.ivid.id 
el éc.tt-i ca y ar , la conductividad el e' e tri ca, soro en genet-al 
t..;:n:sor-.is dependient.;:s del tiemp~> y la posici6n. Estos par·ámetro::; 
son propiamente los que contienen la informacion de las 
propiedades del medio. ya que son los Factor-es que relacionan los 
campos Fuera del medio y sus eVectos dentro del mismo. 

Dentro del marco de estas ecuaciones. se hacen los 
desarrollos posteriores del presente trabajo. 
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l. 4 Ecuaciones variacionales de er1ergÍa. 

Para llagar a efectuar interpretaciones de datos de campo. 
provenientes de estudios geoelic~ricos. se eligió desarr•)llar un 
modelo de tipo variacional. 

Para hacer el planteamiento de un problema variacional, se 
requiere una función que sea susceptible de maximizarse o 
minimizarse. En el caso electromagn,tico esta funci~n la prove• 
el principio de Hamilton, que die; que la energía disipada en un 
volumen dado debe ser m{r,irna. 

La variacidn en el tiempo de la densidad volurn~trica de 
energía del campo eléctrico ( -av-/~-t;) se pued"' expresar como la 
suma de un flujo de energía por unidad de tiempo y superficie a 
través de un medio < V• 5 ) mas el trabajo por unidad d~ tj. cmpo y 
v o 1 um en que se re al i za par a pasar di ch o me di o ( E. • -:f >. Su 
expresión mat.,,mitica es la siguiente: 

(l. 4. 1 l 

u·t.ilizando las ecuaciones de Maxwell ecs. <I. 3. l) a <I. :3. 4l 
en la ecuaci6n anterior. el vector 5 , que expresa la densidad 
superficial de flujo de energía por unidad de tiempo, puede 
expresarse como: 

s "E X H (l. 4. 2) 

a este vector, se le conoce como el vector de Poynting. 

La cantidad de energfa por unidad de tiempo (potencia 
electromagnética ljl' > en un volumen, contenido en una superficie 
cerrada. puede expresarse como la divergencia negativa del vector 
de Poynting: 

y haciendo uso de las ecs. 
anterior puede expresarse como: 

< I . 3. 2 l y < I . 3. 3 > , 

<I.4.3) 

la . ~ ecuac1on 

(l. 4. 4) 



.-,c._._, 

Como se explica posteriormente, el volumen total de mataria 
que se de•ea estudiar. se subdividir' en pequenos volumenes 
dentro de 1 os cual es. con el fin de simpl i fi e.ar 1 os desarrollos. 
el me di o sera considerado homogéneo. i sótropo y 1 i nea l. 
FÍsi e.amente, esta restri cc.i Ón obliga a que ¡p, ~ y ar { ecs. 
{l. 3. 5)) sean c.onsider-ados ú-nicamente como funciones ese.alares 
del tiempo. Si además se est.ablece que éstas sean constantoas en 
el tiempo. /? jf; y ar se convierten en escalares. que 
denotaremos por p é y cr. Sustituyendo las r•üaciones 
constitutivas (l. 3. 5) en la ec. (I. 4. 4) se obtiene: 

(l. 4. 5) 

Para obtener la densidad volumétrica de energía U., se 
inte9ra la ec.. <l. 4. 5) con respecto al tiempo: 

( I. 4. 6) 

Los t o;,rmi nos de 1 a ec. 
la densidad de energ{a 

(l. 4. ó) representan respec.tivlimente. 
magnética, eléctrica y Óhmica 

<disipativa>. 

Integrando la ecuación anterior con respecto al volumen. se 
obtiene una expresion para la energía electromagn¡tica U dentro 
de un volumen dado V . 

U• f [11 H""h + 6 E. .. h + f crEª d•] d V (l. 4. 7) 
V 

Se introduce ahora una suposic.i6n adicional que consista en 
que todos los campos en consideraci6n presentan una dependencia 
temporal de tipo exp< iw t), siendo <.> la frecuencia temporal. 
debida a las se~ales excitadoras. Esta suposici6n es 
JUstificable ya que las señales de excitación que se usan en 
geofísica de exploraci&n se pueden aproximar a una suma finita de 
seRales de este tipo, o en el caso ideal a una se~al de o;,ste 
tipo. Por oT,ro lado, debido a que p , 6 y a- son parámetros 
independientes dal tiempo. as v~lido suponer que los campos y la 
respuesta del medio seran dependientes arm6nicamente del tiemp~ 



Con esta suposici&n adicional, 
(l. 3. 3), se puede est,ablecer: 

V X É ,. - ~ l11 H ) /-a t: "- - ¿ "'/" ¡:¡ 

f ._ i..:..,t J r:".L / aLw't. 
a- Eo e. t;" cr "'º :i .:... e. = 

y las ecs. 
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C I. 3. 2 > y 

< I. 4. 8 > 

(l. 4~ 9) 

< I. 4, 10 > 

Sustituyendo las expresiones anteriores en la e~ <I. 4. 7), 

energía se obtienen finalmente dos expresiones para la 
electromagnética total U en un volumen V : 

< I. 4. 11) 

U • i. / l 2. w ( .- + i. • w )) L ( 'f ª H .. - (V /( ff f) d V (l. 4. 12) 

siendo 

y ... 

Se tienen, por otro lado <Coggon (4), <::>>) las expresiones 
para la energía electromagn~tica de fuentes: 

Fuente magnética: U,.. .. f. /-4 1'1,. ¡::; dV 
1/ 

donde M .. es la magnetización de la fuente. 

Fuente eléctrica: 
d't' 

donde P;s es la polarización de la fuente. 

Fuente de corriente alterna: 

<I. 4. 13> 

(l. 4. 14) 

VI .. L t=:f .. ·E)/¿.,.. dV <I.4.15) 
donde ls es la densidad de corriente de la fuente. 

Fuente de corriente directa: 

<I.4.16) 

donde 'Js es la doansidad de corriente de la fuente. 
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I. 5 Ecua~iones variacionales para el caso de ~orriente 
directa. 

Para el caso en que la se'fial de excitación es de corriente 
directa <campos independientes del tiempo> se parte de la e~ 
(l. 4. 5) ) : 

() ( tt")/dt .... t!/ ... C)(E')/C)t + G" E"" (l. 5. 1) 

Debido a la consideraci&n de campos independientes del 
tiempo, desaparecen los p1·imeros dos términos, quedando de la 
siguiente fonr1a: 

(l. 5. 2) 

Para obtener la energ!a electromagnética ~ 
tiempo en un volumen dado V se integra 1 a ec. 
al volumen: 

por unidad de 
Cl.5.2> respecto 

~.,,, [ <r E'1 d V 

A esta expresion se le agrega la energía de 
excitadora ec. <I. 4. 16>: 

l\l:; = J 'l. '!. - E d V 
" Sumando las ecs. CI.5.3) y CI.5.4), 

electromagnética por unidad de tiempo contenida en 
dado V con una fuente, puede escribirse como: 

... ( ( a- E: 2 + :l. "J"> • E. ) dV 
)V 

(l. 5. 3) 

la fuonte 

(l. 5. 4) 

la energía 
un volumen 

(l. 5. 5) 

La ec. CI. 5. 5) tiene como argumento el campo el&ctrico. que 
es una función vectorial. Se puede simplificar el problema. si 
se expresa la ecuaci&n en términos del potencial elcctrico • 
que es una función escalpr. La relación que existe entre ambas 
f•Jnciones es: 

E·-V<I> (l. 5. 6) 

Sustituyendo la e~ 

la expresi Ón:_ 
CI.5.6) en la ec. C I. 5. 5 > se 11 og a a 

CI.5.7) 

Si no existen fuentes de corriente en la superficie frontera 
del volumer1 V una forma alternativa para expresar la ec. 
C l. 5. 7l es: 

(l. 5. 8) 
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Un cuso de interés m•Jy par-ti 0:ular, ·~s aquel en el q•JC ze 
ti°"ne una fu,;nte punt,1Jal localizada en el pur1to ( x', 'j' , "E' ), 

dentro del me di C•. Para este •:a,;o, so;, ti o;,ne que: 

(l. ~- 9) 

Don~e I as la magnitud de la corriente punLual inye~tada en 
el pu n t. o ( J(. 1 •:f I 'i! 1 y ó es l a fu ne i ó n del ta de Di r a c. 
Susti t.uyendo la ec < I. 5. 9) en la ec_ ( I. 5. 8) se ti ene: 

( l. 5. 10) 

El modelo que se desarrollará aquí será de tipo 
bidimensional. es decir considerará variaciones de conductividad 
Únicamente .;,r, direcciones X y Z. En la dirección del eje y, se 
supondri que el medio esta formado por prismas de longitud 
infinita en ambos sentidos del eje (dibujo l. 5. 1>. Cada prisma 
so:? considerará homogéneo e iso"tt·opo respecto a su conductividad. 

Dibujo I. 5. l Modelo bidimensional de prismas. 
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A~n con esta simplificaci~n. la fuente de excitaci6n crear¡ 
una distribuci~n tridimensional de potencial. Para simplificar 
los cálculos, aprovecharodc• la simetría est.able•:ida en el ej·~ y, 
al potencial eléctt·ico se le aplica una transformaci6n de Fourier 
de tipo coseno· 

~~ f"'" "'~ (X, 11 1 ~) =- <j>(;c,~ 1 "11) co:1o(k~) d~ (l. 5. 11) --dondi:: K es la variable de transfonnac.i on. 

FinalmE<nt,e, la ec. 
forma: 

< I. 5. 10) queda expresada de la siguiente 

l\'T",,. V f-[ (a~ /ax>' -t- k' ~~ + C <> $/'CH!):r.J 

- ~:r. áCJ1-ir•) He·'·)~} d;cc/-e 

(l. 5. 12) 

Como una integral sobre una superficie en el plan·o>XZ. 

Y por r.1 t.imo, 
<l. 5. 12), 11 eva a: 

el plant.eamiento variacional. 

4 Sf [a- [c<>q,/r>.<) ..... 11~ ~'Z. +<~~1a~>~ 
s 

- :l"I.. S<k·Jt-> fC•-1!') $} dxd• =O 

da:~ la .ec. 

(l. 5. 13) 



CAPITULO I I 

Cl mdtodo de elementos finitos y desarrollo 
del m'todo propuest~ 

II. 1 M.ftodo de elementos finitos. 
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El m'todo de elementos finitos, as un~ t'cnica para obtener 
dirdctamente una soluci6n num,rica a una ecuaci6n variacional o 
diferencial. En t•rminos generales. se representa un dominio 
dado como una colecci6n de subdominios geom,tricamentc simples 
(elementos finitos) conectados en ciertos puntos nodale~ El 
problema, se formula aproximddamente para condiciones de frontera 
arbitrarias sobre cada subdominio, necesit4ndose dnicamenta una 
elec•:ión de funciones locales sencillas para caracterizar la 
soluci6n en cada elemento. Estas funciones son ganeralmenta 
polinomios. La representación global del problema se obtiene 
entonces reuniendo los elementos utilizados para repres~nt•r al 
dominio. y sumando las contribuciones de cada elemento. 

Un problema variacional. consiste en hallar una funci6n que 
encuentre la extrema! de una funcional dada. Matematicamente se 
i:= x presa l!omo: 

C II. 1. 1> 

donde 
desconocida 
variación. 

F 
A 

es una funcional conocida de una fu~ci~n 
C función escalar o vectorial> y (:. representá. la 

rara el planteamiento de elemen~os finitos. 
di vi di end•) el volumen total V en un numero N de 
quedando la ec. < II. l. 1 > de la forma siguiente; 

.4 J F(A) c:IV =i Af FCA) dV;. ... O 
~ ~· ~ 

se comienza 
el '.!!mento:s. 

<II.1,.2) 

El segundo paso consiste en caracterizar en toda la malla la 
depend·~ncia o;spacial de la función A por medio de valores 
desconocidos A,; en un nÚm.;,r-o M d.;, puntos o nodos. Los nodos 
genaralm.;,nte se hacen coincidir con los v'rtices de los 
elementQs. Con "'sto. se obti.;,nen M variables linealmente 
i nd·~pendi entes C Aj , = 1. Ml. 
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La integración y la variacidn en cada uno de los 
elementos se lleva a cabo suponiendo una forma funcional para la 
función A en cada elemento. La forma fur1c.ional mas sencilla es 
una funcion lineal. En el e.aso de elementos con cuatro vértices. 
si A¡., , A;.1 , A~3 A;., son 1 os val orF.:s de 1 a función A ·~n 1 os 
nodos del ;demento i-esimo. la integral en el elemento (.se puede 
expresar •::.orno: 

f F <A) d V~ =: 
v; 

<II. 1. 3) 

donde G~ es la función que resulta de integrar la expresion 
F (A) . 

Para obtener la integral en el volumen total, se suman las 
integrales en cada elemento: 

b )v F (A) d V a. ~t ll t F CA) d V; 

: l ti e;¡, ( Aw ,Ah, A._, A • .,): ll H (A, 1 A., ... , A-~) 
&.al 

CII. 1. 4) 

donde la función H e::; 
A.,, es la suma de todas las 

la suma de todas las funciones G~ 
A;.j que tienen el nodo K en común. 

y 

A par ti r de l a e c. ( l I. 1. 4 >. se puede obtener 1 a varia c i 6 n 
de la función H respecto a cada uno de los parámetros Aw , 
igualándose a cero cada derivada parcial para obtener la 
cxt.remal: 

a H /?JA, .. O 

De este proceso, se obtiene un conjunto de M 
simul t,áneas con M incÓgni tas < A~>. Debido a 
ecuaciones son lineales, se puede construir un sistema 
de la siguiente forma: 

Cll.1.5) 

ecuaciones 
que estas 
matricial 



donde 

1T 
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<I.Ll.6) 

e:s una matriz de M x M elementos que corresponden a los 
coeficientes de las inc6gnitas A •. 

P.s el vecto1· de M elementos que contiene las incógnitas 

"~· 
e:;; un vector de l"I elementos que contiene los t~rminos 
independientes <condiciones de frontera del problema. 
y las contribuciones de las fuentes>. 

Por Último. para obtener el vector sol1JciÓn A, se resuelve 
este sistema de ecuaciones lineales simultlnea~ 
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11. 2 Discr·etizaci.Sn de las ec•Jaciones 11ariaci•)nales de 
corriente continua 

El triángulo. es la forma geométr·ica mas simple que. en dos 
dimensiones se utiliza para rep1·esentar un elemento finito. Esto 
se debe a la flexibilidad que presenta para cubrir cualquier 
superficie plana. En esta parte del desarrollo se utilizarán 
mallas divididas en triángulos. que en general pueden ser de 
cualquier tipo y tamaño. 

Par·a lograr la disc1·etización, se parte de la ec. <l. 5. 13): 

A)f [a-[(a-$/aA)'+ k'~'+ca~/a•)'1 
5 < II. 2. 1l 

-:l:i: &<x-x·>S-C•·~·) $jdxcJ~=O 
Es necesario di11idir la superficie 5 <dominio) en una serie 

de "elementos finitos" de superficie. en este caso. triángulos 
que llenen totalmente a 5 

Ahora, la ec. ( ll. 2. 1 l se plant,::a como una suma de 
integrales sobre superficies S; mas pequenas. Cada una de estas 
superficies forma parte de un corte trans11ersal realizado en el 
conjunto de prismas del modelo. El integrando. para cada una de 
estas integrales llevará un valor de conductividad electrica (~ l 
diferente. - Lo:; 11alores del potencial estarán dados por una forma 
funcional para el mismo. que depende de los 11alo1·es de é'ste en 
cada uno de los nodos. y de las coordenadas de los nodos. 

La nomenclatura que se utiliza1·.í en los desarrollos que 
siguen será la siguiente: 

A cada elemento. se le designar~ con un n~mero entero Único. 
que. algebraicamente se denotará c.on la letra "e" empleada 
como superÍndica 

A cada nodo C vértice de un elemento), se le designará con un 
número entero empleado como subíndice. de las variables 
correspondientes a los nodos. 

Para lograr la discretizaci&n se planteari la ecuaci~n 
11ariacional para un solo elemento. ya que la forma funcional 
final va a ser idéntica para todos los triángulos. 



34 

Con fines de simplificaci&n, se supone que dentro da cada 
peque~o triingulo el potencial var{a en forma lineal: 

<lI.2.2) 

La funci6n y el dominio en el que se trabajar' se ilustra en 
el dibujo II. 2. 1: 

A 

2 z 

Dibujo II. 2. 1 Dominio y función, real es y discreti za dos. 



.-..c
Q._I 

Para un elemento finito genoral como el del dibujo I l. 2. 2 
los potenciales en los nodos i,j, 1< se calculan de la siguiente 
forma: 

~~: 
41• 

j • 

~. 
: l l 
1 1 
1 l 

z 

Dibujo 11. 2. 2 Elemento finito t{pic~ 

~~ ~ o..e + be xf + eª ~~ 

~~e .. Qe + ¡,e xf + ,. 'f~e 

~: • ae -r be x; + ce ~: 

CII.2.3) 

Este sistema se resuelve para los coeficientes o.e , be. , 
ce, como un sistema de ecuaciones lineales simultáneas. quedando 

los coeficientes en términos de 'f.~J,. x~ •. ~ z.~, H • 
• , 1 ~ .. , I"' J I 1 

Sustituyendo la forma lineal para $.; en la ec. (11. 2. 1) y 
haciendo 1 as derivaciones parcial es indicadas. se obti enQ: 

para •Jn elemento 11 e. 11 sin fuente: 

Aff r 6 [(1F)'i- k.l(o,•-t'o•~-t~~·t +(e,•)'] d.11ª•1' .. •0 
e 

< I l. 2. 4) 

y para 1Jn elemento "e " con fuente, se le resta el término: 

C II. 2. o) 
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II. 3 Ecuaciones para un elemento. 

Para llegar a la forma de las ecuaciones finales para un 
'3lement.o se tratarán las o:.cs. <II.2.4) y CII.2.5> por :separado. 
La prime1·a, la denotaremos por °le : 

y a la segunda por 13: : 

Para el ·~aso de la primera ecuaci6n (ec. <II.3.1)), la 
variación ~e lleva a cabo sobre los valores desconocidos del 
potencial <i>: y 1 a integración. sobre 1 as coordenadas do 1 os 
nodos. por lo que es vilido intercambiar las operaciones de 
vari aci Ón e i nteg raci Ón. 

Para realizar la variación, se hace la derivada parcial de la 
funci Ón i:1ª con respecto a cada uno de los potencial es t>,i . 

rara efectuar las integrales de superficie. se hace uso del 
teorema de Green para el plano: 

..[f (ac¡l/c)x- ar/Z>'l!)ch:cl-. • ~ (rdx + q,h) <II. 3. 3> 

Haciendo 1 a funci Ón P i dénti caml!!nte cero. 
siguiente expresión: 

se llega a la 

< II. 3. 4> 

De esta forma. las integrales de superficie que se plantean 
en la ec. ( l I. 3. 1) se transforman en una integral sobre el 
contorno del el ·~mento " e 
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Realizando las integraciones. haciendo todas 
simplificacior1es y fact,orizando en términos de <j,~, cpf 
<Ap.;;'ndi·~e II>, se llega a la expresión: 

e Ae e "e e "'e) o~e/~1-f • cr-e/AC Ct:,;. e/>;. t-7:.:.¡.,; +t._. 1'.l 

+ ¡<'Z /r'l l>e~e {'J.~~ + ~f -t $1<e) UI.3. 5>. 

donde K es la variable de la transformada de Fourier. ·~~ es 
le; conductividad del elemento " e"• t:i.e. es dos veces el area 
del triángulo e. " y además se han definido: 

ti¿ = (xf-x~)' + c~f-~~)'2 

t.~ . .. l x!-.i:Hl<:- ic!) + c~r-'f:~)(~:-~p ., ( Il. 3. b) 

t:~~ .. < )l~-xf)C1f->C~)+ <?.~-~f)l•f-1.J) 

siendo evidente que 

Unicamente se ¡:.resenta la ecuaci6n para la de1·i11ada parcial 
con respecto a 4>~ ya que la forma es igual para las otras dos 
parciales. ~nicamente intercambiando cíclicamente el sub!ndice ¿ 
por j y por K 

Para la segunda ecuación <ec. <II. 3. 2)), debido a la 
presencia de las funciones delta de Dirac, para la integración. 
Jn1camente se tiene que evaluar el integrando en los puntos x' , 
~· por lo que la expresión final para el t'rmino de Fuente. en 

un elemento sin fuente es cero, y en un elemento con fuente en su 
interior es: 

< II. 3. 7> 

1,e ~e. 
y las parciales con respecto a -v¡ y '-1'1• se 

intercambiando cCclicamente el sub!ndice ~ por l y por~-
obtienen 

A partir de las ecs. <II. 3. 5) y <II. 3. ·n, se construye el 
sistema global de ecuaciones. sumando las expresiones de las 
derivadas parciales con respecto al potencial en cada nodo, sobre 
todos los elementos "e• de la malla. e igualándolos a cero, se 
obtiene un sistema matricial del siguiente tipo: 



donde 

1í 
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5 C I I. 3. 8) 

es una matriz de dimensión Mi '1 donde M es el número 
total de nodos de la malla. Esta mat.riz contiene la 
informaci6n geom~trica de la malla, de las 
conductividades y la variable de transformación de 
Fourier < K >. 

es un vector de M componentes que contiene los valores 
desconocidos de los potenciales en cada nodo. 

es un vector- de M componentes que contiene la 
información de las fuentes de corriente y las 
condiciones de frontera de la malla. 
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1 l. 4 Erro1-o:s. 

Los errot-es que pu.,,dero aparecer en la :solucid'n de: cut<lquiet· 
problema por métodos numéricos son en go;,neral de dos tipos. d1) 
discreti zación y errores numéricos. 

Los errores de discretizaci6n son causados por el 
planteamiento del metod~ Para el caso de elementos Finitos son: 

a) La divisi&n que se hace del dominio de la funci6n A en 
elementos no es una representaci&n exacta del dominio 
f{:sic~ Esta aproximación so;, vuelvo;, mas precisa 
dividiendo el dominio en elementos irregulares. cada vez 
mas po:queños, Y• en el 1 fmi te cua~do el númo;,ro d.¡, 
elementos tiende a infinito y el tamaño de los mismos 
tiende a cero. la soluci6n obtenida serla la soluci6n 
analítica. 

b) La aproximación que se hace de 
medio de una funci~n lineal. 
que en el l{mite desaparecen. 
anal {ti ca. 

la función incógnita por 
introduce tambf e~ errores, 
obteniéndose la solución 

Los dos tipos de errores anteriores se pueden disminuir con 
un diseño adecuado de la malla. pero no pueden desaparecer, ya 
que existe un compromiso entre la densidad de puntos de la malla 
y el tiempo que toma resolver el problema. 

Los errores numéricos aparecen cuando se intenta resolver el 
problema utilizando computadoras. Debido a las características 
particulares de cada máquina, cuando se efectuan operaciones 
aritm,ticas con dos cantidades, se van cometiendo errores en la 
representación de las cifras menos significativas. que pueden 
finalmente, llevar a resultados muy diferentes de los esperados. 

C&tc tipo de errores se puede minimizar con un planteamiento 
y programación adecuados de todas las ecuaciones que intervengan 
en el ~roceso de soluci~n del problema. 
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CAPITULO III 

III. 1 11allas gcni::1·ales. 

Cn una malla general de elementos t'initos. los elementos en 
que se divide el dominio pueden ser de cualquier forma y tamaR~ 
este t1·abajo se restringe a mallas que tengan Únicamente 
elementos triangular•~S. 

Se ejemplificará la f'orma en la que se construye el sisten1a 
matricial 1T Ci> + 5 ~ C de la ec. CII. 3. 8). Para esto, se 
plantea la malla gene1·a1 dc:l dibujo III. 1. 1. 

18 

Dibujo III. l. 1 Malla general. 
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En esta malla los nodo;.> l. 11. 12, 18, 1·7, 16, 7 y b van a 
representar los nodos en la frontera del m¡delo con el medio 
exterior. y por lo tanto los valores dr" 4',. correspondi,;,ntes a 
estos nodos estarán dados e}:Ógenam,;,nte. Pa.-a los triángulos 
arriba de los nodos 1.2,3,4,5 y f:.., la int.o:.rfase ·~s aire. de aquí 
que se les asiqnen valores de conductividad iguales a cero. 
Debido a est~. no habr~ contribuciones de ellos al sistema 
matricial. 

Se desarrollari la derivada parcial total correspondiente a 
la ec. ( I I. 3. 5> para un sol o nodo. ·~l nodo 15, siendo el 
dcsarrol lo para los demas nodos i ntcri oi-es ( 10. 9, a. 2. 3, 4, 5, 13 y 
14> similar: 

,. " ) t,.,1"1/ (/J,.,, 

+ cr '"/A'º ( t.;:,,, 'Áa -1" t;,:. ~. t t.,~',. Q,,.) 

+- l<'/1~ !>ª' 11"'' (;i ~ 1"" :l ~ ) '+'•s iv,,. + .,.,, 

+o-.... /a" ( é H ..J' .. ~ •• .. 
1s11• '-PIS t t, ,, 17 Cf, 7 + é,,,,. tJ:>,6 ) 

+ !<.' /n. A ... 0-n (:l. ~•s 1- <$,, 1- $,.,) 

( 1I I. 1. 1) 
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En esta expr·esi&n 5e ha eliminado el super!ndice " e '' a la 
varial>le q,•e, ya que se trata de la suma global. 

Cabe hacer· notar que los t.érmin•:.s afectado:•s por 4',, y ~'' 
ser·án t.ér·mi nos independientes que irán a formar parte del vector 
5 

An~logamente repitiendo este desarrollo para todos los nodos 
interiores se puede construir un sistema matricial con una 
e;:;tructura como la mostrado en el dibujo III.l.2. 

n ~ s 
~ )( )( r )( 

X )( X X X X 
)( X X X X ~: 

X X X t X 
)( X X X X )( +>< =O X X X X X X ~.9 

X X X X 
. 
~10 )( 

X X X X ~13 X 
X X X X 4'14 )( 

.¡ X X 
1\ 
411!1 X 

Dibujo III. 1. 2 Estructura de la matriz resultante. 
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f~;i.r·a l~>:> .;,lem.;,nt•)S quo;, ·~ont.;,ngar1 fu8ntes de cc•rrir,,nte. se 
ut1li::a además, la .;,c. <II. 3. 7) y los términos ind'-'!pendientes 
corre3pondientes se 18 restan al vector de fuentes ~. 

La matri:: TT así formada. tiene varias .características 
interesantes que se pueden explotar para llagar a una soluci6n. 

En primer lugar. la matriz es poco densa y simétrica. por lo 
que es necesario g'nerar ~nicamenta la diagonal principal y el 
triángulo inferior o superior. Además. presenta una estructura 
definida que puede facilitar su almacenamiento en la memoria de 
una computadora. 

En el ejemplo planteado. los nodos de la malla se numeraron 
arbitrariamente. Sin embargo. si se cambia la numeraci6n. se 
obtiene una matriz con una estructura diferente. pero sigue 
conservando las características mencionadas anteriormente. 

Existen muchos problemas asociados a la gcneraci6n de mallas 
arbitrarias de elementos finitos. Los programas necesarios para 
generarlas resultan ser muy complicados debido a que tienen que 
crear todos y cada uno de los elementos con sus características 
geom{tricas y verificar que se tiene cubierto todo el espaci~ 
Además, para la generación de la matriz, se tienen que programar 
las ecuaciones originales sin ninguna simplificaci6n posible. es 
decir. accesando uno por uno todos los 8lementos. y sin poder 
factorizar t'rminos ya que todos son distintos entre si. debido a 
la irregularidad de la malla. 

Estos problemas. repercuten directamente en el tiempo d~ 

procesamiento requerido para resolver un problema dado. haciendo 
el m~todo costoso en la practica. 
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III. 2 Simplificaci•:•nes. 

La finalidad de ajustar modelos te~·icos a datos de campo de 
geo·-resistividad. encierra varias car·act.erí'sticas q•Je, por un 
lado, obligan a simplificar la malla y por otro lado relajan las 
condiciones ~~eométricas sobre la misma. Estas características 
son: 

al No se conocen. para el subsuelo ni la forma ni el 
tama~o de las distintas regiones que tienen la misma 
c onduc ti vi dad. 

bl Para cada arreglo de conductividades, se tienen que 
resolver varios sistemas de ecuaciones, 
correspondientes a los diferentes valores de la 
variable de transformación de Fourier. 

cl Antes de obtener la soluci6n final. se tiene que 
modificar varias veces el arreglo de conductividades, 
lo que implica volver a hacer todo el trabajo de 
generación y solución del sistema. 

Cl punto al permite que se pueda hacer una malla de forma 
regular. poniendo cuidado JnicamenLe en que la Finura de la mi~m~ 
~ea suficient~ para obtener resultados adecuados. 

Los puntos b) y el obligan a disefiar una malla 
la generación y solución del sistema mediante 
senci 11 o y sobre todo rápido. 

q•Je permi t.a 
un algoritmo 

Despu's de analizar varias posibilidades. se eligi~ el 
de malla que se ilustra en el dibujo 111.2. l: 

tipo 

Dibujo I I l. 2. l 11al la 1·egul ar seleccionada. 
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Este tipo de malla tiene las siguientes caracterCsticas: 

a) Las á1·eas de todos los triángulos son iguales, por 
1 o que lie. " ll y se produce una primera 
simplificación en las ecuaciones. 

b) Solamente existen dos tipos de nodos en toda la 
mal la a 1 os que se ha llamado nodo tipo " A" y nodo 
tipo "B" 

7 6 

Dibujo III. 2. 2 Nodo tipo A y nodo tipo B. 

Con esta simplificación, además se logra que los elementos 
de la matriz iÍ estén dados por dos tipos de ecuaciones muy 
sencillas, apareciendo como casos particulares los nodos de las 
fronteras. 

Haciendo uso de la notación implícita en el dibujo III. 2. 2, 
las conductividades se numeran con dos Índices, el primero 
correspondiente al nodo superior izquierdo al elemento y el 
segunde• con: 

"1" si el elemento se encuentra en la parte superio~ 

"2" si se encuentra en la parte inferior. 
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Las ecuaciones para los dos tipos de nodos quedan expresadas 
de la siguient.e forma: 

Nodo tipo "A" 

+ <- 1 + k'- A 1•7.) [e ir. .. +<í~ •• ~ d>~ -r e CJ7,, +cr~..> ~" 

C I I I. 2. 1 > 

Nodo tipo "B" 

CIII. 2. 2> 



47 

Las simplificaciones mencionadas, permiten aenerar las 
matrices y vectores asociados al problema. de una f~rma rlpida y 
eficient.e. Ad·~más. permi t . .;,n al us•Jario tener una idea muy o:lara 
de la dist.1-ibucio'r1 ,d~ conductividades d"ntro del modelo y su 
relación al ·~spacio f1s1•:0 q•Je se pretende modelar. 

La numeraci6n elegida para los elementos y nodo5 de la 
malla, (ejemplificada er1 el dibujo III. 2. l para una malla de 48 
nodos), produce una estructura para la matriz lf que se muestra 
en el dibujo III. 2. 3: 

** ** 
*** * **•11- ·ll-·11-* 

*11-* * 
*** *** 
** * 

·11- ** * 
*il•* *** *** 

* *** * 
*** *·11-* *** 

* *** * 
** ** ** 

** ** ** 
* ***• * 
*** ·:1-** ·11-** 

* *** * 
*** *** 

* ** 
* *** 

·11-

*** 
·11-

il•* 

•·IHI-

* 
** 
*** 
*** 

*** 
*** 

** 
** 
* 
~** 

* 
*** 

* 

* 
*** 

* 
*** 

* 
** 

** 
*** 

·ll-·11-* 
*** 

·11-** 
*-H• 

* 
*** 

* 
*** 

* 
** 

** 
* *** 

* *** 
* 

** * 
**•* *** 

*** * 
*** *il·lt 

*** * 
-IH• ** 

•:1-* ** 
* *** 
*** iHH• 

* lHI•* 

** 
* *** 

Dibujo III. ~ 3 ~structura de la matriz correspondiente 
a una malla regular. 
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Esta estructura, se aprovecharl postet·iormente para la 
1·esoluci6n del sistema de ecuaciones y para el almac~namiento de 
la matriz dentro de la computadora. 
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III. 3 Algoritmos de solución. 

~l método de elementos finitos. presenta la característica 
muy importante, de que las matrices asociadas a un planteamiento 
de este tipo siempre son positivas definidas CAlan Oeorge, Joseph 
W. Li u C6 > >. 

Esta particularidad del método. 
una factori zaci ón Chol esky. para 
ecuaciones lineales simultaneas. 

permite la utilizaci6n de 
la solución de un sistema de 

La factorización, consiste en lo siguiente: 

Se tiene un sistema lineal de ecuaciones simultaneas, 
en forma matricial se escribe como: 

que, 

U X· b < III. 3. 1> 

donde í( es el vector de i ncÓgni tas x¿ , b es· él voctor de 
términos independientes y U es la matriz asociada al sistema, 
que debe ser simétrica y positiva definida. 

Cl m'todo de Cholesky 
matriz U en dos matrices L 

encuentra 
y L ... : 

una factorizac.i6n de la 

(llI. 3. 2) 

La matriz L , es triangular inferior o superior y la matriz 
L~ es la matriz transpuesta de L 

Con esta factorización, 
transforma en : 

L L-c ~ • b 

el 

Para la solución del sistema. 
auxiliares de ecuaciones lineales: 

Lt: x ·Y LY=- b 

sistema de ecs. ( 11 l. 3. l> se 

e III. 3. 3) 

se construyen dos sistemas 

e 1 II. 3. 4 l 

Este par de sistemas auxiliares, se_ resuelve por 
sus ti tuci ón. empr,zando por el segundo ( L ~:. b > y una vez 
obtenidos los valores de las C•)mponentes del vector ~ se 
resuelve por sustitución el primer sistema C L~-~ ~ ), 
obteniéndose los valores de las incógnitas originales ic.: 
<componentes del vector i >. 



El mJt.i:ido d.:~ fa1:.t.ot·i:.::a1!id'n Cholt?.sky. permit.1Z! ad~1T1á::J, 
,-.,,:~olver- el :;.isten1a de n1ane1·a seccior1ada, por lo qu.;,, la 
r·esoluci.::'n o::1.,1 sistema de .;,cuacic•nes puede llegar a 1-equerir una 
pequeña cantidad de memoria. aún para sist·~mas muy grand.;;::;, (Op. 
Cit. C6> l. 
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I I I. 4 R.;,greso al dominio del 8:Spaci o. 

La soluci~n de los sistemas matriciales de la secci6n 
anterior proporciona los valor.;,s del potencial transformado a 
diferentes números de onda I< , para cada ur10 de los nodos de la 
malla. 

E"l valor del potencial <P en el espacio real. para un punto 
de la malla. se obtiene haciendo una transFormaci6n inversa de 
Fouri er. de la sigui ente Forma: 

< I I l. 4. 11 

El dibujo I II. 4. 1 representa la distribución de potencial 
! transformado para un punto de la malla 

0.006 l.& 2.0 K 

Dibujo III. 4. l Representación .Je potE:nciales 
transformados. 
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Para eFe~tuar la transformacidn inversa de Fourier. Je los 
puntos mostrados en el dibujo an1..i::riot·. es necesc.1·io ajustar •Jr1a 
curva que facilite el calculo de la integral de transformaci&n. 

Los valo1·es de potencial así obtenidos. se usarán p<.wa 
·~alculat· resist,ividad'.:s apar•3ntes. El concepto de resistividad 
aparente considera impl{citamente al medio heterog6neo como un 
medie• homogénec• para cada separación electr6.:li;;.a. Se propone 
consider·ar dicho ITlQdelo homog;;'neo desde el dominio de las 
t'recuenclas. 

La soluci6n analítica en el espacio transformado para un 
s.;,ml espacio h•)mogéneo < apé'ndic.;, I I I). cor1 fuentes internas. es 
una suma de ~ (funciones modificadas de bessel de orden cero>. 
Esta es la raz6n por la cual se utiliz6 una suma de dos de astas 
funciones para ajustar los puntos del potencial transformad~ 

donde a.. y b son los coeficientes del ajuste. x 
la posici&n del punto a transformar. ~ ~: ~ 
posiciones de la fuente y sumidero, y K el valor de 
de transformaci Ón de Fouri er. 

C I I I. 4. 2 > 

y ~ 

y z~ las 
la variable 

Haciendo un ajuste por el m'todo de 
obtienen los valores de los par,metros ~ 

mlnimos 
y b. 

cuadrados. se 

Cl valor del potencial q, en el dominio del espacio se 
cal·~ulaintegrandolaec. CllI.4.2>. comoseindic.a en la ec. 
<111.4.ll. La ec. CIII.4.3) indica el resultado de esta 
operad efn. 

cP (X' o, "é) 
e II I. 4. 3l 

En el e.aso de que se deséen calcular distribuciones 
superficiales de potencial. es posible que el procedimiento antes 
descrito no sea el m.;,jor. Sin embargo. ya que siempre sera 
necesario ajustar algJn tipo de curva a los potenciales 
transformados, se piensa que el comportamiento de las Funcionas 
K0 , como funcior1es de ajuste dará' bueno::. resultados. 

Con los m'todos geollctricos de exploraci&n usualmente se 
toman lecturas de potencial en la superficie del terren~ Es por 
esta r·azó'n que el sistema computa•~ic•nal. solo efect.Úa la 
transformaciin inversa de Fourier para los puntos o nodos de la 
super fi ci e del model ,,, obteni é'ndose así' un ahorro en el t.i empc• de 
procesamiento. 



111. 5 Explicaci&n del funcionamiento del sistema 
c ompu taci ona l. 

5:;: 

problema prá'cti co 
para implementar un 

positivas definidas. 
que se obtienen en el 

En esta sección se discute el 
computac.i onal, que es necesario resol ver 
sistema que sea capaz de resolver matrices 
poco do::nsas y muy grandes. como las 
desarTollo de este tr·abajo. 

Se describen las estructuras de datos que se usan para 
almacenar las matrices. as{ como los algoritmos que se 
implementan. Debido al tamaño de los sistemas de ec.uaci ones que 
aparee.en, es necesario diseRar algoritmos que sean eficientes 
para calcular la soluci&n de los mismos, y que se puedan 
programar de tal forma que al ejecutarse hagan uso 6nicamente de 
una pequena sección de la memoria del computador. Tambi'n es 
necesario pensar que los programas no deben ser mu,y grandes en si 
mismos, ya que esto consumiría la memoria de la maquina. 

El sistema que 
secciones principales. 

se impl ement6, es ta di vi di do 
ejecutables independientemente. 

en cinco 
que son: 

a) Módulo de creación de archivos. 

bl Módulo de 9enerac1on y modificación de los datos 
del modelo. 

cl Módulo que calcula la soluci6n numérica del modelo. 

dl Módulo que calcula tablas de resistividad aparente. 

el Módulo de impresión de los datos del modelo. 

La primera secci6n Ca) se puede considerar como un conjunto 
de programas de utiler(a. Se encargan de crear, dentro de la 
máquina y muy especialmente en las unidades de almacenamiento 
masivo de datos. las condiciones necesarias que permitan la 
resol uci Ón y almacenamiento posterior de los parámetros y 
soluciones a un modelo dado. Los modelos que se resuelven. se 
i denti fi can con un nombre, proporcionado por ·~l usuario. Este 
nombre. toma las funciones de un apel 1 ido, para los diferentes 
archivos en los que se almacenan: sistemas de ecuaciones. 
conducti vi da des del modelo. sus parámetros < i. e. tamaño. 
parámetros de sec•:ionamiento, etc. y soluciones, ya sea de 
potenciales y/o de resistividades aparente~ 

En la 
modalidad es; 

sección b), el sistema permi·t.e 
de ct·eaci Ón y de modi fi caci Ón. 

operar en dos 

En 1 a modalidad de ct·eaci ,fo, 1 os programas reciben del 
u~uario todos los datos del modelo que se desea analizar. y los 
almacenan de una manera eficiente en los archivos creados en la 
secci Ón a>. 



En la modal1dad de mod1ficacio::"n, 
de •Jn modelo creado con ante1·ioridad, 
datos c.01·respondiantes. 
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se permite la modifica·~iÓn 
alterindose los archivos de 

En esta secci&n. se crea tambi'n la matriz asociada al 
problema. alrnaceníndose bajo una estructura de datos que permite 
reali:::a1· manejos eficientes en el momento de resolYer el modelo. 
La estructura de datos. se explicará mas ad•üante. 

Dentro del m6dulo c.), se 1·esuelve p1·opiamente el modelo. Se 
efect~an aqu(, las factorizaciones Cholesky. para los diferentes 
val ore:;; de muest1·eo del parámetro t< , de la transformada de 
Fourier; se efect~an las sustituciones para obtener los 
potenciales en el dominio de las frecuencias y¡ se calculan los 
potenciales en el dominio del espacio. para los nodos sobre la 
superficie del model~ En el caso de que se est' analizando un 
model •) homogéne.o. se calcula. la soluc.i Ón anal~ ti ca. y s"' ob ti encn 
las estad!stic.as necesarias para establecer una comparaciGn entre 
lo:•s 1-."sul tados num.{ri·~os y analíticos. 

Debido al carie.ter general de la implementaci6n del sistema. 
su capacidad para manejar modelos de tamaños m•.Jy dis!miles. y por 
otro lado. las restricciones al tamaño de la memoria central 
disponible en diferentes computadoras. se realizan todos los 
cálculos de una manera seccionada. sujetos a las restricciones de 
memoria disponible. 

Si el sistema se utiliza para interpretaci6n de datos de 
e.ampo, debe ejecutar el módulo d>. En este modulo. se cal•:.ulan 
Ya.lores de resistiYidad aparente. para diferentes posiciones de 
las f'u.:.ntes de corriente, para c.ornparaciÓn c.on los valores 
obtenidos a partir de los datos de campo. 

El módulo e) 
permite 
dado. 

extraer 
es ur. módulo 
y reportar 

de programas,, de utiler(a, que 
todos los parametros de un modelo 

Pa1·a el manejo de estos módulos. se hizo un programa. que 
pregunta cual es el m6dulo que se desea ejecuta~ Es posible 
trabajar con c.ualquiera de los m6'dulos. en cualquier orden, ya 
que son completamente independiente~ Tambien es posible 
trabajar con distintos modelos al mismo tiempo dentro del 
sistema. 

Cornputacior.almente hablando. la parte central del sistema la 
e.oros ti t•.Jyo;, la estructura de datos que se utiliza. Esta, se 
diseño de tal manera, que permita una flexibilidad absoluta en el 
mar1.;,jo de la información. en c.uanto a posibilidades d~ 
secc.ionamiento de la misma. 



Las matrices resultantes del planteamiento de elementos 
finitos para el modelo que se desarrolla, son poco densas y con 
una estruct•Jt-a conocida t'i ja. Para lograr un bu.;,n sist.ema, es 
necesario hacer uso de estas propiedades. que s~ aprovechan de la 
siguiente man•=ra. 

Cada una de las matrices se almacena en una estructura 
como la que se muestra en el dibujo I 1 l. 5. !. 

4 5 o 3 8 

5 1 o 2 3 

.1 2 3 5 2 

o o 3 3 2 8 o 
3 2 5 2 8 4 o 

8 4 2 3 
3 e 2 4 

2 3 5 

OIAG 

023828431200 

5 8 7 11 9 IO 11 12 13 14 IS 18 17 

XLNZ 

l • la l s l 1ol12l13 l 1tsl 1el111 I 
COL 

Dibujo 1 I I. ó. l Estructura de datos empleada. 
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La diagonal de la matriz se guarda en el arreglo DIAO. Como 
la matriz es simltrica, solo es necesario almacenar la parte 
inferior o superior de la misma 

En el arreglo LNZ se acumulan las columnas de la parte 
infer-i•)r de la matriz, una despues de la otra como se obser·va en 
el dibuj~ El arreglo XLNZ se usa para indicar en que palabra 
del arreglo LNZ comienza cada una de las columnas de la matriz, 
es decir, la primer palabra de XLNZ, siempre deberá tener un 
numero "l", ya que, la primera ·~c·lumna de la matriz, siempre 
deber-a estar almacenada a partir de la primera palabra de LNZ. La 
segunda palabra de XLNZ debe indicar. en que palabra da LNZ 
aparee.e el primer elemento de la segunda columna de la matriz, 
e te e ter a. 

En la primera palabra del arreglo auxiliar COL se almacena 
el n•Ímero de la yrimera columna distinta de e.ero. que aparee.e en 
el primer renglon. La segunda palabra de COL, contiene el número 
de la primera columna distinta de e.ero del segundo renglón. y asi 
sucesivamente. 

El lado derecho del sistema de ecuaciones se almacena en el 
arreglo RHS. 

Es ta forma de almacenamiento, permite programar 1 a rutina de 
factorizac.iÓn Choleshy Y• las de sustitución. de una forma 
eficiente y rápida, porque se evitan al maximo las operaciones 
aritméticas innecesarias, y se usa solo la memoria que en algún 
momento del proceso. contendrá' elementos distintos de e.ero. 

Para segmentar una matriz, se almacena una sec.c.i Ón, en una 
estructura .como la dese.rita. y la siguiente sección en otra. 
hasta que se tenga toda la matriz guardada. 

Dentro de la máquina. cuando se genere el sistema de 
ecuaciones. se tendra una sección a la vez y cuando se resuelva 
$El tendran dos secciones a un mismo tiempo. 

La generación de las secciones. se hace de una manera 
secuencial. y una vez que se ha completado una de el las. se 
esc.ri be a di se.o, hasta que toda 1 a matriz haya si do generada. 

La factorización de la matriz, se hace trayendo de disco, 
secciones sucesivas de la misma. de tal manera que siempre csten 
al mismo tiempo en memoria. dos secciones. Una vez que se ha 
terminado de factorizar una sección, se manda a disco. y se trae 
la sig•Jiente, en el espacio que ocupaba la que se mando a disco. 
Para no copiar una estructura en otra en la memoria de la 
maquina. se llaman las rutinas de factorizació'n y susti tuci&'n, 
entre paso y paso. intercambiando sus argumentos (cada argument•)• 
corresponde a cada una de las estructuras). 



La 
obt.i ene. 
siempre 

eficienc.ia, en lrl •Jtilizacio"f-1 del 
se.;imentando la i nformaciC:'n de tal 
la- mÍxima cantidad posible de 

.. ~spac.i o d~ rnem•:·t·i a, ::iB 

forma que se ocup~ 

memoria disponible. 

Un ejemplo de est.o. se tiene al v<:t" que es po:::;ibl.;, 
fac.torizar una matriz de 3600 X 3600. tanto con lOK de 
memoria comod. cfon 4tOK. ma'qLui?nasc.ual poet·mite,. ejecut~r. estdo: 
programas en 1 eren es con un numero m1n1mo ª 
modifica c. iones. 



C<)I-' l TLILO 1 V 

Cumparaci&n contra modelos con soluci6n analitica. 

IV. J. Comparac.i'5n en el domini•::. de las fr.;ic.uenc.ias y del 
espacio contra modelos homog,neos. 

La solución para un model•' homog•5neo. <r.:isistividades 
iguales en todo el e:spac.io>. se c.or1oc.e analíticamente <Ap6ndice 
III>. Las pruabas para el sistema ~e realizaron con modelos 
homogéneos, ~·ot·que existe la posibilidad de hacer c.ornparac.i ones 
prec.isas. 

Se hicieron mue.has p~uebas con modelos de diferentes 
tamafios. valores del numero de onda K y valores da 
conductividad. Los resultados, en todos los casos fue1·on muy 
semejantes. en cuanto a las desviaciones respecto a la soluci'n 
anal (ti e.a. por lo que. aqu{ sol o se presentan resulta dos para un 
modelo considerado como tí' pi e.o. 

El modelo que se presenta tiene las siguientes 
características: 

a> 80 nodos en sentido horizontal. 

b> 30 nodos en sentido vertical. 

e> Separac.i Ón de O. 1266 metros entre nodo y nodo de la 
mal la. 

d) Un valor den 006 para el numero de onda (dominio de las 
frecuencias). 

e> Una fuente y un sumidero de corriente. colocados a poca 
profundidad, eq•Jidistantes al e.entro del modelo a una 
distancia de O. 5 metros, con valores de intensidad de 
corriente de 1 y -1 amperes respectivamente. 

f) Una conductividad de 1 rnho-rnetro correspondiente a una 
resistividad de 1 ohm-meLr~ 

ra1·a estable e.et" 
potencial. calc.•Jlados 
~istema computacional. 
estadísticas. 

la c.omparació'n ent1·e los valores de 
anaJ.lticamente y los proporcionados por el 
se definieron los siguientes errores y 

valor calculado 
Error porcentual 1.0 -

valor te6rico 



Er·ror porcentual mlximo= 
, . 

max1m•) error val •:01· 

absolut•) 

EtT•)t· pon:entual , . " . porcentual en valor m1n1mo= m1n1mo error 

Error porcentual medio 

Desviaci&n standard 

absoluto 

promedio de los errores 
porcentuales 

desviaci6n standard Je los arro~es 
porcentuales 

En la tabla IV. l. 1 se pro:;sentan estas estad(st.b:a:;., 
calculadas. en el dominio de las frecuencias. para todós los 
nodos de la malla y para el valor del numero de onda menclo~ado 
en el inciso d> de la caracterizaci&n del modelo: 

TABLA IV . .l. 1 

Estadística 

Error Y. 
máximo 

~rror Y. , . 
m1n1mo 

Error Y. 
medio 

Desviación 
standard 

l'lé:lla Con1pleta 

O. 732371 E -01 

o. 652194 i: -oe 

-o. 210304 E" .-03 

o. 102084 E" ·-04 

En la tabla IV. l. 2 se presentan estas estadí'sticas. 
calo::.•Jladas en el dominio del espacio, para los n•)dos en la 
superficie del modelo. Como .se mencionó en el capitulo anterior·. 
los valo1·es de potencial calculados en estos nodos son los que se 
utilizan para calcular la resistividad aparente y por ende para 
realizar la interpretao::.i~n de datos de camp~ 



TABL~\ IV. !. 2 

Estadística 

Errot· /. 
máximo 

Error /. , . 
m111.imo 

error /. 
medio 

Desviaci 6n 
standard 

60 

Nodos de Superficie 

O. 841.117 E -01 

o. 197477}c•'"-"Ó4 

o. 130200 e -02 

O. 306000 E -03 

Como se observa en las tc:bla:!E. ante1·iores <tabla IV. l. 1 y 
tabla IV. 1. 2>. los errores :.;on lo s•Jficientemente peq•Jeños que 
permiten concluir que el si:!E.tema con1putacional proporciona 
resultados numéricos que son ba::>tante ·~onfiables. 

En un modelo hc•mogé'nco. se sabe que el valot· de la 
resistividad aparente. calculada para cualquier scparaci&n 
electrÓdica es igual al valor de la 1·esistividad del medio. En 
la tablar~ 1.3 se presentan los valores de resistividad aparenta 
calculados a dife1·entes sepa1·aciones electrÓdicas pa1·a un modelo 
homogéneo de resistividad igual a 1 ohm-metro. 



lAt::LA IV. l. :3 

CORnIENTE INYECTADA 
SEPARACION ENTRE NODOS 
NUMERO DE NODOS HORIZONTAL~S 
NUMERO DE NODOS VEffT I CALE:::; 
NllMEROS DE ONDA USADOS 

bl 

1. O ampe1't=s 
O. 1266 m·~tros 
8(1 

30 
O. OOb, CI. 5 
1. o. 1. 5, 2. o 

POSICION DEL CENTRO DE LOS 
ARREGLOS DE CORRIENTE Y POTENCIAL 
CONDUCTIVIDAD DEL MEDIO HOMOGENEO 

S.0007 metros 
1. O mho-metro 

ARREGLO SCHLUMBERGER 

SEPARACION ENTRE ELECTRODOS RESISTIVIDAD APARENTE 
<metros> (ohms-metro> 

AB/2 MN/2 

o. 5 0.01 1. 013795 
1. o O. 01 1. 003787 
1. 5 O. 01 1. 001713 
2. o 0.01 1. 000969 
(l. 5 0.02 1. 012698 
l. o o. 02 1. 003496 
l. 5 o. 02 1. 001581 
2. o o. 02 1. 000895 
0.5 O.Ob 1. 001431 
l. o o. 06 l. 000394 
l. 5 0.0b 1. 000178 
2.0 o. 06 1. 000101 
0.5 º· 10 l. 046502 
1. o o. 10 1. 0117"29 
1. 5 O. 10 l. 005197 
2.0 º· 10 1. 002919 
o. 5 o. 20 1. 023417 
l. o o. 20 l. 004b57 
l. 5 o. 20 1. 001945 
2. o o. 20 l. 001070 
1. o o. 60 1. 024b27 
l. 5 o. 60 l. OObl~O 
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En la tabla ant..;,r·i•)t- <tabla IV. 1. 3), so;, obs·~rva q•Jo;, s·~ ti.¡,n.;, 
un e1-r-c·1- máxi1110 dE<l 4. l· :1~ sob1·e el valor esper-ado dE< r.;,.si.stividad 
apar-ent.;, < l ot.111--111.;,trco). El .;,rr·or· máxime• tol erabl.;, .;,n mcdi .Ja:s d:~ 
campo es d.;,l 10 x. con lo que ~u concluye quo;, el sistema 
proporciona valores de resistividad aparente con "'rror·es 
inferiores a los maximos tolerables. • 

Aqui. cabe ha•::.·~r nc•tar ,que t•)dos estc•s res•Jl ta dos 
obtuvieron ut.ili2ando precision simple en una 
Burroughs 87800 con un tama?ío de pal abra do;, 48 bits. 
similares en cuanto a precisión se obtuvieron en una 
Univac 1100/80 con tamano de palabra de 32 bit~ 

computadora 
Resultados 

computado1·a 



CAt:· r TULO V 

t;pll ·::~·:iÓr. Geofísica. 

V. 1 Obtenci&n ~e la resistividad aparent~ 

Una vez calculados los valores del potencial • en el 
dominio del e3pacio. el siguiente paso consiste en calcular el 
parámet1·0 conocido como resist,ividad apar¡;,ntc. definido en el 
•:ap(tul•:o I. sec•:iÓn 2 (l. 2>. 

En ese mismo cap(tulo, se bosquejaron varios tipos de 
a1·reglos electr&dicos. a3{ como las formulas asociadas pdra el 
~alculo de la resistividad aparente. En el marco de los 
desat·rollos de este trabajo. la resistividad aparente deba 
obtene~se de una manera diferente. debido a que las fuentes de 
corriente se suponen localizadas a cierta profundidad <ecs. 
< I. 5. 6) y e l. 5. 7 > >. Para est¡;, cálculo. se uti 1 iza el "rnlítodo de 
imagen.;,s", de la teoría electr~·magn;f;tica. 

La situación de campo. que se tiene pa1·a un arreglo colineal 
arbitrario, se mu·~stra en el dibujo V. l. 1: 

/J.• 
l:!.V 

J ~ •B' 

A• M N •B 
1 ~ 

r 

Dibujo V. 1. 1 An·eglo electró'dico colineal de campo. 

donde A y e. sc•n las posicion.;,s de los electrodos de 
corri.,,nte. A' y C>' son las posiciones de las imágenes de las 
·f'•Jento;:s de corriente Y• r-1 y N sr.•n las posi ci or1es de los 
electrodos de potencial. 



De acuerdo a lo anterior la resistividdd aparente queda 
e xpr e:&a d<1 como: 

<V. 1. 1) 

_, 
-1 /Ñ7\- ljÑil• .,.. l/Ñl> +- '/N•.J fiV .. ., /IA• 

Dentro de los lÍmitas de este trabajo solo se consideran 
superficies de interfase planas. por lo que. del dibujo V. 1. 1. se 
tiene que las distancias de los electrodos de potencial a las 
fuentes y fuentes imagen son iguales entre s{, de donde la ec. 
<V. 1. 1 > se reduce a: 

/',. • 'l Tf [ l /Mit- l /M& -1/FJñ +-1 /N1l
1 

/J.. V,..,. /Il'IB <V. 1. 2> 

Esta es la fórmula empleada para calcular resistiviJade~ 
aparentes para las curvas de SEV de la siguiente sección. 



V. 2 Obteno:i Ón de curvas de SEV. 

L as curvas de sondeo el éc t1·i co ver ti cal. provenientes d'°" 
datos de campo. contienan los valores de resistividad aparente 
graficados contra diferentes separaciones entre electrodos de 
corriente. 

Para pod.;,r comparat· los modelos teóricos con las cu1·vas de 
campo, en el caso de SEV. el sis t·~ma r·~qui ·~re que se le 
proporcionen: la apertura y posic1on de los electrodos de 
potencial, asi como las aperturas y posiciones sucesivas Ja los 
electrodos de corriente. Se calculan entonces. para una 
distribución de conductividades. los diferentes valores de la 
resistividad aparente. 

El sist·~ma. tal como se presenta aquí'. solamente puede 
considerar un "bloque" heterog.{neo. inmerso en un medí•• 
homogéneo, ya que las condiciones en la ft·ontera que se calculan 
son para un modo;,l•• homog.{n.;,o. 

Para ejemplificar el uso del sistema a situaciones reale~ de 
campo. se presenta la siguiente tabla <tabla <V.2.1)), quo;. 
corresponde a una malla de 30 X 80 punto;;., con una separación 
entre nodos sucesivos d-= la malla de O. 1266 metros. La 
dist1·ibucio'n de conductividades pa1·a este modelo, corresponde a 
un modelo de 4 capas hori zo:•ntal -.:s. inmersas ·~ro un me di o homog~ne•) 
de conductividad 1. O mho-metr~ Las conductividades y espesores 
de las capas son los siguio:ntes <Nota: los espo:sores de las capas 
se ajustan de acuerdo con la distancia entre nodos): 

En 1 a tabla V. 2. 1. también s.;, preso:ntan los val ores de 
potencial para la superficie. la primer columna muestra los 
valores calculados con el sistema. y la segunda los valores 
calculados anal{ticamante. para un modelo de capas de dimensiones 
horizontales infinitas. 



NODO 

1 
2 
3 
4 

6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 

36 
37 
38 
39 
40 

Tabla V. 2. 1 

CAí'A RESISTIVIDAD 
<ohm-metro> 

f::"SPE'SOR 
<metros> 

1 
2 
3 
4 

(1, 1 
o. 5 
o. 001 
1. o 

1. 1394 
1. 2660 
1. 1394 
INFINITO 

POTENCIAL 
<volts> 

ELEMENTOS FINITOS 

0.006379 
0.010205 
o. 013953 
0.017S92 
0.021450 
0.025308 
o. 029292 
o. 033499 
0.037959 
o. 042798 
0.048053 
0.053896 
o. 060384 
o. 067755 
0.076101 
o. 085768 
o. 096915 
o. 110052 
o. 125457 
o. 143922 
o. 165934 
o. 192777 
o. 225341 
o. 265823 
o. 315935 
o. 379717 
o. 460773 
o. 567320 
o. 707997 
o. 902258 
l. 175318 
1. 585424 
2. 231450 
3. 367672 
5. 602160 

10. 558646 
12. 659802 

5. 102·15::.~ 
2. 608238 
O. 782879 

66 

ANALITICO 

o. 043431 
O. 044968 
O. 046650 
o. 048501 
o. 050547 
o. 052821 
O. 055363 
o. 058220 
o. 061449 
o. 065119 
o. 069314 
o. 074138 
o. 079716 
O. 086203 
o. 093790 
O. 10271~5 
o. 113273 
o. 125836 
o. 140973 
o. 158982 
o. 180929 
o. 207711 
o. 240640 
O. 281466 
o. 332575 
o. 397290 
o. 480368 
o. 588856 
O. 733641 
o. 932434 
1. 216048 
l. 64:30'27 
2. 339189 
3. 630622 
6. 692450 

21. 273818 
26. 224862 

6. 681069 
2. 799171 
o. 810248 
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Los resultados presentados en la tabla antarior no son 
pe1·fectamen1,e compat·ables. debido a que los modelos no son 
iguale~ Uno es un modelo de capas inmerso en un medio 
homogéneo. y el ot1·0 es un modelo de capas i nfi ni tas. El efecto 
de estas diferencias se puede observar cerca de las fronteras del 
modelo. Las fuentes del modelo de elementos finitos astan dentro 
de la primera capa. mientras que las fuentes del segundo astan en 
la superfici& Estas diferencias se observan en el hecho de que 
el potencial calculado con el sistema siempre es un poco menor 
que el del modelo analftico. Solo se muestran los valores de 
potencial para posiciones desde la frontera al centro del modelo, 
porque este es simétrico. 

A continuaci6'n, se presentan dos tabla::; 
aparente, para dos modelos diferentes de capas: 

de 1·esistividad 



Tabla V. 2. 2 

Primer modelo 

cor-RIENTE INY~CTADA 
SEPARACION ENTRE NODOS 
NUMEl10 DE NODOS HORIZONTALES 
NUMERO DE NODOS VERTICALES 
NUMEROS DE ONDA USADOS 
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1. O amperes 
O. 126b metros 
80 
30 
o. 0061 o. 5 
l. o. l. 5, 2. o 

POSICION DEL CENTRO DE LOS 
ARREGLOS DE CORRIENTE Y POTENCIAL 5. 0007 metros 

CAPA 

1 
2 

ARREGLO SCHLUMBERGER 

RESISTIVIDAD 
e ohms-metro) 

1. o 
º· l 

ESPESOR 
Cmotros> 

1. 7724 
INFINITO 

RESISTIVIDAD DEL MEDIO HOMOOENCO O. 1 ohms-metro 

SEPARACION ENTRE ELECTRODOS RESISTIVIDAD APARENTE 
<metro:!>) <ohms-metro> 

AB/2 MN/2 

o. 5 o. 01 1. 016854 
l. o o. 01 o. 975693 
l. 5 o. 01 o. 907104 
2. o o. 01 0.813576 
o. 5 o. 02 1. 015793 
1. o o. 02 0.975411 
1. 5 0.02 o. 906985 
2. o o. 02 o. 81351~ 
o. 5 o. 06 1. 004492 
1. o o. 06 o. 972396 
1. 5 o. 06 0.905715 
2. o 0.06 0.812870 
o. 5 o. 10 1. 0470:35 
l. o o. 10 o. 984049 
1. 5 o. 10 o. 911096 
2. o o. 10 o. 816122 
o. 5 0.20 l. 019766 
1. o 0.20 o. 977961 
1. 5 0.20 o. •;109210 
2. o 0.20 O. 81583B 
1. o 0.60 l. 005942 
l. 5 o. 60 o. 928121 
2.0 0.60 o. 834706 



Tabla V. 2. :3 

Segundo modelo 

CORRI~NTE INY~CTADA 

SEPARAClON ENTRE NODOS 
NUMERO DE NODOS HOJiIZONTALES 
NUMERO DE NODOS VERTICALES 
NUMEnos DE ONDA USADOS 

1. O amperes 
O. 1266 metros 
80 
30 
o. 006. o. :::; 
1. o. 1. 5, 2. o 

POSICION DEL CENTRO DE LOS 
ARREGLOS DE CORRIENTE Y POTENCIAL 5. 0007 metros 

ARREGLO SCHLUMBERGER 

CAPA RESISTIVIDAD ESPESOR 
<ohms-metro> (metros> 

1 10. o 1. 1394 
2 2. o l. 2660 
3 1000. o 1. 2660 
4 l. o INFINITO 

RESISTIVIDAD DEL MEDIO HOMOGENEO l. O ohms-metro 

SEPARACION ENTRE ELECTRODOS RESISTIVIDAD APARENTE 
(metros> < ohms-met.ro> 

AB/2 MN/2 

0.5 0.01 10. 051505 
l. o o. 01 9. 2417l4 
1. 5 o. 01 8.084221 
2.0 o. 01 6. 90474:3 
(1, 5 o. 02 10. 041021 
1.0 o. 02 9.23903/ 
l. 5 o. 02 8.083160 
2. o o. 02 6.904230 
0.5 O. Oó 9.929310 
l. o o. 06 9. 2104l·30 
1. 5 0.06 8. 071840 
2. o O. 06 6. 8987~4 
o. 5 o. 10 10. 354539 
l. o o. 10 9. 329485 
1. 5 o. 10 8. 128559 
2. o o. 10 6. 93221'2. 
o. 5 o. 20 10. 090042 
l. o o. 20 9. 28261'~ 
1. 5 o. 20 8. 1228(12 
'2. (1 o. 20 6. 93725:3 
1. o o. 60 9. 690889 
l. 5 o. 60 E:. 449027 
2. (1 o. 60 7. 207599 
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CONCLU:; IONES. 

En este trabajo se ha presentado una metodología para el 
.:.ál.:.ulo de pot.enciales eléc.triO:.•)S y r•~sistividado::s apat·ente-s ~n 
madi o;, que p r eser• tan he t°" rog en e i dado:.s. ta rito latera 1 es como a 
profundidad, d"' la propiedad cond•Jctora do::l subs1.1ial o. 

Debido a que el objetivo es utilizarla para la 
interpretaci6n de datos do campo de 900-resistividad, para 
acele1·ar el proc.eso de cálculo. se< introduce una innovaci'~n que 
consiste en discrotizar el medio de una Forma regular. Esta idea 
$UrgiG del hecho de que es imposible< definir a priori la forma de 
las estructuras del subsuelo. 

La implcmentaci&n do:. esta 
una estructura de programas 
forma que incremente las 
di se.re ti zac.i Ón. Además, "'l 
programas esta pensado para que 
tipo de computadoras. 

metodología se logra a trave's de 
de computadot·a, di seña da de tal 

ventajas obtenidas por la 
dise'?ío de esta estructura de 

pueda ser utilizado en cualquier 

rara a~egurar la bondad del sistema computacional propuesto 
se hacen comparaciones contra modelos geoel,ctric.os que ofrecen 
la ventaja de poseer soluciones analíticas conocidas; y a través 
del anllisis de or1·ores, se haca patenta su alto grado de 
precisión. 

Con el fin de evaluar la velocidad de proceso, se calcularon 
potenc.iales y resistividades aparentes para un medio discretizado 
en una malla de 120 nodos horizontales y 30 verticales. Esta 
mal la prod•Jj o 8 matrices de 3600 X 3600 •:.l ,¡,mentos, cada una 
correspondiente a un nÓme1-o de onda diferente. Se consideraron 4 
posiciones diferentes de fuentes de corriente que produjeron 32 
vectores de fuentes. La soluci&n se obtuvo en una m~quina 
Burrouyhs 7800. c.onsumiendose b minutos de tiempo de procesador y 
b minutos de tiempo de en~rada y salida. 

Est~ trabaj •), i ntroduc.¡, en el ámbito 
tecnolo91a para el procesamiento de datos 
seguramente v-.,ndr' a sustituir las t;cnicas 
la fecha se usan en muchos de los campos d~ 

expl •::>raci Ón geoel éc tri ca. 

nacional, una nueva 
geoeléctricos que 

limitadas que hasta 
aplicaci6n de la 

Ademas sienta las bases para desarrollar procedimientos mas 
completos que permitan la utilizaci~n de dis~r8tizaciones con 
elementos irregulares resultando en el incremento de 
posibilidades para el tratamiento de problemas mas complejos. 

Queda abierta 
optimización < i. e. 
para intentar la 
automática. dentro 
de las solucione~ 

la posibilidad d'~ utilización d.;, rutinas de 
metodo de gradiente reducido generalizado) 
solución del problema inverso de una manera 

de las limitaciones debidas a la no-unicidad 



AF'ENDICE r 

ko?ducciÓn de la ecuaci(.n variacional 
a una ecuaci6n diferencial. 
(en el dominio del espacio, y de f1·ecuenciasl 
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En la sección 5 del capÍt•Jl•:• I <I. ::i>. se calcula la energía 
total disipada. en un vol•Jmen dado V , cuando pasa a travefs de ~l 
una corrí ente di recta. La •)cuaci Ón correspondiente es < ec. 
l.~;. 10): 

tpT .. f [a- (V <P) 1 
- :i :r. ~ ex) ~ J d v <Al. 1 > 

V 

El planteamiento variacional dal problema. oxige qua la 
funciÓro 4' sea tal que la energía 11;. se encuentre en un estado 
estacionario <extremall. Es decir. que la variaci&n sea igual a 
cero: 

11 4'T.::. ..1f [o-<V<!>)'-:.1.I~Cx)<\>]clv=o 
V <AI.2> 

El pedir 
<Arfken <7) p. 
diferencial: 

la condici&n anterior sobre + os equivalente 
787) a pedir que se cumpla la siguiente ecuación 

<Al. 3> 

donde <!> .. = a 4>/a.or , <t>~"' C)4>1'Cl:i , <t>~ ~ ~<1>/C>1r 
y cp • Ir" e t7•W- ~ :r .re li) 4> 

CAl.4) 

((\l. 5) 

CAI. 6) 
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Sustituyendo las ecs. 
(Al::,.:), se llega a: 

<AI. 4>. <AI. 5> y <AI~ 6) ·~n la ec. 

reac.omodando: 

.... v ... A-.. ..,. ... - :x nx> <Al. 7) 

Que as la ccuaci Ón de Polssón. 

Para el caso del dominio de las frecuencias. la ec. 
se expresa de la siguiente manera: 

!AI.2>• 

CAI. 8> 

Haciendo uso de la ec. CAL 3), tenemos la 
. , 

ec.uac.1on 

diferencial que ~e de~e ~atisfacer en este caso: 

- ::I. J (JO S C ~) CAL 9> 

donde 

La ec. (Al. 9> es la transfo1·mada de Fouric:r da la ec. 
<AI. 7>. (ver Arfken(7), problemas 11. 5. 1.1 y 11. 5. 13). 
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APENDICE II 

Integrales de superficie y simplificaciones. 

Si? bosq•Jejarán aqui, los pasos que se siguieron para llegar, 
a la .. .:. (!l. 3. 5> a partir de las ecs. CII. ::::. 1) y CII. 3. 2). 

Se parte de las ecs. C II. 3. l> y < I I. 3. 2 > : 

~}}era. [("e)•+ l(&(~~'tb'xe H.ewe)1 + (c;•)j dic'J-.e=O 
e CAII.l) 

En las ecs. CAII. l>, se sustituyen los cooficientes Gle, 
be., y e.e. dados como la solución del sistc:ma de ecs. CII. 3. 3) 

en la siguiente forma: 

CAII. 2) 

donde O c. T es el determinante general del sistema: 

l(¿ e. -e:.r 
()E. T ::. '/...e. l!!.e. 

J 1 

x .. e. 'a: 
Una vez i-eal iza das estas su.sti tuci ones. se procede a 

re ali zar la variaci Ón L1 de las ecs. /.'<Al I. l l. Como 1 a variad Ón 
se lleva a cabo sobre las variables ~; y la integración sobre 
las variables xe y zQ , estas dos ·~pera·~i·,nes se pueden 
inte1·cambiar. De este modo, se obtienen expresiones del 
sig•Jiente tipo: 

C> '.)e /'11 ~; "'¡f ( Q, t ci. X"+ el) ~e 1' Q~ (x•)t 
CAII. 3) 

dor1de a, o .. Y O. s son constantes para las 



vat·iabl·~s 

Y.1~ ' :et· ' 

En este punto, se aplica el teorema de Oreen a las 
ecuaciones del tipo <Ali. 3) simplificándose mucho las integrales; 
debido a que los contornos se pueden expresar como 
parametrizaciones del int~rvalo cerrado [0 lJ. Una vez obtenidas 
las expresi .-;1n.;,s final .;,s; a través de un largo proceso de 
factorizaci?n, se llega a las exp1·esiones de: las ecs. <II. 3. 5) y 
< I I. 3. b l. 
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APENDICE Ill 

Solucio:~n de la ecuac1on de Poi::.són para el semic:spacio 
homogéneo .infinito. 

í' a 1· a ·~a 1 e u l ar la so 1 u e i ó n de 1 a e e u a c i ó n de Poi s s 6 n en el 
semi-espacio de conductividad ~ se considera una fuente de 
corrient,c embebida. a una distancia ~· de la interfase con el 
medi•:• de conductividad ü~ . Se puede P•)nsar que la interfase se 
encuentra en =r =O; en el plano XY, dibujo AIII. 1: 

lt 

O'I . 
z 

z 

Dibujo AIII. 1 Interfase entre dos medios. 

~s ncce::.ario encontrar la soluci6n a las ecuaciones: 

(í, V·E ... :r b (x'> i:. '> o <AIIl.1> 

o-.. V• E .. o i! <0 <AI 11:.2 > 

'7 JCE' .. o para todo el espacio CAIIl .. 3) 

Sujetas a 1 as condiciones do;i frontera: 

CAlII. 4) 
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Ya q•J.;, \! X E .-:Q, 

rara utilizar .;,l 
fuent.;, imag.;,n I.' -=r• 
en el diblJjO AIII. 2: 

ª se puede derivar Je 1Jn potan~ial escalar 
m¿t,odo de imágenes. es natu1·a1 :situar ur1a 
una posición simétri•~a A', COITIC• se mu.;,stra 

p a¡ 

A z 

z' z' 

Dibujo AIII. 2 Disposición de la f'u&nte y su imagen. 

Entonces, para r >O el potencial en el punto p es: 

con 

Para ~ <. (1, se debe :satisf¿¡cer la ecuaci6n 
<AIII. 2); ontonces,' el potencial eq•Jivalente al 
fuente I" en la posici6n A es: 

I"/R.. 

Para que se satisfagan las 
necesario que Cve1· Jack:son <S> pag. 

I" - I. ~e:>., /Cr,-tir.) 

condiciones 
148); 

<AIII.5> 

de Laplace ec. 
producido por una 

<AIII.6) 

de frontera. QS 

<AIII.7> 

<AII!.8) 
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C•Jando cr.. :. o. ::oe ti ene que: 

:r. • =- I :r ''=-o <AIII. 9) 

De donde se sigue: 

et> .., o a < o <Al II .. 10 > 

cp ... :t: I c.,rrG",) ( 1/p., ,.. \lit ... ) <AIII.11> 

Esta soluci~n. en el espacio de las frecuencias toma la 
siguiente forma: 
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