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PREFACIO

Existe la esperanza que las simetr{as recientemente —
descubiertas entre fermiones y bosones ( Supersimetria) lle=—
guen a jugar un papel importante en la unificacidn de las in—
teracciones fundamentales. Es muy deseable contar con modelos-
simples de estas teorias de tal manera de poder explorar sus -
consecuencias con un minimo de complicaciones algebrdicas ain-
cuando se corra el riesgo de una sobresimplificacidn. Es inte-
resante notar que ya a nivel de Jdecdnica Cuéntica ( Teoria de
Campo en cero dimensiones espaciales) es posible encontrar --
sistemas que presenten invariancia bajo supersimetrias globa-
les. Las variables bosdnicas estan representadas por operados
res que satisfacen reglas de conmutacidn ( operadores de posji
cidn y momentum por ejemplo), mientras que las fermidnicas -
por operadores que satisfacen reglas de anticonmutacidn ( ope
radores de spfn). Ambos tipos de variables aparecen en forma-
natural cuando se emplea la descripcidn de 1la mecénica cuanti
ca en base al Primcipio de Accidn de Schwinger. Asi, entonces
el estudio de estos sistemas provee un marco relativamente --
simple donde aparecen todos 1los ingfedientes esenciales de --
}jas teorias supersimétricas globales de campo.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente mane~
ra. En el cap. I hacemos una revisidn de la teoria general --
del principio de Accidn de Schwinger, enfatizando la posibili
dad de introducir variables fermidnicas a través de este prin
cipio. En primer lugar mostramos como la mecdnica cudntica --

ususl para las variables candnicas p y q contiene el princi--
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pio de accion en una formulacidn lasgrangiana de primer orden.

Zn seguida se invierte este proceso, partiendo siempre de un-
Lagrangiano de primer orden, sin hacer suposiciones a priori-
de las relaciones de conmutacidn entre las variables dindmi==
cas. Empleando algunas hipdtesis adicionales se muestra que =~
existen dos tipos fundamentales de variables, gque satisfacen-
relaciones de conmutacidn ( variables bosdnicas) v de anticon
mutacidn ( variables fermidnicas), respectivamente. Ademds se
indica como obtener las relaciones de conmutacidn entre las -
variables de diferente tipo y también entre las variables y -
sus variaciones.

En el cap. II aplicamos la teoria desarrollada a ——
sistemas con variables de un solo tipo, para ganar familiari--
dad con la teoria. En‘particular se considera el problema del-
cdlculo de la funcidn de transformacidn (funcidén de Green) pa-
ra el andlogo cudantico de un oscilador amortiguado forezado -
con parametros dependientes del tiempo. Estos sistemas cuddra-
ticos ovroducen ecuaciones de movimiento lineales para los ope-
radores cudnticos, que pueden resolverse en términos de las -
condiciones iniciales (dadas en forma de operadores), de cier-
tas funciones numéricas auxiliares donde se concentra toda la-
devendencia temvoral de los pardmetros del sistema. Este he-~
cho permite usar una aplicacidn bastante directa del pripci--
vio de accidn para calcular la funcidn de transformacidn. El-
resultado se compara con cdlculos previos existentes en la i
teratura y ademds ée aclara la aparente dependencia de uno de
estos resultados con resgaecto a ciertas condiciones de fronte-

raz artitrarias.
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Iniciamos el cap I1II con el estudio de md>delos uni--
dimensionales {en las variables bosdnicas), gue hezclan variza
bles fermidnicas y cuya interaccidn es invariante bajo super-
simetria. En la construccidn de estos modelos es conveniente-
partir de 1la formulacidn de supersimetria en superespacio en-
lugar de usar un método constructivo que va generando tanto -
las interacciones como las transformaciones a partir de la =-
teoria libre.

E1l superespacio gue considgramos aqui incluye la €3+~
coordenada temporal usual y ademds posee dos coordenadas adi-
cionales que son numeros de Grassmann. La supersimetria esta-
definida comeo la invariancia bajo translaciones en el supereg
pacio. Usando esta formulacidn en superespacio se construyeﬁ-
acciones invariantes bajo supersimetria a un nivel cldsico en
el cual las variables bvosdnicas estan representadas por nume-
ros ususales y las variables fermidnicas por mimeros de Grass
mann. Para hacer contacto con el principio de accidn los la~-
grangianos as{ obtenidos se reescriten en una formulacidn de-
primer orden y finalmente la teoria se cuantiza usando las i-
deas del cap. I.

Posteriormente generalizamos a tres dimensiones bo—
sdnicas esta ilecdnica Cudntica Supersimétrica. Ia idez aqui =
es hallar una descripcidn de una o varias particulas en tres-
dimensiones, con spin y cuya interaccidn sea invariante baio-
supersimetrias., Por 1ultimo mostramos que la .aproximacidn de -
largo alcance del potencial nucledn-nucledn constituye una --—

realizacidn explicita del potencial supersimétrico gue hemos-

obtenido.
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I.-PRINCIPIC VARIACICNAL
 DE SCHWINGER

1.- INTRODUCCION.

Desde la zparicidn de la mecdnica cudnticz, se han-
desarrollado con el tiempo diferentes formalismos que esen«-i-
cialmente contienen la misma informacidn fisica y que inclu=--
yen desde las formulaciones esenciales de Schrddinzer y Hei--
senberg en 1926 y 1927 hasta formas mis elaboradas como la de
integrales de trayectoria de Feynmann y la diferencial obteni
da por Schwinger mediante un principio variacional. Estas dos
dltinas formulaciones de la mecdnica cudntica son convenienws
tes en la transicidn de la mecdnica cudntica hacia las teo-~-
rias cudnticas de campo.

El objetivo en esta seccidn es mostrar de una mane-
ra concisa, utilizando nuestros conocimientos de mecdnica =wa
cudntica, el principio variacional de Schwinger que consiste-
esencialmente en un método para calcular lo que definiremos -

mnds adelante como la funcidn de transformacidn (<l:t.lQ;tl).

2.- DEFINICION E INTERPRETACION ESTADISTICA DE LA
FUNCION DE TRANSFORMACION

Para lograr este objetivo ochwinger empezo estudian-” e

do en que consiste fisicamente la-teoria de. medlcion:




que encontrdé un lenguaje matemdtico, de donde Surgird de for—
72 natural la funcidn de +transfornacidn.

Sabemos que en los fendmenos atdmicos la interaccidn
entre el sistema y el observador no puede hacerse indefinida-
mente peguefia y gue la perturbacidn solo puede ser predecible
estadisticamente. Por lo que Schwinger considerd un conjunto-
de sistemas independientes para los cuales cualquier cantidad
fisica A puede tomar distintos valores a',..... En la medi—--
cidn mds elemental este ensemble es clasificado en subensem~ -
Lles, que se distinguen por valores definicos de la cantidad-
medida. Cenotaremos por .X{a') la medicidn que acepta sistemas
con valor a' de la propiedad A y rechaza todos Jos demds.

Se define la adicicn de estos simbolos como la medi
cidn menos especifica gue produce un tubensemble asociade con
cualquiera de los valores de la suma ¥ la multiplicacidn de -
#1105 como lz sjecucidn sucesiva de mediciones. 3i 1y 0 sim-
bolizan respectivamente las mediciones que 22¢D%en o rechazan
todos los sistemas, las mediciones elementales satisfacen:

Ma) M@y = Ma) , 2.4
M(a) M(a") = O a'+ a 1.2

)

Z M@y = L 2.3
a

Un tipo mds general de medicidn incorpora una pDer-e-
turbacidén que produce un cambio de estado. Esto es el simbolo
M(a',a") indica una medicidn en la cual los sistemas son acep
tados solamente en el estado a" y salen en el estado a'.

las propiedades de medicidn sucesivas del tipo ....
#(a',a") estidn simbolizadas por:

M(Q"O.") M(Q"., alv) - J‘(Q”) G.'") M(O-:'an/) ) 2.‘/
donde Safxf)es la delta de Kronecker ususl, ya que si a% a" ,

la segunda etapa del aparato compuesto no acepta ninguno de =
los sistemas que salen de la primera etapa, mientras que si -
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o'=a" todos estos sistemas entran a la segunda etapa,y la --
medicidn compuesta sirve para selecciohér sistemas en el esta
do <£v'y transformarlos al estado @ .

Caracterizando el estado de un sistema por un con--
junto completo de cantidades compatibles A'nAM"'wAn)se puede
encontrar todavia un tipo de medicidn mds general que compren
da dos conjuntos de propiedades incompatibles. Simbolizando -
por Ha',b') el proceso de medicidn que rechaza todos los sis
temas excepto a aqﬁellos en el estado b' y permite que salgan
del aparato en el estado a', 1la medicidn compuesta s..eseeass
Watyb')(c*,d') sirve para seleccionar sistemas en el estado
d' y producirlos en el estado a‘'. Pero solo una determinada -
fraccidn de los sistemas que salen de la primera etapa serdn-
aceptados por la segunda. Se puede expresar esto por la ley -

zeneral de multiplicacidn:

M(a'b) Miehdy = <ble) M dy | 25

donde <¥1¢') es un nidmero que caracteriza la relaciéh'éhttéﬂé-
los estados b*' y c'.

Se puede inferir de la propiedad 2;3_due

Z<alwy Mae) = M) 26

donde la suma es sobre todos los valores a de la'propiédad A

¥ que la relacidn general es:
M(e,d) = T Moy Metd') M(b)
a'b’
5 <car|p><dtley Mt k) 27
ab

il



donde i(a') = M(a',a').
Debido a su papel en relacionar simbolcs de medi--
cidn relativoe a conjuntos incompatibles y observables la tgo

talidad de nimeros <a'lb') es llamada la funcidn de transforms

s 2
cion.

Hasta aqui sabemos el significado del lado izquier-
do de la ecuacidn 2.5, ahora usaremos esto para darle una ins
terpretacidén adicional a la funcidn de transformacién.

Debido a que la ley general de multiplicacidn (2.5)
se preserva sl se hacen las sustituciocnes: B

MCaLb) — X (a)' M(a,d') X(b') 2,01
L b) — () <a'lb? xg)! 2.8.2

donde a los nimeros A“Q;rkﬂﬁpueden ddrseles valores arbiira-
rios diferentes de cero, se puede decir que a la funcidn de -
+rahsformac16n no se le puede dar por si misma una interpreta
cidn fisica directa. Por lo que Se dete buscar una combinas--
¢idn que permanezca invariante bajos estes transfcrmaciones.

La base apropiada para la irterpretacidn estadisti-
ca de la funcién de transformacién puede inferirse consideran
do la sucesidén de medicicnes M(b*)M(a')M(b') que difiere de -
M(b') en virtud de la perturbacidn producida por laz medicidn-
intermedia. Solamente una fraccidn de los sistemas selecccio-
nados en la medicidn inicial ec transmitida a través del apa
rato completo.Se puede escribir esto con la siguiente ecua---
cidn simbdlica: '

M(U) M(°~') M(b‘) = P(OJ, b') M(b‘) 2.9
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donde el nimero:

plat,B)= <a'lby< blay 210

es invariante bajo la transformacidn 2.8.
Si se ejecuta una medicién de A que no'distingue en

tre dos estados se obtiene entonces: A
M(b) (M) +M@)) M(B) = (praterr pla’b) M) 2.1

lo que da una relacidn de aditividad para los nimeros p(a‘,b?)
De aqui se puede ver que para que una medicidn no distinga en

tre ninguno de los estados se tiene:
M) (Z M(a)) M (b)) = M(W) 2.2
Q'
por lo que

L pcab) =14, 2.13
z

Siendo consistentes con estas propiedades podemos =
dar 2 los nimeros p(a',b'), la interpretacidn de una probabi-
lidads la de observar al estado & en una medicién 8 jecutada -
en un sistema que se encuentra en el estado b . Pero se deben
restringir mds los numeros p«ﬂU)si se quiere que esta probabi

lidad sea real; esto se logra Si se pide que:

' '* |
<b'\a‘>=<°«\b>, 2.14
con lo que:

P(o.'.b') = \(03\5“)\1 >0 , 2/5 :

.



REPRESENTACION YATRICIAL DE UN OPERADOR

Los simbolos de medicidn en una cierta descripcidén-
proveen una base para la representacidn de un operador arbi--
trario, y donde las propiedades-abstractas dc estos—-operado--
res estardn representadas por las leyes de combinacidn, que -
como se verd son las reglas de suma y multiplicacidn de matri
ces, Si X es un operador, entonces:

Xx=2Z <a'lxla Ma'a’) 216
aa )
define la matriz de X en la representacidn de la propiedad A

El.producto:

XY =Z <a'lxiay M@, a)Z <a¥Y)a”y Me@e)
e a"a"

=2 <alxjay <aviYiar) §(@,amyMa,d)
) AR U T\ 2‘ l 7
nuesira que:

CalXYlahys T <ca\x)ayatiYia™y, 218

con lo que se ve que el arreglo de estos numeros-se comportaé
bajo el producto de operadores como una matriz,
La matriz de X en la representacidn nixta de las -—
propiedades A y B, se define por:
X=F <alX\pd> M(a,b) 2.19
o
por lo que la regla de multiplicacidn en una representacidn ,-

mixta es:

<alXley = 2 <allXIE><EIYI 220
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Esta representacidn matricial nos permitird como se

’

verd mds adelante, calcular la funcidén de transformacidn de -

cualquier sistema.

3.- LA GEOIETRIA DE LOS ESTADOS CUANTICOS®

La perturbacidn incontrolable causada por una medie
cidn implica que el acto de medicidn es indivisible. Esto es,
cualquier intento de trazar la historia del sistema durante -
un proceso de medicidn usualmente cambia la naturaleza de la-
medicidn que se quiere realizar. Por lo g=2 concebir una cier
ta medicidn M(a',d') como una medicidn compuesta carece de --
cualquier implicacién fisica. Sin embargo, se puede inventar-
un estado sin significado fisico que sirva de intermediario.

Se llamari a este estado, el estado nulo O, vy escribiremos -

M(a,p) = M(a,0)M(0,b') 34

El proceso de medicion que selecciona un Sistema en

el cstado b' y lo produce en el estado nulo,

. 1 X g . ) .' ;
M(o,b) = §(¥) 32
puede ser descrito como la aniquilacidn dé;ﬁhféigtémaﬂéﬁ él 5;
estado b', similarmente: ‘ e j,~, '

M (a,0) = P o33

puede ser caracterizado como la creacidn de un sistema en el-
estado a'. Por lo gue el contenido de 3.1 es la indiscernibi-

1idad de (a',b') de el poceso compuesto de aniquilacidn de -
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un sistema en el estado b', seguido por la creacidn de un --

sistema en el estado =a',

M(a,b) = P (a) $ ()

La extensidn del dlgebra de mediCiéﬁ*gqméhiﬁffa;ﬁ;
las propiedades de estos SimboloS: S :
§a) Py = §er =0, o asu
M(a, k) 3(c)= Pea) Mp',c)=0 3.5.2
mientras que: .
M(a,b) Peey= < b i) VAT 36l
(o) M(B,ey= <a'lb) & ey 3.“3
) 3 .6.
B (o) ?(b‘) = <a'lg)y M) 3

Las expresiones contenidas en 3.5 muestran oue los--

Unicos productos significativos -aquellos zue no son cero- -—
son de 1la forma?& .é? ,Xq’ ,%X ,X\( , De acuerdo con la —--—

construccidn del operador de medicidn 3.4 todos los operado-—

res son combinaciones lineales de productos ‘E§

X =2 Py <aixivy §b) 3.7
a'b

y la evaluacidén de los productos X$,PX y XY se reducen a:
P ey dewy e = P ey <b\ey 3.8.1

F PH) duer = <al¥) (<D .32

Por lo gue, en el mane jo de operadores aue llevan —

al producto é\P , €ste se comporta como un numero,

oy vy = <alb? 3.9
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51 se observa que Se puede escribir el operador ---

unidad, como: :

se ve gue cualquier operador X en esta notacidn se puede es--

cribir como

=7 Bt beay x Yb) ) 3. 41
b o
lo que muestra de acuerdo 2 3.7 que: : .
$eary XPv) = <aiXle? 32
Los s{mbolos:

<a\ = §(°~'), | 3.13.4
TWY = Q(b‘) : 3.13.2

sirven para hacer este resultado una consecuencia automdtica-
de la notacidn.

Lo importante aguf{ se ha asociado los simbolos ¥ y

§ a cada uno de 1los estados fisicos de una descripecidn.Los

simbolos de una descripcidén estdn relacionados linealmente --

con los de otra descripcidn:
} \ \ W t ! .3‘
by=2, @(a)&z(a)@b)_;@m)@.m) 14

Y

o = % <arl vy ¢ (e) 3.15

Es posible proba.r2 que los simbolos qf y é , for

nan dos espacios vectoriales sobre los complejns que son mu--



tuamente adjuntos. Es decir, L
ladT = <l | 3.6
(<wl3 0 a)‘f; A 3'-';7.1 ': 7?°

Por lo que-se: tlene aquf una Feometr{a de estados -‘

4.- REPRESENTACION DIFERENCIAL DE
DE TRANSFORMACION e

Ccn esta interpretacidn de la funcidn de transfor--.
macidn, nuestro objetivo de agui en adelante serd mostrar co -
mo se puede encontrar un medlo de calcularla (desarrollado --
por Schwinger), aue nos da toda la informacidn sobre el siste
ma, es decir las ecuaciones de movimiento y por consiguiente-
la evolucidn de este sisiema en el tiempo.

La idea de tiempo ha sido introducida implicitamen-
te dentro de la teoria desde el principio, representa un orde
namiento causal de la operacidn de medicidn. Adoptaremos lz -

convencidn:
< tiempo

[}
<atlb')

En algin tiempo, para un cierto sistema, obtenemos -
un estado b' mediante la medicién de la propiedad B y un tiem
po después 1la propiedad A, obteniendo el estadoc a'., Hasta a--
qu{. no tenemos una dependencia explficita en el tiempo, pero-

seguramente los tiempos de medicidn serdn importantas como se
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verd mas adelante.

Se obtendrd aqui una caracterizacidn diferencial de
las funciones de transformacidn a partir de sus propiedades -
de composicidén y realidad. Como un antecedente es prudente se
fialar que esto nos llevard a un principio de accidn que nos -
permitira lograr nuestro objetivo.

Obtengamos primeramente una propiedad de composi---
cidén de las funciones de transformacidn. Comparemos la expre-
sidn:

T Miay M(BY M(e) = 2 <ty <ley Md\e) 4
e b -

con:

M@ (L Muo‘))w\ws - M@ M) =ga'ley M@e) 4.2
U .

\

con lo que se obtiene:
T <aled<ple) =<ale? 43
o
que nos relaciona funciones de transformacidn en dos descrip-
ciones diferentes.
Ahora si §<ale¢)y §<ple') son alteraciones infini
tesimales arbitrarias de las correspondientes funciones de -~

transformacién, la variacidn de (a'lc¢') serd:

S<altey = 2 [S<aiby <¥ley + <al ¥y d<uied]
b
4.4

v también utilizando la ecuacidn 2.14% tenemos:

§ealby = S<bled 95
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Definamos aqui un operador J\Jlb tal que la matriz
de este operador en la representacidn mixta a*, b' esté dada-

por:

4'<Q"8wa_\,\h'> = 5(&'\5‘) 9.6

Si los operadores infinitesimales 8\db< y 8Wac se-
definen de una manera similar, la ecuacidén 4.4 se convierte -

en la ecuacidn mntricial:
<a'\ é‘Wae\c‘\) = Z L(Cl'\ S\A/ahlb')( B‘\¢'>
x
P> KR IWL Ay, a7

de donde se inflere la ecuacidn entre operadoras:

SWac= SWap+ S\W . 4.

Es importante resaltar esta dltima ecuacion, ya --
que en ella se ha podido expresar la ley de multiplicacidn -
de la funcidén de transformacidn por una ley aditiva pare el -
operador infinitesimal 8 VJ .

Si se identifica en 4.8 las descripciones a y ¢ y -

utilizando:
<Q.'\Q“> =>8(a~l,&ll) 4.9

se obtiene:

SWyq == $Mas 4.10

Ahora:
S<aludyF=—4 <o) SWaul w)*
a4 <Vl SWan 1D 4.41
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+
donde S\AW es el operador adjunto de Swab. Esto debe ser -
igual a: ' ' ‘

§<olay = i<ulfW\ey A
Con lo que se obtiene: ) | ,’ ;":u  
SWad = - SW = SWa 43

De aqui se observa que la propiedad de conjugacidn—
de la funcidn.de transformacidn es expresada aquf por el he-x
de.que el operador infinitesimal dW  sea hermftico.

El proceso de medicidn es un proceso dinémico, y ==
hasta aqui el (nico concepto de tiempo que se ha usado es la-
relacidén primitiva de orden. Una formulacidn detallada de la-
mecdnica cudntica debe satisfacer el requisito de consisten--
ciarde que su descripcidn de las interaccidnes que constitu--~
yen el proceso de medicidn reproduzcan la caracterizacidn sim
bélica desarrollada aqui.

5.- EL FRINCIPIO DE ACCION’'™

Una medicidn ez urna cperacidn fizica en el espacio-
y en el tiempo. Las propiédades de un sistema estdn desqritas
en relacién a mediciones a un tiempo dado, y ningin valor del
tiempo es intrinsecamente distinguible de cualquier otro por-
los resultados de mediciones en un sistema fisico aislado. la
manera de transcribir este hecho fisico a un lenguaje matemd-
ticoestd dada por la siguiente propiedad (Apéndice 1):" Si --

: . .
dos operadores tienen el mismo espectro, entonces estan rela-
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cionados por una transformacidn unitaria”. For le gue los o--
veradores que Simbolizan la misma propiedad a tiempos diferen
tes deben estar relacionados por una transformacidn unitaria.

Para un sistema aislado escogemos conjuntos comple-
t0s de propiedades compatibles pertenecientes a un mismo tiem
po y la caracterizacidn de un estado requiere la especifica--
cidn de los valores de estas cantidades junto con un sistema-
de coordenadas y del tiempo. Con esto, la funcidn de transfor
macidn que relaciona dos descripciones arbitrarias por lo tan
to aparece como < oq {-\l b; {z) y la conexidn entre estados-
a tiempos diferentes comprende toda 1la historia dindmica del-
sistema en el intervalo. Por esto se espera que las propieda-
des especificas de un sistema deben estar contenidas completa
mente en un principio dindmico que caracteriza a la funcidn -
de transformacidn. Y para lograr esta caracterizacidn estudia
remos primeramente transformaciones unitarias infinitesimales
y su composicidn para formar transformaciones finitas.

la geometria unitaria de estados esta producida por

las transformaciones unitarias:

Bgo L 00, xeUhu st

aplicadas a cualgquier vector u operador, dondeQEI;operadpr u=’
nitario U obedece: ' )

U= v~ 5.2

Todas las relaciones algebrdicas entre los wectores

y operadores es preservada por esta transformacidn y ademds -
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sabemos que las transformaciones unitarias forman un grupo.
La aplicacidén de una transformacién unitaria a la =

bzse ortonormal de la descripeidn ue estd caracterizada r

por 1z ecuacidn:

<al(f-a) =0

5.3
resulta en los vectores ortonbrmgles:' :
Cay = < '\l EECE B 5.9
que obedecen 1a ecuacidn de valores propios
<a'l (A-a)=0 5.5

e

" Doy lo que los estados <:°J\ de una nueva descripcidn aso--
ciada con las cantidades A poseen el mismo espectro de valo--
res propios que la propiedad A.

la definicidn de un operador unitario, cuando es ex

presada como:
(U-1)"(U-1)+ (U-1) +(u-1)y =0 5.6

muestra que un operador unitario que difiere infinitesimalmen—

te de la unidad tiene la forma general:
. 3 -t .
U: ﬂ.*"\(% , U = (J - 1""6 57

donde ¢ es un operador hermitico infinitesimal. La transforma
cion de coordenadas descrita por este operador estd dada por:
$<ay=<ay-<al = <a'ls g 5. 2.1

3\&7:T§7-\w>=-aq\¢> 5.9.2



-
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El efecto de un cambio del sistema de coordenadas -
sobre la representacidén de los operadores y vectofeé'eéféqui-
valente a un cambio de los operadores y vectofés iélﬁtﬁ@é'al-
sistena de coordenadas original, por lo que: . i

S<alxiay = <a'lX[a')y - <a'lX
B TUFPPON

donde:

sx= UxV'-%X = + [X,6] 570

Siguiendo el desarrollo de Schwinger vamos a exami-~
nar la construccidén de una transformacidn unitaria finita a -
partir de transformaciones unitarias infiniteéimales, en espe
cial para un sistema fisico en donde todos los operadores son
funciones de los n pares de variables complementarias de posi
cidén y momento 9x ¥ Px respectivamente gue denotaremos por -

x

Consideremos ahora un conjunto de operadores unita-
rios clasificados por el tiempo inicial to y por el tiempo --
posterior t a que estdn referidos, denoténdolos por: U(t,to).

Estos operadores producen las transformaciones
<a'lU(t,te) = <a't| s.44.4
UHEt) I BY = bt 5.11.2

en los estados del sistema. Ademds los operadores cambian co-

.

i

[\l

mo

x (é) = U’i( ¢, f.) X (.{o) U (f,'to)k'} = 5./2
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La transformacidn infinitesimal asociada a 5.11.1 -

la escribimos como:

<o tidt] = <a'tl (1-4“”("“’ “-5)

que introduce el operador hermltico H como el generador de 1a

evolucidn temnporal del sxstena.

Usando 5.11 y 5.12 es posible escribir{

<o trdt| pt) = <a'li-adtH(xta,t) ('t 579

La idea bdsica del principio de accidn es caracteri-
zar la funcidn de transformacion mediante una descripcidn di-
ferencial que define las variaciones de esta con respecto a -
todas las variables involucradas. Llevaremos a cabo este pro«
ceso en dos pasos que consistiran en la separacidn de la va--
riacidén total en lo que llamaremos i) variaciones dindmicas y
i1i) variaciones cinéticas.

Los cambios dindmicos (i) se refieren a variaciones-
inducidas por modificaciones en el tiempo: variaciones en el-
tiempo final, inicial, en la parametrizacidn_ intermedia y en-
la dependencia explficita de la dindmica en el tiempo. Ademds-
dentro de estos cambios dindmicos consideraremos posibles al-
teraciones de los pardametros que describen la dindmica del --
sistema. Estos cambios no toman en cuenta variaciones con res
pecto a los operadores que describen al sistema. Con el obje-
to de identificar estas variaciones, que denotaremos por 8" '

es conveniente considerar a la funcidn de transformacidn en -
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en su forma 5.14%. En esta ecuacidn tanto los estados como.: =~

los operadores X estan referidos a un tlempo arbitrarlo t
H.

De este modo identificamos la fuente de varlacion J,,como -

-idt H(x(t )st) ¥y entonces tenemos:

SUCtadt]ty = a<tal SU[-dt \uzcm n]lt)  5

1] .
Recordando que 3 no actua en los operadores que-
aparecen en K podemos reescribir 5.15, usando 5.11 y 5.12, cp

mo

Sat+dt Bty = 4 <a tedt| S'dtHw]|ot)  s.le

[} \
donde hemos reemplazado <°~{\ por 44 {*J{l lo cual es cier-

to a primer orden en dt.

Las variaciones cinéticas qonsﬁifuyen el resto de -
las posibles variaciones en la funcidén de transformacidn y se
refieren a la posibilidad de modificar los: valores proplios --
que caracterizan los estados inicial y final. Esto se traduce
en cambios como: ' '

8 ¢a tedt]
St

<o'vr 8! tadt| - <alt+di| 5.17
b +8L ty - \o' 7 5.1%

i\

donde se ha mantenido a el tiempo constante en cada caso.
Para nuestros fines es conveniente considerar los -
rdtulos (z*,b') como valores propios de los operadores ?K y-
9y . Los cambios 5.17 y 5.18 son efectuados por transforma
ciones unitarias infinitesimales y de esta manera necesitamos

conocer las transformaciones unitarias que nos producen varia
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ciones en los overadores p y q.
De nuestros conocimientos de mecdnica cudntica sa-

bemos onue estos operadores estdn representados por:

En la base ‘<ﬂﬂ‘por:

) a T o :
"P=Jt ’ 9:‘3 ,5.l9v‘
Y en la bese <P'l por: | .
o oot o |
-flq_: I?l ) H ?—P 7 . » . 5'20
De la relacidn dada por él c51§uio£‘
ax 4

vemos que la transformacidn: ‘
Utgy= e"*F . 522
induce los cambios: ; _. ol
§=9+% , PP 5.23

‘ -Apq o 7
Uiph = € 5.24
induce , .
— - . _ p! S
3= 9 , P=p-p 52

Venos que las versiones infinitesimales de estas -

transformaciones estdn dadas por

U(8q) = L+apdy , U(Ep) = 1-48pq
=1+2 06y , = A1aGp 52
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Por esto podemos identificar & p y -g como los operadores -
hermiticos que generan ca"lblos unitarios en p y 9’ resoecune.
mente. Estos operadores infinltef’lma?es G y Gp’ pueden sexr-

considerados como miembros de-la clase de generadores:

Gy=Apdy - (L) Spg
]

En particular para A= 2 "tenemos

Gap=4(pds- Sp) (.

que genera can>ios simétricos en q y p de.i. J'g v J\P
Cenociendo entonces estos generadores, 1o° q,—.mhic‘s‘
cinéticos 5.17 y 5.18 en los diferentes estados estdn dados—

por:

§'<t+dt| = 7 < TrIE] G, (t+dd) s

3Nty = - 6 () | ¢ ks '5,,3,70

Es conveniente usar el operador simétrico*q‘,né{ncs -
produce cambios en las variables dinémicas X ' de -ié'x  Ere

tonces: . g
Gy D=7 (p1dqw - Speiqer) 5,31

¥y analogamente para (-\-‘i (tedt).

Los cambios cinéticos estan dados por:
S'ctedtlbys (St IE) + Ctadil (W)
= 4 Kt [ G, (44D - Qi“ﬂ\b 532
y \ , T~
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con |
Gy (kedd) = Gy (O = £ [pltsdt) Sy (€ad®) + dped) -
Lo §90t) - Spltade) qt +Jf)] | 53 3

en donde &x)y dx{t+dt)son nimeros arbitrafioé,:iriﬁ,ﬂifééi@;: .
males e independientes en los que impondremos la reé‘l‘;jri‘c’ciéd

de continuidad en t ( dt Sx)=dtSx(t+d{) = primervvoryden;erk;—{f-}‘-i'

Ahora, la transformaciénrini‘initesirhal‘qdé[f'el':aj_;::i

na a XW) con x(t+dt) se ob*iene de:
X WHE) = U (E4dt, ) x&) U (tedt,2)

[ih at ¥z {)] x@)y[1-adt H(z(ﬁ),é)]

i

"

resultando:

X (Eedd) - x(£) = 4 Lx ), = JEH (xee), €) ] 5.35

Utilizando esta Gltima ecuacidn para cada una de =
las variables p{t+dt), a{f), p(t) y q{(t+dt), podemos escri
bir 5.33 como:

Gy L4d8) - 6y = 3 (o) 44 [peo) - dt Hewee) 63]) S (14D
+ S?Lf) (qee+dt) - 4 [g),—dt H(zm,t)])

- (pterdt) - 3 [ pet), -ait H(zct),é)]_) g4 |

- Splerdy) (qw) +a {qw),-dat H(z(é),ﬂ])

= 3 (P Sqttedt) + Sp qtandt) - pliedt) §(0)



- Splaadd) 4 W) Lilpw 8quo - Jprrg

P Sq )| 2 ak Hx), )]
5.36
donde hemos utilizado dt Jx(tid) = dt dx L) 2 primer orden -

en dt, en el ultimo conmutador. Con lo que obtenecmos:
Gy L4t~ 6, (&) = 5 (ptd) Fq(tadt) + I p ) getvae)
= pukrdd) St) - Spctrd) g ) - (F)[pwrdgco -
IYORTOREEL H(xw),4)) 537

Podemos reescribir esta ecuacidn ccmo:

Gy - Gy (1) = &' (4 (pet) q (£4d¢) - plt ra¢) g0))

£ LT dt MGz, 8, 6gl0) + 6p0] s.3%
1
De 5.10 vemos que para G:Gq+ Gp podemos escribir:
11-atH GO0, 6T = (dy+ 8) (- dt H (=), 1))
= & (-4t H) 5.39

De este mcdo obtenemos finalmente:
Gidad) - 6114 = 3‘(.'2.(P<£)g,(++a<)-pcumqm) |
— 4t Hexw ,8)) 5.90

Por Ultimo podemos unir las dos clases de variacio-
\ [ . " [y
nes, §=d8 + & (recordando aue Sclt 3? =0 ), ¢on lo que obte-

nemos:

S<t+dtl ey = 7 < t+dt| SIWT|ED 5.491

donde:
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W £ 4d¥, ¢)

i

H

é ( P“) q,(u at) - P“ +at) 1({)) A{H(zw t)
(Pdg c\prﬂ - dt“

5%
Observando esta ultima ecuacion. vemos que el ope-
rador infinitesimal W

ec. 4, 6, se obtlene como la varia-

cién de un Unico operador W. Este es el princ1pio cudntico -
de z2ccidn asociado con el sistema.

Ya con esto podemos escribir el principio de acw-=~

cidén que .nos describe la funcidn de transformacidn correspon
diente a un intervalo finito, esto es:

<ttty = i(id J[Wu]“47 5.43

De los resultadcs 4.7 y 4.8 que nos dicen que la ~

multiplicacion de funciones de transformacion individuales -

es expresada por la adicidn correspondiente de los operado--
res de accidn:

{2
Wi, = ; W (tedt, 1)
,t‘

- X{ L) dt
2

donde L

p¥]

599

es el operador Lagrangiano y ‘esta dado porx

L) = 'li ( pt) dj “ Adgt({)- a({)) IR CTHRD)

5.45




6.- PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONAKIO

Consideremos un 51stema con

dindmica fija, por.

10 gueremos decir que “H esta dado

puntos extremnos:

§<tiltyy = (S(id)}i;;

La variacidn de un est cualquiera;-est

por: :
S§< =< 1Uu-<

Los estados estéh'da¢o
aque el generador G, debe’sef funcidn

po dade, de manara que:

Sctlty = & <t 6 cu\m s

Comparando 6.3 con 5.41 ¥y considerando que <:&| ¥

\ {£7 son estados arbitrarios, concluimos que:

ta )
Siygu = G- G 6.9
& o
Esta \dltima expresidén representa el Principio Cudn
tico de Accidn a partir del cuzl es posible encontrar toda -
la informacidn sobre el sistema: dindmica (ecuaciones de mo-
vimiento) y cinética (relaciones de conmutacidn), para un -~

sistema donde todos los operadores sean funcidén de p y q.
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Pero en lumar de hacer esto, vamos a2 generalizar 2
la estructura del Lagranglano con el objeto de encontrar ade
més de las variables candnicas p y q, otro tipo de variables
g que revresentarin nuevas cantidades dindmicas con propie

fzdes diferentes y posteriormente encontraremos las ecuacio-

nes de movimiento para un sistema en general.

7.- EL OPERADOR HAMILTONIANO Y LAS ECUAGIONES
DE mov'i.'hmm&'s

Empecemos por ampliar nuestro espacio de operado -
res, a los cuales denotaremos simplemente por ‘x,_(que consi
deraremos hermiticos) v meneralizaremos la parte cinemdtica-

del Lagrangieno escribienlo este como:

L:-':' Z; (Io. Amb c%?. - tlf_t_o. Amblb) - H (In.,{)

dx _ d - .
=L (xASE - X Ax) - H(x, ) 7.4

en donde A es una matriz numérica. Nuestro objetivo serd ahg
ra encontrar la forma general de la matriz A, con lo que ob-
tendremos las propiedades cinéticas de los operadores X (re
laciones de conmu%acidn) y las propiedades dindmicas (ecua--
ciones de mobvimiento). Veremos mds adelante nue un cierto --
grupo de los operadores X p&ede ser identificado con las =
variables p v q de 1as secciones anteriores. Ademds encontra
remos un nuevo tipo de operadores cuyas relaciones de conmu~
tacidn permitirdn relacionarlos coneél grado de libertad co~

rrespondiente al spin.
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Se puede considerar a la matriz A como la matriz -
gque represent» una forma bilinesl y durante el desarrollo si
guliente se utilizardn algunas propiedades de 1§s formas bili
neales, que nos permitiran reducir a A 3 una forma muy sencl
11la. Volviendo 2 las ecs. 7.1 la propledad de hermiticidad -
de L, la aplicaremos a sus dos partes por separado. Por lo-
que el Haniltoniano H deberd ser herm{tico, la matriz A debe

ser antiherm{tica:

¥
Ar - - A  7fz
Y el operador de accidn estd dado por:
&
Wy = S [4(x Adx -d= 42).. Hat 23

t,
Los 1limites de integracidn son también objeto de -

variacidn, v se puede intreducir una nueva variable auxiliar
G y tal que las varinles St Yy J{I son producidas por un -

cambio en la relacidén funcional t=U2) con 1imites fijos &,
G .

Ahor=s:

| SUH(xAdx - dx A x) -Hd{]-gll—‘(xﬂsz—SzAz)-HJt]
:%(Sxﬁdx-dx/\é\x)— SHdt + dH St 7.4

con lo que el principio de accidn estacionario permite obte-

ner 1las ecuzciones de movimiento.

—;:(Sxﬂéx-eleé'x): SHdt - dH St 1.5

-
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(Sxﬁ‘i—l“—%—ii/\é‘x) | 1.6

y la forma de los generadores, : v St
6,:-:-‘(1/\ Sx -8xAx) ~HIt 77
= Gy +6e o o

a los tiempos t, y i,. )
El Hamiltoniano es una funcidn arbitraria de los

Si su variacidn posee la forma requerida por la ec. 7.6, y -
ademds se quieren escribir las variaciones 8 Xa, apareciendo-
solamente a la dercha o a la izquierda, estas variaciones de
berin poseer propiedades de operadores que se deberan deter-
minar. Con esto queremos decir que estas variaciones pueden-
ser algo mas que simples numeros que conmutan con todos los-
operadores. Por lo que debemos ser capaces de desplazar a -

las SXQ hacia la derecha o a la izquierda en la estructura-

de 8H ,
SH"(%—E)ST= 89((%%1):(M)3x 79

o X

lo que define las derivadas izquierda y derecha de H. Con lo

que se obtienen las ecuaciones de movimiento:

dh_ oM ' 1.91

t ot
A‘cl-': __’_..H 7.92

dt 2
_dx po M e 72.9.3
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donde las dos Ultimas ecuaciones deben ser eguivalentes. Sl—

guiendo este arFumento se supondra que:“j

dt

con lo que:

SxAdx. _dxASx 110
dt e

__) sxAx o o4t

FX)

Interpretando a:

Gy= - Wt

como el generador de transformaciones unitarias infinitesima
les qué transforma a las variables &l tiempo t en las varia-
bles al tiempo t+ dt.

Ahora tenemos que para una funcidn arbitraria F de
las variables dindmicas x(4), eloperador F que representa la

misma propiedad que F al tiempo t+d't estd dado por:

E

U'FU = F (x(tedt), ¢) = F(xte)4)=dF
F(xt),t) « 2 {H(ue) 0, Fue, 0] 9t 213

i

donde

U= L_%\H(x(u,ﬂé‘t 719

dado que el pardmetro t es un numero y no es afectado por la

transformacidn unitaria. Por lo que:

LR, 6= dF - (4E -2 at 715
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que es la ecuaciénééheralde movimiento para cualquier opes
rador. -

Antes de continuar se debe verificar la consisten—
cia entre la informacidn dada por el principic de accidn ~---~
(ecs. 7.9) y la obtenida a partir del generador Gt' Si F es~
igual a ¥, en la ec. 7.15, y al escribir ésta en forma vec-

torial se obtiene:

2t ]

Aplicando A por la 12quierda a esta ecuacidn se --

7.17

tiens: ) .
- Adx . 24
SICLIEE JUNLE G o S

donfe £¢ ha utilizeds 7.%.2, similarmente aplicando A por 1la

derecha se tiene:

LT _ o H 719
-;'[ X A"41 2 X
escribiendo estas relaciones en la forma: ‘
1 5x[Ax,n] = S 2.1 7.20.0
4 ox P
LE-ZA, \-\131—. o ¥ Sx S ‘7“:_:'20‘2_
1 2 X R

y utilizando 7.8 tenemos:

sx [Ax, 0] = [-xAN] Ix : 71:
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Con las dos expresiones para Gx' 7.11', ju'ntp con la-

ec. 7.21 se llega a que:

[8x.0] Ax=-xA[3g,0} 7zz e

Para obtener consistencia se requerird que cada una de:las. -

variaciones satisfaga:

[qu’\‘\]= 0

por lo que se puede escribvir, wtilizando 7.2xk ’
LN, 6:)=3 820l 2182 729
q 2% 2% 2
Mediante esta ltima ecuacion identificaremos G, -
como el generazdor de cambios en las varlables Ii por!isiq.
¥ con esto entonces para cualquier funcidn F de las varia---

bles tendremos:

LlF,6el=gdxab . 21 gr 7.25
ox 92X 2

§.~- 1AS DOS CIASES DE VARIABLES DINAMICAS?

Ias dos versiones para G, en las ecs 7,11, indican-

x
cue debe ser posible desplazar las variaciones SI a través -
de -1lz2s variables X ., Por lo que dentro de la teoria ss tra-
tard de construir diferentes matrices «&¢ , consistentes con
1a teoria tales que al desplazar una variacidn 8% a través-

de una variable dindmica Xb se induzca una transformacidn -
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ot

lineal en estés variables, es decir se postula:

Sx&ib = (’4&7—\\, S Xa,

Esto inducird las relaciones de "onm taul S de las
variaciones 31. con las variables dinamicas.

La adjunta de la ec.

IBSIQ: 83‘&()&: Ll’.)b

8.1 es:

\ 81
desarrollando estas dos dltimas ecuaclones se tlené§
$AoXp = Z— (ko) Xe dxq
= ZL (’ka)bc 81-0_(/&::’ x}c
= % (kvj\g(_ §1Q§ (’kg)c_axd
= ? (Zu‘a\bc (A:)(d) JxaXa 3
lo que implica:
Z (}\‘L)bc (kijcd = Sbc\ 8‘{

por lo que:
* ' 3.5
}\Q_ kc\.: i ‘

A partir de la propiedad de que cada Sxa_conmuta -
con el Hamiltoniano, ec

7.23, se puede obtener un conjunto-
de transformaciones de invariancia de éste, es dacir

§ 2o W) - B(X) §xo =0

usando 8.1 se obtiene

3.6
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H ( ka x) $Xa - H (=) dxa =0 .

lo que implica: . : -
Hike =W g
ademds de la hermiticidad de H se puede obtéhéi:iﬁ4 "

H{k %) = HO

y con el conmutador de una segunda”ﬁaffaéibn, Xy, 10
H ()RQ}(\DDQ = “(1) ’ B 8‘0

Vemos que el conjunto de transformaciones lineales

forma un grupo de transformaciones de invariancia para H.
También se pedird que todo el operador lagrangiano sea inva-
riante ante transformaciones del grupo, por lo que el térmi=-
no cinético también debe ser invariante, lo cual se satisfa-

ce si:
T
ko Aky=A g1t

Para que la equivalencia entre las variables X y
‘kml sea completa pediremoS entonces que estas Wltimas sean

también hermiticas, con lo que se cumple que:

g,\i =4 8.\2

La construccidn del grupo de invariancia descrito-
por las matrices k&_se basd en las propiedades particulares

como operador de la variacidn ang Pero todavia se tiene la
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livertad de realizar transformac1ones lineales’ sobre 1as va-
,am-f

riables dindmicas, lo cual se puede v1suallzar co o u

bio de coordenadas, gue introducen nuevas varlableSvhermltl-,

cas ‘ o : e )

tan adecuadas como las originales para describir al sistema.
En este nuevo sistema de coordenadas, para que el-

término cinético del lLagrangiano sea invariante la matriz A-

debe satisfacer:

—_— -1 -
A- AL 8.4

"y para el Hamiltoniano debe tenerse:
- Ny
H(z) = Hx) = H( )

Ademds en el nuevo sistema de coordenadas, lzs propicdades -

.15

de invariancia se escriben como:

Hk,x) = RGO = He) = H(ke)
=H{ &q) H(lkag'z)  8le
por lo que:

ko= Q%0

Por consistencia las matrices EQL deben también a-

.11

parecer directamente de las propiedades de conmutacidn de --

las variaciones 33(m
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), §%a AL

Feescritiendo esto en f\mcxor' ue 'Laq é‘z ’
tiene después de un cdlculo largo: oero uencillo ‘(que:

mostramos en el apéndice 2), gues

zb »QM, kb(n—‘)bc = Sack«x

1a interpretacidn de e=ia ec\mcigh;ngﬁile’vé‘x{é';'ba, -
restricciones muy fuertes para _a mavrices &\‘y Q . La ec‘.
8.19 no es valida para X arbizraria , se mostrard con un e--
jemplo que esta matriz tiene una forms muy particular y que-
las matrices KR tendrdn también esta forma particular. Su--
pongamos que tenemos tres variables dindmicas X, , X, , X5,
( % es una matriz de 3x3) v qus las matrices % ko &},

en la ecuacion 8.1 satisfacen:
2(\ = kz_f *3 8-20
entonces se tiene en la ec. 8.19:
. |
iﬂ Q&h jh,cl )bc
-\ -\
Qm k. Q\c v Loz XQ,_ Qac +Xas 9‘3 Rae = ch Ra

Ahora para 4 = 3

’Q‘\(ls\ﬁ\;\ * 85, Qz_:-) + Q3 3}‘5 Q3:— = e %

sabemos ademds que:

R‘.’n Q\‘c‘ + Qz,'p_ Q?.;_‘ = ‘Szc ~/Q33 gfafc‘



con lo que:

Bodac + Sy (k) 238 = dic ey

si ¢c=1,2, 335 0 por 1ok ”que,
D45 (Ry-k) dsc = O

esto implica dado que R, # k, o
I3 25, =0 S X e S |

Ahora para c=3: e
Jy+ Ray Cham ) £33 = ks e
e (1- 233 55°) = dey (A £33 23)

ontradiccidn,

-t ,
st L% 340 :7,9(‘=£3y tenemos entonces unz

por lo tanto:

i" N 93—2}

y entonces

53 0F 4,7

con lo que de 8.21 sabemos:

-1

Q3| =0
-1
52 =0

Ahora', para Q=1 tenemos:<: -
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o Bohe + L ke O N fae = dic K,
B (R 1E s iz f2e) * Ry s R = dhe S
RoC8ie -0 8) + Ry s Q;e‘_ Jie ‘—\(""f‘
R (X 25 ) = Sy s 207 B s

como X, k, se debe tener :

- y
Lislsc=0 S e=l,2,3
n .
pero para ¢ =3, ,Q33-{:O » Por lo tanto .
1\3 =0
y similarmente f,,=0.
—— - - —
ahora XRa=R%. ) implica que 11‘1- X+ l; . Como -
X y x son equivalentes, a partir de las variables = -

se puede hacer un cambio de coordenadas y regresar a las va-

riables X , es decir:
Y -
x = Q x

\ -1
con $ = % . Se puede repetir entonces el argumento desde -

la ec. 8.18 y obtener finalmente el andlogo de las ecs. 8.20:
-1
-t .
(47,0 = 1 =0 223/
1yt _ 8.23.2
(L )32 = Q32 =0

por lo anterior se ve que la matriz Q tiene .la forme:

52\\ 9-\7. o
X-= Lz | O o
o o) £33

8.24
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Esta ecuacidn nos dice al aplicarla en la ec. 8.13
aue las variables dindmicas estdn separadas en grupos, pu---
diéndose solamente relacionar linealmente a las variables si
éstas pertenecen al miswno grupo, es decir si variables dife-
rentes Xa y X, son tales que se satisface lxa—_ sz .

La matriz Q es una matriz arbitraria y,&q también
representa una transformacidn posible de las variables, como
se ve en la ec. 8.8,por lo que 3?,,_ tamnbién debe descomponer-
se en la forma 3.24.

Clasificaremos ahora a las variables Xa con ayu-
da de las matrices que son posibles dentro de lz teoria.

Consideremos primeramente gue existe un solo tipo-

de matriz J{k:;k .

Como &k satisface la ecuacidn B8.12 es fdcil ver que.

$ad(Lth)x =2y (1) xdxa - 325
y que existen dos tipos de variabiés's;c';lamente";r‘si: i

x+=i(1+k)x o 826

se satisface que:

82+& Xy =t xh,_)é\»‘i*ik-" S | i 21
y con S
BRI 228
tenemos S .

$XoqXoy = Xy $% e §.29
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Si definimos las variabvles que satisfacen las ecs.
8.26 y 8.28 como:

'

Xy —>

x.—7§

de las ecs 8.27 y 8.29 se obtiene:

[SZ)Z]:O . 8.30
igz“gl\u) 9.31

Zstamos ahora interesados en encontrar las relacio-
nes de conmitacidn de las variaciones de un tipo de variable-
con variables del otro tipo.

Agrupando nuestras variables de acuerdo a

2,
22

—— 3L
z. 3.
Zn
existen dos tipos de =matrices 3{ y de acuerdo a las ecs. 8.30

y 8.31 tienen la forma general:

*\o & Y ms T o -4
donde las matrices ] y v, en general de diferente orden,
relacionan variaciones de variables de un tipo con variables

del otro tipo en la ec. 8.1. Io gue se quiere determinar es-

su forma explicita.




De las ecuaciones 8.1 y 8.33 vemos gue:

é\zb Ea = (Q‘E)Q é\zb S 93q
v S
ngzb: (W\Z)bé’gk 9. 35
donde a y b se refieren a los componentes de 8.32.

Dado gue F=mt=z4

, del mismo modoque en la ec.
8.25 se tiene:

2.5 (1 N8 =2

v anélogzamente

8§34 (Ltm)Z=t

2.36

2 ((1208) Iz

s (UM)‘L J'% < 1

Observando que cualouier combinaclon lineal de las

variables de un tipo sigue perteneclendo a este“defi amos -
las combinaciones lineales siguientes:

—_

+

=4 (105
2y = 5

"

| ‘f"js‘.’ds.L

1

1 3.30.2
con lo gue vemos gue tenemos cuatro posiblés pares de varia-

bleS(Z}n€4)1(24'; )I(Z-lgi‘ (z-lg )

En términos de estas nuevas variables las ecs 8 36
y 8.37 se escriben:
$zqy gp
$24 25

i

l“f’ %p §Ea
}Ldﬁ ZZF <9 % o

9.39.2
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con o ,Pé{* '} ¥ donde %P v ¢a son 1os vectores columna ----

(419)E _-,—(1*W\\Z reqpectwamente. De. 8 36 y 8. 37,"ve:nos que:

Ay "'H::

g.40

En esta nueva representacidn en términos de Zxy Sp
las matrices £ y m que aparecen 8.33 son diagonales como-
se puede ver de 8.39. Los elementos diagonales son £ 1 y e--
videntemehte se satisface 2= 1, wm*= A

A continuacidn debemos seleccionar cudles de los =~
cuatro pofEibles pares de variables son consistentes con la -
teoria. Uha primera restriccidn aparece tomando segundas va-

riaciones| en 8.39. De B.39.1 obtenemOs:

§(8248y) = {2,493, 8.41.1
§(Xap 2 82 AU
= A«p §35 J24 . “8?‘7‘""’;,

De 8.39.2 obtenemos Sgpé‘i.( como:

i

- 34T
835 S2az= Mpx dZadZ, T3
Introduciendo 8.42 3n 8.43.1 y comparando con"jBV.ldrl.]J obtene-

Adp/{f“: A N _ g.43

1o que s¢ satisface solamente si.d ':,ﬁ ‘de.acuerdo a .8.40.Es-

mnos:




to quiere decir que los pares (Z,,5-) y (Z-,%; ) son in-

consistentes con la teorfa. =~ -

Los restantes par\éj;s‘ )y (1”3’__ y tiense -

asociadas las matrices:
W[y oo (4 o\
2 -

o A ) - O : ‘ﬂ

¢ \o -4 5 \o -3

respectivamente. Recordando que las matrices 3( Tormen uv-
grupode invariancia del lagrangiano vemos que debemes salsn
cionarel par (Z,, § ) asociado a las matrices 8&.44 gue en-
efecto forman un gruvo.

S1i denctamos las dos clases de variables, comsc va
riables de primera clase 2“;»2,‘:, variables de sesundz clase
2,'.,.“;% . lass propiedades de conmutacidn de las variaciones=

382, v 43 aparecen finalmente como:
Lizy 2, ] =0 BTy
[8%y,3.) =0 | | §.46.2"
[A‘%;,,lq\”’ ‘ , ‘e.%‘.z
{é‘%x, .§=0 o gded

A continuacidn analizemos las consecuencias de la

1"

eleccidn de este grupo de variables en 1a en la forma de la

matriz A que défine el Lagrangiano del sistema.
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Ia condicidn B.11 con ak: no implica ninguna res-
triccidn sobre A. Sin embargo usando Je; vemos gue los e~
lementos de A gue conécfah a“las dog clases de variables de
ben ser ceroc, por lo que A Se reduce a dos submatrices, aspo
ciadas cada una con un cilerto tivo de variable. Estas matri
ces las denotaremos por a y ad respectivamente, con lo-

que escribinos:

a o
- 8.9
A'(d) ;..,() o !

De la propiedad dada por la ec. ?;Z—Sersigue que:-

a=“3T=a* .92

es decir A& es antisimétrica y ieai;f@iénfrhs que & es si-
métrica vy real: ‘ :
R} * Pl
of= & = o L 8.99

Esta descomposicidn de- A, hace que el generador Gy

tome la forma: .

donde:

Gz

3]

z2adz 9.51.)

(3d82)2 ' 9.51.2

A
(s

1

L
L

6)€=-7‘:§a'o<6‘€ 9.52.1
2-4 (14 88) 2 8.52.2



Ademds el lagrangisnoc, ec. 7.1, toma 1z forma:
L= {2 adzlg [z, Mesls] H 353

y las ecuaciones de movimiento aparecen ahora como:

o] d_z = Jp H - Oy H ERE 8.5“(( .
dt 32 22 ~ S
iads - 2ef __ ocH g4z
dt 25 25 e
Introduciendo la notzcidn vectoriel:
2, e
5
£, . .,
a continuacidn obtenemos las relaé;ér{ég’ ; ' para=

las diferentes variables:

Desplazando 8‘5 a la izquierda c.a. la derecha en la

relacidn general de conmutacidn, ec. 7.25, se obtiene:
(AL F4) - F((Rav)y) (AY)q = -4 2E 2.56

+ Id + b
donde la matriz ){q puede ser 3(1 [} k; segun le_ sea va--
riable de primera o segunda clase respectivamente. Si se es-

coge F(4y)=Yy, se puede representar esta yltima ecuacién como:

Ya Yo - (Rat)y 9o = a(A), 3.57

las propiedades de conmutacion de las dos clases de

variables dindmicas aparecen ahgra como:
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[2,2.) = 7 (37 e 3.50.4
{3223 = "'f)&’a | 2.59.2
(2,22} = O U S ;?'S?'B

9.~ VARIABLES COMPLEMENTARIAS D_E‘?‘RIMERA CLASE

L1

n esia seccidn se 1dent1ficaran a‘las: variables T

que hemos trahajado en un pr1nc1plp.f’.ﬁ

Para la matriz antisimdtrica g

detd = deta’s det €)= (1) det@

lo que nos dice que si n es el nimero de variablés{dé
tipo, este nimero debe ser par, n=2m. ‘ i
Aplicando el teorema 4 del apéndice III, séﬁ#gfﬁueill
e puede encontrar una trznsformacidn de las variabiééfdéje§¥ 1
te tivo donde 1a;matriz d es diagonal por bloques, siéndoen

cada vna ce la¥ = svimatrices de la forma:

~o
3= o £> 9.2
A o
Esta representacidn de la matriz d relaciona a ~-

las variables dindmicas por pares, a las cuales llamaremos -

?k y’%k conk l,...,m. Para un solo par de estas variables

el término cinético del lagrangiano se puede escribir como:

T (R (2 (3

4%
at



A%

e .

V(- d
z‘( XY —df-f + P ‘%{* +%ﬁzpk~d_fkcm)

i

"

4
3 (P - g de) 9.3

donde esta \ltima notacidn indica simetrizacidn con respecto
a toda=

las variables. Por lo gue el término cinético comple
to sers:

m

1 cdqy . dpx
33 (pnedpx - a L0x)

9.4

En esta representacidn laslecuaciones de movinmiento
serdn ahora dadas .por:

d {7y : . , o
=1, . ' ’

"‘A_E‘l": a_}_{_ & ! ,‘vv“ . L .

at 295 C9sa

y el generador tomard la forme e

6273 Z ( P 3‘4\( 3 or ) a6
las r813010n88 de conmutacidn tendran la forma ca-
noénica:

(94,90 = [px,p)=0

o 19;7.‘ L
[9u, P = 4 ks 912

Por ultimo se puede aprovechar la:libertad de a-;
gregar una derivada total al lagrangiano, en la forma
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—

- a9 ‘
L'L*At 9.8

para obtener representaciones alternativas del término ciné-

tico y de los generadores. Escogiendo:

W=2g e b

se obtiene un nuevo término cindtico dado por: i

Z py. 4
b= at

y los generadores

C“l"{ Px 994, | 9."”'

Si se escoge el signo opuesto para W se obtiene el

término cinético:
(32
~ 7 9, it | 9.2
L= dt
¥ los nuevos generadores infinitesimales:

Gi”‘% ‘S\Fk‘ik 2.13

Comparando con la ec. 9.6 vemos que Gq genera trans
formaciones en los operadores Qy dejande inzlterades leos Dy,
Gy tiene la interpretacidn inversa.

De la clasificacidn de las variadles en dos tipos-
diferentes, se ha podido generalizar de una manera consisten
te el principio de accidn, que ademds de las variables dind-

micas ususles de momento y posicién incorpora un nuevo tipo-

de variables, las variables de segunda clase, que Sson el ob-
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jeto de estudio de la siguiente seccidn.

Ia neceéidad dé'un nﬁméro par dé variables y la po
sibllidad de dividirlas en dos conjuntos complementarios tam
bién aparece para las variables de segunda clase., Utilizando
el teorema 4 del apéndice III, vemos que la matriz < pue-
de ser reducida a la matriz unidad por una transformacién --

real de las variables. Con esto las nuevas variables candni-

cas y herm{ticas, § , obedecen:

{%a,55}=8% ro.d

lo que significa que dos operadores % cualesquiera anticon
mutan, y el cuadrado de cada operador es un miltiplo comin -

del operador unidad.
La forma candnica de las ecuaciones de movimiento-

son ahora:

a 35 _ 2t oH » /0.2

= —

2t 2 = 2%

Para un sistema descrito por variables de segunda-
clase, e reguisito de que el dlgebra de mediciones sea deri-
vado de las variables dindmicas fundamentales, implica que -
a partir de estas variables podamos construir un operador --
aque tenga las propiedades de las J‘ch . Para un minero par-
de las variables, 2r,el producto de todas las gx anticonnuta

con cada una de las %a_. pero no existe un operador de esta
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forma parz un nimero impar de estas variables. Se concluye -

por lo tznto gue debe existir un numero par de varisbles di-

nanices de segunda clase. ‘ Lok :
Dividiendo estas variables en dos grupos con el -

Q) 2y . .

mismo mimero de ele’nentos, E % g8l term.no c1netico

para las variables de segunda claae, lo podemos escribir co=-

. ' <) o €2
HER ]=A([%“,%’%J+[€”,5'-f*
=2 2 %2 2"5‘(')* e . ﬁn) /0.3

donde =1 punto s1gnif1ca antisimetrizacidn respecto a las va

mo: )

riables de segunda clase.
Ina descripcidn cue emplee variables complementa--
rias aparece con la introduccidn de variables no hermiticas~

candénicas, definidas por:

)
(3944 3") 10.94.1
s at -4 0y, .z @ » R, :
P=49’= 272(5"44%T) 10.4.2
que convierten al término cinético en: ' o
(p- -39 e
Observemos que esta estructura es aplicaﬁle a las-

dos clases de variables dindmicas.

Con esto las ecuaciones de movimiento:

dg _ 2 H  jowe.t
dt 27 .
_d H

¥- 2 [0.6.2



kg
¥y los generadores de cambios infinitesimales en g y p:
Gg= pdq | 18

pueden referirse a las dos clases de vafiébies,dinémicas. Ia
distincidn entre las dos clases de variébleévésté implicifa—
entta relacidn entre las derivadas derecha e izgquierda y en-
general en 1las propiedades como operadores de lés variaciones
Sﬁ Y 3? .

ias relacicnes de conmutacidn de estas nuevas va--
riables se pueden derivar directamnente de las ecs 10.1l, re--

sultando:

{1h'%l}:{Pk)?.&‘:0 IO?&

{“,911}' i &y l0.9.2

Por la relacion entre las variables P, ¥ g dada --

tt

por la ec. 10.4.2 las ecuaciones de movimiento y 1las relacig

nes de conmutacidn pueden escribirse en la forma:

adgx _ 22
-4 dqn . 2

- {0nd: {9 6] o 010

Ll Su - lo.\1
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=
b
]
i
-
)
+3
i)

Z44S CON VARIABLES
'DE UN SOLO TIPO

En'este,caﬁitﬁlo,utlizaremos los conceptos desarro
llados en lz primera parte, aplicandolos a sistemas que tie-
nen solamente variables de un solo tipo. Para variables de -
primera clase ejemplificaremos con el oscilador armdnico mos
trando como utilizamos el principio variacional. En este ca-
so es posible integrar las ecuaciones de movimiento de los -
operadores ( ecs. lineales) lo cual permite obtener la fun--
¢idn de transformacidon de una manera simple.

Posteriormente desarrollaremos mds ampliamente el-
mé+todo para el caso de un oscilador armdénico amortisguado So-
bre el cual actia una fuerza externa, ecn donde la frecuencia

W ,el factor cde amortiguamiento, X , ¥ la fuerza externa-
son funciones generales del tiempo. Por Ultimo presentaremos
como una introduccidn al siguiente capitulo un sistema que -

contiene solamente variables de segunda clase.

l.~ OSCILADOR ARMONICO

Para cualquier sistema siempre podemos escoger la -
representacidn en la cual calcularemos la funcidn de trans—-
formacidn. Por ejemplo, podemos escoger como estado inicial~
del sistema, un estado propio del operador de posicidn, o de

momento o de la energfa y también para el estado final pode-
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mos hacer una seleccidn arbitraria. Esccojamos agui como estz
dos inicial y final, estados propios del operador de posi---
¢idn ¢, es decir calcularemos la furcidn de transformacidn-
<:3:£'\ 1;t2‘7 , donde qi y qé son valorgs propios de; opef
rador de posicidn a t, Y ts respectivamente, donde Lty tz”-
representan los tiempos final e inicial. = 7u “‘ -

Para un oscilador arménico el Hamilfdniéﬁ‘;;gtgfdé

do por:

PZ \ 2 .2
W= tgmeey

donde m es la masa de la particula y w, es la frecuencia -
del oscilador,en este caso constante.
Los generadores de las transformaciones infinitesi

males en los estados final e inicial, estdn dados por:
6,: qu_-Hc?t
= pdq- Jl St - 1 mws q* dt 1.2

en la representacién escogida.
El principio variacional nos dice entonces gue pa-

ra encontraz'l(il{‘lﬁ;{i> tenenos que resolver la ecuacidn:

Sqtlgtay -3 <y, usf dt k| qity- -«;il@\ Ol 9, )
3

donde:
Chblai-Gelgily = «q. th‘é‘q st - Lmalg, 17

~928q 4 P2
P29, "'m é\tl‘*-\im w3 9}1 3tq \q“-,_t1> 1.4
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en que los subindices nos indican el tiempo al cual estan --
referidos los operadores y las variaciones. '

Para poder aplicar los operadores a 1los estados --

<1J£,\ y \1;t2> necesitamos expresar los operadores de -

momento en términos de a; ¥ dp, lo cual requiere que resolvg'

mos las ecuaciones -de movimiento para los operadores q 'y p,

BP dt 39 Ji T
que en nuestro caso se reducen a:
P _d SN
R RE.
y
d
2 a4= _ s
molq= - F 1.7
Las cuales podemos escribir en la forma:
. 1
Q v 3
9: = 2 " 1.8
P - W, 0 P

Esta Ultima ecuacidn representa un sistema de ecuaciones aco-
pladas. Ahora, podemos desacoplar este sistema diagénalizando
a la matriz:
fo) AL

M = m 1.9
~ .

-mwr 0
lo cual es posible si encontramos una matriz ,4 tal que: —

A. MA sea diagonal. Por los metodos tradlcionales podemos~
s
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encontrar gue f\\_ esta dada por:

| S W B
A - | ‘w -_ff-f—' Al : ‘L\O
~ AWM Oy  -awm We (i-Vnqut L ' .
-1 o
Calculando A_ ’:‘\,\ E) tenemos ¢

A_‘ WA= “’o( | O) SO l“

~N o

Si aplicamos esta transformacién a la ec,

la forma:

se llega al sistema de ecuaciones desacoplado:'ylk'

) _iw.]® a3

Il N

5

donde:

Q= -imw.q- P TS

? =-Amwe ¥ " [15
Resolviendo las ecuaciones l.lB.'aﬁlicando'las condiciones -

iniciales para q y p en 1a forma:

221 = "N Meo, ﬂz._ fh. 1.16. ]
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£,=~amwaqy ¥ P2 e
tenemos:
ZW)= 4, ¢ ,

LY f’éz

zi): 2. ¢ (&)

A partir de estas ecuaciones, evalua'dbas al tiempd-

iw Ch-t) T R

t1» v de las definiciones de Z y % , ecs, 1 1‘+ oL 15,te

F. = m W, Y_i| C.Ot on - az_ ¢sc ‘ooT] .

Prz M wo [i\ cse 0, T - %, eot w.,"q g
donde: o i
T= f_'..(z_ llo
Utlizando la ec. 1.18 podemos encontrar Fnl "’il‘égag _
do a: ‘ v -
2 g J
P = miws qu colew, T+ 92 ese wol - haesewsTeot weT
- 11_(#| a5 on COTC‘)oT] lZ_I
con una expresidn andloga para P;» . Vemos de esta tltiimz e-

» . 2
cuacidn oue todaviz no podemos aplicar F,l (y P?- ) a los es

tados (c*"{,\ yk}; {_,_) hasta que no transformemos el término que

contiene a 9xq, @ 1a forma 4.9, - Recordemos que en general



55

dos operadores a tiempos deferentes no conmatan, por lo que-
es necesario encontrar el conmutador (34,311 . Podemos ha--

llar este Ultimo a vpartir del conmutador candnico:
[ﬂ.d%]:qh 2L
si expresamos a p; como en 1.18, obtenemos: » ';,A J
_wih ey
[ | - Sen on B j _:\.“
q l%él m o L
2

De esta manera podemos esScribir a pi ¥y p; en }é,f@;ma;adéqug“;

v aplicarios, funio oon 13 dewds téyninos, e los estados

An
halY)

final e inicial en la ecuacidén 1l.4. Esta se reduce a:
S<qutlq,ty = <\t 6 Gl g1t

[ (g ot To e T) ) - 288 (ghata?

+ ﬂ'zz e3¢ Wol -9 4, (2 cot woT eseaol) - :i‘)o Qoton) 3t

A
ya

mose q dty -mewo (q) ese T - QeotarsT) dg)

+ W,\z‘é} (q‘?csc‘wﬂﬂ ¢ cot @ T- 919 (Lese weT cotwd)
. 2 \

‘,—t\%,,,wt 0eT) § 44 mas 3‘26‘&’} <qitlatt)

i.24
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Para poder integrar esta Gltima ecuacién observe--

mos que:

12 ' “fi’;
5«:‘_( %'-‘- CQ't (OoT - Q.ﬁzcsc

] [} 1 ‘Z NPT k :;'r,‘:t',

S, (L cotw.T -39, scweT + 9% cotwaT)
* Z o
= - 0—7‘1—" Cs“ ¢°{2on- ZC{,C“.‘ ot WoTasewol. +‘ SEEE

2 2 S .

Y= ese® 0, T) 8L - I w, 8¢, S

2 : .26

Reescribiendo lz ec. 1.24 eﬁ'te'r;mihoé de 1,25, 1.26

¥y su andlogo para 8"—; tenemos :
LS AT N
W2 . 2
= ((m W 8( QT cotweT- 9198 dscewoT + 32 wotw.T
2

ihwo . : V
"R cot T ITY <qitlqitsy .27

donde:

8= Sy v &= Sy 9+ S, 128
Utilizando: i
ST n ‘Aen on\ : We cot WoT J‘T \.Zé '

se llega finalmente a:
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S(‘;.’th;h‘y = S(“ziw‘%(i cot @ T-29/ Efzcsc wWo T

4?2 c_otwo’f) “lh\senweT|§)<%‘£\%l z> .30

donde la variacién 4 es con ‘respecto a todas las variables-
indevendientes °l' °2' tl. tz' Podemos integrar directamente

esta ecuacidn resultando:

<q:{llﬂ;{z> = ﬂ q!!'u—\- (’1' tOtOoT 11 ?z CSCCOoT
frenoer € +3sot @aT)

/.31

La constante de integracidn A, se encuentra direc- -

tamente de la condicidn de normalizacidn: :
R\: <itlgzty = Jeqr- q) 3z

Yy resulta ser:

A= foee 133
PRIER Y :
de esta manera obtenemos finalmente la,funcién de transforme-
cidn:
'\Wkdc i T(
ColWo q-l-
<1£\32t2}—/-:"‘ o to L)
“n‘r\ﬁenon

1.39
Esta funcidn de transformacidn contiene toda la in
formacidén sobre el sistema. Cabe aqui sefialar que la ec. 1.34
es exactamente igual al propagador para el oscilador arméni-
co que se obtiene de la teoria de integrales de trayectoria-
de Feynmanna. Una manera de obtener el espectro de energia -

para este sistema, a2 partir de la funcidn de transformacidn-
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1.34, se muestra en el apéndice IV, obteniéndose el espec---
tro ya conscido. En la siguiente seccidn resolveremos el pro
blema del oscilador arménico amortiguadosobre el cual actua-
una fuerza externa donde la frecuencia ew({} , el factor de-
amortiguamiento T'e) vy la fuerza externa F(¢) son funciones
generales del tiempo. El método empleado es una extensidn de
las ideas recién desarrolladas para el oscilador armdnico —--

simple.

2.~ OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO

En esta seccidn reéolveremos primeremente el osci-
‘Lador arménico amortiguado y posteriormente usando este re--
sultado introduciremos la fuerza externa F({). Es prudente -
sefialar que el iscilador armdnico amortiguado con funciones-
generales del tiempo representa un sistema unidimensional --
con un Hamiltoniano cuadrdtico para el cual es posible ha---
llar la funcidn de transformacidn con una dependencia explfe
cita de las coordenadas inicial y final mientras que la de--
pendencia tenporal esta dada implicitamente a traves de cier
tas funciones auxiliares. Aunque este sistema ya ha sido re-
suelto en la literatura por métodos diferentes, el objetivo-
de esta seccidn es nostrar mediante un sistema no trivial la
aplicacidén de la teoria desarrollada en el capitulo anterior
{refs. 9,10).

El sistema considerado como el andlogo cudntico --

del oscilador arménico amortiguado con pardmetros dependien-



tes del tiznpo esza descritc por el Hamiltoniano:

- T 3 AL AT ¥ o PR -
G (e ]
’Qihieﬁﬁo‘béfA‘ééte{sistema son:

1as ecuaciones de

2.1

donde hemos supues<to’;

ij=p€ 2.2
. -2l

P= w*e 3 2.3

A partir de éstas ecuaciones llegamos directamente

' & gue la ecuacidn que debe satisfacer el operador q es:
e ‘I -2
qr+2l"<1+coc]1:o 2.4
Debido a2 la forma lineal de esta ecuacidn, podemos
escribir la solucidn general en la forma;

9= A(¢) g, *ﬁ({)?z

donde las funciones o y /5 satisfacen las condiciones de —-

2.5

frontera:
d0)=1 . 1‘”
AqL2) = o 262. .

) E ;.

n
Qo

/9(1)
pe

"
‘—L
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Aqui denotamos por 1 y 2 a el tiempo finai 1, ¥ al tiempo -~
inieial ts respectivamente.

Por lo anterior es directo qﬁe lz2 representacidn -
mds adecuade para calcular la funcidn de transformecidn serd
aguella dadea por estados propioé del operador de vposicidn, -  ;'
<q: !:l\r}l Z) . ‘
Substituyendo 2.5 en 2. 6 vemos que las funciores-ju*
d v P deben satisfacer las ecuaciones;j“' " ; ’,‘ :,,

AW+ 2T 4 + w?o=0 ; " 12;,7-/'—' |
ﬂ({)»ZPPow’)g =0 v ,771

A partir de 2.2 y 2.5 podemos exoresar el opera---!f

dor p como funcidn de Qyr Q3 ¥ b resultando:
= (& : re R
P= (A0 g4 pet)g,) @ 2
Para poder expresar pz en la forma adecuads, como-
en la seccidén anterior, teremos gue encontrar el conmutador-

EQ:,QI] , lo cual se hace de manera similar llegéndose a:
-2

H,all——"l(—,)— 2.9

Podemos simplifigar el problema, Sin perder genera
lidad, si consideramos que el tiempo inicial es fiijo t, = 0
y no esta sujeto a variacidn, es decir, dé€,=0, por lo que-
obtendremos la funcidn de transformacidn al resolver la ecue

cidn:

CACRACWORE <‘11\P-é‘q - pS19,0% 240




61

Expresando a el Hamiltoniano en términos. de ql, q, se llega~

a oue ( de anui en adelante (0) ,/e'(o) , ['(¢) son funciones e-

valuadas en iy = 0):
L<qit) pdg- Bt~ P quiq£0>
= % <ptl (dg pmﬂ &Msq -1 (4B gt v a frqs,
+ A0 B> ( 9,9, - ﬂ‘\ ) +p(:)<},_) --mi w A1) 22,’(;, ]J‘i.
~(3@ gi 1 peo ch) 0" 8ql | 91y

Aplicando los operadores:

3<1 tlq,o0 = "&.11‘2(' X _Q,o)) e J‘{,
‘h -p0 e“*")gt.n; =N (-«coﬁa)) 6*"e, +

2/0)

q (,((;)F(u)) Q ”c“a t9 (d(')e J‘? -X) € 0(1?)
+q,(pm€ J‘q,-pm)e A‘«}QMZ(')«‘F\ Jt]<qitilqio) 212

Aqui nos enfrentamos al siguiente problema, en ge-

2.1

neral las variaciones son respecto a los tienpos t, ¥ typor
lo que para poder integrar ésta )iltimz ecuacidn necesitamos-
conocer la dependencia explicita de las funciones o« yﬂ

con respecto a las condiciones de frontera, es decir, como -
varfan o y ‘3 al variar tl y tz. lo cual no conocemos y? -
gue no hemos resuelto las ecs 2.7. Podemos superar este pro-
blema si logramos extraer explicitamente la dependencia en -
tl y t, de las funciones & y /5 . Se puede lograr esto si
escribimos ¥ y /5 en términos de dos funciones auxilia--

res X,\y l?. de la siguiente forma:
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W

K@y = AN ) + BA ) 2.13.1

B (&) Cx.<4)f:P:XzV"’€’, | 2032

Introduciendo las condiciones de frontera podemos eValQﬁf --

las constantes y escribir a ¥ y B8 como:

pey = A XM= X WA
donde

A= Xg ) X €0) = Xa(o X 2.19.3

Observemos que X\; ¥y A, satisfacen las mismas --
ecs 2,7 pero sus condiciones de frontera pueden sSer cuales--
quiera. Sin embargo KA(4) y /B({) son independientes de es--
tas puesto cue estancompletamente determinadas por las ecs.-
2.7 y las condiciones de borde 2.6. Lo importante es enton--
ces que Se ha podido extraer la dependencia explicita en tl—

¥y t, de las funciones & vy /3 .

Para integrar la ec. 2.12 consideremos separadamen
te cada uno de los factores de los vroductos de coordenadas-

que aparecen en ella.

Primeramente observemos que:

S (e (LW - oW ¢ 20 =0 215
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donde hemos utilizado las ecs; diferenciales que satisfacen -

Ay l,_ . Por 1o tanto
B 21 li)

L) l, (n\ e a2./6

f"‘In't»egr’arenios_ 'lla_ ec. 2.12 separando los diferentes-
términos que nos daran la misma dependencia en las coordena-
das a {ydy -
i) Para encontrar la dependencia final en qiqé. tenemos que=-

integrar:
. ) , 2hn
g4y (a0 po) &0 - 3@ 91 € dy, 10l 918y, 217

De 2.14.1 observemos gue (recordando que tz = 0):

2(ce 2co)
i Qe b - X @2@)
. A A
Similarmente:
. 2Py X
ﬁ(l) e = —/—\— : 219
Ahora: v
. z(‘(') d ¥
p(l) = Jti—& 2-20

Podemos evaluar ésta Ultima derivada ya que conoce

mos la dependencia explicita de A en £t

d kK _Q K

dt AT A L) X, €0) - X)X,

-- K ;\ZU\ Ai€8) - X, (0) i:(‘)
/\L

2 Nesr)

-pw awm @ 2.2
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L@y = AL, (&) + B2 (¢) 2.73./

ge) = ¢, (8) # DAt® 2432

Introduciendo las condiciones de frontera podemos‘eValua;';_

las constantes y escribir a ¥ y B como:

Ald) = llto) lz_(t) - ll(‘.) A5 Co0) N Z.l‘[.[ 7
y

By = Az )= Adl) o 2/41
donde ,

A= X)X, (o) =X X0 2793

Observemos que A; v )1 satisfacen las mismas --
ecs 2.7 pero sus condiciones de frontera pueden ser cuales--
quiera. Sin embargo “({) y /9({) son independientes de es~-
tas puesto gue estancompletamente determinadas por las ecs.-
2.7 y las condiciones de borde 2.6. Lo importante es enton--
ces que se ha podido extraer la dependencia explicita en tl—
y t, de las funciones «& ¥y /3 .

Para integrar la ec. 2.12 consideremos separadamen
te cada uno de los factores de 1os productos de coordenadas-
que aparecen en ella.

Primeramente observemos que;

j‘;c(ln L0, @ - @ AW+ 20w)=0 2.15



Por lo tanto:
. 14} . . 2“(')
j‘t 10 e - - pe 4 Q) e S22
1 k .

Utilizando 2.18, 2.19 y 2.2z tenemos después de in -

tegrar que el término proporcional a n;qé satisface;

Bgd 0 @™ S0 (518,02, d90= S(po € 5g)

2 2.23
ii) Dependencia en q'. : :
Ahora tenemos que integrar: : 7
2Dy
L g (,((.) ¢ G0) &) Q “Opd, + g, 'wery @ J‘g, G
.Z, 2‘/ T
Ovbservemos que: T
d gme™. 4 X )nlm - x M) X, o) e?"r')
dty U WOP WO WP

- ez " {2 L) aery + 200 Xz““ -l ko) - (Ailo) }‘2 - l'm)*w))

A Az

Utilizando la expresidn de &« en términos de A y,\-,_ venos gue

20¢1) 200 . . . L o
jt AN € = P {U‘UMU) 4 o((l)»at(t)} 2.26
La cual de acuerdo a la e¢c¢. 2.7.1 podemos escribir como:
Zf'(l) afay L2 ‘
;it Ay @ (&ah + Wiy den) 221

Por lo tanto podemos integrar 2.24, obteniendo: Py
20

- \1 T’Z (020)?.“‘040)0(“)) el(‘(l)s_h N %\ t;((') eRF(ng‘%lz S (;{U) 3 )

2 28
iii) Dependencia en cﬂz: 2.

|
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De igual manera que en el caso anterior se llega a
aqueg;
9 . 20u) ' 210y
100 €7 )8+, pe ) dg
. ZYSCO) (2
- d(-po0 € 95Y) 2.29
y finalmente

iv) Pactor Independiente

Similarmente vemos que:

d . 20a) _  , " . s - : -
R e o e
De 1la ee. 2.16 sabemnos: T
. 2Pad . 20¢o)
J1 e = -aw 2.31
Por lo quet
. . 200
qmah oy = 3( In (-etey € )) 232
2
Con las ecs. 2.23, 2.28, 2.29 y 2.31 la ec. 2.12 se transfor
mna en:
200) 20,
S(qt\qzo)—_-;: A\{ﬁ('\e $ % 't oy @ 9
2
20 (o) 2 . \ .
-p @ g _’E\ n(-o(to)e )7343#\\‘\107 2.33
7 .
Y de esta dltima ecuacién obtenemos la funcidn de transforma
cidn buscada:
d() 2\"(0) \12_ 2(\“)
<aqlilqzey = i > } .o\xp&——(ow)?, 9
20 0) mox 2
- a’bm ) 9.9, *ﬁ(c’) ‘3;,_1 2.4
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De agui es posible teoricamente obtener toda la in

formacidn sobre el sistema.. . ...t

3.- OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO FORZADO .

El sistema es ahora descrito por el Hafﬁiltohiiéno,z ,

200 211t) ] f Qzﬁu) '

&(ﬂ:%‘_?ze s w02 0 7-2 ?

por lo que las ecuaciones de movimiento son: -
q=p e’ L 32!
_,", ) c*w"(t) QZP((Z_ 3eezl’(w!) : 3., 2'2
donde al eliminar p queda:
3.3

.. e 2
gr20q4qa= w
Aprovechando los resultados de la seccidn anterior
encontraremos la funcidn de transformadién para este sistema
de la siguiente manera. Hosotros inicialmente teﬁemos la op-
cidn de hacer variaciones sobre el Hamiltoniano, por .1lo que-
podemos variar este con respecto al nuevo término, en este -
caso la fuerza externa, de tal manera gue esto se réduzca'al
caso anterior cuendo % = 0. Esto es, sirsf indieca vafia¢io—
nes en la fuerza externa tenemos, ap1icando el principio ée-

accidn,

Speqtisoy =4 <qti) \{,Si LW dt\q.0) 3.9
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donde:

§y Lty = & JPw) g B

Como antes %tensmos que encontrar una solucidn a la

ec. 2.3 y ésta estd dada por:
d
1(}.): ikt{\ + j C-,'({.'tr) {({;) dtl
a

donde (1k es la solucidn a la ecuacidn homogéne
las condiciones de frontera 2.6. G(t,,tﬁ)'éééél

Green aue satisface la ecuacidn:

& Lard m) G ¢, 0 8(4. t‘) -
4t

con 1las condiciones de frontera: v AR
G (o, ) =0 a8
G\, t) =0 , | 3.%.2

siendo continuo para t = t'.

Debido a la ec. 3.7, G(t, t') debe satisfacer:

. £ ‘
Lima §| :l-t}+2.r‘§.+co)6,({ Nt =1 39

EO
ia cnal se reduce a la condicidn:

fim (5 G0

E-20O

tetive tet-g
Ahora, satisfaciendo las condicioﬁes

2,8 proponemos vara G{(t, t') la forma: :

"(v)

C 6 (L) = Ao(({)/é({)e




n
(e8]

200)
G4 t) = A & @) pH e det 3,11.2

donde o y)& son las funciocnes detinidas en la ec. 2.3 con --
las condiciones de frontera 2.€ y A ¢s una consiante por de-
terminar. La tnica restriccidn scbre la constante A esta da-
3.10 de la cual resulta oue A debe satisfacer: |

. . 2.0(¢) ‘
() ALY - BLE) 4 (8D) A €772 4 302

escribiendo o(8) y P({)cono en 2.14 y utilizandgrlarégzjzilé

da por la ec.

se puede demostirar cue:
A= | Ay
Podemos evaluar el valor de la constante a cual---

quier tiempo. Haciendo esto en la ec., 3.12 se encuentra que:

t 4
A = ﬁ(” ezr\u) - 0‘((0) 92/"(0)

Volviendo 2 la ec. 3.4 tensmocs:

3.14

(t)

: 4 r
é\* <qitilqi0) = f\- <q S g0 ez (40 9,

PO 9, « r'c,,a,v) gy at) 4\ 9z o)

4
- (g Bg0 €
; fa‘gm T J ) ) u'dt) SUTOA

[

20Ny

t,
9, dt +J £ @xmjeu) q,dt

3. 15
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El dltimo término de esta ecuacidn lc podemos escri

bir utilizando las ecs. 3.11 como:

1 ¢, L t,
[Msg0 € sty atar :J j 890 Pet) o)t

o Jo
3.6
dondg: |
an
t') = ({) e (' 3'1-,7_‘
P(t: ) A e " F Zp({,) ’
P(t,t) = A e (1) P € ¢'<t 3.012

Ya que P(t , t') es simétrico en t, t' podemos en-

tonces escritir este término como:
8, ([T e P e de'dt I3
z ;(L Lgm 4, ¢) 4 ) 3.
Con esto la ec. 3.15 se transforma en:
83 PM<1 Llqyo) = & [ (5 f(a a “ue % dt
4
[ g(l) Q F(ﬁ\ Gudt vy S X 440 Pl {.)f({.) g{dt)]s \9
que al integrar nos da:
, J=o .o ot arw
<q'tqioy= <9 itil 4,07 expg—;—\u {0 & xee) g/ dt
t teb ° ,
+ 3‘,‘_8 G QAP“)P({) dt + :li E S A0 PEEL) 3O H Ji)} 3.20

Utilizando la expresidn para <C_}:£|\ ‘};o> obte-
nida en la seccidn anterior llegamos 2 nuestro resultado fi-

nal:
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21\ a0

<C_\ tlg.o) = i‘i@__e___.]ixpi_..( A1) @ q,l

2P0 2n¢) 2 j alu)

-ap0 € Qe pe @ gl aq e f € de

20¢¢)

‘ 4 2 Py I
_lngoﬁ(() «g(‘{) Q Jdt - W)(S?(Oﬁ({)e dt

b é

L arwy) .zm()
X « (L) .gu.') e dt 4 gd(ﬁ)«g(e) dt x

[

r' gL § ) 0" gy »}
’ 3.2\

£l oscilador armdénico amortiguado forzado presenta
do aqui, ya ha sido resuelto con anterioridad mediante otros
metodos (refs. 9, 10).

En el apéndice V se demuestra la equivalencia de =
l2 ec. 3.21 con ambos resultados. Esto constituye una verifi

cacidn independiente de dichos resultados.

4.~ OSCILADOR ARYONICO PARA IAS VARIABLES DE
SEGUNDA CLASE -

Queremos mostrar ao_uf como se trabaja un sistema -
con variables de segunda clase. Para esto escogimos el ané.l__o

go al oscilador armdnico en este tipo de variables.
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Escojamos para 1a funcidn de transformacién, la --

reoresenta01on dada por el congunto de varlables no hermiti-

cas q y Dy deflnldas por 1as ecs .10 4 cuyas propiedades-

fueron desarrolladas al flnal ’ rimer canftulo.

Recordemos que p-esta définido pOY 3

SELLY 4

¥y que se satisface la relacidn’

{apf=h 4z

El Hamiltoniano para este sisfema eétaldado ﬁof:
. . .
Ha\:\ugq--qwm 4.3

en analogfa con el tratamiento del oscilador arménico usual-

de anticonmutacidn

en términos de los operadores de subida y bajada (H=twaa).

Del principio de accidn estacionario tenemos:

S<ptgity= 2 4?'{'\(”7. Wi~ 6q, 41, dalqi )
4.9

donde pi v qé son los valores propios de py q a los tiem--
pos tl, tz respectivamente y Gp. Gq son los generadores de-
transformaciones en p y q ¥ estdn dados por las ecs. 1.10.7.

A partir de las ecs. 10.6 que definen las ecuacio-
nes de movimiento para este tipo de variables, para el Hamil

toniano 4.3 se obtienen:

J ,
ﬁ"—**“‘% , - 4.5.1



1
<y

®eoer Lt

las cuales al integrar, con las‘cbndiciones iniciales

pldap I

nos dan la evolucidn de. éstos operadores

RPYRCTN AT .

q(d) = 9,

<4

i ()

n

P(&)

P

4 diferenciz de 'las variables de primera clase, --
las variaciones SP y<¥1 para las»variables de segunda clase-
no se comportan como Simples nimeros sino que satisfacen las

relaciones de anticonmutacidn:

{q,é“ﬂpo 4.8
{&%\FX 0 482

{fep}=0 433

for lo tanto substituyendo la forma de los genera-

"

dores v del Hamiltoniano en la ec. 4.4, y aplicando los ope-



radores sobre los est?dos final e :Lm.cml Tenemos:

8<P| ‘\ qz z) ( SP\ 12 ’nw ((niz) 4«.\(6.-6,_\

"MA (-t

“pe J‘q -nwf? e‘

Okservando que: L T
'\us(. 2 - WRYEE
SGpig, €700 gy qu gt
. \ Aw (4LG-4y) _4"'"‘
W P, é S, - P"&ﬁ?—'e
i \ -4 @ ({\' z) . .
- Pl e gy

Se cumple entonces qua:

$n< ?.'t,\'c‘\‘z{'z} =& (._‘%\_ P“ %; e ¢ t

que al integrsr nos da: ; -4 w (G=¢2)

LAl e X T '
\ [ ﬂ ?' Q‘L ) ” .
<prtla,t,y=A ¢ 4.12
A partir de la teori= seneral, al definir la inte-
gracién sobre varisbles de segunda clase ( que se definirdn-
en el siguiente capitulo), es posible demostrar que A =1, -

con lo que llegamos a nuesiro resultado final:

-0 (4 ¢g)
. @

<ptdqatey = 6-;‘ it 4.3
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CORCLUSIONES

Como una pligacién de la teor{a,desarrolladayen el
capitulc anserior, hemos calculado la funcidn de tfansforma-
cidn para un sistema unidimensional que representa al oscila
dor arménico zwmortizuado forzado cuyos pardmetros con fun---
ciones arbitrarias del tienpo.

Ia razdn de la seleccidn de este sistema en espe--
cial es 1la siguiente. El Principio de Accidn nos permite ob-
tener toda la informacidn de la evolucidn temporal del siste
ma de dos formas diferentes: 1) Resolviendo la ecuacidn de -
Sehrddinger para encontrar la funcidn de ondw del sistema.2)
Rlesolviendo las ecuaciones de movimiento de los operadores -
necesarios para encontrar la funcidn de transformacidn. En =
general estas son tareas complicadas para un sSistema arbitra
rio, sin embarzo al estar representado el oscilador amorti--
guado forzado por un Hamiltoniano cuadrdtico en a ¥ p, obte-
nemos ecuaciones de movimiento lineales que nos permiten en-
forma explicita 1la dependencia en los operadores y dejar la-
dependencia temporal en forma implicita en términos de las -~
funciones o(f) y ﬂl{) .

Un aspecto importante de este trabajo, es de que a
pesar de no haber resuelto las ecuaciones de movimientd para

& v }8 pudimos extraer en forma explicita l2 dependencia-
en los tiempos final e inicial para estas funciones, con el-
uso de otras funciones auxiliares. De esta manera fue posi--
ble hacer 1la integracién con respecto a los tiempos final e-

inicial, tl N t2.
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El cdlculo presentado constituye una forma indepen
diente de obtener la funcidén de Green para este sistema. En~
la literatura existen métodos alternativos para obtener di--
cha funcidn de transformacidn?' 19 vasados esencialmente en -
el uso de constantes de movimiento. Nuestra fdémula general,
ec. 3.21, permite recuperar esos resultados.

En el cdlculo efectuado por Khandekar y iawande la
funcidn de transformacidn dcpende aparentemente de condicio=-
nes de borde arbitrarias a través de las funciones auxilia--
res f ,/L definidas en las ecs. A.V.2, Nuestra manera de rg
cuperar su resultado muestra claramente gue no existe tzl ée

pendencia, lo cual es satisfactorio desde ¢l punto de vista-

fisico.



II11.-PRINCIPIO VARIACIORNGEL
UPERSIMETRIA &
SCAT CUANTIC S

1.- OBJETIVOS -

Hemos mostrado en 1as seccicnes anteriores una ---
forma alternative de construir la mecdnica cudntica. El'prin
cipio variacional de Schwinger, nos muestra, 12 exlistencia -
de dos tipos de variables, de primerz y de segunda clase que
satisfacen relaciones de conmuiacidn y anticonmutacidn res--
pectivamente. Nos propongﬁos ahora tra%ajzyr con un sistemz -~
que presente los dos tipos de variables,.

Nuestro objetivo es estudiar aungue de manera sim-
plificada un tipo de teorias de reciente aparicidn én lafi-
sica, dentro de las teorias cuinticas de campo. 3stas teo;;-
rias estdn basadas en la existenciz de transfcrmaciones de -

simetr{a que relacioner @ isg fcr Crrre 0 parsfculzs ele--

mentales, es decir, los fermiones (come el electrén, el pro-
tén y el neutrdn) y los boscnes (como el foidn). Los fermio-
nes y los bosones tienen propiedades estadisticas totalmente

diferentes, por lo que al haber encontrado una simetria que-

los relacione constituye un paso mds en la unificacidn de

las teorfas en la f{sica. Este nuevo tipo de simetriz se co-

noce con el nombre de Superqutrlall

E1 objetivo entonces de este capltulo. v en 51 e;-b

de este trabajo, es simplificando el formalismo de. las teo--'
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. . . L
versimenricos en ecénicz Cuantica,

; : 12
Por ¢sio entenderemos un sistema con Zd grados

[}

e litversad bosénicos: variables dindmicas Xyyeeey X5 ¥ mo==
mentos candnicos coniuvgzados nl....,pd ( todas ellas var1a----
bles de prinera clase) y r variables dindmicas’ fermionicas i

“% v~-'-"¥v- todas ellas variables de segunda clase que sa--

e

sisfacen 21 dlgebra:

&"Yﬁ,'\*’;‘.k"){’\ é";vg (A,s:&‘,“,\-) :
[1‘”‘|P l )C'\“JW\V\ (W\V'\“)-';J) 7
["{’4 Tm) = le.ir\.l [Pn ?m—l [4’ ?m-) 0;".’

XVV\:IW\ s ?w\: P‘”\ '\‘)" - "}"\ ‘7: j‘,

deducida a partir del prxncipio de accion. nl operador Hamil

toniano del sisiemz dependerd de estas varlableSt

H‘:H(iu...;xd‘?‘,...yi?d, I\b.),—,;—, "Y") . : LS

En analogia con las transformaciones que mezclan -
fermniones, hosones en teoria de campos, buscaremos transfor-
maciones que nos permitan relacionar las variables de prime-
ra y segunda clase entre si. Es decir, existirdn generadores
de las %tarnsformaciones tales que al actuar sobre las varia-
bles bosdnicas y fermidnicas, produzcan eombinaciones entre-
ellas., Ademds pediremos aue estos generadores conmuten con H

con el obieto de que dichas transformaciones sean simetrias-
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del sistemn. Hste capltulo esta estructurado de la siguiente
~anera. Primeramente derivaremos un lagrangiano supersimétri
co cldsico en una dimensidn, usando una adaptacidn del forma
lismo para supercampos desarrollado por Salam y Strathdeela.
Este Lagrangiano es cldsico poraque consideramos a las yariaf
bles de momento y posicidn como nineros que conmutan y & las.
variables fY; como numeros de Grassmann ( ie., nimeros que =
anticonmutan). Esta eleccidn corresponde al 1fmite h—=0 en-
lag relaciones ( 1.1 - 1.4).

Posteriormente con el fin de trabajar con un siste
ma féico cldsico mis realista, generalizaremos esta construg
cidn 2 tres dimensiones. Y a continuacidn construiremos la -
versidn cudntica de este modelo en base al principio de ac--
cidn. En este caso podemos encontrar un significade fisico =~
para los diferentes términos que aparecen en el Hamiltoniano
en términos de la interaccidn entre dos partfculas de spin -

1/2.

2.- DERIVACION DE UN IAGRANGIANO SUPERSIMETRICO
CLASICO EN UNA DIMENSIon1#»15

Como ya dijimos, encontraremos aqui un Lagranéiano
supersimétrico en una dimensidn. Este Lagrangiano presentarid
la caracteristica de tener variables de las dos clases combi-
nadas de una manera no trivial.

Un modo conveniente de describir la supersimetria-
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es utilizar el formalismo de superespacio. lfara 1a teorfa---
de campo en una dimensidn temporal ( Mecdnica Cldsica), las-
coordenadas de este suverespacio son el tiempo ordinario T,=-

junto con las coordenadas fermidnicas 0y ot que satisfacen

{e,e'}:{e,e}:o 2.1

[_31{] =0 2.2

Yemos que & y 6" son nimeros de Grassmann. La =
supersimetr{a estd definida como la invariancia bajo transla
ciones en este suverespacio. De un modo mds preciso, la #==
‘transformacidn infinitesimal de supersimetria en este espa--

cio geométrico estd definida como:

'A': t -a (6*5 - E‘e) 2 3‘.“,_,:: :
»! A, & e
0 = 864¢ S S

En esta exvresion & es un nimere de Grassmann in
finitesimal y {‘ es su complejo conjugado.
5i definimos la propiedad de conjugacion entre dos

numeros de Grassmann como:
i3 LI
(ab)t = b d 2.9

observamos que la transformacidn para el tiempo es real v ~-

par, es decir conmuta con cualguier otro elemento del dlge-~
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bra. Una transformacidn finita supersimétrica en dicho. espa~
cio estd definida por:
. 3
T A(erQ QE)
L= ¢

donde Q y §'son los generadores de la transformacidn

2.3, ( QY denota el operador adjunto de Q)..
£l operador adjunto en este superespaéid:é

nido de acuerdo al producto:

<Higy - [asasps

donde la integracidn sobre las variables de Grassmann estd de

finida por: N
Srﬁm:i . gdbL:o_ . 262

y las funciones F y q definidas en este superespacio toman

la forma general:
[LL,6,0%) = Ay e BUIO + Q) 0%y DI0IOEY 27

debido a la propiedad Qe)z= (e*)zt 0.

Bs facil ver entonces que I es unitario. A conti--
nuacidn hallaremos la representacidn de los generadores de =
la transformacion ( 2.3) en el espacio de supercoordenadas.

La transformacidn de cualquier cantidad f{sica A -

esta dada por:

A= LALY 2.3
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por 1o que para una transformacidn infinitesimal tenemos:
SA= ale*Q*+ Qe, A] 29

donde: » L
Sh= A-A a0

Aplicando la ley de transformacidn ( 2;3)‘a;159'aa

coordenadas obtenemos:
dt= 4 [e'Q"+ Qe ] e
Jo-4lerq's Qe @] oana

+
A‘p‘: iletQ rae, 6% a5
Por otro lado queremos que:
St -5 (0*c - ¢*0) | 2121
<?e = €& ‘ 2.12.2
fo- &*

de acuerdo con las ecuaciones 2.3. De este modo las repre---
sentaciones de Q y d*deben ser tales que las ecuaciones 2.11
vy 2.12 sean consistentes.

Es posible comprobar que podemos representar a Q y

Q+ por: )
Q+: -—"l' gg* + @ at . » . 2132

donde 39 Y Og¢ simbolizan diferenciacidn sobre las varia--



bles de Gvrassmann de acuerdo a:

6= Dg¢e 6" = | 2.14]

9,0 0= e = 0 2.19.2

26(06%) = - 34(6%8) = o* 2.14.3
~ 2,a(08Y) = (0%0)= 6 2.19¢

Es conveniente hacer notar que las derivadas res--~
pecto a & y o* son por la izquierda y que el operador adjun
to de 99 bajo el producto escalar definido pof la ec. 2.6 -
es Ogu -

De agui mediante simple cdlculo, se ve que los ge-

neradores Q vy gt satisfacen: ;
{e,Q}=249=20 2l

con

1

[Q H} 0 , o - 2.16
) .

Esto nos dice que dos tranSformaciones de supersi-
metria generan una translacidén temvporal y ademds implica que
1as transformaciones de supersimetria conmutan conmutan con-
1as translaciones temporales. Esta dlgebra de Supersimetria-
ave aguf hemos hallado en la representacidn del supereépacio
es vdlida en cualquier otro espacio de representacidn.

Zn particular, la iecdnica Cudnticza Supersimétrica
serd un» representacidn de dicha algebra en el espacio de o-
peradores definidos por las ecuaciones 1.1, 1.2, 1.3y 1.4 .

Zn este caso la relacidn 2.15 nos suglere como construir el-
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Hamiltoniano del sistema y la relacion 2.16 nos dice gus las-
+

transformaciones de Supersimetria generadas por-¢ y Q son en

efecto simetrias del problema. e

Como un paso vrevio a la construcéién de un siéte-
m2 cusntico invarisnte bajo supersimetr{a buzcaremos una rez
lizacidn clasica ( en el sentideh = 0 en 1.1 - 1.4) de es-
ta simetrfa. Especificemente consideraremos una particula en
una dimensidn cuyas variables dinémicas son la posicién x(¢),
el momenio candnico conjugado P(b)( o en su defectec 1la velo-
cidad X (#)) v unz variable de Grassmenn adicion=zl Yl gque
especificaremos =ds adelente. Como es usual describiremos el
sistema mediante un Lasrangiano aue es funcidn de las varia-
bles dindmicas {( x P .“P ) y exigiremos invarizancia de-
la accidn ante transformaciones supersim€tricas de estas va-
riables que tzmbién especificaremos mis adelante.

Una manera sistemdtica de construir dicho Ia2gran--
gizno es a partir del superespzcio donde la invariancia ante
supersimetria equivale a inveriancia bajo translaciones. la-
variable dindmica natural acui es un Supercampo §(Qe,6‘) one
es un elemento del dlgebra de Grassmann. las variables dind-
micas de la teoria clasica aparecerdn entonces como los tér-
minos en la expansidn del supercampo § « En efecto, si de-

finimos un supercampo real y par en el dlgebra de Grassmann:

$ (t,0,6%) = 55*({,9,9") 217

éste es un polinomio en B , 6% y deve tener la forma:
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$1,6,6%) = xt) i BYWI -ig* () 0*+ 0%8 D(¢) 2.3

donds x(%), D(t) son funciones mimericas no—Grassmannianas v
“f“Jes una variable compleja de Grassmann. Identificaremos~
%(%) como 12 vosicidn de la particula y '¢L€) como la varia-
ble de Grassmann asociada. La interpretacidn de D(t) se dard
n4s adelante. En otres palabras, podemos pensar que $(¢,6, a*)
en 2.13 corresponde a la extensidn de la variable posicidn -
a1l superespacio.

En este trabajo no exvloraremos lé posibilidad de-
definir una extensidn similar para la variable momentum p(t).
De este modo comenzaremos por construir un Lagrangiano que -
contenga términos cundrdticos en la velocidad x(t) ( lLagran-
giano de segundo orden) que posteriormente escribiremos en -
una formulacidn de primer orden apropiadza pera el uso del --
principio de accidn.

Para escribir el término cin€tico del Iagrangiano,
necesitamos una generalizacidn a superespacio de la derivada
con respecto al tiempo, que sea cqvariante bajo supertransla
ciones.

Zn nuestro caso la situacidn es ain mds simple ya-
cue es posible definir derivadas que son invariantes bajo su
vertranslaciones, del mismo modo como 9y es invariante bajo-
lz translacidén X —y X+ a. IS posible comprobar que las deri-

vadas
Do = D-40"3, , 2.19.4

Det= ot -20 D ‘ 2.19.2
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satisfacen las relaciones De‘= De , D‘e«= De# con D'e' y Dot de
finidas seguin 2.19 con l2s coordenads transladadas de.aguer~
do a 2.3, Esto puede verificarse usando: ‘ v :
= dor -4 & Iy 2.20./
de= Iy 2.20.2
Lzs derivades Dg y Up# son de gran utilidad en -
la construccidn de invariantes supersimétricos.
A partir del supercampo §(5,9,9')y de las deriva--
das Dg v Dgv , es sencillo escribir scciones que sean inva-
riantes bajo translaciones en superespzcio. En efecto, cual-

quier expresidn del tipo:
5- &d{ 10d0¢ L (D, , Dped, &) 221

gue no incluyaz una dependencia explicita en las coordenadas-
LS . . .

t, & , 8% serd invariante bajosupertrenslzciones siempre que

SuUpPONZRMOS que % es un escalar bajo estas transformaciones.

En efecto, calculemos:
$'s Xétdode‘f(Deé',De*Q" $') 2.22
donde $' es el supercampo transladado: |
$'te,0,0%0) = L g(t,0,0% 17

= (¢ e e 223

Usando el hecho que:
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jun*to con 13 wroviedzd de nus el jacobizno de la transforme-

cidn 2.2
ot 28" o* ey
at’ ae’ 3a*
20% 20 3¢ ,
24 de’ WLk R e
§ﬁ:mu5 -

es uno y recordando que 1las variables dérihtégfééiﬁﬁfé
das,obtenenos: 5 e

~ .

5'= Sdt‘de‘q\e'* L (D, g(t',ee") Do f (¢ 0" 8" ,

Fue,0,6) = S 2.26

En la accidn 2.21, aque es invariante bajo supertranslaciones

sizapre podemos efactuar la integracidn con respecto a las -

e L ) . .
variables de Grassmann O y @, obteniendose:

5= {ae & Coii g g, 0,0

lo cual nos pernite identificar a JC como el Iagrangiano del

.27

sistema escrito en términos de sus variables dindmicas,
Ahora, es necesario determinar cuales son las trans

o < s rd :

formaciones de supersimetria que la translacion en superespa

cio induce en las variavbles dindmicas. Con este objeto consi

deremos el cambio del supercempo debido a una translacidn in
finitesimal 2.3:

$P-+le* Qv e, &) 2.2%



donde
§§=§'ct,8,6% - f(¢,0,0Y
= $eeela) - (¢, 899, 229

£l desarrollar 2.28, encontramos:

$F-dzweiodpwr-idytwetiete gy 230
donde: '4: '
i8x< Erdt- e 2.311
4= -1e*D ez . 2312

- & . piet = i—— ek ‘ ;
G +pre 1 (e»{un}»é.) 2.3!.?

Estes ecuaciones constituyen las transformacionea-
de supersimetria entre las va*iables dinanlcas X, #’ v¢ N
D.

Usando estas tfanéformaciohes en la accidn 2.27 de
be ser posible probar la invariancia en éada ¢aso, particular.

A continuacidn mostraremos como construir una “o-—

[S1N

2idr imvariznte bale mpercinetria para la particula unidi--
mensional con variables de Grassmann asociadas. Recordando -
que el término cindtico del Lagrangiano de la perticula uni-
dimensional contiene i i(t}: y que, 1la extensidn de Bt a su
per-espacio estd dada por De /o Dgt consideremos el tér

mino cinético de la forma:

S.::gifcie‘ge li(De @)i(DQ $) 2.32
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- 2
Zste término deberd contener .2': ¥{t) 21 reescribirlec en fun--

cidn de las variables dinfmicas.
Para el término de interaccidn con.ndere'nos u'n -

funcidn escalar de f de la forma: e .
ff)=Z angn FEOE i)
por 1o que una posible accidn invarianté ‘es: ’
sziatc;eue (—UDe§|z-wp<‘¢>);;g

Ahora qnere'nos hacer la integr’tclon reSUecto a las

varisbles de Grassmann para obtener el mrrranglaﬂo i(é) inva
risnte bajo la transformacion 2,31, Debido a las regles usua
les de intemgracion, ecs. 2.6.2, necesitamds conocer solamnen-
te los coeficientes de 89 en \Deé‘l v en la exopresidn pa
ra F(?) . Las exvorezicnes vara e‘t- (Ueib)‘ en términos de =

las variahles dindAmicas son:

Dod -ip-o'D-detz ol 2os
(D6 )
para | Deé\z obtenenos directamente:
1068 1%= (Ds%) (D,9)
= 00" (&F 4 (P - PO e 22¢

y vara p@) tenemos

F(%) Z anf_gn

Z Ap( XWU) +4 elpa)—q;b(f)e 999“")
2.37

"

_,;«i, 6D ++ 07 6% q&* z.'yas,z‘f” ',
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O

9odewos»demostrar que:

[Icﬂ r\e“luﬂ 2.334
[qeupu)'—wme_] o L R Rl
2333

[iogQ, eeDct)] 0

y en general todos ;qs connutadores entr"lastdpmponentes -

del campo son cero por 10 que 1a$'p§deﬁo' réﬁdf Q6h§<Simp1es

nineros y aplicar la férmula: R HE e
.4‘1P) = Z_.___.

NN ”-*Y\p n.!n,..

n : n g

’ 1“12,..‘ IFP

Para el caso de la ec, 2.37“6l desaffollb,z 39 nos da para el

(xl*xz“

239

n-ésito término:

00 (wx"" (- D) A nn- 01 1[5" ‘P*]) z.?/o

al

Con lo nue 1leganos

F#)=60% (I nanx™ (-0) + ZntnanxX™ [9,9°])
2
=06 (-0 F'eo-£19,9% " () 2.41

s - . *
Integrando la ec. Z2.3L sovre 9 6 obtenenos:

S [at (1249 eof
L LY9] fe0) Mz

Podeﬂos ontener las scuaciones de. movmnlento para-
2 sea un extremo con-

2 sccidn~2.4
respecto a variaciones arbitrarias sn las variables dindmi--

este sistena pld*enoo que la
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4 - s .
cas X, ¢ ¢ T, con la restriccidn de que estas varia

cilones gean cero sn los exiremos. Esito.ess

Sxty = Sxld.) =0 E Lo 2,931
é‘ip(k,) = d¢y) =0 - 2932
Gty = S¢itk) =0 - 2.93.3
JDW) = 9D)=0 2439

Para 1la componente D obt_a_n‘emos la ecuacion de movi

niente S e . .
D=-f'w 2449

D no tiene variacidn con respecto al tiempo y podemos consi~
derarlo como un campo auxiliar. Sustituyendo 2.44 en la acs-

cidn 2.42 obtenemos:
g = Sa& 20 | 2495
donde: 7 »
1.2 4 L3 : v & t .
LW =7 X4 40 -9*9) -2 [0 e 1 Lo [l 2.9¢
y las ecuaciones de movimiento resultan ser: ‘
X + Fl(x) F"(") _ ‘P*(P F‘l(x) =0 Z</7/
g -if'y=o0 2912
4)1 ¢4 r:lqu*

i

0 2913
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Aplicando sobre la accidn 2.46 las transfermacio -

nes gupersimétricas para X y V¥ -dadas por

lds ees 2.81, ob-

tenemos:

§9=| (8K +Xe) dt - am

con

X:‘_—g‘:(i",'r.(;()W) 2‘/?

-

Esta dltima ecuacidn nos dice que bajo transforma-
ciones de supersimetria el Iasrangizno varia por una derive-
da total, de tal manere que las ecs de movimiento 2.47 son'~
invariantes bajo transformszciones de supersimetria.

De la expresidn pzrea e((() vemos, en primer lugar-
12 formz que debe tener lz interaccidn pars cue el sistens -
sea supersimétrico; ésta depende de une funcidn F(i)que se -
llama el superpotencial. En segundo lucar vemcs lz2 formz en-
gue se combinan las variables de primera y seguncéa clase pz-
ra tener un sistema supersiméirico.

Derido 2 la invariancis de las ecs, de moviniento-
sabhemos por el teorema de Noether que existen cantidades con
servadas asociadas a esta supersimetria. Estas centidedes se
conservan en virtud de las ecs., de movimiento (SS‘-’ 0 y -
en la versidn cudntica, juzardn ademds el papel de generzdo-
res de la transformacidn.

Podemos encontrar las-cantidades conservadas consi

derando las variaciones 2.31 como un caso particular de-las-
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variaciones 2rbiirerias utilizadas para encontrar las ecs, -
de movimiento, es%o es haciendo 2 & una funcidn-arbitraria-

del tiempo, perc con l2s restricciones:

Elt) = el,) =0

y pedir que dS=0. con ‘lo‘kque se obtiene

8- 3{. e 43, (2vifea) i £ (-4 fea)y] d

v como & y E* son funciones arbitrarias den

lo ( T s ) se cumple que:

§£6=°
470 T
dt S

en virtud de las ecuaciones de movimiento y doﬁde‘&rvy Q son

1las cantidades conservadas definidas por:
Q=(z-+fo)y 2,53
§*= G+ flo) p* 2832

Usando las ecuaciones de movimiento 2.47 es poSi--
ble verificar explicitamente las ecs 2.52.

Para poder construir la teorfa cudntica a la luz -~
del principio de accidn de Schwingar, el cual esif formulado
en base a un Lazgrangiano de primer orden vara las variables-

dindmicas, es conveniente transformar la teoria clasica a es
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ta forma. Las variables de Grassmann aparecen naturalmente w-
en orimer orden como se ve de la accion 2.46, de tal manera-
gue solo necesitamos introducir la formulacidn de vrimer ors
den para las variablec X . Con este objeto definamos un nue
~ . -
vo lagrangiano £ el cual va a ser funcidn de las variables
. . " -
X, x, ¢ .9, Py \}’ yde una nueva variable p y
su derivad= p , es decir, f pt(x, ,P,P ¥, 1,’)" '}U’) Quere-

nos que este nuevo lagrangiano nos de las mismas ecs. de mow

vimiento 2.47., Definamos el Hamiltoniano del.sistema por:

Heg ptedFes - [~—"’—‘P; Teteo 259

y x por:

~
- - . . . . * M 3

LE,p 0,9, 9, 4% )= p2 e 2(p' - §9) -1 2592

Afirmamos aue este Lamrangiano 5?' tiene las mis-

m=as ecs, de movimiento gque x dado por 1a ec., 2.46 y ademas

P':. ;{'_ .
Ia ecuacidén de movimiento cara P es:
2 o8 _2L.o .85
ot ap 9p Bl :

Es féecil ver que estia ecuacién nos: 1mplica.

p==x o e 2.56
Similarmente obtenemos la ecuacidn dé; movimiento 2.47.1 al -
substitutir la ec. 2.55. Pgri_ﬁ]r.timo podefnbs verificar que --

las ecs. de movimiento para q: 'y S”* estdn dadas directa--

mente por las ecs. 2.47.2 y 2.47.3.
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Zon esho nemog transformado nuestra teoria cldsi--
ca en el formzlismo lesrzngianoc a una teorma de primer orden
¥ hemos idenzificade al Hamiltoniano coqo la ec. 2. 54 1

Podenos dentro de este nuevo lcngupwe reescriblr -f
a las cantidades Zi v (Q comd: :  7~,J;v;ff

Q= (p-if0a)y -oasal

-~J

q% (p+afea) ¢ 2.5%.2

in 4érminos de las nuevas variables es posible ve~
"3
rificar gque 5f es ilnvariante bajo la siguiente transformae~

. ” . ’
cion de supersimetria:

ia etgt-ge 2591
Sp=-ie* Dre'p 2.59.2
" SF’ = E“¥t - 4’& ' 1.993%

Hasta agui hemos trabajado clasicamente, excepto -
porque \V NS \P* son nimeros de Grassmnan. &=n la mecénica -
P *
cudntica los observables P , X g . ¢ y H tienen-
que ser interpretados como operadores.
Las relaciones de (anti-)conmutacidon obtenidas --

del princionio de accidn para estos operadores son:
Cx,?1=4% 2.60.]
AR | 2.60.2

\_2 ' kP]‘ O S d.60.3

{¥.9'F=0 2.60.4

AN
i

-8y o

[
{
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t ~ 3
Donde k}l se convierte en ‘-P , el operader ai-

N

junto de ¢, aqui estamos-empleando varizbles no hermiti-
~ Ay A . ’ PR Sl :

cas ¢ y ¢V . Estes expresiones en el 1linite h 9o, se-

reducen a la teoria clisica.

Los operadores bosénicos (variahles de primera cla
se) pueden, en la representacidn Ge coordenadas esoribirse.-
como: ' B
X=X T e

§=-Ah

K

2,612
Ias relaciones de articonmutacidn fermidnicas, [ ..
2.60.%. para las variagbles de segunds clase, pueden ser re "
presentadas convenientemente por los operadores anticonmute-
tivos: - - . ,
~ - S
¢ =g - S 2|

¢ h 2 " glenz

donde la derivadza sobre % ‘esta definida por la izmxierda.. v

los estados del sistema descritos por las fnciones de onda:
P(x,3) = Ax) + GG, (@) 2,63

Ahora deseamos ohtener la formulacidn cnéntica de-
1a teoria clasica desarrollada anteriormente; esvecificamen-
te necesitamos la versidn cudntica del Hamiltonizno 2.54, Con
este objeto debemos reemplazar gz las variables dindmicas X,

P B ,+ , /IP* por los respectives opéradores definidaos en-

2.60. Usualmente esto revresenta protlemas de ordenemiento -
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aue 2qui evitaremos del siguiente modo. Iz ectructura general

del dlgebra de supersimetrias nos dice:

{e , Q)= 242 269
lo cual sugiere definir eikﬂahx;i_ |
= l { Q (1 k j7532;‘5°7

donde Q v Q son las versiones cuéhﬁiééé;dgji é‘ééé;ré.SB

vy estdan univocamente determinadas por: R .
) A :
= (5-4fe)y S aeel
1 S
Y (p x4 { K)) Y , 2.66.2
De esta manera obtenemos:

ﬂ:llﬁxiﬁm--iq) A1 M 207

2

v comprobamos cque en el 1imite cléSiéofsgrreduce a 2.54.

En la definicidn 2.65 hemos usado el hecho de que-
las cantidades cldsicas conservadas, asociadas a una Sime<--
tr{a se convierten en los generadores de dicha simetria cuan
do cuantizamos el sistema. ‘

Con el objeto de verificar 1la conéistencia de edta

afirmacién debemos mostrar que en efecto:‘
A L
q,H)
N
N“_’\
q*,h)

t

o , il 2.6

1"
o

2.68.2
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Esto es positle verificarlo mediante cdleulo directo obser--
vando que Q-: = . Adenis esperamnos que'las aipresiones
cuanticas correspondientes . a laakécs. 2.58 Se,réduzcaﬁ‘a és-
tes en el 1imite = O . Parn esto recordemos oue la varia--
cidn de un operad‘oxj' en 1a +eorfa cudntica esta dadr;fi por,.

§X =4 16,X] ’ R AL
donde Gies:éi,générador de la transformecidn. .

En nuestro caso G es el generador de trahsfofmaCig

nes subeféimétricas y estd dado por
A ™)
+ :
G=e* Q7+ Q¢
Anlicando 1la ec

n e
res X , y vy Cp+ "y -sobre:

2.63 se encuentra que;  e
i &R 6@55$ﬁj;f‘
35 Azt Ph 1e P

las cuales en el limite;x\—90 se reducen a-las ecs, 2.58.

"

©o22

Con esto hemos comprobado que la teoria sigue sien

do supersimétrica cudnticamente.



3.~ GENZRALIZACIOR A TRE3 DIENSIONES

Huestro objetivo serd generalizar nuestro resulta-
do anterior a tres dimensiones, es decir, queremes encontrar -

la formulacidn suversimétrica para una particula cuyas varia

bles dindmicas son la posicidn F(t) = (x(t),v(t),z(t)), el -
momento candnico conjugado B{t) = (p (t),p (t),p (t)) ¥y Va-
riables de Grassmann adicionales @i(ﬁ). De 1la misma manersa-
que en una dimensidn buscaremos primeramente una reslizacidn
cldsica para este sistemna.

Dentro de este generalizescidn el formalismo del cy
perespacio se mrntiene igual al caso de una dimensidn. Tene-
mos un’ sunerecspacio con coordenadas t, 8 ¥ &* , con la mig
me transformacidn infinitesimal de supersimetria definida —-
por las ecs., 2.3. Por lo tznto los generesdores de translacic
nes supersindtricas ® y Q+ , las derivadas invariantee

i)e N Dg- tienen las mismz2s expresicnes dadas por las ecs,
2.13 v 2.19 y por iltimo el dlgebra no cambia, estando dada-
por las ecs. 1.1 - 1.4,

Definamos tres supercampos reales:

@A(é,e,e*) = jb':(é,e,e*)

Podemos pensar a estos tres campoS como la superex

A=323 ad

tensidn de la variable de posicidn F(t).-Exijamos. ademds que

el indice i se transforme como vector bajo rotaciones:

(9501. (‘:le’ 0%) - R:'»} f% (f, 9)9*) 3.2



9G

donde Rii & ecuzlgnier msiriz d2 rotacidn ( hemos adootado -

la convencign e suma.szra Indices reveiidos). Como veremos-

iz adelante exizirzwos gue nuesiro Sistewa sea invariante -

3

n

ante rotaciones. s forma explicita de cestos supercampos es:

$;(4,6,6%) = 2; (1) 43 8 Pil&) -4 T W) C

+ O%o D, (¢) 3.3
Trakte jando de la mésme manera que en una dimensidn
prra czda uno de 10S campos 1[; v-podemos enconteznr las trang

formzciones de surersimetria de las variables dindmicas. resu}

tando: 7
idxy = e* Yy - b, 8 XL
§¢, ~ -4 €Dy g x, . - 3.4.2

§Dy= €, v hye” 393

21 femal aque en una dimensidn, con ayuda de los su-~

.

L3 . - N .
percanuos _9!',-((,9,0)11 ée l1as derivadas D° v De-s » podemos
construir acciones supersimétricamente invariantes‘cuya,for—

ma general es:
5: AtdedekI(DG{q')De‘??" ’f'i)

siempre que no incluyamos dependencia explicita en las coor-

denadas t, 6 vy ev . »
Si ahora exigimos que la accidn sea invariante an-
+e roteciones y como el indice se transforma ante éstas como
~~
vector, 25 necesario que los arszumentos de Jf entren en la
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aceidn comn productos escalares, es decir:
S: Sé{ Ae de‘ I (( De¢’-i)(0e¢-{),<De ‘6&)(De" ¢J),
(D $:)(OS ) ,... , didh)
Con esto todemos eseribir como una posiblefor’ﬂa '
para la parite cinética del Lagrangisanc: _
Se= [ atdeder 1 (0,5 (00 4 a1

el cual como se vera msz adelanza contiene —- (z + 3 {2.1)

2l escribirle en téruinos de las variahles dlnamicas.
Escojemcs 1z interaccidn de la ferme _F(¢,,¢) gien
do F wa funcidn escalar ante trensformaciones de surersi-—
'ﬂetr,.a < rotaciones. Snbeucs onTonoc: ir 23t accidn es ime
vrrirrve ante roteciones v transformzciones de supersimetria

Con estc podemos escribir:

F(¢1 ¢J) = E“ Qn (¢3 ¢a)n
= Z‘ Qn (¢| ¢ v+, 9, *¢3¢>) 5 38

si defininos:

rz:, I.|2‘\'Iz{ +123 39‘
A= 2(x, ¢y« Iz*Pz*"IB‘PQ 392
Nos 2P 9 vz, 97) 3.93

D= (0D %30 423D5) 4 2 (g Poed b, 1039,) 3,99

es fdcil comodrobar cue:

2{.2+9§22+§’1= Y21i0) -4 "0 e%0D 3.10



con 1o cue
F(3:9) = 2 om(¥esi0n-iXe*168%0 D) 3.
"
La accidn tendri acuf la forma: i ~.“5 it
S Setdeée (1o 3o, m F<¢ m) 3z

Si trabaiamos en la misma forma cue ‘en una dxmen51on‘al ;ntg'

gar sobre 806% se llega a:

gat(zu. s xf exl) £ 3209 ‘{k B9 12, -
q’; "\’1""pb‘\’a"q’sq’a)*é(D\*Dz*%D +
DF'(x?) 4 \i[)‘*,)\} F"(\*‘))

_3.‘\3 ‘
donde: ) ‘;
F‘(‘-z) - ix_(ﬂ)‘:(\’z) S 3B f‘l.l
" 43 1
Fasy = 3(—‘,)1"-“) 3.192

’ '3 2 ) V : .
Ina vez mas podemos eliminar los campos auxiliares

Di usando sus ecuaciones de movimiento. Al hacer las varia--

ciones en la accidn sobre estos campos ohtenenos:
\ .
SD;S‘ D +2%; ¥ (¥ = o 315
lo que imdlicz gue:

D= ~2x; F'(xd) 310

Definamos los vectores:



T=(%,x:,%3) 3071
q}: (q)l) k‘)'l.,\\)s) A
qu: (k\l\‘, *:) ky".\"()

shora, al sustitui‘_"rr‘iyas 'ecs"'_.’_ 3.9,315y
la aceidn 3.12 y desarzjcr);j]’.ér’wlyosl‘,vdifefgnyeg:,ft‘efﬁm
nos a que la acciéﬁ_t’ien,éii‘la: i"qu'myax
S = j dt L)
donde: hd = * - |
W=t (ki) I (§LP-979)
-2 2 F'(‘-z) + 2 q;*.ql F‘(\R) 4
(3P ey 3.19

Transformemos ahora nuestra teorf{a a una formula--
cién legrangiana de primer orden, lo'cual‘es necesario para-
las variables dindnicss X1v %o xj. £5t0 es posible introdu-
ciendo tres veriabhles auxiliares Pys Ppe P9 Y definiendo =21~

~

Lagranziano I por:
:\f (1'{)P’i\i") ‘;;‘)\P';) \%1' )qlai* ,\Pr » =
P\in 1 P2 Zo4 F3i3 t %(q"*\i’\ - \.\"* P, @ 45 P,
B kP: Ao ‘P; ¢y - ;{’; ‘PB) “H(ln?'«,"‘i)??\,
d‘)"’\\k ) -(\) \Y‘:‘)

3,20}
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donde:

H='(?\*?z*?ﬂ *2"' \:(‘f‘) —2@ \lg 'yz)
- AEPE ¢>F<v=> i L 302

es el Hamx‘tonxano del si<tema.f

Ias ucunciones de movimiento se obtienen de pedir-—

aue la acc10nz
s:f Fat

sea un extremo con respecto a vaniaoiones (arbitrarias
las variables dindnicas, con 1la restriccion de que est

rirciones sean cero gn los extremos,es dec1rx

§p:ilt) = dptn=0 k azz o
do; (1) = Sz =0 v . 3222
oY, (k) = )= 0 5 S 3223
S = SYita)=o0 B S 5’?2 ‘/

as ecuaciones de movimiento pesul;aﬁtés»s

Py ==
?z 1(—q:cm‘ 3¢ Rr*)F"tv‘M‘\"( xE
R (3. @) F(f‘)) 3232

Py = 1 (P4 Py + 42y (3-9) Fleed -o 2‘}3.'_5‘_
e .

siendo estns ecuaclones equivalentes.awlaé;que‘ae btienen-




de veriar la accidn 3.18,
Necesitamos todavia demostrar zue °1 Iagrangianc -
eé tal que las ecuacionas de evimiento 3.22 searn inva-
riantes bajo transfecrmaciones de supsrsimetriz ¥ para esto -
necesitamos conocer la variazciédn supersimétfica de »p, J'f,que—
complete a 1as ecuaciones 3.4, Para devosztrar lz2 inveriancia
de las ecuaciones de movimiento ss necesario que £l aplicar-

las transformaciones 2.31 ( Jjunto con JP supersiméirica) se

llegue a que:
~N~ .

8. 5= 1dtd (Xxere*X) 3.29
" dt S

donde X es una funcidn de las variables dinémicas’,’e“rsi“'dgéif, ,

X=X(i,?;“}’;‘\’*)

Bodemos encontrar la vam.aclon supersimet*ica de -

la accidn S 6\5, § , ?pllcando 1z2s var:.ac:.or*es dadas por -
2.31 en donde se ha reemolazado *g por pi en 2.:1.2:3{ ‘encon~"
~ B o .

traremos Sss? pidiendo aque Jss.s se reduzca a la forma 3.2k.-

Zs posible llecar 2 este resultado obteniendo:
. R 1 = —'
(pr2rFunx)- g 3.26
si é’h supersimétrica estsd dado por:

3py = XA T-PYEUW -2 ¢ Fla

+ (-<l131 $ et ’Z%Fu*))é 3.27

Con esto hemos demostrado gue las ecs. de movie--

to son invariantes ante las transformaciones de supersime--
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tria 2.31 y 3.27.

Debido a esto ﬁltimo. nor el teorema de Noethér,sg
benos que existen cantidades conservadas asociadas a esta si
metr{a. Encontraremos estas cantidades exigiendo gue las vas

. * ‘
riaciones suparsinétricas st ' J‘SF , Jskp yd’;‘P sean ca--
sos particulares de las variaciones arbitrarias de las yafig
bles dindmicas utilizadas para cncontrar les ecs. de t!l.OVi‘-;“
miento. Esto se puede lograr al definir: o :

% o : _
iszﬂ: &l(e)q}%-k\)_&é(f) 3.?.7.(1 B
—_— — " *
Spyz MO (am TP 2T )
- 1 . N .
v o(-dxy 209 PO - 2Py Fen)ew) o3 282
J‘M: A ET(E) Dyt EXE) Py 323
Jo5 - AE(E) Dy + £0E) Pa 3289
5% - :
con £ y £ funciones arbitrarias del tiempo con las restrigc
%
ciones &(tl) =& (1;2) =& (tl): &"(tz) = 0 y variar la ac-
cidn 3.21 de acuerdo a datas. Usando las ecuaciones de movi-

miento:
S - 3.29
5=0
y al desarrollar se obtiene:
~ & - - iV, 2 —*J
0-45- &“i“-*fé?mx Flo)- ¥
2 -—
Al 5.2 % Fleey)) }&] 3.%0
+ J_t((P 24 x Fx )) \P
Como & ¥ E.“ son funciones arbitrarias dentro del

~
intervalo, se tiene que las cantidades conservadas Q y X" es

tdn dadas por:
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P>
L

= (_‘5*24 ‘i‘Fl(\'z))- q»’* 2.31.)

i34

= (p2ax Fan) 9 3.31.2

Usando las ecs. de movimiento 3.23 ‘es posible veri-

ficar explicitamente que:

iiq‘—*: é_??— 0 | : | ’b.’SZ
dt = 3t~

Para construlir la mecdnica cudntica necesitamos -—
transformar nuestras variables dindmicas a operadores. Intrg
duzcamos el dlgenra de estos cperadores, de acuerdo con el -

principio de nccidn con las siguientes relaciones de (anti)-

conmutacidn:
[i‘k ) {5&_) = 4% J\'B‘\? 3.33.1
) $u = (35,803 =0 ame
{ﬁa :)";z :)6\‘{‘1,\1 RET 5,353‘.“
(2, . 9:3=08 d.)=0 - 3339

Por las mismas razones gue explicamos en;la tgo-_’-,t

del sistema por: .
~ A
‘ e
H = E_ i Q ) Q .’I

+

”~ A . ’
~ ~ : . i i
donde § vy § son las versiones cudnticas de 3.31

nivocamente determinadas por:

= (F +ea 2 F‘(r*))‘@* :

3

o0

e —24 £ F'Cm) g

De esta manera se obtiene para '}?:

v
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H:i3-?+Zr2F'c?')+\T‘(?‘)($.$* o 9
W (EPE - EE ) 2

el cual en el limite‘b\—ﬂ). se reduce a 1a ec.

También se pueden demostrar -las’

ciones:
Q
?Q‘ Qt'=0 A o -
[§,/1=0 RN
[25*) X =0 ‘3.37{3

o

Por lo que las transformaciones generadas por los-
~

123

~ .
operadores @ y @7 son una simetria del sistema cudntico.

4.- INTERPRETACION FISICA

Zn esta seccidn encontraremos una representacidn de
~
‘los operadores —\P tal que nos pernite identificar nuestro mo-
delo con un sistema f{sico. R
Escribamos el operador ¢ en la forma:

& (@b
P - 4.4

A

~
donde & y b son operadores hermiticos los cuales debido a-

las ecs. 3.33, deben satisfacer:
~ ~
(%, 44

{g'« Qz‘s

1

S, R 42

"

‘;\“'\ 4.2.2



iakuagk =0 4{23

Con esta representacidn es posibie ver que:

con lo que el Hamiltoniano tomz la forma:

”~ N L 2 ﬁ
H“i??&-?_r"\:(r‘)zlf2&F'(<‘) b a
v 44 Fle (2.5 R A) 44

Necesitamos ahora encontrar una representacidn de-
o e
los operadores a y b tal cue se setisfagan las e¢s., --
L.2. Para esto recordemocs que podenos repreSentar el momento
angular intrinseco de unz pesrtfcula, spin, con numeroc cudnti
co de spin s =£ , por las matrices de Pauli Gy, G, y O

cuya representacidn explfcita en matrices de 2 2 es:

o12) v w3 (b))

y que satisfacen la relacidn de anticé
46

Ei & G}e,dbg = cfg‘l

Vemos gue esta ecuaclon es smmila

en forma a las-
ecs., 4.2.1 y ¥.2.2, Bs natural- entonces proooner como repre-,

sentacidn Dara ios oneraaores q_ v b' la forma:‘



A — .
2= 1A® 5,01 4.7
b~ X 0%® 1® % '4;712-'
donde \ o5 ndmare, ‘4 ¥.i, son matrices que como‘ 3e Vera mis~
adelante eScogeremos para satisfacer la éc. %.23 'y cada unc-
de los vectores Oy v 6q tlene por componentes las matri--
ces de Paulis

GI‘]I = (G-\’G-Q,Ga) 4-8

Podenos satisfacer OV= G vy L+:b , Si conside
ramoes:

*

=X } 4.9.4

sk R

A= A | 492
.*

p=0 4.9.3

es decir si A &5 real y, 4, B son metrices hermiticas.

Le relacidn 4.2.1 implica:

diy={aigy} - Plaec@ il 10 o0 L

=N Ae {oolel R

t

donde hemos 2liminado 1la notacidn de producto directo:"Es po-

sible sazisfacer la ec. 4.10 pidiendo que:

A= L
vz

A Al

Ay

4.401.2



Similarmente e L.2.Z tenemos:

e 4z

R

y 4,2,2 impriqa‘“

o \“’ "

'-. )~ {A‘YI , By

: 1 {A By o1, Gu,y 403
Pode-nos satisfacer L.13 pidiendo que:

(Aol =0 | AN

Por ultimo, podemos encontrar una reprsSeniacidyn <

explicita de las matrices & y B, tzl que se satisfegen les -~

ecs. L,11, b.12°y L.14 si Ay B estdn dadas por: .

(&3] :

3 : ‘llsl
_ u) ) : R

B = @ 1l 4{‘5 Z

A_: (.\)@ e

— () - ;
donde e Q son otres dos con lunsos:de watr ces de D@n~

1i independientes gque operan en el PSpAClO iﬂte”ro ‘de.’ cad*ﬂvj”'

una de las pﬁr:{ ulas respectivamente.

Definiendo / )
S, = 8= N N
Z Sl

tenemos que:
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T.% - 2BA 3,5 | R
G- 6)(EQ : ZBA»(i-%),‘(‘if‘;} L A
con 1o que el Hamiltonisno toma 1la forna;
=1 CprractFlam) 4 2aBA Pl §-30
+ 44 BA Fla (2] (X5) q/e ‘
Definiendo el overador hermftico € por: " e
¢ - Bh oA

el cual es posible escribirlo como:

- A wW ) (s m ¢2)
(E"‘(?a@Qz )(6‘)®ﬁ)=€1®€z 4.19.2
llegamos a la forma final de nuestro Hamiltoniano:
He L (R4 1PV a € (V3 5, Wi Gr D) Ge)
donde: 9.20 -

Viry = 2 F'¢xd)

L\'.?_V\‘.l‘

Voo = S—YVU) 4..2("1
R _

¥ = —“; 421.3

Hasta agui podemos decir que nuestro Hamiltoniano=-

L .20 describe la interaccidn supersimétrica de dos particu--

las de spin i cuyos momentos y coordenadas relativas estdn

representados por los operadores P v X respectivamente. Ta--

les particulas poseen ademds un espacio interno con un nime-
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ro cufntico =dicional, Q“J,( a=1,2), relzscionado con el o-
perador €= Q:)@ e:_ﬂ. v que estd dz2do por los valores propios
11 ge e;n . Este overador € es el Gnico remanente del -
espacio interno, por lo aue puede ser eserito efectivamente-
como el producto de las cargas internas: Q=c= e

Por ultimo notemos gue el Hamiltoniano 4,20 exhibe
interacciones central, spin ~ spin, ¥ tensorial con sus coe-
ficientes respectivos fuertemente correlacionados ‘en térmié-"
nos del superpotencial Vir) como unz consecuencia de la su--

persimetr{a subyacente en el modelo. -

5.- PROPIEDADES DE CON{UTACION

En esia seccidn estudiafemos aiguh$é'ﬁrépiedéﬁes -
necdnico cuinticas del sistena descfito por ei Hahilténiaﬁo-
4,20, Por ejemplo, cqueremos saber cuales son las cantidades-
conservadas, a2 partir de las cuzles pedemos consiruir un con
junto completo de obhservables cuyos estados propios tendrin-
nimercs cuinticos definidos. Ademss estudisremos aue efecto-
tienen los generadores de una %ransformacidn de supersime---
tria, Q v ot , sobre estos estados.

Savenos gne las cantidades conservadas son aéue---
1las para 1las cuales sus overadores conmutan con el Hamiltdé
niano, por lc que a continuzcidn calcularemos estoérébhmﬁ¥a;

dores para los diferentes observables. s
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2) Tomento Anculzr Total.

21 momento- zngular totaibastévdef;nido DOr:
donde L es gl'ﬁomehtéianguiér‘q?biééi}§ 1.5 : o
.5 = g,* 5;?“&f7if - '

nin +otal y S1 y 52 son los splnes de cada una de las

5.2

es el

varticulas. J es*a entonces dado nor.55-‘

‘)2 = Lat '5',2} Saa 53

Las tres componentes del operador de momento angu-~
lar orbital L actu in solamente sobre las variables angulares
(S] v cosecuentemente, ccon todos los operadores que ac--

tian sobre la dependencia radial y con los operadores de ---
spin. Tenewos entonces:
- \ - - Woavt s € X.<
CH, 3,0 = 2l @ (2F'try 3,5, + 4Fan(X:5:) (x50,
Kzt Sig*+ Sza ) 5.4
El operador @ actia en un subespacio diferente al

de los operadores de spin y del correspondiente a las coorde

nadas, de tal manera que:
(e, 5:)=0 ‘ 5.5

Entonces:

ty, Jz-] = 29<(2 F‘(‘ﬂ)) [gzg\)s"t‘-* Sza t t
L‘ F“(Tl) {_(E.Sz) (i-..S"),Lz'\ SIE* 523 5.6
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shora de la propledad de conmutacidn para los cperadores de-
soin:

[6:,5,1-

A E€igk Sk

1

Con la misma relacidn pare x-S, ; vemos entdhcéé'guéy

[ H, J?-l =0 : - - .," l"35_1/ o
v similarmente ) } v o

[H, 00 = 1Y, J‘s‘l ° ) B RS
De aqui se sigue enton' s, cue::,

TH, 9= Th, o0 33*321 0. vl SR

Con lo que conclulmos aue la magnltud del momento angular---,

sSe conserva.
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b) Spin Total S

De 1la propiedad»ge@e:al para el momento anguler de

spin ) . S ;
[5'1)52]——-0 421,23 = s
se sigue que:
13,5 si1=0[51,5., 5 1=0 N
z'fi.) v 4724, R
con la misma relacidn para 5,. De este modo:
03,3, ,9]:15,.5, ,90+25,-5,+5; ] |
=035 ,35%435;) - o 5. /6
Concluimos:

t(‘i :5|)(igz) ) Sz 1 = Ijx\t -\;S|aSza , S‘z-\ -ZSV-S*:_ "g:]

517
Al desarrollar obtenemos:
L350 (2:52), §°) = 24247y (buga Sy Sug Samn 4
53:*\54"\5:15;!&) 5.18%
Aprovechando que para sSpin % se satisface:
.8 : .
Sk Sy - __,49 t% Extem Sm 5.19

se llega a que:

L@ 3N 32),5] = Xy Xg (Ereqmm Eagm 1€ jrmBray) Sum Sey =0
‘ 5.20

por lo que de las ecs. 5.15 y 5.20 se concluye que:

[H151]:0 ' 52’
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Siguiendo los mismos procedimientos se puede demostrar que-

los siguientes conmutadores. satisfacen:

[H,S.]+0 | , - ;,; ‘V°$;z{)j"
o o -
LN, kel #0 5223

¢) Overador €
Debido a que eSte operador actia Sobre un Subespaw
cio diferente al de todos loz demds operadores que entran en

H, es directo gue:
[y, e1=0 5,23

d) Ovperador de Paridad P
Jtilizando el hecho de que la accidn del operador-

P sobre los operadores X, Py Ll' Yy si es:

Pai=-xg 5.24.
Pops: - s
Fhi= ks 5.24.3
P si~ s,

5.24.9

también es directo que

(W,2]-=0 5.25

e) Generadores Q v Qt

Como ‘el Hamiltoniano lo hemos construido como

H- li{Q,Q"'S tenemos entonces:
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[4,Q) =4 (ala?, Q)+ [Q*QIQ) QQ Q-Qa'q) 5.2

v simildrnrn‘e L ) R S
theJo o = sy

AR ) 2
donde hemos ‘utilizado que 2= @'=0

De ezte modo vemos que podemos escoger ﬂuestro,con

ijunto completo de ovservables como H, JZ. J

tal suerte que rotularemos a las funclones de’ ondaaporilds‘;
correspondientes nimeros cufnticos. ;
Zl estudio del efecto de una transformaC1on de su"

persimeiria nos lleva al cdlculo de los (anti )conmutadores-

-2

de 2 v @ con los opezadores g, J vSZ ¢. Y P.‘Para lograr

z’
esto necesitamos encontrar la reoresentacion de Q y Q en =--

términos de :1 v S,
Recordando la definicidn de
operadores O v b. , y.definiendo-e

T=9-4%F &Y

podemos escribir a los generadores Q'y qt como:

Q=VZ (AsT 3.+ BRT.5,) ' 5291
Q=VZ (AeT*S-apeTts,) 5292
) Lo, %)

Calculemos primero el conmutador de Q con la compo
nente j-ésima del momento angular total. Recordando que By

% son overadores vectoriales es directo que:



UT’?»LA‘- 'ie"\u“n 5 30
m™enenos entonces e | |
La, -51-3 [Q )\3’53] (_Q Lq—l LQ 59-3 -  5~3‘_

Calculando cada uno de estos conmutadores ;

(@,1,]-VZ [A0TS vieeT™s, 1))
=\7 (A® [T 5,ky1 14 8O LTS, kﬂ'f o osa

vemos que: ,
(“'§| )L»\]:Y.“k 3|!¢,)~.‘]=S.9¢Wk.k1] 5'32{ »
por lo que aplicando la ec. 5.30 tenemocs: ‘ k
0SS,k S'kﬁfakﬂh == N Eqret Sin e 58,34
lo cuazl vodemos escribir como: 7

175,01 = -4 (5xT) 535
4 r : ‘

con un resultado similar para 5,, con lo-que lle#émo’s s

[Q bﬂ = -’\\{_(AQ(S\XT‘)Q-}'\ B®(Szx -“)a
ahora:

[Q,s5,)-VZ [A®T:S, 14 BaT- 5;_,5:3*5:3}
= VZ(AQ[TT'SHS-O] 4 6‘3[“‘ z»sz—JDv |

si observamos que:
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Y_'ﬂ'g. ,SI‘A- [_“4\:5\)‘ ,Sl‘;x:“lttsl-h,Slo] = "\“‘t&taﬂstk

entonces:

(0,51=VZ 4 (A® (5 xT + Be ('s',zxﬁ)_a s 2

Regresdndonos a la ec. 5.31 y aplicahddfiaive§su

obtenemos:
La,)l=0

de aaui vemcs entonces que: : ’ Shaiila -
[0,171:10,38 v3g+ & 1=0 R f;1f ‘?gf}“

EZsto significa que las transformaciones de supersimetria no -

cambian el momento angular total del sistema.

g) [lq 'Ck
kQ)(—%:vz{A®ﬁ'§\ tA B@TT'EZ)G—g : L
SE({A, CGeTa b cjoTs)  sazi

Cbservando que:

{A,€3=a [A,BAY = A {ABYA=0 5.921
con un resultado andlogo para B, obtenemos:

la, -0 | 5.43
n) {a, 5%} '

kecordando que vara spin 'LZ. podemos escribir:



120

2 .3 - S.¢4
= S,=2
S7= 5.=2

5.95

por lo que : - o
{Q s'g {Q st. s, i | 596
Ahora: : : : ST
{c,3:3%= V"(A@WS|,S.S'§MB®W s,,s,s’g) 5q7|7

§3,303,0 s {Masu, 9,5, | |
= MRS, Ssytey o 5412

Para spin :lZ sabemos !

{susb=i6 547
Por lo que: ) )
{‘\T-g|,§‘--57_.§: i -\T,, Si\,é‘j%: TI'.E?— 54/9‘
también: '
IL 2 |S S?X 2 5.50
Si observamos gue: : k
[ 6®—“'§z = - A A‘®:ﬁ'%z | R 5.51,1
« A® :\:\'_5‘ = A 69?“—5‘! ' o S.51L.2
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podemos escribir:

{Q,3:3.1= T (ivoT3, + €ABTS)
= o | E
v utilizando esta ecuacidn en 5.46 obtenemos finalmente:

{Q,5%y = (34 G)Q‘ 553

5 {a o} | ,
Por dltimo obserﬁando que:para:§1 operador de pari-

dad tenemos:

PTa=-T, : 1 . ssq
vemos que: g | | V‘ ‘
(0,80 s
Finalmeﬁ%é;?pafﬁﬂqg~bpéfédof‘ﬁermitico F sabemos -

que:

(ar)' = vaQ* 556

por lo que las relaciones de (anti-)conmutacidn de Q+ con --

los operadores anteriores pueden obtenerse de:
1o 717 La',F) =0 5.5
' ) 571

{aFy = {a' 7 kiﬂl.



6.- EFECTO DE UNA TRANSFORMACION DE SUPERSIMZTRIA
SOBRE LOS ESTADOS PROPIOS DEL HAMILTONIANO

A partir de’ as'ré;élioﬁéélde dpnmutacién'obtenidas
en la seccidn anterior;ﬁveﬁbé‘ﬁué'gsvposible construir un con -
junto completo de observables (qge conmuten por pares), al —
cual es posible asociarle una base orionormal de ﬁectorés pro
pios en el espacio de estados del sistema:
Queremos estudiar aquf qué efecto tiene sobre esta
base la aplicacidn de una transformecién de supersimetria.
Este conjunto de observahles, estarid dado aqui por-
los operadores H, JZ, Jz, Sz. ¢ y P, ya que estos aperadores
conmutan entre si. Denotemos por l‘y) un estado provio de es
tos overadores con valores vrovnios £, j, my 8, ¢ ¥ P, respec-
tivamente. Como los operadores Q v Q+ , Que generzan una trén§

. . : 42
formacidn de supersimetria conmutan con H, J° y J, los esta--

dos Q19) , Qf \‘X’) satisfacen (f=1)% .
Halt> e 1® S e
Falgy= ot ¥ ez
Ko mal® s

con las mismas relaciones para Q% . Obseryamds fé@biéﬁgﬁﬁé;
PQley =-Qv1d>

TP Liier
QW = -Qal e
=-c Q1YY 63
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y fin=lmente a partir de las ecs. 5.53 y 5.57.2 vemos que: ‘
PQRIy>=(3-5G40-AQW> @4
52 Q*“’W - (5 ~s(st!) - c) Q"‘l(}’) e 65 ,
podemos decir entonces de l2s ecs. 6.2 a 6.5 Qp\e ﬁnafrans-‘--
formacidn de supsrsimetria =ltera al estado, pez;o' como‘ verex
mos & continuncidn podemos obtener mayor informacidn de las-
dos iltimas ecuaciones: R | :

Como nuestro Hamiltoniano représem:ar-la accidn ens
tre dos particulas de spin % , por la regla de adicidn de -
momentos angulares sabemos gue los posibles valores propios-
del spin total son s=0, § $= 1. Queremos saber aqui si los-
estados Ql§> vy Q+\ ¢> tienen spin total definido.

Con nuestros resultados podemos construir la Si«--

guiente tabla para los posibles valores de 3 - s(s+ 1)t c:.

Tabla 1
s c 3 -s8(s+ 1) - c
(o} 1 2
(o] -1 L
1 1 o]
1 -1 2
Para un mismo valor de E, ] y m identificaremas -~
los estados propios vor |5,¢,p7 : donde s,¢c y P son los va

lores propios de S , € y P, Sabe'nos que para que un estado-

2
\\P) sea estado prapio de. 5° se debe satisfacer ques

Sy = 5(s41) W;) s - 6.6
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con s entero o senientero, y como no existe esta s que satis

faza s{(s+ 1) =4 podemos concluir que:. .

Qle.-xypy =0 5.8

1sformecién -

gffiz{ir! .
6.9,

92

QU4 0 = BI44,7P) 69
Gro-a, = S 144, -9 4;.9."4
Q VL, APy = e\ LN .95
Q4,4 Py = glostoP 626

donde A&, ﬁ & ,S , € vy ¢ son mimeros en general conm
plejos y aueremos saber cuzles sSon Sus posibles wvalores,
. . . +
El Hamniltoniano estd construido como H =11&Q, Q}

con lo que podemos ver directamente que:
Hlo, 4P = $ &g loyp? 6100
Hlo-i,p7 =3dplord, 0% 6.102
H 4,4 Py = Zl“(o(g re¥) | 5,-&,\>) 6.10.3
H144, pYy = (eXted) 14,417 6.10.4
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-

tienen enerzfa I podemos con---

Comn 28103 estado

1

cluir: E ( . : R R
é‘p = LE e '
EY = ©

Consideremns estados con energia E % C. Sabemos. e~

aue los operadores Q-y Q* satisfacen:-

Qz: Q‘zz o

por lo sue:

Q21 o, 4, pY = &3 14,497 . 13.]

i
o

Qi 4, > =€l =0 6.\3.2

con 1o ave concluinos que:

i nnestros esiados estdAn normalizados inicialmen=-

te =~ 1 podemns ver, por ejeaplo:
<L0l @Yl 0,1y =1412< 4,0, p) 4,0, = \dI®F 6.1
Pero nor otro lado

41)0\ Q"Q\O,L) = <14, Fl Q*Q*‘QQ}\MO;?) =2E.
©\5

con lo que concluimos que:
{12 =2E 6.16

con un resultado similar para. < 3 v P .

Con una seleccidn adecuada de la fase podemos escri



bir: ‘ v ,
QLo s, py = VZE | 4,- 5,—p) o S ey
CjF 7;‘ ;F ';”} Lo b“ j‘ o ~6,ﬂ.2

&l pY
Q1 o,-%, p7 .
Qlon ey =@ LGPy e
Q4,497 =Ver 1 o,-&pf)?f : " 6115
dlutpy=0

Qli,-a,p> =0 | 6117
Q4,4 p? = VTE_\O,MW . ens

. o ff.' L NS L 6.11.3

n

6.17.6

Cuando re trabzja con supersimetr{a en teorfas cudn
ticas del campo, el efecto de una transformacidn de supersize

tria es cambiar el spin de una particula en cantidades =i~

teras ( % ). 3in embargo en nuestro modelo, que repressznis -

la interaccidn de dos partfculas de spin % , 13 supersime---

tria posee la propiedad de camblar el spin total .en cantida--

des enteres.
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7.- COTIPORTANIENTC A IARGO ALCANCE DE IAS
FUERZAS NUCLEARES CO:0 UNA JANIFESTACION DE 1A
SUPERSTMETRIA EN LA NATURALEZA.

En lms teorias cudnticas del cawmoo, la supersime---
tris ha sido onjeto de gran atencidn, porque entre otras pro-
piedades, posgiblenente proporcione un camino natural para uni
ficar la gravedad con las interacciones fuertes, débil y elec
tromagnética. Esta simetr{a tiene la propiedad de transformar
campos fermidnicss en caapos: bosdnicos y viceversa.

Si la supersimetria tiene algo que ver con la natu-
raleza, debe estar rota, porque no se han observado fermiones
y bosones con la misma masa,., Las predicciones de muchos de —
los modelOs existentes esperan ser probadas en los acelerado-
res de altas energias (ltimamente construides. Sin embargo se
han observado almunos fendmenos que pueden atribuirse a super
sinmetrias, mediante algunas aplicaciones del rompimiento de -
estas y gue han predicho y confirmado correlaciones inespera-
das entre niicleos par-par ¥ par-imparlé. ‘

En esta seccidn mostraremos que el potencial de lay
go alcance nucleén-nu0186n%?es una realizacidn particular del
Hamiltoniano supersimétrico 4.20. El potencial nucledn-nucleon
es bastante complicado 2 distancias cortas e intermedias (...
T < 2 fa) debido a efectos de muchas vartfculas, junto con el
hecho de que diferentes tipos de mesones y boSones vectoria—
les se intercambian enire los nicleos. Sin embargo, el compdz

tamiento a larzo alcance del potencial ( r > 3 fm) es debido-



solamente al intercanblo de plones,by‘tlene iz forma:

31
qn,

Vs-/“(

Aqui «= /Lr , donde Moes la masa del piSn yté éé'}éy§;§staﬁg
te de aconlaniento pidn-nucidén., En la ec. 7.1 el signo‘ + en-
el lado derecho se refiere a2l potencial pars la lnteraccién -
nucledn-nucledn (o entinucledn-antinucleén), mientras el siz
no - descrite el cotencial de interaccidn nuclén-antinucledn-
{(ref. 18). :

Nbsotroé'comnararemos el cvotencial-de-intercaabio --
de un pidn ( CPEP ) dado por la ec. 7.1 con el potencial co--
rresoondiente dado por el Hamiltoniano supersimétrico &.20.

En oriwer lugar notemos que el UFZP solanente re---
quiere dos esvnzcios interncs diferentes, unc relacionado con-
el nimero cudntico bharidnico y otro correspondiente al mimero
de isospin. Ia estructura multiplicativa del operador L en -
4,20 nos lleva a la identificacidn dée cada carsa c(a) con el-
niimero baridnico de ceda nucledn. En su forma actual nuestro-
modelo supersimétrico no incluve el isospin de una manerz na-

tural, y cualguier comparacidn entre los potencizles 7.1 y «-

L .20 serd hecha para cada canal de isospin: %= (%“)-:(,"’)-:-3,‘1.



nes 7.2 y verificar =i ce satisfacen las relaciones ilmouestas

nor la suversimetris,
Une comparecidn directa muestra gue: ,
zV:Z(Vs-VT) T - : . 73

d (i) -
vd ( v) = 32\/1-

y lo gue tsnenos que deuarmnar es

igualdad 7.5 es exacbamente satisfecha. 10 que es’ un esulta— .

do sorprendente. ’ ;

Cuando comnaramos los votenciales en las ecé.y 4,20~
v 7.1 vemos aue todavia tenemos el término central lr‘AVz aue
no esti vresente en el OFEP. Sin embargo, la eleccidn de 7.3
para el supervotencial hace que el término central sea propox
cional a Q-u, el cual es dexpreciable cuando es comparado --
con los otros términos del potencial que se comportan como Q_x
en la aproximacidn de largo alcance.

En la interpretzcidén vresentada aqui, 12 supersime-
+ria estd rota como puede verse del potencial nucledn-nucledén

completo que liza al deuterdn, por lo'que no'p‘uede ser puede-

ser positivo definido como lo implica He3 iQ ,Q*k .
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e

Seria interesante entender lss nosibles inplicacio-
nes de las oronisdades exnibidas zqui desde el punto de vista
tedrico de las teorias de canps, va que si la orediccidn de ~
12 relacidn 7.5 no es mera coiﬁcidencia, Seta hos dicé'que ia
supersimetria es una buena sinetriz a bajas~energf35,Jio cual
no e lo esperado en el trataniento usual dentro de las teo—

rias supersimétricaslg.



COMCLUSICHES

[l

n

1]

ste cgoitulo se cojugan 1o que 2 =i juicio, ---=
constituyen los dos aspectos mié importantes del trabajo desz
rrollado en este trabajo. Primero, la formulacidn de la mecd-
nica cudntica a través del principio de accién. nos muestra -
12 existencia de dos tipos de variables cudnticas con bpropie-
dades de conmutacidn diferentes y sesundo, el reguerimiento -
de invariancia bajo supersimetrias como restriccidn en la ==~
construccidn de sistemas que incluyen los dos tipos de varia-
bles. Hemos introducido 1la supersimetria como la invariancia-
ante translaciones en un superespacio. ESto nos permite cons-
truir de una manera sistemdtica acciones cldsicas que son Su-
persimetricanente invariantes y gue estan construidas a pare-
tir de dos tipos diferentes de vuriables: variables gue conmu
tan y variables acue anticonmutan {nineros de Grassmann) que -
corresnonden al limite -2 O de los dos tipos de variables -
cudnticas mencionadas arriba. Invirtiendo el proceso es posi-
ble entonces cuantizar las variables cudnticas de acuerdo al-
Principio de Accidn convirtiendo a los numeros que conmutan -
en operadores bosdénicos y a los numeros de Grassmann en opera
dores fermidnicos. Con esto odbtenemos una formulacidn de la -
Mecdnica Suversimétrica. .

El estudio de sistenas unidimensionales nos permi--
tid la comprensidn de muchas de las ideas generales que apare
cen en supersimetria. 3in embargo estos sistemas se encuen---

tran muy restringidos precisamente por ser unidimensionales .-



Con el objeto de tener una situacidn fisica mds realis+tz rene

alizamos el formmliswno a tres dimensiones esopaciales. In es-

'3

te e2s80 1las varizhles bosdnicas ( primera clase) estan repre-
sentadas vor 1os overadores T v b guc interpretaremos ccmo lé
posicidn relativa y mouento relativo en un sistema de dos par:
ticulas. k

las variables fermidnicas (segunda clase) laé hemos
representado en términos de overadores de Spin % asociado a
cada particuls, Sin‘embargo para satisfacer el élgebra de di~
chas variables es nececzario introducir acemds un espacio in--
terno adiciomal. De este modo el Haniltoniano construide re--

»

presenta la interaccidn supersimétrica de dos particnins de -

spin % ceda una de las cuales posee un nimero cuantico adi-
cional asociado 2 dicho espscio interno. Dicho Hawmiltonizano -

in-spin v tensorial.

'U

posee términos de interaccidn centrai,
In posikle conjunto de observables estz dado por los operado-
res K, J2, oo 5¢ {spin total), P (vparidad) y € (produco de
los numeros cuanticos internos de czda psrzicula).

A continuacidn investigamos la accidn de los genera
dores de supersinmetria ¢ v Q+ sobre los estados del sist ena -
encontrando como resnultados mis importantes:

1) Ante una trensformacidn de supersimetriz sobre 1los eStéﬁos
oropios del conjunto completo de observables oscopzdo, se con 

servan 1la enerqxa. ie naqnltuu del momenzo =ngular uotal

J=T+sS v su connonente en: la dlreccion Sy J, el

2) Cada uno-de estos estados ‘es 2niquilados va sea nor Q o

sor 0¥ .
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3) Ios mimeros cudnticos restantes si sufren camtios bzjo una
transformaciénfdé‘ ~n=rsinetria; Lé béridad Fy ln~car&a C -
canbian de fi?hd; un 1o qne se ‘ref ere al apln 1'otal, el efec
to de una transform cion ds suversxmetrba. cuando no’ anlouila
al estado, es’ cambiar dicho nimero cudntico en cantidadea de-

+{\ .

inalmen*te hemos encontrado gue la aproximacidn de-

]

largo sleance para cada canal de isospin del potencial nu----
cledn-nucledn constituye un ejemplo fisico de nuestro namilto
niano, ec. 4.20. En este caso el nimero cudntico interno de -
czda partfculs corresponde al nimero baridnico de cada nu---~-
cledn. ‘

Z1 aspecto mAS importante de esta identificacidn es

12 verificacidn, en términos de funciones conocidas que carac

terizan a e

[0}

+e poiencial, de una relacidn entre los coeficien
tes de las interacciones de spin-spin y tensorial predicha —

por la supersinmetria.



-
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APENDICE I.

SORRE OPERADCRES TNITARICGS

En este apéndice demostraramos 21 siguiente teoremz

sobre oneradores unitarios utilizade =n la seccidn I.b: "3i -

Q

-
¢}
=
o
[s]
o3
[
o]
n
]
0
ot
i 2N
3
H
®
Py}
o

]

dos operadores tienen =l nigumo escechr
cionados por una transformzcidn initaria”.

Considerenos dos cantidrdes Tisicas retresentaéaé -
per los operadores hermflecos 4 y% ressectivamente. Podeﬁos,rg

presentar a2 estos operadores, si 1Y » |b)  son sus vecio--

res propios por:
A:D agiap<ae . oArnL
v .

B < % be \LQS el T ATz

donde a4 Y 51 scn .reales y son xos valeres xropios de & y G,
LDS conguntos Tty v \b() formzn bases diferenten

del espacio de estados. Construyamos -los siguiéntes operszcdo-~

res: . BN

Uas f??\“@?‘;‘ﬁ‘ - . AL>
y v"“‘; ~

Upa = % ’7""‘5; A.IY
que son taleé c;ue: G

<&y] Uap = < by \ Ogb\m =\a) AIs

<bel Upa = <adl, Upq lag) = 1be? AT.C
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¥y nue sztisfacen:

L AT
U‘\b qu = Uba.U o
que implica Iéyfr ieda c.eunltar:.eaad

para Ya, y Uva - ,
Anora, si las dos propiedades A y B poseen el mismd

espectro de valores, Gy= b, ; se satisface:

B= % belbed b\ = ZQQLU.M_ lae) <e\Uqw

2 Upa A Udo A.1.9

Por lo que los dos operadores cstdn conectados por-
una transformacidn unitaria.

A nuestro julcioc esta dltima ecuacidn es importante
v2 aue si A y B representan la misma vropiedad a diferentes -
tienpos en un sistema aislado, sus vectores propios estdn co-
nectados por una transformacidén unitaria v entonces aqui ve—
mos claro el porque queremos construir un principio dindmico-
para la funcidn de transformacidn a partir de transformaciow--

nes unitarias infinitesimales.
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AFINDICE II

A
SOERE LAS MATRICES Aq

El objetivo de este apéndice es demostrar la ec. -
7.17, transformzndo las prbpiedades de conmutacidn de lés ve-
riaciones § o con las variables X a la representaci,o’r‘i de --
las variables dindmicas X , estando estas relacionadéé por-

una transformacidn lineal arbitraris:

<. 0 | V‘T;.; ;2;?Zgé;{t 

Pertiende de la ec. ILT7, L6y
sahewos: V

§zx=124x . L A3

(AP
N

Al
o

1}

Z Qase %Xy Z Qe Xy
3 v

Las Loy dxg Xy

w
<

2“-5 'Qhr (QCSZ)Y 815 A]I.-q

%)
<

c¢onde hemos utilizado la ec. I.7.1, entonces:

é\xo.:(bzzt Qyy Qas (ﬁls)rt Ay (?xs Aﬂg
por otro lado: S e

(iai)h dXa= ?;— @OM_’QZ Qs 8%,
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= Z (L“\)bt fas fer Xy CE AT.6

ste

por lo que:

T Ly Sas (el Xe 3% |
srt -
= gt(%m)bt QC!.S QQ‘- Iy JIS 4‘37

intercambiando r por t y t por r en el lédo derecho teriemos:
Z -lb‘f Qq-,. (Ls\‘( I{ st R
syt : B
5 . G ¥
= z (vQ:o) by fas Qve L J'I5 S A’H At
multiplicando por ( JZ“' e, ¥ sumando sobre b en ‘el lado iz-=

auierdo de esta Ultima ecuacidn
Z (2-)Cb (Z Q\o\- »Qa,s (9"’)\1 T st)
[ svt
= ;Z\'{ See Qas (%5\“ X¢ CYZS

= -gi fas (&’)ct > & J‘Is‘ : : : Aﬂ?

por lo que A.II.8 quedz como:
5% La U‘Qct & 815
= z )3 w-l)cb(‘l«) pr las 1\411315 Ao

st b
usando: )
dxs = 92; (U )p Lpg dxq Adn
tenemos : B

I’Z‘x;t (.zs fas (&”)e& UZ-‘ )’F) 19«_‘ Ti 811_

"2 27 (e (e b s (W hy ey 2287 ATNZ.



Z (% QQ-S (%’Bc{(’q-l)sfa) 9‘?9‘ I'f A’Iq

&
) 13
=Z- ('Qd j(m ’Q)Ct J‘qY Rf’% L J'I% AL
pqt
lo cual podemos eccribir como:
%.t (ZS Qt: L5 Q‘;l?)<{ qu‘. e 81’1
: A--ﬂf 19

=7 (U Zal) o« Sayg Qegxtgx‘l
P4t ,
Utilizando la ec. 1.7.15 obtenemos finalmente:

Z (2; Qqs &5 Q:p‘ )ct Qﬂx( in

P4t L
- ;L;( (' ¥a Q) Jaglpg Lt J1q ATAS

como L y 3‘11_ son arbitrarias ¥y las variables Xf son_i_ndepég_

dientes obtenemos finalmente la ec. I.7.17:

Z Las &s(i-')s? : kk Sq? ARG
S Sl
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APSNDICE IIX

FORIAS. 2TLINEALES 2O

En ééfé apgndibe, usaremds resultados del dlgebra -
lineal para demnostrar que sSiempre es posible construir una ba
se del espacio en donde las matrices @ y o introducidas en
las secciones I.8 y I.9 puedan escribirse en la formulacidn -
candnica para las variables de primera y segunda clase. Z1 ob
jetivo aagui es entonces presentar de una manera clara la teo-
ria aue nog permite loyzrar esto y como utilizar estos teore--
mas dentro del contexto del capftulo I. '

1. Formas Bilineales

Definicidn. Sea V un espacio vectorial sobre el ean
po F. Un2 forma bilineal en V es una funcidn que asigna a ca-
d» par ordenado de vectores d,(ﬁ .en .V un escalar gﬁtp) en

Fy tal gue se satisface:

flesrdn e < p) 4 fen, ) pm.
TERY PAREIS S D Ay pa) A2

Podemos ver gue el conjunto de todas las formas bi-
lineales en V es un subespacio del espacio de las funciones -
de VXV en F. Denotaremos éste espacio de formas bilineales -
en V por L(V,V,F).

Ahora, sea V un espacio vectorial de dimensidn fini
ta sobre el campo F y sea B:‘Ld”...,dnx una base ordenada pa-

ra V. Supongamos aue % es una forma bilineal en V. Si

‘<

A= Tyl 4., 4 Ly dn pzl-)\o\n.‘..i-i-)na\n ATL.3



son vectores en V, entonces
4= 4(Z wdi, p

2;’& i, p)

7 % ek, ZYy4)

"

- ) , , SO )LHI;;;
T [ L shot
Si definimos A;‘:&(dﬁd’)_; énf§ﬁé§éfﬁiQ;;;__
XTAY B A.TxI5
donde X e Y son las wmatrices coordenadas de o ¥y p : en la -

base ordenada B. Por lo gne cualouier forma bllineal en V es-

del tipo.
S gy = UAd ALAD, | A6

para alguna matriz A de n xn sobre F. Fara‘nuestros propositos
es importante notar, dé queréi tehemoé una matriz A de nxn -
podemos ver gue la ec. A,III.6 define uria formz bilineal * en
vV, tal gque

Definicidn. 3Sea V un espacio vectorial de dlnen51on
finita sobre el campo F. Para cada base crdenada B de Vv, la -
funcién que asocia a cada forma blllneal'enjv su matriz en’ la
base ordenada R es un isomorfisiofdél espécio L(v, V,F) sobre-
el espacio de las matrices de n-n defxnldas sobre el campo F

Dem. Observamos 11peas avrlba que 3-9Li]°es una co
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rrespondencia uno 2 uno entre el conjunto de formas bilinea+~
les en V y el conjunto dc las matrlces de nxn sobre F. Vede

mos que es una transformacidn lineal. de

(C {,l")) (d‘-\n 3) =C &(d'\,iﬁ) 4 %(d?\‘,dé) S

para cada i y j. Esto nos dice simpleménté dﬁe":
Lepialp: ¢ Ua) 1o, 1

Estaremos interesados en que le sucede a la natriz-
nue revresenta a una forma bilineal, cuando cambiamos de una-
base ordenada a otra. Supongamos gue B:&-l-,...)a(.\‘s y B'.—{d',,-,c(.',g
son dos bases ordenadas de V y que & es una forma bilineal-
en V. La pregunta ahora es ¢ Como estdn las matrices Lé]a y -
t%]e' relacionadas? 3ea P la matriz (invertible) de nxn tal-

aue

LT, = PLady A1

vara todo 4 en V. Para cualesquiera vectores 4 , /3 en V...
eapr=T4T; T, 140,
(P1a1g)" U)le P LA
[4)5 (P U317 Ly AL 3

Por 1la definicidn y la unicidad de la matriz que re

n

"

presenta a '} en la base ordenada B', debemos tener:

[’%3511 YT[‘S}BP H.H]..?



Jna consecuencia de éste ecuacidn, es la siguiente:

si A y B son matrices de nxn que representan a 1’,misma_for—

ma bilineal en V en diferentes base, entonces'AAxJ ’tleﬁéﬁ‘el

mismo rango. ESto es, si P es una matriz invertible de mxny

B = P AP es evidente que A y B tienen el mismo fangb;HEStb‘ha
ce posible las siguientes definiciones. .
Definicién. El rango de una ' forma bilineal esbi~¥;
gzual al rango de la matriz de la forma en cualquier base: orde
nada. i
Definicidn. Una forma bilineal & en un. espaclo -—

vectorial V de dimensidn n es no singular si, rango (f ) hé

2. Formas Bilineales Simétricas

El objeto principal de ésta seccidn es responder la
siguiente pregunta:y Si § es una forma bilineal sobre el espa
cio vectoriel V de dimensidn finita, cuando existe una base -
ordenada B en V tal que % esta representada por una matriz-
diagonal.

El teorema bdsico para lograr esto Se presenta en-
casi todos los libros de dlgebra lineal y es ampliamente cong
cido por lo que sSolo enunciaremos los resultados principales.

Definicidn. Sea ‘& una forma bilineal en el espa--
cio V. Decimos que g es simétrica si 1(&,#) =5(;»¢) para -
cualquier par de vectores A , P en V.

Si V es de dimensidn finita, la forma bilineal ' es

simétrica si y Solo si su matriz A en cualquier base orcenadz

es simétrica: AT = A,
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Teorema 2. Sea YV un espacio vectorial de dimensidn-

finita sobre un subcampo de 1los numeros complejos, v sea f -

una forma bilineal simétrica sobre V. Entonces existe una ba-

se ordenada para YV en donde *- esta representada por una ma-
triz diagonal.

Corolario. Sea F un subcampo de los mimeros comple
jos, y sea A una matriz simétrica de n xn sobre F. EZntonces =
existe una matriz P invertible sobre F tal que PTAP es diago-
nal. Pasemos ahora al teorema que aplicamos en la seccidn ...
I.9.

Teorema 3. Sea V un espacio vectorial de dimensidn
n sobre los numeros complejos. Sea { una forma bilineal simg
trica en V con rango r. cntonces existe una base ordenada ...
B= ‘(p.,..., Pa’; para V tal que:

i) La matriz asociada a 5 en la base ordenada B es diagonal,

ii)
1, J = 1l,e.e,r

- |
JSPQ‘P'D 0,j>r
Dem. Por el teorema 2, existe una base ordenada ..

}_dn,,. . c(.‘} para V tal que

J(did) = o P 4 gy
Como % tiene rango r, su matriz en la base ordena-

da {"(':-':4-\7} también. Por lo que debemos tener ‘3“*3:“‘9*0 oL

ra r valores diferentes de j. Reordenando los vectores d'b’ R

podemos suponer que

‘f(o\?,da)‘* o \ )é:ﬁ-)-")f



.
Lieee

ei %cd.;,d,) denota cuzlauier rgjfz compleia de ‘(*,d,) y 7 Si‘,

definimos
| d?
Pa={ Yidsdp i
@y >y

1a base ip""lp“k satisface las condiciones (L) y (i), o

3. Formas Bilineales Antisimnétricas

En esta seccidn V serd un espacio vectoriaii—k;_sbbre;‘;-ﬁ
un subcampo F del campo de los numeros complejos. ‘

Definiecidn. Una forwz tilineal % en .V sver,:l_bl_af;:ai an-
tisimétrica si 4(d, P); -%(P,q) para cualesquie'rg par ‘hde'i'_ve\ct_g
res « , ﬁ en V.

Probaremos aqui el sicuiente teorema ccncerniente a
la simplificacidén de la matriz de una Torma bilineal antiéi.né
trica para un esvacio vectorial V de dimensidn finita.

Teorema 4. Sea ¥V un espacio vectorial de dimensidn-
n sobre un subeczwpc de los numeros complejos, v sea 5' una -
forma bilineal antisimétrica en V. Entonces el rango de %‘ es
par y 8l r= 2k existe una base ordenada para V en donde la ma
triz de ﬁ es la suma directa de la matriZ Cero Ge. ...vevee

(n -r)x (n - r) ¥y x copias de 1la matriz de 2% 2

o ]
<1 o
Primero hagamos las siguientes observaciomes, la --
formz bilinezal ‘&es antisimétrice si v solo si su matriz a en

-
y A" =~ A, Cuando %

m

cualguier base ordenada es antisimétric

es antisimétrica, la matriz de % en cualnuler base ordenada-



k5
tendrd log zleuenios de su dizgonal igual a 0 y2 gque seea. .

i) = - ’5("’»4) cprre todo o en V.
Suopongamos Fue —& es wma 10""02 bl" 1nec.l antlslnetrl

ce diferente Ge cero u"! "'; Como 8# o , en.sten vectores u
P en ¥ tal que '8(0( p)’-f() ul 1nllcanco o( por un esca--
lzr conveniente, podenos suponer aue ‘g(d,ﬁ) i Sea b‘\— ’i"("‘d,/s

en el espzcio zenerzdo por « 'y /5 . ...ntonces,
»&(*.o&):&(t‘.d*dﬁ,d) d's(fs“')‘f'd
%(“vfﬂ: %(mﬂ-éﬁ,]ﬂ ¢ i) =
vor lo gue: i RO
}= 43,94 g S | oo

en particular, notamos que X y p son ﬂecesarla'nente lineal

)]

AlI.Y.lo

i}

mente independientes, por lo que Sl

§(8a) = 308 pY=0.

Sez W el subespacio'de di

0_‘ N eﬁtonces cecaes

generado por [

v p . Sez w"el conjunto cire’w‘t'o'dd
les aque g(s o) = »}‘(8 g) = 0

Afirmanos que V. = H Q
T= 4(e,py ok - «5(& o()p
A\: e-3¥

- ‘ Wb
Entonces ¥ esta en W, ¥ 8 en W  porque

FER) = fe-4eprd v fled pia)
= Jé(e d) + Jg(e,o\) &(,a,oo
= O AIn \q
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y similarmente %(Slp) . Por 1lo que cualquier € en V,és de 1a
forma €=¥+d con ¥ enWy & enw’ . De 1la ec. A.IIT.11 es-
claro aue wowt = {0 por lo que’ v=u at, o
Ahorz la restriccidn de ‘8- a W'L es una forma bili
neal antisimdtrica en W+ . Esta réstriccién puede Ser la fof-,
ma cero. Si no lo es, exisf.en vyectr.rares o y/G' en "l tales—
Aue %(o(',p‘) =4 .51 %W es el subespacio generado por g( y -’_‘

P' , debemos tener:

VaWoW'oW, AELIS

dende W, es el conjunto de todos los vectores é‘ en W'L fales-
e &(d‘.&):’b( p'd)=0. si la restriccidn de g a W, no es la-
for=mn cero, podemos seleccionar vectores o , 13' en"‘do: ta
les Aue »}(_ol', p")rl, y continuar la factorizacidn. .

%n el casoc de dimensidn finita es claro que _obféne:-; .

mes una sucesidn finita de pares de vectores,

(d"j}')’(d"P’))'” ' (a()‘, Pk‘ Aml&
con las siguientes propiedades:

i) %(&a Pﬁ\—ki J leeaauk
1) 44, 89) = J(pi, p)= 4Cdi, py) =0, 4 H4

iii) si .J es 21 subespacio de dimensidn 2 generado por 0(3 V..

‘B,} , entonces

VawW,®... ®Wire Wo AT

donde todo vector en W es ortogonal a todos los c(a v ﬁ1 y -

la resiriceidn de % a W, es la forma cero.
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!

Dem. del teoremz 4. Sean o , Pioseees d&.»ﬁk aque-
satisfacen las condiciones (i),(ii),(iii) enteriores y sea —
{_*u.u, ﬁ,% cualguier base[drdéhada;delvsdbesgacio Wo. Enton

ces

es claro que

la matriz de %;e _a%Bfésjla‘suma directz de -

la matriz 0-de ( . f)’yvk copias de la matriz

y que el rango de la matriz y por tanto el de § es 2k.
Utilizando la notacion del capitulo II y con 13 wa-
existencia de las bases descritas por los teoremas 3y 4 pode
mos encontrar transformaciones lineales de l1as variables de -
primera y segunda clase Z vy 2; respectivamente en donde-
las nuevas variables tienen la forma candnica. '

Por ejemplo para les variables de primera clase £ ,

podemos encontrar unza matriz P tal que
prap-o Am.us

donde I es la matriz descrita por al teorema & (recordemos --

gue 4 es no singular) y que el término cinético en el La---

grangiano para estas variables lo podemos escribiry 7 7
. ’
-1 -1 N :
T
2T3z=2"P" DP d2
at

= (7'a) D 2¢¥y) AL 19
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-1
donde vemos cue si Q=P , @2 es lza transformacidn de las va
riables aue nos lleva 2 la descripeidn candnica. Teniendo un-

tratamiento similar pzra las variables de segunda clase.
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APENDICE 1V :
ESPECTRO DE EXSRGIAS DEL CGSCILADCR ARYONICO .

Mostraremos en este a2péndice como es posible obter
tener a través del formalismo del principio variacional el -

espectro de energfas para un sistema dado. En ueﬂeral esta -

es una tarea complicada opara un 51stena arbitrarlo, sln en-»r»'

bargo, mostraremos como es posible lograr esto para el caso-:

del oscilador armdnico.

Consideremos el oscilador arménico descrito por el
Hemiltonizno: ‘ A
z
Ha 02
im 1

escalemos 1las varizbles de acuerdo cone .

Q=\ne'q

P\/""!«

las cuales al substi*uirlas en’ 1a ec. ﬂIﬁ;lfhbsiresultan en

wauf'%z

AV 4

Wal(Qe )

haciendo un cambio a.  no hermfticas 4 , j; tene--
mnos: o

§- 2i<Q“?) o AS AL
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¥ . . ,
\ L ) : - ’
\3+= 7 (qQ-4%) - | o AawvsZ
vodenos escribir entoncés: ‘ T E

He e (51 o))

~ S S
) A 1 e
Trabajaremos con t*‘“"“jﬁ, ya-que-las-funci

f tz=nidn lo son de H.

£sta forma de transformar-al Hamiltbniano es par--
tizular del oscilador arménico y permite unrtratamiento mas-
sancillo, en esto descripcidn, para encontrar las funcicnes-
orenias del Hamiltoniano y el espectro de energias.

Queremos obtener entonces la funcidn de transforma
2i8n <b)“{-\")" .S (dende '-‘)“ y ‘:)*‘ gon los valores propios de
+

a los tiemves tl, 1

leg radores
operadore % vy > respectiva

nente), ec decir:

Wiy = 4 ly'es) AW
<yly! A.W.02

41
<Yy {|l’~3+
para lo cual es necesario encontrar'los,géneradores de trans

Tormaclones en estas variables Gy~y G as

¥ como las ecs. de-

movimiento

a. Obtencidn de las ecs. de movimiento y los ‘generadores.

Transformemos el Lagrangiano:
- p.de _ %
h=F- - R 7 |
-i(?@wi@f}-»\(%?,ﬂ Aav. g
dt Jt



tn
i~

z 1z deseripcion en.las variables. Y, 51.

A s directo: R R N [
Q=7 (y+y') ':' h CAAV.9
P - _Z_Z (3-5‘) R ‘ B A.WN.9.2
)
por lo que: ’

248 g (ol ot Tl iy

dy o _dvu _dy 4, dot
SRR TRR T A I
4
_ d;ﬁ) A.w.10

Usando la libertad que tenemos de zgrepar o gSui---

tar derivedas totszles 21 Ilz2ransiano, podemos escritir:

dO-_ 4 +dy _d
SRR I?%*g—?‘f)) AV AL

£1i ahora agregamos la derivada total:

"fi (‘3‘34 +uty) | AV 12

tenemos:
49 - 1 (493, obda) L wd FRURES
P- 3% = ?;«(e«“"L3 ﬁ)"‘ﬁ Y ‘

y el lLagrangiano gueda como:
IS : o j
k= A u)*-%*% - H(v,49%,4) - AW

Ahora devemos calcular:



8( g?df/»> = S( tht (Ayh cR_ {.‘\) A.V.1I5
2 s

Si observamos que:
Agd + ~
SRIFRY +9 ) -Hdt)
S dUyay-N8) + ddgdy-adg dy
- SWdt + dWJIt A.N. 16

pare aue la variacidn en A.IV.15 sea una diferencial total -

se necesita:

38wy - 483y -8Rt 3l =0 | g.Jw.n“'
lo que implica:

W= A ‘i—“’t‘“ﬁ*-"%{f@waﬁg“ o Aavae
pero sahemos anue:

50 = :—ﬁ Sy + 2.%‘ Sy + %%CH | A.IN.19

A partir de estas dos ultimas ecuaciones obtenemos las ecua—

ciones de movimiento:

A%?; = %Tgf S AAQ"'{\‘I’.ZQ.]
-;\%%_: 3?: S RS AWNL20.2

A.IN.20.3

UlQ)
lad -

JH-
dt



y regresandonos @ la ec. A.IV.15 obtenemos:
W
s[g dt L] . Autdy -\m\-. L Awa
Ta*a exuresion es correcta nara el tienco ,- donde
<Sg“a)‘83 si recordamos que queremos calenlar lz funcidn de
’ J i 2 i
transforracidn <Y L\ YWi) | vero parz el tiempo t, 2ueremos
) . .o 1 '
el estedo en la descriveion dada por 3‘ » Dor lo gue lz ec.-
A.IV.21 no es la descrivcidn adecuada al tiempo t,. Es fdeil
arreglar esto agregando al lzagrangiano una derivada total --
con resvpecto al tiempo: _ :
L=logd(idwow £y 4wz
=Lz R
con lo sgue se obtiene: )

g Ld{l‘-qsﬂ' "‘)\;"‘)18‘31 “SU"'(D k A"'kyv‘-za."

L2 funcidn de trsnsfcrma01on buscada sarquace en-

tonces:
Fagthlyty=acy k\q. CATIY
= 3 < bl A el iyl du, AU W\ AN w :
y vodemos identificar los generadores:

Gy,

- Ay dyr B AL AT

"

Sy s -3 8% CoAawesz

b. Algunas funciones.de Transformacidn ™ = - s



Darz calcular la funcidn de transforrmzcidn ...
(3+£\5 %ﬁ, espec*flcemenue su- condicidn de nornmclizzcion, -
eS nececsario ca’cular elauras fun010ﬂe° de transfornzcidn =z~
dicionales.

- : Al : ! ’ o . N

Los vectores \5 £>'_estan relacionados con 10s veg
. Al . ' .’ [)
tores \9%) vpor la funcidn de trensformacidn <q}uv5 Ly aune

satisface la ecuacidn diferencial;

F<UYY = 4<q Ul o Qu)\g{) fig s A.;v-.-‘zc:»
Se puede ver di*ectaﬂente oue podemos escviolr loq

zeneradores G ¥ G como:

i6y= (2'y-9) &y L Awa

i Gy (2l 8y

como estamos a un mismo tlemno Docemas anllcar los OberadO*°S

ay \j directamente en ia ec. A IV 6 ‘con 1o ﬂue ovtenencq:
SCqtiyi)= [31(2‘5‘ ‘1)+(2‘ ‘))5'3]«;{\3{)
= 8(- T Atyy - 19 )<64£17'£> pv u

lo que implica:

Qe = Coxp (347 u

Dado que °l 9qunto de‘

yly'y =yl
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es la ecuacidn:
< 3{‘\ ‘34 - <L3“l L)u | . A.Wa\
concluinos que: ‘ B
9
lo cnal utilizamos en:
<wily't) - Sq"'flc;;&) d9'<q'tl 4"t )
[l 3 alat ‘2 . ‘z; 2q°- } u?
- \Q\-LS Q(‘;_‘i'ztzlcj -39 )e’(zﬁ 2*714-14 )J
LI [ i 4t W2
L e eV | g BT

&
) Aav.3z

1
e

= \e n% ey AIV33

Notemos que la norma de los vectores <{9"{|y hﬁ()

depende del valor propio, por lo gue escojamos, para j" (o}

<9ty s e lerr et

A3y
con lo que determinamos el valor derla oconstante:
\
lej?= m =2 A.lv. 35
y escogiendo la fase para C, podemos escribir
4! L] |q,3ll2 )
\ \ 9,9
<‘,)*UL3'J(>: e’ e - @ A. V. 36

¢. Cdlculo del espectro de Energia
Tenemos al fin todos los elementos para calcular -
el espectro del oscilador, pero antes de seguir recordemos -

que orecisamente hemos escogido esta descripcidn en las va--
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t
A * - toe L
riables Y , Y% , porqué es en esta donde, como veramos, es-

fdcil obtener los valores propios de la evxergia.

De las ecs. de movimiento { %=% ):

AN 3D

%{;t = @9
273 = ey ‘A.ﬁw.s7.z.
Por lo tanto:
;:iﬁs:u,% Av3g i
- %v_f: wat A.1V.32.2

que junto con las condiciones t)(l.,) Y2 \3‘((:,)‘_—(1? nos per-

miten escribir:

~Aaw (‘\"‘. ) .
Y= € T, 415291
aw té,-¢;) ’
4'= @ uy A.IN.39.2
Observando que:
~ - ‘l’( FR N
H= w“)-"il:w‘j:‘ﬁz: w")r eqw( l)‘h A.1v.40

por lo que utilizando las ecs. A.IV.3k en A.IV.24, tencmos:
S<yttlyiy) - .'q“{‘ {-4 e"""TJ'LJ:'g,Z-A éaw;,* dY,
-wy! er‘jl ST 1y'te)
i layg @8y Ty sy ey 9T
<YLY ALY

donde 7 t; - %5, que podemos escribir como:



-t
‘n
~

v mawT
Sin<ytlly'ly = ¢ e AW.42
Ahora, de A.IV.35 cabemos: R |
4\::\{ llyey = 7Y : . AWA3
por lo zque C=1y entonces N - e , R
gy e¥ Y A

De agui podemos calcular el espectro de energias y

: + i PP
las funciones vropias de j y de 5 de la manera. siguiente,

como: o~
. oy . cART
yrulywty= <yl e 19D
€T
=) <w'hlEY e <etyly A. W45
. fi S

: ”~
donde E y \57’ son la enerzia v los estados vropios de H. Pe

ro esto es igual a:

. cawT
$' AT 4 0 3! “ wyN
ed @ yoy e ')
n=o0 !
[ .
_ L)+\“ ‘I;'\CUT ‘|'l S 3 v
L2 2 A4
nz2 Vi Y el B
por lo gque combarandolas ecs, A.IV.45 y A.IV,Qéfvemo§fqﬁé}
Ep-noh n=0,1,2,...
con lo que llezamos al resultado yé p6hc§i§’ par nergia

del oscilador armdénico:



Con esto henes eiemplificado 12 miners

sobre el sistenmz,

ol
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E
o
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nw
jod
n
b1
23
hel
3]
o,
[+
pay
2]
Pas
3
Q
0
ol
pei
e
[}
3
o
Q
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APESDICE v

La funcidn de transfornacidn para el oscilador ar-
ménico amortisuado con unz frecuencia denendiente del +tiemopo
sobre el cual actiia una fuerza verturbativa tanbién deven---
diente del tiempo ya ha sido resuelta =znteriormente aplican-
do métodos senerales para la construccidn de la Tuncidn de -
Sreen del sistema basdndose en el uso de integrales de movi=-
miento para sistemas cudnticos?* 10,

E1 objetivo gque persesuimos en éste apéndice es -
mostrar que nuestro resultado obtenido en el capitulo II,ec.

171.3.21, es el mismo gue el reportado en la litefafura,‘cdn-

1o Aue comprobamos la validez del método.

a. Resultado de D.C. Khandekar y S.V. Lawande
(X & 1)
A partir del célculo de una constante de movimien-
to y mediante una transformacidn candnica estos autores ob--
tienen la sizuiente exvresidn para la funcidn de transformz-

. ”
cion:

_‘; (4:4¢3)
<qibilqity =

Vani ¢, senc po- o)

i 2 Yh, g ri
% exﬂﬁ\iﬁ‘ f(e ( %\'_{\‘ _Q__l tos (ﬁ--tz)
v den (r'\l'rll)

& v , t2
+12_ %_etlk%_i : g:a- COj(EPE:) Slk
t R, sen (pu-Ma)



-
P

. s "
{Q" {QU.Q L. 21eF V, cos (-
€| €. Se"t(rlt-f‘z)

3 viz ¢

z z 5
l ee— V‘Z_ + q_z {_Z Ul e 2 *ZVLel cos(ﬂ:'k!l)
Sen (r.\vrh\ €= P sen (M -,‘42)

e M

Pz 3sen (‘l\-ﬁz)

E(4+6) L
X expl x‘{_ 19 9, %:——- —————————ﬂn (ﬁl‘f*!\-\}

X exp \E%\Sl_-&{U Ve 4t 4 (VZNZ) cos (P Pe)
2

Q San (- fa
Caun )
sen (- Pa)

A.v.1

Aaui p(t) v ,k(() satisfecen las ecs. »
¢4 02 e- e’z‘:o AN.2.)
Pt fa= 4 L Avaz
Do - X A

vt
)= g Q {(Z)Q(Z)C”(/u-(z) /uu.())d‘c
AN 3.2
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3¢ -
V- X ez {(2) o0 sen(r&(r-)-,ktﬂ) 7T CAN.3.3
t ST

Donde wlt] es 1la frecuenciz, el factor de amortigue~
miento esta dado por AN :=rl siendo r una constante y {,H)es
la fuerza rerturbativa.

El problema que observamos en ésta funcién de trans
formacidn es que las condiciones de frontera para las funcio-
nes @ y ,& en las e=s. A.V.Z no estan claramente determi-
nedas y entonces la funcidn de transformacidn depende aparen

temente de pardmetros no fisicos.
b. Nuestro Resultado

Comnprobaremos que la funcidén de transformacidn dada
por 1la ec. Ii.3.21 es equivalente a la ec. A.V.l. Partamos --

del Ilagcrangiano que nos describe a este sistema:
V.2 4 .2 2 ¥t
L= (34 LWt g -*{(U‘i) e AV. 9
aue nos lleva & la ecuacidn de movimiento:
.Cillpﬁ_v&iwz:% AVaS

Propongamos como solucidén para ls ecuacidn homogé—

nez. en A.V.5:
Aptt) © -4 )
946 = éd)[ﬁ\aru + Be nr\.L(‘J

Introduciendo las cecndiciones de. frontera:

AN.G

gLy = 9. AVIA



&2

U = G _ AV.7.2

en la ec. A.V.6, nos permite calcular 1las constantes A v B -
en términos de los valores para las funciones 'é vy a los
tiempos t, ¥ t,: @' 'y €y v /1, v /LL . Lo cual nos permite-
escribir a q(t) como:
- eu -
e = 9, (Q“’ &L‘L‘_‘_‘Lﬁ_)) ,.11(_?____’ en ¢ “’)) AV. 2
sen( M- Mz) € e (pu-pra

Para encontrar las ecs. de movimiento que satisfa-
cen '@(q y /Lu)sustituyamos la expresidn A.V.6 en la ec. de-

movimiento para q. Separando las partes real e imaginaria se

obtiene:
¢ -pEprvprwtico AN.9.]
:zé'/i»,‘flg krp g To A V.92

~1gt
z .
Heaciendo el cambio de variable é:? P » llegamos directamen

te a lzs ecuacianes A.V.2. Y podemos escribir entorices a(t) -

como:

Q= L g4 gOg,

AV 70

donde identificamos a:
-X«.—el)
* P sen (in -W2)

Q1 o (J- 1)
prore € gsencpne

Svsenpn -~ )
que son las func1ones introducidas en 1la. solucion

att)-. &

sarrollada er. el capitulo II.
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Es claro que €stas funciones satisfacen las condi-

ciones de frontera dadas por las ecs. 1X.2.6:

A(4) =4 Av.12.]
od(2) =0 | R NAX
ptn=0 : , Av.123
pa =1 AV.IZ 4.
¥y las ecuaciones diferenciales:: ’
X+20 Q3+ 4w=0 | A.V.13.]
§ £2P g b pwt zo A.v. 132

indevendientemente de las condiciones de frontera de ¢ y M

Esto permite ver ane el resultado final en términos de P y -
M debe ser indeoendiente de las condiciones de frontera de
estas funciones: Con esto podemos aplicar la ec. A.V.1l0 diregc
tamente a nuestro resultado dzdo por la ec., 11.3.21 con es--
tas expresiones para las funciones d&(¢) y/@({)-

£s simplemente materia de cdlculo el comprobar que
tanto el factor de normalizacidn como los diferentes térmi--

2
nos gue comprenden a q'lz, as qiqé, qi N qé en la ec. II1.3.21

nos llevan a las mismas expresiones en la ec. A.V.1l, siendo -
el Unico factor que presenta ciertos problemas el indepen---
diente de Q—i y a5, que desarrollaremos aqgui con cierto defa-e
lle. Para el factor independiente tenemos en nuestro célculé-

(recordando t, = 0):
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\ 4 2 t are)
— W € dtlawrfunr € det 4

21(1) ( g p“)f g 'f ,
?(l) e

-]

b arew 27¢t")
K %) P € J¢ [ p(t).é(é) e d()

t| t v ' |
= g dt Sau e’ ) e et %u) §o (sm (ML) - Me) sEm (p.-ru{)))

° e €€, sen’' (r{a‘ﬁl)
£t
X el. 1 )
P(‘) e:u‘u)
: | B - M- )
o ae (e @ Mo qon grogy (salpden )
t o Rysen (fu- Mo
€t A >
X 2
¢ B e A. V.14
Se puede comprober que: |
et =4 Avas

e e, puye®™ sen (pi-pd

2or lo aue el término indevendiente toma la forma:
4

)

Yq\{' G Gy SEALE) Tfa) senlpd - f)
¢

sen (H"f"‘)
4 %
t X QLX o) (,u') sewn ('pll{')-'[lﬂs‘l"\('ul:l-,h)
o Y Sen (‘u.-r\.,_)

AN

donde:

-~

X

G6l)= @F JW Qm o AN
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Teriemos ahora que verificar la equivalencia de - -
esta dltima expresidn, con el fmctor independiente de la foér
mula de X & L. De esta, definiendo @CHU) = M(&)-pWU) 7 v como-
V2= 0), tenemos

&, 4 2
__X U AT (y G sew 4,((,,’:.)4‘6) Sos Cp-po)
° Qz Sen (,h [(z)

L1 1 t 2
- & at \( & 6 (%) cos f(c,é)dc)z —( g 4 (3) sen ;b(:,{)dﬁ)
° 91 ° q

4 b cos (fdi- Ma)
ig dt GL&) sen P U *1386‘6 G(R) sen P (3, "‘} ;:F‘LW)

o

S ‘3 iX ds Std 3! 6(2YGRY ( cos (,.uk)-rkl(\) cos ()uu;-)-)u«u)
e

~sen { p@ - rxm) sen (P —r\m)

‘-l {\
j S 1% 6E0) 6C8) sem (ued= pita) sem(pued- P o

. 5‘2“(\\\ '.h)
AN.12
1o cual podemos escribir como:.
t 4 ty
K ‘ LIAN GRS & dt Saz»\,u,z,) AN.A9
o ‘o 'y o . ! . .

donde:
A%

"\(t)—L): g JC‘ M\ ({"G,'C')

(]

¥y hy(t, 3, ' ) v hy(t, & ) estan definidas de acuerdocon_ o

1as integrales gue aparscen en la ec. A.V.18.



Ruestro problema es el sicuientse, nuveremos obiener
de aqui A.V.16, pero en esta ecvacidn aparccen solamente in-
tegrales dobles, por lo que en la ec. A.V.ly devemos encon--
trar la maner de realizar explicitamente unz integraciéﬂ don
de aparecen las integrales triples para poder lleger 2 12 --
forma deseada. Esto lo realizaremoz de la sSiguiente manere.
Guiandonos por la fig, 1, sin cambiar el drea de intesracidn,
podemos intercambiar los signos de intesracidn y obtener:

S{L)t S:JZ W4, ) V'u &t‘dt h(t,3)

-3 ] t

el e [ arhee® A-N.21
SQJC[Y_G& . V)

De acuerdo con la fiz. 2 podemos ahora intercambiar

la integracién sobre las varizbtles t y &', separar esila inte

grar y escritir:

4, t 4 t 4 B %
§ dt g 4z hiy) = S d% ig Jz' gd\‘-’ Xdz'gdtg W4 %,3h)
° ° ° . X ° o
AN.22
t T . 4 1
N “ Yoo
w4 5%
[ to% I
L/
/ <3 t<y
{2 {0 7\21 '{z {' \z,

fig. 2
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Con lo que podemos escribir el término independiente como:

[ 9 iy t s % U ok
-- S 3 Kac'& e{-s wS 4% } b, (62,24 gcu Kaz by (6,2)
) o P\l o ! 0 o | Av.zb o ‘.

Utilizando 12 ec. A.V.2.2 es posible realizar las siguientes

intesrales: o
+, o
i‘ 4t k‘(f,z,"') ___i'_ 6(2) () [aen ()A(z) N lzf)"

L .
Cit (5,2 = G ¥ G sen () )

con lo nue desnies de algunos arreglos es pos_i»b‘le';esc,ribir la

A.V.23 en la forma:

L kA E
g X G 6 (T i ise“ (,u(z) +/uz') ~2p4e) -% sen (piz) -,Ma'))

ec.,

d%
[} o
) cos( t\-pm'\

+ sen (pua- V“')) Fsen (RERI-p) 384 (e -p Sencpo-pd

L YRS ¥
[ ' A '
+ S;{T.& 4z’ 63 QCI)LZ sen QPU.) 4.{..(1;) —zH‘)
4
““E"ﬁ‘)
- é‘,_sen ()L(v.)—;k(m) + sew (/u.(t,) <) sem erll')-f") “"(H"f“;\
A.N.26
Con esto hemos logrado escribir los 1l{mites de inte

gracién en la misma forma aque en la ec. A.V,16, Usando rela--
ciones triponométricas comunmente conocidas, es directo com--

probar que A.V.26 es igual a A.V.16, con lo aue hemos logrado

el objetivo planteamdo 21 inicio de este apéndice.



h

Por otro lado de nuzsibc resultado, ec. II1.3.21,~ -
betituimos laz exmresibnes de & 'y p on términos de X,

“obtenemos directamente el resultado-
10

n
R
"

¥y Xz, ecs, II.2.1L,

de Dodonov, Xurmyshev y lian'ko
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