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i 
P R E F A C I O 

Existe la esperanza que las simetrías recientemente ~ 

descubiertas entre fermiones y bosones ( Supersi~etría) lle:­

guen a jugar un papel i~portante en la unificación de las in­

teracciones fundamentales. Es muy deseable contar con modelos­

simples de estas teorías de tal manera de poder explorar sus -

consecuencias con un mínimo de complicaciones algebráicas a~ 

cuando se corra el riesgo de una sobresimplificación. Es inte­

resante not2.r que ya a nivel de .'~ecánica Cuántica ( Teoría de 

Campo en cero dimensiones espaciales) es posible encontrar 

sistemas que presenten invariancia bajo supersimetrías globa­

les. Las variables bosónicas estan representadas por operado~ 

res que satisfacen reglas de conmutación ( operadores de posi 

ción y momentum por ejemplo), mientras que las fermiÓnicas -­

por operadores que satisfacen reglas de anticon~utación ( op~ 

radores de spÍn). Ambos tipos de variables aparecen en forma­

natural cuando se emplea la descripción de la mecánica cuánti 

ca en base al Principio de Acción de Schwinger. Así, entonces 

el estudio de estos sistemas provee un marco relativamente 

simple donde aparecen todos los ingredientes esenciales de 

las teorías supersimétricas globales de campo. 

Este trabajo esta estructurado de la siguiente mane­

ra. En Gl cap. I hacemos una revisión de la teoría general -­

del principio de acción de Schwinger, enfatizando la posibili 

dad de introducir variables fermiÓnicas a través de este prin 

cipio. En primer.lugar mostramos como la mecánica cuántica -­

usual para las variables canónicas p y q contiene el princi--
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pio de acción en una formulación I.r..grangiana de primer orden. 

En seguida se invierte este proceso, partiendo siempre de un­

La~rangiano de primer orden, sin hacer suposiciones a priori­

de las relaciones de conmutación entre las variables di~ámi~~ 

cas. Empleando algunas hipótesis adicionales se muestra que -

existen dos tipos fundamentales de variables, que satisfacen­

relaciones de conmutación ( variables bosónicas) y de anticon 

mutación ( variables fermiónicas), respectivamente. Además se 

indica como obtener las relaciones de conmutación entre las -

variables de diferente tipo y también entre las variables y -

sus variaciones. 

En el cap. II aplicamos la teoría desarrollada a -­

sistemas con variables de un solo tipo, para ganar familiari-1-

dad con la teoría. En•particular se considera el problema del.­

cálculo de la función de transformación (función de Green) pa­

ra el análoeo cuántico de un oscilador amortiguado forezado -

con parámetros dependientes del tiempo. Estos sistemas cuádra­

ticos producen ecuaciones de movimiento lineales para los ope­

radores cuánticos, ~ue pueden resolverse en términos de las -

condiciones iniciales (dadas en forma de operadores), de cier­

tas funciones numéricas auxiliares donde se concentra toda la-

dependencia temporal de los parámetros del sistema. Este he-~ 

cho permite usar una aplicación bastante directa del princi-­

uio de acción para calcular la función de transformación. El­

resul tado se compara con cálculos previos existentes en la ~1 

teratura y además se aclara la aparente dependencia de uno de 

estos resultados con res~ecto a ciertas condiciones de fronte-

ra arbitrarias. 
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Iniciamos el cap III con el estudio de m'delos uni-­

dimensionales (en las variables bosónicas), que mezclan varlg_ 

bles fermiónicas y cuya interacción es invariante bajo super~ 

simetría. En la construcción de estos modelos es conveniente­

partir de la for'llulación de supersi'!letría en S•Jperespacio en­

lugar de usar un 'llétodo constructivo que va generando tanto -

las interacciones como las transformaciones a partir de la ..;._ 

teoría libre. 

El superespacio que consid~ra'llOS aquí incluye la ~'~ 

coordenada te'!lporal usual y ade'!lás posee dos coordenadas adi­

cionales que son números de Grassmann. La supersirnetría esta­

definida CO'llO la invariancia bajo translaciones en el supere~ 

pacio. Usando esta for'llulación en superespacio se construyen­

acciones invariantes bajo supersi'lletría a un nivel clásico en 

el cual las variabl~s bosónicas estan represencadas por nÚ'lle­

ros ususales y las va~iables fermiÓnicas por nú~eros de Gras~ 

'!lann. Para hacer contacto con el principio de acción los la-­

grangianos así obtenidos se reescricen en una formulación de­

primer orden y finalmente la teoría se cuantiza usando las i­

deas del cap. r. 

?osterior'!lente generaliza'lloS a tres dimensiones bo­

sónicas esta ¡,¡ecánica Cuántica Supersimétrica. Ia idea aquí .; 

es hallar una descripción de una o varias partículas en tres­

di'llensiones, con spin y cuya interacción sea invariante bajo­

supersi11Jetrías. Por 1:íl ti'!lo '!los tramos que la .aproximación de -. 

largo alcance del potencial nucleón-nucleón constituye una -·­

realización explícita del potencial supersi~étrico que he~os­

obtenido. 
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I.- P R I N C I P I O V A R I A e I e N A L 

D E S C H W I N G E R 

1.- INTRODUCCION. 

Desde la aparición de la mecánica cuántica, se han­

desarrollado con el tiempo diferentes formalismos que esen<:,_¡.­

cialmente contienen la misma información fÍsic·a y que inclu.,.­

yen desde las forrnulaciones esenciales de Schrodinger y Hei-­

senberg en 1926 y 1927 hasta formas más elaboradas como la de 

inte~rales de trayectoria de Feynmann y la d~ferencial obteni 

da por Schwinger rnediante un principio variaoional. Estas dos 

Últi·nas :for'!lulaciones de la mecánica cuántica son co:wenien..;:_, 

tes en la transición de la mecánica cuántica hacia las teo--­

rías cuánticas de campo. 

El objetivo en esta sección es mostrar de una mane-

ra concisa, utilizando nuestros conocimientos de mecánica -:~."" 

cuántica, el principio variacional de Schwin~er que co~siste­

esencial'!lente en un método para calcular lo que definiremos -

'!lás adelante corno la función de transformación ( Q.
1

1 t, \ Q~ lz.). 

2.- DEFINICION E INTERPRETACION ESTADISTICA DE LA 

FtTNCION DE TRANSFORMACION 

Para lograr este objetivo Schwinger empezó estudian­

do en que consiste físicamente la teoría de. medici.óri con '10 -



que encontró un lenguaje :nate:nático, de donde surgirá de for~ 
1'!~ ~_;1tural la función de transfornación. 

Sabemos que en los fenómenos atómicos la interacción 
entre el siste·na y el observador no puede hacerse indefinida­
mente pequefia y que la perturbación solo puede ser predecible 
estadistícamente. Por lo que Schwinger consideró un conjun~o­
de sistemas independientes para los cuales cualquier cantidad 
física A puede to"lar distintos valores a', ..••• En la :nedi--­
ción más elemental este ensemble es clasificado en subensem- -
lles, que se distinsuen por valores definicos tle la cantidad­
medida. Denotaremos por 1(a') la ~edición que acepta si~te~as 
con valor a' de la propiedad A y rechaza todos los demás. 

Se define la adición de estos sÍ~bolos como la "ledi 
ción menos específica que produce un subense"lble asociado con 
cualquiera de los valores de la su"la y la m1ltiplicaci6n de -
ellos co~o la ejecución sucesiva de mediciones. Si 1 y O sim­
bolizan respectiva~ente las mediciones que ~~eD~~n o rechazan 
todos los sistemas, las "lediciones elementales satisfacen1 

t-11 (~) M (~') -= 

M (a.') M <o.") ~ 

L Mea.') 

11 (a.'.) 

o 
i 

l 

a.'':/= cX.' 
z. i. 
i. z 
z. 3 

Un tipo :nás general de medición incorpora una per-­
turbación que produce un cambio de estado, Esto es el sí:nbolo 
: 01(a' ,a") indica una medición en la cual los siste:~as son ace.Q 
tados solamente en el estado a" y salen en el estado a•. 

Las propiedades de ~edición sucesivas del tipo 
}T(a' ,a") están simbolizadas por: 

donde Sca.'.O:')es la delta de Kronecker ususl, ya que si a•'F a"', 
la segunda etapa del aparato compuesto no acepta ninguno de -
los sistemas que salen de la primera etapa, mientra;s. que si -
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o."= O.'' todos estos sistemas entran a la segunda etapa, y la 

medición co~puesta sirve para seleccionar sistemas en el est~ 
w 1 

do a. y trans:formarlos al estado a; • 

Caracterizando el estado de un sistema por un con-­

junto cornpleto de cantidades compatibles A., fl.21 .... ,Ari> se puede 

encontrar todavía un tipo de medición más general que compren 

da dos conjuntos de propiedades incompatibles. Si~bolizando -

por '.11(a',b') el proceso de medición que rocriaza todos los si.§. 

te~as excepto a aquellos en el estado b' y permite que salgan 

del aparato en el estado a•, la medición compuesta 

::.(a',b'):.1(c',d') sirve para seleccionar sistemas en el estado 

d' y producirlos en el estado a'. Pero solo una determinada -

fracción de los sistemas que salen de la primera etapa serán­

accptados por la segunda. Se puede expresar esto por la ley -

;;encral de multiplicación: 

t-1\(a.',b') Mlc•,J'):. < 'o'\c•) Mla.•,d') 2.5 

donde <t>'I C') es un número que caracteriza l.a relación entre .. 

los estados b' y c•. 

Se puede inferir de ~a propiedad 

L.< o.'\ b') Mta.',c.') "° MCb',c:.') 2.6 
a.' 

donde la suma es sobre todos los valores ~ de la propiedad A 

y que la relación general es: 

M <c.', ó') """ L. M Ca.'> M < c•,d') M lb') 
a.'b' 

= 2. <.o...'\b')<d'\k>') M(o.',b') 2..7 

o.' b' 
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donde !i1(a')= M(a'.a'). 

Debido a su papel en relacionar símbolos de ~edi-­

ción relativos a conjuntos incompatibles y observables la t2 

talidad de números <~'\b') es llamada la función de transforma 

Hasta aquí sabemos el sienificado del lado izquier­

do de la ecuación 2.5, ahora usaremos esto para darle una in• 

terpretación adicional a la función de transformación. 

Debido a que la ley general de multiplicación (2.5) 

se preserva si se hacen las sustituciones: 

-· M <.a.'' b') -;o :X. <o.·) 

< o..' 1 b' > -7 ).. (a.') 

MCa..',b')). (b') 

< a.· 1 b' > >- ( Id r' 
2. i.j 

donde a los números A(d') y ).(b')pueden dárseles valores arbitra­

rios diferente~ de cero, se puede decir que a la función de -

transformación no se le puede dar por si misma una interpret~ 

ción i'Ísica directa.· Por lo que se del::e buscar una combina"'-­

ción que permanezca invariante baj~ estG>s transfcrrnaciones. 

La base apropiada para la irterpretación estadísti­

~a de la función de transformación puede inferirse consideran 

do la sucesión de mediciones M(b')M(a')M(b') que difiere de -

1'1(b') en virtud de la perturbación producida por l<'. medición­

intermedia. Solamente una fracción de los sistemas selecccio-

nades en la medición inicial es transmi t. ida a través del ªP.i! 

rato completo.Se puede escribir esto con la sie;uiente ecua---· 

ción simbólica: 
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donde el número: 

re.o..•. b') = < "''' b'> < b' \ <i.''> 2.10 

es invariante bajo la transformación 2.8. 

Si se ejecuta una medición de A que no, distingue en 
tre dos estados se obtiene entonces: 

lo que da una relación de aditividatl para los números p(a',b') 

De aquí se puede ver que pura que una medición no distinga en 

tre ninguno de los estados se tiene: 

M l 'o') \ L !"\to.')) M t 'o') = M ('d) , 
a...• 

i..1i 

por lo que 

L. p ( '"\ b') = i. 
<:;..' 

Z.13 

Siendo consistentes con estas propiedades pode~os • 

dar a los mímeros p( a', b'), la interpretación de una probabi­

lidadi la de observar al estado~ en una medición ejecutada -

en un sistema que se encuentra en el estado b' . Pero se deben 

restringir más los números p<ci\~)si se quiere que esta probabi 

lidad sea real; esto se logra si se pide que: 

<. b' \ <l.') = < o.'\ b'>* 
J 2.. l.!/ 

con lo que: 

p ( c.L 1 b') \<.o..'\ 'o'>\~ ~ o 2.15 



REPRESENTACION :MTRICIAL DE UN OPERADOR 

Los símbolos de medición en una cierta descripción­

proveen una base para la representación de un operador arbi-­

trario, y donde las propiedades-· abstractas de estos·· operado--· 

res estarán representadas por las leyes de cvmbinación, que -

como se verá son las reglas de suma y multiplicación de ~atri 

ces. Si X es un operador, entonces1 

X = L < a.' 1 X 1 a." > M ( a.' 1 Q") 

define la matriz de X en la representación de la propiedad A. 

El producto: 

X'<-=L <Q'lxla.") M<o.',cX'>l <a.'vlY\o.'">l"\(o'.",~"> 
4'a!' O:. .. d"' 

' 111 

-:::-. Í <a.'\ X\ a") ( a.w \ '{ \ a.•·•) S (el''. o."') M (~,a ) 
tt. <C'a!"a..'" 2.17 

muestra que: 

<o..' 1 X'( \et"') = L. < a.'\ X\ a.">< n'
1 

\ Y\ a."') , 2. l 8 
c.:· 

con lo que se ve que el arreglo de estos números·-se comporta­

ba jo el producto de operadores co~o una matriz. 

La matriz de X en la representación nixta de las --­

propiedades A y B1 se define por: 

X-=-L <a.'IX\b') M(a..',b') 
~k' 

';l.I'} 

por lo que la regla de mul tipll:cación en una representación,­

mixta es: 

< a.' \ X \ e·•' ::. L < a.' \ X \ b') < b' \ Y \e') 
/ 1:,' 

2.ZO 
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Esta representación matricial nos permitirá como se 

verá más adelante, 

cualquier sistema. 

J.- LA GEOiitETRIA DE' LOS ESTADOS CUANTICOS 2 

La perturbación incontrolable causada por una medi~ 

ción implica que el acto de medición es indivisible. Esto es, 

cualquier intento de trazar la historia del sistema durante -

un proceso de medición usual~ente cambia la naturaleza de la­

medición que se quiere realizar. ?or lo q~~ concebir una cier 

ta ~edición ~{a',b') como una medición co~puesta carece de -­

cualquier implicación física. Sin e~bargo, se puede inventar­

un estado sin significado físico que sirva de intermediario. 

Se llamará a este estado, el estado nulo O, y escribiremos 

~t~.'o') =- M (<.t',o) Mto,'o') 3. i 

El proceso de medición que selecciona un sistema en 

el estado b' y lo produce en el estado nulo, 

3. :t 

puede ser descrito co~o la aniquilación dé un sistema en el -

estado b', similar:nente1 

M (a..', o) =- i> (.Q.') 

puede ser caracterizado como la creación de un sistema en el­

estado a•. Por lo que el contenido de J.l es la indisccrnibi, 

U,.dad tle ::,(a', b') de el poceso co:npuesto de aniquilación de -



un sistema en el estado b', seguido por la,creación óe un 

sistema en el estado a•, 

tv\(a.'¡h') ='!'(o..') 1<b') 3.·<t .• 

La extensión del ~lP,ebra de :nedición su:ninistra 

las propiedades de estos símbolos: 

~(o.') f (b') = Í(o..') ~(b') =o) 

l'f\(a..',\:i') ~(e')-= 'P<~) M<b',c.') =º 

mientras oue: 

M \ ~· , 'o' ) ~ <e,) -=- < b, \ e,) f ( o.' ) 

~(o.') M<b',c')-=- <a.'\ b') ~(e') 
~ < e:) ~ \ b') -=- <o.' \ 'O I M <. º) 

a. s. / 

3.S. 2. 

.3. b·' 
3. , .. ~ 

3. "· 3 

Las expresiones contenid2s en 3.5 muestran aue los-· 

Únicos productos signific~tivos -aquellos ~ue no son cero- -­

son de la form~ t ~ , ~ ~ ,X '11 , <?_X , X"( , ve acuerdo con la ---

construcción del operador de T.edición J,4 todos los operado-­

res son combinaciones lineales de prod1ictos ~ ~ : 

X ~ I_ i to..') <a'\ X\ 'o') ~ < b') 
o..' b' 

3.7 

y la evaluación de los productos X~, ~X y XY se reducen a: 

~ (~) ~t 't!) ~e~·) = ~(a.') <.. b' \e') 

f(o.'.)~t\l) ~<.e')~ <o.'\\,') ~(e') 

3. g, \ 

3. ?.Z 

Por lo que, en el manejo de operadores que llevan_ 

al producto ~'f ', éste se comporta como un nú:nero, 

<a.'\ b') 3.9 
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Si se observa que se puede escribir el operador 

'""i.dao, como: 

ú.-= L. Mt~)-=2. ifito.!> ~<~'> 
~· o.! 

3.10 

se ve que cualquier operador X en esta notación se puede es-­

cribir co:no 

X-::: ~· ~la!) ~Ca!) X ~ ( ~) ~.(b') 

lo que muestra de acuerdo a J.7 que: 

Los sÍ:nbolos1 

< a.'\ -=.. ~ ( o!) > 

i ':i' / -= ~ <..'o ) 

:,.11 

3. lZ. 

3 . \3.1 

3 .13. ~ 

sirven para hacer este resultado una consecuencia automática­

de la notación. 

Lo i:nportante aquí se ha asociado los símbolos '1! y 

~ a cada una de los estados físicos de una descripción.Los 

sÍ~bolos de una descripción están relacionados linealmente -­

con los de otra descripción: 

~(~) = ~ ~(Cl') ~(Q') ~lb')= 1 t<.o.') <11.'\b) . 3.14 
~ 

y 

3.15 

Es posible probar2 que los sÍ'.llbolos ~ y ~ , foi;: 

~an dos espacios vectoriales sobre los comple~~s que son mu--
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tuamente adjuntos. Es decir, 

\ a.•) t- ::. < o...l \ 3. 1" 
t 

(<.a.'I) ::. \ a.'),. 3.17 

Por lo que ·se tiene aquí una geometría de estados - . 

a partir de la cual e 1 álgebra de mediciones pueci.e 'ser deélúci 

da. 

4. - REPRESENTACION DIFERENCIAL DE IA FUNCION 

DE TRANSFORMACION 

Co~ esta interpretación de la función de transfor--. 

mación, nuestro objetivo de aquí en adelante será mostrar co-

mo se puede encontrar un medio de calcularla (desarrollado -­

por Schwinger), que nos da toda la información sobre el sist~ 

ma, es decir las ecuaciones de movimiento y por consiguiente­

la evolución de este sistema en el tiempo. 

La idea de tiempo ha sido introducida implícitamen­

te dentro de la teoría desde el principio, representa un ord~ 

namiento causal de la operación de medición. Adoptaremos la -

convención: 
tiempo 

< <l.
1 l b') 

En algÚn tiempo, para un cierto sistema, obtenemos -

un estado b' mediante la medición de la propiedad B y un tiem 

po después la propiedad A, obteniendo el estado a•. Hasta a-­

quÍ, no tenemos una dependencia explícita en el tiempo, pero­

seguramente los tiempos de medición serán importéllt~s como se 
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verá más adelante. 

Se obtendrá aquí una caracterización diferencial de 

las funciones de transformación a partir de sus propiedades -

de co~posición y realidad. Co~o un antecedente es prudente S!!_ 

ñala~ que esto nos llevará a un principio de acción que nos -

permitirá lograr nuestro objetivo. 

Obtengamos primeramente una propiedad de composi--­

ción de las funciones de transformación. Comparemos la expre-

sión: 

L. M to.'> Mt~) M<c'} 
b 

con: 

con lo que se obtiene1 

=L. <o.·\ 'o')<\:>'\ c.'"> M ca..',c.') 
b' 

L <.«\'o')< 'o'\C') = <o..•\t'/ 
b' 

4. 3 

que nos relaciona funciones de transformación en dos descrip-

cienes diferentes. 

Ahora si g<a.=lc.•>y ó'<b\C.') son alteraciones infin!. 

tesimales arbitrarias de las correspondientes funciones de -­

transformación, la variación de <o..' \e'> será: 

cS'<~lc.')= L. [S<G.'\b')<b'\c'/ + <a..'\'O) d<\.\,'\c'>1 
1:1 

~.¿¡ 

y también utilizando la ecuación 2.14 tenemos: 

~ (a.' l ~·) -= 8 < b' l o.:) ¿¡, 5 
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Definamos aquí un operador cJWG.'o ta1 q_ue la matriz 

de este operador en la representación mix.ta a•• b' esté dada-

por: 

,,·<a.'\ 8 WCl..., \ \i') = 8<Q.'1 b') 

Si .los operadores infinitesimales SvJbc y ~Vl~c se­

definen de una manera similar, la ecuación 4.4 se convierte -

en la ecuación !'.'.r1tricial: 

<o..'\ J'W o.t- \e') -= L. l <et'\ J'\..J 11.1> \'o') ( b'\ e') 
b' 

-1-<~lb')<'b'\ JW..,,\c'), '4.7 

de donde se infiere la ecuación entre operadores1 

~. 'l 

E~ importante resaltar esta Última ecuación, ya 

que en ella se ha podido expresar la ley de multiplicación -

de la función de tranS.for:naciÓn por una ley aditiva ¡;ai·e. el -

operador infinitesimal 8 W 
Si se identifica en 4.8 las descripciones a y c y -

utilizando 1 

< o..' \ <t") -= 8 ( a..' 1 et") ~.9 

se obtiene: 

4./0 

Ahora1 

-t. \ I * 8<.~'f\>') -::-.} <o..'\ dWa.b\ b
1l 

-= ~ < b'\ óv.J~~ \a.') 
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donde Ó\.J:lo es el operador adjunto de S\tJQ.b. Esto debe ser -

igual a1 

Con lo que se obtiene: 

De aquí se observa que la propiedad de conjugación­

de la función_de transformación es expresada aquí por el he~~ 

de .. que el operador infinitesimal J\,J sea her:nítico. 

El proceso de medición es un proceso dinámico, y -­

hasta aquí el Único concepto de tiempo que se ha usado es la­

relación primitiva de orden. Una formulación detallada rle la­

mecánica cuántica debe satisfacer el requisito de consisten-­

cia•de que su descripción de las interacciónes que constitu-­

yen el proceso de me.dición reproduzcan la caracterización sim 

bÓlica desarrollada aquí. 

5·- EL PRINCIPIO DE ACCIONJ, 4 

Una medición es ur.a cperació~ física en el espacio-

y en el tiempo. Las propiedades de un sistema están descritas 

en relación a mediciones a un tiempo dado, y ningún valor del 

tiempo es intrínsecamente distinguible de cualq~ier otro por­

los resultados de mediciones en un sistema físico aislado. La 

manera de transcribir este hecho físico a un lenguaje matemá­

ticoestá dada por la siguiente propiedad (Apéndice 1):" Si -­

dos operadores tienen el mismo espectro, entonces están rela· 
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cionados por una transformación unitaria". Por lo que los o--

peri:idores que simbolizan la misma propiedad a tiempos diferen 

tes deben estar relacionados por una transfor~ación unitaria. 

Para un sistema aislado escogemoR conjuntos comple­

tos de propiedades compatibles pertenecientes a un mis~o tie~ 

po y la caracterización de un estado requiere la especifica-­

ción de los valores de estas cantidades junto con un sistema­

de coordenadas y del tiempo. Con esto, la función de transfo! 

mación que relaciona dos descripciones arbitrarias por lo tan 

to aparece corno < o..: l, \ b~ l,) y la conexión entre estados­

ª tiempos diferentes comprende toda la historia dinánica del-

sistema en el intervalo. Por esto se espera que las propieda­

des específicas de un siste~a deben estar contenidas completg 

mente en un principio diná~ico que caracteriza a la función -

de transformación. Y para lograr esca caracterización estudig 

remos primeramente transfor~aciones unitarias infinitesimales 

y su composición para formar transformaciones finitas. 

La geo~etría unitaria de estados está producida por 

las transformaciones unitarias: 

s:i 
. ._· ' 

aplicadas a cualquier vector u operador~ donde el oierador u-· 

nitario U obedece: 

s.z 

Todas las relaciones algebráicas entre los vectores 

y operadores es preservada por esta transformación y ade~ás -
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S8 he'!los que las transfor11aciones unitarias f'orrnan un grupo. 

La aplicación de una transformación unitaria a la ~ 

b~.se or-::onor:nal de la d~s~ripcicS~· ª• que está caracterizada , 

por la ecuación: 

<. a.' \ ( A - <I.
1 

) -= o s. 3 

resulta en los vectores orton6rmale~1 

(a.'\==- <Cl.'\\) 5.9 

que obedecen la ecuación de valores propios 

<a.• 1 (A - a.') =- o S.5 

· nor lo que los estados <a.'\ de una nueva descripción aso--

ciada con las cantidades A poseen el mismo espectro de vale-­

res propios que la propiedad A. 

La definición de un operador unitario, cuando es e~ 

presada corno: 

+ + 
(U-i) (U-1)-r (U-1) +(U-1) =O s. {, 

muestra que un operador unitario que difiere infinitesimalrnen-

te de la unidad tiene la forma general: 

s.1 

donde G es un operador herrnítico infinitesimal. La transformª 

ción de COOr'denadas descrita por este operador está dada por: 

S<a.'\==<a.'\-<a'\-=- <a . .'\r\~ 
ó \ °'' ) = \ a.' ~ - \ a.' ( -= - ,¡ ú¡ \ ~) 

S. i'.1 
5. i.l. 
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El efecto de un cambio del sistema de coordenadas -

sobre la representación de los operadores y vectores es equi-
- . . . 

valente a un cambio de los operadures y vectores relativo al-

siste~a de coordenadas original, por lo que: 

S <et' 1 x 1 o.:·'> -==- <o..' 1 X l o..··> 
=. <a.'\ óX\ ~"> 

donde: 

_, 1 
d'X = UX u - X= -., [X,~] 5.Jo 

Siguiendo el desarrollo de Schwinger vamos a exami­

nar la construcción de una transformación unitaria finita a -

partir de transformaciones unitarias infinitesi~ales, en esp~ 

cial para un sistema físico en donde todos los operadores son 

funciones de los n pares de variables co~plementarias de pos1 

ci6n y momento '~y P~ respectivamente que denotare~os por -

Consideremos ahora un conjunto de operadores unita-

rios clasificados por el tiempo inicial t
0 

y por el tiempo -­

posterior ta que están referidos, denotándolos por: U(t,t
0
). 

Estos operadores producen las transformaciones 

::. <o..'t\ 
\ b' l) 

< O..'\ U {:f: 1 f. o) 

u-1(t,to) \ b') -

5. i !. 1 

5 .11.2-

en los estados del sistema. Además los operadores cambian co-

mo: 

S.12. 
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La transformación infinitesimal asociada a s.11.1 -

la escribimos como: 

<~ t~dil :<a.'-l\ (i-,;dtH(:úÜ,t:.)) 5.13 

. . 

que introduce el operador hermítico H como .el generador de l.a 

evolución te'llporal del siste~a. 

usando 5.11 y 5.12 e1s posible escribir1 

<o..' t tH 1 b't) = <.o.'\ i- ,¡ dt \-\ ( xU .. ), i) \ \,
1 l) 5. ¡~ 

La idea básica del principio de acción es caracteri­

zar la ftmción de transfor'!lación .nediante una descripción di­

ferencial que define las variaciones de esta con respecto a ~ 

todas las variables involucradas. Llevare'llOS a cabo este pro• 

ceso en dos pasos que consistirán en la separación de la va-­

riación total en lo que llamaremos i) variaciones dinámicas y 

ii) variaciones cinéticas. 

Los cambios dinámicos (i) se refieren a variaciones­

inducidas por '!lodificaciones en el tiempo: variaciones en el­

tiempo final, inicial, en la parametrización.intermedia y en­

la dependencia explícita de la dinámica en el tiempo. Ade'!lás­

dentro de estos cambios ·dinámicos consideraremos posibles al­

teraciones de los parámetros que describen la dinámica del --

sistema. Estos ca'!lbios no to'llan en cuenta variaciones con re~ 

pecto a los operadores que describen al sistema. Con el obje-

811 
to de identificar estas variaciones, que denotaremos por , 

es conveniente considerar a la función de transformación en -
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en su forma 5.14. En esta ecuación tanto los estados como 

los operadora~ X. estan referidos a un tiempo arbitrario t
0

• 

De este :nodo identificamos la fuente de variación J'' c~mo -

-idt H(x(t
0
),t) y entonces tenemos: 

ó"< t+Jl\t) =..;<L.\ ó\1 (:-dt \.\l:r.(f.o),n] llo) 5./5 

Recordando que 
~11 

d no actua en los operadores que-

aparecen en H pode~os reescribir 5.15, usando 5.11 y 5.12, c2 

!1101 

ó ''<~ t+Jl \ b't) = .; <a.' t+clt \ 8" [-dt \.\ txciJ,O] \ bl) 5.1 (, 

donde hemos reemplazado <0.:l\ por <.a..' t+cHI lo cual es cier-

to a primer orden en dt. 

Las variaciones cinéticas constituyen el resto de -

las posibles variaciones en la función de transformación y se 

refieren a la posibilidad de modificar los valores propios 

que caracterizan los estados inicial y final. Esto se traduce 

en cambios como: 

s' <.o..' t-t d l \ = <a.'+ d ct' { .\ dt \ - <\o¿ t.+ d l\ 
d 1 1 b 1 t ) = l b' +$'o' t ) - \\o' t.) 

s.11 

5. le¡ 

donde se ha mantenido a el tiempo constante en cada caso. 

Para nuestros fines es convenience considerar los -

rótulos (a',b') como valores propios de los operadores P1:. y-

<:\\;. • Los cambios 5.17 y 5.18 son efectuados por transforml! 

ciones unitarias infinitesimales y de esta manera necesitamos 

conocer las transformaciones unitarias que nos pro~ncen vari2 
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ciones en los operadores p y q. 

De nuestros conocimientos de mecánica cuántica sa­

be'!los 0 1.1e esi::os operadores están representados por: 

En la base < f 1 por: 

5.19 

Y en la bese <p'\ por: 

" d I 1): 0
1 

- "c.t- = :r~ 1 l \ 
s.<. o 

De la relación dada por el cálculo: 

Ax sl 
e_ dX t<><) = ~(><.\A)() 5.Zl 

Ve'!los que la transfor'!lación: 

.5.22 

induce los cambios: 

- 1 

<:\.""' ~~ ~ p= p 5. 23 

y 

U(?') 
_,; p'C\ 

= e 5. z '/ 
induce 

<\--:.. ~ ~~ p- p' 5.2.5 
1 

Ve'!loS que las versiones infinitesimales de estas -

transfor~aciones están dadas por 

U(ó<i)-= i-\-,;?S'\­

-= 1-'"~~'t 

u«~r) = i-,; sp+ 
-:. l-\ ~G,p 5.'2..<. 



Por esto pode~os identificar a p y -q co~o los operadores 

hermí tices que generan cambios unitarios en p y q res'!)ecti V§: 

'!lente. Estos operadores infinitesimales Gq y Gp, pueden ser­

considerados como mie'llbros de la ele.se .de generadores .1 

En particular para .\. = f 

5. ZR 

que genera ca n')ÍQS simétricos en q y p de i. d~ y i d f • • 
Conociendo entonces estos g:enerador·es, loi: cari:1:ics 

cinéticos 5.17 y 5.18 en los diferentes estados están dados-

peri 

5.2..~ 

y 

5.30 

Es conveniente usar el operador si~étrico>que nos -

produce ca'1!bios en las variables diná'l:icas X. de i dX. , En­

tonces: 

~ i ( t) = l ( p ( t) J + ( i) - á p ( ~) 'i ( i )) 

y analogamente para 4.!. ll+cH). 
2.. 

Los ca'!lbios cinéticos estan dados por: 

S'<t+dt\t./:.. (Ó
1
(ifdt)\t) ... <.t+dil (81 \t)) 

5,31 

-:;. ,; < t~d-ll l_ ~i. ( t+cll) - ~l (.4:)1 \{ l 5. ;,z. 
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con 

~-i(t.~H) - 4\. <~)-=. ~_(f(t+cll) J'i<t-1,H) + cffc-l) 'fCi) -

~(t) ó't(t.) - cl'p(t-tcH) 'l-(Ür/t) 1 .5. 33 

en donde .!'-x.H) y Sxll:+Jl)son nÚ'lleros arbitr?.rios infinitési'­

~ales e independie:ites en los que i~pondre:nos la restricción 

de continl!lidad en t ( clt Jxtf.l:dfSxCi+dl) a 1lri:ner orden en ,._ ... · 

~t). 

Ahora .. la transformación infiniteeimal,que relaci.Q 

:ia a xtL) con xC.i•cll) s2 ob~iene di:!' 

-1 
"l-liclt) = U ( f +dt, i) x <i) U U:rJt.,-l) 

= l i+-' .a \1l~l·o,·n] :x<o [i-~ Ji 11c~u,,ol s.3S' 

resultando1 

S.3 S 

Utilizando esta Última ecuación para cada una de :.. 

l::ls variables p(t+d-::), q(-e), p(t) y q(t+-dt), pode'l!os escri 

bir 5.33 como: 

G,~ lt +Jl) - 6\ U:)= l ÚpH:) _..; [p<.l) 
1

- c:lt }/{~U)1 ·0]) b~ (-f:.¡.J{) 

+ Sptt) (1\-(Hcll) -1· It-<i)¡-di H<.:t{f.1,l)J') 

(p<i+dt) - ,¡ [p<~),-dtHcxc.t),·l:)l) J'+<~) 

- órl-t+di) ('\-ti)+.\ L~lt),-dt.1-l(x<.~i,t)]) 

-= -i (p<l) d'+tt.+cH) + gp<.O '\lt.td~) - plf.+d-1:) Ó'lli) 



- S~tt+Jt.) ,t·n') +-i~Lptn cr~ct)-: Jpa>'lcü + 

p <. l) Ó '\ l t) 
1 

..: cH- H (X ( {) / t.) 1 

donde hemos utilizado dt .fz.U.k/l) =- d~J'x l-l) n pri:ner orden -

en dt, en el Último con~utador. Con lo que obtenamos: 

G,'l U.+dt) - G,"'2.. (t) =-1: Cptn cl''l-Ci+•U) +dpCi) ~(i-1rJl.) 

- pt-l:~d-l) J'(i) - S pct-1d·O ~et>) - (1)[pa>cl'1(lJ -
dplt)~.U.),-c:H µ(x<{),i)) 5.37 

Pode~os reescribir esta ecuación ccmoa 

G,~<.i-1di)- G,i_U:)-=- ó'({(p<.~) '"f.<f+dO-p<HcU)c¡.m)) 

+ ~ [ - d t. H (X (o 1 n 1 G,1 (o + ~ r (l) J 5. 3 ¡> 
'I 

De 5.10 vemos que para G = Gq+ GP podemos esc:-ibir: 

~ L -c:H. H (:x.W,l) 1 41 =- ( J'\-+ Jp) (-dt H (~Cf),t)) 

_ J' ( - d t H) 5· 3 9 

De este ~odo obtenemos finalment~: 

~-\.(i+H) - Gr.¡t-t) -= J' (-i (p<·t)~(t+d·{)-pCHcH)c+lil) 
- dt 1-\ <.-x..<-t) ,t.)) 5.~o 

Por Último podemos unir las dos clases de vnriaci~ 
' \ ,, ~ f, 

nes, Ó-:o ~ + S' (recordando ouP. S ~"a p -=o ) , con lo que obte-

nemos1 

8<-t+c1-1:1 é) = ,; <. i:+Jt \ S(\.J]\t.) 5.'1/ 

donde: 
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Wli+dt,t) ':: l (pH)\CHcli)- p<t+di.)<\-H))-dl\\(::ic(iJ,q 

:: -i_ (pds,·- d pc+l - dt \\ s. qz 
Observando esta 1Íltima eC1.laCiÓn•' vemos que el ope­

rador infinitesimal 8VJ , ec. 4.6, se obtiene como la varia­

ción de un Único operador w. Este es el principio cuántico -

de acción asociado con el sistema. 

YR con esto podemos escribir el principio de ac--­

ción que .. nos describe la función de transformación correspo.n 

diente a un intervalo finito, esto es: 

J < t 1 \ t 7. l ": .; <. l 1 1 s [ w 11.11 tl. l 5 . .q. 3 

De los resulT,ados 4,7 y 4.8 que nos dicen que la -

~ultiplicación de funciones de transformación individuales -

es expres~d~ por l~ ~dición correspondiente de los operado--

res de acción: 

t"f.. 
W12-= L WU-fdti-l) 

/:, 
t., 

= ~ lU.)Jt 
t'Z, 

donde Les el operador Lagrangiano y esta.dado por1 

-= 1 (pti) ci~tü _ ~~to)-\-\lxt-o,t.) 
l dt dt . 



6.- PFINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIO 

Consideremos un sistema ~ori dinátnic9.fija, por. e;: 

to queremos decir que H esta dado ~(su {f~~ka i~ se. ca.mbia. -

Entonces ¿qué es lo que pode~os vari¡¡.r ~n. <~?t'.1\ b' l-z.) ? 

Todo lo que tenemos disponible son laS. p~Ópiedades de los -

puntos extre~os: 

J <f..lt.?.'! =7 (S<t,\) \t.t) .+;_;{f·FCS1t~'>) ,.1 

por1 

s < : < \U - < ·I 

Los estados están dadoi':'i~:·~7;t:i~?~~J.f~Kf~.·.f~,ª~{lC> "" 
,- ·:" . , »· - . -·º .. ';, -· : .. '-;' !_-; •" . :. - '-;: --<', --.~ '. •« - .- " - . ,_. 

que el generndor G, debe ·ser funcion de•·9per~dcírel:J' a, un .ti e;!} 

po dado, de manara que1 

s <l.\ lt./ = i. < {, \ ~,- c.,l. \ t.'2.7 ~-.3 
-t.. 

Co~parando 6.J con 5.41 y considerando q_~e <ld y 

\ tt.) son estados arbitrarios, concluimos que 1 

S t r?.J l L 1 = ~, - c.,i. '· ~ 
to 

Esta Última expresión representa el Principio Cuán 

tico de Acción a partir del cual es posible encontrar toda -

la información sobre el sistemas dinámica (ecuaciones de mo­

vimiento) y cinética (relaciones de conmutación), para un 

sistema donde todos los operadores sean función de p y q. 
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Pero en lu~ar de hacer esto, vamos a generalizar ~ 

la estructura del Lagrangiano con el objeto de encontrar ad,!! 

m~s de las vari~bles canónicas p y q, otro tipo de variables 

~ 'l'le re:oreioentarán nuevas cantidades diná1licas con propi~ 

dedes diferentes y posteriormente encontraremos las ecuacio­

nes de movimiento para un sistema en general. 

7. - EL OPERADOR HA;YTILTONIANO Y IAS ECUACIONES 

DE !•10VIMIENT05' 6 

Empece'T!OS por ampliar nuestro espacio de operado -

res, a los cu::iles denotare'llOS si,nplerncnte por x~ (qU!) COnSJ. 

deraremos hermlticos) y ~eneralizarernos la parte cin~mática­

del La~ran~iano escribicrrlo este como: 

l = ~ '[ ( :xo.. AQ...., d :x...!' - ~ ... An..1ox\,) H cx ... ,t) 
~.., c:l 1.. d t. 

-:: 1 ( X. A d X - d X A :x:) - \-\ ( X) i) 7. 1 
q dt dt 

en donde A es'una matriz nu'T!érica. Nuestro ob.jetivo será ahg 

ra encontrar la for~a ~eneral de la 'llatriz A, con lo que ob­

tendre'Jlos las propied;icles cinéticas de los opcradorcD X (r.,!l_ 

laciones de con'llutación) y las propiedades dinámicas (ecua-­

cienes de mbvi~iento). Ver~'TlOS más adelante ~ue un cierto -­

grupo de los operadores X puede ser identlficado con las ~ 

variables p y q de las secciones anteriores. Además encontr~ 

remos un nuevo tipo de operadores cuyas relaciones de conmu­

tación permitirán re·lacionarlos coneel grado de libertad co-:· 

rrespondiente al spin. 
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se puede considerar a la matriz A como la matriz -

que represent" una forma biline:i 1 y durante el desarrollo s! 

guiente se utilizar~n algunas propiedades de las for'llas bili 

neales, que nos permitirán reducir a A a una for'lla 'llUY senci 

lla. Volviendo P lns ecs. 7,1 la propiedad de hermiticidad -

de L, la aplicare'llOS a sus dos partes por separado. Por la­

que el Ha'lliltoniano H deberá ser hermítico, la matriz A debe 

ser antiher1Ítica: 

7.l 

Y el operador de acción est~ dado por: 

\.J,i. ~ r· ( ~ ( '.(. Adx -d.l:: lb:)- Hdt 7.~ 
tl 

Los lÍ'lli+.es de inter;raci.Ón son t.11mbién objeto de -

variación, y se puede introducir una nueva variable auxiliar 

~ , tal que las varihlcs Jt y Jl~ son producidas por un -

CP'llhio en la relación funcional f=~<~) con límites fijos i, • 

?; z. • 

Ahorn: 

S(~(~Ach-dx/lx) -licH]-Jli¡(~AJx-SxA~)-HJl] 

= I ( d ?C. Ad :X - d :x. A J1 X) - d \l cH _.. d H J'l 7. '-t 

con lo que el principio d~ acción estacionario permite obte-

ner las ecuaciones de movimiento. 

{(ó~Ach:.-c:lx.ASx)-= JHJt-dHót 1.5 



~H- di\ ót+..l (J-x.Ad:r.. - ~~AJx) 
Ó - Jt ~ Jt aL 

y la forma de los generadores, 

G, = ~ ( ;x.. AJ X. - J X A :.t..) - \-\ Jt 

-=- Gix + 4t 

a los tiempos t 1 y t 2 • 
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7. 7 

El Hamiltoniano es una función arbitraria de los 

Si su variación posee la forma requerida por la ec. 7.6, y -

además se quieren escribir las variaciones Sx.,,, apareciendo­

solamente a la dercha o a la izquierda, estas variaciones d~ 

berán poseer propiedades de operadores que se deberán deter-

minar. Con esto queremos decir que estas variaciones pueden­

ser algo más que simples números que conmutan con todos los­

operadores. Por lo que debe~os ser capaces de desplazar a ~­

las Sx.Q. hacia la derecha o a la izquierda en la estructura-

de 8 H , 

S \-\ - ( ~ ~ ) J' f = 8 X ( ;1 ~ ) =. ( d; ~ ) J X 7. g 

lo que define las derivadas izquierda y derecha de H. Con lo 

que se obtienen las ecuaciones de movimiento: 

d \\ - ~ 7. 9. 1 dt. - C>t 

Ad X': J~ H 7. ~.z. 
c:lt .}X. 

d x. A= dy \\ 7.~. 3 --<-Jt d~ 
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donde las dos Últimas ecuaciones doben ser cq11:1ivalentes. Si­

guiendo este argumento se supondrá que: 

J~ A Jx= _ d-x A 8x. 
Jt. dt 

1.10 

con lo que: 

1.ii 

Interpretando a1 

como el generador de transfor~aciones unitarias infinitesill@ 

les que transforma a las variables al tiempo t en las varia­

bles al tiempo t+8t. 

Ahora tenemos que para una función arbitraria F de 

las variables dinámicas ~ti), eloperador F que representa la 

'llisma propiedad que F al tie11po t-1-d't está dado por: 

donde 

F= u-'FU = F(:x.{.t+cH),t)= F(:iclO,i)-cfF 

= f(xW,t) + ~ l \\(.~ttl 1 -l) 1 Fl:x..t'=>,-t>) Jt 

u =- i. - .!i.. \-\- (X. ( t) l t) d't 
~ 

7.13 

l. l 'I 

dado que el parámetro t es un número y no es afectado por la 

transformación unitaria. Por lo que: 

.2. \ F G, ,1 = J F -= - ( ~ - ~ '\ Jt . l l 'O c!i. e>t ) 
" 

7.15 
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ó 
l. /fo 

que es la ecuación general de movimiento para cualquier ope~ 

rador. 

Antes de continuar se debe verificar la consisten­

cia entre la información dada por el principie de acción 

(ecs. 7,9) y la obtenida a partir del generador Gt. Si F es­

igual a x~ en la ec. 7 .15, y al escribir ésta en .for:na vec­

torial se obtiene: 

1.17 

Aplicando A por la izquierda a esta ecuación se --

tiene: 

A { L:x 1 H1-= ~ l A:( 1 "] 

done.e 2~ i:a :.:~jliza::.o 7.9.2, similarmente aplicando A por la 

derecha se tiene: 

7.19 

escribiendo estas relaciones en la forma: 

7. 20./ 

~ l- X A • ~ 1 S-x -::. ., 7. '20.~ 

y utilizando 7.8 tenemos: 
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Con las dos expresiones para Gx• 7.11 1 jtÍnto con la 

ec. 7.21 se llega a que: 

Para obtener consistencia se requerira qUe cada una de las·. -

variaciones satisfaga: 

J.V 

por lo que se puede escribir, utilizando 7.21 

Mediante esta Última ecuación identificaremos Gx -

como e 1 generador de cambios en las variables X~ por !.2. S:t:.Q., 
y con esto en;onces para cualquier función F de las varia---

bles 1;endremos: 

7. z.s 

8.- !.J>~ DOS CIASES DE VARIABLES DINAMICAS7 

Las dos versiones para Gx en las ecs 7~11, indica.n­

o ue die be ser posible desplazar las variaciones g:X. a través -

de las variables X , Por lo que dentro de la teoría sa tra­

tará de construir diferentes :na trices Ji.el. , consistentes con 

la t':loría tales que al desplazar una variación S:xo.. a través­

de una variable dinámica ::(b se induzca una transformación -



lineal en estas variables, es decir se postula1 

V.l 

Esto inducirá las re lac.iones de conmutación de las 

variaciones 8x con las variables din~micas •. 

La adjunta de la ec. 8.1 es: 

X\, d .X.O,. = S :Xo.. ( ~~ X) b 

desarrollando estas dos ~ltimas ecuaciones se tiene1 

J:xo._:X.b: ~ (Jta.)b~ Xc d.X.o... 

= L. ( ~o.)heé 8~ (}¡,~ x\ 
e 

-=- L ( }\.,,_)be. d Ao. ¡_ (-"~t. el X..¿ 
<: d 

-:: I (L. ( l{o.)\,c_ ( Á~ )<.d) dXa. Ad <l. 3 
d e 

lo que implica: 

por lo que: 

A partir de la prop:bedad de que cada g::(a.. conmuta -

con el Hamiltoniano, ec. 7,23, se puede obtener un conju.~to­

de transfor~aciones de invariancia de éste, es decir: 

Ó Xo.. \-\ l:r:) - \-\(A) Ó Xo.. = 0 

usando 8.1 se obtiene 
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H ( ~o.. :X.) ó :la. - H (X) d ~a. -:: o 

lo que implica: 

H ( ~c.. X) ":; \·.\l:x.) 

ade:nás de la her~iticidad de H se puede obtener: 

y con el conmutador de una segunda variació~ °SX.1.-1-' 

8.10 

Vemos que el conjunto de transformaciones lineales 

for~R un grupo de transformaciones de invariancia para H. 

También se pedirá que todo el operador lagrangiano sea inva­

rinnte ante transformaciones del grupo, por lo que el térmi­

no cinético también debe ser invariante, lo cual se satisfa-

ce si: 

T 
~o.. A ~ea.-= A ~- il 

Para que la equivalencia entre las variables X y 

-k~'.X'. sea completa pediremos entonces que estas Últimas sean 

también hermíticas, con lo que se cumple que: 

8. \ 2. 

La construcción del grupo de invariancia descrito­

por las matrices ~' se basó en las propiedades particulares 

como operador de la variación Ó~. Pero todavía se tiene la 
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libertad de realizar transformaciones lineales sobre las va-

riab1es dinámicas, lo cual se puede visualizar como un carrr-
, .- .' ·>:-·· - .-.; 

bio de coordenadas, q_ ue introducen nuevas .·variables hermi ti-

cas 

V3 

tan adecuadas como las originales para describir al sistema. 

En este nuevo sistema de coordenadas, para que el­

término cinético del Laerangiano sea invariante la matriz A­

debe satisfacer: 

- i -· A~ iT A J. f .1 "I 

y para el Hamiltoniano debe tenerse1 

i.15 

Ade~ás en el nuevo siste~a de coordenadas~ l&S propiedades -

de invariancia se escriben co~1 

H t1-o.. i) '.:: ~ti.) ~ ~ <.x.) ~ t\ (.ti_..._ :x:) 

-= "H t.t ~:x.) = \:\ ( t ~ .... r\ :x:) ~-'" 
por lo que 1 

~.11 

Por consistencia las ~atrices ~ deben también a­

parecer directamente de las propiedades de conmutación de 

las variaciones ói.°' : 
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8.1 g 

F.eescri biendo esto en ftmciÓn de tas J'~ , se; ob-·-­

tiene desuués de un cálculo l~rgo "cero sencillc> (quE! ·mi5C>'r;-_ 
'l!Ostra'llos en el apéndice 2), que: 

La interpretación de e'.' to. ec•i,,_ción nos llevará a -

restricciones muy fuertes para : .... 11:>.--:rices Jt~ y ll , ra ec. 

8.19 no es vñtida para l arhi>raria , se 'llostrará con un e--

je'!lplo que esta matriz tiene una for.'ll!'! :n•w particular y que­

las 11atrices ~ tendrán ta"lbién esta :'.:'or·n<'l. particular. Su-­

pongamoe: que t<!neT.oS tres var.iables climhücae X1 , :X.2. , ::t3 , 

{ .2 es una 11atriz de 3 X J) y que lan •r,ai".rices ~ 1 , ~ .. , k}, 
en la ecuación 8.1 satisfacen: 

entonces se tiene en la ec. 8.19: 

i ~Q.'o ~\,, ( f
1

) \,e 
\,:1 

= 20.1 ~. Q,-~ + Q O.'L ~1. 9.~~ -t Ro.3 ~3 ~;: = SQ., ~o.. 
Ahora para Cl-=- 31 

s?.'be'!los ade11ás que: 



con lo que: 

si e -:: 1, 2, J3c."" o por lo ~que 1 

esto implica dado que i.~ t -'<, 1 

J 33 
-1 

9.~, -= o ~. 2.1. / 

..U.n ~;~ =º ?. 2.1."2 

Ahora para e = 3 : 

~. + 133 ( ~3-~,) t;~ -:: ~' 
~\ ~ \ - Q33 ~)-3':. ) = ~ 3 ( {- !}33 Q~;·) 

si i- ~33 1!>31
:f O -,yJc,:l

3
y tenemos entonces une:, c_ontrarlicción, 

por lo tanto: 

y entonces 

con lo que de s.21 sabe~os1 

Q;(I = Q 

.e;~ : o 

Ahora, para a.: 1 tenemps : 



~I ( 2.1\ ~\~I \ ~\'l. ~.;~)-\- k~ _Q,13 l~<. =: J\c. ~\ 
l>_, ( Ó'\c - ~13 ~~~ ) 4· ~3 ~1~ ~;: -= J\, -'t, 
~I ( .l13 .Q_~~\) '=- ~~ !l \~ .Q~-~ 

como ~ 1 -t ~~ se debe tener : 
_, 

Í,~t~c.=O C.:1,Z,3. 

pero para c = 3, .Q. ;~ t O • por lo tanto 

y si'!lilar'llente Ri!I-= O • 
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Ahor~ ~e&.-=-~~c..f 1 
implica que 1. 1 -=-~zi 1,,. Como -

X. y X son equivalentes, a partir de las variables :X. 

se puede hacer un cambio de coordenadas y regresar a las va-

ria bles X. , e!'; decir: 

n 1 -:x. 
A. = X. 

con 
ni __ o-l. 
~ ~ Se puede repetir entonces el argumento desde -

la ec. 8.18 y obtener final'llente el análogo de las ecs. 8.20: 

(r'Y~, :: 1~, =O ~.Z3./ 

e .rT~z -::. 2. ~?. -:: o 8. v. 2. 

por lo anterior se ve que la matriz 2 tiene .la f'orma: 

~ \1.. 

~-u 
o 
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Esta ecuación nos dice al aplicarla en la ec. 8.13 

que las variables dinámicas están séparadas en ~rupos, pu--­

diéndose solamente relacionar linealmente a las variables si 

éstas pertenecen al rnis·no grupo, es decir si variables dife­

rentes -x..._ y Xi., son tales que se satisface ~"'-.,,, ,4b • 

La matriz ~ es una matriz arbitraria y~ .... también 

representa una transformación posible de las variables, como 

se ve en la ec. 8.8 1 por lo que ~o.. ta-nbién debe descomponer­

se en la forma 8.24. 

Clasificare-nos ahora a las variables 2o.. con ayu­

da de las matrices que son posibles dentro de la teoría. 

Consideremos primeramente que existe un solo tipo­

de 'l!atriz -Í'\., .. := ~ • 

Como Si. satisface la ecuación 8.12 es fácil ver que·. 

R.2S 

y que existen dos tipos de variables sola.'1lente1 si: 

X+ ~ l ( i. + ~) X. 

se satisface que: 

y con 

=- ~ ( 1- k) :X:..' 
~ •. . .. • 

tenemos 
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Si defini~os las variables que satisfacen las ecs, 

8.26 y 8.28 co~o: 

de las ecs 8.27 y a.29 se obtiene: 

:O S.3o 

:O ~.31 

Estamos ahora interesados en encontrar las relaci<>­

nes de conmutación de las variaciones de un tipo de variable­

con v~riables del otro tipo. 

Agrupando nuestras variables de acuerdo a 

existen dos tipos de ~atrices lt y de acuerdo a las ecs. 8.JO 

y 8.Jl tienen la forma generalr 

~ = (il <D) 
e CD ;. y 

donde las ~atrices ~ y VV\ , en general de diferente orden, 

relacionan variaciones de variables de un tipo con variables 

del otro tipo en la ec. 8.1. ID que se quiere determinar es­

su for~a explícita. 
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De las ecuaciones 8.1 y 8.J) vemos que: 

~.'3</ 

y 

donde a y b se refieren a los compo~entes de 8.)2. 

Dado que J.~= V'o\t::: 1\ , del mismo modoque en la ec. 

a.25 se tiene: 

y análo~arnente 

i .. ?i7 

Observando 11ue cualquier combinación lineal de las 

variables de un tipo sigue perteneciendo a ésté, definamos -

las combinaciones lineales si(tUientes1 

~±.-::. Jl. ( 1.i 1) l, 

;t+::..!(i~\"V\)l 
- .t 

con lo que ve11os que tenemos cuatro posibles pares de varia-

bles (Z..¡ ,l; .. ), ( lp2;,_), <l-•Si) Y {c.,~~), 

En tér'llinos de estas nuevas variables las.ecs 8.)6 

y 8.37 se escriben: 

S:co1~p=- )...cA.p~pSia1. 

S~d. r.,,= f~P "l::.p J'sc< 

8.3fi 

'&. 3~.2 
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con d ,y.E-\_+,-1 y donde ~,6. :r"lot son los vectores columna---­

(1U)S :_;(i~Wl)Zres¡;>ectiv.~mente. De 8.J6 ya.:nve:nos que1 

-~f~+"=-1{ 
f-.1.- -:: - ! 'g.~ o 

En est.a nueva representación en términos de X!.o< y ~,6 

las "11::1.tri es i y WI que apar.ecen 8,33 son diagonales como­

se ouede er de 8.39. Los ele'llentos diagonales son ±. l y e-­

videnteme te se satisface .lt:: 11 1 W\-z.-::. 11 · 

A continuación debemos seleccionar cuáles de los -

cnai:ro oo-ibles nares de variables son consistentes con la -

teoría. U1a pri~era restricción aparece to11ando seeundas va-

riaciones en 3.J9. De 8.J9.1 obtenemos: 

s Ji:c(s;)= si~ts13 
= s ( l. o( ti :s p J1 l. o{) 

l-tp <r;s,, J'.t~ 

De 8 .39.2 obtene':los Ss~~ i« co'l!o: 

8.<Jl.I 

~.<{l. 'l. 

~.<.{ I .~ 

Introduciendo 8.42 Jn 8.4J.l y co~parando con 8.41.U obtene-

1108: 

lo que SE satisface· solamente si e;( =P de acuerdo a 8.40.Es-



to quiere decir que los pares ( i!:t , S- ) y ( ~ - , ~+ ) son in­

consistentes con la t~oría. 

Los restantes parés (i,¡ ,.l;.t.), ( 1_ ,;_ ) tienr:,,-, -

asociadas las matrices: 

+ (! ~) ~+ t~ -~) 1"l: ~ 
1:, 

y 

~; = (~ -~! k-
~ 

:: (-; _:) 
respectivamente. Recordando qite las matrices ~ for:::a~ 11y:­

grupode invarianpia del Lagrane;iano vemos que debe~os :s;,lei' 

clonare 1 par ( 'lt- , S. ) asociado a las matrices 8 .44 q ne p1-

efecto forman un ~ruoo. 

Si denotamos las dos clases de variables, coi:c ·;!'i 

ria bles de prb1era clase 2i.;i1r_:r variables de see•.i:id::o. cla;;•;; 

~+ .... =- t:; , las propiedades de con:nutación de 1.as variacior:o:c 

~~-k y Jcl(. aparecen finalmente como 1 

[Si-'<,:C,_J -= o ~- </ 6. f 

[&liz,s~:i :: o 8. </ &. 2. . 

[J~.k,1.lll =O 
~- ~6.2 

{ 8s~, ~t ~:.O g.</'-.<.J 

A continuación analizemos las cons&cuencias de la 

elección de P.ste grupo de variables en la en la forma de la 

matriz A que dé.fine el I.ae;rangiano del- sistema. 
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La C0!'1c1ición 8.11 CO?'! ,k~ no i:npl.ica ninguna res-
, L+ 

triccion sobre A. Sin embargo usando -"{; ve'.lloS que los e-

lerrientos de .?.. que conectan a las dos clases de variables d~ 

ben ser cero, por lo que A se reduce a dos subma trices, as_Q 

ciadas cRda. una con un cierto ti no de variable. E~H.as 'llatri 

ces las denotare11os por a y ~o( respectiva:nente, con lo-

que escribinos: 

De la propiedad dada por la ec. 7.2se sigue que:-

es decir a es antisimétrica y real, mientras que tX es si-

11étrica y real: 

o(=. o(T = o('lc 

Esta descomposición de A, hace que el generador Gx 

to'lJe la forma: 

donde: 

~i:: i~ció'c 

-=- i (a J'i)i. 

y . 

G,7j = i ~,jo( J'5 
'.:. -i (,;~ J15) s 

~.so 

9. SI./ 

~.51.2. 

i.S2. I 

8 .5.2.2. 



Además el Lagrangieno, ec. 7.1, toma la for~a: 

y las ecuaciones de movi:niento aoarecen ahora como: 

d tl_2: -::. 
dt 

·\o( 4-.~ :: 
c:lt 

dR H 
al 
Jrz 11 

º~ 

= 

-

a .... H 
a~ 

a .. \\ 
a E. 

Introduciendo la notación vectorial: 

O.-:. Í 1 ••• )mH'\ 

8.5~.1 

~.SS 

a continuación obtene::s las relaciones ,J~,~oryd~*ación pa!"a-
,,.,-.:::· ~ 

las diferentes variables: 

Desplazando 3~ a la izquierda o a la derecha en la 

relación general de conmutación, ec. 7.25, se obtiene: 

~.56 

L o_i • a+ 
donde la matriz ..<<~ puede ser ~l o ~~ sesi.ín ~o.. sea va--

riable de pri~era o segunda clase respectivamente. Si se es­

coge H~..,):.'1'o se puede representar esta Última ecuación como: 

Las propiedades de conmutación de las dos clases de 

variables dinámicas aparecen atw)ra como: 



[i i.., 1..1. j-=- .; ( éf
1

)~~ 

l~.vc,l:,.t1 = (,r')J.c~ 
t.111..,s.e1 -.: o 

9·- VARIABLES COMPLEiiENTARIAS DE PRii'IJERA CIASE 

44 

3n esta sección se identif'icarán a las variables­

de pri'llera clase con las variables de momento y posición: con 

que hemos trabajado en un principio. < , -- ; .:_,'.·~-:~~~· ~~-.-

--

Para la matriz antisimétrioa a 
/c.,'.·_,~; 

- ;/~ i:;'&;f-:--

lo que noE dice que si n es el nú:nero de variables de,-~~~~ -

tipo, este ntÍ."lero debe ser par, n =2m. -. 

Aolicando ol teorema 4 del apénd_ioe III, se ve -que 
!:'e puede encon'trar '..lna transformación de las variabies'de e_!! 

te tipo donde la ~1atriz a es diaeonal por bloques, siendo-

cada una de las 'l1 s•:lriatrices de la forma: 

9.Z 

Esta representación de la matriz d relaciona a·-­

las variables dinámicas por pares, a las cuales llamaremos -

\'-". y<\\ con k 1, ••• ,m. Para un solo par de estas variables 

el término cinético del I.agrangiano se puede escribir como: 



donde esta Últbia notación indica si,1etrización con respecto 

a todas las variables. Por lo a. ue e 1 tér'!lino cinético compl~ 

to será: 

?. 4 

En esta representación las ecuaciones de movimiento 

serán ahora dadas -por: 

y el 

ii.k 'dH 
= 

el t a ~-'R. 
k = \, ... J 

- d€.i.: -= aH \IV\ 

dt ª~~ 
generador tomará la forma: 

~i: = i I ( P~ 81'1. - 8 ?-'1. ~ ~1 
"'-

13. <;;,( 

~.s ."l. 

Las relaciones de conmutación tendrán la forma ca-

nónica1 

[ 1- .a._ 1 1 t 1 -= [ f .t.e, P.t. ') = 0 

[ '1"1 p,.] = .\ J.k,l 

~.7. i 

9.1.2.. 

Por ú.1 timo se puede aprovechar la libertad de a-­

gregar una det·ivada total al I.agrangiano, en la forma: 
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para obtener representaciones alternativas del término ciné­

tico y de los generadores. Escogiendo: 

se obtiene un nuevo término cinético dado por: 

9.10 

y los generadores 

~. I \ 

Si se escoge el signo opuesto para W se obtiene el 

término cinético: 

W\ _ r ci~· cltk 
ii.-:: 1 c:H. 

y los nuevos generadores infinitesimales: 

6; r = - L. J' r"'- ~'-'­
.\(. 

9.\ 2 

CoTiparando con la ec. 9.6 vemos que Gq genera tran~ 

forrnacione3 en los operadores qk dejando ir.s.ltero:.doe k.r J:\• 

GP tiene la interpretación inversa. 

De la clasificación de las variables en dos tipos-

diferentes, se h~ podido generalizar de una manera consiste,n 

te el principio de acción, que además de las variables diná­

micas us~les de momento y posición incorpora un nuevo tipo­

de variables, las variables de segunda clase, que son el ob-



jeto de estudio de la siguiente sección. 

La necesidad de un número par de variables y ia P2 

sibilidad de dividirlas en dos conjuntos complementarios tam 

bién aparece para las variables de segunda clase. Utilizando 

el teorema 4 del apéndice III, vemos que la matriz O( pue-

de ser reducida a la matriz unidad por una transformación -­

real de las variables. Con esto las nuevas variables canóni­

cas y hermíticas, ~ , obedecen: 

I o. l 

lo que significa que dos operadores ~ cualesquiera anticon 

mutan, y el cuadrado de cada operador es un múltiplo común -

del operador unidad. 

La for~a canónica de las ecuaciones de movimiento-

son ahora: 

/Ó.l,._ 

Para un sistema descrito por variables de segunda­

clase, e requisito de que el álgebra de mediciones sea deri­

vado de las variables dinámicas fundamentales, implica que -

a partir de estas variables poda~os construir un operador -­

que tenga las propiedades de las Sso... ?ara un nú~ero par­

de las variables, 2r,el producto de todas las s~ anticonnuta 

con cada una de hs So.. , pero no existe un operador de esta 
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forria par?. •1r. n:rnero i:np<'X de estas variables. Se concluye -

por lo ':?nto que debe existir un número par de variables di-

n~~icas de segunda clase. 

Dividiendo estas variables en dos grupos,con el --
, ~Q) ~(~ 

'llismo numero de ele~entos, ~ y 7 , el t'rmin~ cin,tioo 

para las variables de segunda clase, lo podemos escribir co-

'110: 

. [ 45] ~ 5, dt 
- Á ([ (1) d~Cl)J f ~('Z) ~(Z)J 
- ~ ~ } el t + ':> ) c:l-t:. 

-= .'.!. f ~e·>. 
l. t 2 

/0,3 

donde "'l punto significa a:'ltisimetrizaci6n respecto a las V!! 

riables de segunda clase. 

'Jna descripción q_ue e:nplee variables comple~enta-­

rias ap~rece con la introducción de variables no hermíticas­

canónicas, definidas por: 
1 

~ = l-¡_ ( ')C'Z) t ,¡ s''>J /O. C/. / 

p = ,; '1 +-= ~-i (;; (I) ., ,.¡ 2/"1
) /o.<./. 2 

que convierten al t'rmino cin,tico en: 

·10.s 

Observemos que esta estructura es aplicable a las­

d os clases de variables dinámicas. 

Con esto las ecuaciones de movimiento1 

~~ dll. ~ 1 O.&. i. 
d-t. o? 

<lP :: 2>T H 
dt d~ 

1 o. b. '2 



y los generadores de cambios infinitesim~les en q y p: 

10.1.1 

10.1.t 

pueden referirse a las dos clases de variables dinámicas. I..a 

distinción entre las dos clases de variables esta implÍcita­

entra relación entre las derivadas derecha e izquierda y en­

general en las propiedades co'!lo operadores de las variaciones 

Las relaciQ'les de con':l1t"tación de estas nuevas va--

riables se pueden derivar directamente de las ecs 10.1, re-­

sultando: 

-\. ~ \t 1 ~ '- 1 -:. t ?-"t 1 fa\ = O 

\ 1 ~. ?1-1· ~ " JI .\e).. 

1 o. Y.~ 

?or la relación entre las variables pk y qkdada 

por la ec. 10.4.2 las ecuaciones de movimiento y las relaciQ 

nes de con~utación pueden escribirse en la forma: 

y 

., ~le -= 
Jt 

-\ - /\ <!:l~ 
dt 

"d~H 

d~~ 
"' e>l" H 

ª'l~ 

10.<3. i. 

\o.lo 

1o.\1 
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! I.- S I S T - ~AS CON V AR I A BLES 

D E U N S O L O T I P O 

En este capítulo utlizaremos los conceptos desarr2 

llados en la pri11era parte, aplicandolos a sistemas cpJe tie­

nen solamente variables de un solo tipo. Para variables de -

pri11era clase ejernplificare11os con el oscilador armónico mo2 

trando como utilizamos el principio variacional. En este ca­

so es posible integrar las ecuaciones de movimiento de los -

operadores ( ecs. lineales) lo cual permite obtener la fun-­

ción de transfor'l!aciÓ!1 de una ·nanera simple. 

Posteriormente desarrollaremos más ampliamente el­

rné-t;odo :iara el caso de un oscilador ar'T!Ónico n.'ll'Ortiguado so­

bre el cual act~a una fuerza externa, en donde la frecuencia 

W ,el faci::or de a•¡¡ortie;uainiento, '( , y la fuerza externa­

son funciones ~e~erales del tiernpo. Por Último presentaremos 

corno una introducción al siguiente capítulo un sistema que -

contiene solamente variables de segunda clase. 

1.- OSCIIJ\DOR ARMONICO 

Para cualquier siste11a siernpre podemos escoger la -

representación en la cual calcularemos la función d'J trans-..'­

formación. Por ejemplo, podemos escoger como estado inicial_. 

del slste11a, un estado propio del operador de posición, o de 

momento o de la energía y ta11bién para el estado final pode-
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rnos hacer ·una selección arbitraria. Escojamos aquí como est~ 

dos inicial y final, estados propios del oper~dor de posi--­

ción q, es decir calcularemos la fur,ción de transfor:nación-

< 't: t.,\".\-~ f:.
2 

( , donde qi y q2 son valores propios del ope­

rador de posición a t 1 y t 2 respectbr::irnente, donde t 1 y t 2 -

representan los tiempos final e inicial. 

Para un oscilador armónico el Hamiltoniano esti d~ 

do por: ·--· _··;.;·,_;_: 

1.1 

donde m es la masa de la partícula y w. es la frecuencia -

del oscilador,en este caso constante. 

Los generadores de las transformaciones infinites1 

males en los estados final e inicial, están dados por1 

G¡ ,, p 8 ~ - H ó't 

-=- o S~ - _i ót - l VY1 w~ o 2- St 
\ l "1 .z. t-

l.Z. 

en la representación escogida. 

El principio variacional nos dice entonces que pa­

ra encontrar <'\~td'}~ t 2) tene'llOS que resolver la ecuación: 
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en que los subíndices nos indican el tiempo al cual estan -­

referidos los operadores y las variaciones. 

Para poder aplicar los operadores a los estados -­

< '\-: l 1 j y \ ~~ f:'2) ne ce si tamos expresar los operadores de -

momento en términos de q 1 y q 2 , lo cual requiere que resolv,!! 

mos las ecuaciones de movimiento para los operadores q y p, 

º":. ~ ~-:: ~ 
~p dt d't Jt 

/. 5 

que en nuestro caso se reducen a: 

1 -::. ~ 
IV\ dl 

y 

/.7 

Las cuales podemos escribir en la formas 

( ~) ( o ~) ( ~) p - wi cu!' o p 
l. a 

Esta Última ecuación representa un sistema de ecuaciones aco­

pladas. Ahora, podemos desacoplar este sistema diagónalizando 

a la matriz: 

~) 1." 

lo cual es posible si encontramos una matriz A 
""-

tal que1 

sea diagona 1. Por los métodos tradicionales podemos-
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encontrar que A es-ta dada por: 
'"'-

\.\O 

Calculando A-' f'J\ P... tenemos 1 
'"'- """" "' 

A-\ t..t. . ( 1 
I'\ (\-::. " Wa 

,..., ""' o -~) 1. \ \ 

Si aplicamos esta transformación a la ec< l.8 en -

la forma: 

\. \ 1. 

se llega al sistema de ecuaciones desacoplado1 

donde: 

l. 1 Lf 

y 

5 -=. - ,) rYl Wo t + P Ll5 

Resolviendo las ecuaciones l.lJ, aplicando las condiciones -

iniciales para q y p en la forma: 



y 

'·'"·t 
tenemos: 

tiw ( l-t-a.) 
2; el)= ~'Z º t.11. I 

~ .¡w (t-li.) 
~ ({) = ~te 

.. /.Í7.t 

A partir de estas ecuaciones, evaluadas aL tiempo­

t1, y de las definiciones de ~ y .S , ecs, i.i4';y i./15,t_!! 
nemos que encontrar a p1 y Pz como funciones de q]'.;· _q2 ~ t 1 y 

t 2 • Esto es si.11plemente álgebra siendo el resultado :final1 

y 

donde: 

do a1 

1.18 

1.1.0 . 

Utlizando la ec. 1.18 podemos encontrar pt llegan 
·11 

2 z -z.f t t T 2. ,.. qq ,_ t .-f• ':: W) W 0 L~• Co c.3 0 +.~t. <!S<! Wo\ - t112.Csc.!Uo1 e.o Woa 

- 11.'fi C..SC. WoT c.oTwoT 1 1.ll 
:t con una exprcsiÓ1 análoga para Pi. . Vemos de esta Úl-tima e-

cuación q_ue todavía no podemos aplicar p,1 
( y p; ) a los es 

tados «i', l,\ y I~~ l 1) hasta que no transi'orme:nos el tér'.Tlino que 

contiene a tx.1• a la forma e:¡., ~1 • Recordemos que en general 
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dos operadores a tiempos deferentes no con:nutan, por lo que­

es necesario encontrar e 1 conmutador ( <4 • , ~:z.1 . Podemos ha­

llar este Últi'!lo a partir del conmutador canónico: 

si expresamos a p1 como en 1.18, obtenemos1 

[ ~ ' 1 (h1 -:: :.ik 
l"'l Wo 

se11 wo T 

De esta '!lanera podemos escribir a pi y p~ en la f'orma.adecu,l! 

:l:; -:¡ ?.plic~n.'c'"", .:u::~') ~ -;~ 1 :·.:; tls·-,¡Í3 ·t;ér:nino3, a los estados 

final e inicial en la ecuación 1.4. Esta se reduce a1 

\.l.Lt 
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Para poder integrar esta Última ecuación observe--

mos que: .· . , 

d~ ( ~~ cot w 0 T - ~:~~ese w/f *'·'.~~\cgi~.;y} 
·.• .· .,/?.:',<: ·.··:y 

= ( ~: cot w .. T - ~~~$e woT)J'f',:{~~.~~~.;~~J.~i~tcof cu 0 T)J'1i 

. 1.zs 

J ( i:\~1. cotw .. T - 't:~~ ~~<! cuoT + ~~7.. coÚua T) .. 
t, ;:¡_ - z. . 

-=- - ~o ( ~:\ .. oi 2w 0 T - ;( 'f, '\~ lof úJo T ~~~ <Uol, + 

<\-1~ ~se.?- W 0 T) ól 1 - '1'_¡
2 

C.Uo Jt, 
l. 2.. b 

Reescribiendo la ec. 1.24 en términos de 1.25, 1.26 

y su análogo para Ó~ tenemos: 

s < ~.·-t, \~~·C.> 

":: l lvt c..J., 8( 'l:'Z c..otcu .. T- ci: ~~ c~c.w0 T 
;t 

+ ~~i_w" co t tUo T J'T} < ~: t 1 \ ~~lz) 
donde: 

Utilizando: 

se llega finalmente a1 

1.z1 

\.a 

\.Z9 
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Ó<~:·Ll~~{t/ = s(- ~~ l ~w0 (1:\~.ot4:>0T-<~.1 ~; ~se! WoT 

4 1;c.oiwo7) -l11\se11woTl\)<c:¡.;t,l~~i-z) 1.30 

donde la variación J es con respecto a todas las variables­

independientes q~, qz• t 1 , t 2 • Podemos inteerar directamente 

esta ecuación resultando: 

<'l:{il~~t-z.)-= A e1 ~·t~~\ot~oT-i.1:~~C!.C4>07 
VSel\4.:>oT + 1~-Z40°t W. T) 

/.3/ 

La constante de integración A, se encuentra direc­

ta:nente de la condición de nor:nalJ.zación: 

i;~ <41~t\i;i,):: JCc:¡.'-1~) 
l:, ~ tz 

1.32.. 

y resulta ser 1 

A \.3; 

de esta maner~ obtene~os finalmente la función de transforma-

ción: 

Esta función de transfor'!lación contiene toda la in 

formación sobre el sistema. Cabe aquí señalar que la ec. 1.)4 

es exactamente igual al propagador para el oscilador armóni­

co que se obtiene de la teoría de integrales de trayectoria­

de Feynmann8 • Una :nanera de obtener el espectro de energía -

para este siste~a, a partir de la función de transformación-
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1.)4, se muestra en el apéndice IV, obteniéndose el espec--­

tro ya conocido. En la sieuiente sección resolveremos el prQ 

blema del oscilador armónico amortiguadosobre el cual actua­

una fuerza externa donde la frecuencia w<{\ , el factor de­

amortigua'Tliento f{t) y la fuerza externa F ( l) son funciones 

generales del tiempo. El método empleado es una extensión de 

las ideas recién desarrolladas para el oscilador armónico 

2.- OSCIIADOR AR:tlOrtICO AMORTIGUADO 

En esta sección resolveremos primeramente el osci­

·1ador ar:nónico amortiguado y posteriormente usando es-ce re-­

sul tado introduciremos la fuerza externa fH). Es prud1::nte -

señalar que el iscilador ar11Ónico amortiguado con funciones­

generales del tiempo representa 11n siste~a unidi~ensional -­

con un Ha:niltoniano cuadrático para el C'.H'll es posible h?.--­

llar la función de transfor:nación con tma dependencia explí­

cita de las coordenadns inicial y final ~ientras que la de-­

pendencia tc"lporal esta dada i:nµlÍci ta.11ente a través de cie_!: 

tas funciones auxiliares. Aunque este sistema ya ha sido re­

suelto en la literatura por ~é-codos diferentes, el objetivo­

de esta sección es ~ostrar mediante un sistema no trivial la 

aplicación de la teoría desarrollada en el capítulo anterior 

:(refs. 9,10). 

El s~stema considerado como el análoso cuántico -­

del oscilador ar'!IÓnico ainortig1.1ado~ con parámetros dependie.n-
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tes del ~i~n90 es;a Jescritc por el Hamiltoniano: 

'J. .1 

donde he·.nos supuesto_ ::1=;- l• 

Las ecuaciones dé movimiento para este sistema son: 

y 

. -in 
i,. Pe 

'2r 
p = wo¡ e ~ 

2.2. 

.Z.3 

A partir de éstas ecuaciones llegamos directamente 

a q_ue la ecuación que debe satisfacer el operador q es: 

Debido e la for~a lineal de esta ecuación, podemos 

escribir la solución general en la forma: 

donde las funciones o( y /3 satisfacen las condiciones de 

frontera: 

d,(I):: i .z. ". J. 

o(tz.) =o ).. '· z 
y 

f(1)=0 ·.z:i:.3 .... ·. 

/3 (2) -: i :i.. fo. 'f 



60 

Aquí denotamos por l y 2 a el tiempo final "l y al éiempo -­

inicial t 2 respectivamente. 

Por lo anterior es directo ~ue la representación -

más adecuada para calcular la función de transformación será 

aquella dada por estados propios del operador de posición, -:-

<(<\:l. \<t! f.~). 
Substituyendo 2.5 en 2.6, vemos que las funciones-

y f deben satisfacer las ecuaciones: 

·~<:O -t '.l r ~-+ w 7 ot= o 

ft(-t.) .-zrp + w?.fo =O 

···.~~7./ 

2.7.Z 

A partir de 2.2 y 2.5 podemos expresar el opera--­

dor p como función de q 1 , q 2 y t, resultando1 

~. I 

2 Para poder expresar p en la forma adecuada, como-

en la sección anterior, ter.e~os que encontrar el conmutador­

[~,, ~~1 , lo cual se hace de manera similar llegándose a: 

--z r'') 
r 1 _,;{¡·<--=e"--L ~ • ¡ <\2 -= --;-

fa (1) 

Podemos simplifi~ar el problema, sin perder gener-ª 

lidad, si consideramos que el tiemoo inicial es fijo t 2 = o 

y no esta sujeto a variación, es decir, J~lz =O, por lo que­

obtendremos la función de transformación al resolver la ecu_g 

ción: 

~./O 
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Expres~ndo a el Ha~iltoniano en términos de q 1 , q 2 se llega­

ª oue ( ele arp.tÍ er. adelante o( (o) , J co) , f'(o) son funciones e­

valuadas en 'tz '::. O): 

neral las variaciones son respecto a los tienpos t 1 y t 2 ,por 

lo que para poder inte~rir ésta •llti1la ecuación necesitamos­

conocer la dependencia expl.Íci ta de las funciones O( y J3 -­
con respecto a las condiciones de frontera, es decir, como -

varían o{ y f al variar t 1 y t 2, lo cual no conocemos ya -

que no he'l\OS resuelto las ecs 2.7. Podemos superar este pro­

ble'l\a si logra'l\OS extraer explícitamente la dependencia en -

t 1 y t 2 de las i'unciones o( y f3 Se puede lograr esto si 

escribi1\0S O( y f!' en términos de dos funciones auxilia-­

res ~1 y Ái de la siguiente forma: 



«tt.) ~ A>... lt) r 13 ~'l. a> 2./J./ 

y 

:1..13.¡ 

Introduciendo las condiciones de frontera podemos evaluar 

las constantes y escribir a C( y p co'l!o: 

oHi) = 

y 

donde 

)..,lo) Az.(t) - Ái({:) Az (o) 

/\ 

.l.. 2 <1) A.,c.·O- ).,(l)AtC.0 

1\ 

/\ = )..~ (1) ).., e o) - ).. 2 (o) .A, <t) 

2. .1..,.1 

~./'1.3 
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Observemos que A., y ).l. satisfacen las :nismas 

ecs 2.7 pero sus condiciones de frontera pueden ser cuales-­

quiera. Sin embargo o(.(i) y f><i) son independientes de es-­

tas puesto que estancompletamente determinadas por las ecs.-

2.7 y las condiciones de borde 2.6. Lo importante es enton-­

ces que se ha podido extraer la dependencia explícita en t 1-

y t 2 de las funciones o( y ,fo 
Para inte~rar la ec. 2.12 consideremos separadamen 

te cada uno de los factores de los oroductos de coordenadas-

que aparecen en ella. 

Primeramente observemos que: 

J.15 
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donde hemos utilizado las ec~ diferenciales que satisfacen -

A1 y Az. • Por J<,l i:anto; . .. . . 
> ·; . ·. . . . .. ?. /lit) 

t >.., (i)Ai<.t)-i.2.ci1 :l; tn) e . -= ~ , 

Integrare~os la ec. 2.12 separando los diferentes­

tér:ninos que nos darán la misma dependencia en las coordena-
, 

das qi y Ci2 • 
).) Para encontrar la dependencia final en qiq2, tenemos que­

inte5rar: 
• 2 rci> z fito> • zfl<•> 

C\-'·c+~(-~<1)~(.1))e Ji,-~co)~: e J1z.rf3C1)/!. <¡~J~, ~17 

De 2.14.l observe~os que (recordando que t
2 
= O); 

2rco) (). ~ ; ,, l ) -zNo> e ~ (C>) -:. - 1 (o) 11.2(0) - A 1 (o_, /\z (o) (¿ -:: k. ~-' fl 
/\ /\ 

Si~ilar11ente: 

• 2. rrr \ 
pc1) (2 = 

Ahora: 

\( 

A 

~.zo 

Podemos evaluar ésta Última derivada ya que conoc~ 

mes la dependencia explÍci ta de /\ en t 1 : 

\(. ).. 2 l•) ~,ce.)-Ai<o))..1 0) 

/\4. 
• • ?. l'CJ) - p (1) ol. (1) º :: 
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2./J./ 

y 

~.13.i 

Introduciendo las condiciones de frontera podemos .evaluar --

las constantes y escribir a O( y f> CO'llO: 

y 

donde 

~llo) Az.Ct) - Ár(f) Az (o) 

/\ 

A. 2 <1) A.,co- ;\.,(•)A-¿C.0 

1\ 

/\ : A:t (1) A., e o) - Az (o) ).., O) 

2.,:1 c¡. ¡ 

~. l'I. 3 

Observe:nos que :\ 1 y .Az. satisfacen las :nismas 

ecs 2.7 pero sus condiciones de frontera pueden ser cuales-­

quiera. Sin embargo o'.({) y j3<-0 son independientes de es-­

tas puesto que estancompletamente determinadas por las ecs.-

2.7 y las condiciones de borde 2.6. Lo importante es enton-­

ces que se ha podido extraer la dependencia explícita en t 1 -

y t 2 de las funciones o< y J 
Para integrar la ec. 2.12 consideremos separadame,n 

te cada uno de los factores de los oroductos de coordenadas-

que aparecen en ella. 

Pri~eramente observemos que1 

~.15 



Por lo tanto: 
el • n2 \'(1\ 'Z.i'(t) 

Jt, pe.•) \:. ::. _ fot') ~ <1> e .{.:u .. 

Utilizando 2.18, 2.19 y 2.22 tene~os después de in 

tegrar que el término proporcional a qiq2 satisface: 

, , d . "2. flc1) . iflt•) (1 • U't:tl 
~ ·~-i Jt)(•) e Jl, .. po) e e,: óh + '\~ ó\)-= º Cp<•) e ~··?~) 

2 
ii) Dependencia en~~ : 

Ahora tenemos que integrar: 
2 :l.. 'l \ '2 r<r) 1 ~ 11{tJ /1 -1 <f, (~(I) + (0(1) c<c1)¡ e J'l, + 1,o(<•) e d~, 

Observemos que: 

d . 'lP<r> d A:,(o)~.i.<.1) - A_ 1C1),\_¡(o) eir>rt) _ o<(') e __ 
di.\ .. J-t:, )., (.1) ,}_

1
<o) - A., to) .)..1(1) 

z .. n 

-=- lrc11 [~rl•) ;,.c1) + J.,la)iz.l~"l-,l,<1>>.2<0) - lA•<o) ~2 <1>->..,c1>)¡co>/°] 
/\l.. . 

Utilizando la expresión de o( en tér"ninos de ).., yAl. venos que 

d . 2P<1> 2P<•) ( • . • · . ] 
dli o(C1) e ::. e ¡P(I) c;'¡(t) i e( (1) -,(Cr) 

La cual de acuerdo a la ec. 2.7.1 podemos escribir como• 

. 'Z.ro> :iN•> . ~ 
4_ o( (1) e -:: - e (e( (1) f W"l.(t) el.u)) 
di1 

.2.2.1 

Por lo tanto podemos integrar 2.24, 
1 1 'Z • l.. ~ :\ 1.í'h) • 

- I ~. <o1 ll) -te.u (1) o!<•>; e Jt, -t <:\.'· c:w> 

obteniendo: 
I' ~l'CI) 

e~ l•)I' (' I. e ,:!.) 
º~1-= d \¡i((l) ~ 

l. 

. t 
iii) Dependencia en ~:z.: 



65 

De igual manera que en el caso anterior se llega a 

aue: 

y final'!lente 

iv) Factor Independiente 

Similar~ente vemos que1 

.4. h, ( fiv> e2 (1''') -:::: - ·~ti> 
dt1 r 

De la ec. 2.16 sabe'!los: 
, 'Z (l(I) 'Z f'(O) 

ft (1) e = _ ~(O) e 
Por lo que1 

. ~ . 2flco1)) 
~ (I~ ~ ~ J-t_ 1 : g (- \l\ ~I'\ (- o( (o) .e 

2.29 

::Z.30 

::z. 3 I 

2 . ..3Z 

Con las ecs. 2.23, 2.28r 2.29 y 2.31 la ec. 2.12 se transfoI 

'lla en: 
• • Z f(I) 'ZflCI) :l, 

J'<<"f:l.\~~0/~ ~ J'\f3(J) e ~ 11 ~~f ~(l)e 1-
• "Z/l<o) 'l. il'Co) t 

- ¡.co) º '1-~ - ,; ~ ~n (-~(o) e ) ~J..~: l1 \ ~ ()) 
l. ?-.. 

Y de esta Úl ti'lla ecuación obtene1J1os la función de transforml! 
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De aquí es posible teoricamente obtener toda la in 

formación sobre el sistema. 

J.- OSCILADOR ARl/iONICO AMOR'l'IGUADO FORZADO 

El siste'.lla es ahora descrito por el Hamiltoniános 

,.. l 2. -"Zl'lt> 'tf1C~) 21 1 2.l'Ct) 
"{t):. i r e + w~<+.) e 'j. - { e t 

3.1 

por lo que las ecuaciones de movimiento son1 

,,3. 2.1 

p = 3. 2. :z. 
donde al eli~inar p queda: 

3.3 

Aprovechando los resultados de la sección anterior 

encontrare'!los la función de transformación para estti sistema 

de la si6uiente '.llaner2. Nosotros inicialmente tenemos la op­

ción de hacer variaciones sob~e el Hamiltoniano, por .lo que­

pode'!los variar esée con respecto al nuevo término, en este -

caso la fuerza externa, de tal manera que esto se reduzca al 

caso anterior cuando ~ :. O. Esto es, si St indica variacio-­

nes en la fuerza externa tenemos. aplicando el principio de-

acción, 
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donde: 

3.5 

Co~o ~n7,es tenemos que encontrar una solución a la 

ec. 3.3 y ésta está dada por: 

~y.) = '\h U.) + J \-,, (t' t') j (-l') c:lt' 
o 

donde 11-¡ es la solución a la ecuación homogénea 2.s,:con -

las condido!'"les de fronteri:>. 2.6. G(t, t•) es el ~pe'rad6rde·~~ 
Green oue s~tisface la ecuación: 

( d
4 

t- :¿_ r A + w.,_) ~ lt,t') = S <-t-t') 
dl2· t\t . 

con las condiciones de frontera: 

4 (o 1 t') -= o 3. ~.I 

~ ( \ 1 l') -::. o 3. 'i. ¡ 

siendo con~in~o parA ~ = t'. 

Debido a la ec. 3.7, G(t, t•) debe satisfacer: 

i~""' re .. \ d'" ~ 2.. r !L .., <..J7...) 4 t.¿ e) Jt -= t 3. 9 
é....,O ~ l'-e. dtl. dt I 

la cual se reduce a la condición: 

1;W\ ( ~ ~ (i.,t') \ - ~ ~(.{:l')\ \= i.·. 
é.--'00 dt l: ... t'i-l dt t=l'-f.. · .. 

3. JO 

Ahora, satisfaciendo las condiciones ·a~ f'r:oritera -

3.8 propone~os para G(t, t') la forma: 

~ PH') 
· Gi u.,{') = A o. ci) J <e) e . 

,_'':~'-
,;'-e~º--:·~-' 

; ' :, . :-;-; \ ;'--~,:-: :: '.·,,;-·'.:.,: .. 

-é< tt;" •. 3.// .1 
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Gi ( 1., i') : A o< tt') fo <-O e 
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3.11.t 

donde p( y f> son las funciones definidas en la ec. 2. 5 con -­

las condiciones de frontera Z. 6 y A es una constante por" de­

terminar. La Única restricción scbr(;: la consi::::;.nte A esta da-

da por la ec. 3.10 de la c•rnl res1üta 0•1e A debe satisfacer: 

escribiendo o(H.) y f'H.)c·o110 en 2.14- -:;;·utilizando la ec. 2.16 

se puede demostrar oue: 

3. l ?>· 

Pode"!o.S evaluar el valor de la constante a cual---

quier tiempo. Haciendo esto en la ec, 3.12 se enc\lentr'l. q11e: 

i i. 
A -=- j3(1) e:l.f'<I) -= - de (o) e <.l"to) 

3. I </ 

Volviendo a la ec. J.~ tene~cs: 

. ~{· ~(l(t) 
dt<'i:L\~~o) ~ ~ <1:t.,\ Jº JG(i) €, (o(H.)~ 1 

.\- f li) ~2. .\- rl~ (-l,t.') ~<t') di') ·=H \~~o) 
o 

l, :2 rH) J t, ;U1Ct) 

= (Lg~u) e 1;Jt+ 
0

f[{ne JlD 1~dt 

+ es~(\\ e<rll\ f 4 tt, r) ~ (t'} Jl' dt) <1:" \~~o> 

.3. 15 



El Último término de esta ecuación lo podemos escrá 

bir utilizando las ecs. J.11 como: 

t N. ) J l, Ji' r t, 1 I .J,<-t) e' t o ~U.,-l') dtd{':. o lo J¡w Pli,i')f<e)didt 

donde: 
~ rw e J. fl<i•) 

Pl t L') -:: A e o<lO f <-l') t < t' 
1 

i Nl) :J. f'(I.') 

p<i,e>-=- A e ci<Cl') fH) e t'<t 

.3. I" 

3,11.1 

3,17.l 

Ya que P(t , t') es si~étrico en t, t' podemos en­

tonces escricir este término como: 

Utilizando la expresión para < 1: t 1 \ ~~o) obte­

nida en la sección anterior llegamos a nuestro resultado fi-

nal: 



;.P<il e ,2.. 
~. 

3. 2. \ 
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El oscilador armónico a:nortiguado forzado present§; 

do aquí, ya ha sido resuelto con anterioridad mediante otros 

métodos (refs. 9, 10), 

En el apéndice V se der.r.Iestra la equivalencia de ..o 

la ec. J.21 con a.11bos resultados, Esto constituye una verifj, 

cación independiente de dichos resultados. 

4.- OSCILADOR .l\R.i!O~HCO ?AHA IAS VARIABLES DE 

S EGlJNDA CLASE 

Queremos mostrar aquí como se trabaja un sistema -

con variables de segunda clase. Para esto escogimos el anál..Q 

go al oscilador ar:nÓnico en este tipo de variables. 
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Escojamos para la fun~ión de transformación, la -­

representación dada por el conjunto de· variables no her:níti­

cas q y p, dei'inide.s por la:s ecs~l.l0.4, cuyas propieda.des­

fueron desarrolladas al fina1'·ae1 primer capítulo. 

Recordemos que p. El~-t;E!. d~rinido por 1 

y que se satisface la relación de 9.nticonmutación 

El Ha'lliltoniano para este sistema esta .dado por: 

~.3 

en analogía con el trata:niento del oscilador armónico usual­

en términos de los operadores de subida y bajada (ll=~1<.1C:o.). 

Del principio de acción estacionario tenemos: 

S <y.t¡ ~~ Ll.):: ~ <r: l, \ G,f, - \\,H, - C.,~i. ~ H2 Ji~\~~ l.,_) 

l.!.~ 

donde Pi y q2 son los valores prooios de p y q a los tie'll-­

pos t 1, t 2 respectivamente y Gp' GC! son los generadores de­

transformaciones en p y q y están dados por las ecs. 1.10.7. 

A partir de las ecs. 10.6 que definen las ecuacio­

nes de ~ovimiento para este tipo de variables, para el HamiJ 

toniano 4.J se obtienen: 

~-S./ 



~-5.2. 

las cuales al integrar, con las 'condiciones iniciales 

y 

nos dan la evolución de éstos operadores·en el tienipci1 

-~(&.) (.i·l't) 

'\ c.ü "' ~' e 

~.1.,2. 

7? .. 

h diterencia de las ·variables de primera clase, 

le.s v?.riaciones Sp y J'l para las_ variables de segunda clase­

no se co~portan como si~ples nú~eros sino que satisfacen las 

relaciones de <'-'1ticonmutación: 

t~,8y\-=ó 

l ~<t, r \:: 0 

\8r.?\ =o 

1s~,~1~0 
?~~ lo tanto substituyendo la forma de los genera­

dc~es y del Ha~iltoniano en la ec. 4.4, y aplicando les ope-



radores sobre los estados final e inicial éenemos1 

\\ 1 ( (1 1 ~w C:<i-iJ ·.. -.,lc) ( ia-4) 
ó < r: l1l 12 li): - ó p1 ch e >f''j..~.'f!,\'li ~ . . Jt, 

• -.\1.o1 tt,-tl.) . > -.r~ú.~.i~)·:,-i; . 
- ~\ e J'11 -'l wp,' e ·.' 12J't2) <r,'ti\~~f.,) 

Observando que: 

<'(- 1 1 e--íta>U.,-tl.)) - 8 1 -..jw{l,-tJ 
d f · <\2 - - r· '4'2. e · + 

1 ' -,\ w lt1-l2) 
,, c..> P· (h. e St. -
_ P, ", e-~ c.J li,-t.'l.1 

1 tl. Jt., 
se cu~ple entonces que1 

que al integr2r nos da: . -.; w ({,-~ ... ) 

-!!.. r''l' e < v: l, \ '\~ li) = A /2 ~ ' l. 

.{j. '1 

.1./.1 / 

A partir de la teorÍP. ~eneral, al definir la inte-

gración sobre variables de ses:unda clase ( que se de.finirán­

en el siguiente capítulo), es posible demostrar que A : 1 1 -

con lo que llegamos a nues-:ro resulté!do final: 

. -.fo(-(,·lz) 
-.2 'a• e e ~ p. 1l. 
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;.::0:-:c :,1,:is ro~ms 

Co~o una plicación de la teoría desarrollada en el 

capítulo ?.n-:;erior, hemos calculado la función de transforma­

ción p::..r'l. un sistema unidi11ensional que representa al oscil.-ª 

dor armónico arnorti~uado forzado cuyos parámetros son fun---

cienes arbitrarias del tie:npo. 

La razón de la selección de este sistema en espe-­

cial es la si~Aiente. El Principio de Acción nos permite ob­

tener toda la inform"-ción de la evolución te:nporal del sist~ 

:na de dos for:nas diferentes: l) Resolviendo la ecuación de -

Schrodinge~ para encontrar la función de ontl~ del sistema.2) 

~esolviendo las ecuaciones de movimiento de los operadores 

necesarios para encontrar la función de transformación. En 

e:enerrtl est<=1s son tareas C01'lpli~adas para un siste:na arbitr.§! 

río, sin e:nbar~o al estar representado el oscilador a:norti-­

guado forz?do por un Hamiltoniano cuadrático en q y p, obte-

nemes ecuaciones de movi:niento lineales que nos permiten en­

f or~a explícita la dependencia en los operadores y dejar la­

dependencia temporal en forma i:nplÍcita en términos de las -

funciones rX.U.) y J3 U.) • 

Un aspecto importante de este trabajo, es de que a 

pesar de no haber resuelto las ecuaciones de movimiento para 

o( y j3 pudi:nos extraer en forma explÍci ta la de pendencia­

en los tiempos final e inicial para estas funciones, con el-

uso de otras funciones auxiliares. De esta :nanera fue posi-­

ble hacer la integración con respecto a los tiempos final e-
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El cálculo presentado constituye una forma indepen 

diente de obtener la función de Green para este sistema. En­

la literRtura existen métodos alternativos para obtener di-­

cha función de transfor~ación9,lO basados esencialmente en -

el uso de constantes de movimiento. Nuestra fÓnnula general, 

ec. J.21. permite recuperar esos resultados. 

En el cálculo efectuado por Khandekar y i.awande la 

función de transfor~ación depende apqrentemente de condicio­

nes de borde arbitrarias a través de las funciones auxilia--

res f , f- definidas en lns ecs. A. V. 2. Nuestra manen! de r~ 

cuperar su resultado muestra clnramente que no existe tal ¿~ 

pendencia, lo cual es satisfactorio desde el punto de vistR-

físico. 
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III.- p R I N e I p I o V A H I A e l o ~., .:... T ,, ~ 

'{ s u p E R s I 111 E T H I 
¡ 

N ,.. 
~ 

M E C.A N I<C A e U A N 1' I e A 

l.- OBJETIVOS 

Hemos 11ostrado en las secciones anteriores una --­

for11a alternativa de construir la 11ecánica cuántica. El\prin 

cipio variacional de Schwinger, nos ::iuestra, le existencia -

de dos tiµos de variables, de pri'!le:::-a y de segunda clase que 

satisfacen relaciones de cor.:r,utación y ant!.oonrr.utación res--

pectiva11ente. Nos propon.emes <'-hora tra-.,~jar con un siste:na -

que presente los dos tipos de variables. 

Nuesi;ro ob,ietivo es estudiar ::.i.~inque de manera s.i":l­

nlificada un tipo de 'teorías de reciente aogrición en la ~í­

sica, dentro de las teorías cuánticas de campo. :::stas teo--­

rías están basadas en la existencia de transfcrT.~ciones de -

mentales, es decir, los fer11iones (co~o el electr6n, el pro­

tón y el neutrón) y los bosones (co'llo el fo~énl. ~os fcrmio­

nes y los bosones tienen propiedades estadísticas totalmente 

diferentes, por lo que al haber encontrado una ::;:i::iet:::-Íe. que­

los relacione constituye un paso más en la unificación óe -­

las teorías en la física. Este nuevo tipo de simetría se co­

noce con el nombre de Supersimtría~ 1 

El objetivo entonces de este capítulo, y en sí el­

de este trabajo, es :ümplificando el formalismo de las tee>.--
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.Por cs;o en-::.enderemos 12 un sistema con 2d grados -

de 1..i1:·er-tad bosón.icos: variables dinámicas x 1 , ••• , xd y mo-­

'l!en-tos canónicos con.~u15ados p1 , ••• , Pa ( todas ellas varia--­

bles ñe ;iri·~era clase) y r vBriables dinámicas fermiónicas 1 

"I'• , .•. , "ft, todas ellas variables de segunda clase. que sa-'­

tisfacen ol ~lgcbra: 

\. "\'.¡, i'.._ \-= ~ J',;,~ \t\,~,,_ i, ... i'") ~.'i 

l.x ...... 1 p"l '°" ~~ Jw.V\ \W\,V\"" 1 1 •• ,.i) t.~ 
[~.¡,:t.""1= l_:(......_,:<"l-=[f"',y"""l=l'i>.\,p"""j-==o t) 

deducida a p?.rtir del principio de acción. El operador Hami1 

toniano del siste~a dependerá de estas variables1 

i. 5 

Zn analogía con las transformaciones que mezclan -

fer'lliones, bosones en teoría de ca~pos, buscaremos transfor-

'l!aciones que nos permitan relacionar las variables de prime­

ra y segunda clase entre sí. Es decir, existirán eeneradores 

de las tarnsformacioncs tales que al actuar sobre las varia­

bles bosónicas y fermiónicas, produzcan eo~binaciones entre­

ellas. Ade~ás pediremos que estos generadores conmuten con H 

con el objc',:o de que dichas transformaciones sean simetrías-
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del !'iste11?., Este cap!tulo esta estructurado de la siguiente 

~~nera. Pri11eramente derivaremos un Lagraneiano supersimétri 

co clásico en 1.ma di:nensión, usando una adaptación del form-ª. 

lismo -para superca11pos desarrollado por Sala'.11 y St1·athdee 1J. 

Este Lagrangiano es clásico porque considera11os a las varia­

bles .de mo11ento y posición como nú:neros que conmutan y a las 

variables "l'~ co:no números de Grassmann ( ie., números que -

anticonrnutan). Esta elección corresponde al límite ~_,,O en­

las relaciones ( 1.1 - 1.4). 

Posteriormente con el fin de trabajar con un sist~ 

ma fsico clásico más realista, generalizare:nos esta construQ 

ción a tres dimensiones. Y a continuación construiremos la -

versión cuántica de este modelo en base al principio de ac-­

ción. En este caso pode:nos encontrar un sisnificado físico -

para los diferentes términos que aparecen en el Hamiitoniano 

en términos de la interacción entre dos partículas de spin -

1/2. 

2.- DERIVACION DE UN IAGRANGIANO SUPERSIMETRICO 

CIASICO EN UNA DIMENSION14 • l5 

Como ya dijimos, encontraremos aquí un I.agrangiano 

supersimétrico en una di:nensión. Este Lagrangiano presentará 

la característica de tener variables de las dos clases combi-

nadas de una :nanera no trivial. 

Un modo conveniente de describir la supersimetría-
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es utilizar el formalis~o de superespacio. Para la teoría---
' 

de cP.'llpo en una dimensión temporal ( Mecánica Clásica), las­

coordenaclas de este sunerespacio son el tiempo ordinario i:,­
,junto con las coordenadas ferrniónicas e y e• que satisfacen 

l.I 

y 

[e,l]-=- O .<.i 

Ye:nos q_ue e y (J'it son números de Grassmann. La .;:; 

supersi'lletría está definida como la invariancia bajo transl~ 

ciones en este superespacio. De un modo más preciso, la ;:.;..­

'transforrn~ción infinitesi'llal de supersimetría en este espa-­

cio geométrico está definida como: 

t'= t--i (ett-c 4 0) 

e'=- e ft. 

:l. 3.1 

:z. 3. 2. 

En esta expresión é.. es un nÚ'llero de Grassmann in 
1'initesirnal y é..'' es su complejo conjugado. 

Si de!"inlmos la propiedad de conjugación entre dos 

números de Grassrnann CO'llO: 

observamos que ·1a transformación para el tiempo es real y 

par, es decir conmuta con cualquier otro elemento del álge--
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bra. Una transformación finita supersimétrica en dicho espa­

cio está definida por: 

. ;. (~'-et+ Qé) 
L= e. 2.5 

donde Q y Q+ son los generadores de la trans:form~o¡6~7~~d. 
2

• 

3
' < 

0 
+ ::":::r::º:P:::::::~:::::u:~;••oaciiOd{~ ~d.n: 

nido de acuerdo al producto: 

2.b.' 

donde la inte~ración sobre las variables de Grassmann está d~ 

i'inida p9r: 

y las funciones f y ~ definidas en este superespacio toman 

la forma general: 

debido a la propiedad <.e )2. = (e i/ ':'" o. 
Es fácil ver entonces que L es unitario. A conti-­

nuación hallaremos la representación de los generadores.de ~ 

la transformacion ( 2.3) en el espacio de supercoordenadas. 

La transformación de cualquier cantidad física A -

está dada por: 

.<. 8 
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por lo que para una transformación infinitesimal tenemos1 

donde1 

8A ~ A'-A ~.10 

Aplicando la ley de transformación ( 2.J) a las "'"" 

coordenadas obtenemos1 

8t= .) [<:AQt + Ql, t J 

Je= -l Ll."'Qt + QE, e] 

Jet=- ~ [t: ... G/ + Qt. 1 e•] 

Por otro lado queremos que: 

Jt= -') <e•t: - ~.-·e) 

Je= é 

Je*=- é.t-

:l.. JI. / 

~.I\.¡ 

~.11.~ 

2.. JZ. / 

:<.12.Z 

de acuerdo con las ecuaciones 2.J. De este modo las repre--­

sentaciones de Q y Q+deben ser tales que las ecuaciones 2.11 

y 2.12 sean consistentes. 

Es posible comprobar que podemos representar a Q y 

Q-t por: 

Q -= ., d(? - e• dt ~.13 ./ 

e/-= -1· :Jo-++- e J.¿ ;l. /J. z. 
donde d9 y é)8 ., simbolizan diferenciación sobre las varia--



bles de Grnss~?.~n ée ac~erdo a: 

-a9 e-= dé)• e" -= i 

"":!I " "' e4' - o ºt>'""' -= ºª -
é>6 (ee'") = - de (e,.. e)-= gil 

a • (e e11.) -= 'd 6 t ( e " e ) = e 
(} 

'2.. /'l./ 

z. /q.'J.. 

.2. I'/. 3 

~. /'/. '{ 
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E~ conveniente hacer notar que las derivadas res-­

pecto a 9 y e~ son por la izquierda y que el operador adjun 

to de é)é bajo el produci:o escalar definido por la ec. 2.6 -

es oé .... 
De aquí ;nediante simple cálculo, se ve que los ge­

neradores Q y Q+ satisfacen: 

2.15 

con 

(Q, \-\1-=- o 1..1 b 

Esto nos dice que dos transformaciones de supersi­

~etría generan una translación temporal y además implica que 

las transfor~aciones de supersimetría conmutan conmutan con­

las translaciones te~porales. Esta álgebra de Supersimetría­

~ue aquí hemos hallado en la representación del superespacio 

es válida en c~alq_uier otro espacio de representación. 

=:n particular, la Mecánica Cuántica Supersimétrica 

será unP representación de dicha álgebra en el espacio de o­

oerndores definidos por las ecuaciones 1.1, 1.2, l.J y 1.4 • 

Sn es~e cRso la relación 2.15 nos sugiere como construir el-
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Hamiltoniano del sistema y la relación 2.16 nos dice que las­

trans:formaciones de Supersimetría ge!lerad:>.s por 'i. y Q + sen en 

e:fecto simetrías del problema. 

Como un paso orevio a la construcción de un siste-

ma cuántico invarii:;nte ba.io supersimotría buzcaremos una re~ 

lización cl;faica (en el sentido~~o en 1.1- 1.4) de es­

ta si~etría. Esoecífioa:nente considerare~os una partícula en 

una di-T1ensión cuy::>.s variables diná:nicas son la posición xCO. 

el mo~ento canónico conjueado p<l) ( o en su defecto la velo­

cidad i ({)) y una variable de Grass:n?.nn adicional llfctl que 

especificaremos ,ás adelante. Co~o es usual describire~os el 

siste'lla medi2.nte un L.."le-rangiano que es función de las varia-

bles diná'!iic2.s ( x. , p , "/' y exigiremos invariancia de-

la acción ante transfor~aciones supersimétricas de estas va­

riables que tambi~n especificaremos :n's adelante. 

'.Jna manera sis-temátice. de construir dicho I?..gran--

giano es a p2.rtir del superespacio donde la invarirmcia ante 

supersi"Tletrf~ equivale a invarie.ncia bajo t.ranslaciones. h"'l.­

variable dinámica natural nauí es un supercampo f(l,e,a..,) que 

es un ele~ento del álgebra de GrP.ssmann. Las variables diná­

"Tlicas de ln teoría clasica aparecerán entonces como los tér­

minos en la expansión del supercampo p . En efecto, si de­

finimos un supercampo real y par en el álgebra de Grassmann: 

éste es un polinomio en e , e4' y debe tener la f'orma: 
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:l.. 1 '& 

donde x(-::), D(t) son f'unciones l'llbericas no-Gra.ssm2.nnianas y 

"\'ll)es una variable compleja de Grassmann. Identificaremos­

x (-:;) co'!lo la oosición de la partícula y i <.~) como la varia­

ble de Grass•nann asociada. L'.l interpretación de D(t) se dará 

"!:~S "'.delP..nte. En otras palabras, podemos pensar queJ(i:.,(J,e') 

en ?..13 corresponde a la extensión de la variable posición -

'1.l superespacio. 

En este trabajo no exploraremos la posibilidad de­

definir una extensión similP..r para la variable momentum p(t). 

Je este modo comenzP..re~os por construir un L3.graneiano que -

c onten~,,_ términos cundráticos en la velocidad x ( t) ( La~an­

g iano de seP,tmdo orden) que posteriormente escribiremos en -

una for•~1ll?.ción de p:-i:ner orden apropiada pera el uso del --

principio de Bcción. 

?<>.rr> escribir el término cinético del !r.'1.grangiano, 

necesitamos una generalización a superespacio de la derivada 

con respecto al tiempo, que sea covariante bajo supertransl_!! 

clones. 

:::n nuestro caso la si ti1ación es aún más simpl~ ya­

C'_ue es posible definir derivadas que son invariantes bajo S.!:! 

uertranslaciones, del mismo modo co~o a~ es invariante bajo­

la translación x -:;i x + a. Es posible comprobar que las deri-

vadas 

2.19.1 
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satisfacen las relaciones 06 -:. 08 , D6c = De• con De , De• d2 

finidas según 2.19 con las coordenads transladad~s de acucr~ 

do a 2.J. Esto puede verificarse usandos 

'J....'2.0./ 

:?. 20. 2 

Las derivade.s D0 y De• son de gran utilidad en -

la construcción de invariantes supersi11étricos. 

A partir del snperce>.'Tlp~ ~(l:,e,o')y de las deriva-­

das P6 y Da" , es sencillo escribir ::>cciones que sean inva­

riantes bajo translaciones en superespacio. En efecto, cual­

quier expresión del tipo: 

1. 21 

que no incluya una dependencia explícita en las coordenadas­

t, e • e' será invariante bajosupertranslaciones siempre que 

s1Jpon~?.11os que t es nn escalar bajo estas transfor:naciones. 

En efecto, calculemos: 

'l. 2l 

donde ~ 1 
es el supercampo transladado: 

2.23 
Usando el hecho que: 
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.)unto con l~ p;o':l1.9::::;.a de •iue el .iacobiano de la transforma-

ción ?..'."; 

at at dé 
ot..' ~e· ;,e""' 
c3é a e 2.ZS 

JB 
al' as' .'.)e'' 
óe""' ªº~ ae'* 
"dt' JS' ad"' 

rec ordm1d o las variables de 
, : _. 

es uno y que integracion son mu• 

das, obtenemos: 

S'= ) cH1 Je' de'~ J ( D0' ij (l 1
, e~ G"

1

), D6~ f (l. 1
1e'

1 
e'")J 

<ju.', e' 1 e'")) -= S i.2" 

"Zn la acción 2.:?1, 'llle es invariante bajo supertranslaciones 

sie'lJ-pre pode11os e.fectuar la integración con respecto a las -

' V?.riables de Gr?.SSmann e y e r obteniendose 1 

5 = ~ d-l f C x, X. , ~, ~ J o, o' ) 2.27 

lo cual nos per.,,i -::e identificar a /: como el Lai:;rangiano de 1 

sistema escrito en té1·11inos de sus variables dinámicas. 

Ahora, es necesario determinar cuales son las tranE 

formaciones de supersi11etría que la translación en superes·p~ 

cio induce en las variables dinámicas. Con este objeto cons1 

dere'llos el carnbio del su:,Jerce.11po debido a una translación in 

finitesimal 2.J: 

~.2. R 
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donde 

& f -:: f (t. 1 6 ' & .. ) - l! ( él E> l El ~) 

-= <ju; a: tJ'•J - ef, (t:, e1 fJ'')_ 

Al desarrollar 2.28, e~contre~os: 

Z . .30 

donde: 

,¡ ~::t. ~ l ~ "\' "- i> E. .2.31. / 

S~= -i\t"'O t-t•i:. 

gp =ti +1'*e"' ~~f. (~i'+'f*e."') -a.. 31.? 

Estas ecuaciones constituyen las transformaciones­

de supersimetría entre. las variables dinámicas x, f. , "/J* y 

D. 

Usando estas transformaciones en la acción 2.2? d.,!! 

be ser posible probar la invariancia en cada caso. particular. 

A continuación mostraremos como const:::-u.:r t:r.:i. <:e--

:nensional con variables de Grassmann asociadas. Hecordando -

que el término cinético del Lagran~iano de la partícula uni-
• 1.. "\ 

dimensional contiene i x(t), y que, la extensión de ºt a S.l! 

par-espacio está dada por De '),'/o oG. consideremos el té.E 

~ino cinético de la form~: 

Z.3Z 
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• :¿ 
Jste t~rmino deberi contener f x(t) al reescribirlo en fun--

ción de.las variables din~micas. 

Para el térnino de interacciÓ!'1 considere:nos una -­

función escalar de J ele la for11'.'\: 

2. 3:> 

por lo ci.ue una posible acción invariante es: 

Ahora quere'l!oS hacer la inteBración respecto ¡>. las 
"""' 

varirtbles ele Grass:nann parR obtener el La~rangiano J..a) ir.v~ 
ri8nte h?jo ll'l transfor11ación 2.:n. Debido a las regles us•1_!!: 

les de integración, ecs. 2.6.2, 

te los coen.cien"'.:es de 8 .¡e en 

rn f t2) . L'.ls exr.rrezicncf; !)".!.'ª 

las v<>.rianles cliná!"liCRS son1 

necesitaMOS co!'1ocer sola'l!en­

\ De<} \1 
y P.n la ex9resión p~ 

" De 1 • ( Oe?'>) en térriinos de :. 

Dep-=.;i'-e"'o - ,, e*.x z. 35.J 

-. . 
\Oe'.P) ~-ri"f - eo e i. z. 35.:l 

p?.r? l 06 ~\l ob1:er.c·r.os diroct3.'!lcnte: 

1 De~ \4 
:: ( De P) * ( 09 p) 
::: ee"'"(xi.f1"(1*1-1"'1)+0)+ .. , z.3, 

y para f (p) tene:nos 



?odemos de'!lostrar '1.tte: 

[ :x: ti) , A e ~ l{) l ~ o 

l" e ~u),-,; '\l"lt) ¿"}~ o 

[" e ~tl), ete oct.J} "-o 

~- .3 R.I 

l ."33.Z 

{. 3~.3 

y en Beneral todos los connutadores entre 'las componentes 

del carripo son cero por lo que las pode:iÍos 'trátar có:no simples 

nú~eros y aplicar la fÓnr¡ula: 

(:X, + X¡: '*' .. .. ¡. :t:..p)'?::: l.__ , Yl ! ... 
11,..w,,~ .. -~r'lp ri.~~~~ ... <flr! 
xi"" xi'C ... x;P ~. 3 'l 

Pare. el caso de la ec. 2.37 el dese:rrollo 2.;9 nos da para el 

n-ési"o tér"lino: 

ee\\I) x"'-' (-o)~ \'\lVH) x.'1-:z. ['f,'/'i(]) 
. z. 

Con lo o_ue l le~a"loS a: 

rt9')~ tié'"(I "o.."'x"""'\(-o) +2V\tV\- 1)a."l-~f4' 1 ~"1) " ~ - :¿_ 

== ee"" (- D f'(:c>--f [l\',~._] f"tx>) :<..~I 
Inte¿;rand o la ec. 2. }4 so·:::-!·e e , e* obtene:11os 1 

s = J d t ( i j_ 7- + i ( ~ ll ~ - ~ ~ ~) \ 1 Dl. T D F \){) 

4- [~¡t,\}'] f"<.><-)) :l."'IZ 
~ 

Pode~os ootener las ecw?.ciones de movi:niento para-

este sis1:ec;¡a pidiendo q_ue l;;. acción '2.42 sea un extrer.io con­

respecto a variaciones P.rbiT,rarias en las variables dinámi--
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cns 'X 
i , <p , !/J :1 r:;, co~ la restricción de que estas vari~ 

e iones sean cero ei1 los e:<tre::ios •. Esto es 1 

Óx(i,)-:: Óx.U .. z)-=- o 

J' ~ t ~,) -= J' o/ ( fz) = o 

• d'~'O\(t. 1) -:o 8<¡r (tz) =O 

J D t·l.) ~ J D t t?)-= o 

2..'13./ 

2..</3.Z 

z. '13. 3 

i... </3. r 
Fa~a l~ componente D obtenemos la ecuación de mová 

miento 

~ no tiene v~riación con respecto al tiempo y podemos consi~ 

clerarlo como U.'1 campo auxiliar. Sustituyendo 2.44 en la ac.:;-

ción 2.4?. ohtenemos: 

s -=- f di: t. (i) 
donde: 

y las ecuaciones de ~ovimiento resultan ser: 

~ - ,, F'' l/J -=- 0 

~~1-1 t'ip.¡=0 

z. ~7./ 

2.. q 7.l_ 

7... C/7.3 
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Aplicando sobre la acción 2.*6 las transfcrm~cio -

nes .eupersi 11étricas parA. X. y ~ óade.s por las ecs ·2, !:l, ob­

tenemos: 

ó 5-::f~(t:•X+Xt:) dt 
S.S. j cll 

2..18 

con 

2. '19 

Esta 1iltiT.a ecuación nos dice que bajo transforma­

ciones de supersi~etría el J:r~~rangiano varía por tma deriva-

da total, de tal manera que las ecs de 'Tlovimiento 2,47 son -

invariantes bajo transformaciones de supersi~etría. 

De la . ex pres ién para if H) ver"tos, en pri '!ler :!.ugar­

le for'lla que debe tener la interacción pare, c-~ue el sistc11!" -

sea supersi~~trico• ~sta depende de une funci6n ~(~ que se -

llama el superpotencial, En seE;undo lui::;ar •1cmos la forna en­

que se co'Tlbinan las variables de prif'!er2 y segunda clr.se µa-

ra tener un sistema supersinétrico. 

Debido a la invari.<?.ncia de l?.s ecs, de :novi:niento-

sabemos por el teore'Tla de :>oether q_ue existen cantidades con 

servadas asociadas a esta supersimetría. Estas cantidades se 

conservan en virtud de las ecs. de :novimiento ( 85-= O ) y -

en la versión cuántica, jugarán además el ¡:¡apel de ¡:;enerado­

res de la transformación. 

Pode:nos encontrar las cantidades conservadas consJ: 

derando las variaciones 2.Jl co:no un caso particular de las-



92 
v2riacioneR ?rbitrerias utilizadas para encontr~r las ecs, -

de "TIOVi•niento, es~o e¡: h12,ciendo ?.. t.. tma función arbitraria­

del tie~po, pero con las restricciones: 

y pedir que J S-:. D • Con lo que se obtiene 1 

8s~ ~:.l(t" ,¡ ¡t (:e. ~1rcK))1'*- -1 e it(i-1, r·~~1).tYJi' 
i/ 

y como é.. y E,. son funciones arbi tr;;,f~~ ;c1~ri~~(j d.e;t ini:é~va-
lo ( t 1 , t 2 ) se cu:nple que: 

~ Q = o .• ~. 5.:l. J 
cll 

i. ,...Qit-_o <,S~.¡ 

dt ..... 
en virtud de las ecuaciones de movimiento y donde q y Q son 

las ca~tidades conservadas definidas por: 

Q = ( ::{ - i f \x)) \}' 

Q'*-= (.:i + ; f'cx)) q;* 

i. SJ.¡ 

i. 5.3 . .( 

usan.:lo las ecuaciones de movimiento 2.47 es posi-­

ble verificar explícitamente las ecs 2.52. 

Para poder construir la teoría cuántica a la luz -

de 1 principio de acción de Schwin¡;;¡;-ir, el cual est.á form•.tlado 

en base a un l.'1grangiano de prioner orden para las variables­

dinámicas, es conveniente transforrnar la teoría e lasica a e_§ 
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°t!'I for:na. L?..s vr<riablcs de Grassr:i~nn aparecen natural'.'Jlente .. 

en primer orñ8n co:no se ve de la acción 2.46, de tal manera­

q_ue solo necesitamos introducir la .formulación de prÍ'T1er ar:-. 

den para las varia1'lcs X • Con este objeto defina:nos un mt~ 

vo Lagraneiano l el cual va a ser función de las variables 

:X.. • .X. • 'i' • l/J • tp" y . '* 'f y de una nueva variable p y 

¡ = l (:x.,:i 1P1P•tJi11'~1~- Quere-s1; derivad:::. p , es decir, 

:nos qne este nuevo Lai?;rane;iano nos de las mis'!las ecs. de mo• 

vbliento 2.47. Definamos el Hamiltoniano del.sistema por: 

"" tc::(,:i,p,p,ip,~JlV•,~)= pi•~ (f'c¡i-'f .. qi)-H l..S<t.¿ 

Afir•r.a11os o.ue este La~ra.'1!$iano l' tiene las mis­

'11?.s ecs, de movimiento qne 't. dado por la ec. 2. 46 y ademas 

p-=- X. 

La ecuación de movimiento para p esr 

.<.SS 

Es fi.cil ver que esta ecuación nos implica; 

Similarmente obtenemos la ecuación de movimiento 2.47.1 al -

substitutir la ec. 2.55, Por Último pode:nos verificar que --

las ecs. de r¡ovi"miento para ~ y cp* están dadas directa--

mente por las ecs. 2 .4-7 • .2 y 2 ."47. J. 



:o·:1 es-to h-e;.?oE tr;;;.nsform<>.do nuestra teorí'.a clási--

ca en el for:r.alis•110 I.<'-'S!'9r:-'?"ia!'1o a i1na teoría de pri:ner orden 

y he11os .iden-:ificado Rl il<lmiltoniano co:no la ec. 2.54,1 . 

Pode11os üe:-i-<.:ro de este nuevo lenguaje reescribir -

a las Ct?.ntidades como: 

¡, 58.t 

2.Si.2.. 

E!'1 ~ér~inos de las nuevas variables es posible ve~ 

"" rificar oue J: es invariante bajo la sigiliente trans:f'orma .. 

ciÓ:'l de suporsi:netr:fa: 

'l J' "X. ':: €. t lfli - '/' l .{. 59. / 

Jqi::-tit.*' o + é. .. p ). . 59.Z 

,¡ " dp -= é"~*- ~E i.S9.~ 

Ea~t<i. ?.quÍ hemos tri:>.bajado clasica11ente, excepto -

porque 1-' y '\'lt son nú11eros de Grassmi-:i.an. En la mecánica -

cuántica los observables p , X , <i' , <¡T* y H tienen­

que ser interpretados co110 operadores. 

Las relaciones de (anti-)conmutación obtenidas 

del princinio de acción para estos operadores son1 

Cx,?J=~~ Z.60.J 

\ " ""' "\J,i\=~ ¡,f,o, ¡_ 

[p J~ 1 = \_.2 I ~1 =o ~.6o.3 

t ~ ,t, -= l ·f., 1¡tt-= o ~·'"º·~ 



junto de 

" cas '\' y 

ilit Donde T fle convierte en , el operaéor aj-

, aquí estarnos-empleando variables no hermíti-

• Esta.s expresione!3 en. el l{:r1i te ~-;.o , se-

reducen a la teoría clásica. 

Los operadores bosónicos (variables de pri:nerá el~ 

se) pueden, en la re~resentaciór, de coordenadas: escribirse.-

00'1101 

'2. "·' 

:Z.61.<. 

Las re l~ciones de e.l'"'.ticonm'!.1tación fer:niónicas, •• , 

2.60.~, para las variables de segunda clase, pueden ser re -

presen~adas convenientem~nte por los operadores an•iconmu~~-

tivos: 

:/. ,'Z. 2. 

donde la derivada sobre 2] ·estn definida po!' ln izouierda. ~ 

los el'ltados del s!stema descritos por las f'.mciones de onda: 

Ahora desea'!los obtener la f'ormulación cnántica de-

la teoría clásica desarrollada anteriormente¡ esoecíficamen­

te necesita~os la versión cuántica del Hamiltoniano 2.54, Con 

este objeto debe~os reenplazar a las variable~ dinÁ'llicas ~. 

p , "f , "/J"' por los respectivos operadores definidos en-

2 .60. Usualmente esto representa protlemas de ordr~~~ie~to -
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que aquí evitaremos del siguiente modo. lE. estructura general 

del álgebra de supersi~etrías nos dice: 

l Q , Q ~ } :: .<. ,¡ º~ 
.»-_. .. ·... .>"" '. 

lo cual sugiere definir el Ha~üi<>niano,co:nor 

\-\ ..,. \ 
l 

..... 

donde Q ~-\ 
y ~ son las versiones cuánticas de las ecs. 2.58 

y están unívocamente determinadas por1 

1 ) A. 
,; ~ ( ~) ~ :l. '6./ 

De esta manera obtene'llOS: 

" l "i. r 1 2. 1 \ "'+ "I r'' 
H- = 1 P " 1 t <X.) - 1 L q> , ~ J t ex) 

y co'!lproba'llos que en el lÍ~ite clásico-se reduce a 2.54. 

En la definición 2.65 he'llOS usado el hecho de que­

las cantidades clásicas conservadas, asociadas a una sime~-­

tría se convierten en los eeneradores de dicha si~etría cuan 

do cuantizamos el sistema. 

Con el objeto de verificar la consistencia de edta 

af'ir'!lación debemos mostrar que en e:fecto1 
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Esto es po:iible verificarlo '!lediante cálc11lo directo obser--
:::; 2. ::::. \-2.. , 

vando <:!'.te Q = Q -= O • Ad e'~é\S es 9era nos q ne las expresiones 

cu.?:nticas corres nor.d i en-'.". es a las ecs. 2. 58 se reduzcan a és­

tfl s en el lÍ.nite ~.....,.O • :.~"'.!'<>.esto recordemos aue la varia-­

ción de 1m operador en l~ ~eor.ía cttántica esta d?.da por, ••• 

(!. 5.10): 

donde G es el Benerador de la transfor~ación. 

En nttestro caso G es el generador de trans:for'naCi.Q 

nes supersi'nétricas y está dndo por 

"" ~ 'l.70 G,::t·~++Qt 

A!)licando la ec. 2.69; P. cada uno •de iJ~ lpera~o'..-
res , ~ y q,+ , sob~~ ~~~;iJ~c~'ón de: onda··ciei iipo -

2.63 se encuentra que: 

:?. 7/./ 

<.11.2 

las cnale:.-; en el lÍrnite ~ -7 O se reducen a las ecs. 2. 58. 

Con esto he-nos co~proba<lo que la teorÍ:J. sigue .e;ie,n 

do supersi:nétrica cuánticar:iente. 



) • - Gi::i'f?:F:A LIZACI OH A 'l'RE3 DL.SNS IONES 

Huestro oh,ietivo será generalizar nuestro resulta.:. 

do anterior a tres ñi~ensiones, es decir, quere1!0S encontrar 

la formulación suPersi11étrica para •.mn partícula ~uyas variQ 

bles dinRmicas son la posición F(t) = (x(t),y(t),z(t)), el -

'1101lento canónico con,iui;ado p(t):::. (p (t),p (t},p (t)) y va­

riables de Grass"lnnn adicionales '\J.¡(i). De lP. misma manera­

q ue en unn di 11ensión buscare11os primera:nente una realización 

clRsica para este siste11a. 

De!"ltro de esta ~enerR.lización el for~1alisrr,o del S.!:.! 

perespacio se ~Rntiene i~ual al casa de una di~ensi6n. Tene­

rnos un' s~merc~pacio con coordenadas t, 6 y G 4 
, con lo. :ni!!. 

11e. transfonraci6r: infir.i tesirn?.l de S'.19ersi1netría dofinicin --

por lRs ecs. 2. J. Por lo tanto los genere.dores de trans laci.Q 

nes supersi·nétricas Q y Q-t , las derivadas invariantes 

De y De.. tienen las mismas expresiones dadas por las ecs, 

2.13 y 2.19 y por Últi1110 el álgebra no cambia, estando dada­

por las ecs. 1.1 - 1.4. 

Definamos treG supercampos reales: 

.3. I 

Podemos pensar ?. estos tres campos como la supere.a:; 

tensión de la variable de posición r(t). Exijamos además que 

el Índice i se transforme como vector bajo rotaciones: 
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rm::~.::; r i ·z de rotaci6n ( he'!los adoptado -

la conve~ci6~ de s~t~~ o~ru !n~ice2 re~e~idos). Co~o ·veremos-

ante rotacioneE. ~· for~a explícita de cs~os zupercampos es: 

• ·""' ) .¡,_ ~.¡U,e,s")-:. :x..¡(!) .. .,el\',¡(~)-" Ti tl e 

+ e"' e D.¡Ci) 

TTar:?.jando de la md:sma manera que en una dimensión 

p:>ra cada •mo <le los ca'!lpos P; , podemos encontl!nr las tranl 

for'!le.cioncs de supersl ·netría de las variables dinámicas resuj 

t 9.r.do: 

1\ d ;:(1 '::. é. t4 lji; - '\>-; ~ ~.4./ 

s~} ':. _ ~ é." \).~ t é'"'.x} ?i. '/ . .'?.. 

s o.a -= E ~ó +- ~. é. ~ :3. </. 3 

.«l : <':'lª l cu e en una dimensión, con ayuda de los su­

perc?.'!lpos i,-u.,s,&) y ce l11s aerivacas 0 0 y D-&11. , podemos 

constntir acciones super~imétricarn.ente invariantes' cuya :for-

Tt?. general es : 

:3. 5 . ' 
sie'llpre que no incluyamos dependencia explícita en las coor-

denadas t, e * Y e . 
Si ahora exiBimos que la acción sea invariante an­

-te rotaciones y co•r.o el Índice se transf'or'!la ante éstas como 

vector, es necesario que los argumentos de entren en la 
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acci6n co~o productos escalares, es decir• 

S-= ~ cH d ~ de"- Z ( ( De~.;) ( D& \b1·) 
1 
(De ~~)(De" P.;) 

1 

\De~</J.;)(OJ i/J,;) , ... 'r/J.; ~.¡) 3.6 

Con esto ;:;ode:r,os escribir como una posible ro'rllla -

para la parte cinética del l..~gran~i~~c: 

el ct1~ll como se verá 1l"2 ndelan:.:? contiene 1, (.i2+ ~2.¡. ,.i2) 

al escribirlo en t~r~inos de l~s vRriebles din~:nicas. 

EccoJa:!lOS l'-. interacciór. de la fc.:·::ia f (9>.; cp.¡) Ei t?.!} 

do F •ma f1mción esciüar f\nte trs.nsfor:naciones de supers i-

Con este pode:nos escribir• 

F (~~ rP~) -=-1 O.n ( <$} </J~)'(' 

si defini11os: 

= Z u..-. ( <P, <f>, + <P-z <>z ~ ~3 r;)) 
"r\ 

2 l. 2. ri. =- .x., t :x."?. + ::x.~ 3. 9. 1 

A ::. ~ (:i:::, ~ 1 i X 2. lf, + X 3 <h J 3. 9. 2_ 

)...* -= i ( '.l1 ~/' ,,_ :Z.-¿ 'I'; + .Z..3 <fJ; ) .3. '· 3 

D= .((X:.,Ü,tJC 2 02.+~U~) +.:1.(lf,"~,i~:~2 i~~~,) 3 .~</ 
es fácil co:n~ro?~r Que: 

3.10 
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con lo r: '.1e 

F(~.¡cf¡,¡) = I. o.. .... (y"L~-lé~-:i:>f-e~-\6"'e o)"' 3. \\ 

"" 
La acción tendr~ '1.a_u.í la for'!la: 

3.IA. 

Si traba.ia'lloS en la misma forma c;.ue en una di:nensión al int~ 

~ar sobre e e"'" se lle1:1a a: 

) ~ ~ .a ( ~ ( i~ .i. :X; + i ~) + l < ~~e\\~ ~~ q>, \ '\\"~~ -
• "' "·""' :" ,·h" ) 1 '.l. 7. '2 ) + q> i '\!.,_ + l'~ 13 - 1~ t\>~ + z (. D, -t- t>2 + ~3 

D ~'<.-:i) -\ i_ \)."" ')_ l f "(.1"1.)) 
~.\; 

donde: 

"3. l'l.f 

3. l</.f... 

TJna ve'.?: '1'!ás pode'lloS e liminar los campos auxiliares 

Di usando sus ecuaciones de movimiento, Al hacer las vari?.-­

c iones en la acción sobre estos ca'!lpos obtene'llOS: 

SD· s ~ º" + 2. :X:; \'. 'c'('"Z.) -= o 
'\ 

o.IS 

lo que im?lice que: 

Definamos 105 vectores: 



~ .17.1 

3';\1.3 
. .·::.··.;<' ,.-~ 

al sustitllfr las ecs. J,9, J.15 yj;t7 en -
la 3cción J.12 y desarrollar los diferentes 

~os a que la acción ~iene la formas 

do:'.lde1 
f' ( 1 ( • z . 2 • 2.) ' .; ( ¡¡¡ ". lii - ~l "' ;¡,) 

e{ Ü=z \.:.:.1 4-::('Z +X.') ~-¡ T T T T 

- z '"'Z r\T'Z) + 2 i\i*.-¡¡, F'cT'Z) "" 

'-\ <. ~ . lp-.() (-< . ~ ) F 1• < yt) 

3.1 ~ 

3.19 

Transf or11emos ahora nuestra teorfa a una for:nula--

ción I.e.grangiana de pri11er orden, lo cual es necesario para­

las variables di!1á71ic2_s xl' :-: 2 , x3 • Esto es posible introdt1-

ciendo tres v?riahles auxiliares p1 , p2 , ? 3 y d~finiendo ~1-

~23r~nr:;:i8.no l por: 

:i. ~o. 1 
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es el Hamiltoniano del sistema. 

L.'ls ecuaciones de '!lovimiento se obtienen de. pedir-

(!ue la acción• 

,.·· 

sea un extre"lo con respecto a va:i::iaoiones (arbitrarias)':de.­

las v:i.rbhles din~YJicas, con la restricción de que est~J va;..,· 

ri~ciones sean cero en los extremos,es decir: 

S f.; t l.) -= J f.; Ui)-: o 
J X.; (l.) :: ch:.¡ ({z) ~O . 

Ó '\>~ (l,) -= J l\'.- Ui) =-o 

J ~:(-l,) -= J 4~Ch)=-o 

~ .. 'Z..Z. \ 

3 .22.Z. 

3,Z.2..~ 

Las ecu<1ciones de movimiento resul1:ant~s son 1 

fi :. :;( ~ .3."2~~1 

r~ -:z:1 (.-L\ ~·c:r'lf _ % '(-z fh-Z) ¡::''(-t'l) "" ~ ~ 'i(. \ji + .. 

~ (:e • ~ ~ ) (Y · Gi) F ' ( '<t) ) 3. '.2 3. 2 

. 
'\\. - .\ ( '\>"\- F\l'l) t L\. x~ ( ~ • ~) F

11

('(
1

) 

~; .\ ~ ( ~;f'(Y') ~L.\X¡(Y:.l\''11:) f"~('c')= 

siendo es-t:ns ecuaciones equivalentes a las 
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de variar la acción 3.18. 

Necesitamos todavía demostrar ~ue el Lagrangiano -

es te.l que las ecuacion;is de 'ílC\•iinien-::o 3. 22 s ear. inva­

riantes bajo trn.nsfor'llaciones de sup:rsimetría y para e:::to -

necesitamos conocer la variBciÓn supersir:¡étrica de p, 3f1 que­

co~olete a las ecuaciones 3.4. P?.rn deT.ostrar la invariancia 

de las ecuaciones de ~ovi~iento es necesario que Fl aplicar­

las transformaciones 2 .31 ( junto con J'p si1persir:iétrica) se 

llegue a que• 

.3. l "f 

donde X es una función de las vRriables dinárnicas,es decir: 

3. 'lS 

?odemos encontrar la variación supersimé-crica de 

la acción s , s!>.~. s ' ?.plicando las variaciones dadas po~ 
2.Jl en donde se h<'l reemol::izado xj por Pj- en 2;3i;2 y encon­

traremos ÓssY pidiendo que cl's.'!..S se reduzca a la forma J.24.­

Es posible lle~ar a este result~áo obteniendo: 

si Jf~ supersimétrica está dado por1 

€. * (:-LJ ';(a i:. ~"' F11
(f

2
) -z ~: F' \1-z) 

+ (-'-l:t::4 j_. ~ f'\'C 1
) -'2~'1 ~·c.'i"~))é. 3.'ll 

Con esto hemos demostrado que las ecs. de moví---

to son invariantes ante las transformaciones de s~persime--
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tría 2.Jl y ;.27. 

Debido a esto Último, ~or el teorema de Noether,s~ 

be'l!os que e:dsten cantidades conservadas asociadas a esta si 

metría. Encontraremos estas cantidades exigiendo que las va~ 

ri8ciones supersi11étricas &'5 x. , ds p , J~ lji y tf,i'" sean ca-­

sos particulares de las variaciones arbitrarias de las vari!! 

bles dinámicas utilizadas para cncontr~r las ecs. de movi-~­

miento. Esto se puede lo~ar al de:finir1 

; 8~~-=- t"'<O tY1-~- ~1' e.c::t) 3. '2.f./ 

J~~ = t ~(f) (-4 x, :;¿. qiit F'cr'> - z q.; t:'<.:c''>) 
t- ( - 4:(.:t i · 1ji F ~(y') - z t¡J3 F'n~)) él"-) 

J~>~~: --'E. ""u> D1 + e"'l~) P1 

g~~~""' .; E. c·O D"} + é (f) ?~ 3. 7.3. e¡ 

con E y E :funciones arbitrarias del tiempo con las restri] 
.)( -t4 

ciones E_(t
1

) =é. (t2 ) = é (t1 )::- é.. (t2 ) -;::. O y variar la ac-

ción 3.21 de acuerdo a éetas. Usando las ecuaciones de movi-

'lliento: 

3.2 9 

y al desarrollar se obtiene: 

3.~o 

Como é. y E..~ son :funciones arbitrarias dentro del 

intervalo, se tiene que las cantidades conservadas Q y Q* e§ 

tán dadas pors 



'Q."': ( ¡; t 2 tj X F1(T'Z))· ~* 

Q = (p-2.; ~ f\y~))· (\> 

3. ~1.l 

3,:3 \. '2 
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Usando las ecs. de movimiento J,2J es posible veri­

ficar exµlÍcita'.Tlente ~ue1 

o 

Para construir la ~ecánica cuántica necesitamos 

transfor~ar nuestras variables dinámicas a operadores, Intr~ 

duzcamos el ál~enra de estos cneradores, de acuerdo con el -

principio de ~cción con las siguientes relaciones de (anti)-

con'.Tlutación: 

[i) 1 fltl = "~ J4.\! 

ti~,f~1 ~ {~~)~~1~0 
l~1 ·1~) = ~ J'i.\t 

[ :Í '!I , ~ ~ 1 : l f 1 I ~ ~.1 : e 

3.33.l 

3.33. t 
~.'3~ ~ 

3. ~3. 4 

?or las mismas razones que explicamos en la tea-­

ría unidimensional, defina'110s el Hamiltoniano 'i;~i~'l:~C:()'~ ...::;. 
<'/ ... :':\ ·.'·/-

del sistema por 1 ··-.>i. 

A ~f 
donde Q y Q son lR.s versiones cuánticas de J .:31 y es"tán u~· 

. -<,'. 

nívoca~ente determinadas por: 

~" = ( ~ +'l.~ ~ ~ 1 ('("l) )- ~ + 

~ = (~ ~lit f F'( f 2
)'). ~ 

De esta manera se obtiene para K: 
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A ;'\. A ,.. 

\h i ~-~ t 2.r1 F'c.~') ~ ~'(f~) ( ~· <yt- -\jj'". iji) 

,. ¡ vuc.'<~) (c.~· ~Hi· ~t) - ( i. ~ ~) cf· ~)) 

el cual en el lÍ'llite ~-"O, se reduce a la ec. _3¡2? 

Ta11bién se pueden demostrar las si~~lerite~ .re la,.;.;._ 

cionesc 
~<··>:<·,... ' 
i,;~1,1· 

3.~7.3 

Por lo que las transformaciones generadas por los-,. .... 
operadores Q y 'Q+- son una sirnetría del sistema cuántico. 

4.- INTERPRETACION FISICA 

~n esta sección encontrare~os una representación de ,.. 
·los operadores ~ tal que nos per'!li te identificar nuestro mo-

delo con un sistema físico. 
C; 

Escribamos el· operador <p en la forma: 

"' "' ( Q. \ ,\ 1) 
'{f. 

"l. i 
" ~ donde O.. y b son operadores hermíticos los cuales debido a-

las ecs. 3.33, deben satisfacer1 

l ~ Jt , Q1 ~ = d'~.~ <.\,;q 

l~ ~, ~~1 ::: J ~." 4.'2.. 2. 
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Con esta representación es posibl.e ver que: 
A A A /\. 

q,.~'r- ~'"·if' ~ 2;Tu.Q. 

y 

con lo que el Hamiltoniano toma la forma: 
A ,,.._ 

~.a. 

Necesitamos ahora encontrar una representación de-
e 

los operadores y b tal ~~e se satisfar,an las ecs. --

4.2. ?ara esto recordemos ~ue podemos representar el momento 

'3n~ular intrínseco de una pi:irtícula. spin, con nÚMero cuántj 

co de spin s -=-1 • por las "latrices de Pattli CS", , ()"? y cr?. 

cuya representación explícita en :natrices de 2 2 es: 

y que satisfacen la relación de e.nticonmti-r.;;i.cÚ.ófi" 
'.~ ·-<·· 

.''.><<> 

.(.\,5 

Ve'!lOS que esta ecuación es si~fiarº en"forma a fas­

ecs. 4.2 .1 y l¡:,2.2. Es natural entonces propórier. como repre-
e: e 

sentación para los o-peradores q. y b la forma: 
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~ =- A. A~ 6-i ~ 1l 't. l.\ 

b -=- ~ \? ~ 11. ~ <ru 

donde ")... es n•'.Í-r:::!ro, "°' ::- :.i, son matrices que cori.o se verá :nás-

~delante esco~ere-nos para S"ltisfacer la ec. 4.2J y cada uno-

de los •;ector~s (fI. y ~11 tiene por componentes las matri-­

ces de P?.u li 1 

ra-nos: 

-+ 
y b ::.b , si consid~ 

"'4. 9. i 

"'I. <J.Z 

A./. '}. 3 

es decir sí A ¡;s real y, ;..., E son :natrices hermíticas. 

L::\ relación 4.2.l implica1 

cl' ,¡ ~ = l <t ,¡ ~ t -= J. z. l A ® cs-.\ <i> 11 1 A ~~iHr-a Gt :1L ~ 

= l' A i © \ <r", ~ ~ \ ® 11 
= \ -z A2 ¡ J¡""\ A\.1 º 

donde he"!OS e li'Tlinado la notación de producto directo. Es. -p<>­

si ble sa~is:acer la ec. 4.10 pidiendo que: 

-'-!. 11 .\ 

.ll.11. 2. 



Si-ni.l::.r·nente de 4.2.2 tcne:·:os: 

y 4,2.J implica 

o ~ \Q.~ i h1j -=··· ).
2 \A 0-r.} e a-II~ 1 

-= ). i. { A ' I> \ <J¡ ~ <>n d 

Podemos satisfacer 4.lJ pidiendo que: 

11 o 

"-/.12. 

~.13 

Por Último, podemos encontrar una representación -

explícita de las matrices A y 3, tal que se satisfagan las -

ecs. 4.11, 

A-= 

B = 
-(1) 

4.12·y 4,14 si 

e ti) 
1 ~ f~t) 

~~1) ~ ft (-¿) 

A y B están dadas por: 

~.¡s.t 

:'1-\5.Z 
-t"Z) 

donde e y (( son otros dos con.}uinos ce :natrices de ?au­

li inde;iendient€:s Ci'Je operan en el espacio Inta!'n.o'd.~~··cad-'?l··. - -

una de las port!culas reopectiva~ente. 

Definiendo 

S,= 6"r 
2.. 

y 

s'2.. ~ ~iI. 

'l 
~ .. \'-.2 

tenemos que: 



con lo que el Ha11iltoni'3no to'lla la :form:a1 

\-\= .! (o 2 t2,-t F1
('<1

)) + lii eJJ l="'<r~) S-z.·S, 2 ( . 

111 

"-f.11.1 

~.11.Z 

+ ~" e,A ¡:-u(r'Z) (~· ~)(x·'S,) ~./8 

Dei'iniendo el operador her:nítico ({: por1 

el cual es posible escribirlo como: 

l lega-:nos a la for:na final de nuestro H;i.:ni ltoniano 1 

H-= i ( f,2 + r 2 V
2

"' '1 <e (vs, · Sz. + ... v'<r1 (s, ·Y.) (Sz· ~ )) 
dondes 

V<'<)-= ?. F'c<z) 

v'<v) :: l-r '/C.r) 

~. 2.0 

li.'Z.\.t 

4 .2\.'Z. 

Hasta aquí podemos decir que nuestro Ha11iltoniano-

4.20 describe la interacción supersimétrica de dos partícu-­

las de spin i cuyos 11omentos y coordenadas rel;i.tivas están 

representados por los operadores p y x respectivamente. Ta--

les p~rtículas poseen además un espacio int~rno con un núme-
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ro cu8ntico ? .. dicional, c<Q.l, (o..-:. 1,2), rel:?.ciorJ'ldo con el o-
<.•) CT) 

:.Jer2.dor <[: ~2 @ E'z., y q_ue está dacio por los v?.lores propios 

i 
(O..) <C , . ± de e

2 
, Este operador es el unico re':'la!i.ente cel -

espacio interno, por lo '1He puede ser escrito efectivaMente­

co110 el producto de las cargas interns:ts: <(.: ~: c''>c..'"', 

?or Último notemos que el Hamiltoniano 4.20 exhibe 

interacciones central, s-pin - spin, '! tensorial con sus coe­

ficientes respectivos fuerte:nente correlacionados en térmi-­

nos del su-perpotenciul V4r) corno una consecnencia de la su-­

persimetría subyacente en el modelo. 

5,- ?RO?I.EDADES DE CON:iiUl'ACION 

En esta sección estudiaremos alg1.1nas propiedades -

-necánico c•.1ánticas del siste:na descrito por el Hamiltoniano-

4. 20. Por e j er:iplo, e: u eremos saber cuales son las cantidades­

conservadas, a partir de las cuales pcde:nos construir un con 

.junto co::ipleto de observables cuyos est?.dos propios tendrán­

núrieros c11ánticos definidos. Ade·n2.s est1idisre:nos q_•.:e efecto­

tienen los generadores de une ~ransfor~ación de supersi~e--­

tríe, Q y Q+ , sobre estos estados. 

Sabe-nos qi:\e las c?..ntida.des conservadas son aque---

1 las 9i:tra las cuales sus oueradores conmuten con el Ha:nilto­

niano, por lo que a continuación calcul?.rernos estos conmuta­

dores para los diferentes observables. 
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El 1iO"!ent.o e.ng1tlar total es1;á definido por: 

S./ 

donde L es el rno:nento angular orbital y 

5.Z 

es el spin total y s 1 y s 2 son los spines de cada U."la de las 

"Oartículas. Jz es1:á entonces dado por: · 

5.~ 

L;J.s tres componentes del operador de momento angu­

lar orbital L actúan solamente sobre las variables angulares 

e y Cf 1 co~ecuente:nente, con todos los operadores que ac-­

~~2n sobre la dependencia radial y con los operadores de ---

spin. Teneuos entonces: 

El operador <L actúa en un subespa.cio diferente al 

de los operadores de spin y del correspondiente a las coord~ 

nadas, de tal manera que: 

s.s 
Entonces: 

l t\ l J~ 1-= 2- ~ ( .:t F'cr-z)) IS~· s,) s.,~+ SzaJ~ 
~ F\r1.) (<.i· S.t)(1.S,) 1 }..1...1¡S 1 c..1¡Sz~J 5.G, 



Ahora de la propiedad de conr:tutación para los operadores de-

soin: 

( G · S ] = 11 é.¡'á1' slt 
"\ ) ~ 

5.7 

y dei 

L::x:-t , J..~ 1 "" " E;1.ic :( ~ 

tenemos: 

[ sz ·5,. s,&~ s~;]:: :~a L s.1.-s•3} +15~~,,~~~J~·:a 
= ,¡ ( 'S?1s, ~ f 1 ,,le.·~. ~ 1 ~~ :=; 2 ~S,-aJ ; O · ·· .. 's. 9 

·'·;'· .. '· .. ' ··' .· ••.e 

y 

[ ;[.s, 1 .l?l+.S,J.¡ Si?.]: [~3,l,js,~o\ :c1[S,1+S131 

= -i ( é13lt. X~ -S 1 ~ t é p'-. -:(~ S~) -= O . 5, 10 

Con la misma relación para 3:.·Sz 1 vemos entonces ~ue. 

s. JI 

y sb1i larr:1ente 

[ 1-1, J"] = [_\.\' J~l= o 5.IZ 

De aquí se sigue entonc:es que1 

s. 13 

Con lo que concluimos que la magnitud del momento angular---

se conserva. 
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b) Spin Total s 
De la propiedad general para el 11omento ang•..tlar de 

spin 

5. lo/ 

se sigue que: 

con la misMa relación para s2 • De este modo: 

(_ s~ .:s. 
1 

s-r ] = l. 5 2 . s, , -s~ + 2 s, -51 + s! j 

o 

ConcluÍ'1'tOS: 

(t-i.· s,)(.x.~~) l sz)-.:: "X~-:X\t \_S,~S2~ 1 S,7 .1¡,ZS,·St.\s:1 
5.17 

Al desarrollar obtenemos: 

[ci-s,) (i.s2 ), s'21-: ~~"X"\':ll (t"0..,s,~s,,s2""'-\ 

Aprovechando que para S?in z 
'Slc s.l = s~o -\ 1\ é. s 

L\ I "~"'"' W'\ 

se llega a que1 

¿~t..,.:5"1 ..., 5z.tSz.a..) S. I t 

se satisf'ace1 

5.19 

( (~·S 1)(:X ·S-z) 1 <;~] = ::X1¡ X'.. ( l°l(,tv... tt~wt -4~~tW'\l:~.1y) 5,"" ~Y :C 
. . 5.tO 

por lo que de las ecs. 5.15 y 5.20 se concluye que: 

5.21 



116 

Siguiendo los 11ismos procedimientos se puede de'!lostrar QUe­

los siguientes conmutadores satisfacen: 

[ H, s~] -t o 

(\.\,~11+0 

l ", J...~1 -f.o 

c) Operador <f. 

s.zn 

5.Z2.2 

5.22 . .3 

Debido a que este operador actúa sobre un subespa ... 

cio diferente al de todos los demás operadores que entran en 

H, es directo que1 

5.Z3 

d) Operador de ?aridad P 

Utilizando el hecho de que la acción del operador-

P sobre los operadores x1, pi' Li' y Si es: 

p ;(:_-:-'X.; 

1? ?" = - v~ 
l' l" -:. ),..-

p s""'" S· '\ 

también es directo que 

[\.\,F]-=O 

e) Generadores Q y Q+ 

5. 2</. / 

5.2'4.Z 

5.2'4.3 

5.1.</.q 

s. :z 5 

Co11o·e1 Haniltoniano lo hemos construido cono 

H:: l { Q 
1 
Q ~ ~ tene'!los entonces 1 
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'5. Zb 

5.2.1 

donde he;nos utilizado que Qt"" Q~z= o. 

De este rr.odo ve-nos que podemos escoger -nuestro -con 

;iur.i;o C01lpleto de observables como H, J 2 , J
2

, s2 , _<! i· P, de 

tal suerte que rotularemos a las funciones de onda por los .;. 

correspondientes números cuánticos. 

21 estudio del efecto de una tra.~s:formaciÓn de S,Y 

persimetría nos llev~ al cálculo de los (ariti-)conmutadores­

d e Q y Q con lo::; operadores J 2 , J z, s2 , _11:. y P. ?ara lo~rar 

es-to necesi ta<nos encontrar la representación de Q y Q-t en --

t ' . d "'" -¿: er-ninos e ~ 1 y ~ 2 • 

f\ecor~ia~do la definición de·-.··-~ . en términos de los 

o perndores Q.. y b- , y def'iniendo_c._el ?~erl'l~<:>r 

pode111os escribir a los generadores Q y Q-t como 1 

Q = 'fL (A~ TI-5, ~;¡ B© lf-~i) 

e;/= fi (A ®i\+.5, - ~ e~1't .s-z) 

:f) (Q. J2] 

5 .. u 

Calculemos primero el conmutador de Q con la comp~ 

nente j-é~ima del mo-nento angular total. Recordando que p y 

~ son oneradores vectori~les es directo que: 



116 

5.30 

~ene~os entonces: 

S.31 

Calculando cada uno de estos conmutadores: 

( Q, J.,)-= y¡ [A© ñ.s, +-' ~®it·s, , l~J 

='fl (A©[ll·S1J~11~ Ci@l1r·s2 ,l~1 5.3Z 

vemos que: 

por lo que aplicando la ec. 5,30 tenemos: 

lo cual pode~os escribir como1 

5. ~5 

con un resultado sb1ilar oara s.,, con lo que llegamos-.a:-.. 

ahora: 

[ Q , 5~] -= 'fi. (A~ 1f · S 1 \ ~ B & lJ · Sz. 1 S • ~ t5~11 
-=\JT(A~[ñ·s, 1 5,~]t~ l?~lil-s,,s-z~1) 5.37 

si observamos que: 
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LIT·s, 1s,'d1"' lll-1cs,)( ,s1-;i"\-:.1t"'-[s,~,s1,1-= ~ TT~t.1:1 Q.cs,._ 

.,,.,¡(s,x'1)
4 

s.~8 

entonces: 

5.3':' 

Re~resándonos a la ec. 5.:n y aplicando las ecs. 5~36 y 5,39. 

obtenemos: 

de aquí vemcs entonces que: 

·s."11 

Esto significa que las transformaciones de supersimetría no -

cambian el ~omento angular total del sistema. 

g) \q,cr:\ 

~Q 1 1t.\ = '{t { A®Ü·s, ti\ 13®lr·Si.) <l.~ 

-:: 'lI ( \A 1 <( \ 0 w .s, ~ ~ {e, C[. \ lis\ ~. s~) 

Observando que: 

con un resultado análogo para B, obtenemos: 

lQ,{\-:.ó 

h > \_Q, s 2
\ 

S.<!l..\ 

S.'"1; 

Recordando que para spin i, podernos escribir: 



'Z 1. 3 
~I -= S-z-= ~ 

2 
obtenernos "Para S · 1 

s2 ~ s;z~i's.~'2. t s: ='l + 2s 1 .~t •.. · .· . ·.. .t 

por lo que: 

Ahora: 

{ q ,s,.s't \ = fi. (A® \~·s,)s,.sz' ~; \)4¡)\i\·~i ;s,·~2\) 

\rr.~ •. s,.si\-:: t11~s." 1 s,~s2 1\ 
= TI ~ \ S 1 ; 1 S, ~ \ Sr~ 

1 
Para spin z sabemos 1 

?or lo que1 

{ l'f .~, 1 ~ 1 .s,_ \: l 1L; S-z-rJ1~: 1r~i. 

también: 

Si observamos que: 

<t G® "ñ .5i = . " Aesb l\ .s't 
<t A~ 1\". s, ::. " ~ ei> 11. s, 
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S.~1 

5. e¡" 

5.<J7. I 

5." 7.~ 

5.49' 

5.so 

5.51.' 

s.sr.i. 



?ode~os escribir: 

t Q > s,. 5-i) -:. 'fi ( ( ,¡ 'QQ) 1f. s~ + 11: A ~ ~ • ~.) 
L 

-= <t Q 
'L 
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s.s.i 

y utilizando esta ecuación en 5.*6 obtenemos finalmente: 

f Q \ ~'Z1 ~ (.~-+ <!.) Q 

i) \Q, P\ 
5.S~ 

Por Últi~o observando que para el operador de pari­

dad tenemos: 

5.S<t 

vernos que1 

S.55 

Finalmente. para un operador hermítico F sabemos -

que 1 

5.5~ 

por lo que las relaciones de (anti-)conmutación de Q~ con 

los operadores a.~teriores pueden obtenerse de: 

'\_QI F]+.\- \..Q\(~ -::O 

tQ,~~~= \~\,F\ 

s. 57. / 

5.Sl.i 
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6.- EFECTO DE UNA TRANSFORMACION DE SUPERSIMETR!h 

SOBRE. LOS .ESTADOS PROPIOS DEL HAYi!LTOIGANO 

A partir de las relacionés·de conmutación obtenidas 

en la sección anterior, ve111os que es pos:tble construir un co.n 

junto completo de observables (que conmuten por pares), al -

cual es posible asociarle una base ortonormal de vectores pr~ 

pios en el espacio de estados del sistema1 

Queremos estudiar aquí qué efecto tiene sobre esta 

base la aplicación de una transformación de supersimetría. 

Este conjunto de observa~les, estará dado aquí por­

los operadores H, J 2 , Jz, s 2 , <L y?, ya que estos operadores 

con'l!utan entre sí. Denotemos por lip_) un estado µropio de eJ¡¡ 

tos operadore~ con valores proµios ~. j, m, s, c y p, respec­

tivamente. Como los operadores Q y Q+ , que gener2n una tran~ 

formación de supersimetría conmutan con H, J2 y Jz los esta-­

dos Q I~) , qt \ ~) satisfacen(~= 1 )-. . 

\.\ Q \ ~ > = E. Q \ ~> 

J~q \~) = 1(1\I) Q\ ~) 

J~Q \~)-::. 'IVI Q \ ~") 

(á; J./ 

{,.l.Z 

{,. \.~ 

con las mismas relaciones para Q"' • Observa:nos también:que: 

!? Q \ ~) = - Q \' \ ~ ") 

-:: - p Q \ <!>) 

({. Q \ il) -= - q (( \ ~) 

~ -c. ~ 11>~ 

~.z 
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y fin~l:nente a partir de las ecs. 5.53 y 5.57.2 vemos que: 

g 2 Q \ ~ > : ( 3- s ( :s i 1) - <:) Q \ ~ > 
52 Q+I '\'/ .,, (3 -:> c~t i) - c.) ~ti tp) 

G. <J 

6.5 

pode:nos decir entonces de las ecs. 6.2 a 6.5 que una trans-­

f'or.11ación de supersi:netría ?.l tera al estado, pero como vere'it 

:nos a continu~ción pode:nos obtener mayor inf'ormación de las­

dos Últi:nas ecuaciones: 

Como nuestro Hamiltoniano representa-la acción en;. 

tre dos partíc11las de spin -k , por la regla de adición .de -

momentos angulares sabemos que los posibles valores propios­

de 1 spin total son s -=O, ó s = l. Queremos saber aquí si los­

estados ~ 1 \>) y ~+¡ 111> tienen spin total definido. 

Con nuestros resultados pode~os construir la si---

guiente tabla para los -posibles valores de J - s(s + 1)1. e 1. 

s c 

o 1 

o -1 

1 1 

l -1 

Tabla l 

J - s (s.\ 

2 

4 

o 

2 

l) - c 

4 

2 

2 

o 

Para un mismo valor de E, j y m ideritif'i:caremos 

los estados propios por l S,C1 p) donde_s,_c y_p son los v-ª 

lores propios de s 2 , (.. y P. Sabe:nos que para que· un estado-
- - . . 

\~) sea estado propio de s 2 se debe saii~:f~~er que: 

52 \l}l)::. S(HI) }</') 
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con s entero o senientero, y co~o no existe esta s que sati~ 

.fa.~a s ( s + l) = 4 podemos concluir que 1 

y 

Q~\o 1 ·i,p) 

Q 1 0 1 i, p) -=.·· o(·\.t,-\,·~y!'.~ 
- - . --· ·--·- -

qli,l, y/= f\o,-i,-p> 

Q \ i\ -1. 1 f') -: '!; \ il ! I -p) 

Q+ \o,-~ 1 p) 

-t 
Q ' 11 i l p) -= 
q+ \ ~,-~, f> =)\o, 1,-f) 

G. 7 

/ ' 

"·'J. 1 

<..9.3 

". 9 . .5 

donde U.. , J5 , t' , J , E y s> son mí:neros en i:,eneral co,;ii 

plejos y queremos saher cuales son sus posibles valoPes. 

El Ha11iltoniano está construido como H ""l \Q, ~\ 
con lo que pode:nos ver directRmente que: 

\.\ \01 l,?/ :. l ot ~ 'º' ~. r> ~-'º· \ 
\.llo,-i,p/ -::. i J) \o,-~, f) ¿,, 10.7.,. 

\-\ \1,-i, pi :. i(G\) T~ 't) \ i 1 -i 1 f) '· 'º·3 
\-\ l i, t l p7 =-llE;ttto) \1 1 -1,(~ 0.1 b.t-1 
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co~o e2·tos est~dos tienen ener1ía ~ pode~o~ con---

C·lui;: 

oCJ>-=-ZE 

8~ ~ 2..E 

t."t -:; o 
',·· ·.· .' 

~;\\.3 

Co:isidere:nos es-tados con energía E -f. o. SabE:·;cios •" 

011e loii operadores Q y Q+ satisf'acen1 

por lo .,_ue: 

= cJ. t \ i, !., p) ::; o ~.13.l 

-:: l.~\ i,-i,.V) =o (..\?..2 

con lo '!Ue concluf·nos q1.1e: 

::: i n•1es~:!"os es ;;~dos están normalizados inicialmen-

te ~ l pode~os ver, por eje:nplo: 

?ero por otro lado 

--\i
1
o\ q~q\o,~)-:: <1,o,p\ q\-Q+QQ'°\\ 10,f')=2E. 

(Ó, \ 5 
con lo que concluímos que1 

con 1m resultado si:nilar para ~, ~ y J . 
Co!'l una. selección adecuada de la :fase podemos escri 



bir: 

Q \ O¡ ~, ft "::- \fZE \Ji- ~,-p) 

Q"'" \ o, ~' (> = o 

Q \ o, -1, r / = ó 

Q-\ \ 0,-1, \'l ='fU \ t, !, -p) 

q \ i, !.,~) -=-VZE-\c,-~,-p) 

<:t 1 l, l, p) = o 

Q \ i,-~ 1 "' =o 

q~\ -i,-~, p/ _-::: ffe \o, r,,-J'/. 

1.2ó 

.{,.ll.\ 

b.n.< 

6.17.~ 

(o. \7. 4 

6.11.5 

E>. ru, 

"· 11. 8 

Cuando f'e trabl?.ja con supersi.'TletrÍa en teor:'.:as c~1á.n 

ticas del cn:npo, el efecto de una transfor-nación de supersi~ 

tría es ca11biar el spin de une. partícula en cantidades .::;,--;:.c.D 

terc>.s ( l ) . Sin e11bargo en nuestro :r:odolo, que rapre!':;,~'."'::O. -

la interacción de dos partículas de s:;:>in ± , la superr.i~e--­

t!'ÍP. ~osee la propiedad ·de cambiar el spin total en cantida--

des ente:-P.s. 



7. - C0'11PORT A.'.JIE:nc A :.:..RGO ALCi,:1CE DE Li\3 

FUERZAS NUCLEARES CO!·lO UNA :.IA:HFEST!\CION DE LA 

SUPERSDIETRIA E?-l LA NATURAillZA. 
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En les teorías cu~nticas del ca~po, la supersime--­

trÍ'.'. ha sido onjeto de ~an atención, porque entre otras pro­

piedades, 9osiblemente proporcione un canino natural para unJ 

ficar la 15raved?.d con las interacciones fuertes, débil y e le_s 

tronagnética. Esta simetría tiene la propiedad de transformar 

CR'!lpos fer~léni:cs en :a~pQa bosónicos y viceversa. 

Si la supersimetría tiene algo que ver con la natu~ 

raleza, debe estar rota, porque po se han observado fermiones 

y bosones con la 'llÍS'lla mas::!.. Las predicciones de 'llUChos de -

los ,odelOs existentes esperan ser probadas en los acelerado­

res de altas enere;ías Últi!Tla:nente construidas. Sin embargo se 

han observ2.do a lr;nnos fenómenos que pueden a+.ribuirse a supe.r 

si~etrías, mediante al3unas aplicaciones del ronpimiento de -

estas y que han predicho y confir'!lado correlaciones inespera­

d Rs entre nt'1cleos par-par ~' par-i111par16. 

En esta sección mostraremos que el potencial de la._r 
, , 17 . i' . go alcance nucleon-nucleon, es una realizac on particular del 

Ha'!liltoniano supersirnétrico 4.20. El potencial nucleÓn-nucleon 

es bastante co~?licado a distancias cortas e intcr'!ledias ( ••• 

r <: 2 f·'!l) debido a efec":os de muchas partículas, ~unto con el 

hecho de ~ue diferentes tipos de '!lesones y bosones vectoria-

les se intercambian entre los núcleos. Sin e:nbare;o, el com;;ior 

taniento a lare;o alcance del potencial ( r > J :fm) es debido-



sola"!lente al interca"lbio de piones, y tiene ll?. for:na: 

~ ±. "\ (~~·l.,<,,'-z)) (V~cr> 5, .s~ + 

(3 (s, ;*)~5~)·>- s\ -5<!)V.,ct)) l. 1 

donde ~'11 
y ~(l) se ;refie~e~ al.isospili d_e c~d~ uno de los nu­

cleones. Las·:funciones'v· y v e'~ta~>dacla~•po~;~(•~'~-~;1): 
., ,s. . T , •:·_· ... -._•_•.·. . ·· ·· ···-· - --x -· _ .. _. - -.... -... -__ :.-;·:., ___ .. -

V~ = /:j ( ~~} ~ _._ -· .,:. , ;e·~-' ~ 
.;;.T· 

Vr = ~ ( "''1:) ( i + ~ +;J -·~··· 
Aqu{ -X..~f"'r , donde r es la !'12.Sa del pión y g- es la constar.-

te de qconlanien+;o plÓn-n1.1clÓn. En la ec. ? • l el sl.e;no +- en­

el ledo derecho se refiere al potencial par~ la lnteracnión -

nucleón-nucleón (o entinucleÓn-nntin11cleÓn). -nient!'as el sig­

no - descrita el cotenci?.'!. de interacción nuclÓn-antinucleÓn-

(ref. 18). 

Nosotros corn:m.rare!'1os el potencial de interca:ilbio -

de •.m pión ( OPEP ) dado por la ec. 7 .1 con el potencial co-­

rrespondiente dado por el Ha~iltoniano supersi~étrico 4.20. 

En -orb:er lugar no-t:e"los qne el O?SP sola.,em:e re---

quiere dos esn~cios internos diferentes, uno relacio~ado con­

el nú-nero cuántico bariÓnico y otro correspol1diente al nÚ"lero 

de isosuin. La estructura !"lt1ltiplicativa del operador ([ en -

4.20 nos lleva a la identificación ce cada car~a c(a) con el­

nt'.irnero bariónico de cada nucleón. :::n su forma actua 1 ni.iestro-

modelo supersi~~trico no incluye el isospin de una ~anera na­

tural, y cualquier co·nparación entre los potencia les 7. l y --

4 .20 será hecha para cada canal de isas-pin: b-= C't''>.1/'1 )-=-~, 1.. 
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Ei sis~tianto n~~c es ide~~ific~r los cceficientes -

de s .. 51 y ( s .. Y:) <s ... r) de!'inidos e:'\ tér1'linos de l~ s :f1.1ncio--

nes 7 .2 y verificar ~·i se S3.tisfacen la:': relaciones imouestas 

por la sunersii:etrí" .• 

Unu co·nparE>.ción directa muestra que: 

± V =- ~ ( \{ ~ - VT) 

'r~(tV)-:: 37.VT 
el'< 

7.<·I 

y lo que tene,~os que determinar es sí esta Última relación 

predicha por la sui;;>ersi'netría es cierta. ·En ~érmin6s·cle la dJ? 
-.·:.--.:''' .. ··¡.:e 

finición 7 .3 lB. relación 7.4 puede ser reesérita coriicfr 
:o.:~:é~=-:- -- .. ' .' ,=-,'· 

'r ~ (\Js-\JTJ =- 3Yr 
Jy 

~J!"l cfÍlcnlo directo usando las expresiones 7.2 ~u~s'ti-~-~Je ,-,. ia:-

ie;:~a ld aci ? . 5 es exacta"lente satisfecha, lo qite es un 'resúl ta-

do sorprt'!ndente. 

Cu-:indo comn?.ramos los potenci::>.les en las ecs. 4. 20--
z. 

y 7. 1 ve"lJOS o_11e tocnvía tene~1os el término centr«l.l ~ yi V qt\e 

no es~á presente en el OFE?. Sin embargo, la elección de 7.3 

nara el supeTootencial !1.,_ce que el tér11i:no central sea propo_r 
-V< 

cion~l a e. , el c•.1?.l es dexpreciable cuando es conparado 
-X 

con los otros t~rminos del potencial que se comportan co~o Q 

en la aproxi~ación de largo alcance. 

En la inter?retación µresentada aquf, la supersime­

tría est~ rota como puede verse del potencial nucle6n-nucleón 

co'lll)leto que li!¡;a al deuterón, por lo que no puede ser puede­

ser -positivo definido como lo implica H "l tQ 1 Q"'J . 
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Sería inte~es~nte ent~nder l~s ncsibles i~plicacio­

nes de las nroniedad"'s exhibidas '.'!<:ptÍ desde el· oun'l;o de victa 

teórico de laR tcor:i'.ns ce ca·~po, ya q•1e si la orec:icciól"l ·de -

la relaciÓ>"! 7 ,!;. no es ·nera coinci,¡encia, é!;:ta nos dice q_ue la 

s11ners:i.1~etr:i'.2 es una b1ienn si.:nen"Ía a baja,; energ!?.S, lo cual 

no es lo esperado en el trr¡ta·niento t1s1Ja l dentro de las teo­

rías suoersimétricás 19. 
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CO!'lCLUSIO~JES 

En este caoítulo se cojue:an lo que a "!li j11icio, 

constituyen los dos as?ectos ~ás i"!lportantes del trabajo des_g 

rrollado en este trabajo. ?ri~ero, la for"!lulación de la mecá­

nica cuántica a través del principio de acción, nos muestra -

l~ existencia de dos tipos de variables cuánticas con propie­

dades de con11utaciÓn diferentes y seg•.máo, el requerbiiento -

de invariancia bajo supersi~etrías CO'l!O restricción en la --­

construcción de siste"!las que incluyen los dos tipos de varia­

bles. Hernos introducido la supersimetría como la invariancia­

~nte translaciones en un superespacio. Esto nos permite cons­

truir de 1tna 11anera siste"!lática ~cciones clásicas que son su­

persi ~etrice>,"!lente invariantes y que es tan construidar.; a par~­

t ir de dos ti?OS diferentes de variablesz variables que conn~ 

tan y variables aue anticonmutan {números de Grassmann) que -

corresnonden al lÍrnite ~-'7 O de los dos tipos de variables -

cuánticas "!lencionad~s arriba. Invirtiendo el proceso es posi­

ble entonces cuantizar las variables cuánticas de acuerdo al­

?rincipio de Acción convirtiendo a los nú~eros que conmutan -

en operadores bosónicos y a los números de Grassmann en oper~ 

dores fermiÓnicos. Con esto obtene~os una formulación de la -

rnecinica Suoersi~'trica. 

El estudio de siste~as unidimensionales nos permi-­

tió la co~prensión de muchas de las ideas generales que aparJ! 

cen en supersi"!letría. Sin embargo estos sistemas se encuen--­

tran "IUY restringidos precisamente por ser unidb1ensionales .-



Con el o't-jeto de tener una situación física más realis"t? {"en~ 

r'3.liza"'JO!; el for·~2 Us·~o a tres di'.'.lensiones es::m.ciales. 2!'1 er;-

te caso l~s variables bosónicas pri'llera clase) estan repre-

SentadP.S ':JOr los o:ieracores r y p q•.tC interpretare"JOS CC'llO la 

posición relativa y 'llO~ento relativo en un sistema de dos PªI 

tículas. 

Las variables fer"'liÓnicas (segunda ciase) las he~os 

representado en tér'!linos de ooeradores de spin t asoci!\do a 

cada pRrtícul?., Sin e'llbare;o para satisfacer el ále;ebra de di­

chas variables es necesario introd~cir además un espacio in--

terno adicional. De este 'llodo el Ha~iltoniano cons~ruido re--

oresenta la interacción st1persimétrica de dos ;:iart.ÍC•!lns de -

. ' S]:>l!'l z cada u'."l.a de las cuales oosee •.1:-1 mhero cuánt:ico adi-

cional asociado a dicho esp~cio in~erno. Dicho He~iltoniano -

posee términos de inter~cción cencr3l, spin-spin y tensorial. 

Dn posible con5uni:o de observables esta dado por los operado­

res E, J 2 , Jz, s 2 (soin total), P (orn·id?.d) y 11: (proccic-::o de 

los n~~eros cuinticos internos de csda p~r~!cula). 

A continuaciÓ!'l investii:;a'!los la acción de los gener_g 

dores de supersi~etría Q y Q+ sobre los estados del siste'.!la -

encontrando coi¡o rea11 l tados '.Jl:?.s impori:Rntes: 

1) A!'lte una transt'or~~ción de s•.1persi'!Jetría sobre los es-cados 

oro;Jios del conjuni:o co'.'lpleto de observ<?.'!:lles escogido, se co.n 

servan la eneri:i;ÍR, la :nag:nituci del 'T!Omento ?..ngular total ~-••• 

J "' L + S y su conponente en la dirección z, J z. 

2) Cada uno de estos estados es cniquilados ya sea por· Q ó 

;:ior Q+ • 
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3) :Sos mÍi'laros cuánticos res"tantes si sufren cambios bajo una 

transfor::i2.ción O.e 3'Jpersi:ne"tríe.; La pa.ridad P y la carga d: -

c?.nbían tle sif,no •. En lo que se refiere al Spin -r.otal; el efe,9_ 

to de una tre.naform~ Ci6n de supersi:netr.5:a, cuando no aniq_uila 

al estado, es cambiar dicho número cuántico en cantidades de-

1: {\ • 

Fin:ümente hemos encontrado que la aproxirr.<:ición de-

12.r.~o alcance p?.ra c:;o_da canal de isospin del potencial nu---­

c leÓn-n•~cleÓn constituye un e je:nplo físico de nuestro hami l t.Q 

ni~no, ec. 4.~o. En este caso el número cuántico interno de -

c:>d;:i p<>.rtícul:>. corresponde al número bariónico de cada. nu---­

c león. 

31 aspecto más importante de esta identificación es 

l"' verificación, en términos de funciones conocidas que cara2 

terizan a este potencial, de una relación entre los coeficien 

tes de las inte!"'3cciones de spin-spin y tensorial predicha -

por la supe:::sime1:ría. 



APE~DICE I. 

SORR::: OPER;'..DC!'ES "..'1l!TAHiú3 

En este ap6ndice da~ostraramos el siguiente teore~a 

sobre operadores unitBrios utilizado en lB secci6n ¡,4: "Si -

dos operadores tienen el ~is~o es~ec~ro, entonces estin rela-

clonados por una tr<>.nsfor:n~ción unitar·i:;º. 

Considere~os dos can~id?de~ fÍsi~as re~resentacias -

por los ooeradores het'i:Jtlcos ,\ y'" res~!!ctivn.mentc. Pod<L11os r_! 

presentar a estos operndores, s!. 1 ~) :r 1 b) son sus Yecto--

res propios por: 

A.r.l 

y· 

A.f.2.. 

donde Cl.t y b_, son reales ~' son tos v:>.lores propios de A y ?: • 

Los conjuntos \et.."> y \\,"-") for:ül'n bases diferente~ 

del espacio de este.dos. Construyanos los sir;uient~s oper:o.do--

res: 

y 

Ua..'o =- L \a.ll.)<..b,I 
!l. 

q_ ue son tales q~.e: 

u ~lo\-.,,;) ... \ ª11.) 

v..,.,_\~•'>"' \\,e/ 

A.r.~ 

A.I.<1 

.4..I.S 

A.J. '-
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y que saT.isfaceni 

q1.le i -np lica la propiedad de urii tariedad 
,.. \. ' c. ~ 

u ... = (.}""'.' A.I.,.P 

para V Q.to y lJ\o'c.. • 

Ahora, si las dos propiedades A y B poseen el mismo 

espectro de valores, 4t: 'c:>t , se satis.face1 

A.1.9 

Por lo que los dos operadores están conectados por-

1ma tr'l.nsformación unitaria. 

A nuestro juicio esta ~lti~a ecuación es importante 

y2 que si A y 3 representan la ~isma propiedad a diferentes -

tie~pos en un sistema aislado, sus vectores propios están co­

nectados por una transformación unitaria y entonces aquí ve~ 

"!OS claro el porque queremos construir un principio diná~ico­

para la función de transformación a partir de transformacio--

nes unitarias infinitesimales. 
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AP:::NDICE II 

S OE?..:S LAS .i!.1iTRICES "'Q. 

El objetivo de este apéndice es de~ostrar la ec. 

?.17, transformando las propiedades de conmutación de las va­

riaciones f ~ con las variables ~ a la representación de -­

las variables dinámicas 'X , estando estas relacionadas por~ 

una transformación lineal arbi~ra~i~~ 

.4.ll.2.. 

E'rcbe-:os: 

A.O. 3 

r:or 'Le 0 -,o .. 

.8~ :t.b-= L. ~O.!> J-X3 2 ibr X'r' 
s r 

-=2 iC\.s ~b ... J ::ts :Z:y 
:!>Y 

~ ¿_ Qo..~ ~ ..... Oc.~~ )t- d' ;{1 A.n. . .:i 
5Y 

Conde he~os utilizado la ec. r.7.1, entonces1 

A.D.. s 
por otro lado : · 
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por lo que: 

L. ~b'r h~ \ks)"t: "l:.t 3"X.s 

A.IJ.7 

interca~biando r por t y t por r en el lado derecho tenemos: 

-= L (¡o..) i.~ ~Q.$ .e~t ~ J'z:;. A.O.i 
S'\'t 

nmltiplicando por ( r' >cb y sumando sobre b en el lado iz--

o_•üerdo de esta Últi:na ecuación 

L (i")cb ( L ~ "'" le...~ (.9c~\t '.:tt JZs) 
b ~Yt 

= Z 8c."<" ~~s (~~)Y' Xt Jz) 
$•\'i; ' 

=- L ~<1.s \ .i.t.,) e-to ~ Jx.s 
St 

oor lo que A.II.9 queds como: 

usando: 

tenet"los: 

~t l ~ .Q,~ (l<s\t o-' )sp) Jn "X.t 3ti 

A.D.10 

A.lJ. iJ 

= l L. I (r')u,(1.~)..,y~Y\l'5(r'):sr Qfi:t-:ii.J~ A.Jr.r2. 
P'\- ~"t ..., 



I. ( l. QQ.~ ( \,\t (.Q-' )$F) ~r, :xt J::.i1 
f'\.l s 

= 2 ( r' 1 .. ~)et J ... f 2f~ Zt J~ 
r~t 

lo cual podemos e~cribir como: 

L. ( z Qll.~ ~~ ~~~ )<t .Q"'3 .:Ct g'l:., 
('\t ~ \ 1 ~ 't 

= 2 \ g_·' ¡..._ 9..) q, J"-V 9.r'\ ~ g'X\ 
l''tt 

A.TL. t3 

A.JI. l<f 

Utilizando la ec. 1.7.15 obtenemos finalm~~te: 

~t (~ ~0.5 ~'S ~s-~ )c.t 9f\ A( J-:r;~ 

= L (Q·' :\.._°-)et Jo.f º"' :t-t J~ 
~r,.l 

A·ll. ,\S 

C'Jmo 1 y 8~ ~on arbitrarias y l:i.::: variables Xt son indepen 

dienteR obtenemos finalmente la ec. r.7.171 

A.[\..\<.. 
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A?3NDIC:S III 

F0~:.1AS ~ILINEALES 2 0 

. En este ap~ndice, usaremos resultados del álgebra -

lineal para de11ostro.r que sie11pre es posible construir una b,!l: 

se del espacio en donde las :natrices a y o( introducidas en 

las secciones I.8 y r.9 puedan escribirse en la formulaci9n -

canónica para las variables de pri"!lera y segunda clase. El 02 

jetivo aouí es entonces presentar de una manera clara la teo­

rÍR Que nos permite lo~rar esto y como utilizar estos teore-­

mRs dentro del contexto del capítulo r. 
l. Formas Bilineales 

Definición. Sea V un espacio vectorial sobre el eam 

po ~. tha for"lla bilineal en V es una función que asigna a ca-

dP par ordenado de vectores «, p 
F, tal que se satisface: 

en V un escalar jC"l.f') en 

{t~ oe, + ª-z., 1) , ~ ~<«., ¡n + 1 <a1-z, ~) 

~~o(. 1 c:!}i+ ~1') :. ~~(al•f•) ~ ~(el., pi) 

,4 . .m.. i. 
A.ll! .~ 

?ode11os ver que el conjunto de todas las formas bi­

lineales en v es un subespacio del espacio de las funciones -

de V it V en F. Denotaremos éste espacio de :formas bilineai.es -

en V por L(V,V,F), 

Ahora, sea V un espacio vectorial de dimensión fini 

ta sobre el ca'!lpo F y sea B:. ~ ~., ... ,J.n) una base ordenada pa­

ra V. su pon~amos a. ue ~ es una for:na bi linea 1 en V. Si 

y A.m.. . .3 



son vectores en V, entonces 

~ <. d., p) ;: 1 ( ~ ~d.;,. 1 f.>) 

: ~ x, -JCcl; 1 p) 
, z -x.¡ 1col, , Z~a J~) 

"' 

{( ~. ph ~ i .A.;4- -:(\~2 

= XTA ~ 
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A."JIJ:.'<f 

, entonces 

A.íif. 5 

donde X e Y son las 1latrices coordenadas de o( y (.3 en la -

base ordenada B. Por lo q•te cualquier for11a bilineal en V es-

del tipo. 

IJJ!I.6 

para alguna m;.,triz A de nxn sobro F. Para nuestros propósitos 

es i'llportante notar, de que si tene"!os una :natriz A de n ;t. n -

pode'!los ver que la ec. A.!I!.6 define una forma bilineal Í en 

V, tal que 

Definición. Sea V un espacio vectorial de dimensión 

finita sobre el campo F. ?ara cada base ordenada B de v, la -

función q•ie c>,socia a cada forma bilineal en V su r.iatriz en la 

base ordenada B es un is9morfis:no del espacio L(V,V,F) sobre­

el espacio de la~ 'llatrices de n n definidas sobre el campo F 

Dem. Observamos lineas arriba que ~--'? [1) 8 es U."la C.Q 
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rrespondencia uno a uno entre el conjunto de formas bilinea:-­

les en V y el conjunto d~ las matrices. de. n llC n sobre F. V-;ia-­

mos que es una t~ansformación lineal, de 

para cada i y j. Esto nos dice simplemente que 

.¡_. 

Estaremos interesados en que le sucede a la '!latriz­

n ue reuresenta a una forma bilineal, cuando cambia'!los de una­

b~se ordenada a otra. Supongamos que n <\-<., ... 1 e:<"\ y B'=\i1r,cl~\ 
son dos bases ordenadas de V y que {- es una forma bilineal­

en V. La pree:unta ahora es ¿ Co'!lo están las 71a trices L ~)e y -

[~1 e• relacionadas? 3ea P la :natriz (invertí ble) de n X n tal-

en_¡ e 

A:m..1 

para todo d. en V. Para cualesquiera vectores o( , p en V 

{ l d.' P) : [ "] ~ [ 1 Je l Pl& 

= ( P Y.ú.Je.r [~le fl lfaJt!>' 

-=- [~) :. ( pl [ ~ )
1
/) lfaJe' A.m.. '8 

Por la definición y la unicidad de la ~atriz que r~ 

presenta a 1 en la base ordenada B', debemos tener: 

n.m." 
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1Jna consecuencia de ésta ecuación, es la siguiente: 

si A y B son matrices de n lt n que re?resentan a la misma for-
•. 

ma bilineal en V en diferentes base, entonces AY;.Btienen el 

mismo rango. Esto es, si Pes una matriz invertiblé de~n'>Cn y 

B -:. P"T AP es evidente que A y B tienen el mismo rango·. Esto ~ 

ce posible las siguientes definiciones. 

Definición. El rango tle una forma bilineal es i--­

gual al rango de la matriz de la forma en cualquier base ord~ 

nada. 

Definición. Una forma bilineal ~ en un espacio 

vectorial V de dimensión n es no singular si, rango ( 1 ) o:. n 

2, Formas Bilineales Simétricas 

El o~jeto principal de ésta sección es responder la 

siguiente pretp.mta:¿ Si! es una forma bilineal sobre el e&Pi! 

cío vectorial V de di~ensión finita, cuando existe una base -

ordenada B en V tal que f esta representada por una matriz­

diagonal. 

El teorema básico para lo~ar esto se presenta en­

casi todos los libros de álgebra lineal y es ampliamente conQ 

cido por lo que solo enunciaremos los resultados principales. 

Definición. Sea l una forma bilineal en el espa-­

cio V. Decimos que ! es simétrica si 1 (d.,~) "~<¡',el.) para -

cualquier par de vectores ()(, , fo en V. 

Si V es de dimensión finita, la forma bilineal ' es 

simétrica si y solo si su matriz A en cualquier base orlenada 

es simétrica1 AT =A. 



Teorema 2. Sea V 11n espacio vectorial de di'r1ensión­

fini ta sobre un subcampo de los mímeros cornple jos, y sea / -

un~ forma bilineal simétrica sobre V. Entonces existe una ba­

se ordenada para V en donde f está representada por una ma­

triz diagonal. 

Corolario. Sea F un subcampo de los números compl~ 

jos, y sea A una matriz simétrica de n x n sobre F. Entonces -

existe una matriz P invertible sobre F tal que PTAP es diago­

nal. Pasemos ahora al teorema que aplicamos en la sección ... 

Teorema J. Sea V un espacio vectorial de dirnensiÓn 

n sobre los números complejos. Sea t una forma bilineal simí 

trica en V con raneo r. ~ntonces existe una base ordenada ••• 

B=tP• 1 ... 1 p .. \ para V tal que• 

i) !x"l matriz asociada a ! en la base ordenada B es diagonal, 

ii) 

Dern. Por el teorema 2, existe una base ordenada •• 

tcitr, .. . , ~"'] para V tal que 

Como ~ tiene rango r, su matriz en la base ordena­

da \~•, .. ,e<") también. Por lo que debernos tener ilti1~,daHC1P!! 
ra r va lores diferentes de j. Reordenando los vectores ~-a- , 
podemos suponer que 



Ei V-t<.ol1,«1) deno"l:::>. c·.1alquier !'aÍz CO"l';llej?. de f <ol1,c1'1) 1 'J si­

defini-.¡os 

j 1 «') 

J3~ = 1 Yft'''"') 
1"'', ... ,r. 

al~ I 

la base\. ~1 1 •• 1 P"- ~ satisface las condiciones (i) y (ii). 

). Fo!':nas Bilineales Antisimétricas 

En esta sección V será 1.m espacio vectorial sobre ·-

un subca~po F del camuo de los nÚ~eros complejos. 

Definición. Una for-:¡:>. cilineal .J en V se. lla:na an­

tisimétrica si {ld., ~): -~<p,a<) para cualesquiera par de vect_g 

res ~ en v. 
Proba!'e;:ios aquí el sie;uiente teorer:ia concerniente a 

la simplificación de l?. '!Jatriz de una for'!la bilineal antisi:r_g 

trica para un esnacio vectorial V de di"Jensión finita. 

'!'eore"I!::>. 4. Sea V 1m espacio vectorial de ci.imensión­

n sobre un subca"Jao de los n~meros complejos, y sea f una -

forma bilineal antisi:nétric?. en '/. Entonces el rantro de f. es 

par y si r = 2k existe u."la base ordenada para V en donde la ~ 

triz de ~ es la su'!la di::-ecta de la :natriz cero de 

(n - r )x (n - r) y i<: copias de la 113.triz de 2 )( 2 

( -~ ~) 
Primero hagamos las siP,uientes observaciones, la 

for'!Ja bilineal { es antisimétric2 si y solo si su matriz A en 

cualquier bi:.se ordenada es an·üsi'!létric<?., .1.T:. - A. Cuando ! 
es antisimétrioa, la 'l!atriz de -\ en cualquier base ordenada-
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ten~rd lo~ ele~entos de s~ di~6onal igual a O ya que 

atcl,cl.):.-~(q,c:{) ~,.,..,'toco~ en v. 

S1.rpongarnos q_úe l es 1.ma i'Órne bilinee.l antisimétrj 

e?. diferente ó.e cero en V• Co1no 8 /: O , existen vectores e( , 

fo en V tal q•1e ~ (ol, p)-:/: O. :.rultiplicando o( por un esca--

1?.r convenien'te, pode.nos sul)oner que {cd13):{. Sea 't=- c.t1..+r:Jj3 

en e 1 espacio ~ener?.do por O( y fl . Entonces , 

{(i',ot.): {C~o<~c!j3,o() = ci 1<~1 <(')=-d 

:. c. A.Il!..10 

por lo que: 

A.m.B 

en rmrticular, notamos que O( y (3 son necesariamente lineal 

mente inclenendientes, por lo que si "'f.:. O , entonces •••••• 

i (~.el) "' 
1~:~ ~'~ : ~ ~ubes pacio de d.irneh~i'.Óni2 generado por e< 

·r p . Sea ~·:1° e1 conjunto de: t-~cib~ iJJ'~~~±;io~~~· :'.;$_')e~º~ i;a-~ 
~c.ó,o<)-= {<8,¡;) ~a.·.... · '.) . '_·.,;.,· :< 

Afir:na-:ios que V -:: '11 ~ ([l.:. ; .Sea E: un veótor en V, y 

que 

t:. iCE,~) o( - i<é.,o<)}3 

J-=- E.-°t 

:C:ntonces 't esta en W, y J en W.l. porque 

1 (ó\Ó\) = 1 (t: - ~(~ 1f6) e{+ t (E.,r).)jíJ..) 

~ ~(<:: ,~) + i(f,a) 1(p,c\) 
=o 

A:m..12 

A .111.. \3 

A.ID..\~ 
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y similarmente ~t8,p) . ?orlo que cualquier E en V es de la 

forma é=i\J' con -r en\•/ y J en W.L. De la ec. A.III.ll. es­

cl::i.ro que ·wnw.1. -:..lO~ porloqueV=\•lG ...,i.. 
, ..l a -.1.1. Ahora la restriccion de ~ w es una forma bil1 

neal antisi:nétrica en w.l. • Esta restricción puede ser la for-

ma cero. Si no lo es, existen vectores 1 B I 
et y¡- en '11.L tales-

'!Ue 1<«'1 ,8')-= 1 . Si W' es el subespacio generado po_r _r>(. 1 y -

p' , debemos tener1 

dende ·11
0 

es el con.iunto de todos los vectores J en WJ.. tales­

rrne \(~',&):~cp',J)-::o. Si la restricción de! a \·/
0 

no es la-

d l . ,J ,, ' A-for~~ cero, po cmos se accionar vectores ~ r 
le? 11u?. 1C.crl" 1 f)=i, y continuar la f'actoriz<>.ción. 

:Sn el caso de dimensión finita es claro que obtene-

~o~ una sucesión finita de pares d& vectores, 

A.:m. le.. 

con las siguientes propiedades1 

i.) {.<c1,.~ 1 ~~)-:: i 1 j 1, •.• 'k 

ií) iL~.\,~1)-= ,\tp.;, fo~)-= ~Ccl.-i,fo1)-:o 
iii) Si '.'lj es el subespacio de dimensión 2 generado por «~ y 

f3i , entonces 

A.U..\l 

donde todo vector en w 
0 

es ortogonal. a todos los « ~ y p1 y -

la restricción de i a VI es la forma cero. 
o 
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De'TJ. del teorema 4. Sean a(, , f>1 , ••• , d~, _/JJ. oue-

satisfacen las condiciones (i),(ii),(iii} ~nteriores y sea -

l't•, ... J ~~1 cualquier base ordenada del subespacio W
0

• Enton 

ces 

- ·,;; ... ., " .. ' 

es una base ordenada p~r~~c;(·~·~~J.i.}, JÜ), (iii} es claro que 

la matriz de ! etl'].~·;~.~~~;J:o~d~na~a B es la suma directa de. -

la :natriz O de (n· "'." r) >C(n - r) y k copias de la matriz 

(~··· .. · .. ~) 

y que e 1 rango de l:\ matriz y por tanto e 1 de Í es 2k. 

Utilizando la notación del capítulo II y con la ~-­

existencia de ias bases descritas por los teoremas 3 y 4 pod~ 

'TlvS encontrar transformaciones lineales de las variables de -

primera y se.;i..inda clase i y ~ respectivamente en donde-

las nuevas variables tienen la forma can6nica. 

?or e,jemplo para las variables c!e primera clase ~ , 

podemos encontrar una matriz P tal que 

A.UL.1a 

donde ú es la :natriz descrita por el teorema 4 (recordemon -­

que a es no singular} y que el término cinético en el La---

~rangiano para estas variables lo podemos escribir1 

l T d 1. = 1 T_ P1-' D P- 1 U , 
dt" 

= ( ~,-' ¡')T D 4 ( \;'1) 
di 

A.m../'! 
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_, 

donde ve"Jos Ctle si Q= P , Ql es la transforr.iación de las v-ª 

riables aue nos llev<.l a la descripción canónica. Teniendo un-

trataTiiento si~ilar para las variables de segunda clase. 
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APENDICE IV 
! 

E.':PECTRO DE E~E?.GIAS DEL OSCILADOR Al{\!OllICO 

'\lostrare"JOS en este apéndice co'!lo es posible obte~. 

tener a través del for~alis110 del principio variacional el -

espectro de energías pt'..ra un sistema dado. En general esta -

es una tarea complicada 9ara un siste~a arbitrario, sin em-­

bargo, mostraremos como es posible lograr esto para el.caso­

del oscilador armónico. 

Considere11os el oscilador armónico de~crito:'por el 
Ha'Tliltoniano: 

escale'TIOS las variables de acuerdo·c~n1 

Q = v-;¡ i A.IV.Z.l 

P=-_J_? 
Vt"<\w'v\ 

· A.1v:z.1 

las cuales al substituirlas en la eo. A~!V.l nos resultan en 

con: 

A.\V.~ 

haciendo un cambio a yariábles no hermíticas ~ t , ~ tene--

'1105: 

A.\\f.5.-\.. 
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y 

A.\\/. 5.Z 

pode"TJoS escribir entonces: 

~~~<Al (j+~ +i_) Á.\V." 

~.'rahajare"TJOS con ~ :\:i.co 'j~'j 
E t~1~1:ié~ lo son de H. 

ya que las fonciorie~ propias d-a 

Esta forma de transformar al Hamiltoniano es par-­

~i2~lar del oscilador ar"TlÓnico y per~ite un trRtamiento mis­

«e~cillo, en est;;. descripción, para encontrar las funcicnes­

~~c~ias del Ha"TJiltoniano y el espectro de energías. 

Q•.:ere"!lo~ ohtener entonces la función de tr~nsforma 

dÓn < lfl.\ ~· l,.) (donde ~· y 1f l"on los valores propios de 

l".'~1 oµer8dore~ ~ y ~ t a los tiempos t
1 , t 2 respecti vg 

~en~~), e~ decir: 

~ 1~"L1 :: 'J'' 1 ~'' l'2) A.\V.1.\ 

A. IV. l.'2. 

ori.r<1 lo cual es necesario encontrar los generadores de tran-ª 

for:1mciones en es+.as variables Gy y. Gy"4" así como .las ecs. de;. 

movi.,,ien-co 

a. Obtención de las ecs. de movimiento y los :-30r:;étadofes. 
Transfor"TJe"TJOS el La~rangianoa 

l ""- f · ~~ - 'H (c. , 2, t) 

::. 1. ( !? d..9 + el Q f' \ - ~\ ( Q 1 p l i) 
J... Jt Jt ) 

A.\V. g 



_ l<> des cri nci ón en . las variables ~ , ~ 1 • 

:::s directo: 

Q :: i-i ( ~ +~"') 

p-:: 2.-~ (')-~~) 
i 

por lo que: 

p. cLQ: -'-( ~J~ + ~J~+ -':)-+c:J~ -~"J...,+.¡ 
d t ~ ., d t d'- ~t rr 

d~ t.._ - d~ 'j - ~ ~+ + ~ .. d 
dt J cH cH .,;t 

- ~+) 

A.IV.9.1 

A. 1'1. ~- '2 

,/J. \V.10 

Usando la libertad qtte tene'.nOS de ?..¡:;rec;ar O qui---

tar derivadas totales al .::..a'!ran_si<lr.o, pode:nos escribir: 

A.\V.U. 

Si ahora agregamos la dez·i vada total 1 

A.IV. IZ 
tene:'los: 

A.IV.\:Z., 

y el Lagran5iano queda co~o: 

A.\V.l'-1. 

Ahora deoe~os calcular: 
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A.IV. f5 

Si observ~~os nue1 

J (A ( ~ 4-'t °' u -t J ~ \ - ~ J t) 
"- dt J J dtJ 

=Jt~~+sj-í\J't) + "J~~J':l-~c!~J~ 

- S\\ J\ + cl\\J't. A.W.l~ 

pRr2 ~ue la v9rinci6n en A.IV.15 sea una diferencial total -

se necesita: 

lo que i'T!plic;i: 

pero sahe110~~ 'l'te: 

"' o-\\ -= -a\.I J~-'t 
ª'1+ 

A. \V.11 

JI .IV. I f 

A. l\J. ICJ 

A p~rtir da estns doc ~lti'1las ecuaciones 6btenemos las ecua-

ciones de movi'1liento1 

.,;~-= é> H A.IV.lo./ dt o"j+ 

-t\ ~ ~ o\.\ A .\'>.1.C>.7.. 
Jt ª<l 

J H ·- .:n1 A .1 v. zo. '3 
olt - at 



y reGres?.ndonos o la ec. A.rv.15 obt,e~e~os: 

/l .IV. <.I 

Es~3 eY.pre~ión es correcta para el tie~~o t 2 donde 

8'1lf-i)-o 8•:f si recordamos q_ue querernos calcular la f• . .mción de 

transfor'llRCiÓn <~ ... 'l,\ 'S'l-i) 1 pero para. el tie:npo t 1 ~uereo;os 

e 1 e:::tedo en l<:. aescri oción dada por '1"' l , por lo qt1e la ec. -

A. IV. 21 no es la descri -oción adec•wda al tiempo tl.. Es :fácil 

arre~lar esto agregando al Iz>_grangiano una derivada total --

con res~ecto al tie~por 

A.111.22 

con lo que se ohtiene: 

J [ rl. d{1 '= - "Jlj,• ~. -~ ~~ s~?. -t\ &lldJ 
~"t 

A. IV. 'Z. 3 

La función de tre.nsfor'!lación buscada satiE'face e!"t-

tonces: 

~ ( ~i 1 t1 \~''l.,_/ = ,\ <. 1f t1 \ 'G¡ • - (-,z \ ~·I l-i l 

~ ~ <•·{ t•\ -~ ~.J~~ - ;. ~i J~1. -~ ~ll,-l.,_) \~'-ld ,t\. l\J. '2..4 

y oode~os identificar los generadores: 

~~~ ':: - ,\ 'J· 8~( 

G,~?. ~ - ,; Lj~ 8~.,_ 

'b. Al¡;;i_mas funciones. de TransforinaciÓ!'l 

'. A' lV;·lS, t; ,., 



?ara. calcular la ftmción de t!'e.n~:·or·~2.ci6:1 

+'1 \ ''1- . • ... . .. , - • . , {lj t.1 ~ i;;2), espec1fl.CE".men"e su condic1on ce nor:1~l12E.c10:-1, -

es !'16Ce~E'.rio ca:!.CUlE'.r e.lgunas funciones óe tr6.nSf".lr."::?.CiÓ!') ?.-

dicion?.les. 

Los vectores \~' l) están relacionados CC!1 los veE_ 

-cores \c(t/ por la función de transfr:>r:nación «fU~'l) q_ne 

sa-tisf'ace la ecuación difere'ncial1 

A.IV.ZG; 

Se puede ver directamente que pode~os escribí~ lbs 

generadores Gq y GY co~o1 

A .JV. 2.7. \ 

y 

A. IV.'ll..~ 

CO'llO esta!TJOS a un '.11ÍS:nO tiempo pode;noe a:pÜcar lOS operadores 

q Y ~ directameni;e en.la ec. A.IV.26, con lo que obtene,11cs: 
l 1 

s < ~ · l h' t > = f 8 <fe is. ~, - 'f > + ( i. i. - ~· ) e~, J , ~· l, ~· { > 
:: Ó ( ~ i_ 1'-z. ~ Ai. ~·~· -f.~·~) «:¡' ll ~ 1-l) k\V. t<J 

lo a_ue bmlica: 

Dado que el adjunto de· 1a ·ecuación .. 

.l\.l\J.30 
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es la. ecuaciÓn1 

A.IV.3\ 

conclul'.mos que1 

A.1v. 3Z. 

lo c•.ta1. utilizarnos en: 

A. IV.~3 

Notemos que la norma de los vectores .C<j 1'U y ti't) 
depende del valor propio, por lo que escojamos, para j'~ O 

A.IV.3.q 

con lo que deter!llinamos el valor de la oonstante1 

A.IV. 35 

y escogiendo la fase para e, podemos escrtbir 

e l ':l' l"l 

c. Cálculo del espectro de Energía 

Tene~os al fin todos los ele~entos para calcular -

el espectro del oscilador, pero antes de seguir recordemos -

que orecisa~ente hemos escogido esta descripción en las va--
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\ ~· riables '1 , ~ , porqué es en esta donde, CO!llO vn!'e~1os, es-

fácil obtener los valores propios de la e"'!ergía. 

De las ecs. de movimiento ( ~=- { ) 1 

,.. 

ª" w~ al)+" 
A.IV. 3'7.1 

"' º" : e.o~+ 
a~ 

Por lo tanto1 

A. \V. 31. i 

A. JV. 31. i 

que junto con las condiciones ~ ll."Z) ::- '1~ , ~4(f,) =-'1 ~ !'JOS pe:::-­

rni ten escribir• 
-.; w { \,·{z) 

'j , -= e <:h. 
A.. \\J.3?.\ 

+ .¡ (&) ll,- i'L) 

~."' e ~; 
Observando que1 

,... • .. + --i<.cJ(l,.f.J 
J.t -= w '1· ~, = e.o 'j z. ~ ~ = Ca.) '1 • e 'h A. IV • .</O 

por lo que utilizando las ecs. A.IV.04 en A.IV.24, ten&~os1 

8 1 1 I u 1 _., -1l()TP + . -1wT oJ CI 

<'1 h ~ '1.z) = i <. ~ -L. \ . ~ e o ~· ~z - 11 e 'jr <} ~l 
+ .,..iT 

- w '1• e ".)z. JT l~~t 1) 

:: 1 [-.\ ~11 é.i o..1T Ó~of. -1 {.¡wT ')~ 1 J''1- tJ 1{ e.\wT~ 11 cH 1 
A. \\l.~ 1 

donde T t 1 - t 2 , que podemos escribir como: 
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-.\\U 1" 

S JI'\< 1.( l,\ 'J" li)-= c. e "J"' e ~" 
A.\V.'-IZ 

Ahora, de A.IV.J5 sabe~os: 

~· 1\ 

h'W\ <~~'l.\~" lz) :: e') ~ 
-t.~tz. 

por lo q_ ue e ::. l j' entonces 
41 -.\IA>i •• 

<~~,ti\ ~"lz.) -= e'1 e l:') 

De Rqu{ oodemos calcular el espectro de energ!as y 

l~s funciones propias de 
... J y de '"} de la :nanera sig'.liente, 

como: f:' 
• +' 1 - " 111 \ ,, { ...... < ~+ t.\ ~·tLl = < ~ tz \ e '-) lt' 

) 'IET ' 
=-L <11{li\E) e < €\ ~lz) 

E 
donde E y \E) son la ener~Ía y los estados propios de H. P! 

ro est.o es igual a: 

e 'jt' e.¡~T "J'' = f (~ti e".\ Wi '->J")r\ 

""'° V') ~ -.;., w,. ,, " 
e .1.. A~ /\l."'' 

Yt\! 
por lo que co:nparandolas ecs. A.IV .4.5 y A.IV ~46 vemo::¡ que.1 

:::~·-/ :.:).\<:~:_ .·_·_~ __ · _: __ 
con lo que llegamos al resultado ya conocido para l~,e~~r~!a 
del oscilador armónicos 



el es9er.tro ce enr.:c-i'.:o.s a n2.rtir del ccnoci:;ii.e·!':to de l"' f't:1--

ción de -tra.nro:for·~:>.ción, 1?.. cual contiene toca la infor!:l?ción 

sobre el siste~~. 
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A?;::¡füICE 'I 

La :función de tra:nsfor11Rción para el oscilador ar­

'!!Ónico amorti:r·1r.do con una frec 1.1encia denendiente d~l tiemi;io 

sobre el ci.u:tl ::i.ct1.ía tma fuerza i:iert•1rbativ;:i. ta:nbién áepe!'l.---

diente del tienoo ya ha sido resuelta anteriormente aplican­

do ~étodos ~enerales para la construcción de la función de -

Green del siste~a b?.sá~dose en el uso de integrales de movi-

i t . t , t. 9, 10 m en o para sis e:nas cui>.n icos • 

El objetivo que persee;uimos en éste apéndice es -

~ostrar que nuestro result8do obtenido en el capítulo II,ec. 

II.3.21, es el mismo que el reportado en la literatura, con­

lo ~ue conprobanos la validez del método. 

~ .• Resultado de D.C. Khandekar y s.v. Lawande 

(K & L) 

A ~artir del cálculo de una constante de movimien­

to y Mediante una transformación canónica estos autores ob-­

tienen la siguiente exoresión para la función de transforna-

v~n:i f, rt ~e"'.( r·-f~) 

X exrli_ f <:¡~~l e'"l'( e, -fJ~ ét' 
l~ l ~' 1.. ~?- e.os <,e·· fil ~ 

j('v'\ lf-11- ft) 

C.05 <.f11-fi) 

.ser¡ <t'•-fz) 11' 



A. Y.1 

Aquí el~) y f'C.0 satisf?.cen las ecs. 

~ - ?> 
~ .\ 12 (f) ~ - e =-o A.\J.Z.\ 

e' r = i A. v. l.2 
y 

A,.V.3- \ 
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A.V.3.3 

Donde tclH) es la frecuencia, el factor de amortigua­

~iie!'lto esta dado por 2. rUJ: tt siendo r una constante y ft-t) es 

la ft~erza perturbativa. 

El problema que observamos en ésta función de tran~ 

for-r.ación es que las condiciones Je fror,tera para las funcio­

nes e y f-- en las eos. A.V.2 no estan claramente determi­

n~das y entonces la fu.~ción de transformación depende aparen­

te~ente de parimetros no físicos. 

b. Nuestro Resultado 

Comprobaremos que la fu.~ción de transformación dada 

por la ec. II.3.21 es equivalente a la ec. A.V.l. Partamos --

del Lazrangiano que nos describe a oste sistema1 

)"t 
l-: (l<tz-1 w-z<01'2.·~i<U~) e 

o_ ue nos lleva z. la ecuación de movimiento 1 

A. v. 5 

Proponi:;amos como so lución para le ecuación homogé­

n e2. en A.V .5: 

A.'J. eo 
Introduciendo las condiciones ce. frcntera1 

A.V.·1. i 



162 

A.V. 7.Z 

en la ec. A.V.6, nos permite calcular las con~tantes A y B -

en términos de los valores para l~s funciones e y f' a los 

tiempos t 1 y t 2 : Q1 1 E.'t.. 1 /1-4 y f-z.. • ¡,o Ctt"ll :10S permite­

escribir a q(t) CO'llO: 

1lll = ~. ( ~i) !>(r\ lfltU- JJ.iJ) *-'t-z (~U) ~CZr) (f-f<iJ)) A. V. i 

\ e. :le.ri (f'-· - f'.7!) €1.. ,~"" el'. -rv 
Pa.ra encontrar las Acs. de 'llOVi•uiento q'..le satisfa-

cen e<~I y f'-H) sustituyamos la e.xpresiÓn A.V .6 en la ec. de­

'llOVi'l!iento para q. Separando las partes real e imaginaria se 

obtiene1 

·¿ -f z e.¡. r (> f w2 ~ = o -4. v. 9. J 

~e-f +f.~ "\-fe-=-º A. v. '·.t 
-i.-t 

Haciendo el ca:nbio de variable é: e e 1 tÚga'llOG c!irecta:ne~ 

te a ~s ecuaciones A.V.2. Y poñe~os escribir entonces q(t) -

como1 

donde identificamo~ a: 
-X(f.-l:,) 

«-<·o ; e 'a e s"-'"' <.!A. - l"t.) 

~. o.t~ q..r.,·P.t) 
_.,. C.{-lz) 

fH4.>: e. z f ~("\ < t"·- ~ 
E'. ~t n L•h- f-\tl 

que son las funciones introducid8.S 

sarrollada en el capítulo II. 

A. V .IO 

,lJ .. V.11 .. 1 

A. v. JI. Z. 
en la solucion-ieneral ds 
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Es claro que és1;2.s funciones satisfacen las condi­

ciones de frontera dadas por las ecs. I!.2,6: 

o((i)-=i 

ol(.2.) : o 

y las ecuaciones diferenciales: 

4.V.H./ 

A. V. ll.Z 

A- v. ri~ 

A. v. 1%. 1 

4. v. /3./ 

1/. V. /.J.Z 

independiente!llente óe las cor;diciones de frontera de f y /J.. 
Esto per'lli te ver q_ue el resulta.do final en términos de p y -

f.1.. debe ser indeoendiente de las condiciones de frontera de 

estas funciones: Con esto pode!lloS aplicar la ec. A.V.10 dires 

tamente a nuestro result~do dedo por la ec. II.J.21 con es-­

tas expresiones par<t l~s f·mciones (/.,U:) y fa(i). 

Es si!llplemente !ll~teria de cálculo el comprobar que 

tanto el factor de nor~~lización co'!lo los diferentes térmi--

d , 2 • 2 • • • • 1 II J 21 nos que co~pren en a q 1 , q 2 , q1q 2 , q 1 y q 2 en a ec. • • 

nos llevan a las ~ismas expresiones en la ec. A.V.l, sie~do -

el Único factor que presenta ciertos problemas el indepen--­

diente de qi y q2• que desarrollare'!lOS aquí con cierto data-­

lle. Para el factor independiente tenemos en nuestro cálculo-

(recordando t 2 :0)1 



l6L:. 

\ ( ~{, ZN4) ) i J.f(l'J 
• zrC•> j3HJ ,H.) e dt cHi'J 1ll') .e r/f' .¡. . 

0(1) e 
r º " r t.1 ~ rw J l, 2 f'lt') ) 

Jº o<W ~H> €. dt flt') fCt') e el{' 
t rl· rt 

::: j cll ~ dl' 
! UH') 

e.. e<-{) e<-<'> i<--l> f<i') ( sevi (i¿t\)-~~ht~ qi.,-tH'!>) 
~.e?.se"'1.(f,-fi) ) o o 

A. V./'f 

Se puede CO'llProbar que: 

i 
--.--'2."""'r-<•> ____ ) :: - .\. 
e. ez f>O) e :se., e Jk~t 

A .V. IS 

?or lo oue el t'r~ino indeoendiente to~a la for~ai 

donde: 

seY1 <.f<--t> -tlz) ~'"< rY'l - ~·) 

se VI ( f,. f'-t.) 

.se~ cttlt' >- r't) s~ll\ <. e-u1 - r·) 
Se.V\ (. f'- f1.) 

lt.V.1'3 

AN.\l 
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·1'ene-nos ahora que verificar la equivalencia de 

esta Última expresión, con el factor independiente de la fór 
mula de K & L. De eRta, def'iniendo 'f><t.1fJ = ¡t<t.>-¡Hf.) ~ y como­

v2: o), tenemos 

A.'IJ. \l 

J.o cual podemos escribir como 1 . 

donde: 
t1 

h ( t , ~) = L J b, "'. l' • ?¡, 1 "t') 
A. V. 2.0. 

Y h1 (t, ~ • l.' ) y h 2(t, {;. ) es tan definidas de .acuerdo con -

1as integrnles q11e ami.recen en la ec. A.V.18. 



Nuestro problema es el si~tiente, 'ltierc•nos o'otcner 

de aquí A.V .16, pero en esta ec•;ación ?.¡;crocen sola-;ante in-

tegrales dobles, por lo que en la ec. A. V .19 rle-oemos encon-­

trar la maner de realizar explicita~ente un~ in~e~ració~ doo 

de aparecen las integrales triples para poder ll~5ar a l~ --

forma deseada. Esto lo realjzare~os de la si~~iente ~~n~r~. 

Guiandonos por la fig. 1, ~in ca!llbiar el área de integración. 

podemos intercambiar los signos de inte~rnción .V obtener: 

r·;ar~t\,(t,~)-= r·~t{t'Jt ~({,~) 
c. l 0 o lT.. 

"' rl·d~ [ r·~-t )tJ"?.''n,lt.,t.,1;') 
Jo t; o 

A- v. 2.1 

De acuerdo con la fi~. 2 pode~os ahora intercambiar 

la integraciÓ!"I sCJt>re las variables t y ' ' , separs.r est:i int~ 

g-rar y escricir: 

A. v. -i. 'J.. 

(; I 

fig. l . fi¡i:. 2 
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Con lo que pode~os escribir el tér~ino independiente como: 

Utilizando h ec. A.v.2.2 es posible realizar las siguientes 

inte..,;rales: .. 

('di h, (t,~,i;') ~ - f c,,<.n C,<~') [ :)el'I <r<10) + r (¡;?-ir.;,-:~r<~>-rll.' »] 
,. .·.•C"::····A.V.:i~ 

(~,H;. h,Cl 1 "t.,~')-:: 4(7.) C,<?:') S~l'I (f-l~')-fJ'~~)r 
l~· . . A. V. ;¿5 

con lo q•.1e desnúes de algunos arreglos es posible escribir la 

ec. A.V.23 en la for~a: 

rd b ~\o.) "'(?.') l i 5~ Wl <,.,. ( 'C) tf (7.') -l.ft') -i '4!1'\ (r-l 7.) -r-l-a'l) 
o o 

Con esto he~os logrado escribir los lÍmi+.es de int~ 

gración en la misma forma que en la ec. A.V.16. Usando rela-­

ciones trieonométricas comunmente conocidas, es directo com-­

probar que A.V.26 es iv.tal !l A.V.16, con lo que her¡¡os logrado 

el objetivo planteado al inicio de este apéndice. 



?or otro lado óe n:.:::2-d·::· reRultaclo, ec. II.).21,- -

E' i E'c:bst i tvi!':OS las e>:!'resiones de C( y fJ en términos de Á / 

y Az., ecs. !I.2.14, obtene".los directarner.te el resultaóo-

d e Dodonov, Kurmyshev y :.1an' ko10 , 
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