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INTRODUCCION




Definiremos a un sélide como una coleccidn grande (del or-
den del ndmero de Avogadro) de 4dtomos, 1los cuales se confi—
nan atrayendose uno a otro en un volumen definido del espacio.
Nos restringiremos a los sflidos que tienen sus 4tomos acomo—-
dados de forma regular exhibiendo simetrfz traslacional o sea
a los s6lidos cristalinos.

Segin las fuerzas que confinan a los ftomos o fuerzas de
amarre a los azdlidos cristalinos se les puede clasificar comn;
cristales moleculares, cristales iénicos, metales y crista—-
les de valencia.

Reconoceremos de ahora en adelante a los sdlidos cristali-
nos simplemente como cristales.

Ningin cristal real tiene una estructura periédica perfec-
ta y debido a la complejidad de estos no ha sido posible abar-
car en un modelo todas sus caracter{sticas, por lo que se tra-
baja con modelos aproximados. Estos se pueden dividir en mode-
ideales y modelos "reales"', en los primeros se supone gue el
cristal posee una estructura periddica infinita y en los otros
se tomen en cuenta las perdidas de €sta estructura en algunas
regiones debidas a superficies o defectos.

Entre los primeros trabajos sobre modelos cristalinos cabe
destacar por su importancia, los realizados por Bloch en 1978
(ref. 1) y por Kronig y Penney en 1931 (ref. 2). E1l trabdbajo de
Bloch se refiere a la naturalezn de las funciones caracteri{s--
ticas en c¢ristales infinitos, proponiendo por vez primera usr
el método de Combinacidn de Orbitales Atdmicos (C.L.0.A,) como
funcidn de ondas en cristales. El trabajo de Kronig y Penney
se centra en el estudio de un cristal perfecto (sin suzerficie
ni d-~fectos), encontrande la estructura de bandas que caracte-
riza los espectros de enersgfa cristalinos.



Desde entonces se han estudiado a2 los cristales con dife—-
rentes métodos y aproximaciones. Corresnondid a Tamm (xef. 3)
encontrar que los espectros de energfa cristalinos se modifi--
can si se inroduce una superficie en la estructura periddica
infinita, ya que aparecen energfas en las bandas prohibidas y
los estados correspondientes se localizan. A estos estados lo-
calizados se les conoce como estados de Tamm.

Posteriormente en 1939 Goodwin (ref. 4) a través de emple-
ar el método C.L.0.%A., estudia el cristal finito (dos superfi-
cies) encontrando los estados localizados correspondientes asf
como sus condiciones de existencia*.

En 1940 Seitz (ref. 5) en un modelo de cristal infinito —--
introduce un defecto; representado por una discontinuidad. Es-
te modelo sirvid como antecedente para que en 1949 Saxon ¥
Hutner (ref.G) usando la aproximacidn de electrén casi libre ¥
el método de la matriz de dispersibén estudiaran el efecto de
introducir un Atomo extrafio o impureza dentro de un arreglo -
periddico infinito, reportando la existencia de los llam=ados
estados localizados de impureza.

Tiempo despues Koster y Slater (ref. 7) tratan el pro-
blema de la impureza usando las funciones de Wannier y bajo la
aproximacidén amarre fuerte. En este trabajo despues de una —-
discusidn cualitativa sobre la solucidn propuesta, cacusntran
las condiciones bajo las cuales se obtienen estados localiza--
dos de impureza y postulan que en modelos unidimensionales no
ge obtendrin estados localizados resonantes. En 1965 Davison
v Amos (ref. 8) tratan el problema de la impureza en modelos
tres dimensiones bajo la aproximacidén amarre fuerte, introdu--
ciendo en la funcién de ondas correspondiente la parte de spin
electrdnica, remitiendo sug resultados a los obtenidos por -
Kogter y Slater.



En 1979 L. ‘ndrade y S. Orozco (ref. 9) retoman el proble-
ma de la impureza en el arreglo periddico infinito ¥ lo resuel-
ven a través del método de la funcidn de Green dentro de la a-
proximacidn amarre fuerte, obteniendo 1los mismos resultados -
que Saxom y Hutner weportan en aproximacidn electrsn casi li--
bre.

En el presente trabajo volvemos a atacar el problema de la
impureza dentro de la aproximacidén amarre fuerte, para ello --
proponemos un nuevo método de solucidn del cual obtenemos nue-
vos resultados,

Algunas de las aproximaciones y métodos que se han imple-
mentado para el estudio de modelos cristalinos derivan en re-
solver ecuaciénes de diferencias. Las ecuaciones de diferencims
son el resultado de transformer la ecuacién de Schr3dinger en
el tratamiento mecdnico-cuéntico del efecto aue produce el mo-
vimiento electrénico en 1la red cristalina é transformar las
ecuaciones de movimiento de losg centros atémicos en un trata--
miento mecdnico~cldsico. En genersl todas las solucliones que -
se hnn obtenido para resolver las ec:nciones de diferencias en
este campo no han seguido un método concreto (refs. 4, 16 y —-
muchas otras) y ¢n muchos casos no se comnleta el analisis de
las goluciones (refs. 7, 8 y otros). Por tal motivo este traba-
jo propone un método de solucidn y analiza de manera completa
el problema de la impureza en la cedena infinita. El método -~
consiste en resolver la ecuaciédn de diferencias por la técnica
de 1la matriz de dispersidn. Como una prueba de la aplicabili--
dad. del método se resuelve el problema del cristal finito.

Con el fin de fundamentur y clarificar el trabajo, este se
ha dividio en cuetro capitulos y un apartado final que coxrres—
ponde a las conclusiones, ‘

En el capftulo I, se apuntan de forma mas amplia la dife--
rencias entre los cristales ideanles ‘y 13z cristales reales.



Ademas, se introducen las mnroximaciones bédsicas en el trata——
miento de los distintos modelnz crist~linos ¥ se hace un resu-
men de los diversos métodos gue se han desarrollado parz resol-
verlos.

E1l capftulo II, se dedicn en sus primeras dos nartes a —-—
desarrollar y justificar: lz aproximacidn amarre fucrte y el
método de la matriz de dismersidén. En la tercera y dltima par-
te de éste capitulo, se nlanten 1la obtencidn de los estados lo-
calizedos de imnureza en una cadena unidimcensional infinita —
bajo la aproximacidn electrédn casi libre y us=zndo la téenica
de 1la matriz de dispersidn. Esto dltimo tiene como motivacién
principal el justificar la aparicidén de estados localizsdos en
la técnica de la matriz de disversidn y sirve como antecedente
directo 2l trabajo central de este tesis.

En el capftulo III, se resuelven; el problema del crital
de dimensién uno y finito, as{ como el de la impureza substi--
tucional en el origen de una cadena unidimensional monoatémica
infinita, los dos bajo 1la aproxincidn cmarre fuerte y con el
-nuevo método de solucidn. Paran el cristal finito solo se 1lle-
ga a la relacién de dismersién para la enersfa, comparandola -
con las obtenidas nor otros métodos. En el nroblema de la imm-
reza, se obtienen las energias y las funciones de onda de los -
estados localizados.

En el capftulo IV, se hace un analisis de los resultudos -
obtenidos para el problema de lg impureza sustitucional, par--
tiendo de lo particular para llegar a lo generenl,

Posterisrmente se enuncisn las conlusiones nal trabajo, és——
tas incluyen; lazs definciencias y los aciertos del método em—-
pleado. En ecsta parte se comparan los resultados obtenidos pa-
la impuresn sustitucional con los de otros trabajos.



CAPITULO

I



1l.- liodelos.

Los modelos que se han pronuesto para estudiar cristales se
alejan de la realidad, ya que estos deberfan de incluir todas
las caracter{sticas de los cristales reales. En general un cris-
tal real es de tamafio finito, vor lo tanto tiene superficies,
muchas regiones del cristal (incluyendo las sunerficies) no <-—
presentan un arreglo nerfectamente ordenado, todos los crista-—
les son defectuosos yn que tienen imvpurezas, varios grados de
degsorden y tal vez no son esteaquimétricos. Resultna entdnces -
muy dificil tener modelos que contengan todas las caracteris—-—
ticas de los cristales reales.

La imposibilidad de tener modelos que representen o los ——
cristales reales, ha llevado a desarrollar y estudiar modelos
aproximados.

Los primeros modelos que se desrrollaron son los llamados
modelos ideales. Estos modelos estan formados de celdas arre——
gladas de manera ordenada, unidimensionalmente y en nimero in-
finito, en este tipo de modelos se supone gque los cristales ——
poseen una estructura vperiddica.

Cuando a los modclos iderles se les introduce una o mas ——
caracterfsticas de los cristales reales, por ejemplo; modelos
de cristales finitos (lo que simula las superficies), &tomos -
diferentes dentro de las redes periédicas (o sea imperfeccio-
nes), Atomos distintos en el nrincipio de redes semi—infinitas
(simulando adsor-cién qufmica), etc., constituiran lo que 1lla-
maremos modelos “"reales".

Los modelos idealizados son de gran importencia ya nue de
estos se obticne ia informacidén del cuerpo del cristal, como -
es la estructura de bandas, informacidn bédsica de la dindmicn
cristalina. Ademas los métodos usados por estos se generalizan



¥ pueden ser aplicables a2 modelos "reales".

2.~ Modelos Idealizados.

Los posibles modelos que usemos para describir eristales
dentro del marco de la Meacénica Cudntica consideran como pro-
blema fundamental el de resolver la ecuacidn de Schrddinger de
muchas particulas,

Ho @ = 1 409Dt ceee(I1)

eh Ia que Hc es ¢l hemiltoniano del cristal, el cu=al incluye -
todas las posibles interacciones entre ].aspprticulas de que
esté constituido el cristal (es decir ndcleos y electrones) y
donde Y es la funcidn de ondas de todas las coordenadas nucle-
ares ¥y electrénicas asi como del tiempo. El problema qde se -
presenta es por demas dificil, para resolverlo se requieren de
un cierto ndmero de anproximhnciones.

Entre las aproximaciones mas importantes se encuentra la -
llameda aproximacién adiabdtica o de Born-Oppenheimer (ref. 10)
Esta aproximacién nos dice que es posible tratar en forma se--
parada los movimiento electronicos de 1los movimientos nuclearcs
¥y se basa en el hecho de que los micleos se mueven tan lenta~
mente con resvecto a los electrdnes que podemos consideralos -
en reposo c&hdo estudiemos la dinémica electrdnica. E1 movimi-
ento nuclear, se puede visualizar como el de osciladores armé-
nicosg aconlados y da lugar a2 lag vidbracisnes de red o fonones,
estos se pueden estudiar desde el marco de la llecédnica Clésiea.
En este trabajo consideraremos solamente la dinémica electrb--
nica.

Considerands a los electrones dentro del esquemi de Har-—-
tree-Fock (refs. 10 N 11), es decir suwoniends que los electro-
nes se comportan comd varticulas independientes movicndose ba-
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do la influencia del vpotencial nuclear egtdtico y el campo -

promedio de los otros electrones, pasamos de un sistema de N
electrénes a N sistemas de un solo electrdén.

Dentro de estas aproximaciones se encuentra-la de estudiar
primeramente estados estacionarios, es decir considerar la e—
cuacién de Schr5dincer independiente del tiempo, lo que nos --—
permite obtener solamente estados ligados, donde;

i KOV/dt = Evy eeee (122

El1 modelo bédsico que incluye las anteriores aproximaciones
fué el que vropusieron Kronig y Penney (ref. 2). Este modslo -
supone que el electrén se encuentra sujeto a un potencial pe--
riédico infinito, este potencial estd renresentado por barre--—
ras igualmente espaciadas, donde cada barrera ocupa los centres
atémicos (ver fig. I-1).

Ve o
Vo

Figura I-1, Modelo de Fronig-Penney.

Lz importancia de este trabajo radica en que por primera -
vez se abtuvo la estructura de bandasg del cristal, introduci--
endose las zonas de Brilldin y el concepto de masa reducida.
Permitiendo comnarar los resultnados de otros modelos y su ve-—-
racidnd.



A

Se ha demostrado que como consecusncin de 128 provpiedades -
de simetrfa treslacional de los cristales idenlizndos (refs. 10
¥ 11), la naturaleza del esvncio de las funciones caracteristi-
cms del hemiltonisno cristalino pueden describirse en términos
de unn bese de funciones de Bloch de 1la forma

Wy () =exp (i kT)up(F)  ....(1-3)

Estas funciones carncteristicas son funciones gue tienen la
periodicidad del potencial moduladas por un- ond2 plana, donde
los vectores de onda ( k ) se identifican como pseudomomentos.
A esta funcién se le conoce como lz funcién de onda de Bloch.

Lo adopcidén de modelos idealizndos restringe los posibles
vzlores de k » solamente valores reeles.

La funecidn caracteristica con valores de k reales es una
solucidn aceptable a la ecuncidén de Schrddinger en modelos i-—
dealizados, yn aque es finita, univaluzde y continua, lo cu2l -
hzce que la densidad de probnabilidad este bien definida. Si k
tomara valores complejos, 1= funcidn caracteristic» seria ino-
cevtnble en modelos ide=lizndos ya que divergeria para posi--
ciones cndn vez mas alejadzas del centro del cristal.

Las anteriores congideraciones y eproximnciones son apli-
cables a 1los modelos idenligzndos de cristnles. Considernciones
narticulares se hrcen tomando en cuente el tino de cristal —-—
que se quiern renresenter en el modelo., Donde dependiendo de
su buena o mala conduccidn de electricidad se acostumbra clasi-
fiecnr » los cristnles en; conductores, semiconductores y zislnn-
tes. La anterior clessifucrcidn se ve ratificndn por el estudio
de 1~ estructur~ de brond~s de los crist~les y sus proniedn~des,
In 1n fig. I-2 se tienen rewnresentndas de maner~ esquemdtica ~——
15 bond~s de vnlencia y ¢e conduccidn nera cristales, asi co-
mo su cl-sificacidn,
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Pimura I-2. En esta figura se mueztran de m=z2nera esauémi--—
tica lag bandas de enerzfa vara un aiglador, un semiconductor
y dos tinpos de conductores metdlicos. Observese, que las ban—-
das de encr~fs estan espncirmdas vor las brechns de energfa.
Notece también que demendiendo del material 1ems brechas vam—-—
rien en anchura y que las bandas de enersia vrermitids m=2g al--
tas estan vacias, semivacinfs y parcinslmente llenas, Bstazs ¢
racteristicas en la estructura de bandas de cada materizl, dan
lugar a la posibilidad de conducir electricid~d, ya aue como -
se ha aceptado, no se nuede obtener corriente elécﬁrica en mo—
teriales con bandas supeiores vacias o totalmente llenas, de
ahf 1la divisidn entre los cristnles. Hay oue notar que la con-
ductividad eléctrica varia seqin las condiciones de temmeratu—
ra.



3.~ Métodos anroximados en modelos idealizados.

Algunos autoree (ref. 11), han dividide los procedimientos
que se pueden wusar para odbtener sdluciones 2vroximadas de las
ecuaciones de ondzs para un electrdén en modelos idealizados, en
tres grandes categorias generales. La primera corresponde o mé-
todos relativamente directos de expansién de la szolucidén. La -
expresién mas simple dentro de estos, es el dcsarrollo de fun-
ciones que cumnlen la condidn de Bloch ¢n series de Fourier so-

bre los vectores de la red rccivrocs.

Bn plgunos de estos desarrollos, los procesos de solucidn
requieren de la decisiédn sobre el numero de términos del con--
junto base que pueden ser incluidos facilmente en los cAlculos.
En general si se escogen ondes planas como base, éstas no con-
vergen si se incluyen un gron ndmero en el desarrollo. las e--
nergfas obtenidns en ostos vrocesos corresponderan a los nive-
les llenos mas encraéticos.

Si embargo, se pueden obtener soluciones a 1la ecuaciédn de
ondas del cristzl en un conjunto base de ondas planas simpli-
ficando el votencial cristalino. Dentro de esta simplificacién
se encuentra la teorfade electrén libre (F. E.) donde se supo-
ne que el potcncinl es constante o igual a cero, esta aproxi-
macidn fué propuesta inicialmente por P, Drude en 1900 y apli-
cada exhaustivamente por H. . Lorentz nueve zflos despues, Si
el potencial omterior se ve afectado vor un término »erturba--
tivo gse da lugar a la teorfa de electrén casi libre (M. F. EJ.
Estas dos teorf{as dan buenos resultados cuando se aplican a —-—
cristales conductores,

Dentro de 1lm cntegoria noui mencinsnada se encuentra el de-
sarrollo de 1a solucidn en términos de una combinacidn linesal
de orbitales =tdmicos o mé¥pdo C.L.0.A., este es una extensidn
al método usndo conunmente en Fisicn Moleculesr., La extensién -
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es conocida como 1n mproximacidn fmerre Fuerte (. B.) J el -
método del orbital cristalino. Es esta unnr técnica que en su
forma original se encontrd anropiads pera cnlculos de niveles
de encrgia correspondientes a estados muy estables, es decir -
agquellos que estan muy amarrados nor los potencinles atdémicos
de las rédes. Resul%a un método muy apropiado para tratar ais-—
lantes y semiconZuctores, sin embarzo ha sido utilizado en cél-
culos de materiales conductores como los metales.

EL desarrollo de la solucidn en términos de ondas planas -—
ortogonalizados (0. P. W.)es un método que dentro de esta ca—-
tegoria es comin encontrarse.

La segunda cstegoria general, se besa en la posibilidad de
obtener soluciones exactag de la ecuacidn de ondas del cristal
para varias regiones del mismo, donde se determinan las ener--
gfas para las cuales esas soluciones regionales pueden ser lle-
vadas para obtener un comnortamiento promedio en el cristal.
Dentro de estos métodos se encuentran; la Matriz de Disversién
¥y la funcidn de Green.

Los métodos dentro de ésta categoria parten del que pronu-
sieron Vigner y Seitz en 1933 (ref. 12 ), el cunl es conocido
como el método celular de Wigner-Seitz. Ellos suponen que el -
potencinl tiene una distrilucidn esférica alrededor de las po-
siciones de red monoatdémicas, esto hace que la funcidén de ondas
se puedza componer de una parte radisl y una parte angular y -—
simvlicar la ecuacidn de ondes, ya que se puede partir en una
ecuacidn angular y una radial. E1l calculo de las encrgias per-—
mitidas dependeri sobre la determinacidn de cuales soluciones
regionales en las celdas pueden trasladarse de msnera exacta -
y unirse con las soluciones de las celdas que son vecinas mas
cercanns, c¢s Adecir deben de introducirse condiciones frontera
sobre las soluciones que aseguren el enpalme. Las condiciones
de frontera correspondientes 21 emwmalme de dos soluciones re—-—
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gionales son; que tanto la funcién de ondas como su primera —-
derivada, satisfagan la condicidn de Bloch 2l atravesar de un
punto frontera de una celda a un punto frontera equivalenie de
la celde contipgiiaz. Este procedimiento se puede efectuar un nd-
mexro infinito de veces y entonces se aplica en los modelos ide-
alizados. El procedimiento serd ejemplificado cuando desarro--
llemos el método de la matriz dispersidén en el siguiente capi-
tuloa

El método de Wigner-Seitz muestra sus deficiencias si la -
distribucidén de potencial difiere de la distribucidn esférica.
Conftruyendose entonces el llemado pseudovnotencial y usandose -
como método de atague la union entre los métodos de onda plana
ortogonalizoda ¥y la matriz de dispersidén, dan luger a la ter—-
cera categoria general,

En este trabajo usamos unidos métodos de las dos primeras
primeras categoring, sin caer en la tercera categoria, ya que
se parte de la aproximacidén amarre fuerte y por lo tanto de un
potencial bién definido y 2yudendonos de las técnicas de 1z ma-
tTiz de disversidén en el célculo enersético introducimos un -~
método nuevo de solucidn, que satisfece las dos categorias i--
nicinles.



4.~ llodelos reales.

Considerable atencidn se ha puesto en tratar los modelos -
idealizados en forma unidimensionel, ya que ofrecen mayor fa--—
cilidad en 2l calculo que los modelos tridimensionales. Log —-—
resultados y métodos desarrollados en modelos unidimensisnales
se extienden a tridimensionales., Consideraciones similares son
anlicables a los modalos que hemos llamado “reales".

Como se ha mencionado, los métodos descritos en la seccién
anterior son anlicables a modeloz “renles", esto es; es posi—
ble desarrollar la funcidn de ondas del hamiltoniano de un ——-—
cristal "real", en una base de ondas planas, ya sea en la teo-
rfa de electrdn libre, de clectrdn cnsi libre o en la esproxima—
cién amarre fuerte. También se pueden usnr los mét-rdos de So0—-
lucidn por regiones, estableciendo nrimero le naturaleza de la
solucién y aplicandolas despues en las regiones de frontera de-
finidas en los modelos recsles.

El trntar con modelos reales significa inponer m evasg con-
diciones a los modelos ideales. Estas nuecvas condicimes se ma-—
nifiestan sobre la ecuacidén de ondas del crigtzl idealizado en
forma de condiciones de frontera y modifican drasticamente la
funcién de ondas correspondiente,

Cuando se tienen modelos "reales" (cristales finitos, con -
imperfecciones, ete.), la condicién de Bloch sobre las funci»-
nes de ondas no es aplicable. Es decir, sf 1la naturaleza del -
arreglo periddico es interrumpid- soluciones que no se propa—-
gan en la forma de las ondas de Bloch y con mimeros de onda k
comnlejos son funciones de ondas que describen estas situnci-

ones.

Bstas funcisnes caracteristicas serén las correspondintes
a los estados localizados.
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Se les conoce como estados lacalizados, debido a que la -
densidadl de probabdilidad correspondiente es masz alta alrededor
de las rupturas de neriodicidad del cristal a difercncia de Va
dengidad de probabilidad periodica que se presenta en modelos
idealizados. Lo anterior se debe a la forma de las funciones
de ondas, las cuales contienen funciones exponenciales reales
decrecientes hacia el interior del crital desde las regiones de
ruptura de periodicidad.

Lag energfas correspondientes @ los estados localizados --
pueden caer en la2s bandas permitidas de 1la estructura de ban--
dag del bulto del cristal, obtenide de modelos idealizados o
fuera de ellas, esto e3, en las brechas de energia,

Remarquemos que como. estos modelos se trabajan en la ecu-
acién de Schrddinger independiente del tiempo, los estados e--
lectrdnicos obtenidos corresponderan a estados estacionarios,
¥ por lo tanto pertenecientes a los estados del cristal que se
egtudie.,



CAPITUTLO CIT
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1.- La aproximacién Amarre Fuerte.

La formulacidn original de la aproximacidn Amarre Fuerte o
método C.L.O.A. para cristales fué dada por Bloch (ref. 1). En
su articulo Bloch se refiere a 1la naturaleza de las funciones
carectristicas del hamilionizno cristalino y & los operadores
del grupo traslacinal. Sugirié ademds que yna combinacidn de
orbitales atémicos de los Atomos en cada red de un cristel, -
podria ser una anroximacidn aceptable de la funcidn de ondas -
del cristal.

Esta eproximacidn descansa en la suposicidn de que el e--
lectrén esta muy ligado a su Atomo en el cristal. \demas se —-
considera que los dtomos estan tan separados entre si que las
interaccidnes entre &4tomon mas cercanos son relativamente dé—-
Piles, por 1o gue solo se toman encuenta aquellas que se Ille--
van entre vecinos mas cercanos. ba figura II-1, muestra de for-
ma esquemdtica el potencial a que estd sujeto el electrén en -~
presencia de un dtomo y el potencial cristalino, observemos la
similitud entre potenciamles, de la cual se sustentn la aproxi-
macién amarre fuerte.

V(2.9
omenlin
_______________ - P m e e - ———— v
\\\ I”
Y
N B
\ }
tn
W
th
h
i 1 v®
i
i
‘r:fv\

Fisura II-1. Representacién esquemética del potencisal
a que se sujeta un electrén en el cristel (--) y un 4tomo (—3.
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Bajo estas condiciones se espera que la enersfa del elec—-
trdn en el cristal no difiera mucho de 1la energfa que tiene en
un 4tomo aislado, ademas 1la funcién de ondas del elctrdén en -
el cristal debe estar estrechamente ligada con las funcisnes -
de ondas en los dtomos aislados.

Degarrollaremos el método vura un cristal monoatdémico uni-
dimensionnl e infinito (modelo idezlizado), considerando sola-
mente orbitales atdémicos lg.

El vector de posicién para cada. ftomo esta dado por,

Leeee(II-1)

donde n es entero y C es la constante de red la que normaliga-
remos.

El potencial a que estd sujeto el glectrdn en un &tomo ais-—
lado +toma le forma,

(e, )= UCIF~TF)) cee.(II-2)

con T el vector de nosicién del electrén y @, definido en el
sistema de referencia para cada dtomo (ver fig. II-1). Bsto -
nos dice que el potencial es eféricamente simétrico en las ve-
cindades de un 4tomo.

electrén

Figurn II-1. Posicidn del electrdn en la red
unidimensional,

N
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Lo, ecuacidn d» ondas para un eletrin moviendose en el cam—
po de un dtomo aislado es,

2 i
\Y g’ + 2m //ﬁz'(,Eb»"'

con y&(g>) el orbital atémico

La ecuacién de ondas del «

2 R e
VW orom /42 (B -V (F) ) YD =0 ...0(I1-4)

Aplicando el método C.L.0.t., 1a funcién de ondas del cris-
tal se puede desarrollar como,

V() =X a, 4@ eero(1I-5)

La forma usuzl de clacular el valor esperado de la energia
en Mecdnica Cufntica es a través d-1 método variacional (ref.
13).

Ya gue estamos considerando un modelo 1dealizado la funcidn
variacional de la forma (II-5) debe cumplir la condicidén de —-
Bloch (ec. I-3) o sea; ‘

Wi () =% exo (1 &F) G@) ee.(11-6)

en la cual se ha supuesto que los orbitanles atdmicos estédn nor-
melizedos. Ussndo esta funcidn como funcidn variacional se hece
innecesario minimizar 1z expresidén de la energie, calculandose

de forma directa (ref. 10). Este calculo no tomm en cuentnr los
translapes entre orbitales y se consideran solo interaccionen

a mrimeros vecinos.,

Je manera 2lternativa el calculo de la enersia se vuede ob-
tener =21 resolver la ecuzcidn de diferencias que resulta de -—
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transformar la ecuacidn dz ondas del cristal. Sste procedirien-
to es posible hacerlo cuando se desarrolla la funcidén de ondas
del cristal en una base aproviada, por ejemplo unz base de on-
das planas.,

Tomando el comino de 1la solucidn de la ecuncidn de dife--
rencias calcularemos la energis. Para transformar la ecuacién
de ondas en la ecuncidn de diferencias, efectuaremos el sigui-
ente vrocedimiento con las consid-~racisung ncsesarias,

Tomemos entonces como desarrsllo de la funcidén de ondas el

propuesto en (II-5) y sustituyemoslo en la ecuacién de ondas -
del cristal (ec. II-4), de donde,

z ai{V2~+ om /%% (E=U (r) )} 5 () =0
¥ si introducimos en la igusldad anterior la expresién para el
término v2<ﬂ(ca) despejado de (II-3) y 1a multiplicamos por -
la izquierda por P (FE), esta queda como:
; - It =
(B-E,) Fo; #(Q) KE) - Tag Q) (V-0(@NgR)=0
la cual integrada en todo el esnacio queda como,

(E-E) Za; 8(Q)8(0) ¢
~Za; B(Q) (V-T(G))g®) dz=0

Analicemos ahora cada término de la ecuacién anterior.

El primer término incluye la integral,

IPACRRCR

AT

esta integral mide el transldpgientre orbitales 2témicos. Ya -
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que estamos considerando que los Atomos estan muy ceparados, —
los translapes entre orbitales son pequefios por lo tanto unn -
buena aprozimacidn ez considerar solo trenslapes a primeros ve-
cinosg. Definimos entonces:

91 m=1i"

. 1 =i
ij(Pm) $(Q) at=({d ;param=4+1  ....(I1-8)
‘0 en los demas casos

E1l segundo término incluyé'la integral,
*
Jdle) (v -uie) s at

esta integral es una correccidn a la energfa debida al conside-
rar el potencizl 2l que e encuentra un electrén en las vecin-
dades del dtomo T - Este potencial es la rests del potencial -
cristalino (V) menos el potencial del 4tomu Ty . Como esta co—-
rreccidn esta gobernada escencialmente vor el translape entre
orbitales, de nuevo, una buena aproximacidn para esta integral
e8 solo considerar orbitales atémicos que sean primeros veci--
nogs. Definimos entonces;

. - 0% param = 3
jf;_(_om)(v_ UE) Q) AT ={ - @ peram =3 + 1 ....(II-9)

O en los demas casos,

donde o« es 1la integral de Coulomb, la cuml mide la correccidmn

a 12 enerzia nl considerar la interaccidn del orbit=l T, con -
el potencial, Ia @ es 1la correccidn a la energiz debida 2 1= -
precencia de los »rimeros vecinos al orbital r; ¥ su interac-—-—
¢idn con el potencisnl, c an efecto de resonancis enirz Atomos

que son primeros vecinos, se le llama integral de resonancia o
integral de intercambio,

Introduciendo las anteriores d-finicinnes anterinres en la
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ecuacidn (II-7) y considerando al orbital i=n, tenemos,
{(E —Ea)é +@Yag + (B-B +x) a +{(E~E)S+ @Yay, =0

y como (B -~ Eo) es una cantidad pequefin y & que e&s el solapa-—
miento entre orbitales tambien es pequefin podemos de spreciar
el producto ( E-Eo)d » quedando finslmente,

Ba,,+ (E-B +x)a + Ga,q =0 ....(II-30)

que es la ecuacién de diferencias del problema. Esta ecuacidn
de diferencias es de 2 orden ¥y homogensa (ref. 14).

La solucidn a esta ecuacidn de diferencias en su forma ge-
neral admite hasta dos constentes indeterminadas, de donde una
combinacién lineal de ondas planas de la forma,

a = A exn(in ©) + B vxvo{(-in @) cees(II-11)

con A y B independientes de n, se acepta como solucién. E1l tm-
bajo de Goodwin (ref. 3) usa esta solucién con buenos resulta-
dos.

La funcién de ondas con las an sustituidns debe satisfacer
la condicidn de Bloch (ec. I~3), vor lo tanto @ debe de identi-
ficarse como el momento del cristal. En esta funcibn no apore-
ce de manera exvlicita el prdmstro de red C puesto que se ha -
normalizado.

Sustituyendo la solucidn para las a, en la ecuacidn (II-10)
legamos e,

E=B -ox=2Qcos eees (11-12)

aue es la ecuacién de valores nronios de la energia para 1la —
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para la band= dentro del modelo de cristal infinito.

Ya que 6 varis dentro del intervalo (-1,T) de una menera -

continua, el nimero de niveles dentro de la banda es infinito.
Los ifmites de la banda estdn dndos por,

E=E°-o<-2(5 ¥y E=E°-o<+2@.

El comvortamiento de la engrgfa - reapecto a @ se muestra
en siguiente figura,

Pigura II1-3, La enersfa en funcidén
de ©O.

Cualquier valor de 1la energfe fuera de la banda definide en
(II-12) esta nrohibido, ya que implicarfa que cos® > 1, que -
ge satisface si O tomard valores comvlejos. Estos valores ha-
rian que la funcidén de ondas diveréern. v por lo tamto también
la densidad de probabilidad.

La anchura de 1la banda se reduce 2 medida que @ va crecien-
do, ST E= Eo Y d:@»: 0, no se tiene cristnl, ys oue vnara estos
valores los dtnmos estan muy nlejrdos, desanareciendo la bondn
del cristal y recunerandese los estados nténmicos. La banda del
cristal corresmonde 2 la nrimera zona de Brilloin,



2.- E1 método de lz lztriz de Disversidn.

Bgste método fué pronuesto por D. 3. 3axon y R. 5. Hutner -
(ref. 6) para el estudio de 11 dindmicna electrdnica en metdles
conductores, vosteriormente Fukuda (ref. 15) lo adopta en sus
cdlculos de frecuencias de vibracidn en redes cristalinas.

Desarrollaremos el método para una red monoatdmica infini-
ta unidimensional en conductores. E1 modelo se encuentra den~-—
tro de la aproximacidn electrén casi libre.

Para desarrollar el método es necesario tener en mente las
sigulentes consideraciones.

Pensemos en la interaccidén entre electrones libres y un po-
tencial tipo delta en la vosicién x, ( por ejm., V = Uti(x-xo))
La interaccidén se puede representar por un proceso de disper—-
sién dentro del modelo de un solo electrén. E1l proceso de dis~
persidn se describe a través de una matr{z de dispersidén. Esta
matriz relaciona la amplitud y la fase de las ondas dispersa—-
das (electrén) a aquelles de las oncdas incidentes al potencial.
Supongamos entonces un cristal como un arreglo regular de tales
centros dispersores (los centros atémicos), se tiene por lo --
tanto, que el paso de un electrén a través del cristal (proce-
80 descrito por las ondas de Bloch) se puede considerar como -
una disversién coherente de ondas pleanas de electrén libre por
loa centros dispersores, esas ondns dispersades pueden inter—-—
ferir de maner que den una onda progresiva, 1la cual tienc como
momento el del cristal (Ak de las ondas de Bloch), esta recom-
binacidn es solo posible para ondas que tengan energias que —-
corresvondan a2 los estados permitidos del cristal {estados del
cristal infinito).

Sea entonces un cristal monoatdémico unidimensional infini-
to, renresentado por un arreglo regular de potenciales tipoé.
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Analicemos a uno solo de cstos potenciales. Suvongamos en-
tonces que ondas inciden sobre el potencinl tanto 2 la izquien-
da como a la derecha, represcntadas por Al exn(itx) incidente
a la izquierda y A, exp(-itx) incidente a 1lm derecha. Como es-
tas ondas son dispersadas, tendremos ondas salientes de 1a for-
ma By exp(-itx) ¥ B, exp(ikx), a la izquierda y a la derecha
respectivanente., (ver fig. II-3)

Siendo asi, combinaciones lineales de ondas planas entran—
tes y salientes a la izquierda y a la derecha del potencial de
la forma,

(izq.) Y Ayexp{iex) + Bjexp(-irx)

fl

ceee(IT-13)
(der.) Y= Bzexp(itx) + Agexp(-itx)

serdn soluciones de la ecuacidn de Schrddinger para el poten—-—
cial V = caU(§(x-nb), donde U es la intensidad del potencial y

a Xa anchura del potencial. La ecuacidn de Schrddinger para el
potencial considerado en la posicién O es,

(12 W= (—2n/ #P) oal Y(x-0) ... (II-14)

MMet=hm/%2.

_——_—_}Q—-—-——.——
A explikx) | Ajexp(-ikx)

4 .
< »

B, exp(-ikx) Byexp(irx)

Figura 1I-3, Dispersidn de ondns cntrantes o un
potencial en la posicidén O del cristal.
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Se requiere obtener,

B A '
1y - 5 1 S cero(II-15)

32 .."Aé

donde & es la matriz de disversién.
Para llegar a la relacién anterior haremos uso de la con-—
dicidén de continuidad de la funcién de ondas y de discontinui-

dad en su primera derivnada, ya que se trata de un problema en
la que el potencizl es de tipo 6 .

Lz condicién de continuidad en la funcidn de ondas, se ex-~
presa como,

Y (o) = \H’( 0) = Y(o) eeee(I1-16)

¥ pera la primera derivada se tiene,

YN _ oY) L oW veo o (TI=27)
O% oOX

1a relacidn anterior se obtiene integrando 1la ecuacién de Schr.
¥ caleulando los 1fmites (0%) o 1a izquierda del potencial y
(07) a 1a derecha.

La igualdad (II-16) nos 1lleva a,

A + B, = A

1 L= A, o ees.(II-18)

»r 1a exnresidn (II-17) queda como,

R ‘AJ+B
ik {(a-By) = (By-ay)}=c U{A;+B; .o (11-19)

aque combinadns nos conducen 2,
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B -al Al + 2ik A2

1 - 2i\CA1—aU Aa

2ik + al 2ik + aU

que en forme matricial queda como,

B, -al 2Lk Ay
= j2ik+al 2. +au o'ees (II-20)
B, 2Lk -3y A,
2ikyaly 2ic+ oV

correspondiendo a la forma eaperads en (II-15).
Definiendo una nueva variable \&, tal que

—'u"" . o'o 0(11—21)
2k

1la metriz se transforma en,

tan.'l9=_

i sen exp(i¥) cos exp(19)

S - oo (11-22)
cos exp(i®) i sen exp(iV¥)

A partir de 1la expresidn anterior para , ea facil demos-
trar les siguientes propiedades:

Del hecho de que 1ls funcién de ondas es reversible en el -
tiempo, se tiene

*
Sg-1 oo (II-23a)

donde S*es la compleja conjugada de % . Esta propiedad junto a
1a ley de conservacidén del ndmero de partfculas, nog lleva a,

) =§ y So=l veo (II-23D)
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-
con' S 1a transnuestn de S . Por 1lo tanto es simétrica y uni-
taria. Las prowied=des anteriores son aplicables a todas las -
natrices $ ya que no dependen del potencial.

La matriz O de cada nroblema contiene toda la informacién
de la dindmica del mismo,"

Para determinar el espectro de enrgfas dentro de este méto-
do se usa comunmente una nmatriz equivalente a $ denotada como

matriz R, La pmatriz R conectn las amplitudea de las ondas a la
derecha con 1las de 1l=a izguierda del potencinl (fig. II-4), de

forma que,
B A
{ 2] = [R ( li\ aooc(II-24)
Ay B

donde R se relaciona con 9 como,

2
By By 512 = 51153 Zg_g
S o
= 12 12 eeee(II-25)

R R S
2 22 11

§12 12

y apnlicando la propiedad ,

det R = 1 SN & & &5-1:))
se¢ obtiene el esvectro de energfas,

Traslademos los resultados anteriores al arreglo periddico
e infinito de notenciales tipo d.

Ln funcién de ondas en el arreglo periddico evaluada en u-
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na posicidn atémica (que coincida con un potencinl d), debe --—
ser igual al menos vor un factor multiplicativo o 1a funcida -
de ondas en el Jtomo anterior, es decir si Q‘(x) es 1la funcidn

en el 4tomo anterior, exn( + %MX)gﬁ(x) seri la funcidn del A--
tomo analizado.

Consideremos entonces potenciales ¢ en las posiciones (1)
v (2) (ver fig. II-5). La funcién de ondas al lado izquierdo —
del potencial (2), se obtiene de l2 funcidn original a través
de la multiplicacién de 1la funcidédn de la darecha del potencial
(1) por una matriz de traslacién T, de la forma,

T = &exp(ika) 0 en (II-27)
0 exp(-iva)

A exp(ikx) A exp(it:(x; A expl-it[x +a])
1°%P 1 5y | FaoxP G

—_—ia < >
B exp(-{rx) Bl‘”‘p(icgg) B,exp(it(x+3))
(1) (2)

Figura 1I-5, Ondas entrantes y salientes a los
potenciales (1) y (2).

La relacidn de amolitudes queda entonces,
A
B, ™ Ay exp(ika) CRT 1
A, By expl(-ika) B,

de forma que si,



resultando un sistema de dos ecuaciones,
I S L (RT )yp By =0
(RE )y Ay + {(RT ), -2)B =0

cuya solucidn es distinta dele %rivi

si su determinante es
igual 2 cero, es decir, e

A2 {( R T )ll* (R?T )22\)\-}- ll(TRTL‘ )22

designando 1 por exp(#+ 41 a ) ¥ ya que det R =1, se llega
a, : '

n (®T 0,

¥ junto 2 la expresién para R en el caso del potencial d sia-
lado se tiene,

(RT )11 = ( 1+ itan®) exp(ika)

(BT ),y = ( 1 - itanV) exp(-ixa)
que al sustituirse en 1la ecuacidn (II-24) se llega 3,

cos pa = coska + aU senka eeeo(I1=30)
2K
Esta dltima expresidén se conoce como la relacién de disper-
sidn para la energf{a, que fué obtenida por Kronig-Penmey (ref.
2). D2 dsta ecuacidén se obtinen los valores propios de 1a ener-
g{a correspondicntes =z la primera zona de Brilloin.
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3.- Los est=dos de imnureza y 1= Li-triz de Disnersidn.

En esta seccidn encontrzremos la matriz de dispersién y -
l-s condiciones que debe cumnlir mnara determinar el efecto de
una impureza en una c~den~. lineal infinit~, dentro de 1a avroxi-
macidn electrdn cnsi libre. ‘

Sunong=mos aque un cristql se puede renresent2r por un arre-
glo orden-:do de notenciwles,é, todos igu-les (cristol. mononté—-
mico), donde si se combia =lguno. de estos potencinles se ten——
dr4d una impureza. '

5i Ia regul-ridad de 1la red se destruye al colocar una ims-—
nerfeccidén, las ondas de Bloch serdn dismers d-s por ésta, de
t2l forma ~ue les ondos que vijan en direcciones omuestas se a-
conln en la imnerfeccidn. Este acopleomiento se nuede exnresar
en terminos de una matriz de disnersidén.' Al introducir condicio-
nes de frontern en esta matriz, se encuentr-n nuevos niveles de
energia, nue son adicionnles a los nue y~ se tenia en el cris--
tal limpio. Si 1o imperfeccién es un~ impurez-, los niveles ——-
nuevos corresnonderan a egt-dos localigados de impureza y cae--
ran en 1lnas regiones prohibidns del espectro de energia del cris-
tal perfecto.

Obtengamos 1la matriz de dlsper516n cu~ndo se coloc~ un4a im-

pureza en la posicién x =
El potencial de la i : 1i§or,

o oo (ITI=31)

'1a impureza iy

donde U, es 1~ diferéncin 2ial
_hrodlnﬁer del vroblema es,

1 .
el motencinl neriédiéo.‘Lw ec;

{ 92/0x% + €? + 2me V(x)/ «n?)- a 036 (xx; S ¥x=0 L (T1-31)
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donde V(x) es el notencial neriddico. Para = Kxi , esta ecua--
cidn se reduce a (II-14) y W (x) se exvnresa sesin la relacidn
(11-13).

Sean entoaces, las soluciones aladerecha y a la izouierda
del motencizl considerado, estan dadas por,

para X 7x; ; (x) = & B(x)/ ﬁ(&:) + }315[(")/ Q57Xi)
v opara x< x5 (%) = Ay F(x)/ B+ By Blx)/ B

donde ¢(x) ¥ ¢(x;) son las conjugndns de ¢(x) v qf(x&. Liag
Px) y ¢(xi) son las funciones de ondzs de Bloch del cristal
limvio evaluadas en las nosiciones x y Xy .

Aplicando las condiciones de continuidsd exr las funciones,
se tiene,
A, + B, = A, + B, veee(TI=34)
¥y s intesramos la ecuacidén (II-32) en los puntos justanente a

la izquierde y derecha del potencial en x4y 8C obtiene la con-
dicidn de discontinuidad en la primera derivada, esto es,

3 -2 ? -3
T (x* (X{ X{
B, O 4, B 1)_1\1950_31 B

Bxp B B B X

A, + B
= (al0, +2Ua_ ) {H L e (IX=35)
i x4nn A2 + 32
1, si x;=na
con dxina “10y si x;#na

3 N
¥y donde g{ (xi+) es ad/ax evalusdn en el npunto justamente 2 la
derecha de X, Qﬁxxi') 85 0% /dx evaluada_justamente a le izoui-
N’ -
erda de x;, sicndo 1l convencién para ¢’(x;) v ¢(xi) igual.
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Introduciendo las W(x) definidas en (II-~33) en 1la ecuaci&
anterior, :

(3ot B x /B xy) + (1B Flx,)/ Bxy)
= 'aU'('Al + B)) ‘ eeso(IT=36)
que combinada con (II-34),
5. —aUi x0d00A, - (goadx) - dekd kx Az
S ER) — B0 KD + 0 U BXKD DX

B -aUi qé(x.;)g(xi)Aa — [GS(X(J(ﬁ&u ~ ¢<’XO &&ﬂ/\x
K b ) ~ DX ISR D + AU x> Flxe )

vy definiendo,
—aU; $x) b (xD) .
a- AR) B5) - B GO + U, PrOB0x) see (I:.[—37)

e -é(x")dj D + d>’(m)<l'(;u)
T 000D - F UKD+ QU PP

sees(II-38)

p«_)demos expresar les amplitudes de las ondas salientes en tér-
minos de las amplitudes de las ondas entrantes,

= *sees (11‘40)
Bl £ a A2

obtenemos la matriz de dispersidn, con
Sll=s?2=0' ¥ 521=312 =/®

En todo el desarrollo se ha suvuesto que las funciones de
ondas son lasg correspondientes a las ondas de Bloch, esto es,

¢(x) = cte. exn{ +

ipx) u(x) eeen (T1-1)

donde el nimero de onda/,( es real.

Si §Z{(x) = exo(iux) se llegarim a 1la ecuacidén (II-22). La
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matriz cumnle las proviedades exnresaddas en (II-23a y b).

Para obtener de la matriz de dispersién los nuevos estados
energzéticos debemos hacerla singular. Bl hacer singular la ma-
triz implica imponer condiciones t2nto a sus elementos como n
las ondns entrantes y salientes a la impureza. Estas condicio-
nes son de relevancia fisica para el problema y se vueden ge—-—

neralizar en otros casos, por ejemplo parn el cristal finito.

Apuntemos primero, al hacer singular 2 la matriz de dis-—
persidn, las amplitudes de 1las ondas salicentes se hacen infi--
nitamente grandss, permoneciendo finitas las amplitudes de las
ondas entrantes, Para tener un nroblema fifsicemento bien com--
portado, las amulitudes tanto de las ondas entrantes como de —
las salientes deben tener un tamafio finito., Entonces, es posi-
ble tener ondas salientes de amplitud finita sin que se tengan
ondas entrantes, esto es una especie de condicidn de Resonan--
cia, Condicidn vAlida en situaciones estacionmrias.

Teniendo como buens esta condicidn de resonancia, analice-
mos la onda plan=. 5i el nimero de onda de las ondes salien-
tes fuera real, tendria el efecto de generar ondass gue diver--
geran hacia afuera de 1a imoureza, es decir 12 impureza esta--
ria actuando como una fuente de electrones, tal situacidn es -
f{sicamente zbsurda y entonces debemos esperar que M sea un —-
ndmero imaginnrio en la resonancis. Si sunonemos que gf(x) y
B (x) vinjan a la derecha y a la izquierda respectivamente, la
parte imaginaria de/u debe ser mositivn prRrh conservar esta --
convencidn y se tengan ondas sslientes atenuadas de manera ex-
ponencial, esto permite que las Tunciones de ondas representen
do manera efectiva a los estados localizedos.

Ya que M es ima2rinaria al hacer singular 1a matric de dis—
persidn, indica gue los estndos correspondientes deben caer en
1as brechas de energin y loz electrones nertenecientes a estos
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estados, estaridn mas amarrados a la impureza, constituyendo -
los estados de impureza.

La gingularidad de la matriz de dispersidn del problema -~
expucsto, se obtiene al hacer el denonincsdor de las exnresiones
(11-37) y (II-38) igual a cero,

B (x) Bx,) - f(x,) Blxy) + aU, Blx) Blxy) = 0 .. (11-42)

en donde ya qued 3¢ da como una funcidén de £ para el cristal -
infinito (ec., II~30) y esti tiene que ver con la energfa, la e-
cuacidn anterior se toma entonces como una condicidén de la e—-—
nergfa. De eata condicién se.obtienen los valores propios de -
la energfa para los estados localizados.



CAPITULO III
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En el canftuls anterior desarrollemos de maner:a indepen——
diente, la aproximacidn ~marre fuerte y el métado de 12 matrisz
de disversidn. Se introdujeron +tombién las condiciones y con-
gsecuencias que se tienen al aplicar el método de la matriz de
disversidén en uas red monoatdnica infinita con unn impureza i-
‘s0tépica, todo bajo avroximacidn eclectrédn easi libre. En ecsie
capitulo desarrollamos el nuevo método de solucidn, anlicondo-
lodo a modelos "reales". Bl método consiste en usar la aproxi-
macidn amarre fuerte para obtener las ecunciones de diferen—-
cins de los cristnales que se itrnten, as{ como sus condiciones
de frontern y resolverlas con la técnica, condiciones y conse-
cuencias del método de 1n matriz de dispersidn. Se aplicari en
primer término al crist=l finito, esto es, a una red monoatb--
mica finita, haste la obtencidn de la relacidn de dispersidn -~
para la energfa. ¥ en sequndo lugar a una red monoatdmica in--
finita con una impureza sustitucional en el origen, resolvien-
dolo de manerz completa.

1.~ El Cristal finito en el nuevo método.

Considercmos una cadena monoatémica finita (fig. III-1),
Donde 1los vectores de posicidn para cada 4tomo estdn dados por,

T = {nC, 0, 0)in=1.0.,F8 ....(ITI-1)

donde C es 1la constante d= red, que serd normalizada.

Fimura III-1, Red monoatdmica infinita.

Bl potencial a que estd sujeto un electrén en 1is vecinda-
des de un Atomo estard dado por la exvwresién (II-2), Las ecun—-
ciones de ond~ para el electrén ea un Atomo aislado y el cristal
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cstardn dodas por (II-3) y (II-40) resvectivamente. Introduci-
endo 1=z ecuncidn de ondas para el Atomo aisl-ado y 1la funcidén -
de ondas del cristal d2d2 por el método C.L.0.A.,

W(T) =2 $(O) eer (I11-2)
n .

en la funcién de ondas, quedando,

N :
S {z-5) - (v-1u (pn))yq!(eg “o (1)

que 2] multiplicarse por Q{(Q) e 1n1;egr1ndo en todo ellespacio
permite definir, . .

* lsim=n
Jdle) B ac= ldoinm=ns vee(TI-40)

O en los demms casos

-o% sim=n
fga'(?bm){v - (Qn)}yf((ln) dT={-@ sim=nzx1 eee (IX-41)

-'sim=nyn=1,N
0 en los demag cases

W

donde la ruptura de periodicidad se tomn en cuenta al conside-
rar distinta la integral de coulomb en las posiciones 1 y N, -
denotada como .

Sustituyendo 1las definiciones anteriores en la ecuacién —-
(III~3), despreciando para ello los términos que contengan pro-

ductos de 1a forma ( E -E)) d, se llega a,

@ﬂn—l + (B - E, +1) a, + @arul: 0 ....(IXII-5)

para el electrdn en 1lms vecindades de los 4tomos que se encuen-
tran dentro del cristal,’ y

(E-E°+o(’) a; + @a, =0 eeee (IITI-6)



para el electrdn en las vecindades del 4tomo 1 y

Ray, * (E-E +')B =0 e oo (I1I=T)

para el elctrén en la posicién N,

Lz ecuacidn (III-5) es la ecuacién de diferencins del pro-
blemz y es la misma que se obtuvo para el cristal infinito. Las
ecuaciones (III-6) y (III-7) son las condiciones de frontera -
de 1la ecuacidn de diferencins, las cuales aparccen por la rup-—
tura de periodicidad en 1 y N,

Para resolver esta ecuacién de diferencias junto con sus -
condiciones de frontera, sunongamos que en los Atomos 1 y N
se tienen centros dispersores.,

El centro dispersor en la posicién 1 de fine ondas entran-—
tes y salientes solamente 2 su derecha, ya que a la izquierda
no existe otro 4&tomo. De la misma forma para el centro disper~
en la posicién N, solamente se tendrdn ondas entrantes y sali-
entes 2z la izquierda, ver figura III-2. Entonces combinaciones
lineales de ondas planas de la forme,

1)

2 la der. de 1, a L exp(-in@) + By exp(ine)
ceeos(III-8)

a la izq. de W, & Ay exp(in®) + B, exp(-ingG)

que son soluciones de la ecuacidn de Schridinger para un poten-
cizal tipo 4, deberdn ser soluciones de la ecuacién de diferen-—
cias. Sustituyendo cualquiern de estas a, en (111-5),

»

E =B = ct-2@cosd ceeo(III-9)

que e3 la ecuacidén para los valores provios de la red infinita,
obtenida ya en el capftulo onterior.
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Ayexp (=in@) oL A, exp(in®)
—_— ) ——— e
B,exp(ine) B, exp(~ino)

(1) (N)

Figura I1I-2., Ondas entrantes y salientes a
lo3 centros dispersores en 1 y N,

Sustituyendo 1as a, resvectivas a las ecuaciones (111-6) ¥
(11I-7), se 1llega a, ‘

B,/A, = = exn(=216) - ( BB + o) exp(-i0) ...{(III-10)
L exp(2i8) + (E-E +a') exp(i®)

en centro dispersor 1 y

B/A, _ = exn(i(N-1)9) - (E-B +o) exn(iNO) ...(III-11)
exp(~1(N-1)8) + ( E- E +o) exp(-iNg)

para el ceontro dispersor en N. Para les dos igualdades el tér-
mino a la derechs es la matriz de dispersién, Esta forma de ——
matriz de disporsidn fué usada por Bori y ‘sahi (ref. 16) en -
un trabajo sobre vibraciones de red.

En este desrrollo se hzn trabnjodo los centros dispersores
de manera independiente, nara unirlos hragamos uso de la matriz
de tronslacién, dada por,

esa(ITI-12)

exp (i @) 0
=

o exp (-ig)

donde & es la diferencia de fase, Al aplicar N-1 veces 11 ma—-—
triz de traslacién 2 las amplitudes A, ¥y B,, se tiene,
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B N-1) (A
(xl\ = 'If( b {Bz] veo (IT1-13)

1 2

de forma que hemos unido las emplitudes de las ondas de cada -
centro dispersor. Introduciendo las 1p’ualdades (I1I-10) ¥ 12 -
(III-11) en 1la anterior relacidn, :

Bl\ - ’H_(ﬂ-l) 2 2
5 By B,

esta dltima expresidn nos define un sistema de dos ecuzciones
simultaneas, que tendr4d solucidn distinta de 1la trivial si su
determinante es igual s cero. Czicul-ndo el determinante e in-
troduciendo la ecuscién de valores provnios del cristal infinitg

sen ((N+1)6 + (N-1}8) - 2((t=#)/R) sen (No + (MN-1)@)
((a=ed/®) sen ((H=1)8 + (N=1)8) =

resultado encontrado por Goodwin (ref. 3) salvo el factoxr de -
foase g. Este factor se puede hacer cero ya las ondas que se es-
tan considerando "viven' en el interior del cristal, no sufri-

endo nlteraciones, Por lo tanto si # = 0, llegnmos a,

sen(N+1)8 - 2((x-o)/B) sen No +

((0=e)/@)? sen(N-1)0 = 0 ..(TI-14)
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2.~ Cristal monoatdmico infinito con impureza sustitucional en
el origen.

Sea entonces, una red monocatémica 1lineal e infinita, en -
cuyo origen se coloca de forma sustitucional un 4tomo distinto
o inpureza isotépica ( ver fig. III-3 ). Los vectores de posi-
cidén para cada 4tomo en la red, serdn,

—I:n-': (nc, 010 ); NN = —=00y)see¢y00 ...(111—15)

con C el parimetro de red el cual normalizaremos.

Figura 1I11-3. Cadena lineal monoatémica con
impureza sustitucional en la posicién O.

Las ecuaciones de onda para los dtomos del cristal y la im-
pureza,

[}

2
VB + (2 (e - T(Q)) BE) = 0 .ii(III-16)

7250, + (2/kd) (€4~ U(O,)) 4(P,)

1}

o) eeo(TITI-1T)

en donde ¢ y €, son las energfas de los orbitales #(Q) v 8(Q)
respectivamente.

Siguiendo el desarrollo de la aproximacién amarre fuerte,
el orbital cristalino en el C.L.O.A., es,

W(?)=2Za 8O + a, 4(6) .o (I11-18)

k0
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que sustituida en la ecuascidn de onda del crital (ec, II-4) --
nos lleva a, ' : e

T oy (V2R + 208 (E-V)) B(py)

N+0

+ ay (V28(€)) + 2n/n® (E - V)g(Q) =0

e introduciendo en la anterior ecuacidn las expresiones para -
Vzﬂ(Dn) vy Vzﬁ(oo) obtcnidas de (III-16) y (III-17), tenemos,

2 % (B -e) - (V- u(g))) #(6)
v+ 8 ((B-g)-(V-U(@NF@Q =0 ...(III-19)

que al multiplicarse por la izquierda por @ (om) e integrando
(bajo aproximacidén primeros vecinos), definimos,

‘1l sim=
* dsim=n+1
fﬁ () BP)az = s X eeo(I1I-20)
&) A& S'sim=+1, n=0
0O en los demas casos

|
I+ B B

—asim=ny n#+ 1, O
-x’al m=n y n= x1
) —otsim=n =0 .. (111-21)
f}ﬁ(@n)(_v,—((an))ﬁon)dc= -fsim=n+lyn#il, O
-¢' sim=0y n=+1
0 en lcs demas casos.

donde ge han modificado las integrales de solapamiento ((5 Yy, -
de resonancia (oC) y de coulomb, para la interaccidn del orbi-
tal atlzémico de la impureza con gus primeros vecinos. Estas mo-
dificaciones gse deben al rompimiento de periodicidad del voten-
cial en las vecindades del 4tomo impureza. Donde 5, Ay @B, -
miden las correccinnes a 1ln energfa debidas al bulto del cris-
tal, o' y @', miden las correcciones n 1a energis debido a -
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la interaccidn del bulto del cristal con la impureza ¥ ~" 1la
correccidén a la energfa debida a la interaccién coulombiana .-
del electrdén con la impureza.

Sustituyendo las definiciosnes anteriores en la ecuacién --~
(III-19) y teniendo en cuenta, ya que la energfa del cristal -
(E) es parecida a las energfas del Atomo impureza (Eo) y de los
dtomos del bulto del cristal (€), de tal forma que los téxrminos
(E - eb) y ( E - €) son pequefios y despreciables si se multi-

plican por &' ¥y & (los solapamientos considerados pequefios), se
obtiene;

@ay,q * (E-€+ot) a  + @a, 4 =0 ee o (I1I-22)

para el electrdén en las vecindades de los 4tomos que no son pri.
meros vecinos a la impureza,

Ba,+ (BE-€+x')a, + @a, =0 e (II1-23)

para el #Atomo -1,

o' ey + (E-gt o) 90 +@a, ° 0 ee.(III-24)
para el 4tomo impureza ¥y
e'a, *(E=-€+x')a +@a, =0 «e. (II1-25)

para el dtomo 1.

La ecuacidn (III-22) es la ecuacidén de di ferencias del —-
ceristal, ecuacién que ya se habfa obtenido cen anterioridad --
(ec. II-10) y las ecuaciones (III-23, 24 y 25) son las condi-
ciones de frontera = ésta ecuacidn de diferencias. Como era -
egperado, el problemn a derivado en la solucidn de una ecunacim

de diferencins. La solucidn 2 ésta debe incluir hasta dos cons—-
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tantes a determinar. La determinacidn de estas consbtantes re—
quiere de dos condiciones de frontera, ya que para el presente
problemna se tienen tres condicones de frontera, hemos llegado
a-un problema de mobredetermwinacién. Para resolver el prodlema
proponemos como método de solucidn, el de la matriz de disper-
3ién.

Solucidén de la ccuacidén de diferencias por el método de la ma-
triz de dispersién.

Supongamos que la ruptura de periodicidnd en el potencial
cristalino se puede representar con centros dispersores en los
Atomos~1, O y 1, de la solucibén en ondas viajeras a la ecuacién
de diferencias. Entonces segin la técnica de la matriz de dis—
persién, se tendrén ondas entrantes y salientes a cada centro
dispersor (ver 1a fig. III-4). Por lo tanto, combinaciones 1li-
neales de éstas ondas serdn el tlpo de solucidén que acepte la
ecuacién de diferencias.

Ya que se tienen tres centros dispersores, estos limitan -
cuatTo regiones del cristal y por lo tanto, para cada regidén -
3e 'tendrd una combinacién lineal de ondas planas, esto es;

en I, a,

Ajexp(in8) + Biexp(-in@) ; n £ -1

en II, a = A exp(~inB) + Byexp(in®) ; ~14n% 0

L X (I.II—QG)

en III, a A3exp(in0) + B3exp(—in9) ;7 06ne<1l

yIv, =a

u

n A4exp(-in9) + B4exp(in9) ; 14&n

Si se gustituye cualquiera de estas salucignesﬁngﬂll}-zz)
se obtiene,

E = ¢~ ol - 2pcosd ... (III-27)
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relacién que nos da los valores provios de energia del bulto -
del cristal, obtenida en el capftulo anterior ec. (II-12). Ya
que 6 debe ser un nilmero real, se tiene que los limites de 1la
banda son,

E=z¢g-K-2p ¥y E=€ ~x=-2@ ...(II1I-28)

> | > | 4 —

Aicxp(ine) A2exp(-in0) A3exp(in9) A4exp(—in0)

<& —p | 4 — »
B, exp(~ing) | B,exp(ing) B3exp(-1nGD B4exp(ino)
-1 (o]
Figura III-4. Representaciédn esquemdtica de los
centros dispersores y las ondas salientes i entrantes.

Los resultados anteriores son importantes, ya que por un -
canino nuevo se llegan a conclusiones obtenidas por otros ca-—
minos (ver capftulo anterior).

Calculemos ahora la matriz de dispersién, Bl célculo intro-

. .2 . . .
ducira condicgones de frontera que permiten reducir el ndmero <
de constantes que generon los centros dispersores.

Las soluciones exnresadas en (III-26) deben sexr contiunuas -

en los centros dispersores, entonces,
Ay exp(-i6) + Byexp(10) = A,exp(id) + Byexp(-id) ...(IX-29)

B, = A3 + 133 ee.(III-30)

A3exp(i9) + 'B3exp(-ifd) = A4exp(—:i.9) +‘B49xp(10) ve o{TI=-31)

serdn las condic nes de continuidad en los cetros dispersores



10

-1, Oy 1, respectivamente.

La condicidn de discontinuidad en la primera derivada de -
la solucidén de la ecuacidn de onda‘ (ec. II-17) para cada centro
dispersor, es equivalente a las condicimes de frontera de la e-
cuacidén de diferencias (ecs. III-23, 24 y 25) en cada centro -
disgpersor, las gque al sustituirceles las 2, correspondientes,
quedan como,

@ {A;exp(-210)+Byexp(-210)} + @' {A,+By}

(E- e+« {7 exp(~i0)+B,exp(10)) = 0 ...(III-32)

]

@ {Ayexp(i6)+B,exp(~10)} + (E = € +ol' ) {Ay+B,}
S{Asexp(i0)+B3exp(-iO)}

fi

0 ...(I11-33)

@' {A3+B3} +@{A4exp(—2ie)+33exp(2:'.0)}
(B-e+x){A exp(~210)+Byexp(210)}= O ... (XII-34)

Tencnos. formnmdo un sistemn de seis ecuaciones {(las condi--
ciones de continuidad y las condiciones de frontera) con ocho
incognitas (Xas A y las B). Esto permite obtener dos incogni--
tas en términos de otras dosa, de forma que si se hace para las
emplitudes de las ondas salientes en términos de las entrantes
en las regiones I.y IV, se llega a,

4 4

'Bq_ Ay
[B - 9 \ v (I1I-35)

Sustituyamos entqndééhrA‘
bulto del cristal en las ecu
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Ay { =(ot= o) exp(~i6)- (b}f By {~(x~a)exp(ie)- B}
' +.A2@v + Bye' = O ...(III-36)

Y by [ =(oe ot Yoxp(10)- g} + B, § (o oa)exp(lo) a3
+A36 * Byg’ _ °5 :

Introduciendo shora las ecuaciones (III-29),'k“
31) en (III-33), S

g'{4 exp(~16)+B,exp(10)} + (E- %M")‘(Aa*ﬁa‘d)( L
@‘{A4exp(-i9)+B4exp(iO)} = 0""J"i;;f(I;I;§8)¥T;:V

@'{Alexp(-ie)+Blexp(io)} + (E—eo+a$)(A3+B3) 7
g (A exp(-10) +B4exp(ie)} = 0 ee . (ITII-39)

despe jando de (III-36) el término (A2+B2) ¥ sustituyendolo en
(111-38),

A {g'exp(~i0)+(B=g +a") (v-x')exp(-10)/8' + (3
B) {p'exp(i0) +(B-e +«") (x-o')exp(i®)/p* + @}
@'{A4exp(—io)+B4exp(iO)} = 0 .. (I11-40)

y despejando de (III-37) =a (A3+B3) e introduciendolo en (III-
39),

A, {e'exp(-10)+(E-€ +ux") (x-ol)exp(-iB)/@' + @ }
By {g'exp(i0) +(E-g+x") (x= ot )exp(10)/3" + @}
@ {Ajexp(~10)+B exp(i®) } = © e o (ITI-41)

Combinando estas dos dltimas ecuaciones; &3 (III-40) despejamos
3, ¥y lo sustituimos en (I1T-31), se llega a,

Al/@+:‘\4a-+B4§3= 0
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y de despejar B4 de (III~42) y sustituirlo en (III-41),

A, %42, B+8 % = o
en las que se han definido,

A= 2(B- E‘o-i-o&"){("‘—bﬂ' )+Bcose} +

(17@2]{(E= + ") 2 {(otm ot ) 2+B242 (e Y080} . - (TTT-42)

®

21{@?+ (BE-€ +o¢")(o/=o¢)/@) sen oxp(18) vo 2 (I11243)

{@'exp (10)+ (B-g +u") (o-o)oxp(10)/@& + (sf

—6\(
1}

@'2 exp (10) ‘.;;(i11-44)
por lo tanto, B1 ¥ 34 sSe expresan como,

B

]

- ((ILA1 +,BA4)/ &

B, = - (Ba, + an)/e

]

4

o de forma natricdial,

B, - -8 Ay
[ ]: 1/{;, [ ) ve o (III~45)
By

- -8](4,

hemos llegado a la expresidn esperada en (IXI-35), se ha obte-

nido la matriz de dispersién del problema, esta matriz cumple
las propiedades expresadas en (II-23a y 23bh).

Ya que la matriz d- dispersidn contiené la informacidén de
la dinfmica del problema, podemos obtener de ella la ecuacidn
de valores propios de enersia para lns estados localizados.
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Energia de los estados locnlizados.

La forma de obtener de la matriz de dispersién los valores

propios de energila de los estados localizados, es singularizar
la propia matriz.

La matriz de dispersidn se hace singular cuando el téxmino
ge iguala a cero, esto es;

2
B*2exp(2i0)~ [@ exp(30)+ (B- g rat) [(o= ot Yexp(s0) + RI/R)Y = o
y donde O debe ser un némero complejo. Esta es una ecuacidn de

cuarto grado en los valores de la energla de los estados locaw-
lizados. Descomponiendo la ecuacién en,

[B'exp(io)+ @'exp(io)+ (B~ C‘o+0<"){(u’-ok‘)exp(ig)w\e}/(aj
[B'exp(i0)~ B'exp(i0)~(B- g+x" ) {(¢~«')exp(i®)+@} /@)= O

producto del cual se excuentra que, para el primer término,
25'2exp(10)+(13-e°+u\"){(N—o!)exp(io) + PJ} = 0
y para el segundo t&rmino,

(ot = ') exp(ig) +@= ©

ecuaciones que nos determinan los valores propios de la ener -
gfa. Ya que © debe ser un complejo definamos,

9 = /4‘*‘ ig 000(111—46)

donde Uy ‘g deben ser reales mayores que cero, entonces las e~
cuaciones anteriores toman la forma,

2@'2exp(i/{—‘g)+(F-Gow”){tu—w)exp(iﬂ—‘g) +p =0 e e (ITI-4T7)
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y (- a') exp(iM-B) + @ =0 oo (III-48)

de forma que los wvalore ’.prfo”p‘ilos de la energfa se calculan co-

mo,

2 82 exp(iu-n)
(o= Jexp(14-5}+ B

y E = €- o'+ (d-p0)f expiy-28)+1} «oo(III-50)

vea(III-49)

relaciones en las que gi se conoien las distintas contribucio-—
nes a la energfa (las enerzfas d» los estados base de cada A~
tomo, las in'egrales de coulombd, resonancin y solapamieto), no
se han determinado & y M . La determinacién deEyM, permiten
conocer los valores para las energias y dada su definicién con-
dicionan estos valores.

Para determinar M, recordemos que exp(if)=cosM+i senm ,-
entonces (III-47) y (III-48) llevan a,

—

M= oW ;3 m=1, 2, «.. ee.(I1I-51)
valores que cumplen la definicidén para M , ya que son reales ¥

mayores que cero, ademas modifica las ecuaciones (II1I-47) 5 --
(111-48), quedando como,

~=)pexp(=28)+(=1)™ {(o=ott) (€= € = v’ ) - e2+2af exp(~¥)
+@(e~ 60-?J>(+o('+o(") - (-1)2p 2ex;:(§) =0 vee (ITI-52)

en la que se ha introducido la ecuacién de valores propios del
cristal limpio ¥y

en las que el factor (-1)® genera dos ecuaciones mas, ya que -
8i m es impar cambia los signos que lo anteceden.
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El factor (-1)™ duplica el ntmero de posibles valores pa—

ra la energia calculada por (II1I-49) y modifica los calculados
a trav8s de (III-50),.

Para obtener el valor de &, se tienen dos posiblidades da-—
das por las ecuaciones (III-52) y (III-53), ambas distintas.
Multiplicando la ecuacién (III-52) por exp(2g) y definiendo —-
x = exp(g), se llega a,

—(o(—u&')@ + (—1)m{_(0<—0(')(€-60— +od')-e,2+2e,'2} x
+ple g -2xrn'+a") xP-(-1)BF x =0 ee(I11-54)

ecuaciones de tercer grado en x. La solucién a cada ecuacidén -
se puede llever a cabo por los métodos conocidos, por lo tanto
los valores para E estdn bien determinados. La solucién inclu-
Ye tres raices, las que pueden ser reales o imaginarias. Sin -
embargo, para que €stas raices den lugar a estados localizados
se debe tomar en cuenta, que su valor sea real y mayor que 1,-
¥ya que §E es real mayor gue cero.

De 1a ecuacién (III-53) se obtiene,
exp(®) = (-1 (¢ - x")/@ .o (IT1-55)
en donde también, exp(g) debe gser resl mayer que uno.

Ya que los posibles valores de g_se calculan a través de -
oxpreaiones en términos de los parimetros que definen al cris-
+al, no todasa 1las combinaciones de 4stos parfmetros dan lugor
a estados localizados.

Teniendo czlculados Yy g y parna un cristal determinado se
pueden obtener las energfas correspondientes, sin embargo se -
hace necesario pedir urs condicidén mas que garantice.que los
valores de la energfa corresponden a estados localizados.
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La condicidn consiste en que al sustituir en las solucio-
nes expresadas en (III-26) los respectitvos valores para ; v

éstas cumplan las condiciones de frontera de 1la ecuacidn de
diferencias (ecs. III.23, 24 y 25).

Para un cristal en el que se¢ conocen lo parimetros que lo
definen y de los cuales se obticnen valores de & que cumplen
las condiciones pedidas, las encrgfas se calculardn como,

2(=1)" @' Zexp(=%)
(-1)2(x~x') exp(=§)+ @

E = & o-o(" — P .(111-56)

E = E-o' + (x-of) {exp(-2%) +1} e.  (I11-57)

en las que ¥ se calcula por (III-54) y (III-55), respectiva--—
nente., Notece que la segunda ecuacidn de valores propios ﬁara
la energfa de los estados localizados, no contidne a &« y «",-
parimetros definidos para la impureza.

De los resultados anteriores se deduce que para un cristal
dado ce pueden tener hasta ocho valores diferentes para E (6
provorcionados por (III-54) y 2 por (III-55)), entonces se tio-
ne la posibilidnad de encontrar ocho estados localizados. Se de-
be hacer un annlisis d2 las posibles combinaciones de pardme—-—
tros (tomar distintos cristales), para poder establecer el com-
portzniento de los mismos (la fisica del problema) y generali-—
zar a todos los casos pogibles, encontrando ~demas el nimexo
méximo de estados localizndos para este problema. Lo anterior-
permite estnblecer el comportomiento de un electrdén en el cris-
tal de manera cualitativa.
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E1l orbital cristalino.

Como consecuencia de la obtencidn de la matriz de disper—-
5idn del problemz se han enconitrado las ecuaciones de valores
propios de la enerpgia para los estados localizados. Paralela—-—
mente se debe construir la funcidn de ondas del electrdén en el
cristal. En esta parie del trabajo usando loo desarrollos y re-
sultados aonteriores construiremos el orbital cristalino.

El orbital cristalino se pronuso a través de le técnica del
C.L.0.A. (ec. III-18) como,

-1 80
VIF) = & e 80) + s, 8(Q) +L & 8(Q)

N - o0
la que al introducir las a, propuestas por el método de la —-
matrf{z de dispersidn (ecs. III-26) toma la forma,
. -1
W (T ) = Z{A exp(ind) + B exp(~ind)} B(Q))

Nzeod

+{(a, + B,) 6 (A + B} 4(Q)
é%{ﬁ4exp(-in0) + B4exp(inﬁ)3 ﬁ(Fh)

esta expresién incluye hasta 8 constantes indeterminadas, in--
troduciendo en 4sta las ecs. (III-38) y (III-39),

-1
WT) =“z:{Alexp(inO) + Blcxp(—inOX} ﬂ(G%)

2-00

- ﬁ(?o)gl Alexp(‘ie)*BlexP(19)+AAexp(—ie)+B4exp(ﬂa)

E -~ e°+ ="

*Ej {a4exn(-in0) B,exp(1n0)y A(Q,) ... (111-58)

el ndmero de constantes sa reduce n 4. Zsta funcién de ondas -
describe 2l orbital cristalino dentro de la banda permitida.
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Introduciendo las condiciones de frontera debidas a la im-
pureza se reducira el nidmero de constantes. Para estados loca-
lizados se tiene que el nmero de onda @ debe ser complejo y
se definidé como,

o=l +ig, M= 1,..0,00 ... (III-59)

en la cual es real mayor que cero. Sustituyendo esta defini-
cidn en dltima funcidén de ondas se obtiene,

-1
W >=m§°{<-1>nm Ay oxp(-n%)+B, exp(n®)} Q)

NEIL Alexp(§)+31(—%)+ﬁ4exp($)+Baexp(—?)‘ 8(2)
E-€ + o”

o
nm - .
té&{(—l) Alezp(n§)+34exp(-n§)} Q)
Y ¥a gque el orbital no debe diverger 1las constantes Al y A4 -

deben de igualarse a cero (condicidédn usada al hacer singuler a
la matrfz de dispersidén) resulta entonces,

(r) =2 (-1 B exp(n®) 5Q)

Y\z-p0
- =02 B2t B expl-) 40,)
E—G%—&'
o0
+ 2, (-1)™® B, exp(-nk) A .. (111-60)

que es la forma del orbital para los estados localizados,

Sustituyendo Ay = A, = 0 on las ecuaciones (I1I- ) y 1=
(III~ ) se 1llega a,

B, = B o’ B, =-B v..{1I1-61)

que llevan a la funcidn . de ondas del cristal limpio (ec, IITI -
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59) si By =3B, =3
W)= B{):exp(-me) B(Q) - 28" 2R 4R,

5_‘:" exp(in®) B(E)} ...(III-62)
y para By = 7‘B4i=13f'

{r)

]

e
Bt { Zexp(-in0)8(R,)
- iiexp(ing) é(CL)} veo(111-63)
n=13

en las cuales las constentes B y B' no incluyen la normaliza -
cién de las funciones. Ambas funciones son periodicas (con 1a
periodicidad de la red) y cumplen la condicidn de Bloch (ecd
I.3). Los estados correspondicntes a estas funciones tienen co-
mo valores propios de la enersf- los dados por la ecuacién --
(IIX<27). Bs importonte recalcar qus la segunda funcién de on-
das no incluye 2l orbital de la impureza, es como si la impure-
za no existiera, esto modifica 1la densidad de prabadbilidad ya
que en lugar de ser uniformemente periddicn, toma un valor ce-
ro en el lugar de la impureza. Y la primera que si incluye al
orbital de la impureza +también se modifica el conportamiento-
de la densidad de probabilidad en el lugar de la impureza. An-
bas funciones demuestran que la prescncia de la impureza afec-
ta a las funciones caractristicas del cristal 1impio:

Regresando a la funcidn de ondas de los estados localizads
(ec. III-60) que al sustituir en ella B, = B, = B, queda como,
a d

-1
WF) = B{Z (-1™ explond) B(Q)
-2 (-1)" g exp(-~E) 8(Q)

3-€°'+OU

o0
+2§é(—1)“m exp(nk) b(@%)} .. (III-64)
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~1
W) = {2 (-1)® exp(-nk) B(Q,)

T 00

- ng‘(‘-l)*fm' exp(ng) ()] .. (I11I-65)

donde de nuevo B y B' no incluyen la normalizacién de las fun-
ciones._Estas funciones de onda contienen exponencinles decre-
cientes, tanto a la derecha (exp(ng)) como a 1la izquierda (da-
da por exp(-ng)) de la posicién del 4tomo impureza, siendo por
tanto funciones localizadas. La localizacidn del electrén & —-~
través de las funciones es distinta. Ya que la primera toma en
cuenta al orbital de la impurezn, se eapera que el electrdn es—
té mas localizado en la pogicién que ocupa la impureza. En la

segunds funcidn, se espern que el electrdn eaté mas localizado
en las posiciones de los priemros vecinos a la impureza, esto
por gue la funcion de ondn no incluye en su desarrollo al orbi-
tal atdémico de la impureza.

Las energfas correspondientes a las funciones de onda de -
los estados localizados serdn: para (III-64) la calculada por
1a ecuacidn de valores propios (III-56) y E se obtendrd de las
solucinnes del polinomio (III-54). Para la funcién (III-65) 1~
enerzfa se obtendrd de (III-57) y E se calculard de {II1-55).
Estos cdlculos corresponderan a2 estados localizados permitidos
si se cumplen todas las condiciones pedidas para .

Con el fin de tencr un comportamiento curlitativo de las -
funciones de onda de los estados localizados, enel canitulo --
siguiente se hard un nnalisis de los resultados anteriores,! — -
El aznalisis se tralucira en la aplicacidédn de los resultados ob-

tenidos a casos partfculares que permiten obtener conclusiones
generales.,



CAPITULO Iv



51
Con el fin de llevar a cabo el ¢nalisis de los resultados

para los estados localizados de impureza obtenidos en el capi-
tulo anterior, partamos de lo partfcular para lleger a lo ge—-
neral. DBs%o es; apliquemos los resultoados a casos nmas simples
del resuelto y modifiquomoslos haszsta obtener el analisis del -
caso general. Lo anterior estd permitido ya que como caso ge-
neral conticene a los demas como casos particulares,

Bl caso mas simple para la impureza sustitucional,

Supongnmos que la impureza sustitucional en el origen, no
nodifica la integral de regonancia ni la integrel de coulomb
de sus primeros vecinos (L' ¥y @'). Bajo estes condiciones —-—
los resultados anteriores se recducen a cste caso partfcular --
introlucicendo; A'=K ¥ @ @ Con las definiciones anterio-

res los valores propios de la energiz se calculardn a través -
de;

E = Go - 0(“ - 2(-1)m©exp(“§), oooc(Iv-l)

los funciones de onda se obtendrén como,

wv4)=B{thWﬂ

Yh-qg

étp(-nﬁ) ﬁ(@ )

Se ™ e ﬁ(@)
2Fwm e-cp(ns,)} O =0 V)

en las que gl se calcuia as, &
(-1 + (e-g-ata") x = (<1)7 %% =0 eeea (IV23)

donde x = exp(¥& ). Las E de la ecuacifn anterior deben ser —-
reales mayores que cero, ademas sustituidasen las dos solucio-
nes de la ecuacidn de diferenciaz, las a, deben cumplir la Uni-
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ca condicida de frontera de la ecuacidn de diferencias, todo -
para que den lugar a los cotoudos localizados que sean permiti-
dos en este caso particular,

Con el objeto de establecer el efecto de 1la impur.-za bajo
estas condiciones, tomemos un cristal en el que los 4tomos del
bulto tienen de emsrgfas (en unidades arbitrarias); para el es-
tado bage (€) -5, la integral de coulomb (&) .2 y 1a integral
de resonancia (B) .4 y enel cual la impureza toua distintos -
valores para su energfa del estado base (éo) y 12 energfa cor-
respondiente a 1a intesral de coulomb (x"). Ios distinbtos va-—-—
lores de los pardmetros de la impureza introducen vuriaciones
en la enersyia de 1os estados licalizandos, estas variaciones se
representan en dos grdficas, a saber; X vs. €, (zraf. IV-1) ¥y
X vs. oV (graf, IV-2), donde X se define como;

X=(E=e+ o )/28 cees(IV-n)

definicién con la cual los 1fmites de la banda del bulto son 1
y ~1l.

Ln gréfica IV-1l contiene la variacidn de X (y por tunto de
1a energfa d-1 estado localizado) con respecto a &,y para ello
se ha tomado el caso x"=xcon ¢l fin de tener nislndo el com-
portaniento de © con respecto a . La variacifdn continua de
desde O a -7, demuestra 1la existencia de un eatado localiznado
parn todos estos valores excepto en =5, valor para el cual no
existe impureza. El estado localizado por arriba de la bandn -
permitida corresponde a valores de o menores que cn 1los —-
cuales m €3 par. Si m es inpar, los estados localizados apare-
cen por abajo de la banda y corresponden a €, menor que €.

Sn la grifica IV-2, se tiene representada la variacidn de
X en funcidn de ", para tres valares de Qo. Para cada €, ¥
1z variscidédn continua de x" se obtiene un estado localizado.
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Grifica IVl

& 4 e,
-2 4
-3 1
-4 T
|
)

Pn esta grifica se muecsitra la variacidn de X con respecto
2 €&,, donde €= -5,X= +2 y @= .4 y cn la cuol o' = ®, Donde
para € = -5 se tiene una discontinuidad en el comportamiento.
v corresponde 2 la inexis-tencia de la impureza.’
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Grifica IV-2 .

1 fmeerca

¥

|

)

- 4
o1 ‘2 uB

i

Esta grdfica tiene la variacién de X con respecto ax", en
el cristal coni €= -5, %= ,2 yB= .4, para los casos; € = -2 (-
-, eo= =5 (ceree) ¥ €= =7 (++4+++). Tada uno de estos ca-

so corresponde a un estado localizado.



55
En el caso & igual a =5 (equivalente al analisis anterior) ase
obgerva que el estado localizado aparece en forma continun por
arriba hasta que " es igual a .2 aparecciendo imediatemente -
abajo de la banda, Para 4" iguwel .2 no se ticne impureza por
1lo que es un punto de discontinuidad. Para €, igual a -2 el -
estado aparece solamente por arriba y en una regién restringi-
da de valores de ", reasultado esperado del aonalisis anterior.
En el ceso €, igual -7 el estado localizado aparece scolamente-—
por abajo de la banda y también en una regidén bien determinada
para ", resultado que corrobora la grifica IV-l. De nuevo -~
los estados por arriba de la banda corresponden a m pares y se
cembian a impares para los estados por abajo.

Las funciones fde onda pnra estos estados localizados son -
eso funciones que se localizna alrededor de 1la vosicidn de la
impureza. La localizacidn se hace mas evidente cuando los e€g—-—
tados energéticos se alejun tanto por arrviba como por abajo -
de la banda y tienden a deslocalizarse para valores de la ener-
gfa muy cercanos a la banda.

En suma para este caso particular solo se tiene la posibi-
lidad de un solo estado localizado como efecto de cambiar la -
energfa del estado base de la impureza y la integral de coulomb
de 1l nisma. Se demucstra también que no pars todos 1 s combi-
naciones de parézetros que definen al cristal, se obtienen es-
tados localizndos, sunque no se encuantran las condiciones de
xistencia para 29tos estados de forma nnalftica.
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Tomemos de nuevo el cristal cn el que; el cstado base (€)
toma un valor de -5, la integral de coulemb (%) es .2 y la in-—
tegral de resonancia (@) se igusla a .4 para el bulto y la im-
pureza presenta variaciones en su estado base (60), la integral
de co lomb (") y la intesral de reconancia (x'). Le dependen—
cia de la cnerzfa con resvects 2 @' se representa en la grifi-
ca X vs. 6/@ , donde X se define en IV- . TLa prdfica ou La —

IV-3.. Zn ella e muocstra 1o ovietenria Ae das eatadae 1 ~z-1:
9s para los valoves de B/8' neonores que 1 donde €,==5 ¥ o'=.2

2 grifica retiene los cazos € isual a =4 (-==) y =6 (+++)

-

onbos con “=.7, para el primero so observa que exicten dos ~-—
estados locelizados para la regidn de valores de &B' entre .1
¥ «34, 9 decir velores de @ menores que 3', vermeneciendo un
solo estndo a purtir de el Gléimo valor. Pera el sesundo caso
de nusvo ce ticncn dos ertndos loculizados en 8/8' de .1 a .3
manten-iendose un =olo estodo en los siguientes valores. Cobhe
notor el comportamiento inverso para cstos casos, resultado Cc
la variacidn deg -

Ln gréfica IV-4 muestra la variacidn de X con respecto ag”
pora ©/B' iguel a2 1y .5, embog con €,=-5. Como cra Ce cspe--
rarse para @/(b' icurl .5, da lugar a do.;. estados localizad

b

u
i
i

el
n»riba ¥y ctro abajo de 1z banda permitida. Yo o ecyorcka -
también que pare 8/ = 1 se tuviera un solo estado localisndo
(wer graf, IV-2),

Do nucvo los estedos gue aporccen »ar arriba de la banda ce
obtiznen para m pares ¥ los de ar:e:}o corvospondcn o impores.

Loz funciones de onda para cstos estados precenton el misx -
conportamiento que en el cazo anterior, :

En swan @' introduce oLro ¢ntalo localimado,que.cicmpra-—
wulste para valorec nensyes gque 1 de B/B'. Las verizciones de

€ 7 K" influyen de la nisma manera que en el cago aninrior,
<
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Grifica IV-IIX
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En esta grifica se tiene la wvurincién de X con respecto a
1n razon (&/B', donde; €= =5, = .2 y@= .4, pora los casos en
los que € = -4 (=), ~5 ( )y -6 (++++) y en los cunlas se
ha tomado '= X, Notece que para todos 1los casos se obtienen -
dos estadns localizados en regiones pequeilas,
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- % Grifica IV-4 .
L5t s
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Gréfica que corresponde a la vé.riacicsn de X con resnecto a
o', en la cual se %tiene; € = =5, X= .2 ye= .4,'para los casas
en los que P/B' es igual o 1 ( ) ¥y o5 {====)., Para el pri-
mer caso se tiene un solo estados localizado ¥y para el segundo

do8 estados.
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El czso genecrzl de 1la impureza sustitucional.

Hagamos diferente a2 1z integ 21 de coulomb de los primeros
vecinos a la impureza (introducida porK'), a2demas de loa pa—--
rémetros que definen a la imnureza (éb,d'yuf) en estas circuas-
tancias 1 egamos al caso general de 1la impureza sustitucional
en el origen, que fué resueltn en el capftulo anterior, Calcu~
lemos entonces la eneryfn de los estados localizados para el -
cristal en el que; € ==5, {=.,2 y @=.4 definid=3 para el bul-
to y valores de ¢,, x", ' y @' variantes, representndas -
por gréficas,

El cdlculo de la energia para este caso presenta dos posi-
bilidades dadas por las ecuaciones IXI-S6 y III-57, con sus ——
recpectivas condiciones. Analicemos la primera de estas ecun-—
ciones. .

La gr4fica IV-5 muestra la variacién de X (def. en IV-4) -
con resvecto a ', para los casos € =-5, "=.2 ambos para .-
®/8'=1 y .5, el primer caso se refiere a la variacidén tinica de
6',,dcmostrando la existencia de un estado locazlizado con un
comportamiento andlogo al encontrado para X" en las grdficas -
IV.2 y IV-4. E1l scgundo caso retoma los resultados de la grifi-
ca IV=3, en el sentido de que pora valores de @,43' menores -—-—
quz 1 dan lugar a otro estado locnlizado.

Bn la grifica IV-6, se tiene representada la variacidn de-—
la energfn cn funcién de B/@', para €,==5,)K"=.2 ¥ distintos
valores de', todos los casos demuestran la existencin de dos
estados localizados, para valores menores que 1 de 6/5'. Analo-
gamente la grifica IV-7, muestra la variacidn de X con respes—
to a &/f', wero con €,==5, X'=42 7 X"=.001,.2 y 1.2, obtenien-
doze de nuevas cusnta dos cstados localizndos pora 8/@' menor -
que 1. Es decir el presunt- nusve estado no aparece.
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Grafica IV-5
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Grifica correspondiente a le variacidén de X en funcidn de
o" para los casos B/B' =1 y .5, donde el cristal tiene de -
pardmetros; €= =5, td= .2 ¥y B= .4. E1l primer caso esti dado por
1la linea continua (

) y el segundo por la linea a trazos (-

N

-



62

Grifica IV-6
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En esta grifica se tiene la variacién de X con respecto o
1a razon ®/3', en los casos para los cuales o'= o4  —
.2 ( ) ¥ .05 (++++) y donde €= =5, &= "= .2 y B= .4 . Pora
estos casos se observa que aparecen dos estados localizados en

valores de @/®' menores que 1 ¥ un estado localizado para va-
lores mayores.




Gréfica IV~7

Grifica que representa 1la varlacién de X en funcidén ge
razon @/B', para los casos en 1los que "= 001 (=), .2
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o
/v

1

(-
~—) ¥ 1.2 (++++), donde para todos €= =5, X=A'= .2y B= .4

Notece que ¢l comportomiento en estos casos resulta identico al

observado en lasnnterior gréfica,
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Lo gréifica IV-8 se refiere a la variacidn de X con respec—

to a B/@', con; X'=x"=.2 y para €,=-T, =5 y -4. Observece -
que de nuevo se tienen dos estados localizados para valores de
Q/@' menores que 1 y que el comportamiento de la enernia se -
repite al obtenido en IV-3, esto es, se tienen regiones res——-
tringidas de @/8', en las cuales para o Mayores que los es-
tados localizados son dos hasta .54, donde se mantiene un solo
estado por debajo de la banda, caso contrario al de o Menores

que y en los que el estado que permanece esta por arriba de
la banda,

De nueva cuenta, los estados que aparecen por arriba de 1la
banda corresponden a valores de m pares y los que aparecen por
abajo tienen m impares.,

En este caso las funciones de onda se obtienen de ITI-64 y
repre. sentan funciones localizadas en 1la posicidn de la impure-
za. La localizacidn se ve afectada si l1la energia del estado lo-
calizado esta cerca o lejos de la banda permitida, siendo mas
localizadas cuando estan lejos y menos en el caso contrario.

En sumn no se tienen nuevos estados localizados para las e-
nergfas calculadas por 1II-56, reteniendose los dos ya obteni-
dos y su comportamiento sigue siendo el mismo.

Analicemos ahora las energfas de los estados localizados -
evaluadas por III-57. Para el efecto se tomo el mismo cristal
observando 1la variacidén de X con resvecto a ', grdfica IV.-9,
demostrandose la existencia de un estado localizado, el cunl -
aparcce por abajo de la banda permitida teniendo como m las im-
pares.

Uniendo ecte ltimo resultado con el imediatamente anterior
tenemos que el probiema de la impurezz sustitucion2l en el ori-
gen tiene la vosibilidad de dar hasta tres estados localizados.



Gréfica IV-7

et s . s
1_. .1 .2 -3 -4.@/'
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-4 ]

razon (3/B', para los casos en los que xX"= .001 (

Grifica que renresenta la vardacién de X en funcidn de 1o
)’ -2 ("

——) ¥ 1.2 (+4++), donde parn todos €= -5,X=&A'= .2 ¥ B= .4
Motece que el comportemiento en cstos casos resulta identico al
observado en lasmterior gréfica,
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La gréfica IV-8 se refiere 2 la variacidén de X con respec~

to a B/@', con; X'="=.2 ¥ para €,=-T, =5 y ~4. Observece -
que de nuevo se tienen dos estados localizados para valores de
Q/@' menores que 1 ¥y que el comportaniento de la enersgia se -
repite al obtenido en IV-3, esto es, se tienen regiones res——-
tringidas de @/8', en 1las cuales para o Wayores que los es-
tados localizados son dos hasta .54, donde se mantiene un solo

estado por debajo de la banda, caso contrario al de o menores
que y en los que el estado que permanece esta por arriba de
la banda.

De nueva cuenta, los estados que aparecen por arriba de la
banda corresponden a valores de m pares y los que aparecen por
abajo tienen m impares.

En este caso las funciones de onda ge obtienen de ITI-G4 y
repre. sentan funciones localizadas en la posicién de la impure-
za, La localizacidn se ve afectadn si la energfa del estado lo-
calizado esta cerca o lejos de la banda permitida, siendo mas
localizadas cuando estan lejos y menos en cl cago contrario.

En sumn no se tienen nuevos estados localizados para las e-
nergfas calculadas por III-56, retceniendose los dos ya obteni-
dog ¥y gu comportamiento sigue siendo el mismo.

Apnalicemos ahora las energfas de los estados localizados -
evaluadas nor III-57. Para el efecto se tomo el mismo cristal
observando 1la variacidn de X con respecto a ', gréfica IV-9g,
Jdemostrandose la existzncia de un estado localizado, el cual -
aparece por abajo de la banda permitida teniendo como m las im-
pares.

Uniendo este dltimo resultado con el imediatamente anterior
tenemos que el probiema de 1la impureza sustitucion»l en el ori-
gen tiene la vosibilidad de dar hasta tres estados localizados.
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e % Grifica IV-8

Gréfica correspondiente al comportamiento de X con respecto

a la rozon 6/B', para los casos; € = =7 (eem=), =5 ( )y -4
-5, xX=x'=g"= .2 yB= .4. Eata gri-

(++++), en los cuales € =
ficn muestra 12 existencia de dos estados localizados cuondo -~

@/B' es menor que 1.



-4
-5

-6

Gréfica que muestra la variacidn de X con respecto 2 X' ¥y

en ln que €= -5, X= ,2 y B= .4 . Para este cnoo se ticne un -
s0ly estndo localizado debido a x' 0 sea la integral de coulomb
de los primeros vecinos a la impuresa. '
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In este caso las funciones de onda estarin mzas localizadas
en las posiciones -1 y 1, o sea los primeros vecinos de la in-
pureza y se calculan 2 través de (ITI-65), Ademas, cuando los
valores de 1la energfa de estos estados se alejan de la banda -
del bulto del cristal, las funciones de onda se hacen mas loca-
1lizadas.

En resumen, la presencia de la impureza introducida a tra-
vés de cambizar ¢l valor (o valores) de algdin pardmetro (o pard-
metros), modifica el espectro de energfa del modelo idealizado
del cristal, como so demuestira de los resultados expresados en
las grifices IV-1 y IV-2, en 1las que solamente se ha cambiado
el valor de un pardmetro y aparece un estnado localizado.



CONCLUSIONES



La motivacidn inicial de este trabajo fué la de resolver -
de manera completa el problema de la impureza sustitucional en
una cadena unidimensional e infinita, haciendolo dentro de la
aproximacidn amarre fuerte. La aproximacién incluye, el propo-
ner como funcidn de ondas una combinacidn lineal de orbitales
atémicos (C.L.0.A.), de donde se transforma la ecuacién de on-
das en una ecuacidn de diferencias y sus condiciones de fron--
tera. Entonces se tiene que la solucién de esta ecuacidn de di-
ferencias serd solucidén del probdlema. Debido a que no se cuen-
ta con un nétodo especifico de soluciédn a las ecuaciones de di-
ferencias en este tipo de problemas, se hace necesario la pro-
posicién de uno. En este trzbajo se propone un método, el cual
consiste en usar los argumentos y consecuencias de la obtencién
de la matriz de dispersién como solucidn.

E1 método de la matriz de dispersidn, se puede aplicar si

82 tiene un centro dispersor de ondas. Este método se ha usado
en problemas de cristales, ya sea en las soluciones de la ecua~
cidén de ondas del movimiento electrdnico, como en las ecuacio-
nes gue rigen las vibraciones de red (movimiento nuclear), re—
sulta entonces un método empliameonte difundido y justificado -
para cstos casos, sin embargo no se ha usado de manera explici~
ta como método de smolucidn de ecuaciones de diferencias.

Ya que la ecuccidén de diferencias se ha obtenido a partir
de 1la eccuacidn de ondas, es de esperar que la solucién a estas
en principio, deben tener las mismas caracteristicas y aceptar
los nismos métodos de solucidn, de donde resulta justificabdle
el aplicar el método de la matriz de dispersién en las ecuacio-
nes de diferencias.

Entre las ventajas que ofrece el método propuesto, es que
al resolver las ecuacionos de diferencias se obtienen de mane-
ra directa los resultados si el cristal presenta impurezas, es-
to ocurre al aplicar las consecuencias de hacer singular a la



matriz de dispersidén. Ademas el método se reduce a trabajar en
la solucién de sistemas de ecuaciones. 3in embargo, cuando el
nimero de centros dispersores numenta, también aumenta el ni--
mero de ecuaciones del sistema, por lo tanto el problema se -
complica ¥y tal vez en algunos casos se tenga un prolema pricti-
camente irresoluble. Es de hacer notar, que en problemas sen--—
cillos (como los tratados en este trabajo), los resultados ob-
tenidos presentan la ventaja de ser analfticos.

Los resultados obtenidos al aplicar el método en el crig--
tal finito, son satisfactorios, ya que se encontré la misma ~-
relacién de dispersidén para la energia, que la reportada por -
Goodwin (ref. 4) y dentro de este desarrollo se contempla la-
posibilidad de tratar el cristal semi-infinito.

De 1z aplicacién del método en la red infinita con una im-
pureza sustitucional, se obtienen nuevos resultados, que com--—
plementan a los encontrados en la literatura. Estos se pueden
resumir en los siguientes parrafos.

La presencin de la impureza en la red monoatdémica, se pue-
de simular por la vari cidédn de nlguno de lns parfmetros que —-
definen al bBulto del cristal; ya sea la energia del estado ba-
gse o la integral de coulomb de alguno de lo Atomos que consti-
tuyen la red, lo cual modifica el espectro de energia con la -
aparicién de una energfa dentro de las brechas (ver grafs. IV~
1y 2), con funcidn de ondas locelizadas alrededor de la posi-
cién de la impureza. Sin embargo, los resultados anteriores —-
carecen de gemeralidad, ya que el problema de la impureza en -
1la red infinita, debe incluir tanto la modificacién de la enenr-
gfz del estado base ¥ la integral de coulomdb de alguno de los
4tomos en la red como la de la integral de resonancia y lain-
tegral de coulomb de los primeros vecinos a ¢ste, solo cnton--
ces se tendri caracterizada a la impureza dentro de la red, co-
to dentro de la aproximacidn primeros vecinos.



La impureza en la red infinta introduce la posibilidad de
existencia de hasta tres estados localizados. Dos estados se -
deben a la energfa del estado base, la integral de coulomb y -
la integral de resonancia asoiados a la impureza y el otro de-
rende exclusivamente del valor de la integral de coulomb de los
primeros vecinos a ésta. Las funciones de ondas para los prime-
ros estardn localizadas en la regidn de la impureza y para el
tercero se localizaran en las regiones de los primeros vecinos
a la impureza.

En términos generéles, la existencia de los tres estados -
localizados se puede asegurar siempre que; la integral de re-"
sonancia asociada a la impureza sea mayor que la correspondien-—
te para lo Atomos del bulto, ademas de que la integral de cou-
lomb de los primeros vecinos se mayor a la correspondiente de
los étomos del bulto y que tanto la energfn del estado base —-
como la integral de coulomb de la impureza sean muy parecidas
a las de los dtomos del bulto. Si la integral de resonancia a-
sociada a la impureza es menor que la de los Atomos del bulto,
se pucden tener solamente dos estados localizados, uno de los
cuales depende de la integral de coulomb de los primeros veci-
nos a la impureza y el otro que depende de la energia del esta-
do base ¥y la integral de coulomb de la misma, el primero apare-—
cerd siempre por abajo de la banda permitida y el segundo si la
energfa del estado base do la impureza es menor que la de los
4tomos del bulto el estado aparceceri por arriba de la banda del
bulto y por abajo en caso contrario.

En todos los casos, si el estado aparece por arriba de la -
banda corresponde a una m inpar y si el estedo estd por abajo
la m serid par. Cuando el estado tiene wvalores muy cerca de los
1{mites de la banda permitida este seri menos localizado que u—
no que tenga valores lejos de los limitea y cntre nas lejos -
el estado tendrd funciones de onda mas localizadas, osta Ulti-
ma situacidén se presenta cuando algunos de los pardmetros pro-



pios de la impureza toman valores muy alejados respecto de los
del bulto.

Un resultado interesante, se obtiene para el estado locali-
do que depende inicamente de la integral de coulomb de los ve--—
cinos mas cercanos a la impureza. Ya que en apariencia este es-
tado es independicnte de la presencia de la impureza, sin em-—-
bargo, precisamente la inclusidn de ésita es la causante de la -
existencia del estndo, debido a la modificacidén del potenciaml -
en la regién y por ende, la modificacidn de la integral de cou-
lomb de los primeros vecinos de la impureza.

Debido @ que en la literatura este problema se ha tratado -
poco, nos referiremos diicamente al trabajo dc Koster y Sla er
con el fin de comparar resultados.

Koster y Slater, tratan el problema de la impureza suponien—
do que su efecto es el de una perturbacién al Hamiltonimno del
cristal limpio. Al desarrollar la funcién de ondas del cristal
como una combinacidén lineal de funciones de Wannier, transformean
13 ecuzcidn de onda en la correspondiente ecuacidén de diferene—
cias, la cual es de segundo orden y honmogenea, en la que el e~ &
fecto de la impureza se traduce en una sola condicén de fronte-
ra. Derivan cntonces al mismo problena que se plantea en este -
trabajo, solo que con dos condiciones de frontera menos, debido
a que solo toman encuenta 1a modificacidn del potencial en la -~
posicién de la impureza y por lo tanto tienen un problema menos

"real” (claro, dentro de las limitaciones del modelo).

Para resolver la ecuacidn de diferencias, proponen una so--
lucién a la que imponen 1la condicién de frontera y la de perio-
dicidad, pudiendo entonces obtener funciones de ondas simétricas
y entisimétricas y les permite contar el nimero de estados. Cal-
culando el mimero de estados, encuentran que se les pierde uno
para valores reales del nimero de onda, el cual corresponde a -



a nlmero de onda complejo y por lo tanto a estados localizados.
En suma encuentran un solo estado localizado, el que no le ex-—
presan condiciones de existencia y que puede aparecer por arri-
ba de la banda -del bulto del cristal.

Es de hacer notar gque al resolver la ecuacidén de diferencias
por un método heuristico, Koster y Slater pierden informacidn,-
ya que su cecuacién de diferencias ad mite dos soluciones distin—
tas y por lo tanto tienen la posibilidad de obtener hasta dos --—
estados localizados.

Creecmos por lo expuesto anteriormente, que la solucidén y re—
sultados que obtenemos, completan y mejoran 2l trabajo de Koster
y Slater. Pensamos ademas, que al proponer un método de solucibn
a las ecuaciones de diferencinas en este tipo de problemas, esta-
mos en pogibilidades para encontrar un método general que ‘tenga
la ventaja de ser analitico.
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