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INTRODUCCION 



Definiremos ::i un s61ido cot!lO una. coJ.ecci6n grande (del. or
den del. número de Avo~adro) de áto1:1os, los cual.es se confi
nan a.trayendose un.o a otro en un voJ.umen definido del espacio. 
Nos restrinc;iremos a los s·'.5lidoo que tienen sus átomos acomo-
dados de forma regular exhibiendo simetría trasln.ciona1 o sea 
a los s6lidos cristalinos. 

Seg¡ID las fuerzas que confin'3.Il a los átomos o fuerzas de 
amarre a los s6lidos cristalinos se les puede clasificn.r com~; 
cristales moleculares, cristales iónicoa, metales y crista-
les de valencia. 

Reconoceremos de e.hora en adelante a los s61idos cristali
nos simplemente como cristales. 

Ningún cristal real tiene una estructura periódica perfec
ta y debido a la complejidad de estos no ha sido posible abar
car en un modelo todas sus características, por lo que se tra
baja con modelos aproximados. Estos se pueden dividir en mode
ideales y modelos "rea.les'', en los primeros se supone que el 
cristal posee una estructura. periódica infinit~ y en loa otros 
se toman en cuenta las perdidas de ésta estructura en algunas 
regiones debidas a superficies o defectos. 

Entre los primeros trabajos sobre modelos cristalinos cabe 
destacar por su import~ncia, los realizados ~or Bloch en 1908 
(ref. 1) y por Kronig y Penney en 1931 (ref. 2). El trabajo de 
Bloch se refiere a la naturalezn de lA.s funci'mes caracterís-
ticas en cristales infinitos, proponiendo por vez primera us1r 
el método de Combinación de Orbitales Atómicos (C.L.O.~.) como 
función de ondas en cristales. El trabajo de Kronig y l'enney 
se centra en el estudio de un cristal perfocto (sin su~crficie 
ni d :fectos), encontrando la estructura de bandas que co.r::i.cte

riza los espectros de ener~!a cristnlinos. 



Desde entonces se hrul estudiado a los cristales con dife-
rentes métodos y aproximaciones. Correspondió a Tamm (ref. 3) 
encontrar que los espectros de energía cristalinos se modifi-
can si se inroduce una superficie en la estructura periódica 
infinita, ya que aparecen energías en las bandas prohibidas y 

los estados corresponnientes se locnlizan. ~ estos estados lo
calizados se les conoce como estados de Tamm. 

Posteriormente en 1939 Goodwin (ref. 4) a través de emple
ar el método C.L.O.A., estudia el cristal finito (dos superfi
cies) encontrando los estados locoliz·1dos correspondientes n.sí 
corno sus condiciones de existencia,. 

En 1940 Seitz (ref. 5) en un modelo de cristal infinito -
introduce un defecto; representado por una discontinuidad. Es
te modelo sirvi6 .como antecedente para que en 1949 Saxon y 

Hutner (ref.6) usando la aproximo.ci6n de electrón casi libre y 
el método do la matriz de dispersión estudiaran el efecto de 
introducir un áto~o extraño o impureza dentro de un arreglo -
peri6dico infinito, reportando la existencia de 1.os llama dos 
esto.dos localizados de i~pureza. 

Tiempo despues Koster y Slater (ref. 7) tratan el pro
blema de la impureza usando las :funciones de Wannier y bajo la 
aproxim'.:l.ci6n o.marre fuerte. En este trabajo despues de una -
discusión cualitativa sobre la soluci6n propuesta, ct1c·_i.e:-:trqn 
las condiciones bajo las cuales se obtienen estados localiza-
dos de im~ureza y postulan que en modelos unidimensionales no 
se obtendrán estados localizados resonantes. En 1965 Davison 
y Amos (ref. 8) tratan el problema de la impureza en modelos re 
tres dimensiones bajo la aproximaci6n runarre fuerte, introdu-
ciendo en la funci6n de ondas correspondiente la parte de spín 
electr6nica, remitiendo sus result~dos n los obtenidos por 

Koster y Slater. 



En 1979 L. :.ndrade y s. Orozco (ref. 9) retomnn el proble
ma de 1a impureza en e1 arreg1o peri6dico infinito y 1o resue1-
ven a través del método de la funci6n de Green dentro de la a

proximaci6n runarre fuerte, obteniendo los mismos resultados 
que Saxon' y Hutner ~eporton en aproximnción e1ectr6n casi li-
bre..,. 

En el presente trabajo volvemos a atacar el problema de la 
impureza dentro de 1a aproxi~ación amarre fuerte, para e1lo 
proponemos un nuevo método de soluci6n del cual obtenemos nue
vos resultados.· 

A1~unas de las aproxi~aciones y métodos que se h~n imple
mentado para ~1 estudio de modelos cristalinos derivan en re
solver ecuaciones de diferencias. Las ecuaciones de diferencias 
son el resultado de transformar 1n ecu~ción de Schr~din~er en 
el tratamiento mecñnico-cu~ntico del efecto o.ue nroduce e1 mo
vimiento electr6nico en la red crist1üina 6 trru~sformnr 1 as 

ecuaciones de movimiento de loo centros atómicos ~n un trata-
miento mec6.nico-cl::1nico. En .general tod:"ls las s:iluc.l.ones que -
se hn..n obtenido -parn resolver lo::; ec·:n.ciones de diferencias en 
este campo no hon seeuido un método concreto (refs. 4, 16 y -
muchas otras) y en muchon casos no se comnleta el ana.lisis de 
las soluciones (refs. 7, 8 y otros). Por tal motivo este trab"<
jo pro11one un m6todo c1e so1uci6n y analiza de manera completa 
el proble!!la de la impureza en la cadena infinita. El método -
consiste en reso1ver la ecunción de diferencias por 1a t~cnica 
de la matriz de dispersi6n. Como una prueba de la ap1icabili-
dad. del método se resuelve el prob1eraa de1 cristal finito. 

Co?.'l el fin de :fw-id.:iment,1r y cl!'J.rificar el trabajo, este se 
ha divi·lio en cuatro C:1pítu1os Y' un apartado final. que corres
ponrle a 1.'l.s conclusionns. 

En el c~pítuJ.o I, se apuntru"'l de formA. mas :~mplia. la <life-
rencias entre los cristnles ide$1les y l:ls crist:J.le3 reales. 



:\demas, se introducen ln.s aTJroximacione::i b~sic::<o P-n el t:r;:..tn-
miento de los distintos model~s crist~lino~ y se hRce un resu
men de los diversos m6toclos que se han dcsarro11:"1.dO pnra resol
verlos. 

El capítulo II, se dedic.'1. en sus primeras dos nnrtes a -
desarroll8X y justificar~ 1a a~roximación amarre fuerte y el 
método ~e la mat)·iz de dis"!1ersi6n. En la tercera y última ytA:r
te de éste capítulo, se -olantca. la obtención de loa esto.dos lo

calizados de imnurczn en u.na cad~na unidimensional infinit~ -
bajo la aproxi~aci6n electr6n ca!Ji libre y us3ndo la técnica 
de la matriz de dispersión. Esto último tiene como motivación 
principal el justificar la aparici6n de estados localizados en 
la técnica de la matriz de disnersión y sirve como antecedente 
directo al trabajo centrnl de esta tesis. 

En el capítulo III, se resuelven; el problema del critnl 
de dimensión uno y finito, as{ c->mo el de la impureza substi-
tucional en el origen de una cadena tmidimension:il monoatómioa 
infinit~, los dos bajo ln Rproxinción o.marre fuerte y con e1 
-nuevo método de solución. Parn el cristal fi~ito solo se lle
ga a la relaci6n de dis~cr!Ji6n para la ener~ía, comparandola -
con las obtenidas nor otros m~todos. En el problema de ln imru
reza, se obtien...n J.as energías y las funci0ncs de ondn de los -

estados localizados. 

En el capítulo IV, se hace un a.naliois de los rcsult~dos -
obtenidos para e'l problema de 1a impureza susti tuciona1, par-
tiendo de lo pnrtícular para llegar a 1o ~enerftl.. 

Posteriormente se enuncian l?.S con1usiones ril trabajo, és-

tas incluyen; la;s deiinciencias y los aciertos d.el método em-
p1eado. En o:Jt "!. parte se com1mrn.n los resul to.c1o;:i obtenidos pa
lo. im1Jurez:1. sustituciona1 con los ele otro·;; trab:!jos." 



C A P I T' U L O I 
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l.- liíodelos. 

Los modelos que se hnn pro-:'Juesto pnra estudiar criste.les se 

alejan de la realidad, ya que estos deberían de incluir todas 
las características de los cristales reales. En eeneral un cris
tal real es de tamaño finito, ~or lo tanto tiene superficies, 
muchas re~iones del cristal (incluyendo las sunorficies) no ~
present8n un arreglo nerfectnmente ordenado, todos los crista
les son defectuosos ya que tienen impurezas, varios grados de 
desorden y tnl vez no son estequimétricos. Result~ entonces -
muy dificil tener modelos que contengan toduo las carP.cterís-
ticas de los cristales renleo. 

La imposibilidad de tener m~delos que repreRenten n los -
cristales reales, ha llevado a desarrollar y estudiar modelos 
aproximados. 

Los primeros modelos que se desrrollaron son los llamados 
modelos ideales. Estos modelos estan formados de celdas arre-
gladas d·e manera ordenada, 'llllidimensionalmente y en mim.ero in
finito, en este tipo de modelos se supone que los cristales -
poseen una estructura peri6dica. 

Cuando a 10s mod<•los :rn:cnles se les introduce una o mas -
características de los cristales reales, por ejemplo; modelos 
de crista.les finitos (lo que simula las superficies), átomos -
diferentes dentro de las redes periódicas (o sea imperfeccio
nes), átomos distintos en el nrincipio de redes semi~infinitqs 
(simulnndo ndsor-ci6n química), etc., constituiran lo que llR
mn.remos modelos "reales". 

Los model~s idealizados son de gran importancia ya ~ue de 
estos se obtir:me :ta informnci6n del cuerpo del cristril, como -
es 1n estructura de bandas, informnci6n básica de la din~mic~ 
cris\;alinr¡. Aiiamas l:>s m6todos usados por estos se generalizan 



2 
y pueden ser aplicables a modelos "reales". 

2.- Modelos Idealizados. 

Los· posibles modelos que usemos po.ra describir cristales 

dentro del marco de la Mecánica Cuántica consideran como pro

blema fundamental el de resol.ver la ecuaci6n de Schrodinger de 
muchas partículas, 

•••• ( I-1) 

cil lé que He es el he.miltoniano del cristal, el cu~ incluye -

todas 1ae posibles interacciones entre 1 as f11rt:!culas de que 

está constituido el cristal (es decir ntlcleos y electrones) y 

donde 'fJ es la función de ondas de todas lRs coordenad'ls nucle

ares y electrónicas así como del tiempo. El problema ~ue se -

presenta es por demas dificil., para resolverlo se requieren de 

un cierto n&nero de anroximncioncs. 

Entre las aproximaciones mas importantes se encuentra 1a -

llamada aproximaci6n adiabática o de Born-Oppenheimer (ref.'ID) 

Esta aproximación nos dice que es p0sible tratar en forma se-

parada los movimiento electró'nicos de los movimientos nucleares 

y se basa en el hecho de que los n~cleos se mueven te.n lenta

mente con respecto a los electr6nes que podemos consideralos -

en reposo ci.fudo estudiemos la dinámica electr6:-:.ica. El movimi

ento nuclear, se puede visualizar como el de osciladores arm6-

nicos aco)llados y da lugar a las vibraciones de red o fonones, 

estos se pueden estudiar desde el marco de la Mecánica Clásica. 

En este trabajo consideraremos solamente la dinámica elcctr6-

nica. 

Considerando a 108 electrones dentro del. esquema de Har--

tree-Fock ( refs, 10 y 11), es decir suiy:iniendo cr:e los electro

nes se comportan como partículas independientes movicndose b;i-
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jo la influencia del potencial nuclear estático y el campo -
promedio de los otros electrones, pasamos de un sistema de N 
electr6nes a N sistemas de un solo electr6n. 

Dentro de estas a13roximaciones se encuentra.· la de estudiar 
primeramente estados estacionarios, es decir considerar la e
cuaci6n de Schr?din~er independiente del tiempo, lo que nos 
permite· obtener solamente estados ligados, donde; 

1 -11 o'\I /ot = E \\1 •••• (I-2 

El modelo básico que incluye las anteriores aproximaciones 
fu~ el que ~ro~usieron Kroni~ y Penney (ref. 2). Este modelo -
supone que el electr6n se encuentr.'i sujeto n un potencial pe-
ri6dico infinito, este potencial está re~resentado por barre-
ras igualmente espaciadas, donde cada barrera ocupa los centrai 
at6micos (ver fig. I-1). 

l/("K) 

b -- 0-. 

o -----· 
X 

Figura I-1. ?ilodelo de Kroni€(-Penney. 

La importancia de este trabajo radica en que por primera -
vez se obtuvo l::i. estructura de bandas del cristal, introduci..,...
endone las ~:onas de Brill'6in y el concepto de r.19.sn reducida. 
Permitiendo comrn=irar los resul tri.dos de otr,)s modelos y su ve-

racidn.d. 



Se ha demostr2do que como consecuoncin de l~s pro'l)iedndes 

de ~imctrÍ<J. tr2.slacional de los crist'lles ideriliz3dos (refs. 10 

Y 11), la n::tturaleza del esp.-,_cio d'e las funciones característi

c~s del h?miltoni?no crist~lino :pueden describirse en términos 

de unr>. b2.se de :funciones de Bloch de la forma 

'+' k ( ~ ) = exp ( i k. r ) '·"it ( r ) •••. (I-3) 

Est~s funciones cnr~cterístic~s son funciones que tienen la 

periodicidad del -potencial modulnd::ts por unfl ond·'.1. -plana., donde 

los vectores de onda ( k ) se identificnn como pseudomomentos. 

A esta función se le conoce como la función de onda de Bloch. 

Ln adopci6n de modelos idealiZ:1-dos restringe los posibles 

V.?.lores de k r> solnmente valores ree.les. 

L'l :funci6n caro.c+.erística. con valorer; e.e k reales es unR 

sol>tción R.ceptable A la ecur:ición de Schrodinger en modelos i

dealiz,dos, y-a que es finita, univalu'.'!de y continun, lo CU8-l -

h?.ce que ln densidr1d de prob"tbilidad este bien definida. Si k 

tomnr:oi vrilores com::ilejos, 1'' funci6•' éa.r3cterístic" sería inr.<

ce:ot'1ble en modelos ide"llizados ya que divergería !):-trn 'flOSi-
ciones cn.d<i vez ID'1S nlejr-;d::i.s del centro del crist,ü. 

L::'..s 3nteriores consideraciones y eproxim~.ciones son a:pli

cri.bles a los modelos idenliz'Jdos de crist::>.les. Consider.1ciones 

'rJ'1.rticul..,.res se hflcen tom<Jndo en cuent:> el tino de cri~tal --

que se quierr>. rel)r<'!sentpr en el nodelo. Donde dependiendo de 

su buena o mala conducción de electr-'.cidnd se '.>.costumbra cl.-::si

fi_c..,r "· los crist,,les en; conductores, semiconductores y c.islrn

tes. La rrnterior cl~sifucr>ci6n se ve r:i.tificr>.dr: por el estuclio 

de l". estructur., de b.,nd"?.S de los crist.,.les y sus t>rO'Pied:,des. 

3n l'l. fig. I-2 se tienen rcurese:1t·•.d"'.s de ma.l'ler.,_ esquemótic:i. -

l"s b·,nd"?s de vn.lenci?. y <le conducción n[-'lra cristqles, nsí co

mo su cl.,sific<i.ci6n. 
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Fi¡;ura I-2. En esta fi~rn se muestran de m~nera es~uém~-

tica las bandas de e!"ler17,ía n,:irn un airJlador, un semiconductor 

y dos tinos de conductores metálicos. Observese, que lns ban-

das de ener-:.íc estan espnciPdas uor l,,s brechns de energía. 
Notece trunbién que denendiP.ndo c1,~1 m'lterie.l lP.s brech"ls V<:i--

ríP...n en e.nchura y que las b9.ndas de enerp;í., nerrni tifü1 mqs al-

tas estnn vacían, semivacüis y 11"'-rcir'c!mente llenas. Estas c·t

racto1·ístic2.s e;1 la estructura de bmdas de cada nateriRl, dan 
lug.'lr a 1::-. posibilidad de conducir electricid'ld, ya oue como -

se h'1 aceptado, no se nuede obtener corriente eléc~ric1 en m~

teriales c~n ba~das supaiores v~ciao o totalmente llenns, de 

ahí la divisi6n entre los crist:'lles. !by oue not'lr que l'.". con

ductividad eléctric~ VGrÍ~ según las condiciones de tem~erntu-

ra.' 
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3.- U6todos anroxim~dos en modeloa idealiz~dos. 

Algunos autorec (ref. 11), h8n dividido los procedi~ientos 
que se pueden usar para obtener soluciones ~~roxim8das de las 
ecuaciones de ondP- para un electr6n en modelos idenlizRdos, en 
tres gr:1!ldes catcgorins generales. La primera corresponde Q m6-
todos relativamente directos de expnnsi6n de la so1uci6n. La -
expresión mas simple dentro de estos, es el dcsnrrollo de fun
ciones que cumnlen ln condi6n de Bloch en series de Fourier so
bre los vectores de l"I red rcciurocn. 

En olgunos de estou des11rrollos, los procesos do solución 
requieren de la decisi6n sobre el número de t6rminos del con-
junto base que pueden ser incluidos facil.mente en loe cálculos. 
En general si se escogen ondcs plnnqs corno base, éstas no.con
vergen si se incluyen un eran número en el desarrollo. Las e-
nerg!ns obtcnidn.s en estos nrocesos correspondernn <:i. los nive
les llenos m~s ener~éticos. 

Si embar~o, se pueden obtener soluciones a la ecugci6n de 
ondas del cristal en u.~ conjunto base ae ondas µlo.nas simpli
ficando el potenci'.:Ü cristalino. Dentro de est~ simplificnci6n 
se encuentr'.l la teoría de electr6n 1ibre (F. E.) donde se SU'PO

ne que el potcnci'.ll es const::L~te o i~ugl a cero, esta aproxi
mo.ci6n fué pronuest'.\ inici8.lmcnte por P, Drude en 1900 y qpli
cad·a e::::hauotivnmente nor H • .' .• Lorentz nueve ::iños despues. Si 
el potencial 2nterior se ve nfectndo nor un térr:iino ~erturba-
tivo se d::i. luenr a la teoría de el.ectr6n c::i.si libre (fl. F. E.). 
Estas dos teorí~s dan buenos resultados cuando se RPlicnn a -
crist~les conductores. 

Dentro de ln cntegoría ~.(lui menci'.1nada se encuentr;i. el de
snxrollo de ln solución en términos de una combinación linenl 
de orbitalen -=i.t6micos o :né;'pdo C. L.O. A., este es una extensión 
al método usrvlo comunmente en Físicn Moleculnr. L9 extensi6n -
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es c:rnocidri cor.lo ln. A';)ro:<~im'1Ci6n r!:lri.rrc i"uerte ('~. B.) if el 

método del orbital cristnlino. Es e~1tR un<> técnic~ que en su 

form8. oriisin:i.l se encontr6 ;:inroniqd!'! Tle.rr-1 cnlculos de niveles 

de encrgÍ:! corresriondientes a est'.ldos muy est.'\bles, es decir ... 

aquellos que estan muy rnnarrados nor los !JOtenci~üos atómicos 

de las redes. Resul'ü"t un m6todo muy :3.'propiado par:i. tratar ais

lflntes y semicon~uctores, sin embnr~o h8 sido utiliz~do en cál
culos d_e m::ite:·iaJ.es conductores como los metnles. 

EL deso.rrollo de la solución en t6rminoc de ondas rilnnns -
ortoc:onalizado,s (O. P. 'il. )es un método que dentro de esta ca-

tegoría es común encontrarse. 

La segunda cate,1oria general, se basa en la riosibilidad de 
obtener soluciones exactas de la ecuación de ondas del cristal 

para varias rep;iones del mismo, donde se determinan las ener-

gías p~ra ln~ cuqles esas soluciones regionales pueden ser lle
vados para obtener un C'.)ffiT'Ortmniento promedio en el cristal • 

. Dentro de estos métodos se encuentrnn; la Matriz de Dis"1:1ersi6n 

y la funci6n de Green. 

Los m~todos dentro de ésta categoria parten del que pro~u

sie:ron í'ligner y Seitz en 1933 (:ref. 12 ) , el cunl es conocido 

como el mátodo celular de \"ii6Yler-Seitz. Ellos su'Ponen que el -

potencial tiene un'1 distri11uci6n esférica alrededor de las 'PO

siciones de red monoat6micas, esto bRce que la f\•nci6n de on<bs 

se pueda componer de una parte rndial y una parte an~la:r y -

simnlicar la ecuaci6n de on•'.:es, ya que se puede p2.rtir en una 

ecuación an~lar y una radial. El calculo de la3 energías per

mitidas deriende:rá sobre la determinación de cuales soluciones 

regionales en las celdas nueden trasladarae de r.lenera exacta -

y unirse con las soluciones de las celdas qµe son vecinas m3s 

cerca.n':'.S, es r'lecir deben de introducirse condiciones fr·)ntcra 

sobre las soluciones que aser;uren el enrinlme. L~s condiciones 

de frontera correspondientes 21 em~nlme de dos soluciones re--
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gionales son; que tanto la funci6n de ondas como su primera 
derivada, S"'l.tisfagM la condición de Bloch n.l atravesar d.e un 
punto Irontera de una celda a un punto frontera equivalen~e de 
la cel.da contigÜ.a. E:ste procedimiento oe puede efectuar un nú
mero infinito de veces y entonces se ~plica en los modelos ide
al.izados. El procedimiento aerá ejemplificado cuando desarro...::... 
ll.emos el. método de la 1:10.triz dispersi6n en el si.<;Uiente capí
tulo ... 

El mét-::ido de Wir;ner- Seitz muestra sus deficiencias si la -
distribuci6n de potencial difiere de la distribución esférica. 
Coll)truyendose entonces el llcmado pseudonotenci:tl. y usandose -
como mátodo de ataque la union entre los métodos de ondn plan~ 
ortogonalizada -:; la matriz de dispersión, dan lugar a la ter-
cera categoría general, 

En este trab~jo usamos unidos métodos de las dos primeras 
primeras categorins, sin caer en la tercera cateBoria, y~ que 
se parte de la aproximación amarre fuerte y por lo tanto de un 
potencial bién definido y ayudr.ndonos de las t~cnicas de 1'3. ma
triz de dis~crsi6n en el cálculo ener~ético introducimos un -
método nuevo de solución. que satisfece las dos categorías i-
niciales.' 
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4.- ~odeloe reales. 

Considcrri.ble atenci•fo se ha puesto en tratar los modelos -
idealizados en forma unidimensional, ya que ofrecen mayor fa-
cilidad en 81 calculo que los modelos tridimensionales. Los -
resul ts.dos y mét;odos desarrollados en modelos unidimensi-:>nales 
se extienden a tridimensionales. Consideraciones similares son 
a~licables a los r.iod'!loo que hemos llamado "reales". 

Como se ha mencionado, los métodos descritos en la sección 
anterior son anJ.icables a modelos "renJ.es", esto es; es posi

ble desarrollar la funci6n de ondas del harniltoniano de un --
cristal "real", en una base de ondas planRs, ya sea en la teo
ría de electr6n libre, de C.ectrón en.si libre o en la aproxima
ción amarre fuerte. Tanbi~n se 1meden us:?.r los mét-,dos de so-
lución por regiones, estA.bleciendo nrimero le. naturaleza de la 
solución. y anlicandolas des-pues en las reGiones de frontera de
finidas en los modelos rea.les. 

El tr~tar con modelos reales si~nifica inponer nlevas con
diciones a los modelos ideales. Estas nuevas condici.t2les se ma
nifiestan sobre laoouaci6n de ondas del crist~l idealizado en 
forma de condici~nes de frontera y modifican drasticamente 1.a 

funci6n de ondas correapondiente, 

Cuando se tienen modelos "reales" (cristal.es finitos, con -
imperfecciones, etc.), lq condici6n de Bloch sobre las funci'l
nes de ondas no es ri.plicnble. Es decir, RÍ 1:1. nnturaleza del. -
arre61.<;> peri6dico es interrumpid.,_ soluciones que no se propa-
gan en la for:na de las ondas de Bloch y con números de ondB k 
comnlejos son funciones de ondas que describen estas situnci

ones. 

Estas funciones cnrac~erísticas serán las correspondintes 

a los estados localizados. 
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Se les conoce cono eGtados localizados, debido a que 1a ·

densida:l de probabilidad correspondiente es mris nlt::i alrededor 

de las rupturas de ::_)eriodicidad del cristal a difcrl]ncia de , <i. 

densidad de probabilidad periodic~ que se presenta en modelos 

idealizados. Lo anterior se debe a la forma de las funcione8 

de ondas, las cuales contienen funciones exponenciales re~les 

decrecientes hacia el interio:· del cri ta1 desde las regiones de 

ruptura de poriodicid~d. 

Las energías correspondientes a los estados localiz~dos -

pueden caer en las bandas permitidas de la estructura de bRn-

das del bulto del crist:tl., obtenida de modelos ideaiizados o 

fuera de ellas, esto es, en las brechas de energía. 

Remarquemos que como_ estos modelos se trabajmi en la ecu

aci6n de Schrodinger independiente del tiempo, los estados e-

lectr6nicos obtenidos corresponderan a estados estacionarios, 

y por lo tant~ pertenecientes a los estados del cristal que se 

estudie. 
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l.'- La aproximaci6n l\marre Fuerte. 

La foroulaci6n original de la aproxim~ció~ ~marre Fuerte o 
método C.L •. O.A. para cristales fué dada -por Bl.och (ref. l.). En 

su artículo Bl.och se refiere a. l.a naturaleza de las funcionero; 

caractrísticas del hamiltonin.no cristrüino y e, los operadores 
del grupo traslacinaJ .• Suc;iri6 además que t.µ18. c0mbinaci6n de 
orbital.es atómicas de los átomos en cada red de un cristal, -
podría ser una :i.nro:<im:.i.ci6n aceptable de la función de ondA.s -
del crist<:il. 

Esta aproximación descansa en la suposición de que el e-
lectrón esta muy liga.do a su ~tomo en el crist:Ll. •. \demas se -
considera que los átomos estan tnn sepnrados ent=e s! que las 

interacciónes entre átomo'.• mas cercanos son rel.ativamente d:é-
biles, por lo que sol.o se toman encuenta aquell~s que se i1e~ 
van entre vecinos mas cercanos. La figura II-1, muestra de for

ma esquemática el potencial a. que está sujeto el el.ectr6n en -
presencia de un átomo y el potencial cristalino, observemos la 

similitud entre potenciales, de la cunl se sustent~ la aproxi

mación amarre fuerte. 

------- ---------~ \"' 

Fi~u.ra II-1.. Represcnta.ciÓ!1 esquemática deJ. potencial 
a que se sujeta un electrón en el cristal (----) y un ~tomo (-). 



12 
Bsjo estas condiciones se esnera ~ue l~ encrF,Ía del elec-

trón en el crist :1.l no difi er8 mucho de la energía que tiene en 

un ~tomo aislado, aclem<i.s la función de ondas del elctrón en 

el cristal debe est~r estrechaoente lig~da con las funci~nes -

de ondas en los átomos aislados. 

Desarroll~remos el método !J!U1 a un cristal monoat6mico uni
dimension~l e infinito (modelo idealizado), considerando sola-

mente orbitales at6micoa la. 

El vector de posici6n para cada át.omo esta dado 1Jor, 

. • • • • (II-1.) 

.. 

donde n es entero y C es 1a constáritEl de red ln que normaliz"l-

remos. 

El :potencin1 a que está su'(Jeto el ~lllctr6n en un átomo ais

lado toma la forma, 

U1 
( ~ !l ) = u ( 1 r - rn 1 ) •••• (II-2) 

con r el vector de nosici6n del e1ectr6n y Pn definiüo en e1 

sistema de referencia para cada átomo (ver fig. II-1). Esto -

nos dice que el potencial es eféricamente simétrico en las ve

ci:i.dades de un átomo. 

-3 -2 -l o 1 

F'i.r.;ura II-1. I'osición del elec ~rón en 1'1. red 

wlidimension:ll. 

n 
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La. ecuación d:· ondas para un elctr:Sn r.ioviendose en el crun
po de un átomo aislado es, 

2 
V <j + 2m / .-n2 

( E0 - l].~P> ) ._sef (p) :: o •••• (II-3) 
.. -.. . ·~ '· -. _- ·.- '. ,, - ;.; ' :~ ,'. ' ·-· . ·'= - , • 

. · .-· -.-~.~ ~ ,, ,'';.'' ':_:.::·~·-;·. -~".:,;~ ',~ .. -- :· -

con ~ ( ~) el orbital at6mic~ ~°'~··er~t~!f~!!iC>ki~ E¿.' 
- .,-., :<.--' .-. '..'-",:-... :::_;-/s~- .: .-

La ecuación de ondas de1 crf~t~~':'~~;·~;presa como, 

a . . . . 
v '-\J + 2m / -n2 < E

0 
- V:(~) ) ~ (r) = o ••• ~ (I'.i:-4) 

Aplicando el método C.L.O. ~., la función de ondas del cris
tal se puede desarrollnr como, 

•••• (II-5) 

La forma usual de el.acular el vnlor esperado de la energía 
en Mecánic~ Cuántica es ~ través d~l método variacion~l (ref. 
13). 

Ya que estamos considcr~ndo un modelo idealizado la función 
variacional de la forma (II-5) debe cumplir la condición de -
Bloch (ec. I-3) o sea; 

•••• (II-6) 

en la cual se ha supuesto que los orbitales nt6micos están nor
malizados. Ua'.llldo esta función c~mo función variacional se h~ce 
innecesario minimizar la exnresi6n de la ener~ía, calculandose 
de forma directa (ref. lO). Este calculo no toma en cuentn 10s 
tr>mslo:pes entre orbitales y se consideran rnlo interaccione" 
n ~rimeros vecinos • 

.:Je m~nera :;.1 terna-ti VD. el calculo de 1::1 ener.n;ía se nuede ob
tener ~1 resolver la ecu<Jción -:'.!.e diferencias que resulta de 
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transformar ln ecunci6n d~ ondas del cristal. Sste procedimien

to es posible hacerlo cuando se desarrollR la funci6n de ondas 

del cristal en una base apro~iada, por ejem~lo una base de on

das planas. 

Tom~ndo el comino de la soluci6n de la ecu~ción de dife-

rencias calcularemos la enerP,Í::?. Para trn.nsformar la ecuación 

de ondas en la ecunción de diferencias, efectuaremos el si~ui

ente nrocedimiento con las consid·'raci<>~no :J.Coesarias. 

Tomemos entonces como tlesnrr~llo de l~ función do ondas el 

propuesto en (II-5) y sustituyemoslo en la ecuación de ondas -

del cristal (ec. I!-4), de donde, 

y si introducimos en ln igualdad anterior la exnresión para el 

término 'V 2 ;6(~\l despejado de (II-3) y la. multiplicamos por 

la izquierda por~ ({?m)' esta quede como; 

( E.-E ) ~a. ~(lQ) ¡)(~.)->'a. ~(~m) (V-U(81 ))?J(€1)=.0 
o l:i. m :i. TJ. 

la cual integrada en todo el ccuacio queda como, 

- ¡: 8.i ;$ (~m) ( V - U(~i) ) ¡j (~\) dt.::: O 
l 

Analicemos ahora cada término d0 la ecuación anterior. 

El nrimer t~n~ino inclvye la inte~ral, 

est~ integral mide el trf.lilslá'p~ entre orbitales :it6micos. Y:l -
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que estamos conoiderRndo que los átomos cstnn muy oeparados, -
los translri:pes entre orbitales son -pequeños por J.o tanto uno. -
buena aproximación es considerar soJ.o transJ.apes a primeros ve
cinos. Definimos entonces: 

•••• (II-8) 

El segundo término inclnyc! l'=l integral., 

esta integral es unn corrección ~ la energía debida al conside
rar el potencial al que ~.; encuentr'3. un electrón en l.as ve.cin
dades del átomo ri. Este potencinl es la resta del potencial -
cristalino (V) menos el potencial del átomo ri. Como estaco-
rrecci6n esta ~obernada escencialmente por el trnnslape entre 
orbitales, de nuevo, un~ buena aproximación para esta integral 
es solo consider2r orbitales atómicos que sean primeros veci-
nos. Definimos entonces; 

para m = i 

pnra m = i + 1 
los demas casos, 

.•.• ( II-9) 

donde <X. es la integral de Coulomb, la cual mide l::i co:r:rocción 
n la ener;?;:!a nl coneiderar ln interacción del orbital ri con -
el potencial. L::i. ~ es la corrección a lo. enereí'.?. dobid:i. :?. l!'. -
precencia de los ~rimeros vecinos al orbit~l ri y su inter~c~ 
ci6n con el potencial, e QO· efecto de resonanci11." entre átomos 
que son primeros vecinos, se le llama integral de resonnnci~ o 
integral de interc8mbio, 

Introduci~ndo lns anteriores d~finici~nes anteriores en l~ 
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ecu::ici6n (II-7) y considerando 'l.l orbital i.= n, tenemos, 

y como (E - E
0

) es una cantidad pequeña y cS que es el solapa

miento entre orbitales tnmbien es pequeña podemos despreciar 

el producto (E- E
0
)d , qued-mdo finalmente, 

~ 11n-l + ( E - E o +o<.) ª n + P-> 3n+l O •••• ( II-'.::O) 

que es la ecuaci6n de diferencias del prob1em'3. Esta ecu11ci6n 

de diferencias es de 2 ~ orden y hamo gene a ( re:f •· 14). 

La solución a esta ecuRci6n de diferencias en su forma ge
neral !ldmite hast:>. dos constr>nteo indctenninadn.s, de donde un:i. 

combinnci6n lineal de ondas plmias de ln formn, 

ªn =- A exp(in 9) + B qcu(-in 9) •••• (Il-11) 

con A y B independientes de n, se aceptn como solución. El tIB
bAjo de Goodwin (ref. 3) usa esta solución con buenos resulta

dos. 

La funci6n de ondas con las ~ sustituidns debe satisfacer 

la condición de Bloch (ce. I-~), por lo tanto O debe de identi

ficarse como el momento del cristal. En esta función no npnre

ce de manera ex~licit~ el prámetro de red C puesto que se ha -

normalizado. 

Sustituyendo la solución para las ~ en la ecuación (II-10) 

le{'.umos a, 

•••• (II-12) 

aue es la ecu~ción de valores nronios de ln ener~ia ~ara ln --
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.para la bondct dentro del modelo de crist:ü infinito. 

Ya que G virÍ"l dentro del interv-üo (-'ií ,'11) de una m'.1Ilern. -

continua, el número de niveles dentro de l<t bmdr;i. es infinito. 
Los límites de la banda estm d'o.dos 'Por, 

E = E0 - o< - 2 (3 y E = E0 - °' + 2 ~ • 

El com'!)ortamiento de la en.a:rg·:!a 
en siguiente fi~ura, 

E. 

-1T o 

reapecto a Q se muestra 

Figura II-3. Ln ener~ía en funci6n 

de G. 

Cualquier Vqlor de la energíe. fuera de la bandr:i definida en 

{II-12) esta nrohibido, ya que im'Plicaría que cosG >l, que -

ae satisface si Q tomará vnlores comnlejos. Estos valores h::i.

rían que la funci6n de ondR.s diverdera y ror lo tP.mto también 

la densidad de probqbilidad. 

La ?.nchU!'ii de ln. br-md::i !'le rtrduce :>. medid'I que 1f> vn crecien

do. Sí E= E0 y el,=~= 0, no se tiene cristnl, y~. que nar::i. estos 

valores los iitnmos est<i.."l !1\UY :ilej'1dos, des"'!)Rreciendo la b~dn 

del cristal y recuner.'1ndoso los estnd1)s n.t6r.iicos. Ln brmda del 

cristal corresnonde n ln primera zonn de Brilloin. 



2.- El método de la hlatriz de Disuersi6n. 

Este m6todo fué 1Jronuc,-;to 'POI' D • .:>. S13xon y R. s. Hutner -
( re:f. 6) par:=t el estudio de 1'1 dinñmicri electr6nica en metáles 
conductores, l)osteriormente Fukud:a (rof. 15) lo ndopta en sus 
cálculos de frecuencias de v:i.bración en redes cristalinas. 

Des.nrrollnremos el método para unn. red monoatómica infini
ta unidimensional en conductores, El modelo se encuentra den-
tro de la npro=d.ms.ci6n electrón casi libre. 

Para desarroll~r el método es necesario tener en mente las 
siguientes consideraciones. 

Pensemos en la interacción entre e~ectrones libres y un ~o
tencial tipo delta en la -oosición x

0 
( por ejm., V = Ud (x-x

0
)) 

La interacción se puede representnr por un proceso de disper-
si6n dentro del modelo de un solo electr6n. El proceso de dis
persión se describe a tr:av~s de una matríz de dispersión. Esta 
matriz relaciona la amplitud y la fase de las ondas dispersa-
das (electr6n) a aquelle.s de lne ondas incidentes al potencial.. 
Su'Ponga.mos entonces un cristal como un arreglo regular de tales 
centros dispersores (los centros atómicos), se tiene por lo -
tanto, que el pnso de un electr6n a través del cristal (proce
so descrito por las ondas de Bloch) se puede considerar como -
una disnersi6n coherente de ondos planas de electr6n libre por 
los centros dis~ersores, esns ond~s dispcrsnOas pueden inter-
ferir de maner que den una onda pro~resivn, ln cual tiene como 
momento el del cristal (-Jlk de l3n ondas de Bloch), esta recom
binaci6n es solo posible para ondas que ten~rui energías que -
corres~ond"l.n a los estados permitidos del cristal (estados del 
cristal infinito). 

Sea entonces un cristal monoflt6mico uni.dimcnsionnl infini
to, represente.do por un arreglo regul:l.r de 1JOtenci11les tipo c5. 



19 

Anal.icemos a uno solo de estos potenciales. Su~ong:unos en
tonces que ondns inciden sobre el ~otencirrl t'!...~to ~ la izquiE!I'

da como a la derecha, representadas por A. 1 CX!J( itx) incidente 
a ln izquierda y A2 exp(-it.x) incidente a l:o. derecha. Como es

tas ondas son dispor::iadas, tendremos ondas :Jalientes de l::i fO!'

ma B1 exp(-i~x) y B2 cxp(i~x), a la izquierda y a la derecha 
respectivroaente. (ver fig. II-3) 

Siendo así, combinaciJncs lineales de ondas plnnas entran
tes y salientes a ln izquierda y a la derecha del potencial de 
la forma, 

•••• (II-13) 

serán soluciones de la ecuaci6n de Schrodinger para el poten-
cial V= oaUÓ(x-nb), dondo U es la intensidad del potencial y 
a 1~ anchura del potenciRl. La ecuaci6n de Schrodinger p~ra el 
potencial considerado en la posición O es, 

l(c)/8i+ \:2]\\'= (-2m/ -li2 ) ea.U '{'(x-0) ••• (II-14) 

donde IC = ~E m / .-lS.2• • 

Fi¡plr:i II-3.' Dispcrsi6n de ond,-¡s entranteG :i. un 
potencial en ln posici6n O del crist·ll. 
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Se requiere obtener, 

•••• ( II-l.5) 

donde S es l.a matriz de disnersi6n. 

Parn l.l.egar a la relaci6n ~nterior haremos uso de l.a con~ 
dici6n de continuidad de la funci6n de ondas y de discontinui
dad en su primera deriv~a~ •. ya.quo ae trnta de un probl.ema en 
la que el. potencial. es O.e tipo Ó •· 

La condici6n ~e continuidad en la funci6n de ondas, se ex
pres~ como, 

'-v.(o) ::::1 ~( o ) = '-}>< o ) 
l. l> 

•••• (II-16) 

Y' pnrn la primera derivada se tiene, 

é) \V (o+) 'dY'co-) = a u '-\'(o) 
o'i- e>x 

•••• ( II-1·7) 

l.a relación nnterior se obtiene integr::i.ndo l~ ecuaci6n de Scb<. 

y cal.cul<mdo los límites (o+) a la izquierda del potencial y 

(o-) a. la. derech9..' 

La igualdad (II-16) noa lleV'.l. a, 

•••• (II-18) 

y l.n ex~resión (II-17) queda como, 

i~ {<A1 - Bl) ·- ( B2 - ll2Ü= a ul~~::~ •••• (II-19) 

CJ.Ue combinadrt8 nos conducen '.l., 
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Bl = -·aU A1 + 2il::A 2 

2i \: + A.U 

y B
2 

= 2i ti: A1 aU A2 

2i\:;. + aU 

que en forma m1tricial queda como, 

[ :: 1 = [ 

-aU 
-z.a:. + a \.J 

'2. ~ ~ 
'2 U:. ~ '2.t ~ + aU 
-a U 

correspondiendo a ln forma espero.da en ( :Il-15) ~· 

Definiendo un~ nueva variable "\9', tal. que 

tan '9 = - -"""ª--..u-
2~ 

la matriz se transforma en, 

.' ••• (II-20) 

• .' •• (II-21) 

[

i sen 

cos ex:p(i'\9) 

exp(i\9)] 
••• (II-22) 

ex:p(i'\9) 

exp(i\9) cos 

i sen 

A p:u-tir do la expresi6n Gl!lterior para 
trrlr J.as si.guientes propiedr:a.des; 

, es facil demos-

Del hecho de que la fw1ci6n de ondas es reversible en el -
tiempo, se tiene 

••• (II-23a) 

donde S*es la compleja conjugad,:¡ ele S>. Esta proniedad junto a 
ln ley de conservación del número de n~rtículas, nos llev~ a, 

y ••• (II-23b) 
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con S. ln tre.n::i"'Juent '."'. de 5 . Por lo tnnto es simétric~ y uni-

tarin. Las pro-:-ied,,..rles 011t~ri·:>res son ::i:plic11bles a todas las -

matrices S yn que no dependen del potenci:;i.l. 

La matriz Si de cada t)robl,:?ma contiene todR li:i. informnci6n 

de la din~mica del misrr,o.-

Para determin~r el espectro de enrgías dentro de este m&to

do se usa comunme?nte unR. T!lr>:tri~; equiv·J.lente a$ denotada como 

matriz IR. L:t matriz IR. conect:i. lns amplitudc:'l de l;:i.::i ond<U!I a la 

derecha con las de lq izquierd~ del potenciRl (fig. II-4), de 

forma que, 

donde IR se relaciona con $ como, 

= 

y aplicando la propiedad , 

s 2 
12 

det IR= 1 

se obtiene el est)ectro de ener~íns. 

•••• (II-24} 

•••• (II-25} 

•••• (II-26} 

Trasln.de:nos los re~ultados enteriores al ::i.rreglo periódico 

e infinito de 1)otencia1es tipo d. 

LP. fu.~ci6n de ondas en el arreglo peri6dico evnluadn en u-
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na JJOsición atómica (que coincida con un potencial d), debe 

ser igu'll al menos uor un :factor multi11licativo n 1'1. funciÓ!'.l -

de ondas en el átor.io anterior, es decir si <)S'(x) o~ ln fW1ción 

en el átomo anterior, ex}l( · :!:. iJA)() ~(x) será l:l función del ti-
tomo analizn.do. 

Consideremos entonces potenciale3 d en las posiciones (1) 

y (2) (ver fig. II-5). La función de ondas Rl lado izquierdo -

del potencial (2), se obtiene d:e l.a funciÓ!'l ori~in!ll. a trav6s 

de l~. multiplicación de la función de la d•Jrechi:i. del. potenci:tl. 

(1) por W1r~ matriz do tra.slación rtr, de la forma, 

.... 

1f = f ex:p(H:a) O \ 

\ O ex:p(-i~a)j 
•••• (II-27) 

B
1

exp(-i\'.:x) B1oxp(i~+ n2exp(it:.(.x+3.1) 
C-J) 

(1) (2) 

Pigura II-5. Ondas entrantes y salientes n los 

~otencialcs (1) y (2). 

La relación de nm~litudos queda entonces, 

= 1R 

de forma que sí, 



result:?..ndo un si8tem:a de dos ecu:il.ciones, 

L ( (R '][' ) 11 - >.. ~ Al + ( IR ~ ) 12 Bl = o 

( IR ~ ) 21 Al + { ( lR 1C ) 22 - ):-~ Bl = O 

cuya solución es distinta. <'l.o]9>.triViál, si. su determinmte es 
,·:,:· ,'·.--.:::;-~::? :_. :-

igual a cero, es decir, ·: ... :· '.;.. . 

A 2 
- ({ lR ir ) ll + ( R T ) 2:il).. :t-;::(1(R·rre.'.)~1 ( lR ~ ) 22 

; -'--·.··.-,--- _--:;-

- ( 1R -re >12< 1R -fu )21 = o •••• (II-28) 

designflndo 1. por exp '( .± i R ) y ya que de t fR = 1, se llega 

a, 

= 
exp .:t}I a) - ( IR 'l? ) 11 

( 'tR 'll' ) 12 

•••• (II-::>9) 

y junto a la expresión pnrq R en el. caso del potenci~l ~ aie

l.ado se tiene, 

lRT ) 11 = l + itan'S) exp(it::a) 

C 1R"'re ) 22 = ( l - itsn.'9) exp(-il<a) 

que al sustituirse en la ecuación (II-24) se llega a, 

cos JAª = cos t::.::i. + aU sen t:a 
~~ 

•••• (II-30) 

Esta Últim3 expresión se conoce como la relnci6n de disper

sión para la energía, que fu~ o~tenida por Kronig-Penney (ref. 

2). D·~ ést::;i ecuqci6n se obtinen los valores propios de 11. ener

gÍ3. correspondientes 9. la nrimern zona de Brilloin. 
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3.- Los est.,.dos de i:r.rnurezq y 1,, r.:.,triz de Disnersión. 

En esté!. sección encontr~.remos la rnri.triz de dispersi6n y 

1-.s condicioncEJ ri.ue debe cumnlir T.l'"!.r'1. determinar el efecto de 

un::i. impureza en un.a c·>.den'"'. line<".1 infinit··, dentro de la ~nroxi
mr>.ción electró!1. en.si libre. 

~UPO):'lf;c.imos n,ue un crist'l.l se puede renresent·~.r 'Por un arre

elo orden -do de notenci ,les .Ó, todos igu -.les ( cristnl. mot1oat6-

mico) , c1ondc si ne ccmbie. al.c;Lmo de estos potcnci:iles se ten-
dr~. una impureza.. 

Si la regul".rid:td de ln red se destruye R.l coloc:;.r una im-

nerfección, las ondns de Bloch ser-~n disnero d·~.R por ésta, de 

to.l formrt 11ue l:os ond::>s que vijnn en direcciones onuestnA se a

copl. ·nen 111. imnerfección. Este acopl<>miento se nuede exnresP.r 

en termines de una matriz de disnersión.1 Al introducir condici-:>

nes de fronter."l en estri matriz, se encuentr..,n nuevos niveles de 

energía, '1Ue son adicion.,les a los oue y~ se tenía en el cris-

tal limnio. Si lf1 imperfección es un"l impurez"l, los niveles --

nuevos corresnonder9n a est'.1.dos locRliz:tdos de impureza y cae-

r<m en 1,,s regiones prohibid~s del espectro de energía del cris

tri.l -perf'ecto. 

Obteng9Jllos l'.1. matriz de dispersión cu~ndo se coloc~ unq im

purez8. en 1:>. posici6n x = xi_":{' 
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d:onde V(x) es el n:ltencial neri6dico. PRr::i x .,t. xi , esta ecua-

ción se reduce a (II-14) y 4J (x) se exnresa scmJri la relnción 

(II-13). 

Se:in ento.-ices, las soluciones a la derecha y a la izauierdn 

del ~otcncial considerado, cston d~das por, 

y nara x< xi; 

(x) = A1 gS(x)/ ~(X¡) 

(x) = A2 cP(x)/ ~¡) 

- __, 
+ B1 ~(x)/ p(><¡) 

•••• (II-33) 
+ B2 ~(x)/ ~(x 1) 

donde SÓCx) y <3éx¡) son las conj~ricl:ie de ~(x) y <;5Cx1), Las 

~(x) y si<xi) son las funci~nes de ondas de Bloch del cristal 
limnio evaluadas en las nosiciones x y xi. 

Aplicando las condicioncrn de continuid"'d in· las funciones, 

se tiene, 

•••• (II-34) 

y s! inte~ramos la ecuoción (II-32) en los puntos justanente a 
la izquierd2 y derecha del potencial en x1 , se obtiene la con

dici6n de discontinuidad en l"I. primera derivada, esto es, 

' 
_, 

A ef,(xo 
_, 

B p<v.?) A2 r/J (X¡+) B
1 

~c><n 
2 + 1--

~(><.¡_) </J (Xi) r/; ('f..~) q5 lXt) 

( qUi + :tu ªx ) t ·\ + Bl 
, ••• (II-35) = A2 + B2 in"' 

{
l, si xi=n'.l 

con ªx1n~ = O, si xi~n'.l 

y donñc _si'(x
1

1") es oiP/c)x evr:iluadn en el nunto justn..-nente "l. la 

derechél de X., szS '(x. -) es or/>/c)x evaluada justamente a l?. izrmi-
1 i A" + ,,;(J -

e:rd:;1 de x 1 , siendo la convenci6n 'O::ir;:i. }U(xi) y >'"'(xi) igual, 
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Introduciendo las \.\J(x) definidas en (II-33) en 1r:t ecuaciál 
anterior, 

•••• ( II.-36) 

que combinada con (II-34), 

y di!!finiendo, 

;: ••• ( II-37) 

• • •• ( II-38) 

podemos ex-presar lr..>.s arn11li tudas de las ondas salientes en t~r
mlnos de las runplitudes de las ondns entrantes, 

•••• (II-40) 

obtenemos la m~triz de diapersi6n, con 

y 

En todo el desnrrollo sie ha sunuesto que 1'1s funci:ines de 
ondas son las corres~ondicntes n las ondns de Bloch, esto es, 

rJ (x) = cte. exp( ± ipx) u (x) •••• (Il-41) 

donde el número de ondaµ. es renl. 

Si ~(x) = ex:n(iµx) se llegarÍR. a lR ecut=1.ci6n (II-22). La 
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mn.triz cumule ls.s -proniedaden ex-presaddas en ( II-23n y b). 

P3r::>. obtener de la matriz de dis:nersi6n los nuevos estados 
energéticos debemos hacerla singular. El h;;i.cer singul"lr la ma
triz im:Plica im-poner condiciones t'lrlto n sus elementos como ri 

las ondns entrantes y salientes a la impureza. Estas condicio
nes son de relev~nci~ física para el problema y se uueden ge-
neraliza~ en otros cnsos, por ejemplo ~Rrn el crietRl finito. 

Apuntemos primero, al hacer sinr,ular ~ la matriz de dis
persi6n, lns run-plitudes de las ond::i.s salientes se hacen infi-
nitmnente gr::indes, -permn.neciendo finit::i.s l:t~ amplitudes de las 
ondas entrantes. Para tener un problemn f!sicp.monto bien com-
-portado, 1Rs ;:im~]litudes tnnto de 1'1.s ondas entrantee como de -
las salientes deben tener un t'11llr>Jfo finito. Entonces, es !JOsi
ble tener ondas snlientes de amplitud finita sin que se teng<m 
ondas entrantes, esto es un~ esnecie de condición de Reson.'lll-
cia. Condición viUid::i en situaciones estacionnrias. 

Teniendo como buen~· est~ condición de reoonnnci~, analice
mos 1n onda -plan?. Sí el número de ond-;i de las ondns salien
tes fuer"- real, tendrí:l e1 efecto de generar ondas que diver-
~er:J.n hacia ~fuera de la imuurez~, es decir l~ im~urez~ cstn-
r!n n.ctuando C')m0 una fuente de electrones, tn1 situación ca -
físicrunente ebsurd~ y entonces debemos espernr quef( sea un 
número imnginnrio en la rc5onancin. Si sunonemos que <j(x) y 

i'Cx) vi'ljnn n la dercch3 y n 10 izquierd'l res~ectivamente, 1a 
parte imaginaria de/~ debe ser n0sitiv~ p~r'l conservar esta 
convención y se tcng~n ondns snlientes atenuad3B de mnnern. ex
ponencial, esto nermite que las :i."uncionee de ondas re-presenten 
c!o manera efectiva a los estndos loco.lizP.don. 

YR que fa es im9.r:inaria al hacer sin~u1nr 1r-i motriz de dio
persión, indicR oue loo estGdo3 correspondientes deben c~er en 
).,:is brech~s de enerr;Í'l y lo8 electrones nertenecientes R estos 



estados, estará.~ mas 3marr3dos a la impureza, constituyendo 

los estados de impureza. 
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La singularidad de la matriz de dispersi6n del problema -

expuesto, se obtiene al hacer el denomin~dor de las ex~resiones 

{II-37) y (II-38) igual a cero, 

en dondo ya quefi se da como una f'unci6n de /::. para el cristal -

infinito (ec. II-30) y osti tiene que ver con ln energ!n, la e

cuaci6n anterior se toca entonces como una condici6n de la e-

nerg!a. De eatn condici6n ne obtienen los valores propio~ ~e -

la energ!a parn los estados localizados. 



C A P I T U L O III 
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En el cn0ítul::i :mtcrior dcs•>.rroll-:mos de l71'lner:~ indenen-
dien·t;e, l::i. aproxima.ción nr:m.rre fuerte y el mét'."ldo de l~ m;itriz 

de disl)ersión. Se introdujeron trJnbién l'l.R condiciones y con
secuencias que se tienen Al aplicar el método de la motriz ne 

clis11ersi6n 011 un:;. red monoa.t6r:iica infinit8. con un8 imriureza i-

·sotóriico.,' todo bnjo a0ro:ci7"0.ci6n electrón c·1si libre. En este 
c?.pítulo dcs::i.rroll:u11os el nuevo método de solución, ctnlic2.Ildo
lodo a modelos "rc'llcs". El método consiste en us8r la eproxi

m2.ción a.m::irre fuerte pnr11 obtener l?.s ccu,cione8 <le d 1 foren-
cins de los cristnles que se tr'lton, así como sus condiciones 
de frontcr'l T resolverlas con la. técnica, condiciones y conse
cuencias del r:iétodo de l<i. nntriz de dicriersiÓn. S~ apliC'll"~ en 

primer término o.l crist~l finito, esto es, a una red monoató-
mica finita, hasta la obtención de la re~ación de dispersión -
para la energía.· Y en se~do lu(',,1r a nna red monontómica in-
finita con un2 impureza sustitucionql en el origen, resolvien

dolo de mmier::i. col:lpleta.· 

1.- El Cristal finito en el nuevo m6todo. 

Consideremos nna cadena monoat6mica finita (fig. III-1). 

Donde los vectores de posici6n prira cadr>. átomo están d.,.dos por, 

r = ( n C, O, O); n =l, •• ·.,N •••• (III-1) 

donde C es la constn.n~e d~ red, que será nonnalizad~. 

Fi.rr,urn III-1. Red monoa.tómicn inf'ini ta. 

El potencial a c¡uo estrí. sujeto un electrón en l·is vecind:'l.

d~i'J de un ::Horno est·,rfi d<Jdo -por la exnresi6n (II-2). L~s ecu:l-

ciones de onc1., para el electr6n e;-i un &tomo n.isl2.do y el crist9.l 
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estarán dadas uor (II-3) y (II-40) respectiva~ente. Introduci
endo 1'l ecu"ci6n de ondas par::i. el r'ttomo nisl'.'.do y 1ri. fUJ1ci6n -
de anclas de1 cristr:l a~a~ por el método c.1.0 .. • .• , 

.. 
• • • • ( III-2) 

en la función de ondas, quednndo, 

Ñ 

. L a J ( E - E ) - (V - u (ú) ) l <tco) = o •• (III-3) 
y,,. 1 n \. o \-n J \n 

que al multiplicarse por ¡zs'(~m) e integrnndo en todo e1 espacio 
permite definir, 

{

l si m = n 

d t: = d si m = n ± 1 
0 en los deroAS CnSOS 

•••• (JII- 4a) 

donde 111 ruptura de periodicidri.d se tomn. en cuentn. a1 conside
rar distinta la integral de coulomb en lns posiciones l y N, -
denotada como 

Sustituyendo lns definiciones anteriores en la ecuqci6n -
(III-3), de8preciqndo para ello los términos que conten~<in pro
ductos de l::i. forma ( E - E

0
) d, se llee;n e., 

para e1 e1ectr6n en 1qs vecindades de los ~tomos que se cncuen
tr•m dentro del cristal,' y 

•••• (III-6) 
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para el electrón en lo.s vecindades del átomo l y 

•••• ( III-7) 

para el elctrón en la posición N. 

La ecuqción ( III-5) es la ecuación de d.iferencins del :pro

blema y_es la misma que se obtuvo para el cristal infinito. Las 
ecuaciones (III-6) y (III-7) son las condiciones de frontera -
de ln ecuación de diferenci~1s, 1-:ts cu:ües ap'.'lrecen por la rup
tura de periodicidad en 1 y N. 

Para resolver esta ecuación de diferencias junto con sus
condiciones de frontera, supongamos que en loa átomos 1 y N 

se tienen centros dizpersores. 

El centro dispersor en la posición 1 define ondas entran
tes y salientes solamente a !JU derech'.l, y·.1 que a ln izquierda 
no existe otro átomo. De l~ mism~ forma pnrn el centro diaper• 
en la posición N, solamente se tendr~n ondqs entrantes y s9.li
entes a la izquierda,' ver fiGura III-2. Entonces combinaciones 
lineales de ondas· planas de ln form~, 

a la der. de l, ªn = A1 exp(-inQ) + B1 exp(inQ) 
•••• (III-8) 

a la izq. de H, a
0 

= A2 exp(inQ) + B2 eXJJ(-inQ) 

que son soluciones de la ecuación de s·chrodinger par(\ un poten
cial tipo d, deberán ser soluciones do la ecuación de di~eren
cias. Sustituyendo cualquiern de est~s 2n en (III-5), 

E :::: E
0 

.- ot. - 2 ~ cosG .••• (III-9) 

que es la ecun.ción 1J·:tra los valores pronios de la red infinita, 
obtenidR yn en el c~pítulo ~nterior. 
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Figura III-2. Ondas entrantes y salientes a 
los centros dispersores en 1 y N. 
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Sustituyendo lne ªn resuectivns n las ecuRciones (III-6) y 

(III-7), se llega a, 

exn(-2iG) - ( 1'- B + ol
1

) exp(-iG) ... ( III-10) 
exp(2i~) + (E- E + oi.') exp(iQ) 

en centro dispersor 1 y 

B2/A2 :::: - exn(i(N-1)'!) (E - E + ()(') exn(iNQ) ••• (III-11) 
e:qi(-i(N-l)Q) + ( E- E +o(') exp(-iNQ) 

para el contro dispersor en ?t. P.ara las dos igualdades el t~r
mino a ln. derech!'. es la matriz de diopersi6n. Est'.1 forma. de -
matriz de disporsi6n fué mm.da por Hori y 'snhi ( ref. 16) en -
un trabajo oobre vibr~ciones de red. 

En este desrro11o se hBn trnbnjodo los centros dispersores 
de m:incra independiente, p~rn unirlos hP..gamos uso de la m~triz 
de tr~ns1nci6n, dada por, 

lf = ••• (III-12) 

donde 0 es l::i. diferencin de fru;e. Al cipl.ic:-?.r N-1 veces 1·¡ ma-
triz de traslación ~ las runnlitudes A2 y B2 , se tiene, 



34 

••• (III-13) 

de forma que hemos unido las emplitudes de las ondas de cada 

centro dispersor. Introduciendo las if!Ualdades (III-10) y la -

(III-11) en l~ anterior relaci6n, 

esta Última expresi6n nos define un sistem~ de dos ecu~ciones 

eimultaneas, que tendTá soluci6n distinta de la trivial si eu 
determinante es igual a. cero. l:!r.!.1cu}_ ··J'.tdO el determin'lnte e in

troduciendo ln ecui;wi6n de valores propios del crista1 infini-t.~ 

sen ( (N+l)Q + (N-l},115) - 2 ({~-,..,?/e>) sen (NQ + (N-1),0) 

((a1-c1.'/~) 2 sen ((N-l)I:> + (N-l).0) = O 

resultado encontrado por Goodwin (ref. 3) salvo el factor de -

fase f!}. Esto factor se puede h-:i.cer cero y:i. lns ondns que se es

tan considerando "viven" en el interior del cristal, no sufr:i-

endo ~lter8ciones. Por lo tanto si ~ = O, llegnmos R, 

sen(N+l)Q - 2( (c<-c1.')/e) sen NQ + 

({0<-ot?/~) 2 sen(N-l)G:: o •• (m-J.4) 
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2.- Cristal monoat6mico infinito con impureza sustitucional en 
el origen. 

Sea entonces, una red monoat6mica lineal e infinita, en -
cuyo origen se coloca de forma sustitucional un átomo distinto 
o inpureza isot6pica ( ver fig. III-3 ). Los vectores de posi
ción para cada átomo en la red, serán, 

-r = n n e, o, o ) ; n e: - oo, ••• 'oO 

con C el parámetro do red el cual normalizaremos. 

-3 -e__, o l 

Figura III-3. Cadena lineal monoatómica con 
impureza sustitucional en la posición o. 

••• (III-15) 

3 

Las ecuaciones de onda para los átomos del cristal y 1a im
'PUreza, 

'2. 
V s1<Pn> + C2m/-ri2) Ce - o(pn)) .0<t'n) = o • ¡,. (III-16) 

v2.eS(p
0

) + (2m/-r-i2> (€ 0 - U(9
0

)) .0CP
0

) =o ••• (III-17) 

en donde ~ y to son las energías de los orbitales .0CP
0

) y ~(f?,) 
respectivamente. 

Siguiendo el desarrollo de la aproximación amarre fuerte, 
el orbital cristalino en el C.L.O.A., es, 

••• (III-18) 



que sustituida en la ecuación de onda del crital (ec. II-4) 
nos l.leva a, 

L 2n ( v2.0<Pn> + 2m/ii2 (E- V)) ~<Pn> 
n-s.o 

+ a
0 

(V 2~(~0 ) + 2m/h2 ( E - V) .0 (P
0

) = O 
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e introduciendo en la o.ntcrior ecuación las expresiones para -
v 2.0<Pn) y 'i7 2~(90 ) obtcnidca de (III-16) y (III-17), tenemos, 

2: a.
0 

{(E -E) - (V - U(f)n))) ,0(~n) 
n.i:o 

••• (III-19) 

que al. multiplicarse por la izquierda por .0 (~m) e integre:ndo 
(bajo aproximuci6n primeros vecinos), definimos, 

{

l si 
cf si 

J'si 
o en 

m=n.±1 
m = ± l, n = O 
los damas casos 

- <:J. si m = n y n I ± l, O 

- ot' oi m = n y n = ± l 

••• (III-ZO) 

-i" si m= n =0 •• (III-21) 
- ~ si m = n .:!:. l y n -/,. .± l , O 

-<;>' si m = O y n = :!: l 
O en las damas casos. 

donde se han modificado las inteGra.les de solnpnmiento ( Ó ) , -
de resonnncia (e.e) y de coulomb, para la interacción del orbi
taJ. at6mico ae la impurez~ con ous primeros vecinos. Est~s mo
dificaciones oe üobcn '.1.l ro1:ipimiento ele periodicidad de1. ?·:>ten -
ci:i1 en las vecindades del ~to!~O impureza. Donde J, d... y ~. -

miden las correcci:mcs n l:-\ energía dcbid"ls :-il bulto del cri!'.l
tal, DI-' y ~' , I'tiden l"lo correcciones f! l~ energí~ nebido a -
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la interacci6n del bulto del cristal con lq impureza y ot-" la 

correcci6n a la energía debida a la interacci6n coulombiana ·

del electr6n con la impureza. 

Sustituyendo las definicianes anteriores en la ecuaci6n -

(III-19) y teniendo en cuenta, ya que la energía del cristal -

(E) es parecida a las energ!an del átomo impureza (€
0

) y de loa 

áto~os del bulto del cristal (e), de tal forma que los t~rminos 

(E - ~0 ) y (E - E) son pequeños y despreciables si se multi

plican por ó' y ó (los solapamientos considerados pequefios),se 

obtiene; 

••• ( III-22) 

para el e1ectr6n en las vecindades de los átomos que no son pri_ 

meros vecinos a la impureza, 

••• (III-23) 

para el átomo -1, 

+@'a 1 
= o ••• ( III-24) 

pnra el átomo impureza y 

~' ªo + ( E - E + o<.' ) ni + ~ a 2 = O ••• (III-25) 

para el átomo l.· 

La ecuaci6n (III-22) ea la ecuaci6n de diferencias del -

cristal, ecuación que ya se hab!a obtenido con anterioridad -

(ce. II-10) y las ecunciones (III-23, 24 y 25) son las condi

ciones de frontera a ésta ecuaci6n de ·diferencias. Como era -

esperado, el problemn a derivado en la soluci<'.ín do uno. ccnaci.6n 

de difere~ci3s. La solución ~ ésta debe incluir h~sta dos cona--
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tantas a deteroinar. La determinaci6n de estas conotlllltes re-
quiere de dos condiciones de frontera, ya quo para el presente 
problema se tienen tres condicones de frontera, hemos llegado 
a un problema de sobredeterminaci6n. Para resolver el problem1 
proponemos como m6todo do soluci6n, el de la matriz de disper
si6n. 

Soluci6n de la ccunci6n de diferencias por el método de l~ ma
triz de dispersi6n. 

Supongamos que la ruptura de perioaicid~d en el potencial 
cristalino se puede representar con centros dispersores en los 
átomos-1, O y 1, de la soluci6n en ond~s viajeras a la ecuación 
de diferencias. Entonces se~ún la técnica de la matriz de dis
persi6n, se tendrán ondas entrantes y salientes a cada centro 
dispersor (ver la fig. III-4). Por lo tanto, combinaciones· li
neales de óstas ondas serán e1 ·tipo de solución que acepte la 
ecuación de diferencias. 

Ya que se tienen tres centros dispersores, estos limitan 
cuatro re6iones del cristal y por lo tanto, para cada regi6n -
se'tcndrá una combinaci6n lineal de ondas planas, esto es; 

en I, ªn = A1 exp(inG) + B 1 exp(-inQ) ; n !:: -1 

en II, ªn = A.2ex:p(-inG) + B2exp(inG) -1 ~ n 6 O 
••• qn-26) 

en III, ªn = A3 
ex:p( inG) + B3exp(-inG) ; O~ n ~ 1 

y IV, ªn = A
4

e:xp(-ir1Q) + B4 exp(inQ) ; 1 6 n 

Si se austituye cualquiera de estas s?l.uciones en (III-22) 

Be obtiene, 

••• (III-27) 
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relación que nos da los v::i.1-ores propios de energía del bulto -

del cristal, obtenida en el capítulo anterior ec. (II-12). Ya 

que Q debe ser un número real, se tiene que los límites de la 

banda son, 

E=E-o<-2~ y E =e -'o< - 2 f-. ••• (III-28) 

• 4 
Aicxp(inG) A2 exp(-inQ) A3exp(inQ) A4exp(-inQ) 

4 ~ ... .. 
B1 exp(-inQ) B2 exp(inQ) B3exp(-inQ) B

4
exp(in0) 

-1 o l 
Figura III-4. Representación esquemática de loa 

centros dispersores y las ondas salientes i entrantes. 

Los resultados anteriores son importanten, ya que por un 

camino nuevo se llegan n conclusiones obtenid~s por otros ca-

minos (ver capítulo anterior). 

Calculemos ahora la matriz de dispersión. El cálculo intro

ducira condi&,nes de frontera que permiten reducir el número ~ 
de constantes que generon los centros dispersores. 

Las soluciones expresadas en (III-26) deben ser continuas -

en los centros dispersores, entonces, 

••• (III-30) 

serán las condic nes de continuidad en los cetros dispersores 
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-l, O y l, respectivamente. 

La condición de discontinuidad en la primera derivada de -
la solt\ción de la ecuación de onda· (ec. II-17) para en.da centro 
dispersor, es equivalente a las condicia'lc3 de frontera de la e

cuaci6n de difcrenci~s (ecs. III-23, 24 y 25) en cada centro -
dispersor. laa que al cuctituircelea las ~ correspondientes, 
quedan como, 

(3{A1cxp(-2iG)+B1exp(-2iO}j + (3'{A2+B21 
. (E-E.+o<.')\_A1c::qi(-iQ)+B1exp(iQ)~ =O ••• (III-32) 

~'lA2exp(iQ)+B2 exp{-iQ)) +(E- ~+cX' ){A2+B2} 

e! [A3exp(iG)+B3exp(-iG)} = O • , • (III-33) 

{3' l .ti.3+B3 \ +(? { A4 exp(-2i9)+B3 exp( 2iQn 

(E- E +ot?[A4 exp(-2iG)+B4exp(2iQ)}:::: O ••• (III-34) 

Tenc~os.form~do un sistemn de seis ecuaciones (las condi-
ciones de continuidad y las condiciones de frontera) con ocho 
incoenitc~ (las A y las B). Esto permite obtener dos incogni-
tas en t~r.:iinos de otras dos, de forma que si se hace para las 
c.:nplitudes de las ondas salientes en t~rminos de las entrnntes 
en las regiones I.y !V, se llega a, 

••• ( III-35) 

donde s es la matriz de dispersi6n• 

Sustituyamos entonceo-, l~}eau~cio.n\d-é "ialóres propiós del 
bulto del cristal en las ~cU:e;,~f~'de'S;_.(fi:f'.:;32) 'y (Irr.:34), 
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A1 l -Ccx-oOexp(-iQ)-1?)+ B1 {-(o<-DI' )exp(iQ)- (3) 

+ A2~• + B2t3' = O ••• (III-36) 

y A4 { -{ot- °") exp(-iG)- (3}+ B
4 

{_-(oc-«) exp( iQ)- <3} 

+ A3(3' + B3~' = O ••• J~ir.;.37) 
~ ~-~,: ' -: • ... ., .'' 

Introduciendo ahora las ecuaciones (III-:-29) ,. c:ru;:.;3b);/;···,( III- ·. 

31) en (III-33), 

'3'{A1 exp{-iQ)+B1 exp(iQ) ~ + (E-E¿,+ .... ")(A.2+B2 ) 

@'{A4exp(-iQ)+B4exp(iG)} = O 

~'lA1exp(-iQ)+B1exp(iQ)j + (E-E
0

+o<.'')(A3+B3 ) 

~{A4exp(-iQ)+B4exp(iG)} = O 

•.• C!II-38> 

••• (III-39) 

despejando de (III-36) el ténnino (A.2+B2 ) y austitu.yendolo en 

(III-38), 

A1 {~· exp(-iQ)+{E-E
0

+oc") (D<'-ix' )exp(-iQ)/(3' + (3} 

B1 { ~· exp( iQ) + (E-€
0 

+ix") (o<- e<') exp( iQ )/(3 ' + (3} 

@'{A
4

exp{-iG)+B4exp{iG)} = O ••• (III-40) 

y despejando de (III-37) a (A3+B3 ) e introduciendolo en {III-

39), 

A4 {~'exp(-iQ)+(E-€0+o<") (lll-~')exp(-iG)/(3 1 + (3 ~ 

B4 {~'exp(iQ) +(E-~+,,.,") (0<-ll'-')ex:p(iG)/[3' +@} 

\'>' {A1 exp(-iQ)+B1 exp(iQ)} = O ••• (III-4T) 

Combinando estas dos Últimas ecuaciones; e~ (lII-40) despejamos 

n1 y lo sustituirnos en (IlI-41), se llega a, 

A1 fil+ A4 a_+ D
4 
~ = O 
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y <le despejar B
4 

de (III-42) y sustituirlo en (III-41.}, 

en las que se han definido, 

íl.= 2(IZ-~+o<!')l(ix-~)+(?,coaG} + 

[ l/(?>2J{ (E-
0 
+ "} 2j{(ct-ot.') 2+(?2+2(ol-ot1 )ooeQ) •• (III-42) 

2 
~ = [(?¡'exp (ie)+ (E-~+o<") (t>l-o<')exp(iQ)/e/+ f.>) 

('' 2 exp {ti~) 

por lo tanto, B1 y B
4 

se expresan como, 

Bl = - ( a_Al + fi3 A4 )/ ~ 

B4 = - (~Al + G..A4)/ '¡:; 

o de forma natricia.1, 

••• cnr.;.;43) 

••• (III-44) 

.••• (III-45) 

hemos llegado a ln exprcsi6~ esperada en (III-35), se h~ obte
nido la matriz de dispersi6n del problema, esta m~triz cumple 

las propiedades expresadas en ( II-23u y 23b) .' 

Ya que la matriz d·» dispersi6n con·tiené la informaci6n de 

la dinrunioa. del problema, podemos obtener de ella la ecuación 

de valores propios ele ener.~ín :pnra l0s estados localizados. 
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Energía de los estados loc~lizados. 

Ln forma de obtener de la matriz de dispersión los valores 
propios de energía de los estados localizados, es singularizar 
la propin matriz. 

La matriz de dispersión se hace singular cuando el término 
se iguala a cero, esto es; 

y donde Q debe ser un número complejo. Es·~a es una ecuación de 
cuarto grado en los valores de la energ:!.a. de los estados 1oca
lizados. Descomponiendo la ecuación en, 

[~' exp(iQ)+ ~· exp(iG)+(E- E
0 

+o.:") { (t>i- 11..') exp(iQ) +e} J (a] 

[~' exp(iQ)- ~· exp(iQ)-(E- i +o<.") {(oc- o(
1

) exp( iQ) .+~) /(3) = O 

producto del cua1 se en::u.entra que, para el primer t6rmino, 

y para el segundo término, 

(o<- t>(.
1

) exp(iQ) +~= O 

ecuaciones que nos determinan los valorea propios de la ener -
gía. Ya que Q debe ser un complejo definamos, 

••• ( III-46) 

donde j-1 y ~ deben ser reales mayores que cero, entonces las e
cuaciones anteriores toman la forma, 

••• (III-47) 



y (ex - oc.') exp{ij+ '!:,) + ¡p = o 

4'4 

••• (III-48) 

de :forma que los valore.a propios de 1a energía se calcul.an co-
mo, 

E = f: ,;;,_ ~.1 _ 2 (?' 
2 

exp( :V<-S.) 
· · 0 (DI-"' ) exp ( :i¡l.-is)+ (3 

••• (III-49) 

y E = E - IX I + (O<'-o<'Jl e<.:EC.Ziµ. - 2 ~ h l.} ••• ( III-50) 

relaciones en las que si se conc.::en las distintas contribucio
nes a la energía (las cnerg:!n::i d,, 1os estD.llos base de c<ida A.
tomo, las ~gra1es de c.:iulorn.b, resonancia y S•Jlapnmieto), no 
se han determinado ~ y fA • La dct erminaci6n de ~ y ,1-l , permiten 

conocer los valores para las energías y dada su definici6n con
dicionen estos valores. 

Para. determinarµ, recordemos que exp(i"l)=cosllt+i senlYl.,
entonces (III-47) y (III-48) llevan a, 

.;«= m'i'Í; m=l,2, ••• (III-51) 

valores que cumplen la definici6n para ji.. , ya que son reales Y 

mnyores que cero, ademas modifica 1.as ecuaciones (III-47) y -

(III-48), quedando como, 

-~ -o1')(3exp(-2~)+(-l)m {<ot-oi.•) (E- E0 - ""+~' )- ~2+2(l\exp(-"f) 
+\3(E-E: -2Pt+c<'+0<.") - (-l)m(3 2exp(lf) =O ••• (III-52) o 

en la que se hn introducido la ecuación de valores propios del 

cristal limpio y 

(-1.)m (O{ - o<.') oxp(- ~) + (3 == O ••• (III-53) 

en las que el factor (-1.)m genera dos ecu::iciones mas, ·ya que -

si m es impar c9.!nbin los signos que 1o anteceden. 
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El factor (-l)m duplic't el m1mero de posibles valores pa
ra la energía calculada por (III-49) y modifica los calculados 
a trav$s de (III-50). 

Para obtener el valor de ~' se tienen dos posiblidades da
das por las ecuaciones (III-52) y (III-53), ambas distintas. 
Multiplicando la ecuaci6n (III-52) por exp(2~) y definiendo -
r = exp( ~), se llega a, 

-(o<-o<.')?> + (-l)m{Coc-¡><.')(i:-t:-
0

- +<>1.11 )-~2+2?>' 2 } x 

+~(f -€:
0

-2o<+ix'+"'-") x 2-(-1)m '?2 x = o ••• (III-54) 

ecuaciones de tercer grado en x. La soluci6n a cada ecuaci6n -
se puede llevar a cabo por los métodos conocidos, por lo tanto 
los valores para ~ están bien deter:ninados. La soluci6n inclu
ye tres rnices, las que pueden 3er reales p imaginarias. Sin -

embargo, para que éstas raices den lugar a estados localizo.dos 
se debe tomar en cuenta, que su valor sea real y m11Yor que 1,

yn que ? es real mayor que cero. 

De la ecuaci6n (III-53) se obtiene, 

exp(Et) = (-l)mH (o< - rx' )/~ ••• (III-55) 

en donde también, exp(~) debe ser real mayor que uno. 

Ya que los 
expresiones en 
tal, no todas 

posibles valores de~ se calculrm ~ través de -
términos de los parámetros que definen a1 cris
las combinaciones de éstos par6netros dan lugar 

a estados localizados. 

'feniendo calculadoo A y ~ , paro un cristal determinado se 
pueden obtener ls.s energías correspondientes, sin embargo so -
ha.ce necesario pedir ur,~ condición mas que garantice ,que los 
valores de la energía corresponden a estados localizados. 



La condici6n consiste en que ~ sustituir en las solucio

nes expresadas en (III-26) los respectitvos valores para ?Y 
éstas cumplan las condicione::; de frontera de la ecuaci6n de 

diferencias (ces. III-23, 24 y 25). 

Para un cristtl en el que so conocen lo pará.:netros que lo 

definen y de los cuales se obtienen valores de t¡ que cumplen 

las condiciones :¡ieditlas, lo.s cncrg:!aa se calcularán cmno, 

E = ~ _,..}• _ 2(-l)m <3 12exn(-'t) ( ) 
~ .,,,. • • • III-56 0 (-1)m{o(-c<') exp(-'S)+ ~ 

•.• (III-57) 

en las que ~ se calcula por (III-54) y (III-55), rcRpcctiv~-

mcnte, Notcce que la se,'.;unda ccu~ci6n de valores propios r>ara 

la energía de los estadon localizados, no contidno a ex' y oc",

po.rrunctros definidos p~ra la i~pureza. 

De los reoultados ~..nteriores ::;e deduce que para un cristal 

dado oe pueden tener hasta. ocho valores diferentAs para ~ (6 

proporcionadoo por (III-54) y 2 por (III-55)), entonces oe tio

ne la posibilidnd de encontrar ocho entados localizados. Se de

be hacer un .:ino.lisis de las posibles combinaciones de parámc-

tros (tonar distintos cristn.lcs), p:ira poder establecer el com

:porta::iien·t;o de los miomas (ln f:!:Jica del problema) y gcner.:ili

Z>.!.r a todos los casoa p'Jsibles, cncontr•:i.ndo -cdem'.ls el número 

máxi;no de estados localizo.dos para este problema. Lo anterior

!Jermi te estn.blecer el comport::!miento de un electr6n en el cris

tal de manera cualitativa. 
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El orbital cristalino. 

Cooo consecuencia de la obtención de la matriz de disper-
sión del problem~·. se hn.n encontrtldo las ecuaciones de valores 
propios de la enereía para los estados localiz~dos. Paralela-
mente se debe construir la función de ondas del electrón en el 
cristal. En esta pnr:.:.e del trabajo usando loa desarrollos y re
sultados anteriores construiremos el orbital cristalino. 

El orbital cristali:>o se propuso a trav~s de la t~cnica del 

C.L.O,A. (ec. III-18) como, 

la que al introducir las a
0 

propuestRs por el m~todo de la -
matríz de dispersión (ecs. III-26) toma la forma, 

-l. 
'\) ( r) = L{Alexp(inQ) + Blexp(-inQ)_) ¡l(pn> 

1'1:-ao 

oO f. {A4exp(-inQ) + B4exp(in.0)) .fl(pn) 

esta expresión incluye hnsta 8 constantes indeterminadas, in-
troducicndo en éata las eco. (III-38) y (III-39), 

-l. 

l.\) ( 'l-):: [.{A1 cxp(inG) + B1cxp(-inQ)} ,el(f>n) 
\'\:-oo 

_~(~o)~' A1exp(-iQ)+B1exp(iQ)+A~exp(-iG)+B4 cxp(iO) 
E - E:o +o<." 

oO +li { A4e:x:p(-inG) + B4exp(inG)) ,0((?
0

) ••• (III-58) 

el nú.~ero de constantes sa reduce n 4. Ssta función de ondas -
describe al orbit~l cristalino dentro de la bo.ndn. permitida. 



Introduciendo las condiciones de frontera debidas a la im

pureza se reducira el número de constantes. Para estados loca

lizados se tiene que el número de onda G debe ser complejo y 

se defini6 como, 

g = m'TT + i ~ , m = 1, •.• ,oD ••• (III-59) 

en la cual es real mayor que cero. Sustituyendo esta defini-
ci6n en última funci6n de ondas se obtiene, 

-1 

'-V ( ~) =L{(-1)nm A1oxp(-n~)+B1e:x:p(n~)} ¡j(p
0
> 

n:: -o() 

-(-l)m~, A1exp(~)+B1(-\)+A4exp(~)+B4 e:x:p(-~) ~(P0 ) 

E-E:+~" o 
oO 

+~~{(-l)nm A4e:::p(n~)+B4exp(-n~)~ n(Pn) 

y ya que el orbital no debe diverger las constantes A1 y A4 -

deben de igualarse a cero (condici6n usada al hacer síngula:r ~ 

1a matríz de dispcrsi6n) resulta entonces, 

-,l. 

r ) = ~ (-l)nm B1 exp(n~p .d(('.)n) 
Y\:-.,o 

- {-l)m~, B2 + B4 exp(-~) ~(E>0 ) 
E- E-~' o 

oO 

+~ (-l)nm B4 exp(-n~) ~Cf:?i> ••• (II!-60) 

que es la forma del orbital para los estados 1ocR1izados. 

Sustituyendo A1 = A
4 

= O en las ecuaciones (I!I- ) y 1a 

(III- ) se llega a, 

o' ••• (I!I~6l) 

que llevan a la funci6n. de ondas del cr±stql limpio (ec, III -
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59) sí B1 = B4 = B 

W ~ r ) = B { t!xp(-inG) tHR) - 2f!l.' exp(iQ) n<(po) 
n '°"' E- E- + 0< 11 TJ o 

"" + ~ exp(inQ) ,0(~nl} 
n=l 

••• (III-62) 

y para Bl = B4 = B1 

-l 
. ( r = B'{ Í:exp(-inG)O(~n) 

\'\=•o(> 
..., 

- "[_ exp(inQ) iS(~n)) 
11= l 

••• (III-63) 

en las cuales las constP.ntes B y B' no incluyen la normaliza
ción de las funciones. Ambas funciones son periodicns (con la 
periodicidad de la red) y cwnplen la condición de Bloch (ec: 
I-3). Los estados corres11ondicnte::i n eot::i.s funciones tienen co
mo valores pro·pios de l'.1 nner.':Í~. l·Js dados por la ecuación 
(III..:27). Es importante recalcar qU·:? 11 scljUnda función de on
das no incluye al orbital de ln impureza, en como si ln impure
za no existiera, esto modifica ln densidad de pr'.>babilidad ya 
que en luenr de ser uniformemente pcri6dicn, toma un valor ce
ro en el lue;ar de la impureza. Y la primera riue sí incluye nl 
orbital de la impurezn también se modifica el comportruniento
de la densidad de p~obabilidad en el lugar de ln impureza. Am
bas funciones demuestran que ln presencia de la impureza afec
ta a las funciones caractrísticas del cristal limpio.' 

Regresan<'lo ::i. la función de ond:i.o de los csto.do13 locnliznd:>s 
(ec. III-60) qU•) al su::itituir en clln n1 = B4 = B, queda como, 

-1. 

~ ( -r ) = B{k.~-J.)nm cxp(-n~) ,rl({)n) 

- 2 <-i)m ~· exp(-s) 0<(?o) 
g - E +<><.'' o 

"° 
+ L (-l)nm exp(n~) fl( 9n)} 

1\::1 
••• (III-61) 



-J. 

'V (r) = B' { L (-l)nm exp(-n~) pj((:>n) 
l'I=-"" 

00 

~{-l)nm exp(n~) ~(l?n)J 
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••• (III-65) 

donde de nuevo B y B' no incluyen la normalizaci6n de las fu...~

ciones •. Est:ls funci·:>nes de onda contienen exponencitlen decre

cientes, tanto a la derecha ( e:q:i (n~)) como a la izquierda (da

da por exp(-n~)) de ln. posici6n del ~tomo impureza. slendo por 

tanto funciones localizadas. La localiZélción del electr6!1. a 

través de las funciones e:J distint.q. Ya que la primera toma en 

cuenta ::il orbital de lr>. impurezn., so espera que el electrón es

té mas localizado en lri. posición que ocupa la impureza. En la 

seeunda función, se espera que el el(;)Ctrón eoté mas localizado 

en las posiciones de los pricmros vecinos a la impureza, esto 

por que la funcion de ondn. no incluye en su desarrollo al orbi

tal atómico de la impureza • 

. Las energías correspondientes a las funciones de onda de -

los estados localizados serán; para (III-64) la calculada por 

la 'ecuación ·le vuloreG propios ( III-56) y ~ se obtendrá de las 

soludones del polinomio (III-54). PP.rn la función (III-65) lr>. 

enerz,ía se obtendrá de (III-57) y ~ se calcuJ.ará de (III-55). 

Estos cálculos corresponclerr.m c. est:ados localizados permitidos 

si se cumplen todas las condiciones pedidas para 

Con el fín de tener un comportnmiento cu'1lito.tivo de las -

funciones de onda de los estados localizudos, enel canítulo 

si¡;uiente se hará un rmalisis de los rcoul tados anteriores.1 

El ano.lisis se trtducira en la :aplicaci6n de los resultados ob

tenidos a casos pnrtículares que permit'.'!.n obtener conclusiones 

~enerales. 



C A P I T U L O IV 
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Con el fín de llevar a cabo el ~nalisis de los resulto.dos 

para los esto.dos localizados de impureza. obtenidos en el capí

tulo anterior, partamos de lo po.rtícular parn llegar a lo ge-

neral. Esto es; apliquemos los resulto.dos o. casos mas simples 
del res-u.el·to y modifiquomo::ilos hasta obtener el analisis del -
caso genero.l. Lo anterior está permitido yo. que como ca.so ge
neral contiene a los deoas como casos po.rtículares. 

El caso mas simple para la impureza oustitucionnl. 

Supong~~os que la imµurcza oustituci~no.l en el origen, no 
modifica la integral de rcoona..;cia ni la integral de coulomb 
de ous primeros vecinos ( ()(..' y '3'). Bajo estas condiciones -
los resultados cnteriores se reducen ~ cote caso pnrtícular -

intro;!ucicndo; e<.'= rX y ~·= ?>· Con la:J definiciones anterio
res lo.s valores propios de la cnergÍ:l se calculo.rán a través -
de; 

lo.s funciones de onda se obtendrán como, 

'-V ( -r ) = B lE~~l)nm éxp( .. n7€) .ó(P0 ) 

en las que 9 

2 (-1 )nm (3 ·_.· .. exn(-9) ~((:>º )' 
E - E +oc." o 

+ ~ (..:1)nm e:cp(n~)} ,el( ~n) = O 
n:i 

se calcula de, 

(-1)m~ + (E:-~)-o1.+o1,,") x - (-l)m~ -x2 =O 

•••• (IV-1) 

••••• (IV-2) 

•••• (IV-3) 

donde x = c:x:p( ~). Las q de la ecuc.ci:h nnterior deben ser -

reales mayaren que cero, adema:::: custi tuidm en las dos solucio

nes de la ecuaci6n de diferencia::~, las n¡"l deben cumplir la úni-
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ca condició.-1 <le ft·01rtera de ln ecuaci6i1 de difcreacias, todo -

par.'!. qu~ den lugar a los eo \;udoo localizado o r¡ue sean permi ti

dos en ·~iJte cafl•) particular. 

Con el objeto de eGt3.blecer el efecto de la impur·za bajo 

eoto.s cond·iciones, tomemos un criotal en el q_ue loo átomos del 

bulto tienen ele (.-nereías (en uni<lades arbitr~irias); para el es
tado ba.se (E:) -5, la integral ele coulomb ( ~) • '2 y la integr·ü 

de reso:ianci'l ( ~) .4 y en el CU::!.l ln impure:!a to:.1n distintos -
valores pr:ir:.i :;u cnerr;!,,_ del estat1o bn.su (E

0
) y l2. energía c-or

rcspondien.tc A 1:-i inte.i::;r:ü <le C•Julomb (I)(."). Lo.3 distin t~rn va-

lores de los p<irámetros de la iinpurez·1 intro-:1.ucen v··~ri::i.cioneo 

en ln energía de lrn est:3.J.os l)Caliz:idos, estas variaciones se 

representan en doo gráficas, '3. saber; X vs. E
0 

(3r11f. IV-1) y 

X vs. ex " (gra r. IV-2), donde X se define como; 

X = ( E - E-+ o<. )/2~, •••• (IV-4) 

definición con ln cual los límiteo de la banda del bulto son 1 

y -1. 

Ln. t.trófica IV-1 contiene la varinci6n do X (y por tunto de 

J.n energ!n dnl estauo loc~üízado} con respecto 3 ~o' p::;ra ello 

se ho. tom:i.do el caso <X"= ex con el f:!n de tener ~'..ialndo el con

portnr:ii<mto de B con respecto a 
0

• Ln vr1ríaci·fo continun de 
0 

deode O a -7, demuestra l:i exiotencia de un en :;n.do loc·üiz'.l.do 

TJ:1rrt todon estos V3.l•>res excepto en -5, valor pn.ra el cu'.:'.l no 

existe impureza. El este.do loc<tlizado por nrrib:-i de ln bandn -

permitida co!'l't:?sponile a v:ilcires de 
0 

mer!oroo quo , en los -
cuales m ~g par. Si m es inpar, los estados localizados ~pare

cen por <:>.h'J.jO de la b:md'l y correoponde!l n E0 menor flUC e:: • 

Sn la gráfic:=.t IV-2, se tiene reprt)scntada la varia.ci6n de 

X en fwición do o<.", pP.l'."1 treo v.:i.l·1re:> U.e ~0 • I'ara cada E 0 Y 

l'? variación continu.i. de <X." se obtiene un est:.!.dO 1.oc~üi:::ndo. 
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Gráf'ic:t IV-1 
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1 
1 
1 
1 

-5 -6 -7 Eo 

ih e3t:i ~r;~.fic::i :Je r:maot~n. la vari<i.ci6n de X con respec·to 

::i. E-
0

, c1onde E= -5.o<.= .2 y~= .4 y en la cu::i.l o(.
11 =!X. Donde 

r»?.ra f: 
0
= -5 se tiene una discontinuirlqd en e1 cor.rport!i'..miento, 

y co:?"respondc a la i~1exis-tencin de ln impurezo.· 
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IV-2 • 

5 

. -- -~-' 
--·--·.... 1 

------· 1 
4 

3 ' \ : 1 : .e 

t . 

1 
2 

l ······. 

~·1 

-2 

-3 

-4 

-5 

Est3. .::;ráfico tiene 18. va.rinción de X con respecto a.O(", en 

el cristal con; E= -5, d.:::: .2 y(3= .4, 'Pal'a los casos; E 0 = -2 (-· 
-·-·), E

0
=-5 (····•) y<::

0
= -7 (++++++). 'Je.an. uno de eotos c::t

so corresponde a un ent~Jo localizado. 



55 

En el caso é
0 

igual a -5 (equivalente al nnali!Jis anterior) ::ie 

observa que el estado localizauo aparece en forma continua por 

arriba hasta que o<." e::i i~ual a .2 aparecion.do imediatemente -

abajo de la bo.nüa. :?nra 0(
11 igu..el. .2 no se tiene impureza por 

lo que es un punto de discontinuidad. Para E..
0 

i~ual a -2 el -

estado aparece sale.mente por arriba y en w1a rogi6n rcstrin~i

da de valores U.e o<.", resultado es1)crado del 2.!lnlisis nn torior. 

En el caso e
0 

igual -7 el entado localizado nparece solamente

por nb3jo de ln banda y tn.-;ibi6n on una rc;:;i6n bien deteI'r.linuda 

para <X 11
, :i:'csul te.do que corrobora ln gr Hica. IV-1. De nuevo 

los estados por arriba de la banda corresponüen a m pares y se 

cr:.mbian a impares para los estaüos por abajo. 

Las funciones rle onda pnra estos estados localizados son -

eso fu.nciones que oc localizn.1 nlrededor de ln posición de la 

impureza. La localizaci6n se hace mns evidente cuando los'es-

tados energéticos se :ücjnn tanto p0r arriba co;io por abajo -

de l~ banda y tiende~ a dcslocalizarse para valores de la enel:'

gía muy cercanos a la banda. 

En su:n"t :para est;e caso p.'U'ticular solo se tiene la posibi

lidad de un solo estado localizado como efecto de cambiar la -

energía del estado base de la im:pureza y la integral de coulomb 

de ln. ois:na. Se der:iucstra tarnbi6n ri.ue no para. todos 1 s combi

naciones de paró:::!etros que <lefinen al cristal, ce obtienen es

tados localizndos, n.unriue no se encu~~n-tr.m lar; condiciones de 

xistenci~ par~ estos estados de fonna :uialítica. 



Tomemo.a el e:.zo en el r¡cc ~!.dC::l·1~:; U:.;: ::J\."hlificnr 1~1. cncr0í:...1. -

U.el cs·:;c.Jo b:.i:>o y 1:1 Í';ltc::;::al ele coulo :ib para el :!tomo en el o

ri,;c::i., tr·m"ol0.-i Ge ;noclií'ica ln. in-tc.;1·al ele rc:;:;on:_:_:-ici".l. ( ) con 

sus i,¡··i;:rnroG ·.rccL::Jz • .Cs:;o i:lylica que loo ro:i':lltado:; del cnpí-

·;;ulo <:.lltcrior ::;e rcJucen a el p:cese11te, intro:luci0ndo = 
I'or lo ta.-ito la onc1"tiÍa pa:..·a 1)3 0:3~.'.ldo::i J.ocali::;adoo en cote -

.ln::i :funciones de onda se calcular:!n de 

{ 

-l . 

~ ( -:} ) = n .L (-l)run 
h:-'4 

¡j( E>n) 

C"' 1 ~ - Cl .. C ~ ........... .J ... u ? 

(-l)n ( 2 ~· 2/(?.2 - J.). -~• ( <;,;7°"e~~:~ + ~ 11 5 · ~2 / ~ 

- (-l)m x3 ~ O 

•••• (IV-6) 

•.•• (IV-7) 

t'l.~~)Ü·J ~::.-:e:·:!-~~). P:::-"J, ot.t.;c ·<!r.?.:=:fJ ne tienen ~01~!!11,ntc rJ.oo ~nluci

o:· ... ::i:::; )'.:l"rt l:; ccu:'!c:l6:1 de cli!"c:=cnc i:'.1::: {dos o.:1) , !J:=-orlu::t o •lo l 1 

c-_~:.!'!:~ r...on~lición c1c f~o:rtcr;::. .-1~ lr.! oior.t::., c1uo sc.~!~n el rn6 torJo -

j.~1 ~r,""):.'!.tlcido con ~cncr.:'.d2s por ol c~z'.:tro dirJpcrr:oi' i1t.l..D c;.;t .":l ·:·t>

c !_,·._._· ·"J c.:1 el .~!.:; ~:· ·.·J o:.:·i.::~· _1 e é:'.:orJo irJ.~,.>~rer.;G.. Er..Lo:~ccs l;~!J lf ob 

·!:;c!1:_r·:...·.:) ~:.:.--:·.:=-J1 l~Jt~:--r :'."!. ,~·ot~·:.·::l).::; l'Jcalizr.rlon ci son m-· 1 ~t'JrC~! f!UC O 
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Tomemos d0 nusvo ol cristal on el q~o; el estado bace (~) 

tomo. U.'1. v::üor de -5, la int;o.:;ral ele coulomb (0<) es .2 y la in

t.z:gral de :::.•euo1w.nci2. ((3) se :..eu~,la u .4 'Pnra el bulto ;¡ le. im

pureza presenta variaciones en su estado base (E
0

), la integral 

Je co lomb (o<..") y la inte,:;rnl d.c .:·c~.:onancin. (e<'). Lo. dc:pendon

cin. de la cnor:;:!:t'. con !'es~ccto 2. ~' se reprasentn en la er<ifi
ca X vs. 0 /f3', don:l'J :{ ce tlcfine en IV- • J,n Gr=ífica o::; ::a -

IV-3.- En ella se muestra 1:-o. "~~"'+<>nrd" "'"' ñn<> º"+"'''='"' '.'.::-:.' 
clos p:!rU loo valorc:.o cJ.c S/'3' n·J:io'!'e::; que 1 donde ~0=-5 y o<!'==:. 2 

I.2. gr:'.U'."ic.'.l retii:?ne los co.:.:o::i eó
0 

i;;ual a -4 (---) y -6 (+++) -

r'...YJ'bo::i con "::::. '.', p:::rn el princro co obacrva que cxictcn dos 

estados loca.lizados para ln reei6n de valoreo de <2>/(3' entre .1 

y ."134, es decir vnlorc::i do ~ ::r.cnores que (3', pcrrncnecic~do un 

soJ o cr;'.;r.,clo a p::rtir de el Úl tir.10 valor. Para el scr;i..meo caso 

de nuc-,;o se tienen tlos er.·tt>.~ioD loc[:liz:.>.dos en ¡9/(3 1 de .1 n .C3, 

manten-iendoce un solo esto.do en los si~>Jientos valores. Cabe 

notn.r eJ. cor:1portr:..'llir~nto inveri::o para esto::: ca:::os, resul-tado C.c 

la V[?.rinci6n c.io E 
0

• 

Lri cré.:!'ica IV-4 muestrn ln vn:-in.ción de 7. c·:m respecto no:." 

p::.:-2 ~/~' i~::!l o. 1 y .:;, a':lbo.s con E0=-~i. Co;;io ero. C:c cspc-

ro:·cc p:::ra ~/~' icur!.l • 5, clo. luoir n. dos eota:lo:::: loco.J.:i. z:-?.:1o::; t.:

::.:> ~,:.,I~ib:-:-:.. 9:I o .. .;~ .. o L'J)~jn C.c l::! bn.nc1a. perr.ti t.idn. :.."'!:1. co c:::-;~r~l::-i. -

t3.'"n"bién cr...:c px.•:.-: ~/(3' = 1 ne tuviera un aolo ectado localiz::!uo 

{....-0rc;r::i:r. IV-2). 

De :1ue:vo loo coto.dt;i:J que ~pc.~ccc!.1 :r>'.)r nrribn de ln. ba..'ldn ~~ 

o'!:>'~i2:-.cn para m pare:::i y lo::i ~1c nb::jo corT·oapondc:i u o in:Jc.:-ca. 

L::!.s :funciones de onda. po.rn cz-toc cote.dos prc:::entr-.n el mic:::o 

cor.i~or!;~'licnto quo en c1 cu::io nnterior. 

E!1 :JU.:'.!". (3' in"tl'OltUcO ot::..·-J c':'.;:J/o loc':!li::.o.do, qnc oic:!;1r0-

,~-:~.:_stc p::.::a ·-1alorcs t!o::J:"cc que 1 do ~/~'. L:iz ·.:c.ri~cionco c.10 

E:
0 

-,¡e<" i!lfluyon rlc lo. oi::;::ia manera c:¡ue en el c~1::10 c.n'~orior. 
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~n esta gráfic~ se tiene ln vurinci6n de X con respecto a 
1,., razon (?>/(3', donde; E== -5, o1. = .2 y (3:::: .4, p'.:'.rri. los ca::ion ~n 
los que €

0
:: -4 (----), -5 (-)y -6 (++++) y en loo cu·~la~ se 

h"1. tomad.o o<.'= OI.. Trotece que lJ'lra tod.oa los canos se obtienen -
dos est;::iél.os 1'.:>cali:mrlos en rec:ioncs riequeñnr1 .. 
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Gráfica IV-4 • 

.. ..... ........ -...... ---- ............ 
-~-- ---··---------

.4 .s .6 .7 .•.• 8 .9 1 ;1 .2 .3 O( ti 

..... .. _ 
...... .. ..... ..... 

Gr~fica. f1.Ue corresponde a 1a variación de X con resvecto a 

o< 11
, en la cu.'ll. se tiene;€= -5, 0<= ~·2 y l'l= .4, Jlnl'a los c2.s:is 

en los que {?l/(:3 1 es igual c. 1 (-) y .5 (----) •.. Para el 'Pri
mer cnoo 3e tiene un solo estados localizado y para el segundo 
dos estac1os. 
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El e~so eencrul de ln im?ureza sw1titueionnl. 

Hagamos diferente a la inte~. al de coulomb de los primeros 

vecinos a la impureza ( introducich1 por o<.'), ademas de los pa-
rámetros que definen a la imimreza ( ~0 ,ol. 'yo1..") en estas circu:1s

tnncias 1 egR.lllos al caso e;eneral de la impurez::i sustitucional 
en el orir:;en, que fué re::meltri e11 el capítulo anterior. Calcu
lemos entonces la cner:~ín de los e:3tado3 localizados p::ira el -
cristal en el. que; f: =-5, o< =.2 y (3 =·4 definid"?.s para el bul
to y valores de E:

0
, o<", o<' y 13' variante::;, represent,1das 

por ~ráficas. 

El cálculo de la energía para este caso presenta dos posi
bilidades dadas por las ecuaciones III-56 y III-57, con sus -
recpactivas condiciones. Analicemos la primera de estas ecu::i-
ciones. 

La gráfica IV-5 muestra ln variaci6n de X (def. en IV-4) -

con respecto a 1><', para los casos E- =-5, o(."=.2 ambos }!ara.

t3/(3'=1 y .5, el primer caso se refiere a la variaci6n única de 
~ ', demostrando la existencia de un entado locc.lizado con un 

comportamiento análogo al encontrado para e<" c:'l lno gráficas -· 
IV-2 y IV-4. El segundo caso retoma los resultacos de la eráfi
ca IV-3, en el sentido de que pnra valores de ~ /(3' menores 
qu~ :L dan lugar :1 otro estado locnlizado. 

En la gráfica IV-6, se tiene representada ln variaci6n de
la. encrgfr:i en funci6n de (3/(3', para f

0
=-5,o<,"=.2 y dictintos 

valorea de ex.', todos los casos clemuestran lo. existencia de dos 
estados localj.zados, para valoreo menores que 1 de @/(3'. l\nalo
G~unente la gr:~fica IV-7, muestra la variaci6n de X con rospes

to o. <3/¡3', ~1cro con E-
0
=-'), o<'=.2 y 1><." ... 001, .'2. y 1.2, obtenien

tlose de nuev,1 cu~nta dos estados loenli::;~dos p::'..r:l @/@' menor -
qut'l :L. Es decir el presui~·~ • nusvo estado no aparece. 
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l.6 
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l.4 

1.3 

1.2 

1.1 
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' ' ....... 
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Gráfica 
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IV-5 
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.1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 • 8 .9 1 
1 
1 
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-.. 

.1 .2 .3 

-1+-~~~ ..... .,,_~~~~~~~----~------------------~~--

-1.2 

-1.3 

-1.4 

Gr~ica correspondiente a 1a variación de X en ~unción de 

el." para los casos ~ /(3' = 1 y :5, donde el cristal tiene de -
parámetros; E:= -5, o/..= • 2 y @= • 4. El primer caso está dado por 

la linea continu~ (----) y el segundo por la linea a trazos (-

---) 



Gráfica IV-6 

X 

• 2 • 3 .4 . 5 • 6 • 7 • 84 • 94 
1 1 
1 

1 

1 
1 
i.16 

1.14 
1 
1 
1 

62 

.3 

-2 

-3 

-4 

-5 

-6 

En esta gráfica se tiene ln variaci6n de X con reopecto n 

l'.1 razon ~/(3', en los cnsos prirn los cuales o<.'= ~·4 (----), 
.2 (--)y .05 (++++)y donde E.= -5, lf...= el.."= .2 y~= .!i. P.-..ro. 

estos cnsos se observa que aparecen dos estados loco.lizo.dos en 

valores de ~/e' menores que l y un estado localizo.do para v:i.

lores mayores. 



Gráfica IV-7 
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.2 

-2 

-3 

-4 

-5 

-6 

Grá1'icu que re;¡resentn. la variación de X en funci<)n de l·· 

razon @-/(3', para los casos en los que o<."= .001 (-), .2 (

--)y l.2 (++++),donde :riar:i.. todos E== -5,0(=0I.'= .2 y {3= .4 
llotece que el comportonicnto en cston casos resulta identico al 

observado en lasrinterior r:r~.fica. 



La e;rá:fica IV-n se refiere a la vari:J.ci6n •le X con respec
to a (3 /(3', con; D<' = D{ "=· 2 y para E =-7, -5 y -4. Observece -o 
que de nuevo se tienen dos estado;; localizados para valores de 

~/\3' menoreo que l y que el com-porta:11ien.to de ln ener~ía se -
repite aJ. obtenido en IV-3, esto es, se tienen regiones res~
tringidas de~/~•, en las cuales para 

0 
mayores que los es

tados localizados son dos hanta .54, donde se mantiene un solo 
estado por debajo de la banda, caso contrario al de 

0 
menores 

que , en los que el estado que permnnece esta por arriba de 
la banda. 

De nueva cuenta, los estados que aparecen por arriba de la 
b31lda corresponden a valores de m parea y 108 que aparecen por 
abajo tienen m impares. 

En este caso las funciones de onda se obtienen de III-64 y 
repre. sent3Il funciones localizadas en la posici6n de la impure
za. La localización se ve afectadn si la energía del estado lo
calizado esta cerca o lejos de la banda permitida, siendo mas 

localizadas cuando estan lejos y menos en el caso contrario. 

En sumn no se tienen nuevos estados localizqdos para las e
ner,~:fo.s calculadas por III-56, reteniendose l.os dos yn obteni
dos y su comportamiento sigue siendo el mismo. 

Analicomoo ahora las energ:!ao de los estados localiz'.'ldos 
evaluadas por III-57. P~ra el efecto se tomo el mismo cristal 
observando ln variaci6n de X con r~spccto no<', gr~fica IV-9, 
a.emootrandose la exist:mcia de un estado localizado, el cu::ü -
aparece por abajo de la banda ~ermitida teniendo como m 1as im
pares. 

Uniendo ecte Último resultado con el icediatamcnte anterior 
tenemos que el prob1 cm::i. de la i:.rpurez::>. cuoti tucion<:>1 en el. ori
gen tiene la uosibilidad tle dar lnst.J. trc::i estados loco.liz'.lclos. 
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._ .................... 

Gráfica que re:_;resenta 1a var:iaci6n de X en :función de 1" 
razon (.?>/f-.', pura los casos en 1os que o<."= • 001 (-), • 2 (

--)y 1 .. 2 (+-+++),donde riara todos E.= -5,0l=OI.'= .2 y~= .4 

Uotece que el comporte.miento en ccto2 casos resulta identico a1 

observado en 1asnnterior gr~fica. 
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La c;ráfica IV-8 se refiere :;i la variación .le X con respec

to a @/(?;', con; o<'=D<."=.2 y para E =-7, -5 y -4. Observece -o 
q11e .J.e nuevo se tienen dos esto.dos localizados para valores de 

~/~' menoruo que 1 y que el comportruniento de la ener~ía se -
repite nl. obtenido en IV-3, esto es, se tienen regiones res--
tr:i.ngidas de~/~', en las cuales para 

0 
mayores que los es

tados localizados son dos hasta .54, donde se mantiene un solo 
estado por debajo de ln banda, caso contrario al de 

0 
menores 

que , en los que el estado que permnnece esta por arriba de 
la b'..l.rlda. 

De nueva cuenta, los estados que aparecen por arriba de la 
banda corresponden a valores de m pares y los que aparecen por 
abajo tienen m impares. 

En este caso las :funciones de onda ae obtienen de III-64 y 
repre sent:m funciones localizadas en la posici6n de la impure

za. La localización se ve afectada si la energía del estado lo
calizado esta cerca o lejos de la banda pcnnitido., siendo m~s 
localizadas cuando estan lejoo y menos en el cnso contrario. 

En sum~ no se tienen nuevos ostados localiz~dos para las e
nar~íns calculndns por III-56, reteniendose loo dos yn obteni
dos y su comportmniento sigue siendo el mismo. 

1'.nal.icemo o ahora las enerc;íno da los es !;ndos localiz'.~dos -
evaluadas por III-57. Pnra ol efecto se tono ol mismo cristal 
obsarvnndo l~ variación de X con respecto a.~·, Gr~ficu IV-9, 

deroontrandose la exist:?ncia de un estado localiza.do, el. cu:il. -
aparece por abajo de la banda vermitidn teniendo como m lno im-

pares. 

Uniendo eote Último resultado con el imediatamcntc anterior 
tenemos que el rirob1 em::i. de la inpurez2. :::·..intitucinn?l on al ori
gen tiene la uo?sibilidad lle dar hast.i tren estados localiz'.ldos. 
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X Gráfic:l IV-8 

.1 .2 .3 .:i .:4 .68 .3 .9 1 .1 .2 .3 

-3 
--------------------------

-4 

-5 

Gr~fic~ correspondiente al comportruniento de X con reapecto 

a 13 rnzon ~/~', para J.os casos; E. = -7 (----), -5 (-) Y -4 o . 
(++++),en los cu~1les E:= -5, D<=tx'=o<''= .2 y~= .·4. Est:i r;r'1-
.ficn muestr':\ l;:i m:istencia de c1os estados J.ocnliz::idos cuondo -

(3/(3' es menor C\tlC l. 
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Gr>ificn que muestra ln variaci6n de X con respecto n et..' y 

en la que E= -5, o<= .2 y (3= .4 • !'ara este cc.c.o oc tiene un -
sol·) estrtc1o localizado debido n IX.' o sea le. inter;ral de coulor.:b 

de los primeros vecinos :i la ir:mure:::a. 



67 

En este caso las funciones de oncln estarLl.n m8.s localiz3.dns 

en las posiciones -l y 1, o ser?. los primeros vecinos de la. im

pureza y se calculan a través de (III-65). Ademas, cuando los 

valores de l<i. energía de estos est '.J.doa se ale jan de la b::uill:'t -

clel bulto del cristal, las funciones de onda se h'.J.cen mas loca
lizadas.' 

En resumen, la prasencia d'e la impurezu introducida a tra
v~s de ca.rabiar el valor (o vnlores) de algún p;-u-úmetro (o pará
metros), modifica el espectro ilc e:10r~ía del mo<lelo ide::iliz3_do 
del crist!ll, co:010 s~ demue::;trri de los re::iultados expresados en 
lns ;:;ráfice.s IV-1 y IV-2, en ln.a que solamen·to se ha ca.-nbiado 
el valor de un ;io.rúrnetro y a}1arece un est~do localizado. 



e o N e L u s I o N E s 



La motivaci6n inicial de este trabajo fué la de resolver -
de manera completa el problema de ln impureza sustituciona1 en 
una cadena unidimensional. e infinita, hnciendolo dentro de la 
aproximaci6n amarre fuerte. La aproximaci6n incluye, el propo
ner como función de ondas una combinaci6n lineal de orbitales 
at6micos (C.L.O.A.), de donde se transforma la ecuaci6n de on
das en una ecuación de diferenciao y sus condiciones de fron-
tera. Entonces se tiene que la solución de esta ecuación de di
ferencias oerá solución del problema. Debido a que no se cuen
ta con un método específico do solución a las ecuaciones de di
ferencias en este tipo de problemas, se hace necesario la pro
posici6n de uno. En este trabajo se propone un método, el cual 
consiste en usar los argumentos y consecuencias de la obtenci6n 
de la matriz de dispersión como soluci6n. 

El método de la matriz de dispersi6n, se puede aplicar si 
ea tiene un centro dispersor de ondas. Este método se ha usado 
en problemas de cristales, ya sea en las soluciones de la ecua
ci6n de ondas del covimiento electrónico, como en las ecuacio
nes que rigen las vibraciones de red (moviniento nuclear), re
oulta entonces un c~todo ~~plio.monte difundido y justificado -
pnra cstoo casoo, sin embareo no oe ha usado de manera explíci
tn como método de solución de ecuaciones de diferencias. 

Ya que la ecuación de diferencias se ha obtenido a partir 
de la ecuaci6n de ondas, co de esperar que la soluci6n a estas 
en principio, deben tener las mismas características y aceptar 
los mismos métodos de solución, de donde resulta justificable 
el aplicar el método de la matriz de dis~ersi6n en las ecuacio

nes de diferencias. 

Entre las ventajas que ofrece el método µro~uesto, es que 
al resolver las ecuaciones de diferencias se obtienen de mane
ra directa los resultados si el cristal presenta imµurezas, es
to ocurre al aplicar las consecuencias de hacer singular a la 



matri2 de dispersi6n. Ademas el método se reduce a trabajar en 
la soluci6n de sistemas de ecuaciones. 3in embargo, cuando el 
nillnero de centros dispersores aumenta, también aumenta el nú-
mero de ecuaciones del sistema, por lo tonto el problema se -
complica y tal vez en algunos casos se tenga un prolema prácti
camente irresoluble. Es de hacer notar, que en problemas sen-
cillos (como los tratados en este trabajo), los resultados ob
tenidos presentan la ventaja de ser analíticos. 

Los resultados obtenidos al aplicar el método en el cris-
tal finito, son satisfactorios, ya que se encontró la misma -
relaci6n de dispersión p3ra la energía, que la reportada por -
Goodwin (ref. 4) y dentro de este desarrollo se contempla la
posibilidad de tratar el cristal semi-infinito. 

De la: aplicación del método on la red infinita con una im
pureza sustitucional, se obtienen nuevos resultados, que com-
plementan a los encontrados en la literatura. Estos se pueden 
resumir en los siguientes porro.íos. 

La presencia de la impureza en la red monoct6micn, se pue
de simular por la vari ci6n de alguno de los parámetros que -
definen al bulto del cristal; ya sea ln energía del estado ba
se o la integral de coulomb de alguno de lo átomos que consti
tuyen la red, lo cual rnodificn el espectro de energía con 1a -
aparici6n de una energía dentro de las brechas (ver grafs. IV-
1 y 2), con función de ondns 1oc~lizadas alrededor de la posi
ci6n de 1a impureza. Sin embargo, los resultados anteriores -
carecen de gcne~alidad, yu q~e el prablcou de la irnpuro~a en -
la red infinita, debe incluir tn.~to 1a codificnci6n de la enet-
gí~ del estado base ~ 18 integral de coulomb do nlguno de los 
átomos en la red como la de la intoGral U.e rc::;onnncia y ln in
tegral de coulomb de los primeros vecinos a ú::rt;e, solo cnton-

ces se tendrá caracterizada a la impureza dentro de la red, c:>

to dentro de la aproximación primeros vecinos. 



La impureza en la red infinta introduce la posibilidad de 

existencia de hasta tres estados localizados. Dos estados se -

deben a la energía del estado base, la integral de coulomb y -

la integral de resonancia asoiados a la impureza y el otro de

pende exclusivnmente del valor de la integral de coulomb de los 

primeros vecinos a ésta. Las funciones de ondas para los prime

ros estarán localizadas en la región de la impureza y para el 

tercero se localizaran en las re~iones de los primeros vecinos 
a la impureza. 

En términos generales, la. existencia de los tres estados -

localizados se puede asegurar siempre que; la integral de re-· 

sonancia asociada a la impureza sea mayor que la correspondiai

te para lo átomos del bulto, ademas de que la integral de cou
lomb de los primeros vecinos se mayor a la correspondiente de 

los átomos del bulto y que tanto la energía del estado base -

como la integral de coulomb de la impureza sean muy parecidas 

a las de los átomos del bulto. Si la integral de resonancia a

sociada a la impureza es menor que la de los átomos del bulto, 

se pueden tener solrunente dos estados localizados, uno de los 

cuales depende de la intceral de coulomb de los primeros veci

nos a la impureza y e1 otro que depende de 1n energía del esta

do base y lR inteeral de coulomb de la mioma, el primero aparo

c erá siempre por abajo de la banda percitida y e1 segundo si 1n 
energía del entado base do l~ i~pureza es menor que 1a de los 

átomos del bulto el estado aparecerá por arriba de la bonda del 

bulto y por abajo en caso contrario. 

En todos los casos, si el estado aparece por arriba de la -

banda corresponde a una m inpar y si el estado estú por abajo 

la m será par. Cuando el estado tiene valores muy cerca de los 

límites de la banda permitida este será menos localizado que u

no que tenga valores lejos de los límites y entre cas lejos -

el estado tendrá funciones de onda mas localizadas, osta últi

ma situaci6n se presenta cuando algunos de los parámetros pro-



pios de la impureza toman valores muy alejados respecto de los 
del bulto. 

Un resultado interesante, se obtiene para el estado local.i

do que depende únicamante de la integra1 de coulomb de los ve-

cinos mas cercanos a la impureza. Ya que en apariencia este es

tado es independiente de la presencia de la impureza, sin em--

bargo, precisamente la inclusión do 6ota os la causante de la -

oxistancia del cstndo, debido a la modificación del potencial -

en la rcei6o y por ende, la codificnci6n de la integral. de cou
lomb de los primeros vecino:J de la impureza. 

Debido a que en la literatura este· problema se ha tratado -

poco, nos referiremos ú';;.icamente al trabajo de Koster y Sla er 

con el fín de comparar resultados. 

Kostor y Slater, tratan el problema de la impurezn suponien

do que su efecto es el de una perturbación al Hamiltoni~io del 

cristal limpio. Al desarrollar la funci9n de ondas del cristal 

como una combinaci6n lineal de funciones de Wannier, transforman 

la ocu~ci6n de onda en ln correspondiente ecuación de diforen~ 

ci~s, la cuol os de segundo orden y hocogenen, en la que el e- ~ 
fecto de la iopureza se traduce en una sola condic6n de fronte

ra. Derivan entonces al mismo proble~a que se plantea en este -

trabajo, solo que con dos condiciones de frontera menos, debido 

a quo solo toman encuenta la modificaci6n del potencial en la -

posici6n de la impureza y por lo tanto tienen un problema menos 

"real" (olnro, dentro do las limitaciones del modelo). 

Pura resolver la ecuación de diferencias, proponen una so-

luci6n a la que imponen la condición de frontera y la de perio

dicidad, pudiendo entonces obtener funciones de ondas simátricas 

y antisimétricas y les permite contar el número de estados. Ca1-

culnndo el número de estados, encuentrnn que se les pierde uno 

para valores reales del n6mero de onda, el cual corresponde a -



a omnero de onda complejo y por lo tanto a estados localizados. 
En suma encuentran un solo estado localizado, el que no le ex
presan condiciones de existencia y que puede aparecer por arri
ba de la bandá del bulto del cristal. 

Es de hacer notar que al resolver la ecuaci6n de diferencias 
por un método heurístico, Koster y Slater pierden informaci6n,
ya que su ecuación de diferencias ad mite dos soluciones distin
tas y por lo tanto tienen la posibilidad de obtener hnsta dos -
estados localizados. 

Creemos por lo expuesto anteriormente, que la soluci6n y re
sultados que obtenemos, completan y mejoran a.1 trabajo de Koster 
y S1ater. Pensamos ademas, que al proponer un método de soluci6n 
a las ecuaciones de diferencias en este tipo de problemas, esta
mos en pooibilidades para encontraT un m6todo ~eneral que tenga 
la ventaja de ser analítico. 
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