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RESUMEN

t'E:n esta tesls se p:esenta.la.teoria.matematica de
S la interpol&cién de datos por medio de 'splines' (tiras).
A Adiciondlmenté se muestra la versatilidad de estos me-
ﬁodos para su aplicacién en la interpolacidn de datos geo=~
- £fisicos. k

7 "Se realiza una clasificacisn del tipo de tiras y se
efedtua una evaluacifn de la exactitud de los datos obte-—
nidos mediante esta teoria (precsicion de los datos inter;
poladosf utilizando datos gébmagneticos.

. Con objeto de cubrir dos de los pasos basicos en el

P£0cesamiento de datos geofisicos (interpolacion y confi-

guracion) se presenta ademas un algoritmo de confiéuracién'

de contornos.
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INTRODUCCION

Para la construccidn de modelos (gravimétricos, magneto
métricos, eléctricos, etc.) a partir de valores de campo uno de__
los primeros pasos en exploraciﬁn geofisica es el suavizamiento.
por medio de interpolaci@n Yy la configuraciqn en enrejados regqu--

lares de dichos valores.

La necesidad de interpolar los datos de campo responde_
a que la mayor;a de los métodos de Lnterpretaci§n de datos geoff
sicos suponen que éstos se encuentran regularmeﬂte espanciados._'
Esta condicifn resulta igualmente necesaria para los algoritmos_
de configuracién. Sin embargo no siempre los valores de campo

se encuentran distribufdos en una rejilla eguispaciada.

Es posible clasificar los métcdos de interpolacifén = =--
{Crain 1979) en dos categorias generales: los yétodos de superfi
‘cies matemdticas y las de superficies numéricas. Al primer grupo
corresponden los algoritmos cuyo propfsito es obtener una super-
ficie analftica gue pasa por los puntos de interés. Las superfi
cies numéricas en cambio tienen por objeto obtener un grupo dis-
creto de puntos interpolados a partir de sus vecinos. Es decir —Vf~
Qque la diferehcia estriba en que en el primer caso. calculamos —=-
los puntos a partir de la ecuacién de la superficie, mientras =-

que en el segundo dicha ecuacifén no es calculada.

Crain y Bhatta Charya (1967) realizaron una evaluacién_



CAPITULO 4
INTERPOLACION POR TIRAS
INTRODUCCION. -

Es conveniente iniciar este capftulo con una descrip-
cién general‘del enfoque a segquir. Supongamos que tenemos una
barra metdlica delgada a la que flexionamos obligdndola a pa--—
sar por los puntos que nos interesa interpolar. La curva gene
rada mediante este procedimiento la denominaremos tira o spli~-
ne upidimensional. Como demostraremos m&s adelante esta curva
corresponde a un conjunto de polinomios c@bicos cad% uno de. --
los cuales estd ubicado entre dos valores de campo. Dichos po~ -
linomios mantienen la continuidad de la primera y segunda deri
vada asf{ como la cohtinuidad del valor de la funcidén en log -~

puntos en que se Gnen.

Las tiras cGbicas bidimensionalas comprenden en eseé
cia el mismo concepto. Se trata de la generacién de uné super
ficie mediante la flexién de una placa metilica delgada que ~—
obligamos a pasar por los puntos que deseamos interpolar. Exis
ten en.general dos procedimientos distintos para'generar est?s
Vsuperfidies y por ello resulta conveniente dividir a las tiras
bidimensionales en dos categorias: las cuasi-bidimensionales y
las estrictamente bidimensionales. La diferencia estriba en --
que las superficies del primer grupo suponen que los valores =
'dé.campo estdn m&s o menos distribufdos en torno a lineas para

‘leias'(por ejenmplo lfneas de Qualo), mientraé que el segundo -
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‘de'la eficiencia y exactitud de varios de estos mé&todos, conclu
yendo gque desde el punto de vista de la eficiencia (exactitud -
de los datos interpolados) los algoritmos de funciocnes cuaérati
cas de peso medio resultan Sptimos. Para andlisis cuantitativos

. de mayor precisién, encontraron que los métodos mis adecuados -
soﬁ losque utilizan ajustes de minimos cuadrados mediante poli-
nomios ortogonales generados por el procedimiento Gram-Schmidt.

iEn trabajos posteriores Battacharya (1969) propone un método de
interpblacidn'basado en una -forma particular de supercicies de__
orden cﬁbico. De acuerdo a este autor este método resulta mis -

exacto que el de polinomios ortogonales.

El trabajo- de Battacharys induce distintas publicacio~
nes que constituyen en esencia variaciones a su algoritmo (K.L.
Rasnussen et al. 1979, Heising et al 1971, Thomson R.F. 1970, =

etc.)

Investigaciones posteriores de la teoria de tiras (J.-

Duchon 1975, Paihava et. al 1976, Greace Wahba 1980 etc.) arro-

jah nuevag formas de construcci§n de las superfibies. Estos _—

ﬁrabajos no constituyen solo alteraciones a la formulaciQn de -

_Battacharja, sino que fundamentan la construccibn de las super-

;,ficieﬁ analfticas en principios esencialmenté distintos. Hasta_

" ’_donde tenemos conocimiento estos algoritmos no han sido evalua-
dos (exactitud de los datoé interpolados; tiempo de procesamien

to empleado) para modelos geofisicos.
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En el presente trabajo se pretehde hacer una Qevisién_
de la teoria matemdtica de las tiras con objeto de tener una.vi
sipn‘conjunta de las mismas hasta publicaciqnes recientes. Si--
guiendo este prop§sito el trabajo esta organizado partiendo de_
las formﬁlaciones mgs simples (ie unidimensionales) para arri--
bar_postericrmente a formulaciones m&s complejas de cardcter bi
dimensional se propone as; mismo una clasificacidén de los disg—-
tintos métodos en dos categorfas generales que nos permite dis-
tinguir dos formas de construccién de las Buperficiea de inﬁer?

' polacidn, cuyos fundamentos son distintos.

: Asi mismo el presente trabajo se propone evaluar la ~-—
exactitud y presicifn de la interpolacipn portiras para modelos
geoﬁagnéticos en distintas condiciones. El objeto de este dlti
mo punto consiste en tener algpn indicador (aunque sea en base_
a modelos particulares) de la eficiencia y exactitud de esta --
forma particular de interpolaci@n de datos. El cargctér particu
lar’de la evaluacidn hace imposible responder con exactitud a -
una pregunta bédsica: ¢al utilizar interpolacifn por tiras gue -~
precisién y eficiencia se alcanza? De hecho nuestro objetivo -
consiste simplemente en dar una indicaciqn particular que ayude.

a ubicar a un posible usuario de los sistemas de interpolacién.

Entre los objetivos se encuentran también el de esta--
blecer ante el lector las limitaciones de los distintos métodos

deital #uefte que pueda'éoncluir con mayor facilidad que algo--,ﬂ'



- 4 - ‘
’-titmos de'interpolaciQh por tiras fallar:ah ante sus necesida--

des concretas y cuales no.

El presente trabajo intenta cubrir mediante programag_
dos pasos dentro del procesamiento de datos geoffsicos que re=~-
sultan fundamentales, a saber el de interpolaci6n de datos y el

de configuracifn de los mismos.

En relaci6n con este filtimo prop6sito se discute un al
goritmo de configuracién de contornos o isolineas gue cubra el_

aspecto de ggafxceoion.
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grupo parte de una distribucifn aleatoria de puntos en el plano
La idea que da fundamento al primer grupo ({(cuasi-bidimensional)
es qué ia tira cdbica superficial se puede construir a partir -
de conjuntos de splines unidimensionales. El segundo grupo {el_
estrictamente bidimensional) se construye en éambio a partir de
la minimizacifén del cuadrado de la curvatura de una superficie_-
sujeta a la condiciQn de que pase por los valores de campo que

se desea interpolar.

Es decir que el segundo grupo Se construye a partir de
un'concepto bidimensional mientras que el primer grupo parte de
un concepto unidimensional para llegar a la obtensidn de una su

perficie.

Desde 1960, las funciones de tiras han sido utilizadas
para la interpolacifén de datos geoffsicos irregularmente espa-—
~ciados sobre una l$nea ( Ahlberg, Nilson y Walsh 1967). =~
La interpolacién por tiras se ha extendido exitosamente al tra-
tamiento de datos bidimensibnales distribufdos en una rejilla -
regular (Battacharyya, 1969, Heissin, Lee Price y Powers, 1972,
‘Doélgy 1976). Simultgneamente se formularon algoritmos para la_
intérpolacién de datos, aleatoriamente distribufdos en él plano‘

(Brigss 1976).

En 1979 RasMussen y Harma reportaron: "Distintos auto-

“ 'res han dado ejemptos pricticos para demostrar la eficiencia de

las tiras como medios de interpolacién para producir mapas de -
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cbnfiQuraciﬁn resultan cualitativamente meﬁores que los dibuja-
dos manualmente, dejan sin contestar una pregunta bdsica. Esto_
es, ¢que tan precisa es la interpolacién en términos de errores
absolutos? Hasta donde sabemos esta pregunta no ha sido tratada
anteriormente"”. Dichos autores realizan una evaluaci®n numérica
del problema con base en modelos (comparando datos exactos gene
rados por el modelo con datos interpolados por medio de tiras),
concluyendo que para distintos cuerpos y condiciones la interpo

lacidén por tiras resulta excelente.

Cabe destacar sin embargo que esta respuesta se limita
a algoritmos cuasi~bidimensionales, es decir a algoritmos de la
primera categoria. Como sefialamos estos algoritmos no pueden ==
‘aplicarse a distribuciones de datos completamente aleatorios, =

mientras que los métodos estrictamente bidimensionales si.

En términos generales tenemos dos fuentes de error de-
bidb a la aplicacién de los métodos del primer grupo, a distri-
buciones de datos cercanas a lfneas paralelas: Primerc que los_

datos no caen exactamente sobre una lfnea y segundo que las lf-

neas no son exactamente paralelas.

‘BEstas limitaciones no se presentan en los algoritmos -~
estrictamente bidimensionales y por ello es de esperarse que la
exactiﬁud de la interpoiacidn mejore para estos métodos. Hasta_

donde tenemos conocimiento, no existe, sin embargo, una evalua=
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de la eficiencia y exactitud de estos algoritmos,v

En este capitulo se expondrdn los siguientes temas:

i.~ Tiras cfibicas unidimensionales

2.« Tiras cuasi—bidimensionales

3.~ Tiras estrictamente bidimensionales




1.1 TIRAS UNIDIMENSIONALES

En esta seccidn dedicada a estudiar el tratamiento del
caso m;s simple de interpolacién por tiras se desarrollan dos -~
enfoques para llegar a la const;uccién de ellas. El presentar -~
la exposicifn de esta forma obedece a la divisién que estableci
mos en la introduccidn para los métodos de interpolacién bidi--
mensional. Ambos tratamientos tienen su equivalente en el caso_

unidimensional. .

En el primer enfoque se parte ﬁnicamente de considera-
ciones ﬁatematicas. Se plantea el problema de ajustar una curva
compuesta por polinomios c@bicos a n puntos distribuidos en R?
Cada polinomio se ubica entre dos puntos de la distribﬁcidn de-
biendo cubrirse’ las siguientes condiciones en los puntos de - -
unidh de los polinomiosidebe existir continuidad de la primera_
y séguhda derivada.Como se demostrari la curva construfda de es
ta forma, que se denomina tira unidimensional, es Gnica cuaﬁdo_

se fijan los valores de las primeras derivadas en los extremos.

El segundo enfogque parte de un concepto'#ariacional} -
En este‘caso se plantea la obtencidn de la curva que :esulta de_
flexionar una barra metalica delgada; de tal modo que éasa por_
- los puntos de inte:és. De acuerdo al principio de minima accién
de Hamilton la curva\obtenida de este modo serd aguella giue mi-
nimice la energfa de flexi6n de la barra. Se desea entonces ob-

'teher una funci6n que minimice la integral de la diferencial de
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enerqga Y que al mismo tiempo pase por los valores de campc a -
partir de los cuaels se desea interpolar. Para el caso de una =~
barra metilica delgada la diferencial de energia es proporcio--
nai al cuadrado de la curvatura (L. Elsgoltz 1975). Como se de-~
mostrarg la solucién variacional asf{ planteada corresponde a un
conjunto de polinomios cfibicos, que mantienen la continuidad de
lavprimera derivada, de la segunda derivada y del valor de la -
funcién. Es decir que la solucidén es precisamente una tira ctbi

ca unidimensional.

1.1.1. Enfogque basado en el ajuste a una curva compues

ta por polinomios.ctbicos.

SupSngase una distribucién de puntos Xi, i = 1, ..., n

(Xi=3, < %i) y un conjunto de funciones u (x) que asumen los va-

lores Ui, i=1l..n en dichos puntos. La funcién de interpolacién,

como se sehals, estd formada por polinomios ctbicos en cada in
‘tervalo [X; ,, Xi]. Llamaremos Pi = U'(x) a las primeras deriva
das de la'funcign en las junturas, es decir de los puntos donde

1las cfibicas se conectan.

La proposicién bédsica que queremos demostrar es la si-
guienté:'para cada ccmjunto’{Uo,Ui...UI.Po, PR} existe un y solo
un .u(x) es (x,xo...xi) tal que u(x;) = ui i=0,...,I u'(xo) =Po;

u(xI) = PI

Para -llegar a este resultado es preciso primero simpli
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ficar la situac;dn. Como sefialamos partimos del conocimiehto de
-los valores del polinomio en los puntos juntqra y de las prime-
ras derivadas del mismo en los extremos. Veamos en primer lugar
que ocurre con el polinomio entre dos junturas. Dado que traba-—
jamos con un polinomio de 3er. grado las incognitas que tenemos
son las cuatro coeficientes de P. Hagamos transitoriamente una_
suposiciéh m&s fuerte sobre los datos de que disponemos: parta-
~ mos del supuesto de que dados dos puntos junturas contiguos, no
solo conocemos el valor en ellos, sino gue ademds conocemos ias
primeras derivadas. Esta suposicién transitoria nos permite ver
un- hecho inmediato: a saber que dades dos>puntos juntura tene--
mos cuatro ecuaciones lineales yv4 coeficientes que son incégni

ta.

'Es‘pausible suponer que dados los valores en dos pun=-
tos y sus priﬁeras derivadas existe un y solo un polinomio cftibi
co entre ellos. Para encontrar la expresidn del polinomio parti
remos del sistema de ecuaciones lineales (1.1). Posteriormente_
veremos si el determinante es distinto de cero para demostrar =
la unicidad de la solucién. Encontremos entonces la expresiéh -

.del polinomio, Supongamos que tenemos dqs junturas a,b entone--

ces:
Cla) = a,
C'(a) = o,
c(b) = aot ay (b-a) + ay(b-a)? + ay (b-a)®
V C'(b) = ay +2 Qz(b-é) +3 «:uv(b-ts‘)’2



etonces: )

C' (a)

o o o -

C(a) 1
c'lay| 0
¢ (b) 1
c'(b) ;]
ﬂwcta)
C'{a)
C(b)~C(a) - (b~a)
Jcr(b)-C' (a)
Sea:
'*‘M;
ent: —:‘
. [
s
H‘ - 0
. o
,_,,‘o.

o o o

b-a

o O = O

o O = O

o o + o

'-;12-

{b-a)?

1(b-a)

{b-a)?
(2 (b-a)

0
0
(b-a)?

.2({b~a)

()
.0

3(b-a)* /D(M)
2(b-a) /: D(M)

0 o

0 ay
(b-a) ? a2
3(b-a)? az)ys

: 4 J

0 ao

0 ‘ ay
(b-2)* | |az
3(b-a)? | |y

0
o
(b-a) ¥
3(b-a)2
0
o

(b-a) /D (M)
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- donde: o
. . {b-a;} 2 {b-a) ¥’
D{M) = Det(M) = det
o : 2 (b~a) , 3(b-a)

(b-a) ? 7 3(b-a)}? =~ 2(b-a)} (b=-a)?

‘= 3(b-a} -~ 2(b-a)* = (b-a)* v:
1 0 0 . 0
. ! Q 1 0 1]
.M = . - 2 -3
R 0 0 3{b~a) -({b=-a}) ,
) 0 -2(b-a)”~’ (b-a)~

para demostrar la eiistencia basta probar que el determinante =
de-M =xo0 para ax b: y
. -2 -3
i PRy "] .3(b=-a) - (b=-a)
o Det (M ) = det -, .
A : | -2(p-a)” (b-a)~

i " -t -
= 3(b-a) -2 (b-a) = {b-a) =z O
lpéra‘ehcontrar el polimonio hay que’resolver el sistemas

@ = (M) T donde:




- 14 -

= {ao | ¢ (a) ]
al y T = C'(a)
a2 C(b)~C(a)—~(b-a) C' (a)
{a 3 C' (b)-C’ (a)

Es decir: o0 = C(a) .7 al = C'(a) Y

e 3 (C(b) - C{a) - (b-a) C'(a) - 1 - (C'b-C'
.9 2‘_ — a a a L v a)’

=2 (C(b) - cla) - (b-a) C'(a) +

- {c' {b}-C* (a))
a3 = ~ 2
tb-a) ‘ (b-a) .
O seazs -
' 3 3 cra-—p "%
= Lo - .a - -
2 = a? 9% T T b-a
3 . _3C'a+C'b -C'a
= | -C) -
(b-a) % a. : b-a
3 2C'a+C'b_

Bk ayrre ) ‘Cp "C) - Tp=a - Y

-2 2 Cla +C'h - C'a
(Cy~ +
 (b-a)? < (b ~a)?
, o c'a + C'b
a 3= (Cy~ +
! (boa)? v r—

o :Entonces substituyendo los coef. en la expresién general de un rf

polinomlo ctibico, obtenemos-~‘
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Clx) = Cla) +C' (a) (x-a) +3 E(B) =.Cla) _ cib) + 2¢'(a)
: (b-a) - e

\

=2 (Ctb) - Cla)) + C'(a) + C'(b) (x-a)3 (2)

(x-a)% + 3
{b-a) (b -a)

Que es la expresiﬁn del polinomio entre dos junturas a y
b. Hasta este momento sabemos que dados dos puntos y sus deri-
vadas hay un y solo un polinomio ctbico que pasa por ellos. No
es diffcil ver que si tenemos n puntos y sus primeras deriva-~
das éntonces existe un y solo un conjunto de polinomios ctbi-~-

cos que pasan por ellos:

Ahora bien hemos supuesto que en cada Ui'tenemos el va--

lor de la primera derivada. Esta condicidn hace queAelmétodb -
sea poco prédctico pues en general Fendremos los valores de cam
po (mégnético, gravim&trico, etc.) pero no las derivadas en --
ilas Junturas. Existe sin embargo una forma de obtener las pri-'
meras. derivadas en las junturas si suponemos dos cosag; a) que
conocemos lasprimeras derivadas en el primero y el Gltimo pun-
to .y b) que la curva formada de polinomipé tiene continuidad -~
en la segunda derivada. Esta dltima condicién se traduce en 1§

introduccién de un nuevo sistema de ecuaciones lineales que --
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nos ﬁermite obtener las primeras derivadas intermedias; Pz...

P . Por comodidad supongamos primero que tenemos 3 puntos -~

n-1

xo, Xy xz y sean V{X) y W(X) polinomios cfbicos que satisfa-

cen; Uy = ¥V (X)) =W (X;) y V' (X;) = W' (X;) = P,. Derivando_

dos veces la ecuaci@n {2) y haciendo a = xl; b-xo obtenemos:

’ v

VUK = A;: 3[""‘ m—{ 1 . V(X)) - zp]
s y [+]
-2 l;v(xz) - Y

WK) = & 3L = - W'(X,) - 2B

i
Suponiendo continuidad en la segunda derivada, ésto
es igualando las dos ecuaciones anteriores obtenemos:
bXy VX, 4+ 2 axy + X, ) P

1
1 ¥ Axow (xz)

22 wx)-u) o+ % U, - vix))
Axl 2 L Axo i ()

Que es una ecuacién de recurtencia gque nos permita -
calcular la derivada intermedia Pi. No es dificil ver. que este

resultado es generalizable, Esto es que:

+ 2 (oXd + 8X;_4)PL 4 Xy 4 Pirl

Axigi-l
’ o AU :
=3 peX Ly ADL L g i-1 | 3.3...1-2
%3 3%,

COnrl—i‘inCanitas. Pi i=l,...,I-1l; Este sistema 1li
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neal tiene una matriz tridiagonal que es estrictamente diago--
nal d;minante, por ténto (M. Marcus 1962), ﬁiene'dnicamente -
eigen valores distintos de cero. Es decir gue se trata de una_
matriz singular siendo por tanto linealmente independientes --

las I-1 ecuaciones con esto quedan determinados de forma dnica

las Pi, im=l...I-1 inc6gnitas.

Con lo anterior queda demostrada la proposicién que_
hicimos al inicio de la secci@n. Da hecho hemos visto que si -
' conocéﬁos Ui y Pi i=mo,..., I tendremos exactamente un conjunto
‘de polinomios cdbicos con junturaskxl...xx que satisface = -~ =
U(xi) "Ui' Pero por otra parte hemos visto que si pedimos con
tinuidad de la segunda derivada en las junturas, basta tener -
las primeras derivadas en los extremos para tener las Pi reg--

tantes.

Resulta inmediato entonces, que basta pedir la conti
nuidad de la primera y segunda derivada en las junturés para -
tener exactamente un polinomio cdbico suave a pedazos que asu

ma los valores Ui en U(Xi)

NS
' M
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1.1.2. Enfoque Variacional
abordaremos ahora.el problema desde un punto de vis-

ta varijacional. Como se sefialo al principio de esta seccion -
en este segundo enfoque nos planteamos 1la obtension de la cur-
va que resulta de flexionar una bafra metalica delgada. Dicha
curvé debe pasar por los puntos que se desea interpolar. Para
su obtensinn acudiremos al principic de minima energia de Ha-
milton , es decir , que la forma que asumira la barra deforma-
da sera aquella que haga minima la energia de flexion. Esta -
energia, como se menéioné'es proporcional al cuadrado de la cur-
vatura. .

La fqrmulacion matematica de lo anterior equivale a en
contrar una funcion g(x) que minimice la funcional 1.1 y que.-
satisfaga que g(xi) =Yi s i=0,...,n donde y; son los valores

de campo conocides y X3 las coordenadas de dichos valores.
te l 2
J = (g''(x))" dx

Existe un conjunto infinito de fanciones que pasan por

yi en las coordenadas X; » pero s0lo un subconjunto de ellas -
tiene la caracteristica de que ademas minimiza la funcional J.
para comprender cualitativamente el tipo de curva que buscamos
recordeﬁos que la curvatura se define como la variacion de la -
pendiente al variar la longitud de arco., Estamos interesad6§ -
entonces, en una funcion g que haga minima la pendiente en to-
dos y Cada una de las diferenciales de longitud de arco. Se pue&e

decir que la‘curva'buscada es aquella que tenga ﬁariaciones1w6nosAatrupté$'
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‘de la pendiente, d'bien la curva mds suave que pase por los pun--

tos de interés.

Procedamos ahora a resolver la funcional 1.1. quere~
mos encontrar una trayectoria de integracién que Vaya de (xo,
g(xo)) a (xn,g(xn)) que minimice J. Para ello asumiremos la ==

existencia de una trayectoria éptima g(x)}, esto es una trayec~-

toria aceptable para la cual J sea un extremo. Se trata enton-
ces de comparar J evaluada en la trayectoria dptima (desconoci -
da) con las J obtenidas de trayectorias wvecinas.En la fig. 1.1
se muestran dos posibles trayectorias. la deferencia entre --—
ellas para una x dada se llama variacion de J, ¢y.La 8y se pue
de describir conven;entemente sl introducimos una nueva fun--~-
cién h(x) que defina la deformaciﬁn arbitraria de la tréyecto-
ria y un factor de escala a que defina la magnitud de la va«-~
riaciQn. La trayectoria variada o vecina a la Sptima ser§ ene=-

tonces:
g(x'o ) = g(x'o) + Qh(x)

con la introduccién del parfmetro a es posible cambiar la forma

de g{x,a) de manera completamente arbitraria pero manteniéndo-
la infinitesimalmente cercana a g(x,0), 'si hacemos « suficiente

mente peqﬁeﬁo.

. ' Téﬁémos g{x,0) como la trayectoria desconocida que -

minimiza J y g{x,c) como la trayectoria vecina. £ntonces la _—

funcional J serd ahora funcién de un nuevo parimetro a:



X
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1.1 J(a) -=f (g"(x,0) + a h"(x))? dx

La condicién para encontrar un valor extremo es:

da

1.2 [ aJ(c)] 20 -0

La ecuacién que nos proponemos resolver quedard:

[ 3% j. (g"(x) + o h(x))? ax ] =0
' X a=0

Ahora bien hay que recordar que hasta este momento -

no nos hemos referido a las constricciones o restricciones a -

[

las que estd sujeta la barra, ésto es, al hecho de que g(xi)
.Yi para i=0,...,n. Antes de proseguir con el tratamiento mate-
' md3tico de las condicicnes de contornc nos plantearemos una ge-
neraiizacién de las mismas. Hasta el momento se ha considerado.
que la barra deformada debe pagar por los puntos Yi en las - -
coord. Xi. Se puede considerar sin embargo que la barra pase =
ﬁot_una vecindad de estos puntos. Esto equivale a permitir que
‘la curva de deformacién de la barra sea m§s suave. El grado de
suavidad aependerg del radio de la vecindad en cada punto, de_
 .£a1'modo,que cuando el radio es cero obligamos a la barra a pa =

é&r por los puntos Yi.
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Lo anterior lo podemos expresar obligéndo que la fun

cibn g(x) cumpla con:

[g(X%}){—Yi}’s s

n
1.3 b
i=0

El pardmetro 4Y¥i nos permite fijar el grado de suavi
.zamiento por punto, mientras que S es un factor que multiplica

a todos los radios de las vecindades.

N6tese que la desigualdad 1.3 se puede expresar comgQ

una igualdad con ayuda de un paréimetro ¥ arbitrario:

, n
3 Y 2
1.4 pA [g(xx) Yi] = S - g
. i=o sY4

el valor de 8 controlard que tan cerca de Yi se encuentra el_

punto de deformacidn.

Ahora bien, para tratar las condiciones de frontera -
1.3 desde un punte de vista variacional es necesario introducir
losbpérémetros de lagrange. La idea b&sica consiste en introdu-
cir directamente en la funcional 1.2 las condiciones de fronte~
ré 1.3

Es decir que se considera el problema de encontrar --
una fﬁncidn g{x) que no solo minimice la integral J sino que si
" mult&neamente cumpla con las constricciones. De (1.1) y (1.4) -~

" obtenemos:
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n

. X, ‘ ~
s aof wrente s wlfoangn ] )

=

Los multiplicadores de Lagrange P obedecen a que si_
miniminizamos ﬁnicamente la parte integral de la ec. 1.5 obte-
nemos. el minimo global, mientras que al introducir P foxzamos_
a encontrar la extremal {(mdximo o mfnimo) sujeto.a las condi~—
ciones de frontera. En la fig. 1.2 se muestra para una super-
ficie dada el mfnimo global (xo, Yo) y al nmismo tiempo el mi-

nimo relativo sujeto a la condicidén de frontera Y(X).

Por otro lado a la barra no la estamos obligando a -
pasar por los puntos sino por una:vecindad de ellos. Nuevamen-
te podemos encontrar distintas scluciones que estén dentro de_
la vecindad. Dado que la cercanfa de la funcifn a los Yi estd_
controlada por 8§ {ec. 1.4) pediremos ademis que su cumpla:

aa(s)] =0
1.7 38
Es decir que g(x) pase por la vecindad pero lo mis ~

cerca posible de Yi.

Las ecuaciones 1.2, 1.5, 1.6 y 1.7 nos permiten en--
contrar la funcién g.

‘De 1.2 y 1.5:
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X n
__3. I f n " " 2 L s 2
ax - (gn(X) + Ah"(X))° ax + P ,_, [g(x1)+61\¥i(x;)-¥i]
; . :
+ B - s] =0
Am0

el primer término de esta ecunacién es

X _
m [3-; f T gM? 4 2 Agmam AR") 2 dx]
’ X, A=0
= [2f i g"h" + 2 fxn A (hw? dx]
xa ’ xo A=0

- ) x .
: n
= 2 f - g"h"dx
e xo

‘ yrel segundo

s { ]

é Ao
N n N N
‘= 2P [ P h(Xi) q(Xi)=Yi+ Ah(Xi) ]
. Y.

A=Q -
‘ 20; tanto nos queda la expresién:
xn‘ ' n

. g"hax + P L g(Xi)=yi o
9 b - e TR
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el primer término de esta expresidn estd integrado sobre todo_
el intervale, tomando en particular la integral de ¥Xi a Xi+}l -

para i arbitraria obtenemos:

CXi+l Xi+l O Xi+l
f g"h"ax = _f g"' h'+ [g"h' ] ax
Xi Xi ©oxi
perov '
Xi+l Xi+l , Xi+l
,_f g"'h'dx = f g""h + [ g"th ] dx .
X4 Xi ' Xi S
Por tanto:
Xi+l Xi+l : Xi+l Xi+1
f ~.g"h" =4 f g""hdx - [g"‘h] + [g"h']
CXd o i Xi - Xi

De donde se ve que para todo el intervalo:

Xn

C evmaxa X
i

[ g" (Xi+1) + h' (xiss) - g"' (XI+1)h(Xi+1)
: XO"> . is=0 ) . )

—{(g"(xi)_;-h' (xi)_ - gnr(xi)_ h(xi)_)}'] +

n
2 P .p gixi) - ¥i h(Xi)=0
° syi?

ahb:a‘bien dado que h (x) es‘continua:
,h(Xi)+ = h(xi)_ y h'(Xi), = h'(Xi)_
:Pdr tanto: ‘

f ~g"" hdx + h'(Xo)g"(Xo)_ + h' (Xa) g"(Xn) .. -
Xo - : . S
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+ h(Xo)_ g"'(Xo)_ + h (Xn), g"' (Xn), + £'h'(X), -[g"(Xi)_—
g"(xi)+]

+ 2p L h(xXi) g(xi) - yi _ 0
syi?

S1 suponemos que las derivadas en los extremos de la
_barra son cero, es decir que estd empotrada entonces la ec. an

terior se reduce a:

xn

. n-1

f— g"*h(x)dx + £t h'(x) [g"(xi)_ —g"(xn,]
'xo i=1

+ ;. hxi) [(q'"(Xi)+—g"‘(xi)_ + 2P L"%:—d-'l%]=o

Bhora bien dado que la funci6én h{x) es arbitraria --
los términes en h(Xi) y h'(xi) son linealmente independientes.
éor otra parte los términos de la sumatoria contienen solo va-
lores discretos de h mientras que la integral comprende todos_
los vaiores de h(x) entre Xo y Xn. La dnica pcsibilidad para -~
qﬁe la suma de estos tres términos sea cero es que lo sea c&da

uno de ellos por separado:

Xn

fr g""(x) h(x) = 0
Xo :
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h

L h'(Xi) [ grxi)_ - g“(xi)g =0
i=1 . )

- g h(xi) [ (g™ (Xi)".- g“'(xi)_; + 2p _SJX_i.L:!!-.__] =0
s Y42
Usando nuevamente el hecho de que h(x) es arbitraria
y recordando que si la segunda derivada de una funcidén en un -
puntoves continua, también debe ser continua la primera deriva

da en ese punto, obtenemos:

1.9  g"™(x) =0 Ecuacifén Euler - 'Lagrange

- g"' (X)), - gt (Xi)_ 29[._3_(5%_)2_;:_!&_]

g" (X1) .~ g" (Xi)_ =0 ,
g' (xi) = g' (Xi)_ = 0 T B
L g(XL) = g (xXi)_ =0 | ‘

Una solucifn de la ecuacitén 1.8 es:

S Gy (x) = al + bi (X~-Xi) + Xi (X~Xi)}? + di (Xx=xi)?

La determinacifén de las constantes de este polinomio

lo,tenemds a partir de las condiciones de continuidad 1.9.
La continuidad en la segunda ;eriQada se puede expig‘
sar como: Co

g" i (41D = gy (XE4D)
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.donde::

Fpi41(®) = 2°Cyy +.6 4y, (X=X, )

g",;(X) =2 Ci+6ai (X-Xi) por tanto

di= E&i%_%ggi -1.10~

2y
de la continuidad de g°{x),obtenemos:
9% g1 Bygg) = Gy (X 54q)

de donde:

bi = E-‘-*%—Tli’— - cihi - agnha? 1.11
~..de 4a co-tinuidad en la primera derivada:
1 s
9 eirr (Xi41] = 9y (Xyygy
b; .- bi = 2 Ccihi + 3dihi?

‘manipulande esta Gltima expres;én y-utilizando las ee. 1. 10,

Ty 1.11 obtenemos:

| hi
il [‘—‘-33—1-] +2 (ri-+ni) i+ cin { ‘5"} =

o laitl ai ai ai-1 " -
= [ hi ~ hi ~ hi-1 “"h"i-"f} 1.12

por ﬁltlmo utlllzando la continuidad de la tercera derlvada;

ghe (Xi41) - g"' ,(Xi-1) = 2P ai-yi
) xi+1 Gyii
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de donde:
6(di-di+1) = 2p 2izyi
syi?

-utilizando la ec. 1.10 obtenemos:

1.13

ci-1 _ _ci ci , citr | _ Pplvi-ai)
| RIFT ni-1 hi hi

8Yi?
Las expresiones 1.12 y 143 se pueden escribir en for’
5 maim&tricial s5i hacemos las siguientes definiciones:
C= (Ci.,.Cn-1)T
T
Y= (ao...an)

D= diag (8 Y ... §¥)

T una matriz tridiagonal de orden n-1:

7 Tii ,= 2 (hy 4 + hi)/3, Ti, i+l = Tig1,1 = hi/3
Y Q una matriz tridiagonal con: ' ' o
' qi-1, i= 1/hi-1, gii = = 1/hi-1 ~ 1/hi , qi+l,i = 1/hi-
de acuerdo a estas def. la ecuacién 1.13 queda como:

2

Qc = PD"° (y-a) - 1.14 =~

Yy la ec. 1.12 como:

Tc = Q.a - 1.15-
»Paralseﬁarar la variable ¢ multiplicamos la ec. 1.14 por gaz:

g piqc

]

QP (y-a) }
¢ plac + B0 a = A ¥ y usando  1.15
‘ (b2 +PT) c=P20" vy . 1l.16
. ydel.uas | L
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a=y-plpic 1.17

Por tanto si conocemos el valor del parsmetro lagran
giano P, entonces a partir de la écuacidn 1.16 podemos cbtener
el vector C y de la ec. 1.17 el vector a. El resto de los coe-
ficientes bi y di los podemos calcular de las férmulas de recu
’trencia 1.10 y 1-11. Con esto tenemos determinados los valores
ée los coeficientes del polinomio cdbico en cada intervalo. -
bﬂasta aquf hemos supuesto, sin embargo, que conocemos el valor

del multiplicador de lagrange P. Para calcularlo recurriremos

a las e. 1.6 vy 1.7

Ahora bien de acuerdo a la ec. 1l.4:

n 2
[ ai - ¥i

=T =s -8  1.18

z

i=0

¥ de acuerdo a 1.6 %%— = 0 de donde

P8 = 0 1.19

La‘ﬁafte derecha de la ec. 1.18 la podemos expresarx en forma

ﬁaﬁricial:

-~ 2 ) i
g [2&%%3]2 = [(a -y)D ].' pero de acuerdo a la ec.
1.17 a~y = =P *D*Qc por tanto:

< .1 2 2 w2 ) s
‘=D P D QCl] = [P DQC] ahora' bien, por 1.16

“ba(a™’e +pm) PQT V1°



_28-
Por tanto si, por ccmodidad, definimos la funcidn F
(P) como:
1.20 F(®) = |pQ (@tD'Q + PT) Qt ¥| entonces la ecuacibn -~
1.18 queda como: |

1.21 F*(P) = s~ B2

Para determinar el multiplicador de lagrange P obser -
vamos que de acuerdo a la ec. 1.19 P§ = 0. De donde P=o S 8=0.
El primer caso, que significa que las condiciones a la fronte-
ra no influyen en J, nos reducen el polinomio a una recta. En_
efecto, combinando las ec. 1.16 y 1.17 obtenemos:

a =y - D2 (0 n%g + pT) -id'y
Yy como P=0

T

a =y - D2o(d D%Q) T!Q Y.

El segundo caso, o sea cuando 8 = 0, nos conduce de_
acuerdo a 1.21 a: ‘

F(P) = S k

La solucidn de esta ecuacifn nos permite obtener el
,.valor de P. Con esto queda completamente determinado el ajuste

de interpolacién.
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1.2 TIRAS CUASI-BIDIMENSIONALES

En el método cuasi-bidimensional se trata de obtener
una superficie cGbica bidimensional a partir de tiras unidimen
sionales. Iniciaremos el tratamiento de esta formulacién consi
derando que se tiene una rejilla regular que se desea interpo-
lar. Es decir, que como punto de partida, no nos plantearemos_
el problema de generar una rejilla regular de puntos,partiendo
de una distribucifn aleatoria, sino que abordaremos el proble-
ma considerando que la rejilla y a es regular. Posteriormente_

replantearemos el problema cuando esta hip6tesis no se cumple.

Dado que tenemos una malla regular, aungue no necesa
riamente equiespaciada, podemos considerar que se tiene una se
rie de lfneas rectas paralelas al eje 'X'. Sobre estas lineas_
podemos ajustar tiras unidimensionales para obtener puntos - -~
equiespaciados en la direcci6n de las ordenadas. Con &sto, lo-
gfamos que la rejilla esté interpolada y regularizada en la di
reccifn 'X' pero no en la direccifn 'Y'. Para lograr €sto flti
mo ajustamos tiras en la direccién Y interpolandc con un AY ax

bitrario, el resultado es una rejilla equiespaciada.

Matemiticamente &sto equivale a realizar una composi
cién de tiras ortogonales:
. 1,2 Te2

(2.1)  u(x,¥) = ¥ b3 gon ¢ m (X) yn (¥)
m=o n=o '

donde # m y ¢ n son funciones cbicas suaves a tramos de clase

e,
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- Ahora bien, las funciones fm y ¢n son dos conjuntos_
de tiras unidimensionales en direcciones ortogonales. De acuer
do a lo dicho en la secci§n 1 de este cap;tulo a cada funcidn_
# (x) eS(X,Xo,...,Xn) le corresponde un y solo un vector {vo, -~
(“"UI' Po, PI}de I+3 elementos. Esto significa que existe un_

n+2

isomorfismo entre el conjunto de vectores R y el conjunto_

n+2

-de tiras c@bicas unidimensionales. Pero dado que R es un -

espacio lineal, entonces la existencia de un isomorfismo impli
ca que el conjunto de tiras # (X) esS{ ,Xo, ...,%n) es también_

un espacio lineal de dimensi6n I+3.

Una base del espacio lineal ¢m es el conjunto de fun

ciones Pi(x)e S(X; go...xI), i=0,...,I+2 definidas por:

S X o] i=3

(2.2) i,3 =0,...,I

] I+1(xi) = QIszlxi) = 0 para i=0,...,1
8'p4p(¥0) = Bp,(Kp) = 17 @'p, Xp) = 8;,,(K0) =0
La demostracidn de &sto resulta de 1la definicidn de

base de un espacio lineal (ie. un conjunto linealmente indep.-

que genera el espacio).

- En el caso unidimensional demostramos que 1a tira cg'
bica que pdsara por I puntos, es‘ﬁnica si fijamos las primeras

derivadas en los extremos. Demostraremos ahora gue la tira bi~
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égbica‘u(x,y) dada por 2.1 es Gnica si:
‘ Ujy = UXE,¥4) 4 =0, «.o,I; § = 0,.00, T
Pij = Ux(X1,¥j) &1 = 0,I;J = 0,.,s, J
quj = Uy{Xi,¥i) L = 0,...37 3 = 0,1

(2.3)

y Sij = Uxy (Xi, ¥3) £ =0, I; j = 0,7

son. valores conocidos.

Las ecuaciones 2.2 as{ como sus eguivalentes para yn
{y) implican, que para funciones de la forma 2.1, las ecuacio~
nes 2.3 son equivalentes a:

Uij = u(xi,yi)

T+ 2 J+2 , , :
= .t L pmn Pm (Xi) vm (¥i) = gij, i=0, ...X
m=o0 n=o IR

-4 j=°'--n'J i .
Pij = Ux (Xi, ¥i) = r gmn @'m (Xi) ym(¥i) =
8I+1,j, 1 =0

t I+2, ji=1I
(2.4)

j = 0,...,3 |

Qi = Uy (Xi,¥i) = IT amn @m (Xi) y'm (¥i) =
8i, 5 +1,4i =0
{;;, I+42, 3 =J

1=0,...,I

81§ = Uy (Xi, ¥Yi) = T gmn #'m (Xi) ¢'n (Xi)




BI+l, J+l, i =0, §J =
gI+l,.J+2, i =0, § =

8I+2, J4+2, i =1, § =

4 o & <

pI42, J+2, i = I, i =

La unicidad de la solucién es resultado entonces de
que los coeficientes Brn aparecen exactamente una vez en las

(X+3) (J+3) ecuaciones anteriores.

Para calcular los coeficientes de los polinomios bi
‘cibicos, consideraremos un rectangqulo arbitrario de la malla:
Rij, xi-l sXs Xi ; Yi-l sys  Yj.

La ecuacifn 2.1 se puede expresar como:A

3 ij : .
u(xiv) = €ij x,0) = I 8o (x=x. )" (¥=¥5_3)n

donde los subfndices i,j indican la ubicacién del rectgngulo en

la rejilla.

Supongamos entonces que los valores Uij' Pij"qij’ y -

Sij son conocidos en las esquinas de Rij'
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Sea Ox =X -Xi -1, Oy=Y-¥j-1
Ox = (ox" ¥y Ay = (¥
Entonces:

‘C_(xo y) =

Soo AX°AY° + o OX° Ay' +&ZOX°0yz + &sOx° Ay3

. X:o Axf Ayo + &N ox' oy +SHi:0x! C;yz + O OF st

+

+ Xz_o OXF0y° + zfzné)‘:2 Oy +8‘2£sz Nyt +b'&=ax= ays

+ Xso Ox3£_§y° + XS&AXE Ay' +8‘32Ax5 Ayz +8§:&x3 Ayl

Cx =

%“ cix, y)
: ' F 1o ox° Ayo +¥u ox’ Qy' 45:2 Ax° ayt 16:3 axo st
+ Y208 0y’ +¥220%" oy whn2ox oy’ Enox  ay

+ W0 305 0y +Lhiznx: oy sbe3ox oy $aoxs oy

i"’

o Cix, y} =cCy

3

- fa oF Oy +6‘ozzA${° oy +ﬂ'os3 x°ay’

+ &o ox yo +B‘|220x'~ {)y‘

43‘:33 x'Ayz
+ 6‘21 Oxz y +8‘222sz Dy +)2x3 xzay’

RO o Ox y + 8220 Dy +5'3;3 xs’ayz
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C(x, y) = Cxy =
2 X "9dvY
Y Axo ayo + 22 on Ay| + i3 3 Gxo Ayz
+ . J‘ax2&x| ayo + o2y AXl Ay‘ + flezs Ax' ayz
" dfsx3axz ayo + Yne axz ayl + ¥a39 sz ayz'

. dado que los cuatro t&érminos anteriores pueden ser evaluvados en los
intexvalos:

e - vooxi] 0 13-, vg]

‘.Ventonces tenemos los siguientes términos:
Ce(Xi - 1, ¥j - 1) = doo

Y.C(Xi -1, Yj) =6‘uocwjo + AonAYj' + &onsz + X‘NAYjI

fl

::v.v._C(xi . ¥io- 1) d’oonlo + Sooxl + (3‘:aoaxl2 v dwoxi’

c(xi, Y3) - idem.

Cx{XL - I, Yj - )= Fio
s . \;' ] -2 8‘ .3
LoCx(XL -1, Yj) = fro Wy oxi +he oy + 13 OY§
‘:, : . | ., . .

cox(xi, v§ - 1) = o N2 Oxt +4303 Ox1

ox(xi, Yy - = idem. .




Cy(xi -1, ¥j - 1) =

Cy(Xi - 1, Y3) =
Cy(Xi, ¥j - 1) =
Cy(Xi, ¥3j) =

Cxy(xi - 1, ¥j - 1)

]

Cxy(Xi - 1, ¥§)

Cxy(xi, Yj - 1)

cxy(xi, ¥ji) =

ahora bien sea

-
C(Xi~1, ¥Yj-1)

Cx(Xi-1, Y¥j-1)
R o
cixi, ¥j-1)

Cx(Xi, Yj~1)

entonces:
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Lo
fo+ 2 YorOy]

for+ x;néBxl +

idem.

S

AT b‘:zéY}l

" 3 b‘oa&rja‘
2 S
Y2101 + Faox

+ 3 5‘1561’(}2

2
fue 2 Saox  + 3 Jlsga_xl

idem.

Cy(Xi-1, ¥j-1) .
Cxy (Xi~-1, Yj-1)
Cy (Xi, Y3j-1)

Cxy(Xi, Yj-1)

c(xi-1, ¥j)
Cx (Xi-1,Yj)
cixi, Yi)-

cixi, ¥3)

Cy (Xi-1, Y1)

Cxy(Xi-1, ¥j)

»

Cy (Xi, Y3j)

Cxy (X1, sz__' 



Zx?—c Ax;—l Oxf-t Ox?—T r--3‘00 Yoo oz Yos 7 EY?-I O GY? o) ~—:
O Oxt 20 xl4 zaxB] fo & Gz A oY Oy oY oY) |
Kij-k - Ax?' .QXl' 0xf A)cls b’z;; ) YR PR C\Y]z-l 20 w'-.awz 2 0 YJ|
' , 0 ! 2 3 2 3 2
9 : Ox 201 ; BOXIJ _fso a2 das a _é_)_vj-l 30 YIDY 3 Ay
yr‘d'ado:q'ues “,A Xg=Xa = Xi-1 ; A¥y= ¥ -¥j-1 entonces:
T o o ) [T So b ds ] F o o o
S e 0 0 So i Sz Yis 0 1 Oy 1
| '.ku- | 1 Qki Axf axi 320 $a1r 2 d2s 0 0 Osz 20\';;
o 1 20xd 3&)_(_ii | Y0 Su P2 Jss g L 0 0!;53' 36}_!22

. de donde tenemos la siguiente ecuacién matricial:
SO K BB W | Sea 71 Y'
= KM ™
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ahora bien sea M la matriz

———

1 0 0
0 1 0
M(h)=
1 h b
0 b 8 2h
...

‘de donde vemos que:

5 M(A xi);

M "’L-YJ‘ = M{ & Y sea:
B 1 0 0
_A(h) =
: 0 1 ) 0
2 2
~3/h ~2/h 3/h
|2/ 925 -2/8

entonces: E&(hﬂ . @(hﬂ = I o bien

oom - M por tanto:
WK M - B ko wul [¥]
;i - Pl [A]E-uayﬁ])"/

B o BE LIPS 38 n N S

]

(!

-1/h

1/EJ

Y @A) Yi]' .

'y por tanto

»

E‘j‘lf -
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(Al (K] A1T &+ (6] (2.5)

La matrix K‘coﬁtiene los valores delvpolinomio y de
sus derivadas en los vertices del recténgulo {gque hemos su---
puesto conocidos), mientras que la matriz A est§ formada por_
elementos que dependen de las dimensiones del rectdngulo. De_
aqu:,bpodemos concluir que los coeficientes Gij que determi--
nan el polinomio bicGbico de una celda estdn dados mediante -

la ecuacién (2.5).

Hasta este momento hemos supuesto que 165 valores -
-~ de u,p,q,8 son conocidos en los cuatro vertices del rectingu=-
lo. Los datos de entrada de gque digponemos en toda la malla)_
estsn dados por la ec. (2.3). Para obtener las p,gq,s restan--
tes acudismo, al igual que en el caso unidimensional (vedse -

ec. 2) a la continuidad de la segunda derivada. De donde obte

nemOS:-
BYj =1 Qi, § + 1+ 2 (aY§ =1 + a¥3) QIF + o¥3 Qi,i-n
(3a.)
- [ DR (ui .3 + 1 - vi) + S (0is ]
3= 1,00, I3} ie0,..., I
AYS 1 Si, 341 42 (8¥F -~ 1 + a¥5) Sij +A¥J si,i-4
(4a) . ' '
£1, : 3 [ %—%%l (Pi, 3 + 1 - Pi, §) + 3%3%%— (Pij‘Pif

s 1ﬂ : J=l,..., J=1
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6Xi - 1 Pi + 1,J + 2 (AXi-1 + AXi) Pij + sXi Pi-1, j

(1a)
o W8 Xi-1 . L oea AXi . .3,
3[3'7{"’“ (Ui + 1 - Usj) + gypoy  (Uid - 01—1,31,

i=l,...,I-1; j = 0,J

BXi - 1 8i + 1, 3 + 2 (& Xi-1 + aXi) 5ij +aXi Si-1,j
(2a) .

A Xi-1 . ; AX3 . . .
= 3[A X1 (@i + 1,5 - Qij) + 55727 (04 - Qi - 1,3)]
i=1.,.I-1, i=0,...,J

El enfoque desarroflado hasta este punto nos da la -
posibilidad de obtener la tira siempre que tengamos a los valo
res de campo distribuidos en uné red regular, La aplicacidn --
Qeqfisica de estos conceptos recae fundamentalmente sobre la -
interpolaciSn de datos aeromagnéticos (o para cualquier tipo -
de datos geofflsicos distribufdos en forma de lfneas). La razfn
estriba en que la &istribucién de valores de c&mpo es sobre 1%
neas de vuelo. Los requisitos matemdticos para la validez dé;_
algoritmo anterior son: que las tiras unidimensionales estén -
sobre lfneas rectas y que las rectas sean ﬁaralelas entre sf.
Como sébemos ninguna de estas dos condiciones se cumplen en la
realidad f de aguf que el método cuasibidimensional tenga es--
tas dos fuentes de error. Para minimizar estas dificultades se
rdésarrollaron dos tipos de métodos: los que utilizan mfnimos -
 ¢uadrados y proyecciones 1iﬁ;ales para lograr que los valores_

- de campo caigan sobreAlineas rectas (Batacharrya, Rosmunsen);y:.
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los métodos que utilizan funciones paramétricas para ajustar -
las tiras unidimensionales (Heising 1976, Rasmunssen 1976). Di
¢ho de otra forma el primer grupo hace gue trabajemos sobre 1f
_ neas rectas, mientras gue en el segundo trabajamos con polfgo-
.- nos cercanos a ifneas rectas. El segundo método tiene la venta
ja de que interpolamos con los valores de campo originales pe-
ro tiene la limitaci6n de que la dispersién de pendientes es -
muy grande. En el otro grupo este problema no se presenta pero
el ajuste de una recta y la proyeccién lineal de los valores -

originales introduce una fuente de error.

METODO DE LINEAS RECTAS

Nos proponemos ahora presentar dos de los desarro---
llos mds representativos de estos grupos. La simplicidad del -

primero de ellos nos permite presentarlo en forma algorfitmicasz

a) Ajuste por minimos cuadrados de una recta (11) a cada 1f--

neas de vuelc (espacio de distancias).

b} Péra obtener los valores de campo sobre la 1$nea ajustada__
(11) procedemos como sigue:
i) Para'todos los datos alrededor dg la recta 111 calcula-
mos su distancia perpendicular (d) la localizacién del
punto proyectado (p, véase fig. 2.2
ii) 81 4 < cte. arbitraria. El valor del campo en el proyec
tado es iqual al valor del campo en punto original.

'.iii) si dos puntos consecutivos estfn en lados opuestos a la



c) .
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lgnea (11) hacemos una interpolacién lineal sobre el -~

campo.

iv) Llamemos PIVOTE al punto sobre 11, con campo conocido o
calculado, que esté€ m&s cercano a la esquina sureste, =
localizacién del pivote.

v) Empezamos la interpolacién {(que se explica adelante) -~
con respecto a los puntos en la direccifén noreste.

vi) Hacemos la interpolacifén en la direccidn suroeste.
(véase fig. 2.21)

vii) Para la interpolacifén calculamos:
- pistancia del punto original al pivote (dl)
- Distancia del punto proyectado al pivote (dz)
Conocemos: '
~ E1 campo en el punto original (fo)
- El campo en el pivote (Fpl)
entonces 2l campo en el punto proyectado
 Pp seri: ' '
Fp = %% E'c> + ‘15%3) FpI

Este punto con campo calculado se transforma en ellnug
vo pivote, el proceso continda hasta el dltimo punto._

(véase fiqg. 2).

“Ajustamos una tira cﬁbica, a- los valores del campo pro--

yectadds.

d) A partir de las tiras ajustadas, calculamos los Qalores_
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‘de campo sobre la lfnea (11), espaciados a un intervalo —-

constante X la direccidn Norte-sur, (véase fig. 3).

e) El proceso anterior se repite para todas las lineas de vue

1o (fig. 3)

£)  Sobre las lfneas (2) este-oeste ajustamos una cubicspline_
unidimensional e interplamos los valores de campo al intex

valo constante K.

FIG. 2.21
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METODO PARAMETRICO
En la fofmulaciQn paramétrica de interpolacidn cuasidi-
mensional, partimos de una distribucidn de puntos aleatoria §g '

0 topolégicamente equivalente a una rejilla regular:

FIG. 2.1~

Supongamos que tenemos una distribucidn de puntos como_ -

los de la Eigura 2.

' ‘P"jﬁ‘l
9!
T
N bis . F1G. 2.2-
’ Donde Tij son las =~
R Pi*griol Qerivadas en los --
] ‘ puntos Pij
Ti‘l‘l,t . Ti"",j*‘. .

‘WEstos cuatro puntos definen‘la Buperficie‘bicﬁbicé i, 3,
que a su vez es colindante con otras superficies bicGbicas que

forman finalmente la tira bidimensional.

Lo : l_‘ | - ‘,’i/// I//’ #J/fiif -
i = / -

4
’
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A cada superficie i,} le podemos asignar cuatro polino-
mios chicos unidimensionales que corresponden a dos puntos y_

sus respectivas derivadas (sec. 1l): Kl = (Pi j lpi+l 4 Ti
’ [ 14

Ti41,5) ¢ K3 Rpe K4
Ky

K, Ky
FIG, 2.3~
Ky

Partiremos del tratamiento de la superficie b&sica Sij—
(Fig. 3): P. La idea consiste en realizar una composicién de -~
tiras, una en la direccién paramétrica v y otra en la direc---
¢ién u de tal mcdo que la funcidn resultante sea una funcién P
(u,v). Parametrizamos K1 Y K, con respecto a la variable u, y
parametrizamos K3, K, con respecto a la variable v. Localiza--
mos entonces, dos puntos P(u) ¢ Kl y Q{u) € Kz (ver fig. 2.4)_
Interpolamos desde Kl a K, en la variable u, mediante un seg--
mento de curva que tenga como punto de partida Q(u) y de llega
da P(u). Parametrizamos entonces, este segmente de curva con -
respecto a la variable v construyendo el polinomio bicdbico «-
(P{u), Q(u), X(u), ¥(u)) donde X, y que representan las deriva
das, estin dados por: ‘
(2.6) X(u) = (au® + bu® +cu + @) 513 + (eu’ + fultquenls,,

3 2, : 3i£4? ‘
Y(u) = (au” + buscurd) 8y 4,y + (ewT+fudguthis,,) 4y

las Sij<son tangentes mostradas en la .figa.4d. La ec. 2.6
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nos permite interpolar cgbicamente las tangentes § a lo largo_
de la direcciQn‘u, de tal modo que en los vértices de la‘Eelda,

X(u) valga 844 6 Si+1,5 ¥ Y(u), Si,j+1 o si+1,j+1

FIG. 2.4

Si por comodidad suponemos que las variables u;v estdn -
normalizadas al intervalo {o,l], las condiciones sobre x;y se-
rén:

(2.7) X(o) = Si,j X(1) = Si+1,j

Y(©) =5, 50 Y = Si41, 30

Ahora bien, hemos supuesto que tenemos un polinomio ct-

bico en la direccifn paramétrica v:

Pv) V3a3+v2a2+va1+a°

y gue dicho polinomio estd comprendide entre los puntos
P(u) y Q(n) con derivadas X(u) y Y(u) en los extremos. Enton--

ces de acuerdo o la sec,s de este cap. (pag. ") tendremos quez;

P(u,v) = V> [2(P(u)-Q(u)) + X(u) + Y{u))]}

2

{2.8) . .
+ V< [3(Q(u)-p(u)) = 2x(u)+Y(u)}



- 47 -
+ V X(u)
+ P(u) )

Este polinomio bicﬁbico corresponde a la celda sij' Pse

puede expresar como:
3 3

(2.9) P(u,v) = I : uwwiTRrR 0 s(u W os1

pP=0 g=o0 Pd
de este modo el problema puede plantearse en términos de la ob
tencibn de las ctes. qu en funci§n de valores conocidos. De -
acuerdo a la ec. (2.8) hay cuatro funciones gue analizar: P,Q,
X;¥. Las dos primeras estdn ya expresadas en términos de canti

dades conocidas, puesto que P{u) esti relacionado ( —

sec. 1) a (Pi,j' pi,j+1' Ti,j' Ti+1,j) y Q(u) estd aso

ciado a (Pi,j+1' Pi+1,i+l' Ti,j+1' Ti+1,J+1)‘ El problema se =~
reduce entonces al cdlculo de las ctes. a,b,c,d,e,f,gih de la_
ec. (2.6). Para ello es necesario observar que la tangencia en

tre dos sdbanas contfiguas S se preserva a lo largo de Kl Y K2.

Esto ocurre por la construccién misma de X(u);'y {u) puesto --

que X(u) fué calculado para la sé&bana =N mientras que Y(u) se

3

calculS para la sdbana § Ahora bien, estamos interesados

i,3+1°
en la obtensifn de una superficie que tenga'continuidad de la_
primera derivada en todos los burdes. K, Yy K, cumplen por cons’
truccién esta condicién pero &€stc no ocurre para K3 Y K4 por -

ello demandamos que:

ap(u,v) = 8Qu,v) -
-——EEL—_ . _——Eﬁ_“ ‘ : (2.10)
u=1 u=1 :

COnde:VP(u.v) €5;3 ¥ Q‘“'V’F'Si+1,j-
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Para lograr la determinacifn de las constantes de la ex

presién (2.9) utilizaremos primero la ec. (2.10). De acuerdo

(2.11)

-2

la seccifn 1 tenemos que:

3 - H
Plu) = UTL2(By 5 = Pypy g) % Tyy ¥ Tuay 3] ¥ 0 030y 5Py,

15 7 Tien,g) U Ty * Pyy

3 -
Q=UTI2R, 40y = Py ga1) T T et Tiad, 1] 4+

2
UPI3MR 4, 5417 Pi,g41) = 2 Ty 5a1 = Tiar,ga1) U Ty 4L

* Py a1

Derivando P{u), Q(u), X(u); y{u) y evaluindolo en i, ob

tenemos de acuerdo a la expresifén (2.8):

3P (u,v) 3 -
&Ly = V32T 5oTy4g, 440) F(3a42040)

Ju P

u=1

fﬁSij+Si,j+l) + (3e+2£+q) (si+1,j + si+1,j+l)]+

v RYSL

i+l,j+l-Ti+l,j) - (3a+2b+c)- {2 sij + Si

+ V{(3a+2b+c) Sij + (3e +2£ +g) Si+1,j + Ti+l,j

. De igual forma obtenemos:

2Q(U,v)

3 v
ER = V2T, 57T g0) F O Sy 3 v
u=a

. 2 - .
S141,342)1 F VBT 50 " Tuaa ) T C 2 Spg gr
Sga1, 341! * VO SpanLy * Tisa,g '
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De donde igualando términos de la misma potéhcia en v;
3e+2f+g = 0 o )2.12) -
3a+2b+c = O

g=0

Pero de acuerdo a las condiciones de frontera ec.
obtenemos:

d=1, h=0, a+b+c+d=0, e+f+g+h = 1 (2.13)

de donde juntando las ec. {2.11) y (2.12) obtenemos:

3a+2b+c = 0
~c+3e+2f = 0 (2.14)
_atbtc =0 '
e+f = 0

Interpolando cGbicamente las tangentes en la frontera -

paramétrica u=o, obtenemos:

-93-‘—‘3}5‘—’-’- = (aV? +bvitcv+d) Ty + {evi+£vPiguih) .
u=0
Ty ,541

Utilizando la ec. (2.11) y comparandpla con la ecuacién

2.14 obtenemos gue las constantes buscadas son:
a=2, b= -3, e= -2, f=3
- Substituyendo en la ec. 2.8 155 expresiones analfticas
de P(u), Q{u), X(u); y{u} Yy compardndola con la expresién geneg

ral para un polinomio bicﬁbico (ec. 2.9) obtehemos gue .lag ---

constantes Rij son: %
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R, ™ Pii'
Ro1 = sij :
Ryp = 3(Py 50y = Byg) = (2 854 + 8 441)
Roz = 2(By4 = Py 541} + (515%8; y4y)
R ax Tij | '
R = 0
3Ty 541 ~ Tiy!
Rz = 2(Tyy = Tyy40) |
Rao = 3Py, 5 " Pyy) = 2Ty + Tyl
Ra1 = 3(5443,5 = Siy) ‘ ;
Rpz = 31344 541 = Pygea® Puy = Puaay) * 20Ty Ty ga) 4o

L (Tyygy t Tgaaged F 20855 7 S 50 ¢ (S )
Rz = 203054y 5 = Py5 * Py ~ Pange) * 2 (Fy507 Tiy)

T

YT, 541 T Tisa,5) t 3 G5 * Sie1, 541 T Sij

= 85441)
Rijo =2 By = Piysq) * Tyg + Tigg, 4

Ry,p = 2 (8§35 = 85434

Ryp =302 50y = Pigsr * Piary ~Pig) + (TgaatTiaggin)
m Ty F Tigg) F 485,52 S5g) 2 By -0 0
S15+1) o

Ryz = 2[2[P;5 = Py 5 + Pigpger ~ Piger? + (T39?T5eg5)

33

Tiger * Taaager) + Giy ¥ Siny * Sigan ™ Sivigin -
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Con los coeficientes anteriores cdmpletamos'la interpo~
laci§n cuasibidimensional paramgtrica. Hemos Qisto hasta este_
punto gue los métodos cuasi-bidimen. tienen bdslicamente la li-
mitaci§n de que deben ser aplicados a configuracionas espacia-

les cercanas a lineas paralelas (por ej. lineas de vuelo).

A continuacipn abordaremos un método (estrictamente bi-
dimensional) que no tiene estas limitaciones péro que resulta
mds costoso por consumir nis tiempo de mdquina que los mdtodos
anteriores. Debe concluirse ehtonces que cuando la distribu——-
cién espacial es cercana a lfineas rectas los algoritmos cuasi-
bid. resultan mis baratos. En cambio el mgtodo que veremos a -
continuaci§n se puede utilizar para cualquier distribucibn - -

aleatoria de datos.
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3) TIRAS ESTRICTAMENTE BIDIMENSIONALES

La energ;a de flexit}n de una placa buﬁada’ {Landau y ==

Lifshitz 1964) esta dada por:

Eﬁkff[[axz é’i]2+ (31)

3 y?

+ 201~ ’{ [m‘?] " - 3:2 “%%r} ]'d’“’Y

Donde K es una constante que depende del mﬁdulo de you'ng
yvr o . denominado coeficiente de Poison, representa el grado de_
contraccién transversal cuando aplicamos un esfuerzo tensionan-
te en sentido longitudinal o viceversa.la variacitn de este cog
ficiente se encuentra entre cero y 4. El caucho es un material_
para el cual o es del orden de % mientras que los metales tie--
nen un @ ~ 0. La suavidad de la deformacién, depende de la ri-
" gidez y dade que nosotros estamos interesados en una interpola;
cién lo mds suave posible consideraremoé qued= 0. De este modo

3.1 queda como: :
2 2
. 2 2 2 2
(3.2) E=ff[3——£- +2[°f +[——-—-af] axdy.
3 X¥ X3 ay?

Al igual gue en el caso de la barra deformada (seccifn 1)

L]

- nos planteamos la obtensidn de una funcién g(x,y) que minimice -

1la funcional (3 1) ¥y que tome los valores g(t ). en los pum:os ti

= (xj_ Yi) i = 0,...,n.
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Podr;amos prdceder a la obtensipn‘de la ecuacifn Euler-
Lagrange por un procediﬁiento variacional. Existe sin embargo_
una forma de plantear este problema gque resulta mucho mis con-

cisa y elegante,

La minimizaci@n de la funcional (3.2) comprende en esen
cia dos problemas: el relativo a las condiciones de frontera y
el que corresponde a la obtensi6n de la extremal de la inte~--
gral de energfa. Estos dos puntos pueden simularse por medio -
de dos transformaciones lineales definidas sobre determinados_
espacios y con ciertas normas. La idea basica consiste en subs
“tituir el planteamiento variacional de encontrar una trayecto-~
ria -minima por otro en el gue nos proponemos minimizar una nor
ma en un cierto espacio de funciones. Dicho de otro modo el -
problema variacional lo hacemos eguivalente a encontrar una --
ttansf. lineal T y una determinada norma, tal que la minimiza-
ci6én ée dicha norma en el contradominio de T minimiza la fun--

cional (3.2)

Procedamos pues a la obtensién de las transformaciones
lineales y de las normas que simulen la minimizaci6én funcional.
' Consideremos dos transformaciones lineales T y A:

T:
A

-

0

-

I Il

Mediante la. transformacifn T simularemos la integral -—

i(3.2)'mientras que la transformacifn A se relacioua con lag -- . .
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condiciones de frontera. Supongamos gque B‘es R™ mientras que z
es un espacio de funciones. La transformacitén A nos relaciona_
cada funcifn de z con un vector de R". De hecho si considera--
‘mos que la superficie gque nos interesa encontrar es una fun-—--
cién g perteneciente al espacio X, sabemos que dicha funcién -

debe tomar el Qalor g(ti) en los puntos T por tanto

ir i'—"l,..-n
si definimos la transformacidén A como:

A{v) = (via),...,v(an))

donde V(ai) los identificamos con los valores de deformacidn -
de la placa, entonces la funci6n que nos interesa encontrar de

be estar en A L

{(v). Dicho de otra forma, hay infinitas funcio-
nes que toman los valores V(ai) en . los puntos a; (estamos inte
resados en una funcidn de este conjunto);lo que la transforma-
cién ‘A nos permite es la definicitn de este conjunto, a saber

INEITI

Lo anterior nos permite simular las condiciones de fron
tera: supongamos que gueremos encontrar la funciQn de deforma-
cién de una placa que pase por determinados puntds. los puntds
O_Qaldres de deformaciQn son de hecho un punto de R® es decir_
de 8. Entonces, dade un vector de zef mediante A'l(B) encontxa

mos todas las funciones que pasan por los valores de interés.

Nuestro problema se reduce entonces a la simulacifén de_

la funcional‘( ) .. Supongamos que la transformacifén T es el -
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bigradiente iegue:
(3-3) -V =+ (DiDjV; ilj = 1,2)
donde el contradominio de T {ie ) es el conjunto de cuadru--

pletes: ¥ = (Yii' 1,3, 1,2) con la norma

3.4 Iyl . 2
Y ifj R? lYijl(t)l at

y el producto escalar:

(Y'Y')y = i::j fR Yij(t)ylij (t) at

la ecuacifn (3.4) la podemos expresar COmo:

|’"Y2 "f!Ynlz +  |¥aa§2+  [Yg,]7 +|¥p]? At

Pem de acuerdo a la definici§n de T
B . N . B
o2 ty 2 aly 2 3 v 4,
iy = SRR 21 2 e 12 e
t2

que es precisamente la funciocnal (2.3). La norma del espacio_
X  la definimos como: '

[v]2= |v(bi)[? + [V(ba) |+ [V(ba)|%+ EﬁDiDjV(tszt
vt i3

Supongamos entonces que tenemos un punto del espacio 8
. es decir que definimos por donde queremos gue pase la placa._
' La funci6n que buscamos (v€ase Fig. 3.1 debe estar en el espa

- cio lineal ats). Ahora bien, si aplicamos a este’ Gltimo es~ .
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pacio lineal la transfomacign T obtendremos el espacio lineal
2(a"1(8)). La funcién que buscamos es aquel elemento de 2"t (a)
que al aplicarle T este lo mids cerca posible del cero en ¥ . -
Esto dltimo es una consecuencia de la defin:l.c'ién que hemos he-

cho de la transformacién T y de la definicifn de la norma en ¥

FiG 3.i

TANON  TH(ANZ))
—~——

To?
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Llamemos g~ a la funci{.‘m de intergs. Por lo dicho T{(e) -
debe estar lo mgs cerca posible del cero de z pero para que -
&sto ocurra por un lado e T @) y por ottro debe estar -
en un subespacio ortogonal a T(A_l {(0)) ie o ¢ 'l'l'(A-l (0)). Por_
tanto si suponemds que T(X) e '.l‘(l’[':L (0)) entonces lo anterioxr -

significa que:

< T, T(X)>y =0
Ahora bien, si cambiamos de dominio y de norma de tal -

modo que pasamos al espacio adjunto obtenemos:

(3.5) < Tle), TIK)> , = <20, X >.=0

Pero Xe A—l (o) es decir del N(A). Por tanto la ecua~=-
cién anteriox nos dice que TTTG' debe estar en N"'(A) . . Esto =~
dltimo significa que T o se puede expresar como comb.i:nacidn
lineal de los renglones de A (es decir de la transformacifén a
vista como matriz}.

Dicho de otra forma:

T

(3.6) 7t rg = AT

A

‘ =
En la ecuacién 3.5 hemos supuesto que X eA (o)
SUpongamos un xez arbitraria, entonces tendremos qqe‘;

- <T¢,Tx>=<'1‘1’ra',x>
‘Pero de acuerdo a la ecuacién (3.6)

= <a%™A, X> y por tanto

1l

3.7 <To, ,TxéY—=<>\, Ax> ¥ X ¢
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y este dltimo producto interior esta en 2. Es decir que hemos_
relacionade la condicién de minimizacién de la norma en E con

una condicién en el espacio & .

Ahora bien A{v) = V(ai)'v v CZ' y de acuerdo a la defi=-
nici6n del producto interior en'¥ obtenemos:

n
(3.8) fDik a(t) DkaV(t)dt = §=1 A V(ai)

¥y cz

Pero de acuerdo a la definici6n de la delta de dirac. a

la parte derecha de la ec. 2.8 la podemos exXpresar como:

n
I - B .
ie1 Al V(ai) =< 4 Al ﬁai' vV >

Y por tanto:

L
Jek

V>=<£)\3‘.6ai,v5

D.D D D
< » DDy h

Jk

= L <D;D;q',v> = <A?g ,V > =<I Aidai,v >
ik
de donde obtenemos que:

(3.9) A%¢- =1 i sai-

que.és justamente la ecuacién Euler lagrange de la funcional_
(3.2). N6tese que la obtencién de la ecuaci§n de Euler ha cog
~ sistido b&sicamente en establecer una relaci6n directa éntfe_

€l espacio 8 y el espacio Y minimizando la norma en este Glti
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mo espacio.

‘Para determinar las condiciones de froﬁteza recurrimos__

a la ecuacifn (3.8) . V es uha funcifn arbitraria del espacio -
X que a su vez es el dominio de la transformacién T. El Kernel
de esta dltima transformaciQn, que esté definida como el bi--
gradiente, (Ec. 3.3) es el conjunto de Ios polinomios de primer
grado en Rz. Si hacemos gue V sea un elemento del Kernel de T
entonces la parte derecha de la ecuaci@n 3.8 es cero, y de €és-~

to obtenemos:
n
(3.10) i=£ Ai *f(ai) = 0

donde‘v es un polinomio bidimensional de prximer grado. Si los_
puntos. de deformacidn de la placa a; tienen coordenadas (xi,Yi)

entonees la ecuacidén 3.10 se puede expresar como:
(3.11) S EAL = 0 3% Ay X = 0 3TA; ¥, =0

Las ecuaciones (3.9) y(3.11) determinan la funcién de de—-

formaci6n o tira . La ecuacién (3.9) se conoce como ecuacidn_
N " biarménica y para encontrar su solucifn acudiremos al hecho.—-
, ‘ . L
: (LAURENT 19¢6) de que si  H(t) =375 [t]? log |[t]
‘ ehtonces A%H= §, es decir qﬁe H (t) es un Kernel de dicha ecua
cifén. En efecto consideremos la funcidn:
3.12) ‘m=-L Ay 63; * H
‘entonces -

Ata o= A% (DA @ * H) = EAy 6 ag MATH



uzxi bgy ¥ 6 = I Ay

‘es decir que la funcibén u definida por 3,12 mis una funcién --
del Kernel de la transf. T ie un pol de primer gfado es solu--~

ciﬁn de la ec. 3.9

1os resultados anteriores pueden escribirse en forma ma
tricial de la siguiente forma: la funcién de interpolacién -

g{t) que minimiza la funcional (3.2) estid dada por:

n
glt) = i}: Ai k(t"ti) +a; X 4+ a¥ + ay

=1
donde t = (X,Y)
. 2 2
kKlw) = |ul? log |u] i |w|? = ey
y donde los coeficientes 1; ... A nf@1 #82 ¢ O3 satisfacen las

ecuaciones:

KA+ Ea =48 (3.13)

EYA =0 (3.14) 0 ' ]
_ 1 X Y
donde . ) E = 1 1
' 1 X ¥
Ll : . xn Yn _
,gcij=x(t -7, 1 #]

Ky =0
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111

Az @1

a3

Ll

Reproduciremos ahora un método (Paihuaetal. 1976) para
obtener numéricamente los coeficientes de la funci6n g (t). Es

te método se conoce como método de proyeccién.

El propGsito de este método consiste en lograr una sim
plificacién del sistema matricial (3.13) y (3.14) mediante =~w~
proyecciones. En efecto, consideremos el subespacio vectorial_

de R definido por:

n

E = ({(Vie V2 yeves vn)T R |V, = a +bxi+C

yi’
i=1,2,...n}
Este subespacio de R® tiene por componentes década vec~
tor polinomios de primer grado generados por los vectores co--
lumna de la matriz E. Es decir dado que los vectores,

u; = (1,1,...,nt

t
u, = (Xy, XpeooX )" (3.15)

t
u3 = (Yl, Yz...Yn)

Son linealmente independientes y generan E, son enton--
: éés’una base de este subespacio. Por comodidad podemos generar

" -una base ortonormal mediante el procedimiento-de Gram~schmidt,
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a partir de la base 3.15. Definimos las componentes de esta ba
se como:

Vv = (Vi, V2, Vi)

donde .

2:V1” Yy
V3 = u, —-< g3,v1>xvl-— <u3, v2~>v2

= <

3

Si observamos el sistema matricial (3.13) y (3.14) en=-
contraremos que la matriz E, que es base del subespacio E, apa
© rece en ambos sistemas de ecuaciones matriciales. Pero afin m&s,
el hecho de que ET A= 0 significa que A se encuentra en el =~
subegspacio ortogonal a E ie }3:'t £ 1?. Es este pynto el que nos_
sugiere utilizar proyecciones para simplificar el sistema ma—-:

tricial.

Dado que los vectores columnas de V son ortogonales en-
ténces ) | la proyeccién ortogonal de R" sobre E -
esté dadé por:

Q= wt
mientras que la proyecci§n de -R® sobre el espacio ortpgonél a.
E, ie ¥, ésé
o P=1I-o0.
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Como sefialamos la ec. (3.14) sugiere la posibili&ad de
proyectar el sistema matricial 3.13 y 3.15 sobre ¥ con objeto

de simplificarlo. En efecto la ec. 3.15 proyectada nos da:

P K A+ PE a= P8

Pero dado que’ A de acuerdo a la ecuacidn 3.14 se encuen
tra '}'entonces la proyecci_én de p sobre¥ debe ser j es decir Que
PA= 4
Esta ecuaciﬁn es la ecuacidén equivalente a 3.14 en el -
espacio ¥ . De este modo obtenemos que

P K PA+ PEa = PB

Pero, por otra parte, las columnas de la martiz E se en:
cuentrah completamente contenidas dentro del espacio E (de he-
cho son una base del mismo). Por tanto la proyeccitn de estos_
vectores en el espacio ortogonal 4 debe ser necesariamente ce-
~x0, le:

PE = 0
De donde obtenemos que:

P K PA= P8
con &sto hemos logrado la simplificacifn del sistema matricial
original (3.13) y (3.14) que se reduce entonces a:

P K PA= DB |
‘ PA= A
Poxr comodidad podemos definir las matricés

A=PKP; b=Ps
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de tal forma que nuestro sistema matricial queda:

A A

b (3.15)
P A= A (3.16)

Po r tanto, nuestro problema se reduce a encontrar una ~
- A que sea solucién del sistema (3.15) y después proyectar me-
diante P dicha A* sobre el espacio}f, ésta es la solucién que__

buscamos.

Un resultado adicional del método de proyeccidén que lo_
- hace computacionalmente hablando mds simple es (PAIHUA 1976) -
‘qﬁe la matriz A es positiva definida, cuestién que nos permite
utilizar el algoritmo de Cholesky para resolver el sistema - -

(3.15).

Hasta este punto hemos logrado obtener los coeficientes
A de la Edncién q de interpolacidn tipo placa delgada. Para
~calcular los coeficientes a partimos de la ec.:

Eam= 8 - K A

Resulta conveniente utilizar en vez de E la matriz equi
vélente convectores columna ortonormalizados por.el procedi—;—
miento de.Gram Shmith. Es decir la substitucién de-E poxr V con
el consecuente cambio en el vector a. Obtenemos en consecuen--—
cia la ec.: | ‘

Va =8 - K A _

Pero por tener V vectores col ortonormales tendremos:

& =Yl Kk - 8 ]
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De donde utilizando la base ortonormal [G‘, 61, 0& ] obtenemos:

;) =N as/ < Vz, Vs> = <V, Vs>, a,
a; = na/ <Vi3, Vi3>

0y = & - < Wy, Wz> . az— <Vz2, V> ., as

n

Con lo que obtenemos la determinacién de todos los.coe-

ficientes de la soluci§n>a la funcional 2.3.
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DISCUSION AL CAPITULO 1

En 1967 Rasmusen y Sharma realizan una evaluaciﬁn en—--—
tre los mé&todos cuasibidimensionales paramétricos y no paramé-
tricos concluy;ndo que para los métodos no paramétricos el - =
error medio,el error maximo y la desviacién estandar son en --
promedio 50% m&s grandes que para los métodos paramétricos, =--
analizando la anomalfa generada por un prisma. Apuntan sin em-

bargo que el tiempo de procesamiento empleado por los m&todos_

paramétricos es 50% menor que para los no-paramétricos.

En el presente trabajo se reprodujeron las condiciones_
utilizadas por Rasmusen con objeto de comparar la diferencia -
de exactitud entre el método cuasibidimensional y el método es
trictamente bidimensional. Para ello se utilizaron 3 prismas -
de espesor 30 km, a 3 profundidades distintas los cuales dife-
rfan en la amplitud de la anomalfa y en los gradientes asocia-
dos a ella. E1l campo magnético terrestre considerado fue de --
50,000 2, la inclinacifn de 75° y la declinacién de 0.0°. Las_
tres profundidades a la cara superior del prisma fueron de 1.0
kn 0.5 km. y-0.25 km. con un espesor de 30 km. los tres tipos_
de prismas tenfan las siguientes caracterfsticas: Largo 2 km,-
ancho 6 km., largo é km., ancho 6 km. y largo 16 km. Bajo es--
tas condiciones se procediq a generar mediante un programa de_
. c8lculo de anohal;as para prismas (PLUFF 1976) un conjunto dé_A

rejilias regulares (de 41 x 41 puntos equiespaciados a 1 km) -
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para cada prisma., A partir de la rejilla reqgular se construye-
ron rejillas con mayor espaciamiento (2 km entre lfnea y liInea)
y se procedib a interpolar.a 1 km. mediante tiras estrictamen-
te bidimensionales. La matriz de datos exactos se rest6 de la_
matriz de datos interpoladés para obtener las matrices de erro
res. En la tabla 1 se muestran los datos obtenidos por Rasmu--
ssen para el método cuasibidimensional no-paramétrico. Como se
puede‘pbservar el método estrictamente bidimensional resulta -
sex précticamente tan exacto come el cuasibidimensicnal (la di
ferencia del error miximo entre los dos métodos es de 2.7%, --
mientras que la desviacifn estandar y el error medio son préc-
ticamente iguales). Aungque no se tiene el tiempo de procesa-—-
miento para el método cuasibidimensional es seguro que el es—-
trictamente bidimensional resulta ser considerablemente mds al

to.

La importancia del método estrictamente bidimensional -
radica en la exactitud para el manejo de datos enterameﬁte ——
aleatorios. Con objeto de demostrar lo anterior se considera--
ron tres grupos de distribuciones aleatorias . para cada una -
de estas distribuciones se interpol$ obteniéndose una rejilla_
regular a.un Km de separacién. El error medio, mdximo y la aeg
viacién estandar de la matriz de errores {(diferencia entre va-
'loies exactos € interpolados) se muestran en las tablas 3,4 y_
‘5, Como se puede apreciar los errores disminuyenrconsiderable-‘

mente {vér grdfica 1) con el aumento en la densidad de puntos.
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En la-grafica 2 se puede observar como la profundidad de los -
modelos induce alteraciones insignificantes sobre el error mi- -
ximo. Los Qalores de desviaciﬁn estandaxr, con miximos de 3.53,
2.5 vy 1.75, para distribuciones de- 300, 600 y 900 puntos res--
pectivamente (grafiéa 3) nos indican una baja digpersidn de --

los errores.

Comparando los errores para la interpolacifn sobre reji
1la cuasi regular (Tabla 1) y para una distribucifn aleatoria_
de 900 puntos (Tabla 5) observamos gue lo0s errores son aproxi-
madamente del mismo orden (graf. 1). En general podemos afirw-
mar gue para las distribuciones elegidas y para los modelos --
magnéticos fijados_la evaluacifn estadistica del mé&todo estric

tamente bidimensional resulta bueno.



TABLA 1

ANCHO. E. MED. % EMED., E.MAX. % EMAX. 0.E. 2 D.S. V. MAX, GAD.
],0‘ 4 0.68 0,12 25.06 4.39 2,68 0.47 SN 237
1.0 8 1.12 0.16 21.24 3.03 3.43 0.49 701 259
1.0 - 16 2.09 0.28 20.94 2.80 4.78 0.64 748 263
0.5 4 1.39 0.18 74.28 9.56 6.75 0.87 717 458
0.5 8 2.38 0.28 71.65 8.45 9.26 1.09 850 477
0.5 16 4.53 0.51 71.74 8.07 }.13.06 1.47 889 473
‘0.25 4 2.40 0.27 | 141.67 1.3 12.87 .39 926 748
0,25 8 4.67 0.47 | 141.29 14.2 18,00 1.81 995 758
0.25 16 8.95 0.87 | 169.78 '16.5 Gé,ls 6.04 1029 761

(800 pﬁntos en rejilla regular)
(datos Rasmussen)
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TABLA 2

PROF ANCHO, E. MED. % EMED. E. HAX. 2 EMAX. D.E, 2 D,S. V. MAX GAD.
1.0 4 1.47 0.25 | 47.36 | 8.06 k.60 0.78 §587.3 | 240.3
1.0 8 1,24 0.25 | 4B, 44 7.01 5.01 0.72 630.0 | 265.0
1.0 16 2.17 | 0.29 | 55.06 | 7.56 | s.u5 [ o.7 | 727.7 | 274.3
0.5 4 3.13 0.40 j106.35 §13.65 ]10.30 1.32 | 778,72 | 459.0
0.5 8 7.78 o.44 J108.45 [12.72 | 11.27 1.32 | 852.1 | 479.8
0.5 16 k.70 0.53 111.99 {12.78 12.02 1.37 876.0 476.0
0.25 4 4.50 | 0.50 J160.50 [18.02 }15.08 | 1.65 | 890.3 | 759.5
0,25 8 e er | o0.58 165.13 J17.48 ]16.51 1.74 | guy.1 | 778.0
‘0-25 16 6.94 0.72 §167.25 J17.41 J17.66 1.83 | 960.5 | 793.2

(800 puntos en rejilla regular)
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TABLA 3

PROF. ANCHO. E. Aﬁo. % EMED.E. MAX. % EMAX. D, E._ % D.S. vy. MAX  GAD.
1.0 | 2,44 0.41 | 87.28 |14.86 5.33 1 0,90 1s87.2 | 240.3
1.0 8 3.39 | o.49 | 74.16 |10.74 | 5.80 | 0.85 |690.0 | 265.0
1.0 16 5.94 0.81 |119.30 | 16.39 9.11 1.25 | 727.7 | 274.3
'ﬁ.s v | 5.2 0.67 | 207.65 | 26.66 12.19) 1.56 | 778.7 | 4s5s.0
2 ‘5.5 8 7.53 0.88 §173.92 [20. 1 1h.u0] 1.69 | 852.1 | 479.8
0.5 16 1 12,791 1.he §232.30 26,51 20.70] 2.36 | 876.0 | 476.0
0.25 4 8.17 0.91 | 339.40 |33.12 20.05) 2.25 | 890.3 | 759.5
ofz5 8 12.09 1.28 {268.60 |28.45 24,56 2.60 | 9uh.1 778.0
.25 | 16 20.24 | 2.10 §352.92 |36.73 | 33.94] 3.53 | 960.5 | 793.2

( 300 puntos aleatorios)
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TABLA 4

PROF. ANCHO. E. MED. % EMED. E.MAX. % EMAX. D.E. 2 D.S. V. HAX GAD.

1.0 4 1.1929 | 0.20 }67.97 | 11.57 | 3.28 0.55 |587.3 240.3
1.0 4 1.51 0.21 lu2.14 6.10 | 3.26 0.4 1690.0 265.0
1.0 16 2.4 0.32 | 42.0 5.77. 1 3.64 0,50 }1727.17 74,3
0.5 4 2.90 0.37 li60.08 |20.55 {8 52 109 12282 | u50. 9
0.5 8 3.801 ggek&lliﬂﬁc 13,02 9. 18 1.071 1852.1 479,8
0.5 16 5.714 0.65 107.4 12.26 [10.08 1,15 (876.0 476.0
0.25 | 4 5.0b4 0.56 buz7.19 l27.7 his.ez ‘1.7 890.1 749.0
0.25 8 7.011 0.74 p20.13 {23.31 h7.9 1,90 [944.1 778.0
0.25 16 ho.87 1.13 R15.9 22.4_ |20.6 2.15 1960.5 | 703.2

(600 puntos aleatorios)
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TABLA 5

PROF. ANCHO. E. MED. % EMED. E.MAX. 2 EMAX, D.E %2 D.S. V.MAX  GAD.

1.0 4 0.71 0.12 42.251 7.19 { 2.05 9,135 587.2 1 240.3
1.0 ' ,8 0.86 0,12 21,691 3.14 | 1,85 0.26 690.0 | 265.0
1.0 16 1.32 0.18 20.94 2 .88 2.03 Q.27 121.1 274.3
0.5 4 1,87 0.24 90.50 ] 11.62 5.96 0.76 778.7 | 459.0
0.5 8 2,13 0,25 712.10 8.46 | 5.36 0.63 852.1 479.8
0.5 16 382 0,43 22,19} 8,24 } 6,88 | 0 78 876.01 476.0
Q. 2¢ i 2 ap 0.43 187.06} 21.00 ]12.87 1,44 890.3 | '749.5
0.25 8 2.13 0.25 72,10 8.46 | 5.36 0.63 852.1 | 778.0
0.25 16 8.4 0.87 17.95 { 18.6 16.82 1.75 960.6 | 793.2

{ 900 puntos aleatorfos )
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CONFIGURACION DE CONTORNOS

I.-  SUB-AREAS

El algoritmo de contornos (Mac. Intoch 1975)parte de con
siderag que el” drea por graficar, o bien, es lo suficieqfemen-
te grande como para exedér la capacidad del sistema, o.bien -
aun pudiendo la computadora soportar esta cantidad de dates ,

la vuelva inefictente.

El problema consiste, por tanto, en la divisién;del -
&rea total de graficacién en sub-4reas. El nGmero de particio--
nes éue se desee, es un dato de entrada que depende de las carac
teristicas dei sistema y debe, por sllo, ser fijado por el usua-
rio. Concretamente se debe especificar el nlimero de particiones

‘en 'x' y el nGméro de particiones en 'y':

FIG. 3.1

SUBAREA

y
é AREA TOTAL

POR
GRAFICAR [/ '
‘ J Z—SUBAREA

1 2 3 4
Kx = NGmero de particiones en x = 4

' Ky = NGmero de particiones en y=2
B ‘NGmero de sub-&reas = 15
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La divisién de las sub-ireas se realiza en la subruti-

"na PLTKP y el algoritmo es el siguiente:

°
El tamafio de la sub-&rea en cada eje, se calcula divi-
diendo el nficero de puntos en X (Nx) o el nmero de ountos en -
.Y (Ny) entre Kx; Ky respectivamente, es decir, entre el ndmero
de particiones de cada eje. El primer punto a resolver es que
el cociente Nx/Kx o Ny/Ky puede no ser entero, o dicho de otro
modo: que dado el nfmero total de puntos en algGn eje, y el ng
mero de particiones que se desea en el mismo, no nos sea posi--

ble tener la misma cantidad de puntos en cada sub-irea (Fig.#2)

EJEMPLO:
%i;/ FIG. 3.2
% Nx = 11 Kx = 7
 SUBAREAS ] ) 2| 3| 4] s 6 w11
S : % %% = =7 QUE NO ES ENTERO
/A X Y POR TANTO EN TODAS LAS -

-

hd

JPARTE ¥ DEL AREA TOTAL SUBAREAS EXEPTO EN LA SEX-
TA TENEMOS 2 PUNTOS.

Ello implica que si cubrimos el &rea total incrementan
‘do un nGmero constante de puntos, por fuerza, ¢ nos pasamos del

drea total o no llegamos a su frontera.
Para resolver esto procedemos de la siguiente manera:

8i el cociente Nx/Kx no es entero redondeamos por arri




DIAGKAMA DE FLUJO No. {
DIVISION DEL AREA TQOTAL DE GRAF, EN SUB-AREAS

Ix = Tamaho de la subarea en
LN }
X

1y ='T<':muﬁo de la subgcrea en
Y

!

Ig=Y Ix
1g=Y2 1y
H=I¢4+1
W =141

JA = MAX (3J—=ug,1 )
JB'= MIN (Ju+ JF, Ny )

IA=MAX {(11-1g,1) e =51 ME PASO DE REGRESO -
CORTA A .
IB = MIN (II +1g, Nx)

~Si ME PASO CORTA EN Nx

GRAFICA DE CONTORNO
EN LA SUB-AREA

l

II =11 + 1X




NO

IX=~-IX

p

11=11 4+ I1IX
JJ=Jd3 + 1Y

JI—-JO<INY

St

- o x
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ba, de tal manera, que en este caso siempre nos pasaremos del va

lor Nx.

En el momento en gue nos pasamos de los limites del -~ -

Area total de graficacibén cortamos en Nx (diagrama de flujo #1).

Cuando terminamos la graficaci6n de las sub-&dreas en la
direcciéh X, incrementamos la 'y' vy graficamos las sub-84reas en
sentido inverso (véase fig. 3.3). En este caso pasarnos de limi
te del Area total significard que el valor de nuestra iteracibn

es menor gque 1 y por tanto hacemos el corte a este valor.

FI1G, 3.3
SUbAREA
/ - FIG3,3~

7
(AL PASARNOS DEL —_—
AREA TOTAL COR- .
TAMOS EN 1) ~—— : {817 {AL PASARNOS DEL AREA
_ . TOTAL CORTAMOS EN Nx)

t-l213]aea]|5]6s

1 ——— Nx

Si revisamos el algoritmeo 1, veremos gue la iteracién o
sea, el paso de una sub-&rea a otra se realiza sobre la base del
punto medio de la sub-SArea (fig. 3.4). El propSsito de esto cog‘
siste en reducir la iteracién a una variable: Tomamos el punto

“medio de una sub-&rea, y realizamos movimientos a la izauierda y

a la derecha de este punto, de tal forma gque obtenemos los extre
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mos de la sub-irea. A continuacién movemos el punto medio a la

siguiente sub-&rea repetimos el proceso hasta cubrir el irea to

tal. »
FIG. 3.4

~FIGAS -

MOVIMIENTO  HACIA
LOS  EXTREMOS —~_|

e

Lo
e et el Nt e

PUNTO 1AEDIO DE LA ITERACION SOBRE EL
PRIMERA SUB-AREA PUNTO MEDIO.

oy
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PARAMETROS SOBRE LA SUBRUTINA DE SUBDIVISION DE AREAS.

VARIABLE DE ENTRADA:

Z1 - Valor minimo de la matriz de campo.
22 - Valor m&ximo de la matriz de campo.
"2E - Matriz de campo.
NZ - NGmero de contornos que se desea graficar
Kx - NGmero de particiones en x
Sub-&reas
Ky - NGmero de particiones en y
Nx - NGmero de c¢olumnas de 2E
Area total de graficacién
Ny - NGmero de renglones de ZE

PL -~ Subrutina de graficacifén en nuestro caso:
PLKTP ( se explica adelante )

VARIABLE DE USO INTERNO:

I@ - Mitad de puntos de la sub-~&rea en x.
J@¥ - Mitad de puntos de la sub-8rea en y.
Ix - NGmero de puntos de la sub-irea en x.
Iy - NGmero de puntos de la sub—&rea en y.

DZ - Incrementando entre cada contorno en gammas.

JA -
J’B_

‘ Limites de la sub-irea.
IA. - . :

IRl
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II. CONTORNOS POR SUB-AREA
II.-A DICRIMINACION BOOLEANA.

Una vez localizadas las sub-~dreas el siguiente problema
es la graficacibn de los contornos en cada una de ellas. En el
programa actual* el usuario da como variables de entrada el nGme
ro de contornos (NZ) gque desea graficar. La primera parte del -
algoritmo consiste en calcular el valor m&ximo (Z1l) y minimo = «

(z2) de la matriz de campo (subrutina mfn-mix), con la ecuacibn:

Z2 - 71

D2 NZ=1

calcula el espaciamiento en unidades de campo (ie gammas) que de
' be existir entre cada contorno. E1 diagrama de flujo #1 se ve -
entonces complementando en la parte que dice "Grifica de Contor-
nos en la Sub-&rea"”. (Véase diagrama de flujo #2). Como puede

verse se trata de un simple Loow cerrado que va de 1 a NZ (nfime-
ro de contornos). Incrementande el valor de campo porAcontoino

en Dz. Lo importante es que en cada pasada del loop se aplica -
la subrutina KNOSC que es la encargada de graficar un contorno =

dado. Esta rutina es la que explicaremos a continuacién.

Supongamos que deseamos obtener la grédfica de un contor
no de x gammas, el primer paso que da el algoritmo es la determi

nacibn de "por donde pasa el contorno". .

*) ‘Al final de este apartado se emplea una modificacién.
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Recordamos gque nos encontram&s en una sub-drea que tie-—
ne {IB-~IA) x (JB-JA) puntos con sus respectivos valores de - ~
campo. La primera forma que podemos idear para saber por donde
pasa el contorno, es tomar el valor de campo de los vért;ces de
cada rectingulo que toma la matriz y ver si el contorno atravie-
sa alguno de sus lados. Este método puede simplificarse, sin --
embargo, si en vez de recténgulos tomamos tridngulos, y la razén
es simplemente que se reduce el nfimero de lados, por donde puede

entrar o salir el contorno.

Por esto el algoritmo considera todos los rectfngulos -
que componen la matriz divididos por su diagonal (véase fig. #
3.5). Es decir consideramos que la matriz original esta formada

- por tri&ngulos.

FIG. 3.5
JB
v —K=1

24 ..
7z

v

COORD. X,Y DEL TRIANGULO
SUB-AREA. ’
1

8

< JA
1A

Simular el problema anterior resulta relativamente f£4-

cils
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Primero definimos una matriz Booleana de tres dimensio-

nes:

FE (%, ¥, k) en donde:

X, ¥y representan las coordenadas del trifngulo, es -
decir, de los tres puntos tomamos el gue se en-
cuentre mis a la izquierda y m&s abajo.

{N8tese que en cada renglén hay IB-1 trifngulos

mientras gue en cada columna JB~1l).

K - Puede tomar el valor 1 6 2 dependiendo de que -

se trate del triingulo de arriba o de abajo res

pectivamente.

Por convensibn si FE tiene valor .FALSE. significa que

mel contorno atraviesa el tri&ngulo y si es .TRUE. que no pasa --

por E&l.




DIAGRAMA DL FLUJO No, 2

GRAFICACION DE UNA CURVA DE NIVEL EN UNA
SUB~AREA DADA (SUBRUTINA KONSC)

CALCULA COEFICIENTES PARA HA
CER QUE LAS COORDENADAS DE LA
MALLA QUEDEN ENTRE CERO Y UNO.

CALCULA LOS VALORES DE CAM
PO DE LOS TRIANGULOS (I,J)

CALCULO DEL VALOR MAXIMNO ¥ MINI

MO DE CAMPO PARA CADA UNO DE LOS
DOS TRIANGULOS.

.
CARGA LA MATRIZ BOOLEANA 2E CON
.FALSE. O .TRUE. SEGUN EL CONTOR~-
NO PASE O NO POR EL TRIANGULO.

LOOP QUE BARRE

LA SUB-AREA.

FE .TRUE.

: .FALSE.



Colilutl DE CUUhDLILLAS DEL 'l‘l\‘ll\!:"
GULO INICIAL (KONIT)

CALCULO DE LOS VALORES DE CAMPO
DEL TRIANGULOC INICIAL

SALVA LOS VALORES DEL TRIANGULO
INICIAL

CALCULA EL PUNTO DE PARTIDA ME-
DIANTE LA FUNCION 8P Y MUEVE LA
PLUMA A ESE PUNTO ; USA LOS ~--
COEF. XS ; YS.

ROTA LAS COORDENADAS DEL TRIAN-

GULO

CALCULA EL PUNTO DE LLEGADA Y GRA
FICA EL SEGMENTO DE CONTORNO.
USA COEF. X8; ¥s

PREGUNTA SI

EL CONTORNO PASA POR NO'

EL, TRIANGULO ROTADO




- PREGUNTA
SI EL TRIANGULO
RASO DE LA SUp

CALCULA EL VALOR DEL
CAMPO DEL TRIANGULO
ROTADO

REGRESA EL VALOR
DEL TRIANGULO INICIAL

K=1,2
J = ¥A, II
J = Ja, 33
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El problema entonces consiste en barrer toda la matriz

preguntando trifinguleo por trifngulo si el contorno vasa © no.

Supongamos por comodidad que nos encontramos en el pri-
mer punto de la sub-&rea, es decir, en IA, JA. Entonces las - =

" coordenadas:

TA, JA
IA, JA + 1 K=1K=2
IA + 1, JA

IA+ 1, JA+ 1

representan el primer cuadro de la sub-8rea en donde hay dos - =~
trifngulos. Ayudados por la matriz de campo de la sub-8rea pode
mos saber la intensidad magnética de cada punto. Para determi--
nar si el contorno de valor x, que queremos graficar, pasa o no
por el primex tridngulo tomamos los tres valores de campo co- -

rrespondientes (F1, F2, F3) y procedemos como sigue:

SEA F MAX = m&ximo (F1, F2, F3)
Y F MIN = minimo (F1, F2, F3)
ST F MIN X F MAX entonces el contorno pasa f
FE (1a, JA, 1) = .FALSE.

Si esta relacidn no se cumple:

* FE (Ia, JA, 1) = .TRUE. 0 sea el contorno no pasa.
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Por comodidad elegimos el primer cuadro y el priner - -
tri&ngulo de_la sub-&rea, pero es ficil ver que si iteramos x,
y; para cada coordenada tomamos K = 1 y K = 2 barreremos toéa -
la sub-8rea. Hasta ahora tenemos una discriminacién booleana -~

del contorno:

FIG. 3.6

VPV’ — FaLsE.

V — TRUE.

II.-B ’INTERPOLACION Y GRAFICACION DE LOS CONTORNOS

El paso anterior nos permite saber en cual trifngulo -
de 1a'mat;iz hay que efectuar interpolacifn para graficar y en

cual trifingulo no.

Un posible camino 16gico que podriamos seguir es el de
‘barrer nuevamente toda la matriz, y solo-ahi donde FE fuera - -

.FALSE. efectuamos la interpolacién encontrando los dos puntos
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por donde el contorno atraviesa el trifngulo y graficar, Sin -
embargo, hay dos elementos que hacen inconveniente este proceso:
Primero que cadavez que terminiramos de delinear un segmento del
contorne en un trifngulo, hay gue llamar a plot con pluma levan-
tada para ir al siguiente tri&ngulo. (lo que implica un conside-
rable nimero de llamadas a PLOTX; Y el Segundo gque existe un mé-
todo que no solo evita lo anterior, sino gue ademSs reduce el nG
mero de interpolaciones a la mitad. Este proceso es el que se -

explicard a continuacibn:

En primer lugar empezamos por barrer la matriz booleana
hasta algfin tri&ngulo gue resulte _FALSE.; entonces a través de
la Subrutina Konit calculamo- y guardamos en memoria las vérti--
ces de este triidngulo que serf el punto de partida. En seguida
y con ayuda de la matriz de campo, obtenemos la intensidad magné
tica de cada uno de los vértices. De esta forma tenemos ubicada
das las coordenadas y el valor de campo del trifingule de parti-

da.

Ahora bien, el algoritmo se basa fundamentalmente en la

siguiente consideracifn:

En general tendremos en cada tri&ngulo dos puntos por -
-donde pasar& el contorno, el de partida (PP), y el de llegada =--
(PLL).
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FIG. 3.7

pp
CONTORNO

PLL
La idea para evitar interpolaciones y mov. de pluma es
."calcular un nuevo tridngulo, tal que:

A)V El lado del trifngulo inicial que contiene al pun

to de llegada, sea un lado del nuevo triingulo.

- B) Que la diagonal del nuevo tri&ngulo mantenga la -

inclinacién de la diagonal del trianguio anterior

FIG. 3.8

- TRIANGULO
REFLEJADO

En esencia lo anterior significa efectuarruna reflexibn
'de uno. de los vértices del o4 inicial, sobre el lado que contie—"
:he éi,PLL. El punto de llegada del s se transforma entonces en

~ el punto de partida del nuevo tri&ngulo., El algoritmo continGa
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-con el c8lculo del nuevo punto de llegada y con la consecuente -

graficacibn del nuevo segmento del contorno.

La repeticibén del proceso anterior, significa ir sigui-

" endo (y graficando) el contorno a través de la malla de tridngu-
" los. Ahora bien, una vez graficado el contorno sobre un triSngu-
lo calculado, éste debe cambilar de signo booleano, es decir, - -
puesto que el seémento va fue graficado, el 4 , debe tomar el va

lor .True. dentro de la matriz booleana.
El propSsito de &sto, se debe a dos consideraciones:

a) Supongamos que sequimos la graficacidn de un con--
torno cerrado (FIG. 3.9), la pregunta gue surge es:
ZEn qué momento hemos concluido la graficacién del
contorno? Si cambiamos de signo booleanc a los --
triénéulos graficados, cuando regresemos al trifin-
éulo inicial (que es el momento en que debe dete--—
nerse la grf. del contorno), &ste tendrd un valor

.True., y por lo tanto se interrumpe el proceso.

b) - 'El segundo elemento por considerar es, que una éugl
va de nivel puede constar de dos o m&s curvas ce--
rradas (véase FIG.3.10). El proceso anterior nos =
conduce, sin embargo, a la graficacitbn de UNA SOLA

- CURVA CERRADA . Para obtener el contorno completo

el algoritmo debe regresar a la matriz BOOLEANA. -~
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original y-seleccionar un segundo tridngulo ini--

cial de partida. La repeticién de lo anteriz: -

nos garantiza la graficacibn completa del contoxr- =

no.

Bajo esta consideracifn, resulta necesario ~ -
cambiar de signo booleano, a todo tri&ngulo grafi
cado, de tal suerte gue cuando se inicie la bfs--
gqueda booleana de la siguiente curva cerrada, 1a

primera resulte invisible.

FIG. 3.9

‘ ‘ ' " TRIANGULO IHICIAL

N




- 90 =~

FIG. 3.10

TRIANGULO INICIAL 1

TRIANGULO INICIAL 2

(Ambas - curvas cerradas corresponden al

mismo contorno).

- Rhora bien, (Qué& ocurre cuando el contorno se sale de
- una de las sub-ireas o del 4rea total de graficacibém? (v&ase -.

FIG. 3.11)

g




- Fleall

TRIANG. |
P NC

’—\DIRECCIOP 2

{
C N P e

- DIRECCION UNO

74 PUNTO EN QUE SE -
SALE DE LA SUB-AREA
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El algoritmo'procede de la siguiente forma:

a) cada vez que calcula el vértice de un nuevo triln-
gulo pregunta si éste se encuentra contenido den--

tro de los limites de la sub-§rea.

b) Si se encuentra, procede a graficar y calcular el

siguiente tridngulo.

c) Si se sale, regresa al tridngulo inicial y termina

la curva graficando en sentido inverso.

wﬂ, : Lo anterior implica gue siempre debemos guardar el & -
‘inicial (KONSA), y que sl nos salimes de la sub-drea debemos po-

~der recuperar su valor (KONRE).

Para lograr que la graficacidn no se realice nuevamente
en- el sentido ya graficado, es necesario que (KONSA) en el momen
- to de almacenar el A inicial el P de partida se cambie por el -

_punto de llegada y al revés (véase FIG. 3,12)
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TRIANGULO 1NICIAL NUEVO  TRIANGULO

-,

CASO
PLL
DIRECCION
DE. GRAFICACION
/TRIANGULO INICIAL
]

. CIRECCION
CASO 2 N

DE GRAFICACION

HUEVO TRILKGULO

Lo.antérior completa la gréficaciﬁn de un contornov(uh
. valer determinado en gammas por ejemplo), para una sub-frea. Y
como sefialamos al principio de este apartado, esta Rutina para
diferentes valores de gammas, completa la graficacién de los =
cpntornoé por sub-&rea. Finalmente el movimiento de sub-&reas

‘ya explicando completa la graficaci6n del &Srea total.
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En las graficas 4,5,6 se muestra la aplicacion del algo-~
riﬁmo de configuracibn para un campo magnetico dipolar -
coh‘diferentés»densidades de puntos en la rejilla regular

equiespaaiada.
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CONCLUSTIONES

A lo largo de la exposicién anterior hemos revisado -
distintos enfoques y m&todos de abordar la construccibn de tiras
unidimensionales y bidimensionales. la primera observacibn de -
importancia es que todos los métodos encierran en esencia un mis
mo concepto: 1la minimizacifn de la curvatura. Este criterio des
de el punto de vista de la aplicacibn geofisica significa que -
ante la auscncia de informacibfn la interpolaci6bn se realiza lo

m&s suavemente que sea posible,

La teoria de las tiras adquiere entonces una integri-
dad. En el caso unidimensional demostramos la equivalencia en--
tre dos enfoques matemdticos en apariencia distintos: requerir -
la continuidad en la primera y segunda derivadas,ﬂy réquerir que
la curvatura sea minima. Estas condiciones resultan sér eguiva-
lentes tanto para el caso unidimensional como para el caso bidi-

'mensional. En este Gltimo s6lo cuando los puntos estén distri;

buidos sobre rejillas regulares.

Hay que destacar que en el caso de las tiras estricta
mente bidimensionales, es equivalente pedir la minimizacibn de -
una norma en un determinado espacio de funciones que utilizar el

gnfoque variacional cl&sico para obtener la ecuacibn Euler La-~

’ grange.

Los m&todos presentados representan diferentes enfo--
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ques matem&ticos para abordar un mismo problema, pero arrojando
distintos algoritmos précticos de interpolacibén que pueden ser -
utilizables dependiendo de la forma en que tengamos distribuidos

los datos.

En este sentido hay que destacar la diferencia que se
presenta entre los métodos cuasibidimensionales y los estricta--
mente bidimensionales. La importancia pr8ctica de esta'diferen-
cia estriba en que los métodos cuasibidimensionales s6lo son uti
lizables cuando los datos de campo est&n distribuidos en lineas
paralelas o casi paralelas. Mientras mayor sea la dispersién de
los datos respecto a esta distribuci6én, mayor serd la fuente de
errores. De hecho el m&todo resulta inaplicable cuando la dis-

tribucibn de datos es aleatoria.

En general es posible concluir (véase discusibn al --
Cap. 1) gue siempre gue tengamos distribuciones.de datos cerca-
nos a lineas paralelas el método cuasibidimensional no paramétfi
co resulta menos costoso y suficientemente preciso (el error m&-
: ximo para el cuerpo mas superficial ie de mayor gradiente es de

18%).

La verdadera importancia del mé&todo estrictamente bi-
dimensional radica en su versatilidad para el manejo de datos --
- aleatorios (el error méximo para el gradiente mis alto es de 21%

en una distribucibn aleatoria de 900 puntos). En muchos algofig ,:
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mos es valido sblo hasta un clerto punto (ej funciones cuadriti-
cas de péso medic, interpolacifn lagranciana etc.) por otra par-
te de acuerdo a la evaluacibén realizada por Crain (1970) se des-
prende gue el método estrictamente bidimensional es mis preciso

que los m&todos conocidos hasta ese momento.

En 1981 ademds del método de interpolacibn por tiras
aparece otro que alcanza una precision mayor que los métodos eva
‘luados por Crain. Este método es el Krigin (Ref )
que fundamenta la interpolaci6n en las caracteristicas estadist£>
cas de la vecindad del punto a interpolar. Hasta donde sabemos,
sin embargo, no existe una comparacibn de la eficiencia y exacti
tud relativa de las tiras y el mé&todo de Krigin, lo que si se sa
be es que este método requiere de tiempo de proceso coﬁsiderablg

mente mayor.

Por Gltimo es de destacarse que la densidad de valo--
res de campo para un mismo gradiente influye considerablemente -
en la exactitud de la interpolacibén. Por ejempls en el caso del
gradiente mis alto los errores maximos de 300, 600 y 900 puntos
aleatorios son respactivamente: 36.73%, 22.4% y lé.G%. El efror
medio mis alto para la distribucién de 900 puntos es de 0.87% y

para la de 300 de 2.10%.
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APENDICE 1

Supongamos gue tenemos el sistema matricial A x = b
La existencia de un vector X que satisfaga esta ecuacién signifi
ca que el vector b se puede expresar como una combinacifn lineal
'fde los vectores columna de la matriz A. §Si estos vectores son -
linealmente independientes entonces forman la base de un espacio
sl suponemos que la matriz A cumple con este reguisito entonces
la existencia de un vector X que resuelva el sistema significa -
'qﬂe b se encuentra totalmente contenido en dicho subespacio. En
caso contrario es decir que b se salga del subespacio indica que
el sistema matricial es inconsistente en cuyo caso la solucifn -
del sistema no es Gnica debiendo pensarse entonces , en terminos

de una solucibn Sptima.

Si b no esta en el subespacio, encontrar una X Sptima,
~significa encontrar el vector dentro del subespacio de columnas
que se encuentre mas cerca de (ver fig.). Este vector es natu
ralmente la proyeccién de b en el subespacio. Comoc se muestra -
en la fig. 1, el vector A X - brepresenta el error gue para ser -
minimo debe ser perpendicular al subespacio (como puede obser--—

varse si Ax-b=0 entonces b £forma parte del subespacio)

Para determinar la matriz de proyeccifn F procedemos
como sigue: Cada vector en el espacio de columnas de A es una -—
combinacién lineal de las columnas de A. En otras palabras es =

ﬁn vector de la forma Ay. Para cualquier eleccibn de y este vec



- 97 -
tor en el plano debe serxr perpendicular al vector de error A#—b:

(‘Ay)T (a x -b) = o

v AT ax-aTb = o

Pero esto es posible sflo si el t&rmino entre paréhte-‘

sis es cero:

Este sistema es conocido como ecuaciones normales, S§i
‘las columnas de A son linealmente independientés ATa es inverti-

ble y
x = ™™t aTp
La proyeccifén de b en el esp. de col. es por tanto.

P=ax = a Tl aTyp

En el caso especifico en que los vectores columna de '~

A sean ortonormales: (AT a)~! = 1 y por tanto P = A AT b donde .

la mat. de proy. es A AT .




1)

2)

3)

4)

6)
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