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RESUMEN

En este‘ﬁﬁﬁpajo se prﬁssntan brevemente, los esque-
mas de Drude "y SOmmerfeld que representan al metal
como. un gas de’ electrones 1ndependientes. Se mencionan
sus aciertbs B errores. Posteriormente, tomando un mo-
delo uaS fea;, un gas de electrones interactuantes,

se trata de resdver el problema de "eigen-valores" de
este sistema usando las aproxinaciones de- Hartree—Focﬁ
;Thomas-Fermi(w": “i,ihdhard y, Hohnberg,v Kohn y Sham“’ "
en presencia de un potencial excerno.

Se considera que los electrones se mueven en el
ﬁampo producido por. los nﬁcleos iénicos fijos a la
‘separa016n internuclear de equilibrio, esta es la lla-
fmada aproximacién de Born—Oppenhelmer.

lDe prlmeros Efincipios, por medio del teorema de
;Hellmann—Feymann Lyose calcula el potenc1a1 interi&niCO/
‘del thio, con51derando dos impurezas positivas (3 pro-
;tones cada una ) Y la den51dad electrﬁnlca inducida por
Lestas impurezas. Esta densidad es calculada ‘usando el
formallsmo de Hoheenberg, Kohn y Sham (H.K.S. ).

Bl calculo del potenc1al es renetldo introduciendo
variaciones en la presién a través del parimetro. de den
,31dad electrﬁnica, rs. Los .resultados para las variacio
nes del potencial intmriﬁnico con la presién son los
esperados f:slcamente. ‘

Se presentan gréficas de las densxdadeu calculadas,
de los potenc1alea interlénicos y se compara el poten -
c1a1 de Li cbtenldo con resultados de otros autores ob-
tenidp cqn.otros métodos.
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INTRODUCCION
Hanvexistido muchos intentos por tratar de expli-

car' y cuantifidar las propiedades de los metales. Se

han tenido expresiones analfticas y numéricas, para
estas propiedadés.

Con el mejoramlento de las computadoras, se ha
facilitado el estudio de las propiedades de los me~
tales ¥y en general de los materiales.

El objetivo de este trabajo es calcular el poten-
cial inter16nico en un metal, Litic. Aunque no. es el
ﬁnico trabajo en este tema, tiene el mérlto de ser

,desarrollado por completo de primeros principios,

haciendo una extensidn de una nueva metodologI .
‘La importancia de tener el potencial interiénico

‘radiFa en que de €1 se pueden . obtener muchas propieda-‘
des de los metales, por ejemplo derivar el espectro

'fonﬁnico;y de allI,poder hacer termodinamica del
metal.
El método usado para calcular el potencxal uti-

liza: el formalismo de H.K.S. Y el teorema de Hell-

mann—Feynmann)

El capftulo II corresponde al metallvisto como un
gas de electrones independientes, es decir se conside-
ra‘que los electrones se mueven como si no hubiera
atra;ineracci6n entre~ell¢s mids que colisiones y sb6lo
est&n obligados a permanecer dentro de una caja que
}tiene comd limite‘las dimensiones del metal, como con-
secuencia de la aproximacién de Born-Oppenheimer. Se
exponen en este capItulo los tratamientos de este gas
de electrones, debidos a Drude (1900) y Sommerfeld
(1928) .



La dxferencxa fundamental entre los dos modelos es

el uso de la distrbucxﬁn eetadistmca de velocidades de

‘las electrones,brude usa la estadfstica de Maxwell-Bolt-

zman y Sommerfeld la de Fermi-Dirac.Esta diferencia trae
consecuencias grandes ¥ los resultados de Sommerfeld re-
sultan ser mejores.

En el capitulo ITX el movimiento de cada electrﬁn“
est& detarminado ahora por el resto de log electrones,a
traves de un- natencmal efectivo.

La aproximaci&n de Bartree—Focks(1930) supone como

’soluclﬁn un determlnante de Slater ‘que contiene funcio-

nes de onda de un solo electan,este determinante inclu'
ye propiedaaes de antlslmetria para la solucxﬁn,tomanﬁo
en cuenta,asi el principio de exclusién de Pauli.
Los electrones en esta aproximaci6n se mueven en .un
tnclal qne es el prumedio de las interacciones del sis

‘tema

La aproxlmacidn de Thomas-?erm£5(1927-28) es una a-

,proximacién sem1¢1531ca.2n ella se introduce un potncxal

exteruo a trav&s de una impureza,que produce una redis-
trxbuci&n de carga a su alxededor,apantallando el poten~
cial de la carga externa EX problema que se. resuelve es,

-entonces,el de un gas de electrones indeoendientes que se
’mueven en un. potencial gque es una fraccién del potencial

externo El inverso de esta fraccién es l1lamada funcién di
eléctrica de Thomas—rermi 19,26) ,

BYl’ apantallamiento de Lindhard (1954)es una exten516n
éel método de Thomas—?ermi,este Gltimo es valido para las
omponentes de Pourier,q,cercanas a cero.La funcién die~
léctrica que resulta en el apantallamiento de Lindhard es
diferente a la de Thomas-Fermi.

-39 ﬁltimo método tratado en el capftulo III es el for-
malismo H K. S.,(1964-1965). Este método también supone u-




na’redistribucisn de carga negativa alrededor de un po
.tencial externo,paro a diferencxa de los tratamientos
anteriores incluye un térmlno de correlac16n El forma-
,llsmo esta basado ‘en la densmdad electrénlca,esto ‘es,
Jla densidad electrdnica juega un papel central

El potencial 1nter16nico es trauado en el capItulo
IV,por. medio de la teoria de respuesta lineal en la ‘cual
?lnclulmos la teoria de pseudopotenciales esta es expue‘
sta Brevemente y se pone en manlflesto la desventa;a de

ta teoria que depende muchaé veces de parametros ajus<

;tados por medio de resultados experimentales,que no a~w
'Lrojan en algunas ocasiones,congruencia en los valores
de 1os parametros determlnados. El modelo utilizado pa—”
ra calcular los potenciales variando la presibn; se desa
'rrolla de primeros prlncipios utilizando un metal con dos.
'impurezas ‘que producen redistribucién de. carga alrededor ;
ide ellas Se calcula esta redistribuci&n utilizando el for,_
fmalismo H K. S. y se resuelve el problema del potencial U~
'tLlizando el teorema de Hellmann~Feynmann.'

Les resultados obtenldos se comportan ‘bilen fisicamen-~
te. ‘
'Eﬁiste un apéndice en el cual se desarrolla el teore-
’ma de Hellmann—Peynmann gue nos da la d;ferencla do enexr= .
'gia entre el sistema alterado y el sistema no’ perturbado.




\de gas de electrones-

II. EL GAS DE. ELECTRONES

'Los‘metaleq'ocupan'un‘iugar‘especial en el eStudib’
de los sélidos,pues son excelentes conductores de ca-
lor y alectricidad dﬁctiles Y maleables Debido a ello

‘se ‘ha. tratado de dar modelos del estado metdlico que
.expliquen en forma sencilla sus propiedades.

Dru de r,g comienzos de siqlo.(l900) 4ais la pauta

jpara la elabnracién de otros modelos que aunque con en
“foques erréneos dieron lugar a resultados aceptables.

Este capitulo contiene dos de los primeros modelos-

(,a

"E1. mgdelo de Drude j el modelo emleado poxr Sommer-
(‘:1)"

f ld._

II.1. EL MODELO DE DRUDE
‘Drude elaborf su teorfa de conduccibn eléctrica y.
térmica aplicando la teorIa cinética de los gases ‘a un

>metal consideréndclo como un gas de electrones.

La teoria cinética de los gases trata a las molécu
las de un. gas como esferas sélidas,]as cuales se mueven.
en. linea revta hasta chocar con otra molécula.

Drude removié el problema que surgia en. cuanto a la
neutralidad de carga del metal considerando a eSte como
un: conjunto de &tomos que al ser unldos para. formar uns -
metal contribuian con parte de sus electrones pard for.
mar ‘un gas de ellos,los cuales vagaban libremente a tra
vés del metal mienfras que los iones permanecian 1nm6-
vviles (vex f*gura I1.1). Los electrones.pertenecientes



a.. gas ‘eran los electrones de valencia’ los cualec esta-
‘ban débilmente llgados al atomo El resto del ion perma—

;necia con su estructura de- 5tomo libre.

TPIGURA II.1 Representacién esquem&tica del. modelo.
jde Drude Los iones ‘est&n embebidos en un ‘gas de e~ .
‘lectrones.

La densidad del gas de electrones clésico est§ da-
a ~_‘_p’6r e

N (NJM«D de alectvones
BAY;

por wnided cubice (11.1.1)

Usandc el nﬁmero de aAvogadro {6.03 x 10 ) y el nd-

»mero de moles por om ,ﬁv/A con ﬁnigual a la densidad
ide masa en gramos por centImetro cﬁbico, A es la masa

at&mica del elemento Y ya que cada Stomo ccntribuye
con 4. electrones n es igual-a :

- .03 X10™ Z ¢ (11.1.2)

»Entge-las;suposicioﬁes bisicas del modelo de Drude

‘estan:

:q)hse,dgspregiénfias,colisiones de los electrones en-



tre si y con los iones,

b) Las colisiones son instanténeas. como en teoria ciné
tica de los gaoes, la veloc;dad de los electrones
cambia abruptamente.

c) Los elecur01es llegan al equilibrio térmico con sus:
alrededores a través de. colisiones.

- d) Se supone una probabilidad por unidad de tiempo,%ﬁtj
\nara que e1 electrén eyperimente una colisién ﬂ? es
:llamado tiempo de relajacibn.

_Drude asigno a ‘los. electrones da aistribucion de
;velocidades correspondiente a un gas clésico de densi—
;dad;f, :ﬁ/v dada,para una temperatu A de equilibrio,
;por la dlstribuCLGn de Maxwe11~Boltzman,(1868-71) Siendo-#

5V AV = f (w wRT) € /zm-clv (11.1.3)

‘el nﬁmero de’” electrones por. unidad de volumen con ve-~
flocidades entre V ¥y V +av.

La razﬁn por la. cual Drude utilizé la distribucién*
;de M B y no una distrlbucién culntica’ fué que no e/is;
tia,aﬁn la mecanica cu&ntlca Cabe hacer notar que nara‘
fel ano de 1901 el fisico Max Planck establec16 que la
‘radiacidn era emltlda en cuantos de. energia,es decir

E=nh Y
,conY‘ la’ frecuencia 'de la radiacién y h - una constante

,universal igual a 6.63 x 10 j—seq.. Este resultado fué
b&ﬁico en el deSarrollo de la mecénica cuantica.



El modelo de Drude da resultados satisfactorios de
,muchas propiedades de. los metales Por ejemplo,predice
correctamente la magnitud de la resistivxdad eléctrlca
‘de casi todos lps metales a temperatura ambiente 'y tam -
ibién permlte explicar la comnleta opacidad de 1os meta
iles'Por otro lado existen iallas notan;es en el modelo.
EAsi,para 1a dependencxa de la resistividad con la tem—
”peratura predice r'a en vez de la dependencia lineal ob

'servada experimentalmente También da maqnitudes incorre“

ctas para el calor especifico electrénico.v
Estcs resultados 1ncorrectos son debidos al uso de
lav distribucién de Maxwell-Boltzman.

tg,1é>
1.2, EL MQDELO DE - SOMMERFELD

cOn nl“ dﬂanxm*ento de la taoria cuantica y el recon

Vnocimiento de que los elect*ones obedecen el principio
‘de exclusién de Pauli Sommerfeld (1928)sustituy6 la es-
tadistlca de Maxwell-Boltzman (1868 =71) por 1la de Fermi
Dirac. (19?5~26)
El equivalenteven'esté'nueva-estadiética‘de la ec.

I1.1.3 es: |

e ) 1

:S-(v): ,@x?[(_ﬂ;‘vf.‘v—?,’gﬁ Tl kel +1 (11.2.1)

'Para*temperaturas menofés que 10° oK las estadisti-
cas“di meren en gran forma,ccmo se. muestra en la figu-




El modelo de ‘Sommerfeld supone que el potencial ne~
to’ producido por los iones vy electrones se puede tomar
'1gual a\cero aentrc Acial metal v constante fuera de él,z
esta aproximacxén ha ‘dado muy buenos resultados a pesar
de ser tan. burda.

HOM

ne S¢o

) t.

FIGUR& 1.2 Distribuciones de Maxwell—Boltzman Yy Fe
<rm;-Dirac para metales a temperatura ambiente.

jOtrafforma’de:es¢;ibirfla ecvacibn II.2.1 es:

o 1
ey = TV kgt

Y (11.2.2)
que. es la'prObabilidad'dé'Que un orbital con energfa £
sea . ocupado,j(en la ec.IX. 2.2 es funcidn de 1la tempe
ratura v para T=0 es llamada energfa de Fermi (UT=0)=Cx)
,l&ea 1llamado el potencial quimico (en presencia de un
campo”externo,/“-cambia y es llamado potencial electro
quimico).
“Para calcular- cantidades fisicas del metal (Energia
finterna calor .especifico. electr&nico etc.)una vez que
se t;ene la distribucifn II.2.2 es necesario tener los
,eéﬁados electrénicos, € .
' para el caso de una muestra cﬁbi¢a del metal se pue
en obtener las funciones de ondé pafa cada estado eétg'



cionarro y a sulvez los nitveles de energia correspondie
ntes resolviendo las ecuaciones de. Schrodinger del sBis-
tema.Para ello se utilizan condicxones de frontera rigi
dasy se supone que el” cubo tiene un volumen L con ‘sus
caras parale&as a los planos cartesianos y con uno de
los’ vértices en el origen Se toma (ademds, el potencial
fuera del cubo como infinito y dentro de &1 igual a ce
ro. Cabe senalar que en lo que sique utilizamos unida~-
‘des. atdmicas,es decir- e“hum=1 donde~
€ es la carga del electrﬁn A la constante de Planck di-
vidida por Zﬂ'y m es. 1a masa del electron Para la ener-
Agia usamos dobles Rydbergs (1 Rydberg=13 6 ev).
Teniendo en mente las Drooosicionas anteriores las
soluciones a la ecuacibn de Schrodinger ;esultan ser de
la forma:

") SL_“ (nn v% s‘n(“;‘S ‘)St.n(ﬂ."X) (I1.2.3) ‘}

l)“:,'\‘ (

La ecuacidn Ir.2,3 es la soluciﬁn dentro del metal-
n,,n,,n. son enteros positivos. Fuera del metal la solu
cibn es cero.

| Lbs‘hiveles de energia correspondientes a I1.2.3
son;:

£, N (k5 4 R+ i) (I1.2.4)

nDonde las k'es representan las componentes del vegtor
,de onda asociadas con el estado es decir:

ke = ne W, - (= ¥%4,% (I1.2.5)

El nlmero de estados orbitales con energfias entre £
y £+ A€ es N (€)AE .Aqul se ha supuesto d€ 1o su-
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.ficientemente grande para que contenqa muchos estados

(de II 2 4 ae Dueda ver. que € no es continua aunque 1oaj

restados nueden ser muy cercanos)

Asf,el- nﬁmero total de estados orbitales, Y’(E ) ,con

:energias menores ‘que & es:

Yee) = . H( 6)45 (‘II;‘.2‘-‘6}(§),?”
asf
He)= ¥ (IT.2.6 (b))
o d&
;U339§§ las“écuaciones~11,244,y II.2.5 obtenemos:
o . P R
= NG+ 4N = 3.”7"; (11.2.7)

ue’ es la ecuacién de ‘una. esfera en el espacio n.
‘pgjesta manera el numero V‘(E ) ;de estados con e-

jnergias menores que £. es juatamente el nﬁmero de pun 
}tos‘representativoa que estan en el octante positivo
:de la’ esfera,fig II 3. Ya que existe ‘un punto por uni

dad de volumen tendremos-
o v N Wi y.
‘\,/‘.Cs)-;e,g,,e-— -».“_ «E) =R 2L (2€)° (II.2.8)

con v=L”.

Los puntos representan
estados.

FIGURA II,3 El octante positivo del esvacio:pn, -
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Derlvando'y (£ ) con ‘respecto a ‘£. obtendremos 1

densidad: de estados,gN°(E ).

MN(e)= 2 @y ! (I1.2.8)

Para la temperatura de. cero absoluto todos los esta-

'dos con energxas por debajo de un m&ximo,gp,estarén ocu'
:pados por dos electrones de. espln opuesto. S5i:N es el -

nﬁmero total de electrones debemos tener:
1j K de= 75 § Qo™

La;dﬁﬁsxdad»de,electroneg;f€=n/v,e9t&'dadagpo::

o p)¥
= 3w f) (11.2.9)

6, usando rs‘que es el radio de la esfera que ocupa en:
;promedio”unAelectrén

I
-

2w W=

tenemos .

RN PE.

: £F - ig(;}:%3?34;~

. \rs*

Errores cuantltatlvos que hubo en las predlCPlOHES

;hechas por Drude fueron remov1das al hacer el cambio de
adisti“a Pero aﬁn esta teoria cuéntica del gas de e~
5lectrones falla al expllcar inconcordancias con el coe—
fflcientc Hall magnltud de. camno magnétlco y tiempo de
:relaja016n Dentro de las predlc01ones del modelo de Som..
:merfeld esta el térmlno lineal T en el calor especiflco'
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electrénico en metales alcalinos,pero no asI para meta—

jtrénvlibre (ver incisos a-d cap. I) son la Wayor fuente 
fdeidificultades del modelo ‘de Sommerfeld En estas apro—r

jse ignora el efecto de los iones en la din&—(
‘ ‘un electr&n Por otro lado no se toma en cuenta
a‘#os iones como entidades din&micas.
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T8 EL GAS DE ELECTRONES EN PRESENCIA DE UN POTENCIAL -
EXTERNO.

Los. modelos’trafados en él“capitulo II aunque son
ﬁtlles no son reales,no toman en cuenta ‘las interacci-~
ones: electr6n~e1ectr6n.

En. realidad,al tratar ccn metales se habla de un
electrén moviendose en presencia de- un potencial da+
do. Debido a que en un metal exjeten muchos electrones
ipresentes que interactuan entre si el "alculo de’ "eigen
estados" en este sistema,aunque es un problema bien de~-
finido no tiene soluci&n analitlca El Hamiltoniano del
sistema contiene las energias cinéticas individuales,

~(1/2)Z Vu. .4Ademas,contiene la interaccién de cada uno
,de los electrones con el nofenninl pxtprnQ,Fipn_mﬂnt

'contiene la energia de interacci6n. coulombiana entre pa»
:res de electrones,por lo que la funcién: de onda del sis
tema seré funciﬁn de las coordenadas de los N electrones.

jLa ecuaci&n a resolver tendré ‘la forma:

3w+ zV(m-»..m" el Y @n, 0=
E‘ W,(.‘ﬁ_;?‘,‘-ya) IXr.1

Donde E es la energlia total del 51stema.

Debldo a la interaccién electrén-electrén la ecua-
fc16n III 3. no puede ser separada ‘para. obtener ecuacio~
nes. 1ndepend1entes para las coordenadas de los electro
nes: indiv1duales,asi se hace necesaria una aproximacidtn.

‘En este capitulo trataremos algunoa de los métodos
sequidos en el tratamiento de este problema,tales Ccomo
el método de Hartree~Fock ,el de Thomas=-Ferml iapanta—
llamiento de Lindharé xy el método de H.K. S‘%“ |
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III 1 EL- METODO DD HARTREE—FOCK (1930)
De entre los primeros esfuerzos para resolver la e-
cuacidn III. 1,que contiene las interacciones electrfn -

ielectrén electrén-red en un gas de electrones inhomogé-
ineo esta la teoria de Hartree—Fock Si usamos aquf el Ha

miltoniano completo con. la ayuda‘ el pvincipio variacio :
nal de 1a mec&nica cuantica se obtiene un conjunto de”

:ecuaciones autoconsistentes que nos da la solucién del
-problema.

~La’ forma variacional de la ecuacién III.1 estd dada 

,;por cualquier estado que. ‘hace estacionaria la. canti-

N »é':le\-H.\‘iJ>i
¥ = ~<,‘B\‘V‘L’> (IIr.1.1)

:dgnae;

\ gy - Z S‘Ji‘f- eodte PIRS, ., Tose) (P, s Tus

En particular,la funcifn de onda del estado base mi-
nimiza ITI.1.1. » '
’taé ecuaciones de Hartree se obtienen al minimizar
:III 1.1 con: |

(v.s.,...,vus») Poat(®ms) - Fulfs)

(I11.1.2)

El producto III. 1.2 significa fisicamente gque la pa-
‘rticula puede tratarse como si estuv1era bajo la accién
de un potencial comGn resultado del promedlo de las in-

teracciones entre las particulas del sistema.
Hay que senalar que existen efectos 1mportantes que
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~..1r, pueden ser tratados con el’ método anterlor.

La qeneralezacidn de la anroxi‘nac;én de Hartree es -
"incorporar 1a antis.n.metria de la funcmdn de onda nara
,‘el sistema electrém.co asi se nropone lo: s:.qu:.ente.\

sy ;;,;3,(;'1"5.,)

,.,',ns4.,. r»s-,,)-- (P8, sy ﬁsu%&)nx 1.3)

ltal forma antisimétrica la da un determinante de Slater
(1951) de funciones de onda de un- elect:ctsn, el cual se
iescrlbe como ‘la matriz de N ox N»

(Fse H(Tas) 0 (Fess |

&

i

(fs)  (Fese - HolTess

Usando III 1 4 se. muumlza III 1.1 con respecto a ¢.
Esto nos lleva a las ecuaciones de Hartree-ﬁ‘ock“”)

:—‘f V 7‘ vy +U‘: 0’) 7‘ (r) + U“’(v) ’% CY)
¥ 54*"*~v~r K K) B @ dsids

_ : {ITI.1.5)"
. .(‘?

onde

. d.jw PLF)

fo_\ﬂ : B~
- ""‘2\\12} : tv_ﬁ {




¢
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v R se refiere a las posiciones de los iones en la red -

‘del sﬁlldo.

Estas ecuaciones difieren de las de Hartree en el
41timo- término de lado izquierdo que eg conocido ‘como

»término de intercambio Su’ aparicmﬁn es el producto de

exclusién de Pauli incornorado DoOr la &ntisimetria de .
1as funciones de onda,‘lastcorrecciones al resultado
de Hartree-Fock son convencionalmente referidas a.la-;
energIa de . correlaci&n. Esta energia no tiene sxgnifi-f
cado fisico es solo el error en el aue ‘#e incurre al

Ehacer~la¢aprgxima¢16n.

'III 2 -~ EL. METODO DE THOMA%-FERMI (1927 -28)

El fenﬁmeno de apantallamiento es una de las mas 8i
mnles e importantes manifcsfaciones de las interacciones'
electrénuelectrdn, tal fenémeno es de importancia en el

-desarrollo para obtener mayor nrecisidn en la teoria de .

las’ interacciones mencionadas oara nroblemae de &esnues

ta de 105 meta]es a iones u otras: impurezas.

1)
La aproximacién de Thomas~Ferm1 aue es semicl&si—

ca, aplica 1as ideas de electr&n 1ibre a. %istemas de
‘muchos electrones con energia potencial no constante.

Si suponemos que una carga nositiva es’ colocada den -

tro: de ‘un. gas, de: electrones y nantenidamente, su efecto

5er& ei de producir una redfstrrbuuidn del gas de elec

=trones al: redadcr de la carga (se produce el mismo fe«‘
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némeno para una carga neqativa con una redlstrlbuc16n
;apropiada) Entonces se atraer&n electrones creando u-
na acumulacién de: carga neqativa a su alrededor, lo
cual reduciré (o apantallaré) su- campo. Para. tratar con
este apantallamiento introduciremos dos potenciales ele
'ctrost&ticos.‘El primero serqﬁ5 el cual es producido |
.por la particula cargada p091t1vamente, este. potencial
‘satlsface la ecuacién de Poisson en la forma

~Y? ¢‘“" (FY = 97 porC oy (I11.2.1)

con f‘ como la densidad de. carga de la Darticula. El-
segundo potencial introducxdo es }‘ que es el potencial
‘total, es decir el potencial producido por la carga Do~
sitiva y la- nube de electrones que la dpantallan. Este
satisface

V@ = 91 fev

(111.2.2)
donde . es-la densid&@qde'cafga total dada vor
T, = G:lé i 2 : (nd :
@ = LR+ praa

wJ
convf como la densidad de carga 1nducida en el gas de

electrones por la presencia de la particula externa.

Si al lqual que los camnos D y B en la teoria de
los medlos dleléctrlcos, F‘ Yy ¢“ son relacionadas li
nealmgnte da-la~£orma:' |

t - .
¢¢z?) :jé?‘é(%?‘)%(w) (1X1.2.4)
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con €& (r,r')=€(x-r'), es decir denendlente de la sepa

racién entre las. puntos, entonces III.2. 4 se escribe

zxt

Gy s [dP e@-er grey s

cuya transformada de Fourier satisface

ext g - ‘ .
t§) = €§) $3) (I11.2.6)

La cantidad € (q) es llamada constante dieléctrica
de: el metal (dependiente del vector de onda)
Debe notarse que é.(q) es el factor en el cual es
reducido el potenuial externo.
' Aunque no se ha mencionado expllcitamenue, el méto~
do de Thomas-Fermi sirve para cuando el potencialﬁ
varia 1entamente con r, asi ﬁb (r) tambien variarIaL

.lentamente. Esto SR puede traducir en una relacién. en-
,t:e,la enexgig y el vector_de onda como la siguiente-

R = K - g
€ Ck) ¢ (III. 2'7)\

asf los niveles de enerqia para electrén libre, ec.
I1.2.4, se ve modificada por el potencial total local.
S; calculamos la dsnsidad de ‘carga producida porxr

‘estos electrones usando la expresién:

k.
J I §(en) (111.2.8)
con a distribucibn de F.-D., II.2.2 obtenemos

o |35 L
con =1 kT

cruayg’ ‘que la densidad de carga inducida es -n(E)+n,,
yon Ne la densidad unxforme de carga pqsitiya que com~ -

(I11.2.9)

'pehza 1a ‘carda de la nube electrénica para hacer neu-

tro el metal. asf n, es igual a la densidad IIf.Z,S

3
-




cuando by ast ;ﬁ , desaparece, es decir

No() = | 4K 3 .2.10)
No(A) )7 SRpuwITAlTL (III.2.10)

A‘si"léi'.densidad‘de cafga“induci“da serd:

f""‘z‘__‘) . - [h,(,« *¢(\"’)) - no("“)] (ITI.2.11

Como 95 se. supone suficientemente pequeno la ecua--

c:f.én III 2 11 puede ser expandida para ‘obtener :a primerj
:_.orden en ¢

. ¢nd - - 3N | v
@ =75Z P amaay

jend
;cuando f 2 95 satisfacen una relacién lineal su tran-.
sformada de Fourier cump].e con~

3

= X (9) BCg) (II1.2.13)

La: funcién dieléctrica €, . ITI1.2.6 puede ser:
‘relacionada con ) A de la forma:

. - YT Y5
€c)= Zr B (D g

Utilizando las ecuaciones II1I1.2.12-IIX.2.14 obten-
dremos la constantp dieléctrica de ’I'homas-—Fermi

€Cgy= 1+ -;;;~,/V’(/“) (III.2.15)

con N (/‘*)=S—,§, para T=0, M =& .
Para una carga puntual de magnltud 2, el ‘potgncialﬁ
q\;‘e:,‘gsté ‘dado por III.2.6, tiene una transformada de Fou
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vier, dada por. 4WZ/(q +}() donde X es el parémetro de
apantallamiento, }{ Vdﬁe (ev transformando al es-
pacio real el potencial apantallado liega a. ser simple
mente z/r(exp(~x r)).

El efecto de apantallamlento en este caso es simple:
mente introduc1r un amortlguamiento en el potenc1al couV»
lombiano de largo alcance como lo muestra la figura III

‘La- férmula III 2, 15 es unlcamente una apruz; acidny
en realidad é (q) tiene una forma m&s compleja.

jIII 3. APANTALLAMIENTO DE LINDHARD (1954)
Si expresamos 1a densidad de carga’ comno

feri=Z4 o =L PR (171.3.1)
icon Y; dada por:
<ERIVIR > W
- o { K YN ¥
’yjK - k z E~E 1][{’

La transformada de. Fourier de la carga inducida a
vprimer orden en § ser&

. thd e s - | | . o
F “?) " ’(3;} ‘ _,',k-‘ Vz'i’ _ Sg‘ﬂ,_lq ¢((1) (IX1.3.2)
(k‘?)' ,
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‘Asi-iYA(q)_de la definidi&n III.2;13 es. expresada

‘como:
Lz =~ Sé-‘:- Se-vg—levug |
, - )P 5.5 (ITr.3.3)
L 'usada es la distribucién de Fermi

§u = .f«iw[i/} (¥ =) +a]

Para valores pequenos de’ ﬁ se puede ﬂesarrollar el 7
numerador de la inteqral para obtener en valores dlre- .

5dedor de q=0

3‘::%?.,“‘* - ¥ E‘j‘é‘,‘j“ - O(e)

,tomando el término lineal en qy sustituyéndolo en la-
*integral III 3. 3 para T=0 tenemos.

e :‘£5 y 4KE = [1¥r+?] _ |
xXq)= 1[1+ _%_;;-z—\ ETEE (1II.3.4)

Al sustituirla en III.2.14 resulta

€)= 4+ 3T kn[, ‘1&, 7*[ [MH (I11.3.5)

ke ? ke =%

La k;;empleada es. el radio de la esfera de Fermi.

La ecuaciﬁn III 3.5 es la constante dieléctrica de Lin‘
;dhard Sin hacer las transformacxones de Fourier corres
gpondlentes para hallar el potencial se nuede ver que ‘la

51ngu1aridad ‘en III 3.5 para q~2k¢ da una contribucién
especial En efecto el potencial resultante ‘no es ya una;
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'exponenc1al simplemente,sino que ahora contiene oscila-
rciones,que son’ llamadas oscilaclones de Frledel ,que
provienen de la singularidad de la func16n dieléctrica..
’de Llndhard para a=2ke.

Y 3/, Y/K. -
o y‘ (o , o -

s Bfengial b Coulomb

Potencial Lo

‘FIGURA III 1 Grﬁflca de- el potencial coulombiano
;comﬁn y el potencial coulombiano apantallado.

fEl argumento de Priede] para. obtener este efecto es
»suponer un’ potencial coulombiano esféricamente 51métri-

Jco, la solucidn para la ecuacién de Schrodinger con talt
otencial es \

e ™~ .‘F sen - .;.J‘n' +N,) Pe(cose (ITT.3.6)
‘para‘diétanéias ‘largas,donde P, (cos®) es un harménico
@esférlco de orden 4 y k el vector de onda.

na exlstencia de las soluciones anteriores fuera de
'fase por una. cantidad LY comparada con la soluc16n co -
_rrespondiente para potencial cero, constituye un resul-
.tado central del método de ondas parciales al resolver
el problema de disnersién de tal potencial.
Los" defasamientos ‘N2 deben cumplirvcon la’ regla de
la-suma de Friedel ’ |

[T o
=2 Z, (24+3) 0, (ke (III.3.7)

A
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Donde Z es 1a diferencia de valencia entre la imou-

reza y el metal que aloja a tal 1mpureza eato es debido

a que necesitamos justamente este nﬁmero de electrones
alrededor de- la impureza para neutrallzar ‘su carga den—

ttro de una distancia finita Por tanto el vector de: on-

da de Ferm1 es el mismo que el que ‘se tiene nara un:
cristal puro y perfecto para nuntos muy 1ejancs de la

'impureza.

Para estos puntos lejanos se encuentra una densidad
e carga extra ‘dada por-

If= ZW“)S (1P [ al'y 2 4

= sl ';.ciz.w)' g é; f Sen(kr- 2Ty, )= sentCkr - £F
- Jo SR I v

- 3'—;)_-3_ Z (.247-?-1)8 s«.h(lkvu"’rﬂh)su\ J Cke)
b VI

apr X v(?._i’-*i\) 1) sen T °°5L2’\5FP*M)(III;3‘;8)" “

‘60hdéwse ha utilizado el fadtor'de normalizacifn (2MR) %
‘omitiendo los términos que van a cero muy ripido para
/valores grandes de r.

Las oscilaciones de la ‘densidad de carga, IYI.3.8,

'eStan,asociadas con la singularidad en q=2Ke.
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III.4, EL METODO DE H.K.S. (1964 -65)
El método de Thomas—Fermi fué de los primeros en u-
sar ala densmdad eléctrica f (r) como el centro de to-"

.da su teoria para describir metales. Ha habido variantes

a este- método Hohenberg y Kohn y Khon y Sham desarro-
'llaron una aproximaciﬁn para tratar. con el estado base
de “un gas de electrones inhomogéneo este método tambien
trata a- / uﬂ como pieza central.

Para. descrzbir el método comenzaremds con €l desa-
rrollo de un prjncipio varicional exacto para la enexr-
‘gia del estado base del gas inhomogéneo de electrones,
”donde 1a densidad /’(f) es una variable funcional.En
este principio existe una funcional universal FlP hﬂ]
la. cual es independiente de cualquxer potencial aylica-
do: V(r) y ‘tiene la propie?ad de que 1a expresidn e

ETFf]l= jfl}(fﬁ);!’( )Y de + FLfe® (ITI.4.1)

es un mInimo ‘para cuando f’(r) es el valor correcto de
la densidad de distribucién en el estado base, siempre
que: el nﬁmero de particulas permanezca constante.Aqui
E [f] es la energia del estado base de un gas de elec

trones sujeto a la accidn de un potencial externov-(r).

Consideramos un nﬁmero N de ‘electrones, encerrados
en una caja. suticientemente grande moviendose bajo la
1nfluencia de un potencial externo1r(r) Y existiendo
.repulsién coulombiana entre ellos el Hamiltoniano del
1s;§tema’toma la forma

H=T+V+U
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doﬁdg

7= ;‘;Svy*mvy’ﬁur
fue®) PXE) #e) dr

]

U

I

1 ([ ey X0 Preey PR 0

con jﬂ (r) el operador de campo usado en segunda cuan

;tizacién, con T,V Y U los operadores ‘de energfa ciné—
'tica, de interaccién de los electrones con el campo
externo y el de interaccién electrostitica. entre elec
trones, respectivamente.

'ﬁd[déhbspradiénfde‘que la energfa se puede expre-
sar como III.4.1 se haéé‘pbt reduccifn al absurdo.

51 tenamgs dgs funrinnag de onda . asociadas con. e
estado base, q: y‘P'; para los hamiltonianos Hy H‘
cuyos potenciales ‘sean *’(r) 'y Lr'(r) resoectivanente

¥y suponemos que Q’yip' dan origen a la misma densidad
eletrénica, .F(r), usando el hecho de energia mInlma'

para el estado base‘tengmos:

=<y W ‘P'> < PR\ = <WH+V—VWHI 4.3)

tal que

E'< E+ S [eey - v ()] 1) dF

Donde se ha utlllzado el hecho de que E y E' son
las: energias para el estado base de H y H! respecti-
‘vamente,

(111.4.4)
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8i en III.4.4 intercambiamos las cantidades primadas

Y no primadas encontraremos en la misma manera:

E<E -’f.S;[."’.k"?""”"?)-] feeydr (III.4.5)

Reacomodaﬂdo Y sumando lag ecuacicnes IIT.4.4 Y
IIT.4.5 llegamos a la inconsistencia.

E+E' < E +E' (II7.4.6)

De ‘lo- anterior se deduce que existe una. correspon
dencla biunivoca entre la densidad del sistema de elec.‘
trones en su estado base Y el potencial externo, asi
1’(r) es una’ funcional ﬁnica de f (r) y por ende 1o
son el Hamiltoniano v la funcién de onda del estado

ibase.A

Debido a lo anterlor la energfa del eg$ada -base es

.expresable de la forma IrI. 4.1 con

F [f‘(\*)] = LYl TrUl Yy (JII.4.7)

Claramente la expresién IIr.4.1 foma su valor mini

mo para. la densidad correcta.

El. siguiente paso es reescribir la funcional F[f]

Jcomo la suma de dos térmlnos uno debido al término'de

interaccién coulombiana y otro que da la contribucian a
la ‘energfa c1nética del sistema, es decir:

FfLA1=olr) 'U‘” __..._...)“')f“' dede' (1I1.4.8)

¢ -1
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con G’ U’] una funcional que tomara el car&cter universal

'de Fff] vy que da la parte cinética. G [F] puede ser es-
.pecificada por:

C’[f(?)] JT[f{r\]Av 4+ Eec LPC¥) (I11.4.9)

"donde el primer término es la energfa cinética del sis=
:itema y E“ [f] es una funcional que incluye las energi’.as
fde .‘Lntercambio )'a correlac:.én. .

En el caso de tener una densidad con qradientes pe-

;,quenos 1a energia de intercambio y correlaciﬁn se ‘puede

‘aproximar“ )por-

(II1.4.10)

fdonde .E,m(f(r)) el la energia de intercambio Y correla-—:
kcidn por electrbn en un gas de electrones uniforme con :
fdensidad £ S

El desarrollo hasta ‘ahora hecho no- tlene ninguna a=:
5proximaci6n. a excepcién de III. 4 10, ¥ serf la ﬁnica
'ruente ue error.__ "‘a; cfrof es proporcional al: cuadrado
.‘,del grnﬁlen._e de la densidad.

" La ene*gia puece ser ‘ahora escrita como:

= PRy AT PIFYP(EY ¢
E[d-»fvoﬂ Pe) AT + ;SS"'\‘F“\I‘\“ vdvy

+ TN AY + PUEY Exe (PERNAF (III.4.11)

es decir la suma, de las energias deb:.das al potencial
xterno, a- la interaccibn coulonbiana los términos ci-
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néticos y los de intercambio yncqorreiaciﬁn;
Debido a que JE=0, si lo aplicamos a III.4.11 tene-
mos: -

vendpie + L f{ 29 FOLIN gegen J-ﬂ Cricidiy

TR 4 f(\')el\* ot Fide =
SJRﬂ J*‘(fWWJfL)r_

vé v
(IXT.4.12)

con

(fCeN) = S f(;)f:;g Fee) (III.4.13)

‘que es la contribucién de intercambio y correlacién al
potenciallquimlco de un gas de electrones’ uniforme de
densidad feou.

81 se usa .

(¢) = U (¥ —».J f______(ﬂ 4%+

I.4.14
= (III.4.14)

es decir, considerar un potencial, al igual que como se
hi;d‘én ‘la aproximacifn de Lindhard, es la suma del po-
tencxal externo y el inducxdo por este. Asi, III.4.12
se puede reescribir de la manera siguiente:

o oy LTUPEY 4 tye (Pe))]d%: 0
J’;J_f’m[séc ¢ LUE) 4o (fe))]d¥

(1Xr.4.15)

Debido a que el nfmero total de partfculas se debe
conservar, la variaci&n J]g(f) debe cumplir con:

fJf(T”) d¥ = O (III.4.16)
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III. 4 18 son tomadas para IIT.4.19

La ecuaciones III 4. 15 y ITI.A4. 16 son las mismas que
se obtendrian para un sistema de electrones 1ndependien
tes en potencial

s PIFNE P(F) + Axe( pre)) (1II1.4.17)

Es decir, la misma solucién que se omtiene de III.4.15
y III 4. 16 ‘se obtendria resolviendo en forma autoconsis
tente las ecuaciones.

-4V + Ve (F kf)ﬂ'%:“e‘ ‘ (IIT.4.18)

=\ = Te (,—- "
(¥) }.2_:211 i )|

(III.4.19)

Las primeras N funciones de onda soluciones d

La;enexgia éinétiéa se puede escribir asf:
TLA = Z: E‘ ]"’*f(ff")) Py dv (IIT.4.20)

Las funciones de onda 41, I1T.4.18, a diferencia de

las.. funcxones de onda de una narticula en la teorfa de

Hartree~Fock, no tiene_ un significado fisico preciso,
pero la energia total III 4,11 y la denSLdad total,
III. 4. 19 estan bien definidas en esta teoria a pesar
de la dificultad de interpretar las funciones de onda.
La distribuci&n del desplazamiento de la densidad

de carga. electrdnlca, que rodea a la impureza de carga
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Z2=3 se obtiene resolviendo en forma autoconsistente las
ecuaciones

[49% + Vay ()] Yie®) = &P (¥)  (zrraanzny
AL 2
ANY)Y=2NL(IF) -Ne= ?:: l‘f'c,(?]l - No (IIX.4.22)

4 (B) = f A "“")Jru.v (®) (II1.4.23)
iv-vi
La contribuciﬁn al potencial.vg,,debida al término
de intercambio Y correlacién se puede aproximar por la
parte de intercambio y correlacién del. potencial elec—
troquimico ﬂm(n (r)).

La’ expresiﬁn que " se uso para la energ!a de inter-
cambic.y- correlacién fué 1la propuesta por Hedin y Lun .
dqulat:?que se” rundamenta ‘en un trabajo de Sinqwi :és“
ta tiene la forma:

e (Y=t () #B 21 1 1) (1) =M (T8 )

;cpﬁgkgﬁglxpotencial.de intefcambio debido a Kohnly‘Sham

dado por:
‘ 2w
A (F) = 3w ”C")),._ (ITI.4.24)
y =rs/A

Léfexpresién}final‘de,bhccOn los valoresvaptopiados'
para las constantes A y B, es:

oAl 0.2739 ““3-"-] III.4.25
ey <ol B0+ 2] anas
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‘Es’ necesario -que el potencial tienda a cero cuando
.rfxa; ésto se 1ogra tomando la definicién ‘de ch(rs)

como: -
xe ’“:ﬂxs'( No + A ncf-))-;;«n (no)
= Mwe (NP — e (E11.4.26).
ue s6lo es una redefinici6n del origen de ener-

ecuaciGn III.4 23 se. puede reescribir al’ integrar
sobre. coordenadas angulares ‘como:

. ¥)T \’cs("') “j-' + s 9?"* éﬂir"_)_ér + Kee(?) (x11.4.27)

1F-v

Utilizando 1os polinomios de Legendre con . sus pro -
iedades de ortogonalidad y notando que 1/\r-r1 es 1la.
_3eneradora de esos polinomios,se obtiene.

$ (¥y= " *'q': ?#'r' an (vydyr + j ‘/ﬂ'dncr*)dra
(III 4 28)

La. ecuaci&n de Schrodinger para una particula se re
:duce a 1a ecuacién radial-

! %ﬁ_ff-vﬁcfh- M-— f,;] v R (¥)20 (111.4.29)
donde Rq,(r) es la parte radial de la funcifn de onda
electrénica,l denota el momento angular vy k el estado
electr6nico.

E1l desplazamiento de la densidad de carga usando 1
ecuacién III 4.22 es:

e e = A [P £ CRa P i)

| . ,(r)]z‘ {I1I.4.30)
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donde 34 eS una funcibn esférica de Bessel de primera
especie Y Wb(r) es una funcibn de onda para un estado
ligado. Para llegar a IIT.4.30 se utiliz6 el hecho de
que & =k*/2. |

La forma asint6tica de la funcion radial para los
eStadds dé'enexgia positiva es:

Renl®) ~—cosny da(ke) - Senig, Ne ke (111.4.31)

que corresponden a estados de electrones llbres,que es
la olucién del problema de dispersifn por medioc del
método de. ondas parciales.

qu(kr) es una ‘funcidén esférica de Bessel de segunda
especie.-

Para estados ligados (de energia negativa) la forma -
-asint&tica esta dada por rRL(rrvG con k= (- 26.) “ donde
Ev es 1a energia del estado ligado.

Para que el potencial solucién tenga significado £L
'sico, debe desplazar un ntmero: de electrones” igual a la
carga 7 del nﬁcleo o sea debe satisfacer la regla de 'la
suma de Friedel ‘dada por 1a ecuacxdn IXr.3.s8.

Para identificar ‘los estados l*gadhs correspondien-
tes al potencial se utiliza el teorema de uevinsoﬁ >Este
teorema establece la relaci6n siguiente:

- N ,
o e (KYz Ng (W) T

(III.4.32)
donde Ng (A ) es el nfmero de estados ligados con momento
angular £ vy Ny (k) es el corrimiento de fase (6"Phase Shi
££") correspondiente al momento ancular { y al estado k.
El método utilizado para resolver las ecuaciones de
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H.K. S. autoconsistentemente esta basado en el de Manni-
neé ,et al .

Cabe senalar‘que’el‘COnjunto'de'ecuaciones de H.K.S.
a resolver autoconsistentemente es tal que no se tienew.,
una convergencia automatica Esto es, si se pronone un-
'potencial solucién y se resuelven las ecuaciones,para
obtener 1as funciones de’ onda en . iteraciones suvesivas,
_el nuevo potencial no mmstrara converqencia en general.

' Sin embargo por medio de un artificio“ )es posible
obtener ’na‘convergencia autom&tica. Dicho artificio
consiste en lo siguiente.r '

' Se planLea 1a ‘ecuacién de Poisson en la forma:

v - k‘)]¢_(f) = ~ TRy~ KRR (II1.4.33)

donde_ f (r) es el potencial debido a la distribuci6n de
cargavv""f (r) y k tma cons’cante.

"'De:la ecucién III.4.33 obtenemos una relacifn de re
currencia para el potencial

:‘) "”’" . ‘ 2 4l
(%) = Ja\r' ST ["”’f‘”*“ Povn (zr1.4.30)

51 escribimos la densidad f (r') como:
f = (@) S(er —n,(¥)

con z la carga de la impureza, QE el nﬁmero de electro.

nes Que ‘n6 ‘son de. Valenc:a vony laxdensidad de electro
nes de valencia, el notencial puede expresarse COmO

By E “"z';‘%:-‘,?“;:ﬁ [ iny(33)+ 12 g4, ‘\., 2-QF " (111.4.35)

Expresién qun nos permite obtener autoconsistencia
“automética en iteraciones sucesivas.
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IV. EL POTENCIAL INTERIONICO
Las propiedades fisicas de los. metales (y todos los .

materxales) son fuertemente influenciadas por las inter
acc1ones atémicas de aht la- importanc1a de tener infor~
macién acerca del potenc1a1 interiénlco.n

' Debido a que las fuerzas interatdmlcas -no_.son simn—f
les,pues el atomo mismo no es una particula, -ya. que es-
ta compuesto de un nﬁcleo y electrones, cualquler teoria
d,.los potenc%ales 1nterat6micos debe ser una teorfa de
muchos cuerpos.x_

: El poten‘ial entre un par de 5t0mos tiene varias: con
trib;ciones esuas son:

a) el potenc1a1 que- surge debido a los electronea de va
) nducciﬁn) del &tomo del metal.;

I URERR

b ‘E'l"‘:Pex.téa?ial’:mﬂ@b%énb que surge del carozo.

c). El potencial debido a. la ingeraccién de intercambioﬂw
entre los electrones de valencia y los del carozo.

‘ay. Bl potenc1a1 de apantallamiento debido al degplaza-g
mlento de electrones por un potenc1al externo(nolariza.
c16n)

Existen aproximaciones 4 procedimientos que dan ex-
presiones analitlcas o numérlcas para potenciales inter}
16nico S AR

Entre los procedimlentos a segulr, esta el p*oponer
un potencial"empirico“, es decir, con base a datos expe
' 'ntales, casi siempre son expresiones analiticas sim;
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pxes que. pueden, © no, estar justlficadas teoricamente
yen las cuales exiqten uno o) m&s parametros que se a-~
justan a una’ situacién experimental.

Dxisten aproximaciones de primer orden cotmo la de

(%))
Hartree(a Thomas-Fermi ,existe adem&s un’ tratamiento

muy util1zado que es. el de pseudopotenciales ? Los mé -
todos anteriores son tratados brevemente en la: siguien:
”te secciﬁn.

El método que utilizamos para calcular el potencial
.inueridnico del litio es expuesto ‘en la secc16n IV 20

Este es un método no lineal )que utiliza el apaﬁtalla~

‘miento H. X. a.vy el tec*ema de Hellmann«Feynmann"

4

IVa 1 EL. POTENCIAL INTERIONICO EN RFQDHESTA LINEAL

Si pensamos en dos étomos inmersos en un gas de ele
ctrones y-el potencxal de interaccién ontre ellos se” su
'pone puede ser . escrlto en términos de la interaccién cou
lombiana ibnica y la energia electrénica, es decir:

VEY = z.:x : Eet (¥) — A Eat (V) (Tv.1.1)
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el primer término es el debido ailos nficleos con Z,y| 2,
a carga de los nﬂcleos, E¢J(r) la energfa electrénica
y ‘AEu( el camblo en la energIa electrénica cuando 108

fnﬁcleos se encuentran a una distan01a r.

J ¢AE.\ no ti@ne, en general una forma. simple Yy es ne
:cesario, entonces, tomar una anroximacién. Se SuDOuc’ |
asi, el cambio en la enerqia electrénica hasta primer
'orden en el potencial, usando teoria de perturbaciones.

dﬁEal en esta aproximaciﬁn es equivalente a la que
eXi ria, en p im o dun, para e -"=so dA an- 5tcmo '
t carga nuclear (Z.+Z&) cuando una earqa ZA es colocar

m}d
. o i
,‘ua

:1ocada_eh el centro del atomo. En este caso la. diferen-t
cia de energIa promedio dﬂ,los electrones entre cero.y:
r es*7”

Fa= [B@~dewy i,

Con {r) el potencial verdaduro que siente los e-.
lectrones menos el. potencial coulombiano debido a los
vnﬁcleos, es decir-'

g o= (ErEAT[ae0r

dondecx es el radio de apantallamiento.
El prlmer término en la ecuacxén es el potencial
:verdadero, qu es el mismo potencxal coulomblano debldo
(Z‘+ Zz) multiplicado por el factor de apantallamien‘
to 7- (r/a) =
' La aproxlmacién anterior fu& hecha. por Firsov“’
qulén dié una expresxén para la energia ‘total electré—
'nica como:.

Fal (2) % — 1B (4T meya) {(B2) - 2% 2

-'nn .._'7 L ew ey, a-u-\,l:»'i:,-
nA *""" e bﬂ - vv .N o
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(Aqui no se usé, m-ezh— ’ para dar 1i: expresi&n de Fir-
sov como &l 'la dié), ‘utilizando. la funcién de apantalla,

'miento de Thomas~Fermi

Otro método para encotrar el potencial de interacci&

6n entre 1os iones en el metal es el de pseudopotencia—
leé S ‘

En esta. teoria de pseudopotenczales se reemplaza el
potehcial del carozo por un potencial efectivo dentro
del cu&l se mueven los electrones de valencia.

Los estados electrﬁnicos son divididos en’ estados
"ligados" (electrones pertenecientes al iGn) 1’4 de condu’

fcci&n Y se hace la suposicién de que los primeros son -

.los miamos que para el &tomo libre.

Una condiciGn que se- le pide al potencial del caro}
zo ‘es que sea débil

La ecuacién de Schrodinger con el pseudonotencial

- Y+ W =FEy

* (Iv.1.5)

ﬁdonde Wy ? ‘son el pseudopotencial y la pseudofuncibn
”de onda respectivamente. ‘

La ecuaciﬁn 1v. 1 5 es formalmente la misma que la
ecuacxﬁn de Schrodinger para un gas ‘de electrones 11—
bres aon un potencial perturbatzvo VV

Para llegar asi a una ecuacién de la forma IV.1.5,
~se debe asumir que los iones adyacentes no se trasla-
pan asi no hay interaccidn dlrecta entre los iones,
excepto su interacciﬁn coulombiana..

Nosotros ahora obtendremos la ecuacifn IV.1. 5 a
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artir de la ecuacibn de Schrodinger

HR= (AP AVENEEEE avae

usando la aproximacién de expresar la- funcién de ondas,;’

7& . como un conjunto de ondas planas. Herrlng )pronuso

usar. una expansi6n en ondas planas las cuales habian si

.do ortogonallzadas con respecto a los: estados "liqados"

~Esta representaciéu eg llamada OPW, ondas planas orto-
gonalizadas.,f

Una’ OPW de’ nﬁmero de onda ‘k puede ser escrita como~‘

OPW, = . & “—LZ’ W‘")J‘& \—')e, BT (Iv.1.7)

con ¥« los estados ligados a suma es sobre estos es-
tados.wﬂi C

Normalizando las ondas planas con. resnecto al vo-
umen del metal 41 y,usando

-

“T

hand
—
=
k =

147 = By :

obtenemos

OPW, = “E>~_.§_,.’(_\4>~<-<\k> (Iv.1.8)
{
con
u?.

< k> = Yie) &y
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Usando el operador de proyeéciﬁﬁ
P=2. \;‘:? <~
a;egqaéién'lv.l.Buse reescribe asf
OPWe = -P)|k>

asf 1a funciﬁn de: onda de . »los ustados de conduccién se.
‘escribe

T asck) (- kgD (1v.1.9)

con" Gh(k) los factores de 1la expansifn para la funcifn
de onda con nﬁmero de onda . Al sustituir 1a igualdad

~Iv 1 9 ‘en 1la ecuaciﬁn de sChrodinger, IV.1.6 obtenemos

¢ 250 HO-P) k49 = 25 4, (-piflog> (19,2200

Phillips Y Kleinman"reescribieron da ecuaciﬁn
V.1.10. com

__%yz_ + .= E

ugfééilé,eCuaciGn:Iv.1.5266n4

W= VI(F) + « =W P

¢ =T e
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I

Esta  {y ests relacionada con la verdadera funcién de

onda por:"

'\{jﬁ = (,\"P) Lek

‘Normalmente: el pseudopotencial W, es no-local pero

-con frecuencia se puede aproximar por algﬁn potencial
[local.f

Daéens, Rasolt Yy Taylor ? calcularon el potencial

;interiénico usando respuesta lineal para el pseudopo—

tencial de la forma:
= Ae B(Ra-v - '?-Fe.:'e(*’-.,ﬁﬂ};'P;, (Iv.1.11)

:Donde: ~ (%) es la funcibn esca16n,F%l ‘es el ope-

jrador de proyeccién de: momento anqular, ?J las posic1o—
fnes de los iones y'An parémetros del modelo a ajusta

Aunque aqui se dig la expresién 1v. 1. 11, este no es
ﬁnlco, (Austin )demostra que exlste un conjunto infini—

:to de pseudopotencxales gque nos dan el mlsmo resultado

para una propiedad dada) sin embargo la convegencia no

.es la misma para todos. Para que el potencial tenga con
gvergencxa r&pida se toman los par&metros que ajusten

mejor alquna prcpiedad experimental
Casi siempr;, hasta ahora, el potencial resultante
tiene que ser ajustado de nuevo para calcular alguna'

~prop1adad dlferente.

En el caso de la,ap:pximaCidn usada por Firsov la
seleccibn de funcibn de apantallamiento es importante.
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pues: él potenci interlénico .para reqiones cercanas al

origen es muy sinsible a ella, poxr tanto el haber sele-
ccionado la funci&n de apantallamiento 'x(r/h) acarrea—.
rs- problemas pues tal teorfa no toma en cuenta el térmi"
no de intercambio. |

Iv.2. MODELO UTILIZADO

Para e] calcula de- propiedades metdlicas,hemos vis-
to. en seccién anterior un. gas de electrones libres en

,el que se. utilizan "pseudo~cant1dades" ; una ‘nueva pro-

posicidn es hecha aquI El modelo utilizado en el prese .
nte trabajo es una extensién de uno utilizado con éxito
en’ hidr&geno metalico zque describimos a continuacién.

8i tenemos un gas de electrones interactuantes el

,CQalbes‘neutralizado por uh>fondovde‘carga"positiva sQ
Hamiltoniano puede darse en funcifn de rs es decir:

H=z H(nY = Hirs) (Iv.2.1)
con \
- (f'_ vh)’3

Ys 3 (1Iv.2.2)

Donde rs es el radio de una esfera que en promedio,



41

rontiene a un electrén Yy n es la densidad electrénica
promedio.‘

Si a ‘este sistema se . le agreaan dos cargas positivas .
‘Z junto con 2Z electrones, con una de las cargas positi-ﬁ
vas en el origen Yy otra ‘a una distancia R de ‘ella, enton—:
ces: el Hamiltoniano 'se ve modificado de tal manera que:
serd. 1a\3uma de Hy H' con:

H= S Y”‘( )["ﬂ. 1e- R\]’}b(‘) (Iv.2.3)

ccpn y Y’ los operadores de campo (los espines se su’
ponen ya - 1nc1uidos)

i

R Como resultado ‘del nuevo té&rmino del Hamiltoniano
‘hay" un cambio en ‘la energia del estado base, para cal-
cular esta diferencia el Hamiltoniano total es escrito
como_

Hr= Ho ’ (1v.2.4)

donde X. ‘es’in par&metro de acoplamiento que va de cero
a uno, cuanuo i vale cero el Hamiltoniano es el del 515
tema sin impureza cuanao i vale uno, tenemos el problema
iniciﬂl, una vez escrito el Hamiltonlano como IV.2. 4 se:
puede aplicar el teorema de- Hellmann—Feynmann %ver apén
dice} para obtener el cambio de energia electrénica del
estado base del gas de electrones. La funcifn de onda
del sistema ‘de muchos cuerpos, serd formalmente una fun-
cién de ..

El camblo de energia electrénica del estado base se
puede asI escribir como-

A'E"":"S‘ ,_‘-}27;_ < V)| AH YOS (w.z.s
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Donde ¥ (1) es el vector de estado para el estado
~baseypara un Hamiltoniano

H(a)= Ho+a#
‘es. decir.,

HO PR = Fa @DIPWY  avee

Este Hamiltoniano nos da el mismo sistema ‘que
=H+H' sﬁlo que 1a carga extex:na sers ahora 12 )

Usando la expvesiﬁn de H' en la ecuacién IV 2 4,e
ambio ‘en energta electr&nica ‘estars dado por:

(22 A4 m[_ w* ,;;ﬁf,] It v

Con 6,(:) la densidad de carga electrﬁnica para e
jestado l)’(l £> dada por la expresién-“

¥) = £ )"(2)]}“’2 f)’}b( Al ¥)) (v.2.8)

Si se: incluye 1a 1nteracc16n directa entre las car-
fgas externas el cambio total de energ!a es:

B e [axz [ 17 o [+ i) vz

a parte- que depende de la estructura, esto. es, de
ila separaclén entre los 1ones nos da un potencial V(R).o
‘que es el de. interes en nuestro t;abajo,.

- BL siguiente paso es calcular la densidad electrbni
lca /i(r) para cada valor de l Este problema no posee

)

by
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simetria esférica, lo cual complica las cosas. Por tan-
to tomaremos la aproximacién de gue fﬁ(r) pueda ser ex

preéada como la superposicién de dos. distribuciones de
carga esférlcas e independlentes Ain;(r), cada una cen

‘trada en cada ién, esto’ es, una centrada en el oriqen Yy

la otra en R, tomando en cuenta. la densidad uniforme de
los electrones,_ ~Ny/v, con Ny el total de electrones
de valenciaves decir:

‘l'p.z‘(?) = An.l (F) *An, (7-R)+ e (zv.2.10)
Arujr) se ‘calcula para un gas de electrones con una

carga ‘A% en el origen.
Sustituyendo Iv.2. 9 en IV 2.8 V. tomando =o‘o la .par:

te que depende de la estructura, es . decir, de R, dando-‘
jnos cuenta que l/lr— 'l es. la funcibn generadora de los

;polinomios de Legendre, usando adem&s el hecho que 1=g(0)
Yy 1as propirdades de ortogonalidad de los polinomios de

fLegendre el potencial V(R) resultaf

VR = 2 -2 (1% jwrrmmcr)sr

Cae0
-+ f,‘;’ﬂ'\" Anll(r)éf (Iv.2.11)

La densidad para cada ,7. An,,, de la expresibn
Iv.2.10 es calculada uﬂando el formalismo de la densi
dad funcional de H.K.S. (sec. III 4) .

La densidad An puede ser escrita en términos de
la soluciones autoconsistentes'%‘(r), para cada,z da-
das por la ecuacifn IIX. 4.17 sec, II1.4, es decir:-

Aoz Z [BE) -0,
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el potencial efectivo Vei ! para la ecuacién IITI.4.17
queda ‘dddo para cada L , por:

V. m-‘J-* + L’lﬁ.‘ﬁ PFEe Ve CF)
@$

-gon'\&c(:) la contribucidn de intercambio y correlacibn.

Iv.3. CAMBIOS CON LA PRESION

Bl potencial interiénico influye en gran forma en
las. propiedades fisicas de los metales, asf que es de
esperar cambios en estas propiedades si hay camblos en
el potencial.

En. algunos. metales se presenta una temneratura de
traug;cxﬁn aﬁpérconductora,'TQ;“éolo cuando tal mate-
,rial es sometIdo a presién . El tener un modelo que
prediga el comportamiento de los metales al variar la
pPresidn serIa ﬁtll en este caso.

Fl1 método expuesto en la seccibn III.4 ha sido de--
sarrollado a partir de primeros principlos, no se han -
ugilizado,resultados de ningfin experimento para ajustar
los potenciales.
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El 51guiente paso es. introducir. los cambios en la
presién sobre la muestra. La manera de lntroduc1r estos”

cambios es a través de 1la densidad electrénica, mas bien,

a; través de rs, el radio que definimos en la seccién
IY 2:como.

o 3 !
rs= 'ﬁvn)
con -

=N/

AsI, si rs. disminuye la densidad n es mayor, es de=~
’cir,,si el radio de la esfera que- en’ oromedlo contiene

un electrdn de ~conduccidn es reducido al apllcarle cier
”ta presién, habr& mayor contldad ‘de electrones por uni-—x o

dad de volumen.
_Ep gL presente trabajo la variacién de rs que se.
rs =rs(1-Nx0.05)
con.

N=0,1,2,3,4,5.

.El valor de rs’que corresponde al Litio a presibn’
tmosférica es rs=3. 236 u.a.
De’ esta manera, utilizando como Hamiltoniano total

HT = H(rsu) +2 H'
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en. 1ugar de Hfde la ecuac16n Iv.2.4 obtuvimos: los re-
sultados que se muestran en las figuras IV.8 a IV.13.

RESULTADOS

Los resultados obtenidos van muy de acuerdo con: el
‘sentir fisico, st la deneidad para & =1 con %=3, va
iaumentando en amplitud al incrementar la presién, como
1o vemos en las fxguras Iv 1 a 1Iv. 6 (Aqu! solo “hemos
.grar‘cado las dencsidades para 1==1 para todos los va-
‘loreé de la presién, en realldad obtuvimos la. densidad-
'para valores de 1 desde 0 a 1 con incrementos de 0,25
apara todas las presiones, pero el valor de )3 =1. es re-
'presentativo da 1o’ que sueede~paxa todos los dem&s va-
,loreq de “1 ).

La amplitud Y la fase de la expresion a31nt6tica
_para la densidad, ec. IIr.2.23. (oscilaciones de Friedel),
'se muestran a continuaciﬁn para diferentes valores, del
parémetro rs.
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FS | Amplidod | fese (204
Fs, |0.786252 | 0. 779829

ré, | 0.839781 | 0.68215%

¥s, | 0-86.9x 0.68425Y

Fs; |0.87623 |o. 629892

0.910%61 | 0. 583058

rss . 93s3¢ - 5431958

TABLA 1 valores de~la amplitud y fase para la ex-~
presién asintética de la densidad electrénica para
dife:entea_p:esiones.‘

El aumento en esta anplitud puede. entenderse facil-
mente ya que estamos metiendo més electrones en un mis-

‘mo volﬁmen Y Las interacciones entre ellos se ven aumen
tada-} . \‘

Se ha graflcado 4‘“::"‘4n(r) contra ren lugar deAn(r),

~contra r,para apreciar mds los detalles del comportamien,
ko de la densidad

La figura IV 7 nos muestra una compara016n entre 1a

idensidad para rsg €s decir sin aumento en la densidad 2

la- densidad para rss,que corresponde a la mixima densi~;
dad que consideramos, en esta gréfica se observa clara-
mente el defasamiento entre ellas, més pronunciado ame .

'dida ‘que T crece v la diferencia de- amplitud, es mayor
ipgra rss.

Los: potenciales interidnicos obtenidos (figuras IV.9
a Iv.14) muestran un camblo con la presién se ven apre-
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ciablemente m&s "agudos" en el primer minimo mientras
mayor es ila presién fiaicamente es lo: que se puede espe.
rar, ya que si tenemos un i6n restringldo a moverse den'
tro del pozo de-. potencial lo podemos considerar como u
na particula confinada en una caja y sujeta con resortes,
al reducir de tamafio la caja, es decir, al aplicar la -
presién la frecuencia con la cual oscilara el ién debe
ser mayor b4 de la relaci6nuu = k/m ' dondevies la fre—
cuencia con que. vibra el ién, k la constante del reso-
rte y m su masa,la constante de fuerza del resorte es
,proporc*cna; a-la segunda derxvada del notencmal esta
derivada debe sexr més grande al aLmentar la presién Y
por eso resulta una forma m&s aguda para el potencxal.

La tabla 2 muestra los valores ‘de las - segundas deri
»vadas en el primer m!nimo,que Lcomo se- observa aumentan
'con el incremento de presién.

LET P ol sppotsnbbig iy St
e, 0. on
Ye, 0. 0412
Y6 0.017
s, 0. 01%
< 0.0 2¢
Fss 0.028

. TABLA 2 Valores de la segunda derivada para el pri-
mer minimo del potencial interiénico del Litio a
diferentes presiones.
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La. figura IV 15 tiene una comparacién de los noten
c1ales correspondientes arss vy a rs,,,la fiqura Iv. 16
compara el notencial sin aumento en la presién, ISe 4
.con dos potenciales interiénlcos de Litio tomados de la .
literatura, debidos a Syru-Gasoari (1967) Y Torrens (1972).
Nuestro potencial resulta diferente en todas las oscila
‘ciones.v
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V. CONCLUSIONFQ,

La extensién del metodo usado por Magaiha, Whltmore
Yy Carbotte‘ aplicado ‘al Litio ha sido satisfactorla,
éstq_sugiere;un paso mds alld, como podria ser, el de
caldﬁlar‘éspectros'fbhénicos a partir de estos potencia
les y también el de extender el método a metales mas pe

’sados, &n . los gue podria haber problemas al considerar‘

la redistribuc16n de carga ‘cuando se introducen dos im-

zpurezas en el metal para el calculo -del potencial

En general la contribuci&n de los términos de inter

lcambio Y correlacx&n son importantes a la hora de calcu

lar la densidad Y que aumenta su importancia al some-

ter- al metal a presiﬁn, esto se traduce en un aumento

en la amplitud. de las oscxlaciones en la densxdad
Aunque no. hacemos comparaciones con resultados expe

rimentales resulta importante haber obtenido, de prime-
,ros principios, resultados fisicamente aceotables.

‘Bl tener el potencial interiGnico da luz verde para

‘otros trabajos relacionados con este, existe el proyec—

to de obtener los espectros fon6nicoq del metal usando

,este potencial todo el desarrollo Dretende ser de pri-

meros principios.

El“calculo de estos espectros fonfnicos también pre

tende hacerse variando la presién.
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JI. APENDICE
3EL TEOREMA DE HELLMANN—FEYNMANN.

'S8i en un s:.stema, de Hamlltoniano Hs, es introduci
‘da . una’ perturbacién que lleva asoc:.ada un Hamlltonlano
H‘,el Hamlltoniano del sistema perturbado es:

1= Hot+ H, (A.1)

Si escribimos este Hamiltoniano con una variable
de acoplamiento . ,.entonces, A.1 toma la forma:

H-r“( ). )= Ha+ ) },H,L

donde 0s 2.4 1
entonces

Hyr(l)_:Hf . H.'(O)= Ha

es. decir, podomos reproducir el Hamiltoniano- perturba=-
'do Al 1 y ‘el Ham:.ltom.ano sin perturbar.
Ahora intentaremos resolver la ecuacién de Schrodin

,ger independiente del tiemno nara un valor arbitrario

de .l
b (B> = EQIVR Q)2

(A.2)

donde }‘;( ,2_) es . la funcién de onda de muchos cuerpos que
ya.es- formalmente dependlente de 2_ y B( 2.) es el "eigen -
~valor". 'correspondiente de la enerqia, para cada valor de

y el vector de estado se supone normalizado, es decir

By =1 (».3)
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el producto escalar de A;2»con<f%=(l)\ nos lleva a

B = <% )| ¥y @

La derivada de la- energia E(l) con respecto al pa-
r&metro ‘A ‘se reduce a:

'E-(l)?: (IR | ey wON+BQ) R a)
<"’JT‘ LI I ( , ) dal

+ ()] 4 gél\ ) W)

= EQCL) d f )
EQV 4 k| (ralnlza)

DY |y k),

ax

la condicidn de normalizacién a sido usada para obtener

la Gltima linea.

Integrando la ecuacibn A.5 con respecto a L ,de ce~

ro .a une, y usando el hecho de que E{(0)=E, la energfa
jdel sistema sin perturbaciﬁn y E(1)=E, la energia del

sistema perturbado, tenemos:
B-Eo= [ 42 (Rl % ) e

‘La diferencia de energia A.6 es expresada s6lo en
términos de los elementos A,H,

1
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