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RESUMEN

Tras de analizar someramente los diferentes enfoques
al problema de la fase 1fquida, asf como de l1a transicidn
gas-1fquido, se estudia el sistema cl&sico de esferas du-
ras prediciéndose la transicién flufdo-s61ido, antes pre-
dicha por experimentos en computadora. Se utilizé exclusi
vamente la serie virial conocida del sistema, extrapolada
a densidades intermedias con los aproximantes de Padé. Se
encuentra que d«kdum que se aumenta el orden del aproxi-
mante, el punto de congelacién predicho tiende al valor -

empirico.
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INTRODUCCTION

E1 trabajo que a continuacién se presenta trata funda-
mentaimente de estudiar el problema de la transicién del -
flufdo al sélido para el modelo del gas clisico de esferas
. duras partiendo exclusivamente de la serie virial conocida.
En la primefa'parte se sintetizan las ideas més generales -
acerca de la estructura de los 1fquidos, donde se contempla
el enfoque de van der Waals que concibe al 1fquido como un
gas denso, el de Kirkwood que en bise a la idea del sé6lido
agdjérado aborda al estadO'l{quido. y finalmente, el aﬁ&li-
s1s de;Berhal quE sin refef}rse directamente al estado ga-
$€050 0 §§11do. se concentra en 10S rasgos estructurales'y
encuen;rq hda estructura sudl genendis para el liqhido. Poste
riormehte se hace un’esbozo de la manera en que se estudfan
y “"experimentan" los modelos que simulan el comportamiento
fisico de muchos cuerpos. Los métodos mds usados son el de
din@mica molecular y el de Monte Carlo.

En el capftulo II, muy lejos de ser un estudio exausti
ve de 1a serie virfal,tan s6lo se pretende mostrar la difi-
cultad operacional que presenta el cdlculo de coeficientes
viriales de orden superior. W. G. Hoover (comunicacién pri-
vdda)‘qsegura que el octavo coeficiente virial (A,l 1levarfa
poco fiempo de computadora, pero para hacer el programa de

aproximadamente 4000 integrales miltiples resulta una tarea




muy poco atractiva, de donde se esta en busca de extraer -
1a mayor éantidad de informacién a partir de los siete coe-
figientes viriales conocidos.

Se ensay6 la ecuacib6n de Carnahan y Starling para pre-
decir la transicién que ocurre experimentaimente y el resul-
tado fue fallido.

Con ayuda de las técnicas de aproximantes de Padé, se
tratd de extender el rqngo‘dé‘validez de la serie virial, -
obteniendo que los aproximantes de mayor grado est&n més -
cerca de los valores que comprenden a la regi6én experimental.

Fihilmente a manera de apéndice, se expone 10 que es
un aproximante de Padé,y‘algunas de las caracterfsticas en
cuanto a la convergencia de sucesiones de estos aproximantes,
en particular, cuando se ‘emplean estas técnicas para funcio

nes de'Stieltjes.
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CAPITULO I

LA ESTRUCTURA DE LOS LIQUTIDOS

a) EL LIQUIDO COMO UN GAS DENSO.

El ffsico holandés J. D. van der Waals alrededor de
1870 inquirib por vez primera las diferencias dindmicas y -
.estructuraIes entre gases y 1fquidos. En ese entonces ya e-
xistfa una teorfa bien establecida para describir a un gas
fdeal. Van der Waals sugirié considerar al 1fquido como un
gas denso, el cual podrfa ser descrito modificando l1a ecua-
ci@n de estado del gas ideal.

E} ptimgr intento de describir a un 1fquido mediante -
el modelo de esferas duras fue hecho por el mism6 van der -
Haalsthropuso que la ecuacidn del gas fdeal (PV/NkT = 1) -
fuera modificada de dos mane}as. Prime;o arguyé que el volu
men V fuese reemplazado por V-b, donde b representa el volu
men del cual una molécula es exclufda debido a interaccio--
nes repulsivas con otras moléculas. De suponer a las molécu
las como esferas duras puede ser calculado un valor para b.
La segunda modificacién propuesta fue restar a la presibn -
una “pees{6n”interna” definida por la expresién a/Vz. donde
a es una constante. Es mediante la segunda modificacifn que
el efecto de fuerzas atractivas es introducido. De aquf la

ecuacibn para la presi6n de un 1fquido queda como

1



P = RTZ(V-b) - a/v?2

Van der Waals justific6é restar la presidén interna ape-

-1ando. a sus ideas intuitivas acerca de la "asociacién" de -

moléculas. Cuando una molécula se acerca a la superficie --
del recipiente que 1a contiene, van der Waals sugirid que -
esta molééula tiene menos moléculas en frente que detrds, -
de donde resulta que no todas las fuerzas atractivas de las
molétu1as restantes se cancelan unas con otras. E1 efecto -
final es crear una pequefia fuerza que hace retroceder hacia
adgntro del volumen del 1fquido a la molécula en cuestién,
por.lo tanto se ve reducida la fuerza que ejerce la molécu-
}a-sbbre-lqs paredes del repipiente. Una reduccibn en la --
fuerza sobre 1a pared es equivalente a una disminucibn en <
lq,pres1§n. Esté efecto s§lo es notorio en 1fquidos y'gases
comprimidos donde las moléculas estén empaquetadas lo sufi-
cientemente cerca para que las fuerzas atractivas entre sf
sean signjficativas. Por consi§u1ente l1a presidn interna es
una funcibn de la densidad.

Tomando como base estas consideraciones, van der Waals
fue capaz de demostrar'que la transici6én 1fquido-gas se pue
de dar en forma contfnua. Sus ideas generales acerca de la
ébntinuidad de los estados y el empaquetamiento de molécu--
las fueron razonables; alin sus aproximaciones especfficas -

como la expreSiQn a/Vz para la presifn interna son cast{ co-

rrectas. No obstante van der Waals no tiene una teorfa sa--




1

10.

tisfactoria para el flufdo de esferas duras. Tal teorfa no ’
fue posible sino hasta hace veiticinco afios en que princi--
pifaron las simulaciones en computadora para fluidos de esfe
ras duras.

E1 punto vulnerable en la teorfa de flufdos de van der
Waals fue la cantidad b que representa al volumen exclufdo.
Si suponemos a b constante, la ecuacidn de van der Waals sé
1o arroja una mala aproximacién de 1a presién del modelo de
esferas duras. A altas densidades la aproximacién sobreesti
ma burdamente a la presi@n debido a que los volimenes ex -
Cqudos por las diferentes moléculas se enciman de manera -
tal que el vqumén exclufdo total es menor que la suma de -
los volﬁmené; exclufdos por todas las moléculas considera--
das gnkaislamiento. Como resultado, los intentos para ajus-
tar la ecuacién de van der Waals a datos experimentales pro
ducen amenudo valores para b'ffsicamenfe absurdos.

Esta estimaci@n -pobre ciertamente- de la presién de -
esferas duras obscurece el hecho de que la teorfa de van --

der Waals es b&sicamente correcta.

b) EL LIQUIDO COMO UN SOLIDO AGUJERADO.

Cuando los sQlidos se funden generalmente se dilatan y
aumentan su volumen de un 5 a un 15%. Una manera de descri-
bir esto es decir que hay un incremento en el volumen libre

entre 1os Stomos o moléculas del material. Si se piensa en

i
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un s81ido cristalino tfpico para el cual cada dtomo o molé-
cula tiene, digamos 8 o 12 primeros vecinos, podrfamos ver
al estado 1fquido como un s61ido al cual le ha sido subtra-
fdo un primer vecino. Esto deja al material con una expan--
$i6n volumétrica apropiada y un grado razonable de orden 1o
cal. La evidencia experimental obtenidq a partir de la di--
fracci§n de rayos X sugiere que 1la distancia intermolecular
media no cambia tanto como se esperarfa si considerdsemos -
la expansidn VOlumétﬁica total. Por ejemplo, cuando el ar--
an sQlido se funde, el espacio medio entre los dtomos se
1n¢rementa en s6lo un 1%, mientras que el cambio en .el volu
men nos conducirfa a esperaf un incremento en la separacién
media de un 5%. Esta evidencia podrfa ser usada para justi-
ficar ei»enquue en el que el proceso de fusidn consiste --
fundamentalmente en producir "agujeros” en una estructura,
que de otra forma tendr{a una gran similitud con la estruc-
tura del s§lido. Esta idea fue desarrollada primeramente --
por J.G. Kirkwoof}y constituxe la forma mds simple de 1a --
!teofia de agujeros" que pretende exnrlicar Ja estructura del
11quido.

Ha habido intentos de tratar la estructura desordenada
y el aumento en el volumen libre en el estado 1fquido en --
términos familiares para ffsicos del estado s6lido. Un enfo
que consiste en concentrarse en la funcidn de los agujeros

o espacios libres. En la medida en que la temperatura se e-
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leva, el espacio libre también aumenta. Mientras que los es
pacios son agujeros individuales, el comportamiento del ma-
terial es todavfa el de un sélido, pero tan pronto como dos
o tres agujeros se incorporan, el conjunto de moléculas que
los rodean adquiere una relativa mobilidad y entonces el ma
terial es ahora mucho mds parecido a un 1fquido.

C) 3

b) EL ESTADO LIQUIDO sui genernds.
‘ E1 enfoque mids diffcil es tratar al estado 1fquido sin
referirse directamente al estado sélido o gaseoso. J.D. Ber
nal y G.D. Scotizaan colaborado en esta 1fnea de pensamien-

to reconociendo el desorden y el relativo empaquetamiento -

que,pres@gtq 1a naturaleza 1fquida de la estructura quu{da.

8ernal4lom6 un nﬁmero grande de esferas de plastilina,
las engredq para ﬁue no se pegaran, las colocéd en una bolsa
de caucho a la cual le sacé breviamenté el aire para evitar
burbujas y luego las comprim1§ hasta que l1lenaran todo el -
espacio; Examinando esta estructura encontré que las esfe--
ras se habfan convertido en poliedros irregulares de diver-
sas formas. E1 nﬁmero de caras més comﬁn en estos polfedros
era de trece (este no es el nimero de coordinacidén verdade-
ro, ya que los centros de algunos vecinos estaban mds lejos
que 1a distancia promedio). Fue m&s sorprendente observar -
que la mayorfa de las caras de los poliedros tenfan cinco -

Yados. Esto es de gran significado por la siguiente razén:
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en cristalograffa las moléculas se pueden arreglar con sime
trfa doble, triple, cuddruple o séxtuple, pero nunca con si
metrfa qufntuple o pentagonal. Esto es debido a que no se -
pueden formar estructuras regulares con simetrfa qufntuple

tales que se extiendan 1nfinitamen?e en tres dimensiones y

11enen el espacio completamente. Es como tratar de cubrir.-
un piso con mosaicos pentagonales. Esto se ilustra claramgg
te en la figura 1, y se muestra como este tipo de arreglo -

expltcarta 1a presencia de un orden local y la ausencia de
un orden global.

P\%uw\ il

En un estudio posterior Bernal enfatiz6 el hecho de --
que las fuerzas atractivas entre moléculas tienen poca in--

fluencfa en el empaquetamiento que ocurre en las fases con-
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densadas: el empaquetamiento estd casi completamente deter;
minado por las fuerzas repulsivas, f.e. las moléculas se --
cbmbortan como si fueran esferas duras. Estamos familiariza
dos con esto en el estado s61ido donde précticamente para -
todas las estructuras cristalinas, las cuales no estdn domji
nadas por enlaces covalentes, resulta que las moléculas se
empaquetan tan cérca como 1o permitan las fuerzas repulsi--
Yas.-En realidad, para dtomos simples la estructura crista-
1tna es parecida al empaqdetamiento,de esferas. No obstante
Bernal consider§ el empaquetamiento irregular no sélo de es
fgras'deformables. como fue en su primer trabajo, sino tam-
'btgn de ésferas duras. A partir de este ﬁitimo modelo obtu-
vo el n@méroude‘cobrdinaciQn que oscilaba entre cuatro y on
ce, Bernal cons{dera esta variaciQn del«anero de primeros
vecinos de molécula a molécula como el rasgo mis significa-
tivo en la irregularidad de.la estructura lfquida. E1 empa-
quetamientp reproduce con exactitud l1a funcién radial de --
distribucibn para el aran l(quido obtenida de los experi--
mentos de difraccién de neutrones, aunque esto probablemen-
te no es una prueba contundente. Ademds, el modelo no permi
te espacios vacfos suficientemente grandes entre vecinos pa
ra admitir una tercera molécula.

. E1 modelo de Bernal intenta esencialmente proporcionar

5

una imagen instant&nea (digamos de 10 ° segundos) de la es-

tructura de un 1fquido. S1 ahora afadimos a esto la existen

t
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cfa del movimiento térmico, vemos que las moléculas estdn -
cambiando contfnuamente su nimero de primeros vecinos y oca
sfonalmente estdn dispuestas a permitir que una molécula o-
cupe el lugar entre dos moléculas vecinas sin dejar un espa
cio vacfa. Este aspecto del modelo pudiera ser criticado ya
que por ejemplo con un s6lido, debido a que es rfgido, los
agujeros o espacios vacfos pueden existir.en la red. La con
centracidn de agujeros aumenta al elevar la temperatura, y
y en el tiempo en que el s81ido alcanza su punto de fusidn
(pero todavfa no estd fundido) alrededor de un sitio en 10‘
(/] 105 est§ vacante. Una vez ocurrida la fusifn hay un ulte-
rior aumento en el volumen, pero segin Bernal e! espacfo 11
bre estd mds uniformemente esparcido. La evidencia experi--
nentql obtenida a partir de l1os rayos X sugiere que esto no
es posible a temperaturas un poco m&s alls del punto de fu-
siQn; en culaquier caso la expansifn térmica de los 1fqui--
dos es mayor, asf que a'algunas temperaturas mfs elevadas -
debe haber espacios vacfos 0 agujeros. Ciertamente, como el
mismo Bernal seflala, es este incremento de agujeros y la --
consecuente baja en el nimero de coordinacién promedio que
marca Ja transici@n de fase lfquida (coherente), a la fase
gaseosa (incoherente). Ver figura 2. '

Bernal sugiere que esto probablemente ocurre cuando el
n@mero de coordinacién ha cafdo a un valor promedio de tres

0 cuatro; ya que el nimero de coordinacién en el estado sé-
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11do ( o en el estado 1fquido cerca del punto de congela---

miento) es alrededor de doce, esto significa que la densj--

~dad'dg un gas en su punto crftico es entre un cuarto y un

tercio de la densidad del estado mds altamente condensado.
Esto estd de acuerdo con 1o observado para la mayorfa de --
los 1fquidos "normales"”.

—Eljénfoque de Bernal es esencialmente el de un crista-
1§grif0; su modelo es estitico y se concentra en los rasgos

estructurales.

[ Guven T
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5)
) EXPERIMENTOS EN COMPUTADORA.

) 6)
La dificultad mds grave en l1a teorfa de 1fquidos radi-
ca en el hecho de que no existe on..camino obvio mediante el
cual'Selpueda 1levar un problema complejo de muchos éuerpos.

que fnvolucra el movimiento molecular, a un problema de unos
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cuantos cuerpos. La manera frontal de atacar el problema es
resolviendo, con la ayuda dé coinputadoras, el problema clé&-
sico de muches cuerpos. En principio esto puede ser realiza
do; el dnico punto confuso serd decidir cuantas partfculas
simulan el problema de muchos cuerpos. Esta pregqunta ha si-
do explorada con profundidad en las dltimas dos décadas, y
parece ser suficiente para casi todos los propdsitos consi-
derar algunas decenas o centenas de partfculas. Estudiando
sistemas con este anero de moléculas se pueden obtener muy
buenas estimaciones del comportamiento de sistemas macroscé
ﬁicos baJo condiciones diversas; l1a excepcién m&s notable -
es en la vecindad del punto cr{tico.

Hay dos m§todos importantes a=considerar. E1 método de

Monte Carlo, que evalﬁa promedios en ensambles en el senti-

do de la mecinica estadfstica, y el método de dindmica mole
cular que resuelve las ecuaciones dindmicas de movimiento -
de las moléculas y se hacen promedios en el tiempo. Hay ven
tajas en ambos métodos. E1 método de dindmica molecular nos
da obviamente toda la informacién d;némica y puede ser usa-
do para estudiar fendmenos dependientes del tiempo. Por o--
tro lado, el método de Monte Carlo nos puede proporcionar -
ciertas propiedades termodindmicas (en particular, aunque -
con algo de dificultad, 1a entropfa) las cgales no pueden -

ser obtenidas faciilmente a partir del método de din&mica mo

lecular. E1 método se escoge en base al problema a resolver.
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7)
La idea esencial en ambos métodos es usar condiciones

peribfdicas en la frontera pdra aumentar la versatilidad de
sistemas pequefios para simular el comportamiento de macro--
sfstemas. Esta idea fue introducida a ambos métodos en sus
primeras aplicaciones. La técnica consiste en considerar u-
na detérm{nada regidn, usualmente un cubo, que contiene un
nimero N de moléculas; y entonces imaginar todo el espacio
11enado por imdgenes perifdicas de esta unidad b&sica. De
esta manera, se pueden coniiderar configuraciones de un sis
tema infinito (el cual debe ser por supuesto periddico) --
mieﬁtras sQlo se considera un nimero N de moléculas. La ven
tqja~es que se evita consiqerar efectos de la superficie --
los cuales serfan considerables para N'pequeﬁas. Amenudo sa
supone que una molécula i interactia s6lo con 1a imagen pe-
ri6dica de otra molécula j, que resulta ser 1a molécula més
cercana a {. De hecho, si el alcance de interacciones mole-
culares es menor que 1a mitad del lado del cubo esto inclu-
ye todas las interacciones; amenudo es conveniente forzar -

esto truncando el potencial a una distancia R y tomar en

max
cuenta el largo alcance de la interaccién (si es necesario)

con ayuda de métodos perturbativos.
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CAPITULO I1I

8)
LA SERIE VIRIAL

Consideremos la funcibdn cldsica de particién del cand
nico de N partfculas contenidas en un volumen V a una tem-

peratura T

g Y T
_ N: h’N SS@ dﬁ dpud\" dfn ()

donde H es de la forma

N s
H= Z‘nﬂ o?\:,(?x::* P_‘)l: + P‘eM)-‘.U (*"3""'1“) (2),

integrar sobre el momento para obtener

l 217001'(1- 3‘02'25
( "

- (3)
M\ W \
donde ZN es la integral de configuracidn
-V /
NIRRT = = =
- SSQ dv, dv, - 4%, (a)
N

S1 podemos despreciar Uy en la-integral de configuracién,
entonces Z, = Wyaq- q“/Ngvdonde q(v, T) =(2WmkT/n2)3/2y,
EY punto importante ahora es que q siendo de 1a forma f(T)V

obtenemos la ecuaci6n de estado del gas ideal.
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En la medida en que se aumenta la densidad de un gas
las partfculas se encuentran, en promedio, mds cerca y el
potencial intermolecular no es despreciable. As{ la inte-
gral de configuracién no es simplemente VN. y la ecuacién
de estado obtenida no es la ecuacifén de estado del gas i-
deal.

La serie virial expresa las desviaciones del compor-

tamimiento ideal como una serie infinita de pptencias de
la densidad /D.

'z:r ::JF)*— izz(fr)jcf'_k Ezb(:fsdf;bi—-- . (s)

las cantidades B,(T), B4(T),.....” son los 1lamados segun-
do,tercero.....coeficientes viriales respectivamente, y -
dependen solamente de la temperatura y del gas en cuestién,

son independiéntes de la densidad o de la presién.

La funcidn de gran particién es

i N
" (V. T, l"‘) =A"7—:O_Q(N' V'T) X (6)

donde A.- exp (Pfk). Cuando N=0, el sistema tiene solamen-
te un estado con E = 0, y asf Q(N=0, V, T)=1. esto nos per

mite escribir 1a ec. 6 como
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. - N
E (V/T/ f“)"-" H-E;,Q” (V’T) \ (7)

donde hemos escrito Q“(V. T)para Q(N, V, T). La funcién -
asociada a

pY= KT Im & (8)

E1 ndGmero promedio de moléculas en el sistema est§ dado -

NokT[WE a(E)
Y o SR SR

E1 procedimiento usual para eliminarEentre estas -
dos cantidades es obtener una serie!de potencias para 'lnE
en algan pardmetro conveniente y luego eliminar este paré-
metro entre las ecs. 8 y 9.

Definimos z como proporcional al tal que z-éf cuan-
do [’—) 0. Tomando el 1fmite X—)O en la ec. 9 encontramos

NaA 2B} AR, (a0)
LA

Asi cuando X’» 0, la densidadf-#kql/v, y fijamos

)\,Qllv. En términos de 2z



23,

N |
H T =2 (Q”V Z

N (10)

Definiendo ZN como

N
2N
‘ |

de esta manera la ecuacidn 7 la podemos expresar como

o -
oy = |+ Z ZN (V)T-3 ah (12)
— Nz ANl |

v ‘
esto nos da jH, como una serie de potencias en z.

Suponemos que la presifn puede desarrollarse en serie

e potencias de z de acuerdo con
o .
P= RrT 2 b}z* '
' 'r—f(

y deseamos determinar los coeficientes bj en términos de

(13)

, . . vy
Z, de la ec. 11. Substituyendo l1a ec. 13 en M, = exp(PV/kT),
N
.desarrollando la exponencial, agrupando las potencias de
z e igualando los coeficientes con los de la ec. 12, y fi-
nalmente resolviendo para bj en términos de ZN obtenemos
-
.bo': (“ V) Zl =1 2
L ] »
- 14
by= (31V) (Z,-3%,2,+22))

s ® & & 00
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Escribimos la expresibn
n (M
:_&,x(a}w.{) _z (au..z
vt Y

oA
- 2 (3?

-I’T'_’_-

oz /v, T
de 1a cual obtenemos
& .
. - Y :
P= = ke (15)
=

Ahora tenemos a p y a })como serie de potencias de z.
E1 problema es eliminar z entre estas dos ecuaciones. Es-

cribiendo

2.

z-__-,a.)o -+ az}o'-& a,)o’... .....

substituyendo esto en la ec. 15 e igualando las potencia§
deJP de ambos lados de la ecuacién obtenemos

a =

.= -,

Oy= -3, +8b°

Substituyendo esto en la ec. 13, obtenemos

P o_p+ B (Me*+ B (TP 4.
£ o ps P B0
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donde

B(l—b, =- (VY (2,27
(T) b, 2b, e

[V (Z -32,2,+2¢, ) 3(%’2 )Jm)

Las ecuaciones se complican de sobre manera en la medida

en que se quieren coeficientes de orden mayor.

En el 1fmite cl&sico, Q(N, V, T) estd dada por la ec.l.
En particular, para N = 1, en ausencia de fuerzas externas

tenemos U = 0, y encontramos

s Tr/mKT 3z V

Para N) 1 podemos todavfa integrar sobre el momento como

se hi;e con la ec. 3 obteniendo

_ Zw
A :Z;[’;&F7T

e acuerdo con la ec. 18 escribimos

o (2],
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Con el objeto de calcular el segundo y tercer coefi-

cientes viriales, necesitamos
2, .:Son—" =V (20)
Uz/KT
Z,=\fe

e g o

av, ax, | (21)

Para calcular el segundo coeficiente virial necesita-

mos UZ' Para partfculas monoatémicas es razonable asumir -
- que U,(F), ¥,) depende s61o de la separacién de las dos -

partibu1as. luego entonces U, = w(rlz), donde r12"|?é;? .

El potencial 1nterm01ecular entre dos partfculas puede cal

cularse en prinbipib a partir de 1a mecinica cudntica. Po-

demos obtener una ecuaci6én para BZ(T) en términos de u(rlz)

substituyendo Z2 y Z1 en la ec. 16 para obtener

B, (T -...._(z -Z,)
A A I

Para moléculas neutras, que estdn en su estado base,
u(ry,) se hace cero répidamente, digamos en unos cuantos
difmetros moleculares, y asf el integrando en 82 es cero’'a
menos que los elementos del volumen dfl y d?zestén cerca

uno del otro. Asf es posible cambiar las variables de inte
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o ame

gracién a fl en las coordenadas relativas Ynz {Y. y escri
bir

Ez.(T) =T 2{\( Sd—‘;u S[é‘su(m}‘ |]d—r-,z (24)

Ahora la integracibn sobre 1la separacién relativa de
dos partfculas es independiente del lugar en que se encuen
tre 1a pareja en el volumen, excepto cuando el par de par-
tfculas estéd cerca de las paredes del recipiente, pero ter
modindmicamente estamos interesados s610 en el caso en que
v-9°o y y de esta manera los efectos de la superficie se
hacén despreciables. Asf podemos llevar a cabo la integra-
c,iﬁb'nfsobrgd.r'l separadamente que da un factor de V-y también

eScribir,41fE2 dr para dr12 y asf obtener el resultado fi-

0 |
| pm() 4 .
B, (T)= '?'ij "l]‘ ax (25)
o

E1 1fmite de integracifn ha sido formalmente extendi-
do.al>infinito en lugar de considerar las paredes del re-
cipieq;e. ya que la integral se haqe esencialmente cero -
para r mas grandes que unos cuantos didmetros moleculares.

Hay que notaf que 82 es independiente de V. E1 término

en paréntesis de la ec. 25 se denota comunmente como f(r)

ii,” 10%) = e (I, (26)
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ya que u(r)-—) 0 cuando aumenta r, vemos que f(r)=—>» 0 cuan
" do r se incrementa.
E1 potencial de esferas duras tiene la forma
oD Y4 cC
M (¥) =
0) r»cC

c
3
B,M=-L{anede=2T¢ (21)
? 1&-5 3}

@

Para obtener el tercer coeficiente virial necesitamos
el potencial Us(rl. r2. r3). Asumiendo que el potencial in
termolécUlar de un grupo de tres partfculas es la suma de

potenciaies de tres pares tomados en un tiempo determinado,

:M'z'i'M.’ "'M“‘ -+ A;) M"S’:M [Y‘*) (28)

don'dfeA representa la desviacién a la aditividad de pares,
cual despreciaremos.

Para calcular 83. debemos calcular b3. 1a cual estd -

dada por 6Vb Z’ 32 Z.*zq Ver ecs. 14. Para Z, tenemos
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Z,; mcw&.z\ (145,,) (14423) AT, AT, dT,
= SSS [Febafet et t ,F,_L%w +  (29)
fofes + e t £ 4 £y +1] AT, OF, 05,

el siguiente paso es restar 32221 de esto, ya que lev. es
cribimos

Z| Z;,_ SVSS(‘Flz ‘H\ dv, 0\?2 ’SSS(-E,H)dﬁdf,‘?:g)

donde hemos tomado el volumen bajo el signo de la integral
'cbn el objeto de obtener d?,d?;d?, como en Z3.
En lugar de restar tres vecesla ec. 30 de Z,, no obs

tante, reconocemos que Z;Z, pueden también escribirse como
Z,2,=V§§ 5,10 0% a5 [f(er)am0%, 45 1o,
0 equivalentemente

7. 2 e e,

luego en lugar de restar tres veces cualquierd
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de estas expresiones para lez de 23. restamos cada una y

obtenemos

922, | uteshiat S hafest S 2]dRdRAT o,
anadimos |
zsggd?' d¥,d\ 50
pare svtaner
b= {(Fufsfut Safa it fuful ARARA, o)

Notando que‘83(T)'- 4b2-2b3, o-m&s convenientemente

A
=-1 (be;' l?..\’bz )

3Y (36)

E1 término 6Vb3 estd dado por la ec. 35, y asf necesitamos
5610 escribif 12 ng en alguna forma conveniente y restar-

le GVba. Ya que
‘Oz’TS'hzdr\Z (37)

podemos escribir

= [§8, 8%, = [[Fad®][JRe ]

(38)
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e, = |0 (a0 0%

:S W k. dF, d¥, dF,

(39)

finalmente obtenemos

B,‘(T) - ?)V S§S o ":n“‘:é d¥, dv,d¥,

S -5[ 'SS‘FVL *lS 'Fzs d‘;n. d F\g (46)

1 integrando de By involucra tres partfculas, y ya que -

fij-é)ro en la medida en que las partfculas 1 y j se sepa-

ran, el producto f12f13f23 desaparecerd si estdn las tres

partfculas simultineamente una cerca de la otra.

Debido a que 1a funcibn de Mayer es una funcifn esca-
16n, esta integral es precisamente la interaccién del vo-
lumen I(r) de dos esferas cada una con radio d, separadas
una distancia r -"Fl - ;Zl‘ (ver ref. 9 pig. 257).

Para ré d.



‘ _ 3 dz 3
I(v) —,‘3——Tl’(4d 3d’y +-}‘—Y)

1a -integracién-final sobre r, nos da

()2 B -=
- L) Xx(r) 4 edr

0

13

smd® 5B

32.

2

©.



CAPITULO

1l




34.

CAPITULO IT11

ECUACION DE CARNAHAN Y STARLING

El1 desarrollo virial de la presién P de un gas imper-
fecto es un desarrollo en serie de potencias en torno a la
densidad f(aN/V)

Z = L f*Bf"Bf*B'f *'af*m (1)

donﬁe N es el nimero de partfcu1as en un volumen V a una
temperatura T y k es la constante de Boltzmann. Consideran-
‘do los valores de los coeficientes viriales obtenidos por ..
Ree y Hoover %ara el gas de esferas duras

B,osb '»(2ﬂ73)c

2,
.B4/b% = 5/8
B4/b3 = 0.28695
Bs/b* = 0.1103 + 0.0003
Bg/bS = 0.0386 + 0.0004

donde c es el diqmetro'de la esfera; Carnahan y Starlingl1)
usan la variable y definida como

y = b'/av = 176 (FJ2) (v /v): b* = (2173)Nc® (1.bis)
que no es otra cosa que la fracc1§n de empaquetamiento, y

reescriben la ec. 1 obtentendo

21+ 4y + 10927+ 18.36y S

3 4

+ 28.2y" + 39.5y

+.. (2)
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Postula ahora que los coeficientes de esta idltima ecuacidn
pueden ser aproximados por enteros, es decir

2 3

= 1 + 4y + 10y~ + 18y 4

5

+ 28y + 40y> +... (3)

yjademis obtienen una férmula para calcular los coeficien--

tes de la ec. 3, la cual viene dada por
n" (n2 +n-2) (4)
dondeicn es el n-&simo coeficiente virial, n ® 2, pero aho-

ra de la serie de potencias en y dada por la ec 3. De esta

manera es posible expresar a la ec. 3 como.

, 0
o e R UL IR P (5)
m=42
Equivalentemente
| e ,
=g 142 (nf +amyn (6)
m=0

.Las sumas infinitas de 1a ec. 6 son formas derivadas de las
serfes geométricas y como tales podrfan expresarse en forma

cerrada. Manipulando las series geométricas, el resultado
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1 +y + 12 - ¥3

(1 - y)3

LR T3 (7)

Carnahan y Starling aseguran que la ec. 7 describe el
comportamiento de las esferas rfgidas mejor que cualquiera
de las formas analfticas, obtenidas empfrica o teéricamente,
conocidas hasta ese entonces (1969). Adem&s, predicen con

la férmula 4 el séptimo coeficiente, Cys

c, = 0.0132b%

que s%»lo comparamos con el coeficiente calcilado por Ree y
2) " '
Hoover

; = 0.0138 + 0.0004b°

vemos que concuerda hasta la tercera cifra.

Lo que ahora me planteo es utilizar la ec. 7 para ver
s{ efectivamente las predicciones teéricas que se despren-
den de esta ecuacidn corresponden a los resultados experi-
mentales.

Considerando las relaciones 1.bis, reescribimos la e-

cuacidn 7 como
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p - SLI yryieyd oyt
Te (1 - y)°

y,tendremos'que’b‘j = 0 cuando se cumpla que f(y)=0, donde

f(y) la defino como

2 3 4

. f(y) =1 + 8y + 4y° - 4y° + y°,

Sabemos que para esferas duras, la fraccién de empaqueta--

miento regular “ciibica centrada en las caras" y "hexagonal

compacto” f.e. F.C.C. o H.C.P., es 1/6 V2 = 0.7405...(para
qupr;dgta1le a este respecto ver capftulo IV). Por lo tan-
f&{’&epldp a las relaciones’l.bié. los valores para los cua
1es}y,t1éneksehttdo ffsico tienen que ser menores que uno.

Pdf.otfo lado de la ecuaci6n de Carnahan y Starling no se -
‘1nf[er¢ que se cumpla‘ggg = 0 para ninglin valor de y en la

regidn ffsica de interés, 0 L y £ 0.7405..., ya que f(y) no

se hace cero en esta regibén. Ver figufa 3. Hay que hacer ngo

tar, que el denominador de 1a ec. 7 tiene una rafz de multi-

plicidad tres y en particular la ec. 7 no diverge para --
y = (0.86)(0.74)=0.64 que es la fraccién a la que ocurre el

empaquetamiento irregular.




Figore 5.

fly)— I'.+4y +4y°" 4y*+y”

38.

(fce/hep)

o

04 06 08 |
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CAPITULO IV

APROXIMANTES DE PADE

Y LA TRANSTICION DE FASE

FLUIDO-SO0LIDO PARA ESFERAS DURAS

Considerando el desarrollo viriﬁg)conocido hasta ahora,
tomando los valores dados por Kratky, quien recientemente -
hqu.un‘estudio minucioso de los errores involucrados en el

@&]Cuio de los QItimos dos coeficientes viriales, tenemos
[ ; : .
2(x) == 1+ 2 a xt e L (1)
i=)
donde los valores de las A's vienen dados por

2.961 921 959
5.483 113 556
7.456 363 357
8.485 568 085
8.867 836

> > >
Y S ) =
L] "= a =

>
L2, ]

]
i+

ec; eg = 0.091 186
9.250 436 + eg: €g = 0.405 129

»
-3
]

donde N es el nimero de partfculas en un volumen V a una -
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temperatura absoluta T y k es la constante de Boltzmann. Se
define la variable x ajyy% , donde)Ps N/V es 1a densidad de
partfculas y }%== Vf/c3 la densidad de empaquetamiento regu-
lar, c ¢1 didmetro de la esfera dura,

Se supone -no se ha demostrado rigurosamente- que exis
-ten dos maneras equivalentes de acomodar esferas iguales en
un arreglo regular tales que mjnimicen el  volumen intersti-
cial, o 10 que es 1o mismo, que maximicen 1a fraccién del -
volumen total ocupado por esferas. Una manera es que el em-
paquetamiento cibico centrado en las caras (face-centered -
‘cubfc, f.c.c.) y otra es el empaquetamiento hexagonal com-
pacto (hexagonal close-packed, h.c.p.). La fraccién del vo-
lumen total que es l1lenado por esferas 1§uales para ambas -
estructuras (f.c.c. y h.c.p.) es IISTYVE = 0.7405...14)

Sfguiendo la sugerencia de Bernal que considera la es-
truciura de los 1fqu1dos como un arreglo ifrregular de molé-
culas en contraste a 1a estructura cristalina como un arre-
glo regular, se ha mostrado que varias propiedades de los -
lfquidos tienen su contraparte geométrica en un empaqueta--
miento irregular de esferas duras. La diferencia en densidad
entre el sé1ido y el 1fquido de una substancia monoatémica
simpie; tal como la de los gases ravros mds pesados es 15-16%,
1o que aproximadaménte es la diferencia entre la densidad
de un empaquetamiento regular de esferas duras y uno irre-

gular. La funcidn de distribucién radifal para un empaqueta-
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miento irregular de esferas corresponde bien con la obteni
da a partir de la difracci6n de rayos X y neutrones para -
los gases raros en estado 1fquido.

Sabemos que 1a densidad de un arreglo de esferas es el
cociente del volumen de las propias esferas entre el volumen
total que ellas ocupan. Para el empaquetémiento irregular -
no‘hgy’todavfa un enfodug te6rico satisfactorio que calcule
dicha densidad, no obstante se ha tratado de medir experi-
mentalmente.

Scott y Kilgour‘a%ando pelotas de 1/8 in. de diversos
materfales (plexiglass, nylon y acero) sumérgiéndolas en -
atre y acefte, ademds de una serie de medidas para 1; densi
dad dé una serie de medidas para la densidad de empaqueta-
miento,irregu]ar‘con 80,000 pelotas de acero y con la ayu-
‘da de un vibrador mec&nico obtienen un valor para la.frac-
€16n del empaquetamiento irregular de esferas, el cual es -
en el 1{mite termodindmico,

0.6366 + 0.0005 (6 + 0.08%),
es decir, 0.6366/0.7405 = 0.8597 (¥ 0.86) veces el valor de
la densidad del empaquetamiento regular f.c.c. 6 h.c.p.

Hoover y Reeiglando el método de Monte Carlo encontra-

ron que para esferas duras , en el 1fmite termodindmico,la

presiﬁn de equilibrio es (8.27 + 0.13)NKT/V donde V, es

o.
el volumen del empaquetamiento regular y las densidades re-

lativas a la densidad de empaquetamiento regular, a las cua
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les coexisten las fases flufda y s61ida son 0.667 + 0.003
(flufdo) y 0.736 + 0.003 (s61ido).

Aguilera-Navarro, Fortes, de Llano y Plastino”g)enera-
ron aproximantes de Padé (ver apéndice A.1) del desarrollo
Qiriil dado por la ecuacién 1 y encontraron, aparentemente
por vez primera, que md&s de un aproximante diverge para va-
lores muy cercanos a la densidad de empaquetamiento irregu-
;llf'éncohtrada.empfricamente por Scott y Kilgou:f)lo que mo
tiyb-a extraer, con técnicas similares, informacidn mis ri-

ca como 1a densidad de cristalizacidn del flufdo de esferas

19)
Se calcularon todos (27) 1los aproximantes de Padg (ver

’apéndice A 1). [@/Ml(x) de la serie virial dada por la ec 1,
;QOQQQ L+ME6 y considerando eg = ec = 0. Despejando P de
la ec. 1 y representando a Z(x) por [}/H] (x) tenemos

P(x) = kT p, x [tm] o0 (2)

Podemos pensar que un indicio de la transicidn flufdo-s61i-
do. ocurrir& cuando ?ﬁkg = 0 para valores de x
0of€ x. € 0.86. Derivando la ec. 2

- kTﬁxé’i [L/M] (x) + KTJQ [LM] (%) (3)

c tales que



a4,
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haciendo [:a,‘..?} = 0 y reescribiendo l1a ec., 3
) § x‘

| [L/ ]
< D‘ ] (*e)

(4)

es bien sabido que

y finalmente podemos escribir a 1a ec. 4 como

- ba [LM] (1)

Xc. dx

Por 1o tanto

[?@_f_] =0 (——-> -
%y ¢

Considerando las ecuaciones 2 y 5 elaboré las sigquientes ta-

- [%w [L/M]H)] "

Xe
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O[] x| X| X|X]| x| %
NS || x| ¥X|%X| *| X
= ” ,
T |00 | X x| %
me x | %

10| = X (0§l §
NZ|s|lQ|uja | x| X
S {aa{oaa]x
Q IV |||V
MO123456

Q
oo <
U=

x Podes no calcvlados
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K [w[L/M]O)
3303 |klo/6] () |z 6.8696 | M )
03292 [A[1/5] (M) |-6.8252 | M
0.86 [A[2/4] (v) p
[0.ec_ [X3/3] X) p
[0.-95__ [A[a/21 (N 4
0.95 BN W] R4 __
K6/01 (N C !
[o3100 W e/51 (N £ £02353 | M
0.4 1A U/4T (N p
0.9 [x17/37 (Y) P
__ X[3/21 (1) C
0.95 x4/ (W) P!
x[&0] (B C
0.59 |[xlo/4] () P ‘
0.44 I[\/2] (¥ P, X=089 M
%fz/2) (R C
0.6 x[[34/n] (%) Jz
*x{4/01 (%)
|
0.3265 |xfo/2] (K k22532 | M
0.653 [kfi7/21 Y[=2.6350
033 Irz/]l (W P
KIZ/] (%) C
05512 |rle/2l (X [=).5022 | M
0.54 U1 (1 P
x2/0] (y) C
023 [xlonl (» P
Lo (W C
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En la figura 4.se'se graficaron todos los aproximantes
de Padé de interés a excepci6n del Padé [1/3]. Estén sefala

dos los miximos de cada uno de los Padés,
En 1a figura 5 se grafic6é el aproximante de Padé [1/3]
que a pesar de que tiene un polo antes del punto méximo, di

cho punto cae dentro de la vecindad ffsica de interés,

En la figura 6 se dibujaron los puntos para los cuales

cada Padé predice.ﬁsi 0, y se comparan con los resultados

}experimentales. i.e. x de cristalizacién = 0,667 + 0.003,

de fusién = 0,736 + 0.003, presién de equilibrio '.-sfeax-
(8.27v1v0=13)NkT/V°.

Se estudiaron también tres caminos alternativos que no

fueron exftosos por no haber encontrada para ningdn valor

-
de x., donde 0 € Xe € 0.86 tal quea?]= 0. Los razonamientos

¢ 1”“;
utilizados fueron los siguientes:
o
1) Definiendo y :Z A, x! donde 1as A's son las mismas
as)

que en ta ec. 1. Por 10 tanto
I(x) =1 +y

ticando el logaritmo natural y desarrollando en serie de po
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tencias de y se tiene

In Z(x) = 1n (14y) Ty ~ (1/2)y2 + (1/3)y3 - (1/4)y%

considerando la definici6n de y se calculan los coeficien-

tes B'is, escribiendo

4
n (1+y) ® ZB., x1 4 O(x7) ' (6)
LY

daln Z(x) = :ii B' x :i 01 x!

Av,

donde he definido i By ® C;. Construyendo los aproximantes
de Padé de esta Gitima serie

¢y x 2 [um] o
tomando en cuenta la ec. 5 puedo escribir

9"] =0 &5 - = [um] )
% lx e

11) A partir de 1a ec 6 construimos el aproximante de Padé
de la serie

In2(x) ¥ s, x! e [L/M] (x)

A=l

52.



y considerando la ec, 5 tengo

[2?—] - O ("—'—'7 - \x‘- =t i‘; [L/M] (xc)
G

0\

ti1) Como z(x) = 1- +;2:A1 X, desarrollando obtengo
A=)

Z(tH%’_(x) = HZ (iti) A, X

iz

donde defino (= (i + 1) Ayo 1= 1,2,..,6

luego

x*—l(*ﬂ%@-— 1+Z_,°" x
b

definfendo W = ZU( XA se tiene
A—’

(& 26 +zm] e

desarrollando en serie

3 Y 5 6
' g l—w-f-wz-—w-"W—W—FW [ 5 W WY

| +Ww

substituyendo

14 W A=) | 4c) 4=

| e,..(za: x> (ﬁ ,x")t ...+(Zd X

)

53.
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y obtengo los coeficientes D!is {igualando

6 : © A * N £
— (sz XA> + 2 “A XA>" Vi + (Z‘“,‘ XA - '-}ZDAX"
A=l o

i A=) iz
Construyendo los aproximantes de Padé de esta dltima serie
L . '
w A )
+ Z Dxte [L /U],
AT| '

‘tomando en cuenta la ec. 5 eséribo
%{-(“):O (= I_L /M] (K) =

e, buééovlos ceros del denominador del aproximante de

Padé [F/ﬁ] (X)'QOe es un polinomio de grado M,



CONCLUSIONES

Hemos visto que la serie virial para el sistema de es
feras duras con hasta el séptimo coeficiente, aunque vdalido
eStrictamente para densidad cero, si es capaz, mediante --
té&cnicas apropiadas de extrapolacifn, de predecir propieda
des ;Adensidades intermedias. Esto sucede con la divergencia
de 1la densidad que ocurre en empaquetamiento irregular vy,

notablemente, con la cristalizacifn misma, es decir, -

el punto donde por vez 5rimera la presién adquiere deriva-
da cérd‘como funcidén de l1a densidad. (Esta inestabilidad,

unfvocamente establecida en nuestro trabajo, pudiera refe-

e e et ¥ Ve e 0 0 b

rirse a la aparicibn de una fase cristalina en una configu
racibn distinta a la de los experimentos de éomputadora. a
saber, la f.c.c:, pudiendo ser una configuracién b.c.c.

en s,c.,, ambos empaquegamientos menos estables que la --
f.c.c. pero-con un nimero menor de primeros vecinos).

Actualmenfe se estudia, mediante una transformacién -

dé;variaBTe tipo Euler (que proporciona un polo para densi
dad iguai,a la densidad de empaquetamienéo regular), la po
sibilidad de extraer de 1a serie virial informacién de 1la

fase cristalina misma.




APENDICE A, 1

o | 18) 19)
APROXIMARNTES DE PADE

Cuando la representacién en serie de potencias de una
funcfdn &iverge. esto indica la pr;sencia de singularida--
des. La divergencia de la serie refleja la incapacidad de
un polinomio de aproximarse a una funcién cerca de una sin
gularidad,

En problemas realistas que se resuelven por aproxima-
ciones sucesivas, s610 unos cuantos té&rminos de'la serie -
pueden ser calculados, ya que el grado de complejidad para
ca]cular posteriores coefidienteéaumenta progresivamente.
Por esta razén, es necesario un alqoritmo en forma de suma,

el cual s6lo requiera que se le de un nimero finito de tér

minos de l1a serie divergente.

La {dea que ahora se expondrd consiste en reemplazar

una suma parcial de aquella serie de potencias :an " por

.una sucesi6n de funciones racionales (entendida una funcidn

racional como el cociente de dos polinomios) de la forma

N
4 Z A x"
IN/M = Z=e

Z B X




s 2

donde sin pérdida de generalidad escogemos a B° = 1, Los

restantes (M + N + 1) coeficientes que son Ao' Al......A".
81. By i""BM' los escogemos de tal manera que los prime
ros (M + N + 1) términos del desarrollo en serie de Tajlor
de [ﬁ/ﬁ] (x) sean iguales a 123 primeros (M + N+ 1) térmi
nos de l1a serie de potencias jz:an x". La funcibn racional

‘ =0
[ﬂ/ﬁ] (x) que resulta de denomina aproximante de Padé.

e Verﬁ que la construccién de [N/M] (x) és muy Gtil,
Si':Zan x" es una representaci6n en serie de potencias de
18 funci6n f(x), entonces en muchas instancias [h/ﬁ] (x )} (x)
cu;'ndg N, M=D> 0O, aunque la serieZan x" diverja.

Cabe aclarar que 22.25 necesarfo que se conozca toda

la representaci6n en serie de potencias de la funcién para

construir un aproximante de Padé, sino que solamente se ne
cesitan conocer los primeros M + N + 1 términos de dicha -
representacibn en serie. Ya que los aproximantes de Padé -
i{nvolucran solamente operaciones algebraicas, son mds con-
venientes para propbsitos computactfonales que las sumas de
Borel, Igs que requieren integrar sobre un rango infinito
1a continuacibn analftica de una funcidén definida por una
serie de potencias, De hecho, el aproximante de Padé gene-
ral puede ser expresado en términos de determinantes.

E) aproximante de Padé [N/Ml(x) estf determinado por
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una simple sucesién de operaciones matriciales. Los coefi-

cientes Bl' 82......BM en el denominador pueden ser calcu-

lados resolviendo la ecuacién matricial

- r
Bl\ AN+1
B, Ans2
) = - ) (‘01)
B A
M ) " N+M

dondé‘C1,es una matriz M x M con eiementos?aij " ANei-j

(1 €4, j €M), Entonces los coeficientes A, Ap,.....Ay

en el numerador est&n dados por

m
=
donde BJ = 0 para J y M, Las’ecuaciones a.l y a.2 se obtie-

nen al {gualar los coeficientes de 1, z.......zN+M en la

NiM M N
Z 3y x3 ZBk x* - ZA,, x" = O(men). x>0,
'Fo Reo mso

que es tan sflo, una forma diferente de definir los aproximan-
tes de Padé.
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APENDICE A, 2

SUCESTONES DE

AAPROXIMANTES DE PADE

| . 18) 19)
PARA FUNCIONES DE STIELTJES

Hasta ahora no extste una teorfa general sobre los a-
proxtmantes de Padé que comprenda series arbitrarias. No -
05§tante;’la teor{a sobre la convergencia de los aproximan
tes de Padé para la clase especial de serfes de Stieltjes
ha stdo bienAestudiadat Para series de Stieltjes podemos
responder parcifalmente la pregunta de a que funcién la su-
cestbn de apfoximantes de Padé converge,

De esta manera nos es de particular importancia saber
st una serte arbitraria es o no de Stieltjes antes de cale
cular los aproximantes de Padé,

Una serte de Stte]tjes'es una serte de la forma

o0

a,(~21",
| Me0
tales que los coeficientes a, son los .momentos de una fun-

ctdn 3 (t) no enegativa

am"’xm )o(t)o\'t, (m=02.); )o(-t)>/b (OetL.o)
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Al

Se sabe que para cada serie de Stieltjes hay una fun-
cibn de Stieltjes F(z) l1a cual es asint6tica cuando z - 0
en 1a regién del plano larg zl(?T'

F(?) - J.f_‘ﬂ— dt ~ Z Am (’%> (2.3)
'2
1+ m=e 3‘901 IM%-Z'\LTT
No todas las series de'la forma 23 an (- z)n son series

MZO
de Stieltjes. Para que una serie sea de Stieltjes, debe sa-

tisfacerse que

8Z»'o %o a!*“ ? 20

donde P (k-O. ) SR »N) es un conjunto arbitrario de nime-
rosvreales. S1 se cumple también que todas las desigualda-

des de 1a forma
Zam AT

se sat{sfacen para los coeficientes a, de la serie, entonces
ak(-z)n es una serfe de Stieljes.

Sin embargo, sin conocer todos los té&rminos de la serie
es imposible verificar estas desigualdades. Aquf tenemos -
un escenario tipico donde con mucha dificultad los primeros
coeficientes de la serfe perturbativa han sido calculados

Y aparentemente, la serie converge o diverge muy lentamente



como para recabar informacidn itil. No es posible verificar
‘81 l1a serie es de Stieltjes considerando sélo los primeros
6oef1c1entes de la serie. Naturalmente, la Gnica sugerencia
gener-1 es utilizar los aproximantes de Padé y esperar lo
mejor. No obstante, en algunos problemas es posible probar
indirectamente que la serie perturbativa es una serie de -
Stfeltjes mostrando que la respuesta exacta al problema es

una fuhci@n de Stieltjes.

Una funcidn es de Stieltjes si y solo si cumple con:

1) F(z) es analftica en el plano larg zl‘.?T‘
f1) F(z)—> € cuando z -f?da donde C es una constante

real no negativa.
111) }(z) tiene u:g representacidn en serie asintbtica
n
dg la forma :E; an(-z) en el plano
, M=o
fv) -F(z) es Herglot:z
f.e. Im -F(z) > 0 cuando Im z H 0
Im -F(z) = 0 cuando Im z = 0

Im -F(z) £ 0 cuando Im z £ 0

CONVERGENCTIA MONOTONA

La sucesién de aproximantes de Padé

[or0] . [on] SIZIE [1/2\ : [2/2'] e

tiene propiedades notorias en relacién a la convergencia,
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cuando se trata de series de Stieltjes.

a) La sucesidn diagonal de Padés

[N/N\ (x), (N=0, 1, 2,..... ) decrece monoténicamente ----
cuando N crece.

b)La sucesibn de Padés

[N/N+i‘ (x), (N=O, 1, 2,..... ) crece monotdnicamente cuan-
do N decrece.

c) La sucesibn [N/ﬁ] (x), (N=0, 1, 2,.....) est§ acotada -
fnferiormente, mientras que la sucesién [ﬁ/ﬂ+l] (x), (N=0O, 1,...

‘estl‘aco;ada superformente, {.e.

[or1] (x) 5[1/2'], (x)é[Z/a] (x)& Ll [vH) &...
| £[NN] (x)4. .. .e_-'[z/z] (x)s[ur'}(x)g[o/o] (x)

A manera de ejemplo consideremos la funcién f(x) y su

desarrollo en serie de Taylor dado por

Ly

o WX oo ixaRxR15 4
‘FM 142 COE le

la convergencia de esta serie ocurre cuando lxl}(,l/Z.-Ade-
mEs f(x) es una funcién de Stieltjes ya que cumple con las

propiedades 1),.11), 111) y 1v). En este ejemplo es impor-
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tante hacer notar como el aproximante ae Padé [i/l] nos da
una representacidn ﬁuchO'mejor de la funcidn f(x) que 1las

sumas parciales del,desarrollo en serie de Taylor. Por o0--
tra parte se ilustran en una gréfica los errores relativos

que se obtienen con aproximantes de orden superior.
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