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INTRODUCCION

E1 descubrimiento, desarrollo y uso de 1a energfa nuclear, vino a

abrir un gran campo de Investigacidon tanto en la Fisica Tedrica

como en la Experimental, asi como en la Ingenieria. Las grandes -
perspectivas que tiene la energia nuclear como fuente principal -
de energfa en un futuro no muy lejano, incrementan la importancia

del estudio e investigacifn en éste campo.

En este trabajo s6lo nos interesardn los reactores nucleares de -
Fisidn, y en particular la 1lamada Cinética de Reactores Nucleares,
es decir, el comportamiento temporal de 1a poblacién de neutones, y

SUS precursores.

Dentro del campo de 1a Cinética de Reactores radican dos tipos bdsi
cos de comportamiento temporal (2): el comportamiento a largo -

plazo y el comportamiento a corto plazo.

E1 comportamiento a largo plazo es producido por 1os cambios de -
composicion del nicleo del reactor, por consumo de combustible por-
envenenamiento, por produccidn de radiois6topos y por produccién -
de is6topos fisiles y fisionables (2); el tiempo asociado a éstos -

fen6menos puede ser desde horas hasta dias.

E1 comportamiento a corto plazo (con tiempos asociados hasta de mi-
nutos), es debido a propiedades intrinsecas del sistema, como geome

tria y composicibn, asi como a efectos de cambiog de Temperatura, -

etc.



Este trabajo se enfoca al comportamiento temporal a corto plazo, -
en donde se suponen geometria, composicién y temperatura constantes,
siendo su objetivo principal, obtener y analizar las ecuaciones que-
gobiernan el comportamiento temporal de la poblacidén de neutrones y-
precursores, en base a un principio variacional y obtener algunas -
soluciones aproximadas de las 1lamadas "ecuaciones cinéticas puntua-

les",

En el primer capitulo se mencionan las caracterfsticas principales -
de los Reactores Nucleares y las suposiciones bdsicas para el -

desarrollo del trabajo.

En el segundo y tercer capitulos se deducen las ecuaciones de trans-

porte directas y adjuntas a través de un principio varigcional.

En el cuarto capitulo se introduce el concepto-d uncién de Importan

cia" y se deducen las ecuaciones diferenciales’ en’su comporta--

miento espacio-temporal.

Ademss, se identifica a las "fUﬁ;\ as."funciones de-

Importancia"

En el quinto capitulo se dedu;en~]as_1l§n@das‘gcuacfohes cinéticas pun
tuales. A B
En el sexto capitulo se desarrolian las densidades de neutrones y -

precursores, junto con sus adjuntos, en Eigenvectores de un operador -

Matricial { el cual es discutido en el referencia 9).

En el séptimo capitulo se hace una aplicacidn de estos desarrollos -

en eigenvectores al cdlculo de pardmetros de 1as "ecuaciones cinéticas



puntuales” Se establece una interpretacidn de las funciones de densi--

dad adjuntas.

En el octavo y G1timo capitulo se obtienen algunas soluciones aproxima-
das de las ecuaciones cinéticas puntuales, a través de un método anali-

ticoyde un simulador analégico simple y se comparan los resultados ob--

tenidos.

Entre los principales resu1tados obtenidos, estén la obtencidn de las -

ecuaciones diferenciales que rige el dmportamiento de 1as funciones de

Importancia, Ta generalizac16n d 'as ecuaciones puntua1es y -
de los pardmetros 1nvo]ucrados‘ep concordancia entre las soly
ciones obtenidas de las ecuadidhésfcinéticas puntuales para“el: caso de-
un grupo de neutrones retardados, usando los métodos analitico y ana--

16gico.

Por (1timo, es necesario hacer notar que debido a que los simbolos -
de sumatorta y de seccifn transversal son generalmente los mismos hemos

hecho la convencidn de que el simbolo de sumatoria sea denotado por -

Y envezde 2
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CAPITULO I

REACTORES NUCLEARES

1.1 Introduccidn

Un reactor nuclear es un arreglo de ciertos materiales ( tales como
materiales fisiles, fisionables y fértiles; moderados, absorbedores
etc. ) en el cual se 1leva a cabo, en forma controlada, una - -
reaccion en cadena con neutrones (2 )

E1 proceso fundamental que tiene lugar en un reactor nuclear es -
aquel 1lamado fision nuclear, en el cual un nicleo pesado, mediante
la absorcidn de un neutrdn, se divide dando Tugar a dos nicleos -

mds ligeros, junto con la emisidn de neutrones, rayos gamma, beta y
neutrinos.

Desde el punto de vista de la utilizacidén de 1a energia nuclear, la
importancia del proceso de fisién, radica en la gran cantidad de -
energia liberada y en la emision de nuevos neutrones.

La combinacién de éstos dos hechos es lo aue hace posible la existen
cia de una reaccion en cadena de fisiones, autosostenida, con - -
produccidn de energia.

Una cuestién importante es que 1a reaccién en cadena autosostenida -
es solamente posible con material fisil. Los materiales fisionables-
no pueden mantener una reaccidn en cadena debido a aue la probabili-
dad de fisidn ( relacionada con la seccifn transversal de fision, -

discutida en el prdximo capitulo ) es pequefia para neutrones de -
cualquier energia ( 2)

1.2 Productos de Fisidn

Cuando un nicleo sufre fision se forma cierto nimero de productos



de ésta.

Se producen los 1lamados fragmentos de fisidn ( niicleos en los cua-
Tes se divide el niicieo original ), y como ya se mencioné se produ-
cen neutrones rayos gamma, beta y neutrinos, ya sea en el instante-
mismo de la fision 6 en algin tiempo posterior, cuando los fragmen-
tos de fisidn ( generalmente inestables ) decainan.

Cuando se forman los fragmentos de fisidn, &stos son excesivamente-
"ricos en neutrones ", es decir contienen mis neutrones de los .
necesarios para que sean estables y tienden a decaer con la - -

emisidn de una 6 mas particulas beta, neutrinos vy rayos aamma.

Por ejemplo, el isétopo de Telurio, Te-135 que se produce directa--
mente en fisidn, decae mediante el siguiente esquema

.1 Iu_-_[_‘_ w2 L C's“-t; Da"* {estable)

que es acompafiado de radiacién gamma y neutrinos. E1 decaimiento -

de los fragmentos de fisidn es importante por varias razones, primero
la energia emitida en forma de rayos beta y gamma, durante la opera-

cidn representa una contribucién a la eneraia recuperabie { para -

usos précticos )} de la fisién, ya que la gran mayoria de éstas -

particulas no pueden escanar de un reactor.

En segundo lugar, alqunos de é&stos fragmentos de fisidén pueden dar -
origen a neutrones.

Estos se producen debido a 1a emisidn de neutrones por nicleos deri-
vados del decaimiento beta de los fragmentos de fisidn vy son emiti--
dos con grandes tiempos de retraso ( del érden de segundos ), - -
después de qué la fisidn se 1leva a cabo. Debido.2 ésto, los neutro-
nes producidos asi se 1laman "neutrones retardados". Estos neutrones
Juegan un papel muy importante en la operacién y control de reacto--
res nucleares, como se verd mds adelante.

En el proceso de 11isi6n se producen tambign neutrones précticamente



en el instante mismo de 1a fisidn, y son 1lamados neutrones inmedia-
tos.

No todos los fragmentos de fisién & sus cadenas de desintearacidn -
producen neutrones retardados, por lo que se puede pensar que el -
nimero de &stos varia de fisidon a fision.

De igual manera el nimero de neutrones inmediatos de fisifn varia -
de fisidn a fisidn y por 1o tanto, mientras que en alounas fisiones-
no aparecerdn neutrones inmediatos, en otros pueden producirse - -
cinco, por ejemplo, & alin mds. Sin embarqo, basta con conocer el ni-
mero promedio de neutrones emitidos por fisidn tanto de los inmedia-

tos como de los retardados en el tratamiento tebrico de los reactores
nucleares.

Por G1timo, es necesario mencionar que los fraamentos de fisién, oue-
den absorber neutrones en forma considerable, por 10 que actdan como -
venenos y deben ser tomados en cuenta en un tratamiento riguroso -
de Tos procesos involucrados en 10s reactores nucleares .
Por G1timo, es necesario mencionar aue los fragmentos de fisidn, pue-
den absorber neutrones en forma considerable, por lo aue actdan como
venenos y deben ser tomados en cuenta en un tratamiento riquroso de -
los procesos involucrados en los reactores nucleares (1 )

1.3 Balance de Neutrones y condicifn de c¢riticidad

Para producir una reaccion en cadena autosostenida en un reactor nu--

clear, se debe establecer un balance entre 1a razén a la cual los ney

trones se producen en el sistema y la razon a la cual desaparecen -
(2)

Los neutrones se producen en el sistema por fisfones y/G por fuentes-

externas ( hechos por ejemplo, con una combinacion de Radio con -

Berilio ), introducidos en el reactor.

Los neutrones desaparecen del sistema en dos formas: ya sea escapando
del reactor a través de su superficie & siendo absorbidos por nficleos
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de los materiales que componen el reactor nuclear.

Las razones a las cuales los neutrones escapan y son absorbidos den-
tro del reactor, dependen del tamafio, forma geométrica, composicibn-
y arreglo de los materiales de los cuales estd formado.

La condicién necesaria para que una reaccidn en cadena con neutrones
sea estable y autosostenida, es que exactamente una fisidn debe -
dar lugar a sGlamente otra y, si éste es el caso, el ndmero de fisio-
nes que ocurren por unidad de tiempo en todo el sistema serd una cons
tante en el tiempo. Por otra parte, si cada fision da origen a mds -
de una fisidn en promedio, la razén de fisiones se incrementard con -
el tiempo y al contrario si cada fision da origen en promedio a menos
de una fisidn, la razdn de fisiones decrecerd con el tiempo. Cuando -
ocurre alguno de 1os casos anteriores en un reactor, éste se dice aue
es critico, supercritico § subcritico, respectivamente,

A la relacidn de 1a razén de fisiones en una cierta generacion entre-
la razén de fisiones en la generacidn inmediata anterior, se le llama
“factor de muitiplicacion " del sistema. Una medida de cudn lejos -
estd un reactor de ser critico, estd dada por 1a 1lamada "reactividad"
Estos conceptos serdn discutidos con mis detalle posteriormente.

1.4 Tipos de reactores

Una de las formas en que pueden clasificarse los reactores nucleares -
se basa en la energia cinetica con la cual 1a gran mayoria de los neu-
trones producen las fisiones (2) .

Los neutrones de fisién son emitidos con un espectro de energia cuyo -
promedio estd alrededor de los 2 Mev, por lo tanto, si el reactor con-
tiene materiales de poca masa atdmica ( tales como carbono, berlio 6 -
agua ) los neutrones perderdn rdpidamente energia cinética nor colisio
nes, llegando a la 1lamada reaidén térmica { en la cual los neutrones -



neutrones estaran aproximadamente en equilibrio térmico con los dto-
mos del medio ) y por lo tanto producirdn la mayoria de las fisiones

en el intervalo energético desde 0.01 ev hasta 0.3 ev, (2)‘
Este tipo de reactores se 1laman Reactores Térmicos.

Si el sistema estd construido con materiales tales que hagan aue, la
gran mayoria de los neutrones que causan fisidn posean eneraias des-
de un poco arriba de la reqidn térmica, hasta del drden de 10 Kev, -

el reactor es 11amado Reactor Intermedio.

Y si las fisiones se producen principaimente con neutrones de energias

arriba de 10 Kev, los reactores son llamados Reactores Rdnidos.

Otra forma de clasificar los reactores nucleares es basdndose en la -
distribucion de los materiales que los forman. Con base en ésto los -

reactores pueden clasificarse como Homogéneos o Heterodéneds

Los reactores nucleares homogéneos son aquellos que tienen a ‘los mate-

riales que forman el nicieo del reactor en una mezcla homogénea.
Los reactores heterogéneos son los que tienen los materiales que for--
man el niicleo del reactor separados y distribuidos en reaiones bien -

definidas , (10),

1.5 Modelo de reactor usado como base de este trabajo




Para los fines de este trabajo se hacen varias suposiciones sobre -

el funcionamiento de un reactor nuclear.

En el modelo que se adopta, se supone que el material de que estd -
formado el reactor no sufre desqaste, es decir no hay consumo de ma-
terial fisil ni fisionable, ni envenenamiento por productos de - -
fision. Ademds se supone que el reactor funciona a temperatura cons-
tante y por lo tanto se desprecian los cambios en la densidad de los
materiales debidos a cambios de Temperatura y alteraciones en las -
secciones eficaces debidas a efecto Doppler (1 ) ‘( 2) . En otras
oalabras, no se producen efectos de retroalimentacién oor cambios -

en el nivel de Potencia al cual trabaja el reactor.

Por ditimo, el desarrollo seguido en el trabajo es'yé]i&o‘baré cual-

quier tipo de reactor, ya'seaftéfmicof' répi&o,?heféquéneb u'homo--

géneo .

En el sigufente capTtulo se deducen 1as: ecua ernan -
el comportamiento de 1a densidad de neutrones y recursores en Este-

tipo de sistema.




CAPITULO 11

ECUACIONES DE TRANSPORTE

II.1 Obtencidn de las ecuaciones de transporte

En ésta seccidn se derivan, a partir de consideraciones fisicas, las
consideraciones de transporte que rigen el comportamiento de un reac

tor nuclear. Se utiliza el método seguido en la Referencia I en la -
derivacién deellas. Como se menciond en el capitule I, nas interesard
s61o el comportamiento temporal a corto plazo, es decir, dentro de -
un lapso de tiempo suficientemente corto para aue ios efectos de -
consumo de material fisil y produccion de isftopos en una cantidad -

considerable para ser tomada en cuenta, puedan ser despreciados.

E1 comportamiento espacio temporal de la poblacidn de neutrones -
estd completamente descrito introduciendo una funcidn de siete varia
bles, la cual serd denotada por r|(?,ﬁgt }, 11amada densidad dngu-
lar de neutrones y se define de manera que

nETL) dPFdE o (Tnt)
sea el nimero esnerado de neutrones en ef elemento de vélumen

end’r en¥ con velocidades en d>v” en v al tiempo t.

Definiendo la densidad dngular de neutrones como el niimero esperado-

en vez del nimero verdadero de neutrones en el elemento de voldmen -
I

en el espacio fase dsF'd"v » se ha excluido la posibilidad de descri

bir fluctuaciones Jocales en la poblacifn de neutrones.

Ahora bien, los neutrones, en sus trayectorias dentro del medio -
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material del reactor, sufrirdn colisiones con losatomos del medio,
se supondrd que éstas colisiones son instantineas; asi su efecto-
sobre el movimiento de los neutrones puede ser descrito especifi-
cando el camino 1ibre medio entre colisiones como funcién de la -
velocidad de los neutrones. E1 inverso del camipelibre medio es la

1lamada seccidn transversal macroscopica 3 (Pt )

stendo 5035 4) wneE, T OF 0T . (FAR)

el nimero promedio de colisiones por segundo en el elemento de -

voldmen d3"f en ¥ de neutrones con velocidades en d37 alrede-~

dor de v , al tiempo t.

Experimentalmente se encuentra que la seccidn transversal macros~
cbpica depende de la magnitud de la velocidad V, ( 2) . Es -
decir
2(*:""'*-)’ Z('o w“lf) B ZG‘:VI 'E) Q! ~1-3)
( En la seccidn 1.2 se discute brevemente el origen de la depen-

dencia temporal de las secciones trasnversales macroscopicas ).

Dependiendo del tipo de colisién que sufran los neutraones, &stos -
pueden ser capturados, dispersados hacia otras velocidades, causar
fision, etc. Cada uno de &stos eventos estd caracterizado por -

una seccidn macrdéscopica parcial , las cuales son denotadas por -
L(T0o04), TAvLt), BGdLt) | ete.,

respectivamente para los eventos de captura, dispersion, fisidn.
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Ya que las razones de colisidn son aditivas tenemos

PCRTSLDWCRRSED JUR ) PONN ¢ LX)

Donde ZT (?,V',t) es 1lamada la seccion macroscdpica total.

La descripcion matemdtica de un evento de dispersién requiere de la
introduccidn de la seccidn transversal macroscdpica de dispersidn,-
denotada por ZS (v, T T Lt ) de modo que

2L EFT unEnt) SFeT Pw L (@ .15)

sea el nlmero esperado de neutrones en d3F envy y d37 en v, que
' -
son dispersados a d37 alrededor de v' debido a colisiones de neu

trones en d37 en v, dentro del mismo elemento de voldmen d3? en -

T

De esta definicidn se puede ver que

DA DTS AT

donde se utilizdé ¢ 11,1.3)

(o .4.6)

E) evento de fisién requiere un poco mis- d katencfon debido ala

alta importancia de los productos de e'lla

En un evento de fisién, en promedio, se produce ms de.un neutrén, -
Estos neutrones son emitidos en el punto en el espéc16 fasé _don‘de R

la fision tuvo lugar (1)

Algunos de ellos son emitidos instantandamente { en intervalos de -

tiempo del Grden 168 segundos & menos después de que el evento de -
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fisidn tuvo lugar ) y son nombrades neutrones inmediatos. Otros son
emitidos con grandes tiempos de retardo { del érden de sequndos ) y

son 1lamados neutrones retardados.

Su emisidn se sique de la desexcitacidn de ciertos fragmentos de -
fisién por decaimiento beta como se menciond en el Capitulo I; por-
ejemplo, el 358r87 cuyo proceso de decaimiento es ilustrado en la-

siguiente figura.
-bgB\'B‘
20 Fr

P 0% (er=555¢3')) E=2.6Mev.
E= 8Mev

¥, E=54Mev
8
2o KT

P,E=3.6 Mev

2%
239 a3Rb

anl

E" F,E:O.Z:‘Mev
= 0.250 Mev

L3 ]
288v Lestabla)

FIGURA I1.1 'Eédyeﬁa‘dé decaimiénto del 353r87
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Estos fragmentos de fisidn son 1lamados precursores de neutrones -
retardados. Un neutrén retardado es emitido por el ndcleo hijo { en
el caso jlustrado es el 36Kr87) el cual es producido por el decaimi

ento beta del fragmento de fisi6n correspondiente.

La migracién de los precursores antes de la emision puede ser des--
preciada debido a que ellos pierden energia cinética muy rdpidamen-
te como consecuencia de su gran carga eléctrica, y por lo tanto son
detenidos en una distancia corta del punto de su formaci6n por -

fisién, (n2 1.4 (153) cm. en aluminio ).

Por 1o tanto, supondremos que los neutrones, tanto inmediatos como-

retardados, son emitidos en el mismo punto del espacio en el cual -

Ta fisi6n tuvo lugar.

Los neutrones retardados pueden ser c1asif1cados en ari

cada uno caracterizado por la constante de decaimxento del precur—;

sor responsabley por la frac;jén de_]ps neutrones retardados que - -

son emitidos debido a éste preﬁursor.

a) La constante de decainfento A¢del i-gsimo grupo de precursores.
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b) La fraccidn de neutrones de fisién }QL que son emitidos debido

al decaimiento de los precursores del i-&simo qrupo .

De manera que
P =? P G W

es la fraccign total de neutrones de fisién que son retardados.

c) Las distribuciones de velocidad de: los neutrones tanto inmedia

tas como retardados.

sea
#; (¥} 1a funcitn de diétribuciﬁn de velocidades de neu
trones inmediatos y ,[!-‘(i’/) 1a funcidn de distribucién de -

velocidades de los neutrones retardados correspondientes al -

i-ésimo grupo.

stendo {3 () T pama jro,4,.,. (ﬁ‘;‘s.g)

\

1a fracci6n de neutrones emitidos con veloc

dor de V  que estan normalizadas a la unida

L aRNCE

d) E1 nimero promedio de neutrones O(F}V,t)

antdvinmediatos -
como retardados )} nroducidos por~ff§16n'15&&c335>h6r;6n neutron

de rapidez v(z [T ).

Ahora bien, los nrecursores de neutrones de fisifn retardados -
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son cominmente clasificados en 6 arupos diferentes ( para cada -

uno de los isGtopos fisionables ).

Los pardmetros correspondientes a cada grupo para U-235 y

Pu-239 se muestran en la siguiente tabla, para neutronesrtérmicos

( Emr0.025 ev ) y neutrones rapidos ( Ens 1.8 Hev ), ().

TABLA I1. 1

U-2335 Pu-239
Foones [gpores | Fisones [ aiores
€rmicds |~ 1.8 Mev | Termicds | A 1.8 Mev

A | 0.01345'|0.003F $'|0.0138 $'|0.0128 S’
B | 0.00031 |0.0003Y4|0.0000% |0.0000B
4y |0.0305 '|0.0317 $'0.0301 5'|0.0314 §'
B | 000142 |0.0013¢ |0.000¢3|0.00056
fs (0.311 <'|0.115 &'lsa2y S'|o.13y &
P |0.00137 |0.00120|0. 00074 0. 000 43
Ay 0300 g' o341 $'l0.325 sT0.331 &
B |0.00357 0. 00260 |0.00068 |0. 000 6e
fe 212 S | 4L.40 S'|1.12  s'4.26 S
Ps |l 0.000%5 0. 00083 |0.00618 | 0.00031
k {300 s573.8% s'2e1 sY3a o
k |0.0003% | 0.0001F | 0.0000|0.0000%

Como se puedeobservar en esta tabla, las constantes de decaimiento -
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y las fracciones de neutrones retardados dependen 1igeramente de -
la energia. Se 1gnovard esla dependencia en todas
las devnwvaciones g\gmenies_

Pava incluir el egacto de (o5 nevtvones

vetavda deg de una maneva tvawntitativa
se debe introducir lo comcentvacién de

precvvsoves de nevtyonag Y¢{¢v6a¥o;)
denetada por Cil¥ 1), tal gue:

Ci ¥, ) ey e AR 1.00)

sea el numero esperado de precursores ficticios del i-ésimo grupo -
en d3F en ¥ al tiempo t, los cuales siempre decaen emitiendo un -

neutrdn.

Este concepto, se puede aclarar observando la figura que muestra -
el decaimiento del isGtpo 358r87. El 36Kr87 decae ya sea emitiendo -
una particula beta { con probabilidad 97.1 %) 6 emitiendo un neutrdn
( con probabilidad 2.9% ). De manera que el nimero promedio de dtomos
de 358r87 por fision no es igual al nimero promedic de neutrones -
retardados por fisién en ese grupo. Utilizando la definicién, la -
concentraci6n de precursores correspondiente al 35Br87 es

Ci(F,t) =(0.70 ) (0.029) N 87

Br
35
= 0.0203 X Nasarw @t

donde N o 87 ‘es la densidad de dtomos de g87 a1 tiempo t ~ en-
35" \ 35"

r.
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Se puede ver de aqui que la densidad Ci(F,t) de precursores del -
j-ésimo grupo no es un observahle fisico, es decir, no es observa--

ble experimentaimente.

Consideremos ahora, el balance de todos los procesos aue modifican-

la densidad angular de neutrones en un elemento de volimen del -

espacio fase & dN en¥ y V. Es decir ;

Variacion de
el nimero de
neutrones en
el elemento-
de volidmen -
espacio fase

a3 v por-
unidad de tiempo

/1

Escape de neutrones
del elemento de -

voldmen d3V del-

espacio de veloci-
dades pero que con-
tinuaran en el mis-
mo elemento de vo--
lamen d3F por -

-
unidad de tiempo,o
d45d parecen pov aesorcion

Escape de neutrones por
unidad de tiempo del -
elemento de volimen -

d3F, pero que continfian

en el mismo elemento de
voliumen d37 del espa--

cio de velocidades, nor
unidad de tiempo

Produccitn de neutrones
dentro del elemento -
d3; debido a 1os neu--

trones inmediates prody
cidos por fisiény por -

unidad de tiempo
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Produccién de neutrones
en el elemento de voli-

Aparicién de neutrones
que estando en el mis~

men d3? d3V debido -
al decaimiento de los -
precursores producidos-

por fisidn, por unidad-
de tiempo

mo elemento d3F cam--
——*—- bian su velocidad y - 'i“
1legan a d3V en -

en el mismo elemento -
da— debido a colisio-

nes de dispersidn, nor

: Produccidn por medios

externos de neutrones
) , n d3; d3v, por uni-
dad de tiempo.

Soel1aaz)

y el balance que rige el comportamiento de 1akdéh§idad de. precursores

del f-&simo grupo :

l Variaci6n del nimero ‘produccién de: precursores’del
de precursores dei - i-8simo grupo.por fisidn en -
i- es1mo qrupo en - - d3r por unidad de tiempo."
, por unidad - —_— -
de tiempo
S

decaimiento de los
precursores del i-ésimo
— arupo en 4

3F por unidad
de tiempo

oo {TTL113)
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Para escribir estos balances en lenguajes matemitico, es necesario obte-
ner antes una expresidn matemdtica para decribir el escape de neutro--

3_
nes en d°r.

Nos conretaremos, a deducir el escape de neutrones del elemento de -
voldmen d3F en v a lo largo del eje X. De manera completamente -

andloga se deduce el escape a lo largo de los otros dos ejes.

A
A A
Considerando neutrones de velocidad 7= Up &+ ‘U‘.‘l 1 Ve K
el niimero neto de estos neutrones que escanan del elemento de voldmen -

AXAY AR (ver. Fig. 11.2) a lo Targo.del eje X en un intervalo

de tiemoo dt es :

ANx

(nimero de neutrones que entran_en el 1ntervalo de t1empo dt) -

"."/}
ol
sl
v
A

FIBURAT .3

ANg= {Vxn(x"%:‘ﬂ)iivit)AE A‘;&J't%

- {vx [n(x- 24,2 ;5 %2 (x- 4% \4,2;7 ) ax+, Jaz aydtj(ma.iz)
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Ahora dividiendo entre AXA‘in y haciendo tender -

con la notacién l»rn o A .
axAy Al o m! = B(\-\*}‘ vavidadn f nowen de
netvones porvmid de volumen jtenemos que 1a ecuacidn (II.111) aueda como-

B(le)t = - -a—%ili). U 4t we (11.1.08)

Para el escape a lo largo de los otros dos ejes se tiene, por -

argumentos similares.
2 ' (IT.4.152
a(“x)t‘-'-‘ﬁ-‘u‘s &i "1... (E )
dlna)= -3 Vs 8t C (ma.eY)

y tomando el escape total como la suma de los escapes a 1o largo -

de los 3 ejes

dn = b(»n,‘)*s + a(“‘s)d‘b(ﬂa),‘ omoane)

Se obtiene

dn(F5,t) =- F. Fn(w¥,¢)

y el escape por unidad. de tiempo es :

2= -
CUSIERE LICE ST X))

Oue es la expresmn que se nccesta para ol escape de neutrones,

Ec 2hora posible reescribis las exﬁfééjongg‘(ilﬁflfz)’y (11.1.13) en

lenguaje matedaticc.

La exyresién (I1.1.12°)

%%L?.i?,t) 2 -FFalf 6, t)-VIFut) aF )
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t {o(*')jf?'" VT, 0BV IR,V &) n(F, T, t)

4
AL A i) Gl + §8% v 2,6, 35 & ) nie 3 t)
=1

+ S(¥,9,¢) NG S D

donde el Gltimo término es la fuente externaiy la expresidn -
( 11.1.13)

aact, S?,".) = -S-A‘."a(;,U',t)V‘Z—F(;,V"f)n(; ,Tf',-t)
7. : SRSt AR T
- Kk Ci(¥, ) = .

Identificando 1os términos de la ecuacién { I1.1.18 ) :

a)-{f.V\’l(‘iﬂ} ,-() expresa el escape de neutrones por unidad de -
voliimen en el espacio fisico en ¥ permaneciendo en el mismo elemen

to de volimen del espacio de velocidades, como ya se menciond.

b) E1 término VU Z'(?‘-o’,t) nv,v, -‘:) es el niimero de neu-
trones por unidad de voldmen en el espacio fase alrededor de -
¥ y V que sufren colisidn y salen, como consecuencia de ello, -
del elemento de voldmen del espacio de velocidades permaneciendo-

en el mismo elemento d3F en r del espacio fisico 6 desaparecen-

por absorcifn.

c) E1 tercer término de la ecuacién ( 11.1.18 ) es el nimero total
de neutrones inmediatos por unidad de voldmen en el espacio fase,-
producidos por unidad de tiempo en eventos de fisidn en ds'rT -
alrededor de v con velocidades en d3V en v inducidos por neutro

nes en todo el espacio de velocidades.
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d) E1 cuarto término es el nimero de neutrones retardados emitidos
por unidad de volimen en el espacio fase alrededor de § y v -

debido al decaimiento de los precusores.

¢) E1 quinto término es el ndmero de neutrones por unidad de -
voldmen del espacio fisicoen r que son dispersados a d37 -
alrededor de ¥, permaneciendo dentro del mismo elemento de vold-

men del espacio fisico.

f) Finalmente, el término S (¥ v,t) denota el nimero de neu--

trones introducidos por unidad de voldmen en el espacio fase -

alrededor de ¥ y V, por unidad de tiempo.

Con respecto a la ecuacién.( 11.1.19) :

a) E1 primer término del lado derecho es el niimerc total de pre

cursores de la i-8sima clase producidos por unidad de tiempo

y por unidad de volimen en el espacio fisico debido a fisiones

que tienen lugar alrededor de F.

b) E1 segundo término es la razén de decaimiento de los precur-

sores de la i=8sima clase alrededor de r.

Las ecuaciones ( I1.1. 18) y (Il 1 19, ) son. ecuaciones de baTan-

ce entre la produccion y desaparicién de neutrone y precurso--

res.

Son 1lamadas las ecuaciones de transporte dependientes del tiem
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po, ¥ 1a solucién rigurosa de ellas es un problema tremendamente
complicado aiin en ausencia de neutrones retardados. Se han obteni

do solucionesrigurosas solo en situaciones muy simplificadas.

11.2 Origen de las Dependencias temporales

En ésta seccifn se discutird brevemente la razén de las dependen-
cias temporales en los diversos paradmetros oue aparecen en las -

ecuaciones de transporte.
a) Secciones Transversales

En primer lugar, se incluye 1a posibilidad de introducir absorbe-
dores 6 material fisil por medio externos al reactor, poniendo ex
plicitamente 1a variable t; en.la expresidn para la seccién macros

cGpica correspondiente.

Ademds, ya que las secciones transversales macroscdpicas, son -
también expresadas en términos de las secciones transversales -

microscdpicas (2) en la siguiente forma

¥ s(w,t):g_ Ne(%,t) 0}8(?,1.\',1.), jacifys  o(1120)
y

T (r,F275t] Nemt) G2(FT8) (2.2 .
e : .

Donde :
i) Ne(r,t) es la densidad de niicleos atémicos de 1a clase € en -

v, al tiempot, cuya dependencia temporal es debido al consumo, -
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produccidn 6 introduccidon por medio externos (para fines de control

por ejemplo ), como se menciond antes.

- ' - - -
“) G'j rvt) y €85, v 7,t) son las 1lamadas secciones
transversales microscopicas de captura,fision o dispersion ( depen---

diendo de 5) y la seccibn transversal diferencial, respectivamente , -

Su dependencia espacio-temporal es debida a que ellas son un promedio
sobre las secciones transversales microsc6picas de niicleos que - -
tienen una distribucidn de rapideces y ésta depende directamente -

de la temperatura, 1a cual es una funcidén de la posicién y el tiempo,

(1).

b) Pardmetro .. 3 {r,v,t) .
La dependenc1a espacw temporal del pardmetro D se debe a las mis-

mas causas” que ‘producen “ésta dependencia- en-1as''secciones-transversa-

les microscépicas.”

11.3, Cambio de variables en las ecuaciones de transporte -,

En la seccidn 11, l se desarrol'lo una d sc ‘
comportamiento espacio- tempora1 de la pob'laci(m de neutrones y precur
sores, en ésta seccioncamb!aremo; liars,.variab]esr correspondientes a -
los argumentos y se definirdn operadores para sihplicar la escritura-

en las ecuaciones, {(1).



«26-

Es mds conveniente expresar 1a densidad de neutrones n{r,v,t) en -
términos de la variable “"letargia" AL y el vector unitario -
Q- decir, usar n(¥,u,fLt)en vez de n(¥,v,t), donde u se -

define como

M =pEe & us= v, )
-lnE 4 J*-Z‘-h(-&) e n'a‘A
donde Eo es una energia de referencia, de manera cue no haya neutro-
nes en el sistema con energia E 2 Eoy .[1, es un vector

unitario que denota la direccion de movimiento del neutrén - - - --

( = —,—-ﬁ' )
L= %

Asi, n(F,U,-ﬂ,t) se define por :

(e, 1) duddl z-n(v, 7,4) &3 v
- voe (11.3.2)

Ta cual puede ponerse como

N(TuA,t) du sen8d 0d P=-n(F,7t) v v sen bded p
en donde el signo menos aparece debido a que un aumento en la -
répidez produce una disminuci6n de letargia. De 1a ecuacién anterior
obtenemos

n(ha, L 0)=-(3T) nfr5,4) v

y haciendo uso de la definicidn (I1.3.1)

g . -3
YN
e mners we nELA) s vt a@at) L (E.303)
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En o concerniente a las secciones transversales macroscdpicas, -

velocidad y demds pardmetros, el cambio de variable 1leva a :

TG, vt)= AT, ) e s
=7(a) £ ... (11.3.5)
(¥, )= (%, &, t)11:3:6)

Ahora se introduce este cambio de variable en las demds funciones -
- 3
{5 (%) &» = - -E;Lu,f.l) du A fl

y como en el caso de 1a densidad de neutronesg )
. - 4 2y ..(XL.3.%F
ga ) =49 49 (

y para el caso de emision isotrépica de neutrones,

Ltz 45 fiw) - (228)

fim=4% ua(nm’g (”'3) (z=.34)

y también para la fuente externa de neutrones

SWt)= 35 S(F.ALY) - (.3 M0)

Por 1o tanto, suponiendo emisién isotrdnica de neutrones en el medio -

ya definidas.

Por 1o tanto

y utilizando la relacidn d3\7 = du d-[_Llas ecuaciones de transpor-
-
e (11.1.18) y (11.1.19) quedan ex%‘resadas en términos de estas nuevas

variables, ¢omo

DC_.(\','\'.) S‘\ Sé,ﬂ_ B: O(F,u, ‘t)?‘:(‘)u ) vE) N LE,, jl'{)
b‘t

= L GG, .. (X.3.09)
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onLy, 4, & 4) = - U T TR) AUF, 4, 8,4) -7 (7, 04) v, adt 1)
'ﬁ

+ T 5““34“0 1 6)(1-B)E i) T NGE A t)
+Séu‘$&@' 'Zs(i,u'.m,.@‘_pgl,{)mu‘)wW,A‘,Ll',{-.)

0'

* I.A f(“’ O, BLF L) (T .3.44)

donde las ‘gj (u) para  3=0,1,..,6 estdn normalizadas a 1a unidad ,

La ecuacidn ( 11.3.12) puede ser modificada pra escribir las ecuacio-

nes de transporte de una manera més reducida, por medio de -1a defini-

cidn de operadores.

Definamos

Co(Fam,L,¢)= f-fl—;‘f? m?.*). kI 3.3)

Ahora, multiplicando ambos Tados de 1a ecuacién ( II 3. 12) por
l.(”o) se obtiene :

4

; aci',f;__i_(_ﬁ_)_ CCun t +
s 280 {w Lo Cotii &)

+ fre fé“‘sé_@‘ B MEMOZ, @, g ve) A L)
ywr



Y-
bCiL?Vu’)—J*) = -4 Cu (Feu, 4, 4) 4
A (e gy my Tprave)ng i)
N T -

. (11.3.14)

En donde se puede interpretar a Ci(F,u,iL‘t ) como a la densidad de
precursores de 1a i-ésima clase que decaerdn emitiendo un neutrén-

con letargia u y dirvecci‘on ol ,

~ Definiendo ahora los siguientes operado_res
L2 - Frw)- ZEa ) via) +
* Sgé»‘é@‘ v T @ aou, Ao ) o (& 3.5)

Mos {%,—‘,‘% Sjc‘u‘é&"\)‘(w)b(?,w,g(\-'a)i\:d—,n’,t) (T 30e)
y el operador :

fl\gs-. ‘eT(“‘L’ Sg 3».‘é;f_l'F;'WL“‘)‘OL?)E,t)ZF('\‘\u,"-{-,) (X .3.13)

N "~ ~
v e\ oFeraéor H=1L + M° ... (11.3.18)

Que se 1lama operador de Boltzmann.

Con los cuales las ecuaciones {I1.3.11) y (1I.3.12) quedan como :

4
oA ), Rirud, )ntEn dt) + Lh GEmdit)
>t : :
+ SG, 4,4 1) o (X309
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Cl%y, 48) | {170, AO NG, 2, 8- A C (7, d4)

. (B 2.%0)

para i=,2.qqpp.

Estas ecuaciones son exactas dentro del modelo adoptado para repre-

sentar el comportamiento espacio-temporal de la poblacién de neutro

nes en un reactor.

fhora bien, el significado fisico de 108 operadores definidos en -
( 11.3.15), (I1.3.16) y(II.3.17),"(1) , es el siguiente :
A L

E1 operador l. describe el transporte, absorci6n y dispersifn -
de neutrones; ﬂb determina 1a razén de produccidén de neutrones inme
diatos cuando opera sobre la densidad angular n(F.u,!lt). Similar--
mente, ﬁ} es el operador de produccién de precursores y determina -
1a razén de produccién de los precursores del i-ésimo tipo, cuando-

opera sobre n(r, udlt).

N
En resumen los operadores ﬂb y Mi son operadores de produccién, el-
N
operador L cambia la posicigP de los neutrones en.el espacio fase-

6 los desaparece, por 1o que L esun operador de destruccién.

I1.4 Condiciones de_contorno
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Entenderemos por condiciones de contorno de una cierta funcién defi-
nida en el tiempo y en el espacio - fase, como los valores ndmericos
que ella debe alcanzar a) en un cierto punto 6 regién del espacio -
fase, a cualquier tiempo ( condiciones de contorno espaciales ) y -
b) su valor a un tiempo dado, en cada punto de el espacio fase -

{ condici6n de contorno temporal ).

Asf, las condiciones para las funciones de densidad n('r',u,_.q.t) y -

Ci(ryu.d.t), se determinan considerando su naturaleza fisica.

La densidad &ngular de neutrones n(v,i,fLt) y debe ser continda,

positiva y finita en todo el medio excepto en un nimero finito de -
puntos. Esto @1timo es debido a que,por ejemplo, en presencia de fuen
tes puntuales, la densidad angular de neutrones no es finita en el -

punto en el espacio donde la fuente estd localizada.

Para especificar las condiciones de contorno esbaciﬂes se su‘pondré-

que el sistema estd limitado por una superficie xa en el vacfo.

Se supone también que no hay neutroneé'irivi:‘/idente's._sobre lé Asuperficie

externa provenientes del exterior.

Asf

W, d =0 .
para _(_L‘ e {0

(11.4.1)
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donde ‘Qé[S { ; {S‘ es el conjunto de puntos que for-
man l1a superficie externa, y 2 es el vector unitario que define -

el elemento de superficie en el cual Yg esta situado.

Debido a que la produccidn de precursores del i-ésimo tipo estd -
regida por la densidad de neutrones a través del operador 31, una-
vez determinadas las condiciones de contorno espaciales para 1a -
densidad de neutrones no es necesario imponer condiciones de contor

no sobre la densidad de precursores.

n(Fuft) y ci(Fudt), i=l, ,6 en,éidﬁrf"vt]emp ‘de’
tr, (arbitrariamente escogid como’ tr=0): de man
de las- ecuaci s de tr te p ua

dnica.

En el siguiente ¢ 1t ¢ ' D pio; las-



CAPITULO Il

DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE TRANSPORTE A TRAVES DE UN PRINCIPIO
VARIACIONAL

I111.1  Introduccién

En éste capitulo se construye una funcional, también 1lamada Accidn
por analogia con la mecdnica cldsica, para que en base a ella sean-
derivadas las ecuaciones de transporte de los neutrones y precurso-

res en un reactor nuclear.

En 1a prdoxima seccién se propone una expresién para ésta funcional,
en el caso de un sistema disipativo lineal cuyo comportamiento es -

descrito por la expresidn :

LY ) POty + St g1y

donde : X representa variables &ngulares, energéticos y de posicidn
t es la coordenada temporal; FP (x,t) es una funcidn de densidad -
( por ejemplo de particulas alrededor del punto X del espacio fase-
al tiempo t, y es 1lamada la funcidn de estado ); 1:‘(x.t) es un
operador 1ineal con t como pardmetro y S (x,t) es una fuﬁcion que -

representa fuentes externas ( de particulas 5 por ejemplo ).

Después, baséndose en ella se construye la funcional asociada con -

las ecuaciones de transporte en reactores nucleares.
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111.2 Construccién de una funcional

Correspondiente 2 procesos disipativos lineales

En esta seccin se sigue el método de Pomraming k 3 ). para -
construir una funcional, de manera que al tomar la primera -
variacibn de ésta e igualarla a cero se obtenga, como "ecuacién de-

Euler-Lagrange"”, l1a siguiente expresion :

LY. ) o) + St e

(en 1a seccidén anterior se explicd el significado de cada itérmino).

Debido a que el operador T; (xst) puede contener derivadas con -
respecto a las variables agrupadas en el sfmbolo X y a que se quiere
construir una Funcional que incluya todas las posibles operadores -
1: (x,t) sin conocer explicitamente su forma, nos vemos en la necesi
dad de proponer que 1a Funcional denotada por“F‘golo dependa de ;
‘Q (x,t) y de, posiblemente, otra funcién & funciones pero no de -

las derivadas de éstos con respecto a las variables X y/d t.

Ya que‘1os términos temporales de contorno forman parte integral -
de 1a descripcién mantemdticamente completa del sistema ffsico que -
es esthdiado, es posible también que a través de la funcional puedan
ser incluides &stos términos. Esto se puede lograr s6lo si ( al con-
trario de o tradicionalmente propuesto ) se exige que las variacio-
nes de la funcidén de estado \E (x,t) y de las otras funciones -
de las cuales pueda depender la funcional, evaluados en 105 extremos
del intervalo temporal, en el cual la funcional describe al sistema,

sean diferentes de cero.



Resumiendo, es necesaria una Funcional de tal forma que al tomar -

la primera variacidn de &sta e igualaria a cero obtengamos :

a) La ecuacidn del proceso disipativo descrito por { I11.2.1)

b) Una condicién de contorno temporal para \9 (x,t) ¢
FP (x0)=f(x) ( 111.2.2)
donde f (x) es una funcidn conocida (6 propuesta )

Ademds hay que hacer notar que la funcién de estado debe cumplir -

con ciertas condiciones de contorno espaciales.

Antes de continuar hay que hacer notar un punto que: 58 util1zaré mis
adelante y que consiste en que en general, para cualquier funcidn -

g{x,t) se cumple 1o siguiente - ( 3) y (14)#::,

gdxg(x.t) /L(x,t) Y (x,t) =

dxﬂg (x,t) L (xst)glx,t) + términos de
: contorno (111.2.3)
. espaciales

fonde 1a integral se lleva a cabo sobre todo el "voldimen" gue ocupa -
el sistema en el espacio fase y T(x,t) es el 11amado operador adjunto
y ademds como ya se menciond \9 (x,t) debe cumplir con ciertas condi-
ciones de contorno espaciales, andlogas 2 las de la seccibn 11.4 del-

capitulo anterior.
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- +
Se define como "funcidn adjunta” tP (x,t) a aquella funcidn -
g(x,t) que hace que los términos de contorno espaciales en la ecua

cién (I111.2.3) sean cero. Es decir

foe QR Pont) = fox @ (3 P00t . (111.2.0)

Atora, una funcional propuesta por Roussapoulos, (3 ) para el sistema
descrito por ( I1I1.2.1), la cual denotaremos por Fy [\9,19*] s
donde 1P y le son las funcidn de estado y su adjunta, es :

Flps@1-foe [ 992 + @710+ 59% S @lut

... (I11,2,5).

donde S es una funci6n arbitraria de x y t; la integracién se: extien-

de sobre todo el voliimen del espacio fase que contiene.al :s,'is,t‘:_emg.

Tomando 1a primera variacién de esta Funcional se obtiene ;- -
T
S0, fie (2 {C-42 eeg gipt
- % )
VAR ST } N
tét TPt el B
..(I11.2.6)

*SA*E\?*(x.o) DY) -0 (£, T) DY T))

Donde, para sacar la variacidn sobre (Q (x,t), se hace uso de -

(IIl.grA) y de que .
foe et ELS -de§dt o2, %Jx[mxm P20 P,

. (111.2.7)
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De manera que para que §F, sea cero ( para variaciones arbitrarias

de lg y IPT). es necesario que se cumpla :
-Qg (st + L (xit) P k38 + § (xst) =0 ... (111.2.8)
1)

a‘e*éx,t) + U Gt) Wity + ST ) =0, (111.2.9)
4

pero como ya se menciond, se supone que ?)IQ (xp) ¥ 8‘{ (%4 T)

son diferentes de cero, por lo que se debe cumplir que
T =Wl no)=0.

Es claro que éstas condiciones de contorno no son adecuadas, -

puesto que se tiene una ecuacitn diferencial que debe cumplir -
‘91’(*-'5)- (111.2.9), y que es s6lo de primer drden, por 10 que -

el problema estd sobreespecificado.

Hay un s6lo ejemplo en el cual esta funcional es aceptable. Este

es al imponer la condicifn de que 1Q'*(x,'_l‘) = 0 y ademds que -
‘9 (x,t) obedezca una condicién de contorno en t=o de manera que
%IP(X.O ) = 0; solo entonces los términos de contorno desapare-
cen. Esto restringe el tipo de problemas que pueden ser descritos-
por esa Funcional, por lo que es necesario entonces modificar -
£ e ,‘Q*] de manera que desaparezcan estas restricciones,-
Una modificacién posible (3) donde se denota a la nueva funcio
nal por Fz[‘g,\g’] , es la siguiente :

Fa [0, 0% Fal0, 0] de Fr(x) P (x,T)
: +de Wt (x,0) [f(x)- @ (x,0)] ... (111,210
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donde ﬂf {(x) "y £(x) son funciones a"rb'ltrari’a‘si{ndependientes entre
st.

Tomando 1a primera variacion de la funcional th\g,lp1] :
5F2DP:\P*] = SR (@ Q'+ Sd*{:(*) 29 (xT)
* de 5@ (x,0 [fi - (x,05)- &d* W (x,0) DY (x,0)

oo (111,2.11)

sustituyendo F, de (II1.2.6) en (II1.2.11) e igualando a cero -

Fé se tiene :
o= i (32 10vs) gt (B 95 D5
+ {10 0 S (o) - (LT T) $R00TY)
+ def:(x) SPxsTy+ Sd%[?(x)-‘ﬁmo)] W' (%,0)
- (& €T (0) 59 x,0)

.. (111.2,12)

De manera que para variaciones arbitrarias deTg (x,t) y‘?*(x,t), -

es necesario que se cumplan las ecuaciones (II1.2.8) y (II1.2.9)y -
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ademds, para que se anulen los términos de contorno temporales -

se requiere :

19 (%,0)= F“)
BT aTy= £ Foxy

v {I11.2.13)

Con lo cual se ha logrado describir totalmente el sistema incluyen
do las condiciones de contorno temporales a través de 1a Funcional

propuesta en ( II1.2.10).

Como se puede observar, al describir el sistema fisico disipativo -
a través de una funcional aparecen 2 ecuacicnes de Euler-lLagrange;
Una, que es 1a ecuaci6n (III.2.1), buscada originalmente y una -

ecuacibn extra, la ( 111.2.9) que describe el comportamiento de la-

funcién adjunta.

Esto es debido a que el operador ..b_ que aparece en la Funcional

F2 ['\Q )LQ*] no es autoadjunto y a que en general

Lty # L ext)

Debido a &sto, el sistema fisico solo ésta completamente descrito a -

través de una funcional que incluya la funci6n q (x,t) y su adjunta-

W (x,1).
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II1.3 Construccién de una funcional para un sistema cuyo ccmporta-

miento esta gobernado por un sistema de ecuaciones diferen--

ciales acopladas.

éomo se vi6 en el capftulo anterior, las ecuaciones que gobiernan -
el comportamiento espaciotemporal de la poblacidn de neutrones estd
descrito por siete ecuaciones d1ferencia1es acopladas (II. 3 19) y -
(11.3.20). El problema ahora es construir una Funcional cuyas ecua-

ciones de Euler-lagrange sean esas.

Trataremos primero un caso mis senc111o ( en aparienci 1.de --
un sistema descrito por un par de ecua i

del tipo s1gu1ente.

Nﬂﬁh’ 1, (xmw,t)

y ) ': _V ; 3t 5 E
L 00 QU -AC )

(111.3.2)

H

~ oo~ L )
Siendo LoyL1, operadores, A’ es una constante y = S{x,t} -

es el término de fuente externa.
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En principio, se puede intentar contruir la funcional en cuestién -
como la suma de dos Funcionales, siendo una de ellas la Funcional -
asociada a la ecuacién ( II1.3.1) tomando como fuente externa modi-
ficada a una combinacidon lineal de S(x,t) y AC(x,t), es decir -
* Sext Mod”= S(x,t) + Ay A C(x,t), donde A, es una constante -
a determinar y la fuente adjunta tiene que cambiarse en consecuen--
cia a una fuente externa mpd»ific(ada adjunta de la forma :

o {(C‘(x,t), donde A, es otra constante

+ + . Vv o
Sext MOD = S (x,t\)y:'

a determinar.

Esta funcional la cual es denotada por F [TQ IQ‘]ut111zando 1a-forma

de 1a funcional de la seccibn anterior esta dada’ por-

k[0, 940 g«ugm 22 @' s‘e"

+AAC )OI+ @S P A, Lt (x,t)]

Sd* F10 % (x,T) +%dx (%) [{m-‘? (mﬂ

..(III 3.3)

La otra Funcional, la cual es asociada a la ecuacién (1I1.3.2), puede
ser construida tomando como fuentes externas modificadas, directas -
y adjuntas, a A;L]\?(x,t) yah, Q?Q‘(x.t) respectivamente. Siendo

A3 y A4 constantes por determinar. Denotemos esta Fancional por -
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F”[Q}Q",C,g*} , la cual esta dada explicitamente por :
T ~n .
Fulc,e™ ﬁgdxgjt Lt % +CPAs L@ +A4CT_:\9*_
ctrel + (dx ch oot + (& CHx0) [Co t)-C (4y9)
(L 3.4)

Donde Co(x)} es la condicién de contorno en

t = o de C(x,t) y C;(x) es 1a condicién a't = f de C+(x.t).

Ahora se construye una Fﬁnciondl que’ ‘Eeé la sdm'a dé FIy FI[ y se -
iguala a cero su-primera.variacion, de.tal manera que, exigiendo que
1as ecuaciones de Euler-Lagrangeobten1das sean las ecuaciones {I11.3.1)

y (111.3.2), se puedan determinar' 'Ias constantes A]. AZ’ A3. y A4

Sea pues :

rece] '-ié;"wf;ké*m; té;ics i

¥ sustituyendo. las expres1ones para Fl Y F

Fle,wtc,ctl= de&dt[— "6‘9 C1—6—~+l{]+" Lags

SO+ QT ARC O ST+ A, /\C**rC*AaLLQ s CALLY
ey + de[ﬁm\gumfc% ) C(xT)]
il {‘P‘\x,o) (- 0] + F (k) [Cotx)- €ty 00]

. {111.3.5)
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De manera que la primera va§1ac16n de ésta funcional es :

SF[wutcctl- SJ" S:t &(.%13 Ao +d +ALLC +

+Aql4C] 5\9** Y-%)%lr* [BRCLESARY- WS Asﬁct* AslyC
‘S\Q} % Séx L-R(x0)] S cx0)+ de 1w 39w

- de LP‘\’(x,o) 8(2 (xi0) + Séx S;h [-AC_ -2\C AN

A ot > LP
+

+AsT40] SCTa 9S4 g nghea LY gt -aCT) 3&;

+ Sét a0 -C(x,0)] St (o) + de Ce W) 5L T)
- §axCt (xi0) S (xio) + {0 T) §@ (17) 4 {dx@hix,0)

x5 (x0) + W CH(xiT) §C (%, 7)+ de. chxe) §C(x,0)

«+ (I11.3.6)

Ahora, el igualar a cero SF para cualquier variacidn de -

¢, ¢,y
se tiene que cumplir : ‘ -
*LoQ +S+M~C+m’t.c ) W (11137)
.H_;,L S sm;)\c,"«-mixf-*i—AqLuC-o . (111.3.8)
-&'-.mz}erAst:t? =0 S '(111.3‘{5)‘ ' :
3 n Mgeatigtaac=o L gmain

De manera que, para que se satisfaga las ecuacio:né‘s (II13.1) 'y -

(111.3.2), es necesario que :
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EN

En esta forma, 1’a_s_;.ecuagid:n§sVdg;?Eglg,lj{-l_.‘agr‘a'rf\gef*s.on;,r-j's,‘g'sgityygndqf o

estos valores.

N - s N
=l heag o W3A)
—gigﬂg«gff't‘{c{fsf e
%C-{:: ?.Jlf ~AC ' ) (m_g_.ql)
3 LI s C
APk

y ademds se tienen como condiciones de_contorno :

Co(x) - ’, o

C{x,0) = i

W(x,0) = F(x) -\ R
Rt ST e (T1:3.0)

.Yf(x.T) = fj(x)g : e 2 ‘

doon = ot )

Entonces funcional F [l.Y,(Q1,C,C+] »

expresado por la ecua%ion (1[183.5) queda : . .

F e glced])= gdxgag Lg% crde 4 0 Laps $T4RTAC
VST -CACD ¢ e 0Tg G+ Cr il
+ 9 i) (-2 o)) + V(%o [Co () -C 0]

(111.3.12)
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1a cual contiene las ecuaciones de Euler-Lagrange para un proceso
desipativo descrito por las ecuaciones diferenciales (I111.3.1) y-

(111.3.2). Por 1o tanto, se ha obtenido la funcional buscada.

En el caso de un reactor nuclear cu&a densidad de neutrones esté-
gobernada por las ecuaciones.(11.3.19) y 11.3.20), el.acoplamien-
to entre las 6 ecuaciones (11.3.20)fse'11eva a cabo solo a través
de 1a ecuacién (11.3.19), es decir, las eéuaciopeé7(II.3.20),;Qn7

independientes entre sf.

Por lo tanto, la generalizacidn a un gonjunto ye m+1 ecuaciones -
diferenciales acopladas de la forma : :

B 4, ety ) 43 mc.cxms o 1319)
bC't*T -Ti (xt)qcn) x\C.(x.&) (111.3.14)

para i=1,2,

tstd dada por la funcional :

F[‘Q ‘P' <y C’} (i:i 11 )]
Séxgdt_\‘?'f Z‘C‘.)t, A, gtt, \g+s‘91+£(2}‘ Cu+'l§¢f

it fc. MG} 5““(&(*)\9(*“*2%“)“
PRI STOR T P R T O C‘M}

(111.3.15) o

que describe totalmente un proceso desipdtivo de 1a forma anfer1or.
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De manera que al tomar la primera variacién de ésta funcional e -

igualarla a cero, se obtiene :

ﬂ?&AmMWMMfAmvb+swn C(i1.38)
- AL, QT et +X T et vq+“p* fv‘&) +(111.317)
Geh) i k) @ ry- JoiCi i) i3 m e (m 3. 1)
...‘J&i‘— R (1)~ WCH (xid). ‘ (m 3. 19)

con las cond1cwnes de contorno tempora{;s'.

Ci (%,6)=Coi (%) '

Y o= foy

\Ww)&m L
c§ (x™=Ce (0 | s

,-.

I11.4. Funcional Asociada a un reactor nuclear

Dentro del modelo que se ha escogido para describir el comportamien-
to de la densidad de neutrones en un reactor nuclear, estamos ya en-

condiciones de escribir la Funcional asociada para su descripcidn.

Comparando las ecuaciones (I1.3.19), (I1.3.20), (II1.3.13)y -
(111.3.14) notamos que para el caso de un reactor nucllear :
Tty — 8B ¢ 0, )
15 Gty —mv PG 1 )
Ci () — Ci (F k)
P (k) — " (7,4, 82,)
dx — du &L &3¢

Por 1o tanto, la funcional buscada, que es 1g\ja1'a 1a (111.3.15), -

(4)
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TR t7= v - + s
f[n,n’,CvC-/ Co il So SSX&B dudgé’ﬁ{-n"%{l-“é Ci%c;_
AneSet G enSt
41t H N4 Sy 43‘; Nt G end +‘§, dﬂi“‘g(ﬁ- MG
+

+ d’qué&& '(} u,@.)n(fn‘ﬂ»'l‘)q- C.‘.-(h‘,.g)x

SX% J;e ! e il id
% CiEmQ ) + it €/, o) [fo Dyl o]

+F A ) tco-.e,u,ﬂrca@aﬂ.,eﬂ} )
=y ,

Donde se han suprimido los argumentos en 1a primera parte de la. -

Funcional para simplificaria votacidn.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas vge‘véstafF:uncidn

%E—"ﬁ“*g; MGCi+S
N TOSCA ;‘éi fd et st

g‘%‘fp\m-kia 3 1=y ..o
-?a_cé-: ant- gt i=y2,.- -0

Con las condiciones de contorno

h (F,x, L o) = £, (Fu2) e A
nt (7, 2,7 = ﬁ‘ FaLt) .. (11186)
Cy (70, 0) = Coi (Fou, &)

cl @l my= Chi (7,2
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111.5 Condiciones de contorno que deben satisfacer las funciones

adjuntas.

En 1a seccifn anterior se construyé una funcional apropiada para -
describir el comportamiento de la poblacidn de neutrones y precur-
sores, sin reparar en las condiciones de contorno espaciales que,-
como se menciond en la seccifn 2 de éste capitulo, deben satisfacer

1as funciones adjuntas ot y cit (1=1,..46).

Recordando que las funciones adjuntas son definidas de manera -

que cumplan :
S“A‘rduéﬂ nt Q\ n = Sygd‘rém\ﬂ n “ Vl ..(11! 5.1)

SSS&Y;\ASILC M n-= Sf &y A}u\ﬂan

1o cual se supuso al obtener las ecuaciones.de Eulei‘,—Lagrange de -

la Funcional (III.4.]),
En &sta seccibn se deducirén 1as condiciones de contorno espaciales-
mediante las cqa1e§ se cumplen las condiciones (II1.5.1) y -

(res.2), (1)

Para ello, se define el producto escalar de dos funciones C))i( Y, ‘_, )

y %(’r,u,!l,-{-_) v (1) por:

44’1\ 4’7)3 SSS‘PT AR&'_(‘L ‘ﬁ::'."-)@»{) sz(?,u,_[l.l (,_) - (111.5.3)
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donde * significa el complejo conjugado.

A
Sea O un operador arbitrario; siempre es posible encontrar que -

A ~
Y L (3) :<djo -¢0 términos de
(3) :<4104>=<3 b1gy + terminos de 11y 5.4)
At : A .
Donde O'es el operador adjunto de 0; y se define de acuerdo a la -
seccidén I11.2 como la funcidn adjunta de 02, a aquélla funcibn 8, que

hace nulos Tos términos de contorno.

Dado que las funciones y operadores 'lnvo'lucrad;;s‘: _én Aa F'iih"c"ibvj(af ;-
(I11.4.71) deben ser reales, (vervpréximdﬁcquty1q);noﬁhay,ﬁing&n -
problema en adoptar la notacién de»produﬁio éécélai qgf§n1q§;gn -
(I11.5.3),

Asi pues se tiene que las ecuaciones (III.51) y (III.5.2).pueden -
ser expresadas como.: ... il ok . .
t 0 TR
SWITHMY = W'y N Y e (1Ins.s)
v 4 ~t ot o (111.5.6
<CHIMNy = <R Cilny - (180)
Utilizando 1as definiciones de los operadores ﬁi y H dados por -
I
(11.315) a (I1.3.18) se puede observar que H estd compuesto por la -
suma de cuatro operadores y iﬁ solo por un operador,}jno de elloes es-
(V) 6 , otro es el operador multiplicativo ZT(?,AI-() T )
y tres operadores de la forma
' .40, .
h.(’r,,q‘_[[l{) SS‘\M'U_L hz(")"‘:‘(-l )}(,-_(_l, t)
Dada la propiedad distributiva del producto escalar, podemos enfocar -

nuestra atencién a cada uno de éstos operadores por separado.

a) Se tiene pués el siguiente producto escalar



- <5 T > =-{§ (A dvgdn . gmen
=-00§8v duag v & (I
para el primer operador y utilizando la identidad (14) (1)
-—V" (Z\,e) z e VR + K Ve
-;};f?if—f_twn y= SSSJM MOy vy Y- (Lvdt)-
- SSSAMI_L? ¢ v ¥ (ntah)

el dltimo término, utilizando e} teorema de Gauss (14) , queda :

S Séul{lu‘(u)S & i ') =§S&”~ aft ‘V@Sé' (nd "l+) s
. A :
Siendo £ el vector um‘tarig que define a la diferencial-de superficie ds,

Entonces ya que .. ‘i TRl

A%, w0 =0 ¢

como se discutfo’ en Ta Vs:é'clci’éhj"n'
sea cero, es nec‘e;ari'd'qde‘ A
ntets, 4,4, {c')“z‘a", f‘?éf{
con 1o cual (I11.5.7) queda como :
- <ty Lnp = Sd“rséugéll‘[v(nﬁ- @t
y dado que

.4tz T s L9
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como—ﬂ.es independiente de las coordenadas espaciales

J.(4AnY)= 1!;- unt

2 -rw Ly = cuey -7 | V'() 11159)
con el operador adJunto de

O,'—'- _v(u)_{l . V siendo

6: ooy - 4 , ?_.(111;.5.1,0) :
b) Para el segundo operador consideremos el producto escalar
nt \ET-U'(M)“ Y= SA’vSAMSA_ﬂ: 'ZT\T n' vl v v(rvrvl.s».u)
de manera que el operador adjunto del operador mu'ltip'l'lcatwo
Oz__ Zr(\'u{)r(u.) es
l\ Z-r (*,"‘Ll k) 1)‘(,;)

Por lo tanto, éste operador es auto adjunto.

c) Para los dos operadores restantes, consideremos el producto -

escalar 1 ¢ n” | h.(ﬂ“.—:t) SSdAan ho(Fomf -"- '.@,'ﬂ e, s 4, +)>
RN RS —

En el miembro derecho es posible intercambiar el drden de inteqracidn

de

“*“‘”—L | SSMN—V
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]
'
e intercambiando ué—»u , _Q_H —-_{_L

se obtiene ,
' = '’ o . Q
i 2 0 S Lyt 5, 1 40 85 4)
- , -\-_ :
=< S,mdf_l' ho(F, a0 4, 6 ) a5 g ) UGG s 54) \ U2
con 12 cual se tiene que el operador adjunto de | 1
03 = hs("r"‘:‘@;k) S‘SAM‘ é.-_{.l-) hz(f'j“-'r-(-l':’ M’ = t ) es
G, = ffdudl nEu G i fie) . s
sin ningua condicién sobre :
ww, e, ,4)
Con é&ste resultado es posible encontrar los operadores adjuntos de ~

tos siguientes operadores °,

EAa_rd M ‘

Oy = § fduwda weay T (Fa, s a, &5 )

es :

O = [fan a@ v 575y R, A5 ¢) o (T 515 )
SL P

Oez Fola) (foulad w) d(F, aht) (1-B)Z (7, M) ¢
s -tTﬁ)SS £ ) G P) (¥4 t)

Of = v dha U Z e e) Sfaeid L) o) - (510)

a‘«-,s v T .
fit SSMU}’ PoF 1) ) Zp(Fiant)
4
= s ) SA1)
Of = P 2Em )T Ze (v, ) (fanal ﬁ—ﬁ‘ (m.54)

Utilizando Los Ye‘su\l&iéos an{ev-oves,e\-
oper@dov aéjunko de W, depinido en

(L .33 ), es |



~53-

A we) T - T a,4) ver)
¢ w0 §aAL To(F M Lo a L))
* W) DR, D A-B) ZelFmY 55 IEVARN _(___ A111.5.18)

Y la condicidon de contorno obtenida para la funcién adjunta; -
n+(qug.t) es :
A
n*c‘{s i {_) =0 para fL.e o ‘
con Vg 5131 ... (111.5.8)
con g S } denotando el conjunto de puntos que forman'la super-

ficie fisica del sistema.

A
Con la definicidn del operador Mi dada por (11.317) y utilizando el-
resultado (II1.514), se tiene que su operador adjunto es

fit= B: OL?)A,t)v‘LM)ZFL“‘:*‘:USS&“M ﬁ‘q'("‘ (I11.5.19)

sin ninguna condi 18"de contorno espacial sobre Ci+(Fgw@t).r

Resumiendo en &ste capitulo se derivaron, mediante un principio varia
cional, las ecuaciones de transporte para l1a densidad de neutrones -
y precursores en un reactor nuclear. Como una consecuencia de ello -
se obtuvieron 1as ecuaciones extra que gsbiernan el comportamiento -
espacio~temporal de ciertas funciones que Tlamamos funciones adjuntas

y que deben cumplir condiciones de contorno espaciales.

Estas funciones adjuntas juegan un papel muy importante en Cinética -
de Reactores y tienen un significado muy interesante, el cual es dis-

cutido en el capitulo proXimo.
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Debido a que 1a funcional describe al sistema entre lostiempos -
t=0 y t=T, el problema de encontrar las soluciones de las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el comportamiento de las funciones adjun
tas es un problema de valor final, el cual algunas veces es mal -
interpretado pensando en un problema inverso al de causa y efecto -
(5) . Las condiciones finales para éstas funciones serdn discuti

dos también en el prdéximo capitulo.



CAPITULDO Ty
FUNCION - DE - .- . IMPORTANCIA

1v.1 Introduccidn y Definiciones

Durante la operacion de un reactor estaremos, en general, interesados

en la contribucidn de los neutrones y precursores, a un cierto evento

{ por ejemplo 1a absorcidn total de neutrones en una regién particular
del sistema en un cierto invervalo de tiempo; la potencia 6 razén -

de fisidn en todo el sistema a un cierto tiempo; etc), por 1o que -

deben ser especificadas ciertas funciones caracteristicas que determi
nen la contribucidn de los neutrones y precursores a éste evento; -

estas funciones deben depender de la posici6n, enerqfa 6 letargia, -

direccion y tiempo. '

La fmportanc%a de estas funciones radica en que su conocimiento nos ca
pacita para determinar en que regiones el sistema es mds "sensible" -
a perturbaciones (insercidn de absorbedores, fuentes de neutrones, etc)

{?) y por lo tanto es fundamental en el control de Reactores Nucleares
(5).

Eligiendo un evento, existirdn ciertos neutrones:-y precursores cuya con
tribucién a &ste"evento sea mayor qué 14 de otros, es &ecfff]féhdfén -

mds importancia relativa para la realizacion de &1, = . -

La importancia de un neutrdn 6 precursor serd entendido como una medida

de Ja probable contribucién de éste, al evento e1egido (5).
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As{, la impeortancia de un neutrdn & precursor a un cierto tiempo
estd relacionada al nimero de neutrones y precursores que generard,

as{ como al papel asignado (importancia) a cada uno de ellos.

Asi pues, al contrario de 1a poblacidn de neutrones y precursores -
Ta importancia describe 1a contribucién de cada miembro de 1a.pobla

cibén a un evento futuro.

Ya que las.poblaciones de precursores no son observables experimen~
talmente, su importancia debe de estar 1igada a 1a & los neutrones-
que generan. Debido a que Ta'contribucién al evento por parte de un
precursor debe ser realizada por medio de su decaimiento (emitiendo
un neutrén), las unidades de 1a importancia de los precursores deben

ser las mfsmas que las de los neutrones,

De la discus16n-anteriorfse'puedénjphtén sig eh :s'conclusio—

nes :

1) La importancia de un neutrén & precursor es su probasle contribu--

cibn al evento.

2) La importénéia de un neﬁtréh'S"ﬁﬁéEdﬁﬁdﬁ’és {gual~a 1a importancia-
total de sus descendientes (pkobab1es) a cua1qqier tjempo posterior, -~
mds la importancia que se asigna debido a 1a produccifn del evento -

elegido.

Estamos ahora en condiciones de deducir las ecuaciones diferenciales -
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que rigen el comportamiento de la funcién de importancia.

Denotando 1a funcidon de importancia de los neutrones como -
d)l(?,,u, S %) yladelos precursores del i-&simo grupo-.
que decaerdn emitiendo un neutrén con letragia My direcc_ién -

L como [y (F,ae,2,t) . al tiempo t.

IV.2. Ecuacidn _ de importancia de-los neutrones

Sea

= N{u,n)

" donde N(u, ) = N (¥, %) dﬁégdi
s1endon(r,.u.n t)]a densidad de neutrones en v con 'Ietarg1a vy -

direccion £ , al tiempo t.

Ahora,consilevavemss 105 eventos producidos.por estos N neutrones que
ocurren en el intervalo de: tiempo entre ' tyt+ 6 t, La importan-

cia de estos N,neu;rohés-a'l,’-_tj»empo tes:

: (1v.2.2)

Si estos neutrones no cambiarén su posicién‘e

fase, al -
tiempo t+ &t su 1mportanc1a serla . ;

N i: (%, a2, b+ 81'.) S vy
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Algunos de éstos N neutrones serdn absorbidos como consecuencia -

de las colisiones que realizan, por lo que ya no pueden contribuir-

a la realizaci6n del evento; por lo tanto, el nimero de neutrones -
absorbidos en el intervalo de tiempo entre tyt+8t es y

66 Z4(7u,t) AP, a,n,t)vr) dn dyds

y la pérdida de importancia serd

St ZQ (-\: )“','t) NU‘(US 4):(?:“'11"" !t‘+ St) (1v.2.4)

donde utilizamos la ecuacién (1V.2.1)

£V proceso de dispersidn provoca un cambio en la importancia de los
Neutrones; de manera que el incremento de importancia debido a éstas
colisiones es la diferencia entre la nueva importancia de los neutrg
nes dispersados menos la importancia original de estos. Es decir :

”\r(u)'n(?,u,‘.‘_-t) Zy(fums a8 T ) Gl 00,0 458 ) 5t de dyda dd |

- Z (Famt) N @1( Fomae, L 6t) v ) &

§ sca, que el incremento de importancia es

”U’(“') NZg {Fram,a -2 5t) é’x (?;“"&"1-*“) S.‘t dutd

= T (Bt )N (fomsm, ts v S o (12.5)

Ahora, tomando en cuenta 1os neutrones inmediatos producidos por el-
proceso de fisidn { que es un caso especial del proceso de absorcidn)

la importancia producida es pues :

5t U mtlvbON (-8 S (B 1) %
” fﬂé‘%’ §, (Fuetity £t) dutaat

v {1v.2.8)
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(donde como, se menciond en el CAP. II, se supone emisién isotrépica).

En el proceso de fisidn se producen precursores cuya importancia'es -
‘ -
st X_b( Tt ) U NAL ZF (%, %)
(2] i
xﬂdud&‘ $il) Colrua v e {v.2.7)
4
Ahora, si estos N neutrones producen el evento elegido y denotando -

PQY‘SQ(FM

¥, M, 0 al tiempo t a Ta produccidn del evento, la importan

)_'t) la importancia promedio asignada por neutrén en-

cia asignada a la produccion de éste evento es : .,

largo del eje X'ya que’el” cambio asociado con el mov1m1ento a;‘lo lar-

go de los otros dos ejes es ‘s

1mﬂar. se tiene

Al considerar el movimiento a 1o largo del eje X, so'Io'rids interesars

1a componente de la velocidad v{(u,} a 1o largo del eje X, es decir -

Ve (u).
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Asi, estando en el punto T la densidad de neutrones con letargia u y
direcci6n al tiempo t es n(r . t); por lo que el nimero de neu--
trones con letargia My direccibns en ¥ que atraviesan el drea -~
dyd@ en un intervalode tiempo St es

S-t v%("")“ (T'l”‘;‘_‘l'a-t\ d‘id"
entonces 1a importancia perdida debido a su movimiento a lo ]grqo -

del eje X es

§t lmIn{fue,t)d (e t ) dyde ... (v.2.9) -

Estos neutrones 1legardn a un nuevo punto 7 o= (x+dX,y, &) en -

el cual la funcidnde importancia es

@1 (—Y',M,‘E- A $‘t)=

(1v.2.10)

v—3

b, (7 ot st)+ %(?'“'ﬁ'mt)‘“ .

y la nueva importancia serd

St W) N (Fyn, ) dyda (B F, w2, £431)

1 + é;%'(r,u'&;-t*%t) Ax -) L (IV,Z,]])

Entonces el cambio de importancia total debido al movimiento a2 10 -

largo deleje X es
st v (m) n (7 ma,a, t) { i’é*»*ﬁ‘—" L5t

*éix_(?,&,—r_u,ust)dx _{,IG’M’QM] e (v.2.12)
X
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E1 cambio a 1o largode los ejes Y y Z se obtiene reemplazando -
( en la expresidn anterior ) "x" por "y" 6 por "z", respectivamen-
- te, de manera que haciendo uso de la conclusién (2), el balance -

total de importancia queda como :

NG, ue,t)= N, (7,008, {6 ~Sa (7, DS E NV D (Foan, K 480)
=3 () TN ) BT uesyts6t)
o [t ) N (5o 1) 54, s (F ot a0t 5t

+ 5 INO-8 E (7o) dutdat B, mpianst)
©
+ %‘vm st Ne; EF (= “,t\sx dyad {g‘% Cou (F,itast)
+ &t v n (7 m,0,0) (& (‘v.u,afast)ic%% Fastast e d(Fmatl)
+ 5t U}j(ﬂ)h Va0 ) K@ (Fue ,1:\-8‘\'.)+%&‘;—G.A;ﬂ:,‘\gt\d‘i_(b_‘(;‘u‘ﬁ_;t)}
4 8% vi(u)n(ﬁu,&,*\)@, (Fuatisth %% (Fon 2 tr $4)4q - gQ,QF' e ;h)]
£ EQF, i 2t 1) N

.. (1v.2.13)
Anora esth ecuocion puede panerse coma

=N EdLﬁ..izt?f)_@AL&_.ﬂ a-Z.[% ) NP B (5, 2t60)

e N T (a1 R tast) atae
4 VT W () (I-ME{(T-,A;UH %‘5\—) &)I(;’q\‘_&_-’.\__\%{.)éu«ag

R E.‘\u(-r,q,mw@i24(;,u,t\jjﬁg‘;*_'3cn(rA,:_L,{*md dda
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+ 0 (F i) T )T d (Fanae 14841 4°F

+ Vx@)n(Fm,a5t) { Q‘(;‘M,g,ust\—32,(‘\‘.1&,&.’0} dyda

+Vy aln (Fr s t) (R, ast) = &y (Fma,t))o b2

Yo )

Yl n LF a2, 0 \ Q% a0, 1680 @,\T’.»\.ﬂl—ﬁﬂ dxdy

X
+ N §Q(E,u, 8, 1041) .. (1V.2.14)
Al tomar el 1imite cuando St - o haciendo uso de la defini-

cién (IV.2.1) y de que

dm B (Fumkast)— Silvmat) 2% (7 ma )

St>o st >t
y definiendo ademis X
’ gg !r M -.Qr,i’cétl .
S+ (_‘;: M)& )d\-\ E\g“{“-) o S't

se obtiene

-— w = '\!'(N-\-‘_‘: . —V- Q‘;’_(-.EIJ"\I""E"\')'--7‘'\'V‘:'}A"k-\\y“.aéx@"w‘ad‘3
dt
+ S &d‘.&l Aﬂ“ ‘T(M\zsh:;}*'&.')*"&‘; )C.\ é:k‘?,”\)‘&\*‘\

a3 k) | [ e aas

Tl

+ DR, a0 ) ulm) (1- @)S-@(?.M‘.Ug S%}. @1@,,&.,_,,1::*_351&65‘

+ S{Fu,24) (T .2 \S)

1dn da 1wmpor-
Que es la ecuasion A\Qq,mmc\q\ que n4e \q@uuaovx ©

a Al
Yosci, de los nastrones en of erstema que estamos eitisdoncl
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V.3 Ecuacibn de importancia de los precursores

La ecuacin del balance, de importancia para los precursores de la
i-ésima especie, se puede deducir de manera andloga a la ecuacidn-

de importancia para los neutrones.

En un elemento de volimen d°F en ¥, se tiene £y (rudt) &3 = N
precursores del i-&simo grupo, los cuales decaerdn emitiendo neutro

nes con letargia u y direccidn <% .

Denotando, como en la secci6n anterior, por C;-\(T', M0 ,‘t)_ .-
la importancia de &stos precursores de tiempo t, se tiene que des--
pués de un tiempo § t han decafdo NiKi_St precursores, dejando -
Np(1-Ay & t) precursores con importancia

CxFuatist)
Los neutrones producidos tienen importancia @x (?‘,M,.-Q-;“:\'S‘t) )

por lo que la ecuaci6n de balance es

NCoi e, 1) = N- & 8% ) Cqp (Fan e L ast) s
"NLASE §(Fme tast) e (IV.3.1)

Escribiendo esta ecuacidn como

— Cr(fuattt) —Caiff ued) |
st

oo (1v.3.2)
= AU (%0 ta8t) — A Cx, (Fron it st)
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y tomando el limite cuando St —>©
M&*ﬁﬁ. Ay Fupti-ficniGast) .. v

Se tiene la ecuacién diferencial que rige el comportamiento de la

funcién de importancia de los precursores.

IV.4 Condiciones de contorno para las funciones de importancia

Sea un sistema finito, siendo E :{S} N { S] conjunto -

de puntos pertenecientes a su superficie.

Un neutr6n que escapa del sistema no puede producir directa é in
directamente el evento caractéristice. Entonces la importancia -
de un neutrdn sobre la superficie del sistema, debe ser nula -
siempre que vaya en una direccidn £& que cumpla con . * 3“70
donde en es un vector unitario perpendicular al.sistema, -

como se muestra en el siguiente esquema:

o

7,

superfriew del erglema
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Es decir

431(“5 met)zo st o= e“m e (1V.4.7)

Por lo tanto dado. el significado fisico de Cx; (‘f,,u .Q., ) -
tenemos que 3 e ‘ L

CI L( ¥ M,-ﬁ..\-'t

V.5 Eguiva1enc1ardé»ldifﬁh 16n:ad

n«de:imgor—
tancia. '

Comparando las ecuaciones I 2 15), 3 ) 9). es -

obvio que se puede poner la ecuacién

forma

son de fdentica forma'que ]as ecuac1ones (III 4.3.) y. (IT 4,5 ), es

decir, con-las ecuaciones cineticas adjuntas.

La condicién de contorno para la funcién adjunta, dada por la ecua-

cion (IT1.5.8), es también idéntica a la obtenida en la seccién an-
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terior.

Por 1o ‘tanto, las func1ones de* 1mportancia y las adjuntas tendrén,

idéntica so1uc1on y se puede 1dent1ficar

Recordando qug'1as ecuaciones cfnéticas adjuntas fueron consecuen-
cia de exigir que 1§s'e§ua#iones cinéticas directas sean obtenidas
através de un principio variacional, el hecho de identificar las -
funciones adjuntas y las de importancia muestra que aquellas tie--
nen una dependencia temporal estechamente relacionada al comporta
miento de 1a densidad de neutrones a través de los eventos que -
producen. Estas funciones adjuntas son entonces una propiedad -
del sistema fisico y de ninguna manera de algin reactor de refe--

renc1a no perturbado, como cominmente son utilizadas (1) : (2) ,

(6\

Dado que Tas funciones de imporian¢{a~de neutrbne? y breéursores,
son una medida: de. 1a probable contribucion a un cierto evento, -
deben ser func1ones reales al igua] que: las densidades de precur

sores y neutrones.’ :

En adelante nos referiremos a“las funciones-de-importancia 6 a- -

las funciones adjuntas indistintamente.
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1Iv.6 Eleccion de la forma de la Fuente externa adjunta

La eleccion de la fuente externa adjunta, como podemos deducir -~
de las discusiones anteriores, estd intimamente relacionada con -

el tipo.de evento delque se quiere temer una estimacién, (3) N

(5).

Sustituyendo las ecuaciones (111.4.2.) y (111.4.4) en 1a Funcio--

nal (I11.4.1) con Tas condiciones ( 111.4.6), se tiene que :
Flo, o cell = Sé’c ma&amﬂ (ns)
~ " 4
* S ‘ S & ?A“A& {FF (’\;tM -&} n (?J“;:—L)’T‘) +t
oF g\q'\(?‘“'&)c"(f'f“f"'ﬁ%... (1V.6.1)
a) Ahora si se elige
+ . )
ff( af) = Q(:‘_ (r.»\, B)=0 v (1V.6.2)
entonces
T L
'F[n,q*.(‘_-‘ QU: SJtSS Sd’rclu.&-n-g"n oo (1V.6.3)
R A

y se tiene una estimacién de la integral sobre todo el vélumen -

en el espacio fase del sistema y en el tiempo.
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La justificacién fisica de lo anterior es la siguiente :

Si se elige un evento arbitrario por ejemplo 1a absorcidn de neu-
trones por un material en un cierto elemento de volGmen del -
reactor entre el tiempo t=o y t=T, la importancia tanto de neutro
nes como de precursores al tiempo t= T debe ser cero, puesto -
que en este instante @stos no pueden contribuir al evento. Enton-
ces la fuente adjunta puede elegirse como una funcidn proporcio--
nal a la seccifn transversal macroscdpica de absorcifn del mate--

rial elegido.

b) Si el evento elegido estd relacionado con la densidad de neu-
trones al tiempo t = T (.es decir si el evento se realiza al tiem

pot =T), tenemos :

"M-ﬂ-) Cﬁ(\-M-& o L (1.6

y la funcional es :

.

Flnnit@, e {( (Proudats &?.»,as-hi:;‘r.j

Donde esta funcional es ahora una 1ntegra1 de la- den‘

trones al tiempo t=T sobre todo el sistema: en 1 espacio fase, -
pesada con la funcién & (r' (5)
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Como un ejemplo de este tipo de situacibn, consideremos el caso -
siguiente (1), (6) : si un neutrén es insertado en un reactor -
critico en un punte particular, ¢ Cudl es el comportamiento subse-
cuente, del sistema ? y en particular ¢ Cudl es el incremento -
en el nimero de fisiones por unidad de tiempo, a que dd lugar, -
un inervalo de tiempo después, de manera que los efectos transito-

rios desaparezcan ?

La respuesta es que el incremento en el numero de flsiones por -

unidad de tiempo es proporc1ona1 a 1a uncion de 1mportancwa, evalua

da en el punto en el espac1o fa I

‘el cual e] ‘neutrén fué inserta-
do. o

Esta forma, particular.de elegir el evento caracteristico, dd ori--

gen a la 1lamada "1ntgrprg§qgigp_§9 51t%ma,progenie" de la funcidn-
de importancia en el c@so'de uh reactor critico (1), y para‘el -
caso particular en e1vcual'se normatiza la. funcién de 1mportancia -
(6), (dado que en un reactor critico sin trans1torios ina f1516n -

da origen a otra fision Y, a que cumpla con :

11ama "probabilidad de fis16n 1terada'

La diferencia entre &stas dos 1nteépretﬁcf0nes de 1a funci6n de -
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importancia, es que en el G1timo caso, la funcién de importancia

estd normalizada.

Asi pues, eligiendo que la fuente externa adjunta sea cero y cierto
evento caracteristico la expresion (1V.6.5) nos pfopdrciona una -
estimacién de éste evento. - )

En el capitulo VII se d15cut1ra bajo esta misma e]eccion de1 evento
caracter1stico la 1nterpretac16n de 1a funcion de 1mportanc1a para~

reactores critico

subcr1t1cos y supercr1t1cos. :

En e] proximo cap1tu1o se der1van a traves de un pr{nc1p1o variacio

nal las 11amadas "ecuac1ones cineticas puntuales "'f«"




CAPITULO v
ECUACIONES CINETICAS PUNTUALES

V.1. Introduccién

Las ecuaciones cinéticas directas y adjuntas, discutidas en los capi-
tulos anteriores, descviben el comportamiento de la poblacién de neu-
trones con mucho mayor detalle de 1o que se necesita para la mayoria-
de los usos précticos (1). En algunas aplicaciones estaremos sélo inte
resados en las caracteristicas dominantes del comportamiento temporal-
de la poblacién de neutrones, tales como la variacién del nimero total
de neutrones 6 la generaci6n total de potencia en el medio, como una -
funci6n del tiempo. Detalles como la dependencia angular de la densi--

dad de neutrones y en algunos casos su distribucion espacial, no son -

de gran interés.

Es deseable, entonces, transformar las ecuaciones cinéticas bdsicas -
a una forma m&s simple la cual contenga s61o los aspectos dominantes -

de interés prdctico de 1a densidad de neutrones.

En &ste capitulo obtendremos un conjunto de ecuaciones los cuales - -~
describirdn s61o el comportamiento temporal predominante de la pobla--
cidn total de neutrones. Estas ecuaciones son las 1lamadas "ecuaciones

cinéticas puntuales ".

En la formulacién de ellas seguiremos el método utilizado por Becker -
(4), pero haremos ciertas modificaciones en las definiciones, con 1o -

cual obtenemos mis simplicidad y coherencia con el desarrollo posterior.
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V.2. "Obtencién de las Ecuaciones Cinéticas Puntuales "

En esta seccifin se derivan las 1lamadas ecuaciones cinéticas puntua-
les a través del principio variacional usado en el capitulo III pero,
como se menciond antes, 1o que buscamos son s6lo las ecuaciones que -
describan el comportamiento temporal dominante, de las densidades de-

los neutrones, los precursores y sus funciones de importancia.

Consideremos, por 1o tanto, la siguiente separacién, de las funciones,

de densidad y de sus adjuntos (4): V
n(rma,t) = PO Y (Fae,t)

Cile -
s, 1) = ﬁ (t) e'\(":“:‘&l‘t‘

T, 1) = P § i, g [ en

[

s N 4.
C:( Ma,t) = ﬁ.\ GY (\—,u,&.ﬂ’

para - { =y, z,. .,6.."

Es decir‘, se. propone aue 1as densidades sean e1 producto de una funcifn

temporal _v unarf‘ cién espacio-tempora‘l Siendo Tas func1ones P(t), -
T 1), ﬁl (t) y- E \'U el comportamiento tempora'l dominan

te de las funciones de densidad y de sus importancias.
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Las funciones Y y \_.P+ ) 9[ y Gf son -
11amadas las funciones de forma que también pueden variar con el -
tiempo pero en forma mucho mds lenta. E1 c&lculo 6 proposicion de-
éstas G1timas es un problema bastante complicado en la mayoria de
los casos (8) pero no nos preocuparemos por ello dado nuestro inte

rés en las variaciones dominantes.

Ahora utilizando por simplicidad 1a notacién del producto escalar -
dada en (II1.5.3.):

€16,y =[(fpransa dlemntdlinas)

y recordando del capitulo anterior que las funciones de densidad y -

las de importancia son reales la funcional (II11.4.1) queda como :

)
' s P
Flanhe,of) = Sét ‘—<n+(%—'_2_> - ZM<C'L\—5?7

0.

et Bno+ (rFISY R, AdICY

N RNy -’Z:_‘Ki <c-f \c\>+<5"\“7\

+ < (:P(TZAJ”{E ) \n f?,ﬁhf£}|%‘):>

b St ) QLR MY

R

=0 e (7)o

+ o (T
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-<nt (3, L 1-o)ln(v,u,_n_1=o) Y o+

* j{ < C AL s o)\cmuu JL)>

i <P ew,u, L, t =0y \ C: (¥, ultrt—c’))

(:sr. 33)

Ahora o susTTolMes (x.2.4) em esta goncionat

y considevawmos como fonciones \'M‘-e(?e‘"5“3"‘..“!e>
en ella o PW), PR T (4) y T, didha
funconal , (Y_-R.E\)Jgoq%a como -

t“
\:Y.P p,t;ug 1= S g -1 w0 Ru) <Y Py

*Pu))?uw 29> jr,- m%mw \BiY

'Z 0T W <6f1§% et E*my.u) <y RWY

: -
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- » |
BFLEP, 5,511 = fat & Pw gy Py ISty
+ BOCYTH Y £ <y >+‘££ g0 e 1 [sE"

=1

+ k9, o) | Folrn b)) -P(ox‘17(?,4%0)\‘\’(?,1&.&0)738%)
iy n
+ it Bl < ¥ - B ¢ 128 >+ By
LRCRRORD) %che?x%%}ﬁ
" . d + + |
B 83?(1) S‘,“&(Z}EE )<y \\{)7}
LR ALY GaaT) yS )
- E+Lo)< “?*(7 s, o)\ YF 1,8,0) 5 620}
Z géfi 9 <07 V017 - § 1)< \ 2y

+ Pl 6189 > - 4§ < BI&Y b? ) +

+E (<ol 0l Cumnt)) =

=)
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6
+ T APWE WY 6y

t=t

N 6 h
© ¥ Tl Rl ey -k FuF w16

W=t

+ Pw <$*I‘P>} +
B(T) < FGa )| 9(rm, 2,y +

+.f ?:Ur}<CF:(7)MJ‘Q-)[6;(;,M,._@,T)> +

1]

+ F(o) < ‘{)t?,u,!_l,t‘:o) [FLR i)y

- Plo Ploy<yie u f, tz0p [ Yer L t50) 5
6
* E‘ ??(0)4 6: ol t=0) \Co{ L?.A,J_z-) >

(4
3 ’%fto) Z\0) < BHF mll te0) | B0 (%4, &, tze))
= - LI 2.4 )

2
r de esta
voYia.clon
Tomando Xa primere

gV ncional , Se 't.ene :
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- ‘g (0) <6; feeu, 0l 6: 4L o) >}S? o)

X o
l Z g“{ ROPLALS -?N“g‘\ e/

1=t 7o

o P < W B Y - 4B <81 6y | BFW
¢ T

) C_E S SO'Hi T )“Y \\)>} +

+ i’ [<q @md)| Bt 785\

B B E LN L)Y | (T2

Donde los_términos

Sr SEETRN 957y

S5 S‘H ARSI

significan variacionescon respecto a E ) \) g \‘&) de -

los términos correspondientes,

Con &sto en mente : )

(?_sz "y )

on
H
&
)
[
pre
—
ﬂ/
fvl
+J
A
N
£
<
v
——
i
O’\
v
[
o+
o—\n—

_gws(st P2l< —%\\P>+<‘H 7]

-]
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Por 10 tanto E r(\
Sr S“{(* Ry \‘\’7} PQI‘)L\:(\m,A TG 92 (T

- Fo) < WIEM L0 VWLE, w007 8XC)
Sﬁfii’u [CULLY> +< {2 ﬂ%m\ (T 26)

De la m1sma manera :

3z, gétﬁ( (5r, )8 e 7\
= M <67l B 6 uﬁ,T)? 5?*’3 ,

L NORTIN o)l e-cmilm

5‘“[% (¢) [<°°‘W ?“Q:,

(X.2%)

y sustituyendo (V 2 6) y (V 2 7) en: (V 2.5) 'y exigiendo que ésta -

variacién sea cero obtenemos

meqﬁ\% E(t \9‘\_&>+2m<mw> |
+<395 4 }: = u-)< BN, W)+ Pw&ﬂ’—m’?

+l>(t)>&3‘%>:o ' 7 (E 2.8 )
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~Bet) <Yy - B <yt >+_Eu:)<wl“‘9>

+<yhisy 4 _“%'k. T8 =0
(T.2.9)

- B < bl 0>~ E m<e\°°*>

+ Pu)w*m Wy - A.g (f)<6‘l9 >>

(I aw)

(t)<e*\e v- ? Lt)\ef\w‘ =< 7tk Eu)oeléd

"'(c'%;li)<9;\9£>+ ?;u—) 459 \9 >



Los términos de contorno son cero s :
fo (F,u,8 )= BomYiguat)
(¥, m,L) = ) Li)(_\-’ ”‘:-.glo)
flhut) =1 ' ({¥.a.2)
Co (¥, &) = 1%-(0) B SY'“'LI'O)

CF(T,A,'.[_L) - ?\ U‘\ 9 Slathe T)

que son las condiciones decontarnoobtenidds antes,(III.4.6.).

Despejando los derivados temporales de las ecuac'lcr_\és,':'_(i\.’,.‘2:.8),‘5:a' -
(V.2.11) tenemos

: <tr|ﬂ~v>-<w>|—¥> | i
Pl4y="Pu) +7AL L«)

+ \\)7 = \1' <\P‘\¥>

" <‘HS> (XA
<Yty | |

LA
Ry< at\‘\’> Ly G
<y ‘g% <YY Yy

~Py=F )

L<E Yy X2y
<y Yy
P

l\MJ\’> :%(x)i/“

= +) =Pt
F0 B0 < OT1B>

9*!6 7
(T.2.15)
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4 <yey [ 2o
-T = A Bl 2 LRk __@;\__]
fw= <ef160> 2 <ef1d>

(¥.2.16)

Estas son las ecuaciones cinéticas puntuales, aunque no en su forma -

convencional.

V.3. Forma Convencional de lés'Ecﬁécion

ngticaiﬁuhtuales'v'”

Las ecuaciones cinéticas puntuaTesvo enidas;en;la seccidn anterior -
no estdn escritas en la forma tradiciona1 Aqui mediante algunas -
definiciones, las pondremos en 1a 11amada forma convencional de las -
ecuaciones cinéticas puntua1e§.—, -

Tomemos pués la ecuacifn (V.2.13) -

Sumando y restando la siguiente cantidad :

1( I<9\M\\>>+§A <u3\9> XA <e 189
<Yy | o o
obtenemos :

& ~ ¢ +, A
B = 28 [<mave>+i<9?“‘““’>*§.““"‘9‘>
<yfy ) i=

- i— A U\’*\BD-V\«’ \aw> +_}<0\ \M ¥

tee
(—I

l-’
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<YN\Sy
6:5

Z.( ﬁ(t)jzz:w i <Yy
+ )

5. aee.\n"mos N
13

s e>)}
<LV6 \
9’>+Z(<6 MW+ A
<YIH
3"*)*5()& v

oA w*\‘?’;?: |
R(’C):E{‘

I P B*\‘““ ‘
P,,e (.'t) = [5\'{)

(2.3.4)
e )
C; (t)?‘ 5 (E 5.6}
10: i
\’“w”: izi‘eeO o (ﬂ:v.'a.tz)
= s
S t) =
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donde G(‘t) es una funcidn arbitraria.

La eleccibn de esta funcién ( y por 1o tanto el significado que le -

daremos a los parametros definidos ) 1a haremos en la proxima seccifn.

De manera que con las definiciones anteriores 1a ecuacién (V.2.13) -

queda como :
Py=pw L8 f‘*“’ “‘U*}:/\ b C, Wy + =)
‘) ..CX.3.8)

Pe(t)—IP‘eu) (X.3.9)

Tomando ahora la ecuacmn (V 2.14) usando 1las stmas definicianes y -

ademds definiendo :

Walt) = E‘& ( \\»3> ZA <\>—e*\ o >)
- (If 3 10)

Stw) = _ﬂl ,..’L'I.'S-n)
L) Bt L

“: enne mo S

St wt P -l Wal® | 3 Prelt) € g+ M)
"E(t)’z(.t) ) X_, ﬂ\i)ﬁ

(X .2.R)
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para la ecuacion (V.2.15) es decir :

éﬁ.(f)zzwm <. Le)[/\ 4 G_‘_t,‘

AT <ot 6y
de la definicidn (Y.3.5), despejando 35 ; ( ), tenemos
<yhyy &
W e 7
?i <ore; )y C )

y derivando con respecto al tiempo se tiene

> S < \) 1Y )>
T )= cu)__“(__YL_‘LC()M( TP

Sustituyendo ésta expres1on en la ecuacifn {Y.2.15) se tiene :

au)iiwz+aw%w¢MHWM\)dmﬂ&}

of1 &, v

- ) <uf4l‘t’> ehiey MY 40T
<6716 <ty <810

-2

T HES

+ 06
C.lt) <8 V57

Utilizando ahora las demds definiciones, tenemos :

o S0 | py A WY ¥ T
' <ef10.> @) <6+\e> <e*19>
— fla o d oy =<YD <3 2651 6; >

+ 2
<6\ B
y rearreglando términos :

200y Sy
. . S5 AMRA AR RALA
C: = P_..._.;L(: Bl - Al GOGH Loy <¥ \\h}

. (X.3.3)
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Definiendo ahora : 2. 9‘
_ <& (R(()E({))\Q ? (:z.a.w\
W 0) = 07163 e
y dado aue 2({) Bt) t
) 4
<bt(25 16> _ <3%rey  Fpe WYy
RE <Y catiby <ytigy

tenemos finalmente :

C;-;(Jc) ﬂ_e_(_*.:fw (A, \"\BLU‘))CU:) @csls-)

Por G1timo, la ecuacién (V.2.16) queda, con el uso de las definicio-

nes pertinentes :

-~y ki @R - Tl lu-Wew ] (o 3.16)

donde hemos definido +
<§L§L\B'> DR

Wy, () = —252—~ (x.3m
' <618 )

Resumiendo, las ecuaciones cinéticas su forma mds cunvenciona] son

i?u):f(e)ﬂf_)_-ﬁ%\d@ +§:A; hWG W +8ey - (¥.2.8)

‘fE*(t): +  So)-Pelt) t Wity Biel ¥.3.12)
R T J'.E. wﬁ‘*)"s‘*’ L

Ci' (t) = P‘IQH)P&)-(/\i—\'\\al\’f))aa(*) e (T3 5)
2(t)

e 4 b Pw-wki-ugn] e
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V.4, Eleccidn de la funcidn G(€)

La elecci6n del factor G{- ) es arbitraria en el sentido de que las -
ecuaciones cinédticas puntuales (V.3. 8), (v. 3. 12), (V. 3. 15) y

(v.3.16) son independientes de 1 S'ln embargo 1as magmtudes P({—J
Bielt) y R (%) dependen de G ( t )

La arbitrariedad en 1avej1ef:féi'6?{ d Jas “cantidades

menc fonadas antes, ne pueden ser def'ln’lda ‘omu entidades fisicas en -

un sentido absoluto y por To tanto, “solo. las re1acwnes S’(t)/?&k:)
¥ Pct ) /2 (-Q) pueden ser def1n1das sin ambigUedad.

Esta conclusidn tiene la importante consecuencia que solo las relacio-

nes de estas cantidades pueden ser medidas experimentalmente para un -

reactor dado.

Elijamos entonces arbitrariamente

5(’c)=.<(y+\'x3\,,\\)>+ X <94'r MYy

De modo que i=

) o s 1L <O, gy AT 00y (T4 4)
- <\Hﬂuy>+£<om.w>

que es ta 1lamada " reactividad " y es dehmda como el cociente entre

la generacién neta de importancia y la generacién de importancia si to

dos los coeficientes temporales fueran la unidad.
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b) <YIY Y
BRI R 2 D XTAL

(T .d.a)

que es el 1lamado "tiempo de generacidn de neutrones " y es definidd
como el cociente de 1a importancia de todos los neutrones en el reac
tor entre la generacidn de importancia, si los coeficientes tempora-
les fueran la unidad.

c) + 7
Lo 1M Y
Be®) = 2

e (X.4.3)
4 A 4 A

<Y IMoYo+ 2 <OTIMYS
es llamada 1a "fraccidn efecti;;_%e neutrones retardados del -
i-&simo grupo " Es definida como la razén de la importancia de los -

precursores generados del i-ésimo .grupo a la importancia total gene-

rada, si los coeficientes temporales fueran )a unidad.

<yfisy

que 1lamaremos "fuente efectiva ".

d) Ei(:t) =

Es asi el cociente de Ta importancia de los neutrones de fuente entre
1a importancia de todos 10s neutrones en el reactor, si los coeficien

tes temporales fueran la unidad.
— +n.
HEER-FAR L
<Yty
= <OIVGGEuALE)) TS
<YLY
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Es 1lamada la "concentracién efectiva de precurosores del i-ésimo -~
grupo” y es el cociente de la importancia de los precursores del -
i-8simo grupo entre la importancia de los neutrones en todo el siste
ma, si los coeficientes, temporales de las funci‘ones.adjuqtasbyl de -

la densidad de neutrones fueran la unidad,

Es debido al sentido fisico de estas definiciéne

G(<) en 1a forma anterior.

efectivo como :

K., (4)= —

iz

de manera que sustituyendo ‘(V.4.'I),' obtenemos :
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C o oLa
<YMy FELOIMY

<Aty >+ £ <ohionr-cfiber Eieatifee » -
= —Lg(ﬁ}‘—e:\ 9:’)%

" Keef «)=

y haciendo : A N

H = ,t 4 M° tenemos:

A N
Keplt) = <YM,y + £ <O
F A< be- < B

=1

.. (X.5.2)

A N
Dado que |. es un operador de "destruccién", & y M,. son -
operadores de produccién (ver cap. II)) KQFF (-l:) es definido como -

Ta razén de la produccién de importancia, a la destruccién de importan

cia.

Veamos ahora que diferencia existe entre la definicién de factor de -

multiplicacidn dada en (V.5.2.) y la definicin tradicional de éste -
factor (1), (6).

“Antes de continuar, hagamos un andlisis de 1a forma en la cual'se defi .

ne tradicionalmente el factor de mu]tip]icéciﬁn ). :

Recordando que las ecuaciones cinéticas estdn dadas: pbrf--'-;(IbII‘i3519):y-r»-» -
(11.3.20) es decir : i
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: A&
%% = Ra +2 Ll =4
oC: _ 5

Consideremos ahora un sistema libre de fuentes externas. La pobla-

cién de neutrones en &1 serd funcidn del tiempo, ya sea que se 1ncre
mente 6 decrezca; en el primer caso. se dice que el s1stema es -
supercritico y en el segundo subcritico; si la poblacion permanece -

constante se dice que el sistema es critico. .

A SRR : ’7}.,
( W+ T “’\i ) Ne,(?,#.-.f.l,)x x.53)
= SR
Usando Tas definiciones (I1.3.15), (IL.3.16), (11.3.17) U{x.s.m y
definiendo TR
Az X
= M M

=1

-

eg deciv

M= {jf.‘-’ Syé»‘ MNER) VI T (vay - (T 5.4

donde

6
By = aep) fow) +F e i)
L=l

(X.55)



-91-

siendo t(u) el promedio pesado de las distribuciones de energia de -
105 neutrones inmediatos como retardados, en estado de régimen cons--

tante.

la ecuacidn (V.5.3.) queda como :

‘i: + E>‘ ) No <\§:|‘*,=£l Y=o .. (Z .fS'f G )

Esta ecuacién debe ser resuelta con las condiciones de contorno, dis--

cutidds en el capitulo II y su solucidn debe ser contifiua & positiva-

dentro del sistema.

'6)" tiene: como -

En el caso de un-sistema”no critico, 1a eciiacion (

dnica solucién ¢ -

ya que no existe ninguna

ésta ecuacibn,

Supongamos que podemos modificar el operador M positivo-

K , de manera que. ajustando este valcr poda H convert1r el -

sistema no cr1t1co, en uno cr1t1co

Es decir ha;er : A : .,W_,v’  li .
(L+eMNFa =0 .. (x .53

Nz alYE o
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1

donde hemos denotado el factor% que hace critico al sistema por.——m,

Para obtener el significado fisico de KS’(1), el cual ha sido -
introducido como un ente meramente matermitico, romperemos artifi--
cialmente el proceso de reaccidn en cadena en ciclos de neutrones.-
Empezamos un ciclo introduciendo neutrones con la misma distrbucién
espacial y energética que la densidad N(?'u,__@) de la ecuacibn -
(v.5.7).

Estos neutrones eventuaimente desaparecerén ya sea por escape 6 por
absorci6n, marcando el final del ciclo. Algunos de los neutrones -
absorbidos causardn las fisiones que producen los neutrones del si-

guiente cicio.

Denotando por Q (Q’-JJ.,\)_(_': ), el fumero de neutrones emitidos por
unidad de tiempo y volimen, alrededor de ¢ ; ALY _{l_ , enel -

sistema critico, se tiene que
A
QEuLy=2- AN ul) - (T.5.8)
S

Si inyectamos insté&ntaneamente neutrones con la distribucidn O(Y,M,-ﬂ.)b‘:
(donde AT es un intervalo de tiempo pequefio), estos se -
perderdn, como ya se mencionf, ya sea por escape § absorcién y su com

portamiento temporal estd gobernado. por el operador de destruccion -

~N
L J(1).

Asi pues :



23 a4 Y qi,uL,4) ... (T .5.9)

donde 9 (?,M,-_(_l._, +) es Ta densidad &ngular de estos

neutrones al tiempo t.

Entonces para t=o se tiene )
e .5.t0
QUF, 0L t=0)= QL) At e (Ees.to)
Yy para £ oo )
. (x5l
@ L 4> o) =0 --- €

Integrando 1a ecuacién (V.5.9)

con respecto al tiempo de 0 a 0 es decir :

[ -]

R R L S

A
Usando 1as condiciones (V.5.10) y (V.5.01) y si. Lo no depende -

de! tiempo, se obtiene : o
%—lcl N(Fu,42) At +'l:f9, @R o ... (T.53)
S o

y usando ta ecuacifn (V.5.7)) tenemos .

oo

TN @) At+"LSqL?,u,J_L,£)u =0 -..(T.5)

= -
NG, 1,8 At = g 0,084 (T .5.05)

(-]
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Entonces en el transcurso del tiempo los neutronesirisertados estdn -
produciendo nuevos neutrones, asi por ejemplo el nimero de neutrones
que serdn producidos, ya sea inmediatos & retardados, por unidad de-

tiempo y volimen es :
e
MI(Fu,l,¢)

es decir, estamos tomando en cuenta los neutrones retardados que -
mds tarde 6 mds temprano tendrdn que aparecer. Asi pués,.el nimero -

total de neutrones producidos serd, denotindolo por X (?,A):(_L):

E‘ (?1}*)‘{—2'): S p\ %L?/M/'g-){)‘\—t o= (ﬂ:.s-l‘)
A (Y

Y si no depende del tiempo

oo

™M
B(,uf)= S%A,_,Jcm .- @SR

y usando (V.5.15) se obtiene :

Do)z ANGEaDA 5.18)

Ahora realizando el cociente entre el nimero total de neutrones produ-

cidos y el ndmero de neutrones insertado, usando (V.5.8), tenemos :

Bou)  MNGa at . (T .5.)
Q¥4 4) —é—s-l\’RN@u)J_Z_)A-t ‘

y por To tanto

Roady _ ... (¥.530)
Qa4




~95-

A este factor KS se le 11ama, factor de multiplicacidn, estdtico -
y es por lo tanto el cociente entre el niimero de neutrones producidos
en una generacion al ndmero de neutrones producidos en la inmediata -

anterior.

Asociada a la ecuacion (V.5.7), existe 1a ecuacién de importancia co-

rrespondiente que es :
A N + ,
( L++_'j<_'; M+)N ) - L-I.S Ql)

donde N*es ahora la funcién de importancia de los neutrones en éste -

sistema.

+
Multiplicando esc@larmente la ecuacibn (V.5.7) por N (7,‘4,4L ) y -

despejando KS obtenemos

<NTIRNY .o (T.53R)
<N TN

comparando entonces (V.5.22) con la definicién (V.S.Z)'e§“¢b:ipfque fw

5=

las dos definiciones serian equivalentes solo en el caso 'd que‘i“ -

L[ﬁ - e'.-i y ademis que LV - g." .

Esto solo es cierto para el caso particular de un reactor enestado de

régimen constante es decir, critico.

La diferencia escencial entre las dos‘'definiciones consiste en haber -
supuesto, en éste (1timo caso, que el sistema es artificialmente criti
co, lo cual implicaque las funciones de forma para las densidades -

de neutrones y pwecursoves son iguales, lo mismo que para las -
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funciones de forma de sus importancias.

Por lo tanto, en la definici6n de factor de multiplicacién dado en -
(v.5.2) se toma en cuenta el hecho de que las funciones de forma -
de los precursores y de sus importancias son en general diferentes -
a las de los neutrones. Esto implica la mayor generalidad de 1a deﬁi

nicién (v.5.2.)

Resumiendo, en &ste capitulo hemos obtenido, a través de un princi--
pio variacional, las 1lamadas “ecuaciones cinéticas puntuaies "y -
hemos definido, 1a reactividad, factor de multipiicacién, etc., en -

una forma generalizada.

En el préximo capitulo, desarrollamos las funciones de densidad -
de los neutrones y precursores y sus correspondientes funciones -
de importancia, en eigenvectores de un operador matricial y su opera
dor adjunto respectivamente, para obtener las 1lamadas ecuaciones de
1a "Hora Inversa" (1), (2) que son (tiles en la determinacién de ~

pardmetros de operacién de un reactor.



CAPITULO Vi
METODO DE SOLUCION DE LAS ECUACIONES CINETICAS
POR DESARROLLO EN EIGENVECTORES

VI.1. Introduccidn

La mayoria de los métodos que han sido desarroilados para la solucidn-
de las ecuaciones cinéticas que se obtuvieron en:los capitulos anterio

res, pueden ser clasificados en "métodos nodales" y "métodos modales".

Un tratamiento nodal se basa en dividir al reactor en regiones 'y adju-
dicar a cada regiGn un comportamiento cinético individual, determinado
por las propias caracteristicas de dicha regién y por el acoplamiento-

a través del escape de neutrones con-las regiones: vecinas.

Por otra parte un andlisis modal describe el comportamiento espacio -
temporal como una combinacién 1ineal de formas de flujo correspondien-

tes a todo el sistema, siendo los coeficientes de 1a combinacién fun--

ciones del tiempo, (8).

En este capitulo seguiremos &ste {1timo método basandonos en el traba-

jo de Von T. Gozani, (7).

Para realizar ésto, en base a la definicién de un operador matricial -
(9), y a la ecuacidn de ﬂlgenvalores correspondiente a dicho ope-
rador,proponemos que las funciones de densidad de neutrones y precurso

res sean una combinacidn lineal de los eigenvectores de éste operador.
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Usando después un principio variacional obtenemos las ecuaciones dife-
renciales que gobiernan el comportamiento temporal de los coeficientes

de dicha combinacién.

Definiremos posteriormente coeficientes de reactividad los cuales exci
tan los diferentes "modos", entendiendo por modos a un eigenvector y -

su correspondiente eigenvalor (7).

Por d1timo deducimos, los 1lamadas Ecuaciones de-l1a Hora Inversa, en -

base a definiciones adecuadas. .

V1.2. Bases Matemiticas

Presentaremos ahora las bases matemdticas ken‘lasi’cuales .nos ap'oyareé -

mos.

En el dominio de un cierto operador matricial D) habrd,-en-general, -

—, .
un subespacio de vectores iﬁhk con la propiedad de que....

A2 = : .
- a L (TL24)
0§, = a. §,
Donde, en general, las G, s son nimeros complejos; los vectores . -
"~

son 1lamados eigenvectores del operador O y los nimeros rd“sqnlla-

mados eigenvalores.

Definamos ahora el producto escaTa‘r de dos vectore:

<;t\-\-l>>-—_j_ Z<u
T

V>

Sea ahora, @"' el operador adju_x%'to'de ® , ‘el ‘cual’ tiene también-

eigenvectores, denotados por W

}. los  cuales cumplen la - -

ecuacidne
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- - L (W .2.3)
b P ¢

A
Encontremos ahora la relacidn que tienen los elementos de (I:>

y (ﬁ*,u) .

A AR
Sean pues ([) Yy ([) speradores matriciales de m x m elementos. La -

relaci6n entre los elementos de &stos operadores estard dada por

<§, 1 égj:(é)f@\;ﬁ?ﬁ (T RY)

Si el operador () , estd representado por
A ~ ~

O, Oy - - Oum

N 2 A .

O= Oy Oup --- v (K .2.5)
A A
On -+ * Oum

y sus eigenvectores por

s o
5 ( : cee (WL.2.0)

n
‘iﬂ 6\52,\5 )
: Lt
? 6-~52K$

L

entonces:

)’

A =2
0%,
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Ahora usando (V1.2.2), tenemos que

<-@‘\é%>=zt Lerui &sgus>

S=

< m\o,ﬁ > - (W29

1 =

]
ar~43

M

y usando la definicién de operador adjunte, (I111.5.4).

" m

AL AT DAL A NENPEC Y

My SEU

Intercambiando u por s, se tiene:

4‘?’1 \ é%’")—’:z i< a5'5 A‘Q*S\?nﬂ->

= MZ(E A:“‘?""\%Mj*. KEI :.Zz‘m}

Mz B3
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Sea ahora ~n 6

6‘ R £
toe ) ey

it

&

(‘?y = ( ‘?rz o ..V- ('ﬂ-l 1ib)
Qe

Entonces

con 1o cual
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Asi pues, s1:

a A A 1 A4 A ,
(D:[o;.’.] entonces D '= [O.Si.l e send (VI;‘.Z'%?)"‘?OQ -
este resultado probemos el siguiente teorema. :

. £ i ‘l\

Teorema (1), (6).- Sea un & igenvector de (D al ==
- * S
que le corresponde el eigenvalor QK y sea ) un eigenvec-
tor del operador adjunto N con eigenva'lor'bi . :

Entonces Q= L;; o

5> - ", ;‘. (o 2.!}()
<1 Fy>=o

Prueba:

Tenemos .. .. @g = QK'%K 7.,_(VI 2. lb)
y B - (D (?& ‘ax ...(VI.Z.:IG)

Asi pues multiplica’nﬂo,escalarmente ambos lados de la ecuacidn (VI.2.-
15) por \-? por.la izquierda y (V1.2.16) por ? por 1a derecha
R VT w

tenemos:

E 4\?9':\20'6%}55},, ?-§<U<itkq“%xt7 s (W23)
t=¢ 531 =\
y la ecuacién (V1.2.16) queda:

Z<E & 0, ?@‘M%d?m - (W.2148)

Podemos ahora factorizar los e\genvak\res qK y bQ
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Entonces la ecuacion (VI1.2.17) queda :

i :. ﬁe‘oﬁ y= Zan<%€\'§'“7 (X .2.19)

y utilizando el operador adJunto
3 L< ts‘?xk\ ks

S = Z GK<\QR£\‘"’$M>,“('I .2.20)
t=y 3= ol

bonde, intercambiando los indices S y t, obtenemos

V\z S A+ i .

: = F a.< e (.22
t=) sz=}< Ost l?&s‘%m.-> S= ) LQQS\EK«? ¢ )
y ie ecuacién (VI.2.18) queda

i i <6:+. L?Au\iut> = E b:<k€u | Fuep (2239
1= R

f=‘ A3y
Cambiando u por s en el miembro izquierdo y t por s en el derecho,

ti-_z<6:‘ | Tu)= Z bﬂ <U€Rs\ _EKS' C‘K 2 ;B)

Restando las ecuaciones (VI.2.21) y (vi.2. 23) obtenemos el R
‘. : q
‘E (ay-by ) we,zsﬁ- ,,,‘.@:_g 24)

G sea

(ae-by E<?ss\'€lxs;

»;)5@\%9 m 2.3¢)
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(donde usamos (VI.2.5) ))de donde concluimos que

qK= b:
o

- =
<YNg 7=

Con 1o cual concluye la prueba :

La consecuencia de ésto es que uno puede asociar y “et1qu§tar," Tos -

eigenvectores de los operadores matriciales de té1 forma que los eigen
valores asociados con los eigenvectores "‘(eigenvectores‘ -
de 6 ) sean los comple;os conguuados de los eigenvectores ‘f

( eigenvectores de ®* )

Asi entonces

normales, que constituyen una base

Ahora, recordando las ecuaciones'd

ransporte (11.3.19) y (11.3.20) -

y denotando por

G4
\F’ﬁ”’: Syt

"\\7; A, '-gl't) = * e '(-ﬂ-" 2‘2:*)
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estas ecuaciones quedan en forma matricial como :

WA A\ (N 8
- Ml -A, C\ [o]
ori _ e N L ... (¥.2.a8)
d A o .
MG -AO CG O
Sean s
o

2. : (I 2.29)

K

in

o - et (_E‘Q.Bo)

de manera que las ecuaciones de transporte se pueden escribir como

2t

y utilizando la gsfinif\ién ( VI.Z.'IBI)\*
t
HY M} .. . MY
A\ ""l(‘

A
k= : - O . (wm.a3z)

o :\AK\?? x5 -CE‘EQ'B‘)
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> : cer (W.2.33)
y con . .
o
tenemos que las ecuaciones de transporte adjuntas(II11.4.3) y ( I11.4.5)
quedan como : )
it ettt 24 (NL.2.34)
—_—Y‘:\Kﬁ"‘g ot -
ot
donde
n‘f
ﬁfz ct L. \wea3s)
C

Ahora, sean 'las ecuaciones de eigenvalores

IK(\’M.R.) cb (0,u JL) w g (S .2.36)

_J?
K (%,4,.0) 4)1.(\’14 _a.) W éyw ... lraad)

Ast, de la cond1c1on (v1.2.26) tenemos

<¢1’ \ Cb > Amvx%mn"v : (1;238)

y normalizando a la unidad : . g . )
>, T @I.a.ae')
< [ (Ph .Smm B c

En t/cldo el desarrollo antermr ‘umos supuesto que el operador matricial

‘K y por lo tanto \K no dependen del tiempo. En el caso-

de que dependan del tiempo 1as ecuaciones de eigenvalores serfian :
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A ~»
IK (?Ju/'@;t)ch‘(‘_': Ly £)= (-On('l)q)(v,u.@ t) -'-m-l.?;‘i)

en donde el tiempo t actiia como pardmetro en esta ecuacién. Para las

funciones adjuntas se tiene
(A T _ * + u
KT, L D PF 0, 54) = W3l4) (7, 14,4 1).. . (. 2.40)

donde t, también es un pardmetro

VI.3 COMPORTAMIENTO TEMPORAL MODAL

Si proponemos que n y n+ sean una combinacifn lineal sus
eigenventores correspodientes, siendo los coeficientes de la com-

binacibn funciones del tiempo tenemos:

N,

R = }:P Uc)C‘p }:Pn\’c) Com e (m3a)

Cah
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3

—\;'1 ?‘__P Lt)¢" 71’“ H)(C* L(E3eR)
CG“ et .

Los coeficientes estardn determinados por las relaciones

Bowy= <A

“~

Bluy = vm4> >

donde hemos utilizado la relacidn (V1.2.38' ),'suponiéﬁdo_qﬁekpddémos -

calcular los eigenvectores

para determinar los coeflcientes de ésta’ manera nece

nkr,ulﬂ t) ¥ nh’* :4>t‘

resuelto ya el problema.

Un método alternativo consiste en'utf1izq
para obtener ecuaciones diferenc1a1e§‘para lo

Seguiremos éste método.

ta funcional (v.2.3) puede ponerse en una forma matr1c1a1,,(usando -

las definiciones de [K y \K ; de la’ secc16n anterior), como

FOA, i*]= H<“lb“>*<n>*f“<“>
s aittiZy+ <8 \3>§ 3t o+
+ <REAOITERLDS +

+ <ﬁ*(¥ e o)\(n G, 4 )"YIG,JQ&O)))
(¥.3.3)




~109-
donde (7,08 T)
WGE a8, = ( )
Ce (7,4,
n(v4u,L,0
n(Y,M, Cu(r,A, ,O)
( G u,;x,f_l o)
No(?)u,8) = (O.i:j?ﬂ)
Coo L ¥,1,42)
Reomd {2‘&:‘:&:’,
€t (7,0, L40)
22:‘ Pl = ﬁ%(:fu 4)
c;‘cv a2y

Ahora, utilizando, los desarrollos propuesto (VI.3. 1) y (VI 3. 2) y -

utilizando la relacidn de biortonormalidad (VI.2.38" ;) con L

(135)
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y

g(?,u,-@,{)—sz Sn(t):g

N=go

| (% 3.0)
g*k s u _ S o 37
= Sl d

s funcion? et shora
FLR, B :))ztsi R ST T

+ B B <3 \\?@l - 2S0 @R >

+ PuSlo <& @72(

+m:$;’ el B < Zg:@fm)x,z I)ml??‘\b)(@:‘l?{?: 7
-} BeRo< 31 R, >

oo (F.3.9)
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Encontremos ahora, las ecuaciones de Eyler - Lagrange tomando la pri--

mera variacion de F igual a cero.

Es decir?

SF= o = &HZ{[ ACREATAN
2w <3N KB >+ Sawc 3 SIS BT

n

[ Ct><¢’f[a‘?’ > X*m«p* K@ >
+ BN B ﬂsy“B }g <$+\¢m7k\x=mn,)e&

+ Ie"<$* 1€ > STy - Z EH0)< &1 E > S Pale)

+ E DucEN F > 5B o)

h:o

- Z?(o)<$"' CR?S-P (o) (3.3.8)

h=o
) Bj, 3 <‘P.‘ \%?ﬁt hPu)cH significa la variacién con respecto
" (]

a2 Pn(d) de la integral; as{ pues:

f[frt(f: B & 1R t=@NE [ BmB- T Talo) )

™
% (ﬂi[itl’m) @&tz FNE FmsRn-E W6 R.)]
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y sust1tuyendo en (V1.3.8) obtenemos

ja{f{ FRW<BNE » s R<RIRE, >

K=o

+ Bl <¢*t¢n)s&i’+ (Bw<En§

+ Bhen (& |1K<b >t Sn(r)<¢*'\2t3 »)8 Py
-*I Ler-BMI< P »s B

+ }3 (BT (o)~ PF o) ] ¢ $+ |& > 5 Pulo)

h=o

*Z DRk ENErsT=o - (ma)

lo cuau iaptica que para variaciones arbitrarias de Pny it , Sus coe-

ficientes deben ser cero, es decir,
- B ) BB > TR RE S0 ﬁiro
(x3.10)
B B® » i< nRE S 0 &g

con las condiciones de contorno temporales

. =D
.o (¥ .3 .44
‘X>V\ = .}E:n (15) '
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y despejando los derivados temporales en (VI. 3 ,10) obtendremos:

P({ <& \‘K£> D,b) +%nu O (E.3.)
<~E$?'¥ ) :

‘:.P:H): ﬂ%? t&)»fS:Lf) LT3 a)
| .

que son las ecuaciones diferenciales que“r;de mpuiﬁémientu -
temporal de los coeficientes del deaarrd;iu eig véQtdfee;U'

Si utilizemos la relacifin de binrtonufﬁé;idad

443 IIK<I> >

"”’*\&%

obtendremos:

-.Pn({) = W Pa ) + Sald) ... (WL .3.15)
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-Pw)= w“?:(ﬂ**ﬁ.:kt) . (W.3.06) -

Cuyas soluciones para el caso de fuentes externas:di]

constantes,son.

.= :P,.\,o)ép“-k—!- %n&é)"é 4)  .(m3.9)

0 (Tt wn (Y-t ‘
Pz BT %t_@ D4 ) cmag

Donde hemos tomado en cuenta que el problema descrito por (VI.3.15) -
es un problema de valor inicial y el descrito por la ecuacién - -
(V1.3.16) es'un‘prdbléma~de v;]or final, como §e discutid en el capitu
To IV, k ' : :

En las prdoximas secciones nos dedicaremos a expresar la ecuacidn (VI.-
3.14) en diferentes formas mediante la definicién de algunos pardme- -

tros,

VI.4. Reactividad y Factor de Hultiplicacidn

Siguiendo la definpierende resctividad dada anteriormente (ecuacion -

(v4.1)) podemos definir coeficientes de reactividad que excitan \us di
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ferentes "modos") (7).
Reactividad en el modo n.- Es el cociente _en,t,re}]a' -

razén de produccidn neta de importancia y la razén de prdduccién de - -

importancia en el n-8simo modo.

Es decir

A ¢ T ¢
- y:({)}“ 4) §< N:\ H Nr\> + EQCE-:\-\HR“O*E/\E(.“}C& \G ny E

§

n- r:&)mﬂ%( N VLN +f§ e | Nay 71

A c G A
o _ <NIIRNLS +EACH M N R G i-Chl Cony
NS TN + F < Cor | MiNa?
= .o KT . 4 .1 )

A
Esta expresién puede modificarse si descomponemos el operador [K en~
dos partes, una que 1lamaremos de produccidn y otra que 1lamaremos de-

destruccién,basiandonos en la discusidn de la seccién I11.3. Es decir

~ ~ ~n - -
K=FR-D L (TN2)
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donde

A H N
15?> = operador de produccién . ‘

(I) = oparacor de destruccidn. .

Ahor . (VI.2.3C; y (IL.3.18)5 = = o

€§ [\‘ . e l\a
K= 8 -

O

: o .
R e

Entonces
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por 1o ‘u.
ﬁo.-to
13
S P vl (oMY )
—E: € »

‘\3>.,.
(e}

o
Yy
—t. ‘A|“'—K6
2 o
D=( © % o W .4-F)
o o £,

Utilizando estag definiciones, la er.resion (V1.4.1) queda como:

TR B
_ <KD |
P = e oo (XL Y.
-+ .
<EHS >
Usando ésta definicion, la ecuacidn (VI.3.14), es decir
<K

—?

A

Wy =

2 ;erl

se puede expresar como:
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| 2 R
(L)n.(#j \q>n> R \ﬂ.‘-\.”—\—)'

=

EA TR

Ahora, se definimos, el factor de multiplicacidn del n-ésimo modo como

kn = —— -0 (Toueg)
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Es decir, Kn es el cociente entre la razén de produccion de impor--
tancia y la razbn de destruccién de importancia en el n-ésimo modo, . -

Jo cual concuerda con la definicidn dada en la ecuacién (v.5.2).

Con ésta definicion de factor de multiplicaci6n la ecuacidn (VI.3.14)-

puede ponerse como:

Subrayamos que las ecuaciones (VI.4.7) 'y (VI.4.10) son formas -
diferentes de expresar la ecuacidn - (VI.3.14);  cabe hacer notar -
que en la primera de éstas ecuacibnes solo esié i inyolucrada el -

operador de destruccién y en 1a segunda solo el de.destruccidn.
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V1. 5. ECUATIONES DE LA HORA INVERSA

E1 objetivo que perseguimos aqui es expresar las ecuaciones {VI.4.7) -
y { VI1.4.10) de una manera en la cual no aparezcan explicitamente . -

los factores de Producciéani de destruccién.

para lograr ésto definiremos el "tiempo de generacifn gene_rja'l'lzado -
en el n-ésimo modo " como el cociente entre la importancia 'de"_rieutrg_

nes y precursores y la razén de produccién de importancia, en 2l -

n-ésimo modo.

g lR)
Si el "tiempo de generacin generalizado ¢ 1o denotamos. por X“

se tiene que > -
4 SN
(3) - <¢nl4’.\_§ . (Im.s.a)
<
<grikeo
Definiremos también el “ticmpo de vida generalizado " como 12 impor-

tancia de neutrones y precursores en el m-&simo modo entre la razén-

de destyycién de importancia en ese modo.
Sea el "tiempo de vida generalizado " Ag(_-‘ nmde Yokr
SRy

v

por 1o que

b

<8

¥

Lta)_—:—: ______.’—-:;———" o (ﬂ's‘a)
T END R

"

O

n
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con éstas definiciones, las ecuaqiones'(VI.4ﬂ7jjy (VI.4:10) quedén
como : -~ RS

fu = 000 2,9

3)

Ka=14 Wu L, = (JL.5.4)

Dado que en la prdctica solo la poblacién de peutiones es un obser-
vable, es mds conveniente expresar éstaS‘ebuacionéé en. términos de~,

bJ (; M, ) es decir, solamente de1 primer termino de] eiqen

vector & ( u .IL)

Para realizar &sto utilizamas la ecuacién de eiaenvalores (VI.:”‘

y con la definicién:de- *"k( obtenemos

G = BN mss)

In -~

L +Wn T i
Definamos el "tiempo de generacién de los neutrones en e1 n- ésimo -
modo.como e
* N
BRI LU RN
n =X —
<FNe,”
es decir
< PA.: \ b& V\:> e (1[[ .59 )
-

BNBEY
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y el “tiempo de vida de Tos neutrones " como
Lo <Na N> ... \x.5.8)
" @NE. Y |
L “\N> ... (.5
R A *\ ® ‘

Notese que el tiempo de generacwn de los neutrones en el n-ésimo -

0 sea

modo tiene una estrecha relacion con la definicién de tiempo-de:: -

generacién de los neutrones, dada en la ec. (v.4.2).

Definamos 1a “fraccidn efectiva de neutrones retardados del 'i-6simo=

grupo en el n-&simo modo", siguiendo (v.4.3), como ::
+ O
/B. - <C’\n \ML Nn>
tnepp T Ny
<328,

Y es el cociente entre la razén de la prcduccién de 1mp

da a los precursores del j-&simo grupo en el n-@ésimo modo.y 1a razén
de produccidn de importancia en el n-&simo modo. ' :

- @)
Ahora, despejando en (V_I.S.B)k ln o,

_— | &R
Ln = Ln

‘ AN:\ Nn>

y desarrollando
24y T° ¥ .
= 2N AN
LS\ P7 A
Por 1o que

<Clu\c“"> e b sad)
Lh“LL I_ ENTINWY '

i(c-‘:“\ C'\V\?

=
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puede despejarse en (VI.5.6) como

L‘S)
De manera andloga /Qn

(‘3) <'—|<-‘L‘~_L -
=2 v X N:lH. ] e (T.5.2)
asi sust1tuyendo (VI.5. 12) en (VI 5.3) obtenemos

W C;

5) L. " J{ + j;‘ Wa Q £ (: ‘ vtt’
ANTANGY

;—\
y sustituyendo sélo en el 2°

<Cial sz

? 03.,\_&“ Z 0w
=t <¢*IE¢ 7

Utilizando (VI.5.7) para S{“

término de 1a ecuacién anterior?

Utilizando ahora (VI.S. 5)

wn £CH IMND
et s S

y usando la definicién (VI. 5 10) obtenemos
Fme" 513 )

Ph:w S +}:

=y

Ahora sustituyamos (VI.5.I1) en (VI; 4) y tenemos

th\c¥h2
ko=t [ 1+ o <N*\\~\m>‘X

por la expresién (VI.5.5) :
"
__1;_’/ ‘<C:\n \Man)
Krow ZNWINWY

De nuevo, sustituyendo CI_ "

KV\ :'1.'*‘\.\3“\-“* mh\‘“

;.‘:\
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Sustituyendo Ln , dado en (VI.5.9), en el tercer término del -

. .‘ ~
segundo miembro: w i 4 <C&“ ‘ Mi. N“>
— S
K =% \D“L“—‘ “‘= Kt O <$n+‘$¢v\>
y multiplicando y dividiendo el tercer término por 4-5'*\2 ¢“7 "

Ky = L W Ly + U0 ‘L -  GhER> cctaPane

G B> <31 BE

Usando las definiciones de ? e‘.Fy Kutenemos :

K'\—i'?'lD“L,.-\-uD“K“EM ...(ﬂvs.\‘\)

Ahora resumiremos lo que hemos hecho :

parlimos de 1a ecuacidn

<$§>lff’\$,,>. o
<ENBY

y mediante la definicién de Q“ N Ln, ?y\ ) Ky. :3

P : 1a pusimos en dos formas diferentes pero eauivalentes
tnegp p
E(‘HEEE .. V. 5.3)
- W z ‘
Fa = Pn Qn + On & kixw
Y

.
K“: i‘\‘lﬂ\\L“-" wWau Kau E_&l‘f—e—&— "-('S_‘T.ﬁ‘.ll})

R = N YUOw
Su 1azo de unién es la relacidn

(o .5.%5)
Lv\:KV\ &n v
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Las ecuaciones {VI.5.13) y (VI.5.14) son 1lamadas las "ecuaciones -
de la Hora Inversa ". Cada una proporciona una relacién entre K“ -

o' ﬁl y el eigenvalor cinético Wiy el cual en principio puede ser
medible.

La ecuacién (VI.5.14) puede ponerse en una forma mis conocida. Suman

dou.\q-L"-K“en ambos miembros de esta ecuacidn tenemos :

K“(""wnLn) - ci-wnl-h) = Kh&wu\.n*whi Eﬁﬁ-i

= Nion

¢
K\\"i - KVI{ L'by\L\n n Wn im‘
' 1HOuLn  13@aly i Aitdn y
-
15 . = =£ =, sa lene
y utilizando 1a definicin de reactividad : £, = — = en

¢
S: , WL 3 D E__&ﬁ_ﬁﬂ_ o lyr.sae)
n L4 ®nl, 1+ Wu L iz Altun

la cual tiene idéntica forma a la dada en (2).

La ecuaci6n (VI.5.16) es de importancia fundamental en el control - -
sequro de un reactor nuclear, debido a aue nos permite predecir, dada
una reactividad el comportamiento temporal de éste en base a parﬁme--
tros relacionados con las caracteristicas del reactor, como sonla -
fraccion efectiva de neutrones retardados y el tiempo de- vida-de los-

neutrones, los cuales pueden ser determinados experimentalmente.

Mediante el andlisis de &sta ecuacidn es posible definir como veremos,
el 1lamado periodo estable de un reactor, el cual, debido a la presen-

cia de neutrones retardados, resulta ser lo suficientemente grande para
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poder controlar en forma segura un reactor.

Veamos ahora la importancia de la ecuacién (VI.S.]G) &éntrd del formé-

lismo de eigenvectores

L Fo T MoD
| | | |
Fl

_ 1 | I

FIGURA V1.1 GRAFICA DEL MI
(M. T.) DE-LAECUACTON=(VI.
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La importancia de los eigenvectores cingticos (4}, radica en
que ellos gobiernan el comportamiento tempora) de los coeficientes
del desarrollo en eigenvectores del vector de densidad de poblacién
expresado por (VI.2.27) y por lo tanto sus valores nos permiten - I
saber si el reactor es critico, subcritico 6 supercritico. Esto -

1o discutiremos un poco mis adelante.

Observando la figura VI.1, se puede ver que para cada valor de -
S’n ) 'Qn s Ln y -(¢an existen 7 valores posi-
bles de Wn Ahora si recordamos las definiciones de ?n -
fn, Lo lenpp 42025 en (VI.4.6), (VL.5.7), (V1.5.8) y -
(VI.5.10) se ve que para calcular éstas cantidades, es necesario -
conocer tanto Nn, como N: » asi como Wy; suponiendo aue se -
conocen Nn, N?\ ywq. podemos calcular entonces dichos pardmetros-
Asi pues al resolver para Wy la ecuacién de 1a HORA INVERSA, de los
7 valores posibles denntados por UJ":! (3= 0,...,6), solo uno es .el-
completamente aceptado, aquel con el cual se calcularon ?n) .

Q“ > Ln v P.'neﬂ:,

Los restantes valores U)“J- tambin
cual dicutiremos basindonos eri"gl :

valores (VI.2.36), .

De la ecuacidn (VI.2.3a), usando 1a definicién (VI.2.30), tenemos -

que Cin(?;""»ﬂ‘): __“_\j_ﬁ_‘_ﬂ__..
A +Wn
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y entonces la ecuacidén de eigenvectores se reduce a
A [ v
AN~ wal, ¢ L AMNG - o L (m.5.9)
n . -
=1 A,'twn
Esta es una ecuacidn fntegro diferencial la cual debe ser resu ta, para

Nn, y u)n.

La solucién rigurosa de ésta ecuacidn dentro del formulismo de la Teoria
de Transporte, es pricticamente imposible, pero dentro de la aproxima---
ci6n de Difusion es posibie resolverla analiticamente en casos sencillos,
como por ejemplo, reactores homogénenos esféricos, cilindricos, en forma
de loza y de paralelepipedo. No entraremos mds en detalle en &ste punto,
Solo nos concretaremos a analizar la ecuacién (VI.5.17) en una forma -

un poco superficial.

T, siine-

Dado queWwy no depende de los parametros : AL,
tegramos a todo el volimen del espacio fase que ocupa el sistema y defi-

niendo

 E §§( 87 onds AN L..(W.5.18)

\

n oy §90 #xam 34 N G SE Y
A = SSS ¢ du o p\;\\h\ ('3:_.6‘.—20)
3L =

obtenemos 1a ecuacidn

£ i Asi
A-waA, xR R

121 Ait@dwm

= - (W.52y)
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La cual es una ecuacidn de séptimo grado, que debe ser resuelta para

valores dados de A.‘, Az’ y Au’ s por lo tanto, existen 7 valores

de(.»)nque la satisfacen y serdn denotados por wne , (& 20, ..., b

La grifica de ésta ecuaci6n estd dada en 1a figura VI.2.

6 .
~Ay ~hs ~Ay K3 -k =k 4\ w"Al’z AL Ay
l iz AjxOn

1]

).

b

FiBuva .3,

De ésta gréfica se puede.ver-que 1o

alrededor de Tos constantes de decaimiento :

X SEHUR O

res:(p e eﬁt_g‘n‘» situados - - -
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y la ecuacibn (V1.5.5), podemos concluir oue para cada funcién -
Nn(?,u,-@ } le corresponden siete funciones -

expresadas por :
A
Cone s} M) (W 5.23)
Ai +WO ne

De manera que si construimos el eigenvector correspondiente -

a cada pareja de subindicesny €& » tenemos

: s
Ahora recordemos, como ya se demostrd en la seccién VI.2, gque para -
cada ecuacibn de eigenvalores. o

\R &Ze: W e g

ne

existe
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Con la propiedad de que
_>1' —-‘}_
<4>nel l cbme? = g\mh ge\&a (. S'ac)

>
Asi pues, se puede concluir que los eigenvectores ¢ne
- existen en conjuntos de 7, los cuales tienen el mismo primer elemen-

to N“ L\“,a,_[}_> y difieren en los dends elementos -
debido a los valores de (_Dn e

Podemos entonces suponer que 10s elementos Cé Me , para -

n fija, s6lo difieren ligeramente entre si.

Por To tanto, regresando al tema de la ecuacitn de 1a.Hora Inversa,-

) &,V‘.) )

se puede pensar que los valores calculados de ?n
Ln yP . usando cualquier eigenvector del conjunto -’
“\eep R

&5:6)6:0/"'/6 } con su valor correspondiente (Jane s sérén anroxi_’
damente iguales. Asi pues, al sustituir los valores 5’“ s ,Qn '
Ln Y Pc"'v;eeé en la ecuacidn de la Hora Inversa, se obtienen-
como soluciones 7 valores de w,\'los cuales son anroximadamente los -
eigenvalores correspondientes al conjunto g 4))'16 1 . Entonces,
1a utilidad de 1a ecuacién de l1a Hora Inversa es obtener en forma -

aproximada los eiaenvalores (,Qn é correspond ientes-

al conjunto (l $ .
ne
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De todo el conjunto de eigenvalores cinéticos (Wn € , existird
uno el cual estard situado en la grdfica VI .1 mds a la derecha -
que todos los demds, éste serd 1lamado el eigenvalor fundamental -
y es pués algebraicamente mayor que todos los demds. De manera que -
el coeficiente correspondiente del desarroilo (expresado per (VI.3.1)
tendrd un comportamiento deominante, en relacién a los demds coefi--
cientes y dado que la poblacién de neutrones y precursores no puede-
ser negativa, su eigenvector correspondiente, el cual es 1lamado -
también eigenvector fundamental, debe cumplir con la condicién de -
que sus elementos sean no neqativos. Los demds eigenvectores pueden-

tener elementos cuyos.valores sean negativos.

Entoncés si el eigenvalor correspondiente al eigenvector fundamental,
es decir, el eigenvalor fundamental es positivo, el reactor es super-

critico, si es cero el reactor es critico y si es menor que cero,
‘ i e
subevitice

Al inversodel eigenvalor fundamental se le conoce.como el:perfodo -
estable del reactor y es el tiempo necesario havaﬁqué'lé poblacién -

aumente & disminuya en un factor de E; . ‘(15;”(2)."

Este perfodo gobierna el comportamiento fundamental, también 1lamado-
asintdtico, del reactor si se deja transcurrir un tiempo suficiente--
mente grande para que los efectos debidos a 10s dems eigenvalores -

decaigan,

Cabe hacer notar que el eigenvalor fundamental depende de la fraccidn

de neutrones retardados.
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La existencia de meutrones retardados nos facilita el manejo sequro
de un reactor nuclear, puesto que si P‘.‘"efF = () para toda i, el -

eigenvalor correspondiente, serd mayor que el eigenvalor correspon-

diente a F"“efF +o .

Sefialemos ahora dos caracteristicas que son directamente observab]es
de la grdfica VI.1. Estas son : a)’que de Tos 7 eiaenvalores obteni-
dos de la ecuacion de la Hora Inversa, seis de ellos estdn intimamen
te relacionados con las constanteié:"{d'é”décaimiento de los precursores
de neutrones retardados y debido :a veﬁo esos eigenvalores son 1lama-
dos eigenvalores r‘eta‘rdadO‘;;'.'éT e_'i“genya]or restante es 1lamado eigen
valor inmediato; S v

b) que incluso para 5) > - , wy > -‘,(1 y-esto -
tiene la importante consecuencia de que 13 pob]acion de neutrones -

t o
no puede decaer mas rdapidamente que a ! . AR

Por {i1timo volviendo a la ecuacidn (VI.5.26) demostraremos aue para-

n fija se cump1e que

4) ‘ q>m6'a> 8646 e (.ﬂ -S.Q’i)

As? pues, susando (VI.5.17) tenemos que para la misma n se debe cum-

plir que
A [y
HNn'mné\ n'\‘Z‘(——\__‘M(N“ =0
iz ki‘“ﬂmé‘
(W.5-28 )
A A
BN mme,-2 E M <o
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restando éstas dos ecuaciones obtenemos

[A »
AN =
(Pngy Pneg )Ny t (g Bng) L (0t -°
né, ne;) n ne" e, ‘Z'\U({*@nq\uf'*w“éi)

.. (3n.5.34)
Por lo tanto, SL €,= é_1 esta relacién se cumple -
automticamente , B3 & F €3

Ya relacién (VI1.5.29) se reduce a :

~
N, +  _AMNe = (¥-.5:30)
= “Prlane.)(l\i*wne;)

=
Asi pues con éste resultado calculemos ((b \ 4) 7 3
neg, ' Théy

como

| 4
53
218, = NN +};<cfné‘\cmea7 (w5-31)

Ahora usando la ecuaci6n de eigenvalores (VI.2.37) y la definicion de

llkf , se tiene :
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+
+ .
Ciné\: _/S__E_:‘.—— .“('EE.S'.EQ)
(+ Wye,

y utilizando (VI.5.22) la ecuacién (VI.5.31) queda como :

. R ¢ TREERYY
R B o> <y L |l 532)

Rirddhe 'LitOng

pero como en el miembro izquierdo del producto escalar hay que sacar -

Ki
el complejo conjugado podemos pasar el factor 3 al -
& Kt Whne,
miembro derecho como L con lo cual (V1.5.33) aueda -

A+ Wng,

%ﬂ e 6 .A.
CRLE, = <Ny T4 AMN o s4)

| : (A;w).,é‘)(l\n Wue,)

1a cual puede ponerse como

N
i =y - ¥ & LW Nn . (¥.535
4<\>n::~.\ ‘bne;? =Nt (I\vmm)kka*@“eﬁv Gr:3¢)

1
y usando la relacién (VI.5.30) es obvio que »
v+ —> L
<dPné.\ Cbm:—;\ ?=0 st é‘#ea

que es lo que queriamos demostrar.
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Resumiendo, en &ste capitulo hemos desarrollado las densidades -

de neutrones y precursores junto con sus funciones de importancia
en elgenvectores de dos operadores matriciales. Usando éstos -
eigenvectores y definiendo ciertos parémetros se dedujo la 1lama-
da ecuacién de la Hora Inversa, la cual juega un papel muy impor-
tante en la predicci6n del comportamiento temporal de un reactor-

nuclear,

En el pr6ximo capitulo se aplica el desarrollo en eigenvectores -
se aplica el desarrollo en eigenvectores discutido en &ste capitu
1o al andlisis de algunos de los parémetros de las ecuaciones cingé

ticas puntuales, deducidas en el capitulo V.



CAPITULO VII

Aplicacidn del Desarrollo en Eigenvectores al analisis de los
Pardmetros en las ecuaciones cinéticas puntuales.

VII.1. ‘Introduccitn

En éste capitulo se aplica el formalismo presentado ep éljcapitdlq_ -
anterfor al anilisis de los pardmetros involucrados. en las ecuaciones

cinéticas puntuales, desarrolladas en el capitulo V.

Ahora, en la definicion de éstos parametros estan 1nvolucra los - 1as -

funciones ajuntas, las cuales satisfacen el conjunto de ecuaciones -

diferenciales dadas en el capitu]o v

En éstas ecuaciones nosotros'ténemq

te adjunta es cero § 'si eé,diferénte‘de,cero

Si escogemos aue es diferente de‘ce‘ :tenemos que imponer como condi

ciones temporales finales, uue 1as densidades adJuntas sean cero.-
Si escogemos que 1a fueﬁfé?éXférna‘adj‘ ta sea cerb;;podémog"impbnérll

de neutrones diferente de cero'y 1a devlosfpreCQréofes gual a cero.

Trabajaremos con la fuente externa adjunta 1gua1 a.cero,. ( 105 resul-

tados son idénticos si trabajamos con la fuente adjunta diferente -

de cero ),
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Ademds, para efectos de simplicidad consideraremos que en el sistema
no existen fuentes externas de neutrones. En la seccién VII.3 se ha-

ce un comentario sobre la inclusidn de fuentes externas de neutrones.

Recordando del capitulo anterior gue los coeficientes de 1os eigen--
vectores, dados en (VI.3 .i) en los cuales fue desarrollado el vec-
tor de estado ﬁ>(?’ R '4'; -t) , poseen un comportamiento -

temporal para fuentes externas constantes dado por :

wat _
=P, ) & +%_Ke‘°"*,, 1} Lo (I AL

WalT1) n('i‘—’c) ‘
2= BLmE 3“ [w ] esd)

Para S (v, 2,4 t) = ©© como 1o exige la-eleccién de -
nuestro evento, y para & (v)’,u\»' ._(_L) {) =0

tenemos

sk
Bw = RayE" .. Wa3)

o PRI I
P &g Ceoo(mmLay)

v
~
-~
e
1"
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Donde esta solucién es vilida para € & Y_O, 'T\]

£lijamos una expresi6n para las funciones de forma espacio-temporales
usadas en las ecuaciones cinéticas puntuales. Para ello, recordando -
la discusion de 1a Giltima seccidn del capitulo anterior, es claro -
que aunque los eigenvectores no estdn degenerados, éstos existen en -

conjuntos de 7 Tos cuales tienen el primer elemento iqual.

Ahora, dado que en el eigenvector fundamentabesté Na (?,k,-ﬂ) )
cuya caracteristica es que debe ser positivo en todo el sistema y dado

que

NG, u, 4, 4)= z Z 3 (1) N“(?,,u,-_@) L(IX.sE)

o nso jln
[¢]

nGuad, b= \iﬂ R.;UW (v,*ﬁfl)*ZE?ﬁH\Nn - (T8 .4 6)

Podemos sacar como comportamiento temporal fundamental a
x 3 )

con lo cual, si definimos

6
PU)= jIP%. “) L9 .1.7)

se tiene que

MF a4, )::E('t Nn(“"'ras e (T -21-8)

u ‘\VIS
Il\

v..
0
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Con lo cual podemos defimr

kS
Y7, ,4) = }t }: gj(:;) (3 .a.9)

n=o J)=o
y de esta manera tenemos

N, L 4) = P (t) \?(?, ALy ,.,(m‘.a.m)

De 1a misma manera, dado que

QLL; u L {) = z E“H) C{,n(-‘-'lun'.{—l‘) (R 'ﬁ'ﬁ)
1700 n=eo )
oy recordando de (VI.5.22) que

C: - MiNn

I.Y\é —
Ki +Wae

entonces

Pael o - ..Ut 'A’Q)
C-L(FILL {) zz— x) Mth\

,(,.Mbvle

pero los Ny\ (_\’, ,(.('.._(_2_ ) existen en cojuntos de 7 y el fundamentatl
es No(-\;, M,—Q—) porio aue podemos hacer :

G L) = YP" }:ZE“S*/;‘:N" e (ITAB)

TR SR ALY
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Si el comportamiento temporal fuerte lo definimns por conventencid
como :

2% )= zyo, Uﬂ (-_EUC)) (W . 4.19)

podemos proponer :

¥y
C.(Fm,4)= ﬁt)}'_ f; l;gj Cu (m,a) (T 45)
N=p J r'y

y si definimos como

Ot it)= XZE‘JV‘) Ci g (Pt ) v ST

nlo .)"b

con

MiNw ... (TE.4000)

C" '(?.A )—-
" Lt'ﬂ.ﬁv“

por- 1o que

C.(y, “z'-[-z'ﬁ)ﬁ?;&)eiﬁ.ﬂ.ﬂ’ﬂ cer (EE.10F)

Ahora, por argumentos similares :

n'(e .-,1)-—‘29" W\, 4{}9\“&)“ .. (0L 4.8)

n=y )so
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y definimos ' L . T R
Poz TR e aras)

y 1a funcidn de forma :
o0

[ U S
W+(?,u,@){):2_ Z_?_nLLUN ... (WL.2.30) .
n=o j=o : Lo

por lo que

A ‘
s 4,0= P Yty oo (430

y para la importancia de.la.densidad de pr‘e’cufsorvek»

(:*' L T ot §'  '?j;_:ll“i
(G = z Eh Q) C‘“L‘F‘n,-/l)
n=p SE 5

donde de (VI.5.32) -

. A
Cd{vtek?;“--@):, A Nu(zaf)

Ai+wk
entonces
¢ o+ 4 z & /\P*’ *
+ - i D
ClEpd o=y SE0NL Y § APy g
o7 Ai+Wa; neq J70 Al*‘“-)nj

(¥ .4.23)
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y definiendo por conveniencia o d :
(4 N S
HOE Y B w,(=Fw) L (Eaan)
3=o

y como funcidn de forma

. = & opt |
Q;L?,A,J_L)t):z }_ Pnsui C‘“J G -Q,) .. (¥E. 4.25)
i t

o j=¢ 2+(
+ +
_ Cown C."“j - A" !\\“

V) = z Pn,&) Nn

“-Q ..'- 2L+)
o &
_ Pyt n (TC.4.38
Bu(v:”‘rﬂv ﬂ:i E Jﬁg CLV\J("»M'.—) )
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o A N ) )
Vieat )= ¥ 29N\ Ealy | (-2.29)
NZg joo ?(‘t)
3
::z < .5511' \4L> * b ‘ A3
b Gal )= Z E:Lf) CopGindy o O °)

Con éstas definiciones de funciones de forma espacio-temnorales podemos
calcular y analizar el comportamiento temporal de los pardmetros de las

ecuaciones cinéticas puntuales. . ' : =~

VII.2. Andlisis de los~paréme"cr6'sk;deJjakszéc'nyai:‘lohe's‘ ',kcitiék_ytica’s‘puntua-
les. i

a) Reactividad

La definici6n de r‘eac.tizidad fue dada en (V.4.1) y es
. N A ¢ N
e _<\f*‘nw>+;;<eT\m;%’>+ F oA y-Ee
= Py T =
<P1R, 95 + 4B Yy

N : = s
y sustituyendo las funciones de forma espacio-temporales obtenemos

P8

A ~ ;1“‘ G + A
(bt it (i 2T 5 it

Plt) = “pze e | BY By T Fwis

>3

i M < N’:‘\Q\oﬂ“ 4
e SJ:OE PH) E‘i (\) >
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Paa ) Pt + fum? 8
AR it LW IC --——-J- L LT A\ Ciu
B B0 ! ZL’ ne? " 2w 2-', i\Cinay

Baa® P &
+ e i M Q P’\ N }
B Prew ;Z. 5! 7
cee (WM. 2.4)

+
Donde los productos :P('t) ® (t) se eliminan -
utilizando (VII.l.3) y (VII.l.4) tenemos que el produc-

) : Wuet Wm u‘"t)
By o tt) B t)= Pacle) Pagll) €~ € - (W.2.2)

gue aparece en todos los términos tiene un comportamien

to asint6tico gobernado por el eigenvalor algebraicamen

te mas grande al gue llamamos fundamental y denotaremos

por Nco.

Entonces dividiendo (VII.2.l.) entre Poo (%) Pgo(‘l‘_)

tenemos que:

=(WoetWna)t - (Wee- Wi J( Tk
LeYBa§ (4) _ Brelo) Bn, me e 104

Poolt) DAY Bo(o) BT (T)

e (W 2.3)

Aho\—q dado que Uij LdWoo para n\j‘\ o
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\ que pov lotants

By (T)
Poo (T)

esta siaempre acctude antre

Sl wIm§CT-4)

Ping (T) S )T o k)
R 1 w0

entonces, cuando t aumenta

Phe (4) Pay (1)
Poo Lty P ()

.

para n, ) w\,'s q‘o :

Donde el simbolo 2= significa ™ tiende al valor ".'

Por 1o tanto, el valor asintético de la reactividad es '

~ 6 £
IR ST b3 LC-:.\@\; Nop +‘5_‘_’~\ NG~ Cioe {Cioco >
12\ =
NN S zeh, L MiNeY

=\

P =

(TL.2.5)

Lo que podemos deducir de ésta expresién es oue el coef1c1ente de -
reactividad tiene un comportamiento tempora] transitorio tendiendo-
asint6ticamente al coeficiente de reactividad del modo fundarnenta'l- o

dado por la ecuacién (VI.4.6)
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Antes de seguir con el prdximo parametro podemos observar que la -

ecuacion (VII.2.1) puede ponerse como

i Z Pn\l*)PW, ) <¢ \\K Qn\ 7
§ery = himelize (T 2.0)

T 3 vaw v 0@ B &Y

fn,mzo (.”-O

y ahora, utilizando la ecuacion de eigenvalores (V1.2.36) y la propie-

dad de ortogonalidad de los eigenvectores, se tiene que

(=] [ .
T F Pal W P 4$“L\ (\Kgﬂ >
Py = “=° L’° oo (W27)

oo A

T X PuwPyw J \PS

“, m=o Lu—o

~
- o
si cada término del numerador se miltiplica y divide nor <q>“t \WQM_)

tenemos

A > <¢hg (\K d3n\)
- }‘_E&uﬂm wed t\mnw &\ By
9=

33 PallyBR () < B X \E(bn\>

nwmeo (u-o

(I5. .2.8)

y recordando la definicin de reactiyidad modal dada en (VI.4.6) -

tenemos que
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oo (< - A
o0 = :{_m Pn\(*)P:L(ﬂ«b:\ \P&’m S)“L (T 2.5
g v (T 2.
> X Pule) R ) <<&>*\E¢M >

WALE] gyo

con Jo cual se vuelve obvio que el coeficiente de reactividad es una
combinacién 1inal de los coeficientes de reactividad modales y que -
Tos coeficientes de dicha combinacién son funciones del tiempo.

b) FACTOR DE MULTIPLICACION EFECTIVO

£l factor de mq]tih]jﬁacjén efectivo fué definido en (V.5.2) como = -

z<e \M\\P
Keee (4)= <\p ™ P>+ e

ZA: Bi-yhey - <\p\LqJ>

y por los mismos argumentos dados en el inciso anterfor se 1lega a que

su valor tiende a

N (LN +Z<c‘,° \N I\ .
Kep(_\ (1‘\] = < lM > > “'(CLTLZJO\
* 4 NG - <M \\_No>

ist

que es la expresidn para el factor de miltiplicacién en el modo funda-

mental obtenido de 1a ecuacién {(VI1.4.9)

La relacién del factor de multipticacifn efectivo {asi como de los -
demds pardmetros ) con ios factores de multiplicacion modales no es -

simplemente una combinacidn 1ineal de ellos con coeficientes aue son -
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funciones del tiempo sdlamente, sino una expresidn mids complicada en
1a cual existen términos que toman en cuenta la interaccién entre -

los diferentes modos.

c) TIEMPO DE GENERACION DE NEUTRONES

Su definici6én fue dada en la expresién (V.4.2) como :

Loy = YTy
— A © A
YN +X el M)
1=\

y por un analisis igual a los anteriores se llega a que

L) = - ~ <No*“jo > - ces CU_E\'_.Z.H)
INSIMoNGY + % G \MiNey '
A=l

que es 1a expresidn para el tiempo de generacién de neutrones en el -

modo fundamental, obtenida de la expresién (VI.5.7)

d) FRACCION EFECTIVA DE NEUTRONES RETARDAOOS daginida en {.4.3):
. “) = <Ot IMiP>
F\QGG - A [ ~
LWRMaw Y+ X ol AW
3zl

Sustituyendo las funciones de forma propuestos y por un andlisis simi-

lar al de la reactividad se 1lega a que

e \MiNeY (W .2.12)
= 3
ANOAMNY + ¥ <C3§°\’§‘(Nc7

=

Piaect) E
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que es también la expresion para la fraccién efectiva de neutrones -
retardados del i-ésimo grupo en el modo - fundamental, (ecuacidn -

(vx.s.a)),,
e) FACTOR Wy (t)

E1 factor H1(t) definido en (V.3.4) es
4\‘)‘\'\_3-!.74- L\/\“\) 6\ 18y

W\('\‘)E j:

Cyh Ry + X <% \Mx‘?)

para analizarlo necesitamos 1a re1ac1on

é’"‘) {_?Lﬂz— z Prl ) Nh} oo (T233)

nzo (so

que desarro]'lada es :

AW _ ?(‘\‘) E ZE“U*\N i ZPnLKh (T 204
é't 'Ez (_\.) Y=o \=o (.*)n_a o
Asi, sustituyendo en la definicién de w {t), se tiene

o0

Bw g ph (NENY+ Exk_m.m“ Ney
W, () = o Lite PP Pu) Fer)

z_ Z_ Pal Pm + Ne
™o J‘o EG’\ Bf(‘\')@ N ? +

Zw I LNT "C\ms C’H’k?
= P PW (I =2\%)

Z Pri E'M <C-nml lM }\\“>
> = D B
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Ahora, utilizando (V1.3.18) con S“L - O ,0se:
Pt () = Wak Batl) - (W28

y dado que

3
Y= Z on (r)

4=

~ Z_L\.\c P (‘Q‘) .
Py _ % : e (T .2.17)
P %;Poj () '

y como Weo es eigenvalor fundamental se tiene aue :
L
Pw
B )

~ W eee (W0.2.08)

— oo

Por 1o tanto sust1tuvendo (VI1.2.16) en (VII 2.15) se tiene

(w4-9‘“)<u..m..>+f./~ Wl lc\nl>}2"‘.)?“\'

\/J (‘\‘)-'%-‘-n‘o by

'“,nu Ui o&(?\\ﬁ,\“ Ny "Z«:\w \MuNh}P\m‘ Pl

=

(W 209)

dividiendo numerador y denominador por Pao @ TPoot (+) y

por los argumentos usados en los 1ncisos anteriores se 1lega a

L-') T 4
W, ) = S i A \N~>+7':/~- NF-cS oo

oo (E..Z.Zo)
NN + akc-.,. Mﬂ%)
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y utilizando (VII.ZG.IB) la expresion se reduce a
2.— K\' <N:"Cljo\cioo> :

Mel) 3 e e )
NS IM Y + B e ANy

. "ob
i
Ademds, dado que de (VI1.5.32)

Yoo A NS
too Ai_-\- {D‘:b
resulta : I
¥Rkl ogwey

W (F) 2 = Kitooo el (wr.2.32)

< Nj “c\oNo>+§< C?;a\?\l “’? |

de manera que para |Woe] = 0

Wit) 2 o cei (TE.2.23)

Es decir para reactividades pequefias, el término w1(t), que toma en -
cuenta la diferencia de importancias entre los neutrones y precursores
y ademds la variacién temporal de la funcidon de forma de la densidad -

de neutrones,tiende a cero.
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f) E1_factor bi(t), dado en (V.3.6) es

be) = <¥16»
‘ TN
Este factor puede expresarse como ' '
b. L{):g—ﬂ PnRPn:i <N-V:\Clnl> eon (m.a.qq)
¢ Z E Pus P:\j <C?‘..J \C‘mq>

Su comportam¥ntoiasintotico es :

N Ciood
by (1) = <N+ ..e (TM.2.25)
<C(oo \Cll°°>

¥ de nuevo utilizando

+ +
C;Oo = Ai """No"ﬁ
K+ Woo

se tiene

<‘\\—o“ l Ciao >
Al ¢\ Crood

b; )=

:(i*'UDob
bl W) = Au -\'I:-QOb b, oo -R.26 )
i

que de nuevo s§ tWse{ o

bik) 2 4
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Este factor bi(t), que pesa 1a relacién de 1a importancia de los -
neutrones a la de los precursores tiende a 1 para reactividades
pequefias, es decir las importancias son prdcticamente iguales para
un reactor muy cercano a su estado critico. Esto concuerda con el-

resultado del inciso anterjor.

g) FACTOR \A-._;L(f) 3 de (X .3.14)

Wi = <”§'{(R_m) 18 p o
Tew <OfLey

265, 4. A
Wai )= <eeléy ati‘\ﬁ\‘b
<8N ey 49\&?}
R4 2t 128y ’
NBL&)— ____‘é__)... _<bI “’?) _ ¥ ‘:S’%:J .o Lm ng)

Analicemos cada uno de estos términos ,

por 1o que

De (VII.1.30) se tiene aue :

SEMIE PR SAHLN)

(1) m=o J=0o
de donde
+
20( _ E*(&)g+,__ P WC L (Fad)
T T Fy (t)é—‘bi T

lo cual puede ponerse, usando (VI.3.19) como :




28 Plu °§ S o Pm %

- v Wy 2m 0¥ (WL .2.28
ot P .r?“ P Y™ )
por lo que

3 w
2m P &+
a0t ey X Wh; Tm_Sa 2 60 \Con
<3 19;>:—(.PY*.)> - :!;350 TG P mt?

oo *
<6718y Yo/ II B B2/ 6t \Cina

wazofjo Yw A4 ()
y cuando t crece *

(W 2.29)

*®

YN
<SEL 6
S TALLRA 2 wh-wh=o ...(W.230)

<er10:y

De manera andloga puede demostrarse que

<2\ vy

w
0

e @:{1.::.31)

LY Iyy

<y 1 2Ey

: 2 0 . . eee (WTL2.32)
<CYIY2 :
por lo tanto
NB; ) 2o cee (WD .2.33)

Es decir el término Ng',.(f) que toma en cuenta las variaciones tem-
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porales de las funciones de importancia de Tos orecursores del i-ésimo

grupo y de los neutrones, tiende asintoticamente A cero.

Esto es una consecuencia de que en este formBlismo, la poblacién de -
neutrones y de precursores tienden a distribuirse en una cierta forma,
que 1lamamos modo fundamental, el cual es una caracteristica del tipo-
y propiedades del reactor en aue estemos interesados y del hecho de -
que para reactividades pequefias, 1a importancia de los neutrones y pre

cursores son practicamente iguales.

VII.3 DISCUSION SOBRE LA INCLUSION DE FUENTES EXTERNAS:DE NEUTRONES

Las conclusiones obtenidas en el seccién anterior son’validas también
si estdn presentes fuentes externas de neutrones, aunque su existen-

cia puede excitar los diferentes modos, camo veremos a continuacion.

Asi pues, con S(?,JA,-_{_L ) ':}: o tenemos aue los coeficien

tes modales tienen un comportamiento temporal dado por :

“ ]
Baate) = Busco) 5’“4% Sex [ g™ 47 ..(W.3.4)

Wal

LOwy (T— t)

(I .3.2)
:’i:_; W= :E:‘;W) C

+
De modo que el producto :PnQ Kf) Em_) &'h)

queda como :



-157-

nat
oo T W = Bl Byt

EAION g, Q{“’nﬂ" 1) 6'-,('“)
Whe

é’ms \“—t)

(o .3 .3 )
se tiene

€
BB )= R P )8 "“”*"‘“’?:St"‘)s [“’"‘ g )

oo 3.4)
y el cociente M&l es dado por ¢ \m
Roo(t) BN (1)

y para el modo fundamental, -m-ﬂ.:“) =

m(K-t)
't(‘). n&‘ki Ay
Foad) Ty ) ,,g(o)fw(q‘)e"‘e 5 0 —"-\—)Snu[g ]6

Weo¥-t)
Bult) B0 BB 858 “’“‘““MS (&Ené
v (TX.3.5)

Como W, es el eigenvalor fundamental supongamos 3 casos :

a) Wao S0
b) Wy = 0

) W, ¢ O

Asi con Wng ¢ @ Para Wng FWae, es decir suponiendo
) Woo >0 ¥y Wny, Wmj<o , pava Wng,Wm; #Doo

cuando t crece :P+ X
n\\mel(f) [ Sn2e

T T© | (B Seo] Tl (1) &
y dado aue la cantidad I*‘ Lt‘\) e O\‘—f)

siempre estd acotada :

"‘JL“ f.)
" Sl (I3 6)

Patd) P..‘;.u) ~ o
Bolt) Bt (t)

; W, DOm)# o .

Por 1o que (VII.3.5) queda, cuando t aumenta como :

co (T3

b) W= 0
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- Py U)Se i) |
. gk Rl 3
l’ngwym,m_\) Wng _ ... .3.8)

Plt) P P (@PR B Saut
y de nuevo 4
]?,‘g(;t) ]E;nj t&) ~

Ro(t) BL W)
¢) Woo s Wng, wm_,‘#woo
cuando t aumenta

(WX .3.9 )

by 0 o (1)
" g &
Frat B ) -y —2n2 ... (WL .3.10)
Poo () 2310 R o, én..w_&)
Wes

por 1o que

PPy . @ooSnale; (1) ... (3m.3.4%)
?oo(-"l) P:;L'ﬂ - Win SOO EZO U"\)

Esta cantidad debe ser muy pequeiia para aue la contribucidn delos -
modos mds altos que el fundamental sea despreciable y poder concluir
que 1os diversos factores tienden a su valor en el estado fundamental
como 1o indica el hecho de que los modos diferentes del fundamental -
decaen, sin la fuenten mis rdpidamente que éste. Por lo que es de espe
rarse que las poblaciones tiendan a un cierto valor asintdtico debido-

a la presencia de.fuentes externas .
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VI1.4 [INTERPRETACION DE LA FUNCION ADJUNTA

Como ya discutimos en el Capitulo IV 1a eleccidn del evento caracteris
tico, a]c;s;;(;) origen neutrones y precursores da lugar a los diversas -
interpretaciones de la funci6n adjunta. Asi pues, consideremos como -
evento caracteristico, por ejemplo, el nimero total de fisiones por -

unidad de tiempo (1).

Supongamos que se inyectan Q neutrones en un reactor al tiempo t=0 -

en un punto (;’I M" _ﬂ,' ) del espacio fase.

Suponiendo que no hay neutrones ni precursores en este instante, ni -

existen fuentes externas de neutrones,.queremos dete}‘lﬁir{a‘wrv‘: 1a“densidad
N e i )

de neutrones n{ ¥, Py ,JZ_ ) como funcién de.( Y;M',.G. ) -

para todos los tiempos y en particular cuando - =& e -

Para esto se tienen las ecuaciones de transporte dadas por (I1.3.19) y

(11.3.20) con SO ¥, el ) = 0. €5 decir

: 6
an _ 4 Lo
at—““'\' ?—E. NN

2

M
=wn - LG
Donde hemos suprimido los argumentos de las

y ('_: ('{;J M,-Q , + ) en 1as»§r7uac‘wneis,;por §1mp11c1
dad. R i ¢ et o

Estas ecuaciones deben ser resueltas con las condiciones de contorno -~

temporates ne ¥,m, L4=0)- Q S(;-;')S(M-'—}L‘)S(-[_L‘-_{_L,)
ceo (M. 4. 2)



~160-
Ci (%, 8,8,0)=0 e (m.g 4"

Como ya vimos, 1as ecuaciones de transporte pueden ser expresadas -

por las ecuaciones {VI.2.31) como :
=2 A
2R - R
ot
Ahora utilizando los eigenvectores del operador \K

desarrallamos ney,m, 4,4 ) de acuerdo con {VI.3.1) -

como :

F{’L?, Ei “nL&)Cb“R o (WM4.2)
n=p R=o

Como,ya vimos, para un sistema sin fuentes externas

Pra(4) = Bl 6""“)

y por 1o tanto

> < ¢ + 7
n(—i’u.) z E nX Lo)éshﬁ ¢ ‘M'._(z) PR (‘m -7' 3)
n=p Qo
y ahora utilizando 1a condicidn inicial
QE(F-) St L))
(o]

(¥,8,4,0) = . v (WL 404)

como ademds
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ne, =E‘£au<§> (G )... (W.4.5)

h==c>

y utilizando la propiedad de biortonormalidad de los eigenvectores -

y sus adjuntos tenemos:

a4
Qug= <& | R 8,00y +or (T 4ee)

y dado que
N:(;)Al'.{_l)
+
—_>+ C")R &YJM)'{-L) (.
q)ng = . xx W . Y4.3)
Co g (F 1, 2)
junto con (V1I.4.4.) tenemos
Ang = QLTI L1) cer (TL.4.8)

y comparando con (VII.4.5) junto con (VII.4.3.) para t=0 tenemos oue :
Port) = ang .. (Tm.u4.a)
po% lo tanto

o G
—)_‘ ——
V)(.Y)/*y :8; ;Ej ‘I ail{)éf (F) (Y,Alf£L )
e .. (EL.4.20)
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por 1o que la densidad de neutrones queda como : \
Qat
1 . -
0, 2,4= X E QN H ARNWUIW SRR\ | LIS
NTo
Ahora, como nos interesa e1 nimero de fisiones producidas, multipli-
cando ambos miembros de (Vil.4.11) por ’l)‘(»u) ZF (¥u) )

e integrando a todo el espacio fase se tiene :

Tw) = %X&QN (F ‘JL‘)e Sjgéaré#éﬂ_ﬁ‘(MZ(:(Y.“)N WL
UELYTEN e Cm.-"\-m) .

donde 7 _

t=i{fevintvwZonent,e (@ ue)

ya que el miembro izquierdo de (VII.4,12) es: el ‘nﬁmver_b‘ Vtotai de fisio-

nes, podemos interpretar a

QNiGua)E ""J‘Sﬁévmx_t v T (500 N, 1, 8) = na @)

cer (VL. H.1Y4)
como el ndmero total de fisiones por. unidad de tiempo producidos en -

el modo (n, 9 e

Repitiendo el prqégsd. )

nes inyectados en -
(P 7)o T
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QN @ e Sggéaréuéﬂ'ﬂtu)f GaNF )= T )

e (YL .Y.15)

Ahora, dividiendo entre si (VII.4.14) y (VI1.4.15) obtenemos

(r x5 2) T g (B, 2 4)
N* (Y"IJ.".Q") ‘R\,Q LY"M"-O-”'L>

3=

cee (T .Y06)

Lo que se desprende de 1o anterior es que la imnortancia asociada a
los neutrones que "pertenecen" al modo ( Yl) Sk ), es la misma -

para cualquier valor de " J{ " desde 0 hasta 6, si n estd -

fija.

Dado que Woo, es el eigenvalor fundamental se tiene que :

Te Wl €)% QNT,(F', e 2) é"wtss 5.;3, dadf ¥ (LA, Nt 4,2)
... (3T . 4. 13)

por lo tanto, utilizando (V11.4.16) para el modo fundamental, y -

TEwEY | Tl | (qr e
T ¥ t) T°°(?’;”,J!”l‘;t)
tenemos

/A —
T+ Ut x NS 7 ', )
q‘ 11" JQH ) Vlo (‘HZ‘LHS—[E')

UG\ R B
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Por 1o tanto, transcurriendo un tiempo suficiente para que los modos

mis altos decaigan, la potencia total de sistema serd prdcticamente-

debida al modo fundamental.

Esto nos proporciona un método experimental para determinar los va-
lores relativos de las funciones de importancia del modo fundamental,

adn sin conocer los detalles estructurales del nicleo del reactor.

Por 10 tanto, en eSte caso, el valor de 1a funcién de importancia, -
de los neutrones en un punto del espacio fase se puede interpretar -
como el nimero total de fisiones ( & potencia del reactor )} produci-
da en promedio por un neutrdn situado en ese punto. La misma conclu-

sién es vdlida para la funcién. de_importancia de los precursores.

Resumiendo, Yo que se hizo en &ste capftulo fué apliéar el método -
de eigenvectores al andlisis de algunos pardmetros involucrados en -
las ecuaciones cinéticas puntuales, y se observa que en caso de no -
existir fuentes externas de neutrones, los valores de los pardmetros

tienden al valor del estado fundamental.

Después analizamos la utilidad e interpretacibn dg}ia:funiidﬁ de im-

portancia en un ejemplo particular.

En el préximo capitulo se obtienen algunas soluciones aproximadas de

las ecuaciones cinéticas puntuales.



CAPITULO VIII
SOLUCION APROXIMADA DE LAS ECUACIONES CINETI-
CAS PUNTUALES

VIII.1 INTRODUCCION
En éste Capitulo se obtienen algunas soluciones-
andliticas aproximadas y se comparan con soluciones ob-
tenidas por métodos analégicos (usando una computadora-
@nalégica), de las ecuaciones cinéticds puntuales en el-
modelo de un grupo de neutrones retardados, con fuente-
efectiva de la forma B ({)= So [ ul{t) - u({—To)] (don
de u(t) es la funcibn de Heaviside) y se comparan ambas
soluciones. Es importante recordar que la fuente exter-
na con la que trabajamos es la fuente efectiva, la - -
Cual es, como vimos en el Capitulo V, un promedio pesa
do de la fuente externa real con las funciones de forma
de la densidad de neutrones y su funcién de importancia
Una solucibn analfitica rigurosa de las ecuacio--
nes cinéticds puntuales obtenidds en el Capitulo V, se-
vuelve prActicamente imposible de obtener, por el grado-
de complejidad que se tiene.
AGn en el caso de un solo grupo de neutrones re-
tardados, la solucibn rigurosa es Symamente diffcil
de obtener, dado que los pardmetros de las ecuaciones -

cinéticas son funciones del tiempo.
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Asi pues, se obtienen algunas soluciones de las -~
ecuaciones cineticgs puntuales en el modelo de un sdlo -
grupo de neutrones retardados, con la aproximacibn de --
que los parémetros involucrados en dichas ecuaciones - -

sean independientes del tiempo.

VIII.2 ECUACIONES CINETICAS PUNTUALES APROXIMADAS,
Empezaremos por hacer aproximaciones sobre las --
ecuaciones cinéticds puntuales para el caso de 6 grupos-
de neutrones retardadps,para que en la siguiente seccibn
particularicemos al caso de un solo grupo de neutrones -
retardados.
Las ecuaciones cinéticos puﬁtﬁaiesgfggranwpﬁteﬁi-

das en (V.3.8) y (V.3.15) 'y son.

Bit) = Py —’—ﬂ‘*’—‘é‘—’»«ikbiactca ' %w"'

Tt = ﬂiﬁl P (4i- Ws.&))C; t)

L-l 2,-"]61,

Ahora, el hecho de encontrar la solucibn rigurosa
de las ecuaciones anteriores implica un conocimiento de-

las funciones de forma (CAPITULO V), el cual es logrado-
v

sblo su conocemos explicitamente los eigenvectores 4%15
(]
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sus eigenvalores Lung y sus correspondientes adjuntos. En
pocas palabras la solucibn depende del conocimiento de la
solucibn rigurosa de las ecuaciones de eigenvaloves (CAPI
TULO VI), lo cual es, para todos los casos practicos, im-
posible y se tiene que hacer una aproximacibn sobre los -
parémetros ?(*(:) f Fie({). ,Q (1) Wl(":) ' Wai({‘) y bylt).
Como se discutic en el Capfitulo anterior, todos --
los pardmetros anteriores tienen un comportamiento tempo-
ral transitorio, tendiendo dsintoticamente hacia un valor
constante, por 1o que si despreciamos éste el comportami-
ento transitorio y tomamos los valores de é&stos paréme- -
tros como constantes en el tiempo e iguales a su valor en
el estado fundamental, reducimos la complejidad del pro--
blema en una forma considerable.
Asi pues, con €stas aproximaciones las ecuaciones -

cinéticas puntuales quedan como:

. _ Be- W, [~ _ B Lo
Pm=mﬁﬁ%_’+2ﬂhQuHS&%anﬂﬂ

C;W= 'BTz‘ RW) - (hi-Wai ) G )

~«. (VIII,2.2)

t=21,3,. 0, 6.
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lL.os cuales llamaremos ecuaciones cinéticas puntua
les aproximadas. En la siguiente seccibn nos reduciremos
a tratar el caso de un grupo de neutrones retardados con

esta aproximacibn de parimetros constantes.

VvIII.3. SOLUCION ANALITICA PARA EL MODELO CON UN GRURO-
DE NEUTRONES RETARDADOS.

En &sta seccibn encontramos, algunas soluciones -
particulaxes de las ecuaciones cinétlcas puntuales en el
modelo de 1 grupo de neutrones retardados. Este modelo -
consiste en suponer que todos los neutrones retardados -
forman parte de un solo grupo, siendo la constante A aso
ciada a ese grupo, un promedio pesado de los constantes-
de decamento pertenecientes al caso de 6 grupos de neu--
trones retardados; y la fraccibn,ﬁh para este grupo es
la sumd de las Bie en el aso de G gropes

para 6sta situacibn las ecuaciones cinéticos pun-

tuales aproximados (VIII.2.1) ¥ (VIII.2.2) quedan como:

Pu) = f—_‘;_e_\'& P) + Kb, 2 ;‘s&)- o
""(V’i’ZII;;.'i.l)

<) = Be pe) - (W5) )
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Los cuales pueden ponerse en forma matricial como:

é% - Pe-\, S
(t) s hoo\[ B (3w

cl) P/ - New ) \©

ee o {VIZX,.3.2)

Ecuacibn que es de la forma

?({-) =/\ )-Z(-k) 4 _§Q{-) . .(vxyn’v.':iv.a)
donde ' '

K4 = (Pm ) Iz

qALH
b

PP gy,

veo(VIIT.3.5) ¢

PC/R ",\-\-Ws




X = (sSi—AS‘ XE)+ (sT-A) Ris)

.- (VIII.3.8)

De manera que la solucibn gueda como:
-\ - =\ -\
R)= £ (I-A) [0+ £ CT-a) R
.. (VIII.3.9)

Donde"ﬁt‘ denota la transformada inversa de Lapla

ce. Usando klo) :
—\— AAJ\JV\{Q (51-4\)
CIA) = 11 (sE-A)

.- (VIII.3.10)

ST-A = | |

- P S 44V

Tenemos:

VIR 2(sthvs)(s- £REWY. ABebe  qursan

——a——

2
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Y
st L"\Aa A\)o
Aé) U’II"/A) = < W (VIXI.3.12)
P % |
De modo que
(ﬁ“' /\—\0{3 4N §
P 5= xﬂiﬁ} . (VIII,3,13)

$45(A-Wy- Bee.) -_’5:. fp- I-L,)...\;L] W f-__kj:‘."_'

(ST-A =

Y sustituyendo en (vW.3,9) :

(Ml\—k\a Ab,
~ . - —Pe-“l)
X)= 11 o/ B sl (T}
S5k V- E%'_\d-)drf[?- Fai-bo) W) +
+ wi E.P;-\i\n
°.>+k~\r‘13 K%,
-1 . 3 e*w‘\} R (5 )
+f Pe/ >

2 W - 9-Be-Wu ~ATo -% - w
S 45 (A-Ws __f_:q__) T[? Peli-b.) \I\J-\v\?\; I

(VIII.3.14)
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Como mencionamos antes, vamos a proponer qve .

- So La- 4 (41
SW=

(VIII.3.15)
o

Donde u (t) es la funcibn de Heaviside, definidd-

por
- o si  t<o
M) =

A st tz2o0

De manera que (Ver Apéndice A parte 2)

E%s I:i' égﬁs ]
o 5T

{al qve

- (VIII.3.16)

-Tos

(S+kns)i-e ]
3} s[5 (v SRty )-Afp 1y ]
(sT-n) Ris)= t s

\ b L\—é%]

e e

«eo (VIII.3.17)
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Factorizando el denominador
ETSURTRIRE IR ST Y el
&5 , Gover B (tacve- Bl n (et -)-wwz.?_&—‘l}
Q
‘ is y e Ehcby (A—\Aa-K'I}i"l')‘,q{f-&-pgu—so)-w}wa?:%:kﬁ

4

.. (VIII.III.18)

Y para simplificar la escritura definimos
2
_(h-Ms- f:i&:ld:) + ﬁA-w,- 5’%«:&)4 H&f.@-M\-L.)-\AIj* N,E%rl’_?

3

vy Bty \/(A-Ns- Pty )%{{;-B’-Fe('%ﬂ)-w.}%ﬁ%:@f}

b=&
2

... (vIrI.3.19)

De manera que la solucién (VIII.III. 13) queda co-

B _?j_/},_ﬁ_i—— Aka -2
3 (k) .f i (s(s«:.)(s-\ b) :(j@(ﬂwb) \ % X(d")
S(S4a)(stb)  TSeia)(ib)

L .{vIIL.3.20)

N W) 8]
= S(sta)(S4b
(]

3(sta)(5+b)
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Finalmente, con ayuda del Apendice Ay recordando

- Py
X({M( ) >
< (t)

La solucibn es:

at L
P(‘E) = :E(O*)——i"—’“[( ’\-“3'“’) é - (/\'\I\g'k) eb{- 1

que

+Cco+>bbq(€ -b't)
-bt

+5, al) (AN AWs-a 5 foweb
)[ b 4(\,—4_) €- \,(\:1) ¢ ]

- %, mld 'To)[ é-—-w-é- e AWs-a é"-("i‘j(")/\_“a_k 29&-’12)]

ab a..Uo—a_) b(ocb)
(vizzr,3.z2l1)

Y

vt

CH) =3 (¢ )_Pf/*?_(‘a{ o )+E(&)ZL——YU°J'—§$B‘)€

. -:_{ éL.-{:

2Be-W,\ —at = L e _C

o B g w51
—aliy  cht-M)
TR i S - S

T [qb a(b-a)  b(a-b) ]

. (VIII.3.22)




<176~

Con "a" y .b" constantes definidos por las expre
siones (VIII,3.19).
Veamos ahora como se comportan las soluciones pa

ra tres casos distintos:

a) Para? =0 , b) Pard f(o con ,?‘((Fe Y
c) para Py o con P << Pe

La restriccibn en la magnitud de la reactividad-
gse debe a que, como vimos en el Capitulo anterior, para
reactividades pequefios Wy % o (VII.2.24) Y bi(-(:)’;..’;l
(VIir.2.27).

Por lo tanto, si tomamos los valores asintbticos~
de los pardmetros Wilt). by (£} v Wa;(t), con la co‘ndyi— -
cion de gue la reactividad sea pequefia (condiciéﬁ que -=
nos dice que las importancias de neutrones y pre_cursorgs

son practicamente iguales), tenemos:
W, W0
\A\j tH=zo

b:(t)Z A L. (VIII.3.23)

Con lo cual bo=11 \Ag‘.’.O .

Sustituyendo estos valores en las soluciones - -
(VII,3,20) y (viiz,3.21), podemos ahora proceder a anali
zar cada uno de los casos mencionados antes.

Trabajaremos primero con un sistema critico y Pre

cederemos en la forma siguiente: primero, el sistema estd
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inicialmente en potencia cero y elevamos la potencia --
introduciendo una fuente externa de neutrones y segundo,
consideraremos inicialmente critico con un cierto modelo
de potencia constante, sin fuentes externas y combiare~--~
mos sGbitamente la reactividad.
Asi pues, sea:
a.) ?:O

De las definiciones (VIII.3;1Q) con W3i=W3 ;? =0

y bo=1l, ver apendice A.2

L+ PR

]

a

b

L}

KL{MWH e «Pefo)t, 1o ateg(18 —(A*F%l)(‘t‘\‘o

+ L {fc al-u(tm)] + T ukt-‘l‘o)}%

(VIII.3.24)
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_ ) - .
C= P& }}'1_ Wbt , ) k-(AFr/t)
4) (o*) Belt-€ }+/\1TQ/Q{ f"/“]

+ 35,2 ) AN O

[(/\* -Pe/ﬂ) A* Pe/ﬂ (A% ?e/g )‘A

- SoPe s T P RS N 1
A (Ax Pe/sz)z L+ ?e/z A+ PorR)”

.. {vIII.3.25)

Las grédficas de &stas soluciones son mostrados --

en la figura VIII.1, para la situacion P (0%) = C(0+)=0

T, ‘ S
Fig.VIII.l Grafica de las ecuaciones (VIII.3,24) y (VIII

= 4
3.25) para el caso de que p(chy=0 y C (0 1=0.
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La explicacidn fisica del comportamiento mostrado
en la figura VIII.1l es la siguiente.

En este caso el sistema es critico, inicialmente-
no existen neutrones ni precursores, e insertamos una --
fuente externa de neutrones al tiempo t=0 y la extraemos
al tiempo t=To. Mediante Ja inserci6bn de la fuente pode-
mos elevar el nivel de potencia del reactor al punto -

deseado.

Las ecuaciones cinéticas puntuales para éste caso

son:

'2(&):%%1’({3 $ AT+

c<ty= E,QLE&) - /\2 Gty - (VIII.3.26)

Se puede observar-de éstassecuaéiones que ‘la suma
de las razones de produécibn de néutrones y precursores-
es una funcibn igual a la magnitud de la fuente. Egto es
l6gico puesto que el sistema es critico y la produccibn-
neta de neutrones y precursores debe ser igual a la mag-
nitud de la fuente externa.

Las ecuaciones (VIII.3.26), al ser evaluados en =

t=0, nos dan la razbn de producci6n de’ neutrones. .y pre--

cursores a ese tiempo; que &on:
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nl

Pl .=

(w32l

N

C;(Jc) \{=., =0

v éstos son los pendientes de los curvos P(t) v
e c;n £=0 . respectivamente.

Esto es de esperarse debido a que; a) no hay neu
trones antes de t=0, & sea, antes de la introduccidén -
de la fuente externa Yy b) al hecho de que los precurso-
res gson formados con un cierto tiempo de retraso.

A un tiempo At posterior, el valor de estos fun-

cidnes es:
P (At) =S, &t
_ (V. 3.28)
clay) =~ o o
¥ las razones de produccibn , es decir, los pen-

dientes de los curvds, son ahora:

By, = fS Aty Se
e (VI,3.29)
< 4) \{mt: Ee.%w.—k
Con lo cual vemés que, debido al efecto de neu-
trones ret ardados, la razbn de produccibn de neutro--
nes, se ve disminuida por la formacibn de precursores-—

y por lo tanto la razbdn de formacibn de precursores se

incrementa. Como consecuencia , podemos pensar que el-

factor ?‘/Q es la velocidad de produccién de precurso--
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res por unidad de"densidad"de neutrones P({). Asi pues,

al transcurrir, el tiempo la pendiente de P{(+4) disminui

ra y la de T({) aumentard, ambos hasta un cierto limite;
éste limite se debe a gue la produccibn de precursores-

aumenta en forma proporcional a la "densidad" de neutro
nes P(t), y si esta disminuye la densidad de precurso--

res también disminuird, aungue con retraso.

Por lo tanto, una vez, alcanzado &ste limite las
razones de produccibébn de neutrones y de precursores se-
r&n constantes. Esto es mostrado en la grédfica-en la --
parte en la cual las funciones P({)‘y‘aﬁi)fgumentan 1i~-
nealmente, : o

En el instante t=To, en el cual se ‘extrae 1la « -

fuente externa de neutrones, dado que el sistema es cri

y utilizando el hecho de que la extracecibn de la fuente
no afecta inmediatamente la produccibn de precursores,-
debido al tiempo de retraso, pero la raz6én de produc- -
cibn de neutrones si se ve afectada, y dado que la suma
de las vazones de producaicw @s cevo,st Lu vaion deproduccidn
de precursores es la msma, ahora la razbn de produccibdn
de neutrones debe ser negativa y, por lo tanto, la den-
sidad de neutrones decaeri, mientras que la de precurso

res aumentard hasta el punto en el cual la razbdn de de-

camiento de los precursores sea igual a la raz6n de su-

producci6bn a partir del cual P(H{) y € (&) ser&n constan
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b pco 5 IPlecpe

De las definiciones (vIrr.3.19), (ver apendice
A.2), tenemos: '
(At Petit! +.|(u.k§*_\ﬂa qg”m'
ax ) ) ~ At Petifl
L

X

2416l -t
b = (A+E——;—E)_ﬁk}k2§l)z_%m L oLwot

a ~ Ty etlfl
| .{\+ E£
Paxl:a_}o que 870 ¥ b 7 0 y !
De m;néra que (VIII.3. 21) que da comoi
jt PetlP __(H_Fe*\?\ +
Py = B e PR et Ea)
[kt §- ,11

/e xL/\”dec +
-\-A\:l Te

s
_1——1 5(6\) & %‘L/\-& "(M &%ﬂ'}{ §

T —— -
[(f\ Eiﬂ ) }\\ﬂ-&
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- (ks Perlfly ¢ Tom L
5 AL [ Limﬁ i \?\[‘ Z%i]e* ]

i2\ [(A+?%ilﬂ /;u} [L- Heie v

(As perlBl§
» Petlp é‘“ Pty eon,
ey [
AUTe) 9 [(M%'_)z Aryg

.+ (VIII.3.30)

Y para la ecuacibn (VIII.3.22) queda como:

E—[k ?sﬂ.?.\] g’ AR .{._ U\_‘_%\iﬂ){g

At Betify
[(k ?cﬂﬂ)z {\___I‘S e %:‘

- Ped el ~Cha PRy _ARL
qo*)l:fii_L i/\e N _{mww]é@%{}
2

[(M E’ﬂﬂ)’-_ .(\?\"3 A+ Bt
x E

C(—{) P(s)

Afg

_(/\+P5§Jﬂ)f N é@éﬁsf

5, feu g
S (fc){“p\ {g‘%_iz é'ml Mﬂ E A ]
(hs Peglty

~( 4t P LY 4LV ST,

, £V, fim

T Pe . x 7
P ’“"’”EF?\ (A fei BB Lot fp- ARR g

(ke Petltsy2

ves(VITIL3.31)



Las gréficas de éstas soluciones son mostrados en

la figura VIII.2, para el caso P(O+)= TohH)= o

Fisgkamente,el camportamiento mostrado en la gfa-

fica VIII.2 se explica en la forma siguiente.
En éste caso el slstema es suberiticpal introdu--
cir la reactividad negativa y los ecuaciones cinéticas que

describen ece comportamiento son
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P = —”"; Pe Ply+ATH) 48,

- (VW332)

T = ,z_‘;.}?&) AT

El coeficiente f&i se puede entender de la misma
manera que en insciso (a); el coeficiente - lfi lo en—
tenderemos como la rapidez de pérdida neta de neutrones
por unidad de "densidad" de neutrones, P(%).

E) aumento de la densidad de neutrones en t=o esv
debido a la introduccibn de la fuente externa. Conforme
transcurre el tiempo, la pendiente de la curva 2&{) se-~
hace cada vez menos pronunciada debido tanto:a los neu-
trones que son retardados como & la pérdida neta de - -
ellos debidp g que el sistema es subcrfticoiperé la den
sidad de neutrones aumentarérnliethaé éuéiié perdidas -
netds sean inferiores a la cantidad de neutrones intro-
ducidos por la fuente externa; en la instante en el - -
cual se igualen estds dos cantidades la poblacién de --

neutrones se mantendri constante
As{ poes, este muvel se gleanad cow:

Es decir, la poblacibn asintébtica, estacionarid
seré&:

T 2-S,
el
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En el instante en que 'q_ui{:emos la fuente los pér

aidas debjdasa que el sistema es soberico hacen que dis

minuya la densidad de nautrones tendiendo asintbticamen-

te a cevo.

<) 0<§’<</Be_

para este caso (Ver apendice A.2)

J

(/~+F"P)+/‘%

a-b =
,Q

De manera que 1as soluciones P(+) yE(f) quedan --
:E({) IS E'-:-'-?- u -U\-\F“ ?){ .S.L—’—-{;
(o )V\ Psi‘ _3_ e _,\. (319 pkﬁPﬂ-
At P'! -

LTy K2R Sl RSy AR
(Ax ?%Y.?* _gﬂ_ € L' 6(‘\* P%J‘)

(w B i

£, Py 1oL Ef_&/ slﬁ,,cmrsﬂ& MM* )

% P [u* ?e,s:)a,t A?'l § G . “B}ﬂ
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- Ue Bt 1({'1:,) 2 )

S LM(’:'&‘O)j--_ N EL 9. [}‘\ +
| § [ChePgtyt o2 \'_\-1-.4?-%&31]

e WML3.33 )
y la conce n:(:raclén de ?(ec_\wso\'es %oef\.a ’,
)-r—} c
+Eh J—ig Z Ea e (G ;

(/\*?L?) _1
'(+ Lf

- -(kﬁ?ﬂ'
"rso%—»ml_i_a,;__e ot e e_"* ?%’>
A [l PeRY] & 7S
) AT w%})t]

Uk PRy () %113— )
c" F’_S. "“u) —-—‘~+ e 9‘
A e (8 “(k\F‘ N Lj’ A 4
F e = o 9)1

S\ 3, 34)
Las gr&ficds de éstas soluciones son mostradas- =~ -

en la figura VIII.3 para el caso P(o)=5(0)= 0



-188-

FIGURA VIII,3

2y t
|
, Jﬁ S,
E(t)l\ +
- = .‘ ‘L , >

Figura VIII.3.~ Grdfica de las soluci.onea(VIII 3.33) y -

(VIII.3.34) para el caso P(O‘)=C(0 )= 0

El andlisis del comportamiento temporal para éste

caso se sigue del anflisis de los casos anteriores.

Para &ste caso el sistema es su?e«_vftico y las -~

ecuaciones cinetic@s que describen é&ste comportamiento son

Puwy- BP0 + AT+,

LAy 3s)
W= %e— Py - ACl)

En este caso % se puede entender como la rapi-

dez de ganancia neta de neutrones por unidad de "densi-
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dad” de neutrones P(4.

El cambio en la densidad de neutrones en t=0 se
debe de nuevo a la presencia de la fuente externa. La
curva sufre deapués una pequefia disminucibn en la pen-
diente, debido a que la ganancia de neutrones es menor
que la fraccidén de dos neutrones que son retrardados;-
posteriormente, debido al decdimiento de los precurso-
res, la curva tiende a levantarse, pero ya no tiende -
a un valor asintbtico pues la ganancia neta de neutro-
nes enpieza a jugar un papel dominante, haciendo que la
curva sea una exponencidl creciente. En el instante -
t=To, en el cual extraemos la fuente, la razbn de pro-
duccibn se ve disminuida, lo cual hace que la curva --
presente un repentino camhio de pendiente, posterior--~
mente el factor de ganancia neta 7§r6vo§$ éé'ﬁdéﬁon

el-levantamiento de la curva, tendiendo.de nuevo:a-una

exponencidl creciente.
Si consideramos ahora el an&lisis de i;s‘ecua—-
ciones para el caso en el cual el sistema esté& libre -
de fuentes externds de neutrones y que sea critico an-
tes de t=0 y en ese instante el sistema cambia repenti
namente ya sea a supercritico o a subcrftico tendremos
que las soluciones tienen el comportamiento que es ilug

trado en los siguientes figuras.
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’*'v

N

FIGURA VIIX.4.~ GRAFICAS DE IAS SOLUCIONES (VIII.3.30) y
(VIIT.3.31) para el caso de §e=0, Si P = 0 para T¢o y L0
para ThH o .



P (o)

FIGURA VIII.5.- GRAFICAS DE IAS SOLUCIONES (VIII.3.30) y

(VIII.3.3I) para 61 ‘caso de Se = &, si f = o para T<o--

y?)o para TH o o
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Para el caso de insercifn de REACTIVIDAD NEGATIVA - -
tenemos que, dado que el sistema es critico antes de t=o, -
el ndmerc de neutrones de fisién que son retardados es - -
igual al nudmero de precursores que decaen en momento en —-—
que ingertamos reactividad negativa. La pérdida de neu- -
trones juega el papel importante y disminuye la densidad -
neutrones, como se muestra en la Fig VIII.4.

Para el caso de insercién de reactividad positiva -
repentinamente en un reactor critico, se produce el llama-
do salto inmediato, debido a la introducién de la reacti--
vidad. Posteriormente, debido a los neutrones Yetavdddes,
La curva empieia & dsmmowr 59 pendiente tasta que los nevtvones yenener-
tes del decaimiento de los precursores empiezan a incremen
tar de nuevo la pendiente de la curva, volviendose ésta --

asintéticante exponencial.

VIiIi.4 METODO DE SOLUCION ANALOGICA

En egta seccidn se obtienen, usando metodos analé--
gicos, algunas soluciones de las ecuaciones cineticas pun-
puntuales dados en (VIII.3.l). Las soluciones analSgicas-
presentan el comportamiento de una manera cualitativa y --
tienen la ventaja de que podemos observar el comportamien-
to temporal de las soluciones, de una manera r&pida. Se -
llama metodo analdgico puesto que hace uso de procesos - -
eléctricos para realizar operaciones matemdticas, como - -

suma, resta integracidn, etc.. Y las soluciones son obteni
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dos observando el comportamiento temporal de voltajes en

ciertas etapas del proceso.

Fijemos nuestra atencién al caso que nos preocupa

por el momento, es decir encontrar las soluciones de las

ecuaciones (VIII.3.I) en w;eo, bs = Iy, Wy = 0 es decir

Puw)- %E%E&H AL +Sw)

< (%) gg e - A,é(f)'+ Wy Tl

Primeramente tenemos que construir un "diagrama en
blogque" (andlogo a un diagrama de flujo en computacién di
gital) del proceso, por medio del cual obtendremos las so
luciones.

El "diagrama de bloques" que representa a las ecua

ciones diferenciales (VIII.3.l) es el siguiente !
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jé:PQt) | SAJ;

—

+ —
SJ b C )

BN
[

FIGURA VIII. 7 FDiégrama de bloque" de las Ecuaciones - -

(VIII.3.1)

En donde los "bloques" pueden ser entendidos como-

operadores, loc cuales realizan la operacién indicada en-
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ellos, sobre la sefial Ssefiales que entran a éstog y las -

flechas indican las direcciones 8 caminos que deben tomar

las sefiales.

Explicaremos el significado de cada bloque

Es un blogue en el cual la sefial-

stt) . LA velawdw ewtre

ety 4 si de entrada es e(f) y la de salida es
—_— S t e(t) y s(t) es la siguiente

S(t)=Se('t)dt

Este bloque se llama ntegrador

et) K Sst) Este blogue se 1la multiplicador.
donde S{t) = ke(+t)

Este blogue realiza la siguiente
€,(t)
et operacién

S(t) =¢, (8 -ey (d

S(v)

Este blogue se denomina sumadoxr-
€.(%t)

y realiza la siguiente operacién -

sCt) S(t) = e (4) + e, &0

Para obtener soluciones de las ecuaciones(VIII:3I)
se contruy$ electrénicamente el diagrama de la Fig VIII.?7
utilizando el equivalente electrénico de los siguientes -

bloques (Apéndice B).




bloque

Equivalente electrdnico

e—-.I‘“ §o |

it
—?—# Kyo
R,
e S(t
0, K<O‘————?) R St
o-—lgw._. )
el
donde
R
3 R .1k
- 1
ety
e, t)

S(t)
Cy @
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En donde el simbolo B significa aml:at\fmac\m’
operacional (Apéndice B).

vtilizando éstas equivalentes electrénicos para =-.

los bloques, el diagrama de la Fig VIII.7 queda como

opF
f’(*) l—_l 100K
r) < M

>

4K

FiIGURA V.8 .~ EQUWALENTE ELEcTRONWCEG  DEL

DIAGRAMA VW]
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Se construyd en el laboratorio el diagrama de la -
Fig VIII.8, y se realizaron los experimentos con los valo

re F°-= 0.0065, P = 0.0014

-\
£ =10 seg, A =0.0%% Seq de manera -
que ajustando los potencio'meﬂo‘; se obtuvierdn en forma

lo- mds aproximadq posible los valores

-1
% = 6.5y A= 0.077 seg -
Se analizaron lus casos discutidos en la seccién -

anterior, es decir: primero un-reactor critico a cero po-
tencia, ingertando una fuente de neutrones durante un ci«-
erto intervalo de tiempo, para los 3 casos de £ =0, f’( 0
Yy ?}O; segundo para un reactor critico en un cierto ni--
vel de potencia, insertando repentinamente reactividad --

negativa,

Asi pues, partiendo de potencia cero, en un reactor
critico, con ?:0, insertando una fuente externa de neutro-

nes, obtuvimos.

Amy
2 Y-1- 13V
206 WV
180 mV
N "
Scs w"BiCr‘\'ial
»
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De la misma manera, partiendo Ae potencia cero, --
peYo esta vez en un reactor subcritico (? 40 ) insertan-

do fuente de neutrones externa se obtuvo.

wValts
200
#op

Py

i
1600

«0b
300
Qo

tiso
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Ahora, para el caso de un reactor supercritico - -
(y ?0) partiendo de potencia cero, Insertando una fuente

externa de neutrones.

Bhora, partiendo de un reactor critico a un cierto
nivel de potencia y libre de fuentes externds de neutro -
nes, insertando repentinamente reactividad negativa, se -

obtuvo
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Estas graficas concuerdan con los resultados cbte-

nidos en la seccién anterior.
con esto setermmq el caso simplificado del mode -
1o con un solo grupo de neutrones retardado$. En la si- ~
guiente se discute el diagrama de bloques para el caso --

del modelo con 6 grupos de neutrones retardados.
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VIII.5 DIAGRAMA PROPUESTO PARA RESOLVER LAS ECUACIONES
CINETICAS PUNTUALES CON 6 GRUPOS DE NEUTRONES -

RETARDADOS USANDO EL METODO ANALOGICO.

Usando el valor asintético de el factor \“gi . -
el cual es \KSE::O, las ecuaciones (VIII.2.l) y (VIII.2.2)

quedan como:

Py- ”R"" P(tn}’/\ C. c{)*%(’c)

=1

. LV\\\ 5.4

C.({)-_B_s.f({) L Cu) ,»’7,..(\!\\\5‘ .a)
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Y el &\agrama de \w(oqoe_s ?axa seo

selvocidu  ovs2nde uwna Com?u{a&ara

and L°'%“‘a es ¢

Fisoka. VW .4
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Este modelo no se construy§ pues el realizarlo, -
con la precisién adecuada para poder observar los deta--
lles finos de la influencia de los 6 grupos de neutrones
retardados, implica utilizar amplificadores operaciona--
les que son diffciles de cbtener en el mercado, siendo -
necesario importarlos con la consecuente pérdida de tiem

po.



CONCLUSIONES.

En este trabajo se han presentado algunos aspec-
tos inportantes del comportamiento espicial y temporal
de la poblacién de neutrones y de precursores en reacto
res nucleares.

Se utilizo un principio variacional en base al -
cual se dedujeron las ecuaciones cinéticas que gobier--
nan el comportamiento de lo que se llama funciones de-
importancia, De los discusiones presentadas en el traba
jo se pone de manifiesto un hecho que, desde mi punto -
de vista, es muy importante: el hecho de que las impor-
tancias de los neutrones sean, engeneral diferentes de-
las importancias de los precursores.

Estas funciones de importancia, se puso también-
de manifiesto, tienen un significado fizico muykimportag
te, relacionado con eventos caracteristicosdel funeiong
miento de un reactor nuclear.

Posteriormente se dedujeron lo que se llamd las
ecuaciones cinéticas puntuales generalizadas, en las -
cuales estédn involucrados coeficientes de reactividad,
fraccibn efectiva de neutrones retardados, tiempo de -
generacibn de neutrones, etc., que son factores genera
lizados, en el sentido de que involucran la diferencia
de importancia de los neutrones y los precursores y que

juegan un papel primordial en la operacibn de un reac--
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tor.

Después, usando elgenvectpyes y eigen-valores de-
un ciervto operador matviclal, se hizo un andlisis del com
portamiento temporal de *os factores mencionados antes y
se demostr6 que tienden a valores asintdticos, que son -
los caracter{sticos del reactor en regfmenes no transito
rios.

En $egulda se obtuvieron algunas soluciones apro
ximadas, analiticgs y analdgicas de las ecuaciones ciné-
ticas puntuales y se compdravon lds soluciones las solu
ciones obtenidas por éstos metodos observandose concor--
dancia en ambos tipos de soluciocnes.

Como comentarios finales, el andlisis de los eigen |

valores mencionados, no se ha hecho en forma general y-
rigurosa y solo se han considerado algunos casos particu
lares en la literatura (11) .El calculo y la determina-
cibn de los valores relativos de las funciones de impor-
tancia de los neutrones, en el estado fundamental, de un
reactor nuclear son problemas que todavia estfn abiertos,

Por Gltimo, el disefio y construccibdn del circuito
analdgico para obtener soluciones cualitativos de los --
ecuaciones de las ecuaciones cineticas puntuales para el
caso de 6 grupos de neutrones retardados, que no se pudo
realizar en &ste trabajo, por la falta de material ade--

cuado, se vé como un trabajo util para los lahoratorios-
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avanzados de la Facultad:; otra posibilidad méas accesible
serfia la realizaci6ébn de una simulacién digital utilizan-
do los servicios de un centro de cémputo, para comparar
las soluciones en los casos de 1 grupo de neutrones re-

tardados y 6 grupos de neutrones retardados.



ATENDICE A

AL TRANSFORMADA DE LAPIACE

G2) , (3) . (ae) .

Dada una funciébn £ (t), la cual satisface la con

dicién.

S | fey éﬁl At ¢ oo .. (ALY

Para algfin real Fnu{o G, la transformada de La-

place de £(t) se define como

- . -st
(o) = &F“‘)es it L)
Que es denotada por k ‘
E(s) =‘fg Ftﬂ‘ L (A.L3)

Siendo S, en general, una varigb: 1l§m§i§i§5 es-

to es

Sz T4 4w °°“3:{:T

La operaci6bn de obtener £(t) de la transformada-
F(s), se llama, transformacibén inversa de Laplace; que-

es denotada por
- - s e e
fy= L SFLS)K s Gy
Y esti dada por .
(% A La

st
rflt) = —AL—T— Fs) € é‘S e Lé' L'S:)
a4
e-joe
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Donde es una constante real més grande que todos

las partes reales de los singularidades de F(s).

Una tabla de transformadds utilizadd@s en el Capitu

lo VIII es:

TABLA A.l
ity Fs)
Al T
AL{"To) 'é‘ -s'r‘o
ot T
eﬁ Stq
u&_r(co,zﬂ-ﬂ) _;__r:e-a.'f‘o

para una funcién vectorial (12) ) tal como

— B t) BT
x’uh(ﬁ} e (Aset)
A L)

definimos la transformada de Laplace

K= LRl eme

LRwl - R T

, £{ew] |
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Y en general, si

o o
AW =
L (A1.B)

-

En{cnees

LY of“mt
IS /Au)k . o]

£ ;?“. Y ﬁ\ “m\

En forma anfloga se definen los transformados -

.. (A1 9)

inversas de Laplace.

Una Tabla de 13@s transformadds inversds utiliza-

dos en el Capitulo VIII es la siguiente

TABLA A,2
F(s) fiey
S +A-Wy A-Wa kv =a ot b -bt
semeey | ab WU 0o € T e
Kb, Abo Aby  =at 4y, bt
s¢sta)(sth) ab Kty - kk-a.)e - b - h)e'
—Pfs E‘_L.Mkt) P af_ LL—Q L ght
S (S4a)(s+b) ab a(p-a) bla —b)
so PRt | pews o, GRWR ta et R
3(s4a)(s+h) ab? alb-a)

P-e-W) / -bt

bla-b)
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T(s) ? (t)
S+A-Wy oy AWs  AMy-a &)y -bit-B)
S(eva)(st b) o 'P")& ab  alb-a) € - »(Qsh) %

£
Pe/t s Pe /) -ﬂlé-% ) 30 _,,(,é.qr 3
5(51!:)(&)?)6 A(t-'(‘o)sﬂ— q(b-a.) JQ_J 8

A

En seguida se presenta la obtencién de los --
constantes "a. y "b" utilizados en los diversos casos --
del CAPITULO VIII. Ademis se presentan la obtencién de -
P(t) y c{d) para esos casos.

caso 1

9 g

Las constanes a y b dados en (VIII,3.19) con ? =0

y W3=0, wl=o y bo=1l guedan como:

osy (an e Soruy |

y

:’i&k*%&-mi

Dertél manera que
@= ks P (A:#S
b=p ER—

con est@®s valores la ecuacibn (VIII.3.21) gueda como:
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Pw= l’(o*)i e JHTAYE 1%

A

R C(d)& _____Kéwk/z)t_l)g

AP
.__'ZR_ ~(A+Fe/p) £ L &b
+ w){ i P*/Y 48 (4 b(abe ){

- ] (A o ~lo
- Sou&-'v,)&_ Wi *ﬁ)ﬁm E*A"'L'L-Ewws
A Pefay bioa b ba-b)

e (M)

Y desarrollando en serie la funcifn exponencial

Q‘/__,_K—b'> kﬁ./;,b_.(&é)ﬂ...)
by *®  bla-b) baovab  bat) blab)

= -4a A.. o (A2.3)

a?

De manera analoga:

-b My
Q\{MK‘ f(i) (- ))- k_a_‘_/\({-'\‘o) - (A23)

Por lo tanto, sustituyendo "a" (A.2.2)queda como:

2= zmﬁ
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- (At Poat
4+ C[DJ‘) -1 )
4 Pe/y

- e -(£+Pea 3t
+3°*“U=)g "?’["’ze i Pe/R AL
(h+ Po2) (K+Poeyt (A+Pefe)

- ~(hrPek) (41

2

-3, 40T {"&E#/Ez g 4 PRy Al
(APd)  (h+Pefs)

De manera que si P(oh= c"(,o*) =0

(k
U- rM)'E .\._ﬁ_{i—-\{ os*:s“a
K+ P

. (AR6)

2] =S {cm«/g)

b,

2§ pap T HOWT) kR
EU-):S"{(’/-" K@ *‘) L*?‘/n

Che PR
pave t2 %,

S A2T) \

Ahora el comportamiento temporal de los precurso-

res de neutrones retardados. con los valores de "a" y "b"

dados en (A.2.1) la expresibn (VIII.3.22) queda como:

E)=2 () Pel1- TR, T Skt
=2 Ee{2- € f]_,r_j;{:\ I P

rad M) ’ ——
+ Sn%&[ﬂ{ < N + Q\;: a\o b(a-b)
-(Afée/f) (t-'l‘o) bl
A+ /oy ? o 5 - ﬂ
) ... (A2.8)

-S.ﬂs..utt— ,)[
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Yy de nuevo, como lo hicimos anteriormente, desa--
rrolando en serie la exponencial:
-b{
A
( - £ )=t (A-2.9)
a b(a—b) a @

Anilogamente:

-b(*-'l‘o)
U (- €—)

b->o ab p(a-b)

por lo tanto, sustituyendo "a".,

2= BB [y - SAPRIY aey pgpet
s { ]+A+?e/n Eﬁ“ ‘%‘-l

S S 0 (A.2.10)
a* a

(A.2.8) queda como:

-(Lf?ellz)t " Lt

(kxBeo ¥ @) A+PeR

LMD ) Mo
- e e —'—"' :
SoLuu-'?o)[ kP Chetel® o 7’3/{5

+5 ES— k\kﬁ{

- (A-2-LE
De manera que sl T 0%y = 2(0') = L 2-11)
'(k*?e/g)t
C(‘t Sﬁ-ﬁ-’( + £ R

UePAY  LeBh (wPa)
pava ost <My ... (A202)
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Y

UrPefo)t - CAePeRIETEY
e )]

OE '%_LL*M e

pra t2T, v (A2

Ahora cuando t

R i'fi;l

Q&.-z.mj

Sb
cltso)- % A*?L/z

Y por lo tanto

CU;-)"") LE(‘{—>¢)

Lo cual concuerda pex:fectamente con las ecuaciones

cineticQs para E = Z = O Y ? =] =0
dados en k_V_\T__.B.L) cen \A""’\“\S:O “w Loz 4

CASO 2
b) Peo com \Pl« e

Sea bo=1, W3=0 y W;3=0

Las expresiones (VIII.3.19) pueden ponerse como
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% ?—fﬂi‘)d(‘* bl

A.Q.lﬁ‘)
b= ((+?‘i-‘ﬂ)'\/m (

: e
Ahova. SV 1 5;3’.‘ << (A+ ?_%l?.‘ )

. ABV/R (4.2
BT ~ (e - SR0 &24)

?b‘, Lo ‘(:av\‘*.o

b/

a = (h+ Pe/e)

L ARL

Ay Pe/R)

(HA.QU.\‘-})

De manera que

ach =[Che 'Fn\?\) L\?\‘S/(M?—*«*—‘f—)

Y para E(O*) - C(D) =0
iy
et & wﬁm)t m\ 2 \e_c“‘ =) X

P(‘c)-so**m{\?\ (ks Mz A_z;] “p'\:I 'Eg_]_ﬁl)‘}
U A+
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- ~(k T )4 o)
— ygne
"'sc M L‘Q “'vo) { i [(, I\'\'%ﬁ\) @1

- (A*(ﬁ%) e (M— ; '} e (A218 )
MB_ K8\ R ]
Y . Ur P—'i[ﬂ) -ARA

Se
cl4) = _f..'u(t){mﬂ [_,L__ (A+ %ﬁﬂ)’] /‘m[\ (:‘i\é;ﬂ)

- (PR eu%%m (1)

_?3»( )&\?\ E"m*v*&}zﬁ')] ’;J[ ARVAR ]

(s Pet 2
Aa\‘\) b

CASO 3. '
c) P o ) Pe 7J>
Las expresiones (VIII.3.19) quedan como:
1
ko B e s Pty 48
I

qQ-=

1
By Jaersly ue

v desarrollando las raices, suponiendo que “;AS < A"' ie—F

x kr &£ ‘
* A .. (A.2-20)
Y.

-P
(A+ %—)
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Por lo tanto, PlEY = FaY =
or lo tanto, con P (g = (0 )y = o,
Las expresiones para P(t) y C (t) dadlds en (VIII.%.Q\)

y (VIII.3,22) quedan como s

% (14 Ll JT?J‘
Py = s.,ALJc){ -3y E_@. gl =N
{(Mf-n% A+ ﬁé&f

(At PT )
-(Lf?—';;l)&-\‘o) 0/8 eﬁ%gi“”
5 uitt)-Ly L =
- 'y -..—..)( 2= .
BMM)‘\- g-] 44 _&3_[3:,?.-)
(h+

Y las concentracién efectiva deprecursores queda como

-m st oh bt
] [lzar(msgﬂ \:M*u*‘“si’}/w?s‘)}

whBHN G“Mu—%)
_f._——._w_.

C(-t) — 50?—*—*’-\*){

=S, L )= 24
e {k? (& I\+U)] ['53+ /\‘\%——)]/(Aﬂjﬁ

(k.z.az)



APENDICE B

B.l. AMPLIFICADORES OPERACIONALES,

Un amplificador operacional es un "ente" electr$
nico (15), el cual, como su nombre lo indica, es un am-
plificador de voltaje.

Su simbolo es:

v¢{:1>_1"s

Donde las entradas + y - las llémaremos as{, en-
trada + y entrada -; Vs es el voltaje de salida y Ve es
el voltaje de entrada y es dado por:

Ve = ve,; - Ve_ B.1l.4
Donde Ve, y Ve, dan respectivamente los voltajes en -
la entrada + y en la entrada -.

La caracteristica esencial de los amplificadores
operacionales es que su factor de amplificacién es posi
tivo y de valor muy alto, idealmente es infinito.-

Es decir, el voltaje de salida y el de entrada estén re
lacionados por Vg= K Ve ~-~(§.1,1)

con lo cual podemos cobservar que

a) vs ¢ 0 si Ve-. Y ve+ o e e S e
L.{B.1.3)

b) v > 0 si Vet ) Ve-

Esta es la razén por la cual la entrada es llama

da la entrada inversovayla entrada +, la entrada no -
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inversovxd

Otra de las caracteristicas importantes es que -
la resistencia entre la entrada + y la entrada - es ~-
idealmente infinita; por lo cual no fluye corriente en-
tre las entradas + y la -. En la préctica la impedan--
cia de entrada es muy grande, pero finita del orden de-
10 Mfl 6 mayor dependiendo del tipc de amplificador --
operacional usado. {16)

La implementacién de integradores, sumadores y -
de amplificadores con ganancia finita (predete;minad&)—
es realizada mediante arreglos de resistencias y conden
sadores entre las entradas y la salida de los amplifica
dores operacionales.

A continuacién mostraremos y explicaremos las --
configuraciones necesarias para obtener integradores, -
sumadores e inversores, suponiendo que los amplificado-
res operacionales son ideales, Para un andlisis més ri-

guroso ver Ref.I5,

B.2. CONFIGURACION DE INTEGRADOR IDEAL.
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Supongamos que el amplificador operacional tiene
ganancia K , ¥ luego hagamos tender K—p @ .
La corriente gue atraviesa la resistencia R esté
dada por

1 = -Yemve

n (5.2.1.).

Ahora, sabemos que el voltaje entre las termina-

les de un condensador est& dado por

N o \B.2.2.)
C
donde C es la capacitancia y ¢ es la carga almacenada-

en el condensador, asi pues

Ve.-Vs = 9y

ra . § 3.2.3.)
donde ‘-'}L-t-)— S T vy .. .(B.2.4. )
Ast —\ls_—‘—§:uwc . (B2.8)

sustituyendo (B.2.1. ) en (B.2.5)

Ve.- \ly = 21— xc S(\;e_\/e)c\.g AB.2.6)

y utilizando el factor de amplificacién que nos dice -~
que Vs = K (Ve —Ve ) ... (Be2.70)
tenemos que,
como Ve,r=0, V ‘ \1 -
v} ... (B,2.8,
e K I (B.2.8,)
Asi pues, cuando K -» 9°

Ve.=o0
y sustituyendo en (B.2.6.) obtenemos
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+
No(4) = - L oo {B.2.9Y
W= &Ve(f)é‘t B

Donde RC es un factor de escala. Por ejemplo, -
si RC = 1 seg: <
Vo) = - { Vel dt o (B.2.10)

> | kag
Para los fines gue perseguimos este factor de es

cala nos permite acelerar 6 hacer més lento un proceso.

B.3. AMPLIFICADOR IDEAL DE GANANCIA A.

Sea la configuracién

sabemos que la corriente que fluye por la resistencia R,

Ve -Ve.
R,

y dado gque no fluye corriente entre las entradas + Yy -

est& dada por

=T k -..7(,;3.3.1) ,

la corriente que pasa por la resistencia R, estd dada-

por
VQ"Vs': B&_ kvc'-\k 3
R,
y como 7
Vs = K kve..ﬂ"".i:g Y =
Y dado que ot e R S s s

\Je* =0 =

por lo cual cuando K= oo
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Asf pues, sustituyendo en (B.3.2.) se tiene:
-Vs = Re. Ve
Ry
o sea:
R
Vs: - .__l Ve kB.3-3-)
R
de lo cual se deduce que para la configuracién presenta

da la ganancia es:

A=~ %1—. ( B-3.4.)

Una vez que se tienen estos resultados es inme-~-
diato que la configuracién de blogue inversoy (es decir
A =-1 y por lo tanto, Ry = Rj) debe ser la mostrada en-
la siguiente figura

1
MA

R,
o—M—

o ] “
S
= : j;_

B.4.- SUMADOR IDEAL DE N ENTRADAS.

Ve

n|——-0

Sea la siguiente configuracién

Y, AR R
——AA—
vy R

[—

V,‘O._M,;,“J - o

e

af—o
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Aplicando la ley de Kirchhoff al nodo de la en-

trada - tenemos "

(Vi-Ve.) _ VetV
y R| - \?'° . (5.4.1.)

t=
tomando el lfmite cuando Ve--¥» 0, se tiene que
Z" R
¥ .
wd;': - Ro, V;
i=1 Ri

Ahora, ésto significa gue el voltaje de salida -

B.4.2.

es una combinacidn lineal de los voltajes de entrada; -
para que sea simplemente la suma de los voltajes de en-
trada necesitamos que
Ro= R, pava teda i ( B.4.3)
con lo cual "
Vg = = jZ: Vi
1=

y la configuracién queda como

Ro
N, o—AN— R,

R
Vl o—dVV;——

Ro 1 N
Vo oA 3 ®

B.5. INTEGRADOR REAL.

Un modelo més real de un integrador anaiégico es

el siguiente (15).
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< =
[
o—AW\/ — |
R +
—L —V.F
< Ty ® o
1'
+
donde V.‘ simboliza una fuente de voltaje de magnitud

Vog (llamado voltaje de "offset")
I, simboliza una fuente de corriente de magnitud
®
Ih (llamada corriente de "Polarizacién“).

El andlisis del circuito nos proporciona

T = \fi’ﬁkf -(8.5.1.)
y dado gue e
T = T, +XL. e {87‘5.251

O sea: -I - I"Ib

Se tiene, por lo tanto, que:

Vog = Vs = & ff et )-1\,3&@ )

de donde se sigue que

+ +

Vs""’ VeA-(;-o-—-SVaF_ 4+ S‘Ibé‘t +V°F @.5.4.)

que difiere de (B.2.9.) en lo; dltimos tres términos, -~

los términos extras son llamados términos de error.
Como podemos observar, el término de error debi-

do al voltaje de "offset" incrementa linealmente y su -
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signo depende de la polaridad del voltaje de "offsat".-
Ademés de este voltaje "rampa" de error el voltaje "off
set" crea un voltaje de salida igual a su valor.

La corriente ]:b también incrementa el volta-
je de error en forma lineal.

pebido a estos voltajes dg error que aumentan li
nealmente, el tiempo de integracién se debe limitar a in
tervalos suficientemente pequefios, para que el error sea
despreciable.

Los efectos de la corriente 1\, pueden ser re
ducidos insertando una resistencia R' entre la entrada
+ y tierra, con lo cual se reduce la corriente.

El seguir estas recomendaciones, el funcionamien
to de un integrador real se acerca bastante al de un in
tegrador ideal.

El mismo tipo de and8lisis, con recomendaciones -~
semejantes, se sigue para los otros tipos de amplifica-

dor configuraciones discytidas.

B.6.~ TIPO DE AMPLIFICADOR USADO EN ESTE TRABAJO.

El tipo de amplificador del circuito de la Fig.-
VIII.8, fue el 741 y el 747 (el cual contiene dos ampli
ficadores 741l). Estos amplificadores tienen "grandes" -
voltaje de "offset" y corrientes de polarizacién. Se --
usaron estos awmplificalores 3clidoc a su disponibilidad-

en el laboratorio de Electrdnica de la Facultad de Cien
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Las caracteristicas de estos amplificadores ope--
racionales pueden ser encontradas recurriendo a los ma--

nuales correspondientes, (16).
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