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1 N T R o D u c c 1 o N 

El descubrimiento, desarrollo y uso de la energía nuclear, vino a 

abrir un gran campo de Investigación tanto en la Física Teórica -

como en la Experimental, así como en la Ingeniería. Las grandes -

perspectivas que tiene la energía nuclear como fuente principal -

de energía en un futuro no muy lejano, incrementan la importancia 

del estudio e investigación en éste campo. 

En este trabajo sólo nos interesarán los reactores nucleares de -

Fisión, y en particular la llamada Cinética de Reactores Nucleares, 

es decir, el comportamiento temporal de la población de neutones, y 

sus precursores. 

Dentro del campo de la Cinética de Reactores radican dos tipos bás_! 

cos de comportamiento temporal (2): el comportamiento a largo 

plazo y el comportamiento a corto plazo. 

El comportamiento a largo plazo es producido por los cambios de 

composición del núcleo del reactor, por consumo de combustible por

envenenamiento, por producción de radioisótopos y por producción 

de isótopos ffsiles y fisionables (2): el tiempo asociado a éstos -

fenómenos puede ser desde horas hasta días. 

El comportamiento a corto plazo (con tiempos asociados hasta de mi

nutos), es debido a propiedades intrínsecas del sistema, como geom! 

trfa y composición, así como a efectos de cambios de Temperatura, -

etc. 
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Este trabajo se enfoca al comportamiento temporal a corto plazo, 

en donde se suponen geometría, composición y temperatura constantes, 

siendo su objetivo principal, obtener y analizar las ecuaciones que

gobiernan el comportamiento temporal de la población de neutrones y

precursores, en base a un principio variacional y obtener algunas -

soluciones aproximadas de las llamadas "ecuaciones cinéticas puntua-

les". 

En el primer capítulo se mencionan las caracter!sticas principales 

de los Reactores Nucleares y las suposiciones básicas para el 

desarrollo del trabajo. 

En el segundo y tercer capítulos se deducen las ecuaciones de trans

porte directas y· adjuntas a través de un principio varia cional. 

En el cuarto capítulo se introduce el concept~cd.e,±'.f''!'2tl~r1 ~e Importa.!! 

cia" y se deducen las ecuaciones diferenciales.querÍgen su comporta--
> 

miento espac i o-tempora 1 . ' ' ··' ~;-i'"' · ·· · " 

Además, se identifica a las "funcionestJ~jjJ~~~(~~ir::-' "funciones de

Importancia" 
-_-,.,~:~:- );'H~iJ\~_',·'~- _. 

'. -· ~~ .:,:.~:-,/-r-:j)::.:} ;.} ., 
En el quinto capitulo se deducen.las llamadas ecuaciones cinéticas pun

tuales. 

En el sexto capítulo se desarrollan las densidades de neutrones y 

precursores, junto con sus adjuntos, en Eigenvectores de un operador -

Matricial ( el cual es discutido en el referencia 9). 

En el séptimo capítulo se hace una aplicación de estos desarrollos 

en eigenvectores al cálculo de parámetros de las "ecuaciones cinéticas 



puntuales" Se establece una interpretación de las funciones de densi--

dad adjuntas. 

En el octavo y último capítulo se obtienen algunas soluciones aproxima

das de las ecuaciones cinéticas puntuales, a través de un método analí

ticoyde un simulador analógico simple y se comparan los resultados oh-

tenidos. 

Entre los principales resultados obtepidos, están la obtención de las -

ecuaciones diferenciales que rigen e,l comportamiento de las funciones de 

Importancia, la generalización de lar11~madas ecuaciones puntuales y -

de los parámetros involucrados en céllci y la' concordancia entre las sol.!! 

ciones obtenidas de las ecuaciones cinéticas puntuales para el caso de

un grupo de neutrones retardados, usando los métodos analítico y ana-

lógico. 

Por último, es necesario hacer notar que debido a que los símbolos 

de sumatoria y de sección transversal son generalmente los mísmos hemos 

hecho la convención de que el símbolo de sumatoria sea denotado por 

2: en vez de ~. 
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CAPITULO 

R E A c T o R E s N u c L E A R E s 

I. 1 Introducción 

Un reactor nuclear es un arreglo de ciertos materiales ( tales como 
materiales físiles, fisionables y fértiles; moderados, absorbedores 
etc. ) en el cual se lleva a cabo, en forma controlada, una -
reacción en cadena con neutrones ( 2) • 

El proceso fundamental que tiene lugar en un reactor nuclear es 
aquel llamado físion nuclear, en el cual un núcleo pesado, mediante 
la absorción de un neutrón, se divide dando luqar a dos núcleos 
más ligeros, junto con la emisión de neutrones, rayos gamma, beta y 
neutrinos. 

Desde el punto de vista de la utilización de la energía nuclear, la 
importancia del proceso de fisión, radica en la gran cantidad de 
energía liberada y en la emisión de nuevos neutrones. 

La combinación de éstos dos hechos es lo oue hace posible la existe~ 
cia de una reacción en cadena de fisiones, autosostenida, con -
producción de energ!a. 

Una cuestión importante es que la reacción en cadena autosostenida -
es solamente posible con material físil. Los materiales fisionables
no pueden mantener una reacción en cadena debido a oue la orobabili
dad de fisión ( relacionada con la sección transversal de fisión, 
discutida en el próximo caoítulo es pequeña para neutrones de 
cualquier energfa ( 2) . 

I.2 Productos de Fisión 

Cuando un núcleo sufre fisión se forma cierto número de productos 



de ésta. 

Se producen los llamados fragmentos de fisión ( núcleos en los cua
les se divide el núcleo original ), y como ya se mencionó se produ
cen neutrones rayos galllTia, beta y neutrinos, ya sea en el instante
mismo de la fisión ó en algún tiempo posterior, cuando los fragmen
tos de fisión ( generalmente inestables ) decaioan. 

Cuando se forman los fragmentos de fisión, éstos son excesivamente
"ricos en neutrones 11

, es decir contienen más neutrones de los 
necesarios para que sean estables y tienden a decaer con la 
emisión de una ó más partículas beta, neutrinos y rayos oa1T1T1a. 

Por ejemplo, el isótopo de Telario, Te-135 que se produce directa-
mente en fisión, decae mediante el siguiente esquema : 

(estable) 

que es acompañado de radiación gal!l'lla y neutrinos. El decaimiento 
de los fragmentos de fisión es iMoortante por varias razones, primero 
la energía emitida en forma de rayos beta y qa1m1a, durante la opera
ción representa una contribución a la enerqia recuperable ( para 
usos prácticos ) de la fisión, ya que la gran mayoría de éstas 
partículas no pueden esca~ar de un reactor. 

En segundo luqar, alqunos de éstos fraqmentos de fisión pueden dar -
origen a neutrones. 

Estos se producen debido a la emisión de neutrones por núcleos deri
vados del decaimiento beta de los fraqmentos de fisión v son emiti-
dos con grandes tiempos de retraso (del órden de segundos }, -
después de qué la fisión se lleva a cabo. Debido.a ésto, los neutro
nes producidos así se llaman "neutrones retardados". Estos neutrones 
juegan un papel muy importante en la operación y control de reacto-
res nucleares, como se verá más adelante. 

En el proceso de fisión se producen también neutrones nrácticamente 



en el instante mismo de la fisión, y son llamados neutrones inmedia
tos. 

No todos los fragmentos de fisión 6 sus cadenas de desinteoración 
producen neutrones retardados, por lo que se ouede pensar que el 
número de éstos varía de fisión a fisión. 

De igual manera el número de neutrones inmediatos de fisión varia 
de fisión a fisión y por lo tanto, mientras que en alounas fisiones
no aparecerán neutrones inmediatos, en otros pueden producirse -
cinco, por ejemplo, ó aún más. Sin embarqo, basta con conocer el nú
mero promedio de neutrones emitidos por fisión tanto de los inmedia
tos como de los retardados en el tratamiento teórico de los reactores 
nucleares. 

Por último, es necesario mencionar que los fraoMentos de fisión, oue
den absorber neutrones en forma considerable, por lo oue actúan como -
venenos y deben ser tomados en cuenta en un tratamiento riguroso 
de los procesos involucrados en los reactores nucleares 

Por último, es necesario mencionar aue los fragmentos de fisión, pue
den absorber neutrones en forma considerable, por lo oue actúan como 
venenos y deben ser tomados en cuenta en un tratamiento riquroso de -
los procesos involucrados en los reactores nucleares (1) 

I.3 Balance de Neutrones y condición de criticidad 

Para producir una reacción en cadena autosostenida en un reactor nu-
clear, se debe establecer un balance entre la razón a la cual los ne.!!_ 
trones se producen en el sistema y la razón a la cual desaparecen 

( 2) 
Los neutrones se producen en el sistema por fisiones y/ó por fuentes
externas ( hechos por ejemplo, con una combinación de Radio con 
Berilio ), introducidos en el reactor. 

Los neutrones desaparecen del sistema en dos formas: ya sea escapando 
del reactor a través de su superficie ó siendo absorbidos por núcleos 
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de los materiales que componen el reactor nuclear. 

Las razones a las cuales los neutrones escapan y son absorbidos den
tro del reactor, dependen del tamaño, forma geométrica, composición
y arreglo de los materiales de los cuales está formado. 

La condición necesaria para que una reacción en cadena con neutrones 
sea estable y autosostenida, es que exactamente una fisión debe 

dar lugar a sólamente otra y, si éste es el caso, el número de fisio
nes que ocurren por unidad de tiemoo en todo el sistema será una con~ 
tante en el tiempo. Por otra parte, si cada f-isión da origen a más -
de una fisión en promedio, la razón de fisiones se incrementará con -
el tiempo y al contrario si cada fisión da origen en promedio a menos 
de una fisión, la razón de fisiones decrecerá con el tiempo. Cuando -
ocurre alguno de los casos anteriores en un reactor, éste se dice oue 
es cr.ítico, supercrítico ó subcrítico, respectivamente. 

A la relación de la razón de fisiones en una cierta generación entre
la razón de fisiones en la generación inmediata anterior, se le llama 
"factor de rnultipl icación " del sistema. Una medida de cuán lejos 
está un reactor de ser crítico, está dada por la llamada "reactividad" 
Estos conceptos serán discutidos con más detalle posteriormente. 

1.4 Tipos de reactores 

Una de las formas en que pueden clasificarse los reactores nucleares -
se basa en la energía cínetica con la cual la qran mayoría de los neu
trones producen las fisiones ( 2) . 

Los neutrones de fisión son emitidos con un espectro de energía cuyo -
promedio está al rededor de los 2 Mev, por lo tanto, si el reactor con
tiene materiales de poca masa atómica ( tales corno carbono, berlio ó -
agua ) los neutrones perderán rápidamente energía cinética oor colisiQ_ 
nes, llegando a la llamada re9ión térmica ( en la cual los neutrones -



neutrones estarán aproximadamente er, equilibrio térmico con los áto

mos del medio ) y por lo tanto producirán la mayoría de las fisiones 

en el intervalo energético desde 0.01 ev hasta Q.3 ev, (2). 

Este tipo de reactores se llaman Reactores Térmicos. 

Si el sistema está construido con materiales tales que hagan oue, la 

gran mayoría de los neutrones que causan fisión posean enernías des

de un poco arriba de la reqión térmica, hasi.a del órden de 10 Kev, -

el reactor es llamado Reactor Intermedio. 

Y si las fisiones se producen principal .. nte con neutrones de eneroías 

arriba de 10 Kev, los reactores son llamados Reactores Rá~idos. 

Otra forma de clasificar los reactores nucleares es basándose en la -

distribución de los materiales que los forman. Con base en ésto los -

reactores pueden clasificarse como Homogéneos o Heterog~neos 

Los reactores nucleares homogéneos son aquellos que tienen a los mate

riales que forman el núcleo del reactor en una mezcla homogénea. 

Los reactores heterogéneos son los que tienen los materiales que for-

man el núcleo del reactor separados y distribuidos en regiones bien -

definidas , (10). 

I.5 Modelo de reactor usado como base de este trabajo 



Para los fines de este trabajo se hacen varias suposiciones sobre -

el funcionamiento de un reactor nuclear. 

En el modelo que se adopta, se supone que el material de que está -

formado el reactor no sufre desgaste, es decir no hay consumo de ma

terial físil ni fisionable, ni envenenamiento por productos de -

fisión. Además se supone que el reactor funciona a temperatura cons

tante y por lo tanto se desprecian los cambios en la densidad de los 

materiales debidos a cambios de Temoeratura y alteraciones en las -

secciones eficaces debidas a efecto Doppl er ( 1) ( 2) En otras 

oalabras, no se producen efectos de retroalimentación oor cambios -

en el nivel de Potencia al cual trabaja el reactor. 

Por último, el desarrollo seguido en el trabajo es válid.o para cual-

géneo . 

'::·._:·:·-.;._;·.->·<:·:,' 
- .. ,_, ·.~~:-¡<-::;:,,~ }¡·»,;_: .< ' 

En el siguiente capítulo se deducen lás ecuac1ones;que gobiernan 
,,.; . '> .!,2_.\: 

el comportamiento de la densidad de neútronl!s y precursores en éste

tipo de sistema. 



CAPITULO II 

E e u A e 1 o N E s o E T R A N s p o R T E 

II. l Obtención de las· ecuaciones de transnorte 

En ésta sección se derivan, a partir de consideraciones físicas, las 
consideraciones de transporte que rigen el comportamiento de un rea!:_ 

tor nuclear. Se utiliza el método seguido en la Referencia I en la -

c\edvati6'1 deellas. Como se mencionó en el capitulo !, nos interesará 

sólo el comportamiento temporal a corto plazo, es decir, dentro de -

un lapso de tiempo suficientemente corto para aue los efectos de 

consumo de material físil y producción de isótopos en una cantidad -

considerable para ser tomada en cuenta, puedan ser despreciados. 

El comportamiento espacio temporal de la población de neutrones 

está completamente descrito int.roduciendo una función de siete vari! 

bles, 1 a cua 1 será denotada oor n ( i", 'il', t ) , 11 amada densidad ángu-

1 ar de neutrones y se define de manera que 

... (II..1.i) 

sea el número esnerado de neutrones en el elemento de vólumen 

en d'r en'i' con velocidades en d3v- en v al tiempo t. 

Definiendo la densidad ángular de neutrones como el número esperado-

en vez del número verdadero de neutrones en el elemento de volúmen -

en el espacio fase d3r d3v, se ha excluido la posibilidad de descr.!_ 

bir fluctuaciones locales en la población de neutrones. 

Ahora bien, los neutrones, en sus trayectorias dentro del medio 
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material del reactor, sufrirán colisiones con los Átomos del medio, 

se supondrá que éstas colisiones son instantáneas; así su efecto

sobre el movimiento de los neutrones puede ser descrito especifi

cando el camino libre medio entre colisiones como función de la -

velocidad de los neutrones. El inverso del caminolibre medio es la 

llamada sección transversal macroscópica ~ (f,v,t J 

siendo ... t"lt.l.<..) 

el número promedio de colisiones por segundo en el elemento de -

volúmen d3l- en r .de neutrones con velocidades en d3v alrede-

dor de v , al tiempo t. 

Experimentalmente se encuentra que la sección transversal macros

cópica depende de la magnitud de la velocidad V, ( 2) • Es 

decir 

tCY,ir,t)::tc:r,1ir\it) :t(:;.,v-.-1:) ... \lt·i.3) 
( En la sección .¡.2 se discute brevemente el origen de la depen

dencia temporal de las secciones trasnversales macroscópicas ). 

Dependiendo del tipo de colisión que sufran los neutrones, éstos -

pueden ser capturados, dispersados hacia otras velocidades, causar 

fisión, etc. Cada uno de éstos eventos está caracterizado por 

una sección rnacróscopica parcial , las cuales son denotadas por -

respectivamente para los eventos de captura, dispersjón, fisión. 



Ya que las razones de colisión son aditivos tenr.~os : 

~ l Y, ir, t) :. Le l i, '11', 't H l f { i', 'Ir, i) i . . . l'll. · i · 4 ) 
Donde L (y U'. t) es llamada la sección macroscópica total. 

j J 1 

La descripción matemática de un evento de dispersión requiere de la 

introducción de la sección transversal macroscópica de dispersión.-

denotada por !~ ~Y' / ;¡._. i} 11 -f: ) de modo que 

~ (l',v-+Ü'',t)lfn(r;i''•t) i!'rd1'1 cPif1 l1I . 1. s ) 

sea el número esperado de neutrones en d3r en r y d3v en v, que 

son dispersados a d3v 
1 

alrededor de v' debido a colisiones de ne!:!_ 

trones en d3v en v, dentro del mismo elemento de volúmen d3r en -

r . 

De esta definición se puede ver que 

... \n.~.~) 

donde se utilizó {- I I. l. 3 ) 

El evento de fisión requiere un poco más de, atención debido a la 

alta importancia de los productos de ella.'' 

En un evento de fisión, en promedio, se proc1uce más de un. neutrón. -

Estos neutrones son emitidos en el punto en el espacio fase donde -

la fisión tuvo lugar ( 1). 

Algunos de ellos son emitidos instantanéamente ( en intervalos de -

tiempo del órden 108 segundos ó menos después de que el evento de -
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fisión tuvo lugar ) y son nombrados neutrones inmediatos. Otros son 

emitidos con grandes tiempos de retardo ( del órden de se~undos ) y 

son llamados neutrones retardados. 

Su emisión se sigue de la desexcitación de ciertos fragmentos de -

fisión por decaimiento beta como se mencionó en el Capítulo I; por-
87 e.iemplo, el 35Br cuyo proceso de decaimiento es ilustrado en la-

siguiente figura. 

J) ... 

E:: o.2~0Mw 
ji,E:.o.2=JMev 

n 
~---~~~~~ª$~y~~~e~taDle) 

FIGURA II.l Esquema de decaimiento del 35Br87 



Estos fragmentos de fisión son llamados precursores de neutrones -

retardados. Un neutrón retardado es emitido por el núcleo hijo ( en 

el caso ilustrado es el 36Kr87 ) el cual es producido por el decaimi_ 

ento beta del fragmento de fisión correspondiente. 

La migración de los precursores antes de la emisión puede ser des-

preciada debido a que ellos pierden energía cinética muy rápidamen

te como consecuencia de su gran carga eléctrica, y por lo tanto son 

detenidos en una distancia corta del punto de su formación por 

fisión, ("1 1.4 (103) cm. en aluminio ). 

Por lo tanto, supondremos que los neutrones, tanto inmediatos como

retardados, son emitidos en el mismo punto del espacio en el cual -

la fisión tuvo lugar. 

Los neutrones retardados pueden ser el asifi cadas en .varios grupos, 

cada uno caracterizado por la constante de decaimiento del precur

sor responsabley po_r la fracción de los neutrone.s. retardado~ que -

son emitidos debido a éste precursor. 

-··· ., •'.,, .... 
De esta discusión es evidente que se. necesitan .las siguientes 

: ~ ''; 

cantidades para describir un evento de fisión de una manera cuant.!_ 
. . ~ -

tativa desde el punto de vista de la cinétic:a.de reactoi:es : 

a) La constante de _decaimiento .(\del i-ésimo grupo de _prec~rsores~ 
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b) La fracción de neutrones de fisi6n p...:. que son emitidos debido 

al decaimiento de los precursores del i-ésimo qrupo . 

De manera que 

es la fracción total de neutrones ne fisión que son retardados. 

c) Las distribuciones de velocidad de los'neutrones tanto inmedi!!_ 

tas como retardados. 

sea 

la función de distribución de velocidades de neg 

trenes inmediatos y tll :;;¡) la funci6n de distribución de -

velocidades de los neutrones r~tardados correspondientes al 

i-ésimo grupo. 

Siendo r:(:-.. )d';-;: . 'f,. .. u po.T'Q. J.º• i,,;-,. . .. (~·~.e) 

la fracción de neutrones emitidos can velacid~d enidJf alrede--

dor de v que estan normal izadas a la unid~d',";,:e'létriQi;. 

J d>v t4 lv)"1 Ji:~ s.) ... (u.t. 9) 
>li 

d) El número promedio de neutrones ~(r,~.~}f~~n~~~i~mediatos -

como retardados ) nroducidos por fisión indÚcida por un neutrón 

de rápidez v(:; f VI ) · 

Ahora bien, los nrecursores de neutrones de fisión retardados 



-ir>-

son comúnmente clasificados en 6 grupos diferentes ( para cada -

uno de los isótopos fisionables ). 

Los parámetros correspondientes a cada grupo para U-235 y 

Pu-239 se muestran en la siguiente tabla, para neutrones t~rmicos 

( EN 0.025 ev ) y neutrones rápidos (In.¡ 1.B 11ev )
1 

l1). 

TABLA I I. 1 

u-~3 5 Pu - J. 3 e¡ 
Fisiones F1S1one'i> f1s1ones F '''º"'es 
'Te'.,.rn1ca-s 

Rdp1~as 
Té.,.m1c.% 

Rc!'p1C.as 
'V 1.8 Mev "' 1.s M12v 

k o. 01;¡_~5-' O.DU1 s' o .D1~8 s' o. o~'t s' 
p, ó.ooo;u O. OóO).;¡ Lf 0.0000!¡ o.ooooS 
Á;, O.o3ll5' $-1 o.0311' s' o.o3oi 51 o.o7.1i s' 
A O. Do 11/ .;¡_ ó. 00 1:3< .. t),000,3 o. oo o-sr.. 
/.;a O.H1 .;' o. 1:f. 5 $' ~ ·1-=l'f s-' o. 13L( 5'1 

Ps 0.001~1 o. 001;¡0 o. ooo'lq º· ooo '{3 

A'I 0.301. i' 0.311 s-' o. '3:/.$' '5..., 0.331 S1 
/3" (>. oo;-¡_:f!I o.ºº~'º D.óoo 6 8 o. Ooo "'"' 
k 1-B 5' L'ío s"'f 1.1~ s-' .i.~, -si 
h (),()001S° "· oao& o.ocot.8 o. 000~.1 
4 3.oo 5-1 3.S1- 'E>_, 

,<.E.'j s-• 3.~I s..., 
p, O. óOó~J1 tJ. Ooot:r· () .Ool>cff o. 0000!{ 

Como se puedeobservar en esta tabla, las constantes de decaimiento -
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y las fracciones de neutrones retardados dependen ligeramente de -

la energía. Se ''jl'I oT'tl. ra.' esto.. Aape."'c!Q 11c'a. e.n {oÓa,c,¡ 

la.":> cle11" 11.c.10 nes ~·~111'2 "'t e<o . 

.P~,.-a. 1nc.lu1Y el ef'1c.io ~e (oc; 11eui.'1"0V\ es 

-rcz'l:.a..,..\a. o os de. ""'a. me1.\'\eYa. c."a,Y\"t,1o .. :bvo. 
Se chl>~ 11'\-\:Yocluc.¡.,- k._ CO'l'\C.C!rttl'Q.C:l~V\ de. 
f'l"ec.uY~oV'eS ele ne.vi:Yo\'\Q.t;, '!"11.:t.o..rÓ.o...~05) 

Ó4Y1o"to...~o.. fO'r" C;.l'<1"l),t ... l °tue.~ 

C. l (.'Y> i:) .\; 't" • • • \,, )!: . 1. • \O) 

sea el numero esperado de precursores f1ct1c1os del i-esimo grupo -

en d3r en r al tiempo t, los cuales siempre decaen emitiendo un 

neutrón. 

Este concepto, se puede aclarar observando la fiqura que muestra 

el decaimiento del isótpo 35sr87 . El 36Kr87 decae ya sea emitiendo -

una partícula beta ( con probabilidad 97.1 %) ó emitiendo un neutrón 

( con probabilidad 2.9% ). De manera que el número promedio de átomos 
87 de 358r por fisión no es igual al número promedio de neutrones 

retardados por fisión en ese grupo. Utilizando la definición, la 

concentración de precursores correspondiente al 87 
35Br es : 

Ci(r,t) = (0.70 ) ( 0.029 ) 

• 0.0203 x N Br87 (r' t) 
35 

N Br87 
35 

donde N Br87 es la densidad.de átomos de 
35 

r. 

Br87 al tiempo t en-
35 



-
-lB-

Se puede ver de aqul que la densidad Ci(r1 t) de precursores del 

i-ésimo grupo no es un observable físico, es decir, no es observa--

ble experimentalmente. 

Consideremos ahora, el balance de todos los orocesos que modifican

la densidad angular de neutrones en un elemento de volúmen del 

espacio fase d3r d3v en r y v . Es decir ; 

Variación de 
el número de 
neutrones en 
el elemento-
de volúmen -
espacio fase 

d3rd3 v por
unidad de tiempo 

Escape de neutrones 
del elemento de 
volúmen d3v del-
espacio de veloci
dades pero que con
tinuarán en el mis-
mo elemento de vo--
1 úmen d3r " por -
unidad de tiempo,¿ 
d•i<!.param1 fov ..i..s.Hc1o'n 

+ 

Escape de neutrones por 
unidad de tiempo del 
elemento de volúmen 
d3r, pero que cont.inúan 
en el mismo elemento de 
volúmen d3v del espa--
cio de velocidades , oor 
unidad de tiemoo 

Producción de neutrones 
dentro del elemento 
d3r debido a los neu--
trones inmediatos produ 
cidos por fisión y por-:: 
unidad de tiempo 

+ 

+ 
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Producción de neutrones 
en el elemento de volú
men d3r d3v debido 
al decaimiento de los -
precursores producidos
por fisión, por unidad
de tiempo 

+ 

+ 
Producción por medios 
externos de neutrones 
en d3r d3v, por uni
dad de tiempo. 

Aparición de neutrones 
que estando en el mis
mo elemento d3r cam--
bian su velocidad y -
llegan a d3v en v -
en el mísmo elemento -
d3r debido a colisio-
nes de dispersión, nor 

+ 

( II.1.12) 

y el balance que rige .el comportamiento de la densidad de precursores 

del i-ésimo grupo ; 

Variación del número 

1 
~e .Pr:ecursores dei -
1-es11no grupo en 

1 

ct3r , por unidad 
de tiempo 

·producción de precursores' del 
i-ésimo grupo por fisión en -
d3r por unidad de tiempo. 

l~~~~~~~~---' 

decaimiento de los 
precursores del i-ésimo 
grupo en d3r por unidad 
de tiempo 

• • • ( r J. l.13 ) 
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~ara escribir estos balances en lenguajes matemático, es necesario obte-

ner antes una expresión matemática para decribir el escape de neutro-

nes en d3r. 

Nos conretaremos, a deducir el escape de neutrones del elemento ~e 

volúmen d3r en r a lo largo del eje X. De manera completamente 

análoga se deduce el escape a lo largo de los otros dos ejes. 

_..., "' ,. " 
Considerando neutrones de velocidad V =. l1j. ..L '*' 1T~ -:) 't '111 K 

el número neto de estos neutrones que escacan del elemento de volúmen -

(ver. Fig. 11.2) a lo largo.del eje X en un intervalo 

de tiemoo dt es 

A H)l :. (número de neutrone~ que en,tra~,~!1 el int~rv?lº .. d~ tiempo dt) -
·'. l: i ~\·''7<. i':~~~~_{'.r' .·r·t·<·'.·. } -.{':..-{ ,' ·'."¡ ·~'.' . ' 

(número de neutrones que salen '·en el :;ntervaló de,'tiempo-'df. ). . 

11-~ X 
a 

A Nx • { vi1 Y\(x- ~' ~ '~ i ~;t) A.'i! A'3 dt \ 

-{vx [n(x-~>~>i; v ;t)+ ~ (><-.Gf .~ ,i~v;t)AX+ ... ]Ai A~cl-lKl!.1.1?1) 
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Ahora dividiendo entre ~)(A 1;2..6 e y haciendo tender 

con la notaci6n hm ~ :. () '" ) .. ~.,.-.,a<.C: .. ltl ,,.;_¡. 
~A.'t Á. """'º A'I. .,~Ai! - \ ti. " -

"••°l•ott•~ l"'••n1.i...\ Jo volu"'en _,tenemos oue la ecuación (II.1,11) aueda como-

••• (II.1.14) 

Para el escape a lo largo de los otros dos ejes se tiene, por 

argumentos similares. 

~ (Y\ ll)t; ~ - * . tr~ 1 i {It'.S..ISa.) 

o (ni) ... ":! - ~n · '\Ji ¿ i: 
'" bi 

y tomando el escape total como la suma de los escapes a lo largo 

de los 3 ejes 

. . . ~ 1I.. i. l <. ) 

Se obtiene 

o n ( r > 'V, -t ) : · =J. · ~ n < v1 ü- , i: ) 
y el escape por unidad. de tiempo es : 

{lfilt ) ::. - i°P. ~ n ( 1\ vd) .. . (:n: .1.11) \Ot- esco:; 
nuc es la expresión que se nccc~:i;a para ~l escape de neutrones. 

E, ~hora posible reesc.ribir las exprei1ones (!Ll .12) y (II.1.13) en 

lenguaje matemati~c. 

La expresión (II. l. 12) 
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t ~ .. (ir)Jlr• ~t~,,,.',t> l1-~)"''í"lv,ir•,'\:) nt'Y,v,t) 

' "'"L J..t Ji li> C¡li,·t> + )l"'' 11' L$(r,.¡;~ü-.~)Y1~1,i1~ t) 
(:1 

+ S(v,v,-f:) ... Ut.1. IB 

donde el último ténnino es la fuente externa;y la expresión 

Identificando los términos de la ecuación ( 11.1.18) : 

a)-i:f .~·'Ql'i1Ü- 1
-() expresa el escape de neutrones por unidad de -

volúmen en el esp~cio físico en "f permaneciendo en el mismo el eme!!_ 

to de volúmen del espacio de velocidades, como ya se mencionó. 

b) El término 'l)" !
1
{:¡\11,t) Vl(Y 1 1)'1 i:) es el número de neu

trones por unidad de volúmen en el espacio fase alrededor de 

? y v que sufren colisión y salen, como consecuencia de ello, -

del elemento de volúmen del espacio de velocidades permaneciendo

en el mismo elemento d3r en r del espacio físico ó desaparecen

por absorción. 

c) El tercer término de la ecuación ( 11.1.18 ) es el número total 

de neutrones inmediatos por unidad de volúmen en el espacio fase.

producidos por unidad de tiempo en eventos de fisión en d3r 

alrededor de r con velocidades en d3v en v inducidos por neutr.2_ 

nes en todo el espacio de velocidades. 
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d) El cuarto término es el número de neutrones retardados emitidos 

por unidad de volúmen en el espacio fase alrededor de if' y '\)' -

debido al decaimiento de los precusores. 

e) El quinto término es el número de neutrones nor unidad de 

volúmen del espacio físfco en r que son dispersados a d3v 

alrededor de v, permaneciendo dentro del mismo elemento de volú

men del espacio físico. 

f) Finalmente, el término S ( r,vJ t) denota el número de .neu-- _ 

trones introducidos por unidad de volúmen en el espacio fase 

alrededor de r Y
0

V, por unidad de tiempo. 

Con respecto a la ecuación_( II.l.19) 

a) El primer término del lado derecho es el número total de pre

cursores de la i-ésima clase producidos por unidad de tiempo 

y por unidad de volúmen en el espacio ffsico debido a fisiones -

que tienen lugar alrededor de r. 

b) El segundo término es la razón de decaimiento de los precur

sores de la i=ésima clase alrededor der. 

Las ecuaciones ( II.1.18) y (II .1.19 ) son ecuaciones _de balan-

ce entre la producción y desaparición de neutrones .Y precurso--

res. 

Son llamadas las ecuaciones de transporte dependientes del tiem 
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po, y la solución rigurosa de ellas es un problema tremendamente 

complicado aún en ausencia de neutrones retardados. Se han obtenj_ 

do solucionesrigurosas solo en situaciones muy simplificadas. 

II.2 Origen de las Dependencias temporales 

En ésta secci6n se discutirá brevemente la razón de las dependen-

cías temporales en los diversos parámetros oue aparecen en las -

ecuaciones de transporte. 

a) Secciones Transversales 

En primer lugar, se incluye la posibilfdad de introducir absorbe

dores 6 material físil por medio externos al reactor, poniendo e~ 

plícitamente la variable t; en la expres16n para la sección macro! 

cópica correspondiente. 

Además, ya que las secciones transversales macroscópicas, son 

también expresadas en términos de las secciones transversales 

microscópicas (2) en la siguiente forma : 

! ~ (r1 v~v 1,t}.a I Ne{r,t)<r~6(r, ;¡..,.v•,t) 
e 

Donde : 

... (JI.2.1) 

.,, (II.2.2,). 

i) Ne(r,t) es la densidad de núcleos atómicos de la clase e en -

r, al tiempo t, cuya dependencia temporal es debido al consumo, 



producción ó introducción por medio externos (para fines de control 

por ejemplo ), como se mencionó antes. 

i~) cr¡'(r,",t) ':l r
5
t.(¡) -v_.,v•)t) son las llamadas secciones 

transversales microscópicas de captura, fisión o dispersión ( depen--

diendo de jl y la sección transversal diferencial, respectivamente.-

Su dependencia espacio-temporal es debida a que ellas son un promedio 

sobre las secciones transversales microscópicas de núcleos que -

tienen una distribución de rapideces y ésta depende directamente 

de la temperatura, la cual es una función de la posición y el tiempo, 

(l). 

b) Parámetro ;') (r,v,tl 

La dependencia espacio-temporal del parámetro ~ se debe a las mis

mas causas que- producen ésta dependencia en las secciones transversa

les microscópicas. 

II.3. Cambio de variables en las ecuaciones de transporte 
. ~ 

·' ~ 
. . .. " ' . ' ·.:·} ,_. .. . 

En la sección II. l se désarro-lló una ·deséripCióñ 'anál itica del 

comportamiento espacio-temporal de la población de neutrones y precu!_ 

sores, en ésta sección .cambiaremos l_as- vari_abl es_ córrespondi entes a -

los argumentos y se definirán operadores para simplicar la escritura

en las ecuacione~ (1). 



Es más conveniente expresar la densidad de neutrones n{r,v, t) en -

términos de la variable "letargia" ).)... y el ~ector unitario -

.fJ. decir, usar n{r,u,.fi.¡t)en vez de n{r,v,t), donde u se -

define como 

... (n.~.~) 
donde Eo es una energía de referencia, de maner~ ~ue no haya neutro-

nes en el sistema con energía E )' Eo y .íL es un vector 

unitario que denota la dirección de movimiento del neutrón - - - --

{ ..n.::; y 
- - IVI 

Así, n{r,ü,.g.t) se define por : 

la cual puede ponerse como 

{I!.3.2) 

o(T,.Ll¡~ .. t) d).l sened Sd P= -n(r,V,-t) ..,,. dV ~en 9o0d \' 
en donde el signo menos aparece debido a que un aumento en la 

rápidez produce una disminuci6n de letarqia. De la ecuaci6n anterior 

obtenemos 

n(f,.u.i.1,t)=-(~Jf) n(r,;r,t)ir:i. 
y haciendo uso de la definición (11.3.l) 

.sl.lC..-:. -~ 
dµ. ) t 

de manera que t\ (i1JJ1.(J. ,-l = -S:: '\)"'1 Y\ (f'" ir, t) ... (11:. 3. B) 



-27-

En lo concerniente a las secciones transversales macroscópicas, 

velocidad y demás parámetros, el cambio de variable lleva a : 

1"0') tJ", t) '::l.(. y, ..u, t) ... (II.3.4) 

;/ = 11"(.A.A.) fl.. ... (II.3.5) 

'\ - )- ~ (.r J.J. t) ... (II.3.6) u<.. Y 1 '111 t - / J 

Ahora se introduce este cambio de variable en las demás funciones 

ya definidas. 

y como en el caso de la densidad de neutrones, 

B.itu.,~>-:.i.'ll'l;tv) ... (1t.~·:;) 
y para el caso de emisión isotrópica de neutrones, 

Por lo tanto 

j·(.u..(J.)-..L .9;t.u.) ... (lt,.'!.8) 
lJ J - L\1l J .. 

{j ~ Ü-): ~ l~ ttu.)) ... t 1t. -a.C\ ) 
y también para la fuente externa de neutrones 

S(.i,ir, t) = ~ S (i ,A,~, -f:) ·· · l'lt .. ~ .'1.o) 
Por lo tanto, suooniendo emisión isotróoica de neutrones en el medio -

y utilizando la relación d3v = f,du d4 las ecuaciones de transpor-

- v-1) 
te (11.1.18) y (11. 1. 19) quedan e~esadas en términos de estas nuevas 

varl abl esJ <.~m o 

~ Ú (if' t):. )e!~)~ .{!.1 p~'i)tl1M, t) íf li,"'\-l) ittu!) n lv,u.',.a:-t:) 
at 

- f..¿ (¿(.i,t) ... (lt'.3.~~) 
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~rtlY-1~1.fl.. ,.o - -
~ - .f!. · -q 1l"(.tt) Y'l lr,.1.1.,il,t.)-L(rJ-",-t-) ir(.u.)\'\L1,J.1,.í!-i{) 

+ ~~ t. tJJ.) Jd~) J 4' ~(i ,.M' t t) t \-~ )'íf(Y.,M:-f.) 1l"l.t1.\') n (i 1 M1 ,.[!.', "f:) 

+ )J.ii) c!¿z! Ís ~r,.u.'-+·"V.(l~¿l. ,-t) in.u.') vt lv ,..11.\.8. 
1

J ./:.) 

+ t /..¡ t~ C\(V,t) + so·,A,.fi,-t.) ... c1r .'3.ii) 
t::1. 41"' 

donde 1 as ~j (u) para J=O, l, •• ,6 están normal izadas a la unidad. 

La ecuaci6n ( 11.3.12) puede ser modificada pra escribir las ecuacio

nes de transporte de una manera más reducida, por medio de ·la defini

ción de operadores. 

Definamos 

. " Ahora, multiplicando ambos lados de la ecuación ( 11'.3.12) por 

{ i.{&.1.) se obtiene : . 

41r 

e~ ~C¡(r,t):::.-{tlM~ /...i. C(tf1 -f; J ... 
4 '\T' () t L\"lt' 

+ f ~tM) f J.u.'\~~' pi: ;} ~ ~. M~ -1:)¿r tr, JA',.t.) ll't~) n l ~,.u',4; {) 
1.\1\" J 
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~Ct<.~1..u.1-fl.¡l):. -1..¡ Ct (i,.AJ.,!]., i) -t 
?>t 

••• (II.3.14) 

En donde se puede interpretar a Ci(r,u,,B..~) como a la densidad de 

precursores de la i-ésima clase que decaerán emitiendo un neutrón

con letargia u y direcci'on ,::lJ.r , 

Definiendo ahora los siguientes operadores 
~ . 

L:: -4·V'\1'V.1.)- lT\Y,~-l:)'\Yt.u.) + 
-to ~~ ch.1~ ~.g.· '\)'~') I's (v,P.'_..u.,-8-'-+ ~ ,-t) ... (:U:. 3. \5) 

Mo~ {PW ~JJLl.'~-!1-'vt~)"il{l-,u.',-\:)l\-p)í:rc.y,.AL',t) ... tY .3.\1.>) 
y el operador : 

~.::. {itaj (( ÓJ.t.'dJl'BL'lfl.U.')i)lt1 .u.'1 t)°If(.~ 1 ,u! 1-t;} ... (l\. .3.\1) 
t. 1.\1' ) ) - f. 

" " " ':l e\. ore-raóor \-\ :;: L .;. tl\ 0 
,.,(!I.3.18) 

Que se llama operador de Boltzmann. 

Con los cuales las ecuaciones (I!.3.11) y (II.3.12) quedan como: 

" e>ntv,JJ.s a,-t)= ~li,.u1 .a, -1:) nl~1 Ai ,4 ,t) +!Al Ct1,.u.,-º',-l l 
()-t, •=I . 

... (:u: . ~'\et ) 
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para i=,2,q~o¡;. 

Estas ecuaciones son exactas dentro del modelo adoptado para repre

sentar el comportamiento espacio-temporal de la población de neutrQ. 

nes en un reactor. 

/!hora bien, el significado físico de los operadores definidos en -

( II.3.15), (II.3.16) y(II.3.17), (1), es el siguiente: 

El operador ~ describe el transporte, absorción y dispersión ,.,, 
de neutrones; Mo determina la razón de producción de neutrones inm! 

diatos cuando opera sobre la densidad angular n(r,u,11.t). Similar--

" mente, Mi es el operador de producción de precursores y determina -

la razón de producción de los precursores del i-ésimo tipo, cuando

opera sobre n(r, u.[I. t). 

En resumen los operadores ~o y ~ son operadores de producción, el

" operador l cambia la posición de los neutrones en el espacio fase-
/\ 

6 los desaparece, por lo que L es un operador de destrucción. 

II.4 Condiciones de contorno 
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Entenderemos por condiciones de contorno de una cierta función defi-

nida en el tiempo y en el espacio - fase, como los valores númericos 

que ella debe alcanzar a) en un cierto punto ó región del espacio -

fase, a cualquier tiempo ( condiciones de contorno espaciales ) y -

b) su valor a un tiempo dado, en cada punto de el espacio fase 

(condición de contorno temporal ). 

Así, las condiciones para las funciones de densidad n(r,u,~t) y 

Ci(r,u,:4,,t); se determinan considerando su naturaleza física. 

La densidad ángular de neutrones n(r,u • .J!.tl y debe ser continúa, 

positiva y finita en todo el medio excepto en un número finito de -

puntos. Esto último es debido a que,por ejemplo, en presencia de fue~ 

tes puntuales, la densidad angular de neutrones no es finita en el -

punto en el espacio donde la fuente está localizada. 

Para especificar las condiciones de contorno espaciales se supondrá

que el sistema está limitado por una superficie convexa en el vacfo. 

::",;f.-,·,,_,., 

Se supone tarrbién que no hay neutrones incide.ntes .• sobre ·la superficie 

externa provenientes del exterior. 

Así 
l'l('t'~,.u. . .JJ.1-t)= o 

" para .(!:. • e .e: o 

(II .4. l) 



donde ~ t: l S ~ 
man la superficie 
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~ s \ 
externa, y ~ es 

es el conjunto de puntos que for

el vector unitario que define -

el elemento de superficie en el cual Y'-s esta situado. 

Debido a que la producción de precursores del i-ésimo tipo está 

" regida por la densidad de neutrones a través del operador Mi, una-

vez determinadas las condiciones de contorno espaciales para la -

densidad de neutrones no es necesario imponer condiciones de conto.r. 

no sobre la densidad de precursores. 

Las condiciones de contorno temporales son los va,lores que tienen -

n(r,u~,t) y Ci(r,u..f!,.t), i=l, ... ,6 en algún Heinpode refe,rencia

tr, (arbitrariamente escogidó como t~~o). de ~aner~~~e la sbliici6n-

de las ecuaci~~e~J,:·t~!1~P~St~~~ir~~~~~~-~~~¡j¿i~~i ;:;~-J[!sea-
·• > y~;'. ~.; .. • •. •.····-··· ·_'.:_: ... ~:;'.~~ ..•. >.'- > •· ' > ' 

única. 

" - ".:_"·· :. ~, : 

En el siguiente c~~ttlll~de~l~a~emo~ a través de IJri pr,fhc)pfo, las

ecuacfones integrodff~rell~~~l~s (·íL;:\9) ; (1i:~:2of • 



C A P 1 T U L O I I 1 

DERIVACIDN DE LAS ECUACIONES DE TRANSPORTE A TRAVES DE UN PRINCIPIO 

VARIACIONAL 

III.l Introducci6n 

En éste capítulo se construye una funcional, también llamada Acción 

por analogía con la mecánica clásica, para que en base a ella sean

derivadas las ecuaciones de transporte de los neutrones y precurso-

res en un reactor nuclear. 

En la próxima sección se propone una expresión para ésta funcional, 

en el caso de un sistema disipativo lineal cuyo comportamiento es -

descrito por la expresión : 

d 'P<.x,"l) ,,,. ) In .. q 
c)t = l(><,t r(x, ... ) +-v(it;l}(III.l. l ) 

donde : X representa variables ángulares, energéticos y de posición 

tes la coordenada temporal; i{l (x,t) es una función de densidad -

( por ejemplo de partículas alrededor del punto X del espacio fase-

"' al tiempo t, y es llamada la función de estado ); L (x,t) es un 

operador lineal con t como parámetro y S (x,t) es una funci6n que -

representa fuentes externas ( de partículas , por ejemplo ). 

Después, basándose en ella se construye la funcional asociada con -

las ecuaciones de transporte en reactores nucleares. 
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111.2 Construcción de una funcional 

Correspondiente a procesos disipativos lineales 

En esta sección se sigue el método de Pomraming \ 3) , para 

construir una funcional, de manera que al tomar la primera 

variación de ésta e igualarla a cero se obtenga, como "ecuación de

Euler-Lagrange", la siguiente expresión 

(III.2.1) 

(en la sección anterior se explicó el significado de cada término). 

Debido a que el operador 1. (x,t) puede contener derivadas con -

respecto a las variables agrupadas en el símliolo X y a que se quiere 

construir una Funcional que incluya todas las posibles operadores -

"' [. (x,t) sin conocer explícitamente su forma, nos vemos en la necesj_ 
. " ~ dad de proponer que la Funcional denotada por F solo dependa de 

':P (x,t) y de, posiblemente, otra función ó funciones pero no de -

las derivadas de éstos con respecto a las variables X y/Ó t. 

Ya que '1os términos temporales de contorno forman parte integral 

de la descripción mantemáticamente completa del sistema físico que -

es estudiado, es posible también que a través de la funcional puedan 

ser incluidos éstos términos. Esto se puede lograr sólo si ( al con

trario de lo tradicionalmente propuesto ) se exige que las variacio

nes de la función de estado ~ (x,t) y de las otras funciones 

de las cuales pueda depender la funcional, evaluados en los extremos 

del intervalo temporal, en el cual la funcional describe al sistema, 

sean diferentes de cero. 
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Resumiendo, es necesaria una Funcional de tal fonna que al tomar 

la primera variación de ésta e igualarla a cero obtengamos : 

a) La ecuación del proceso disipativo descrito por ( III.2.1) 

b) Una cond.ición de contorno temporal para 1{> (x,t) 

tp<x,ol=f(x) ( III.2.2) 

donde f (x) es una función conocida (ó propuesta ) 

Además hay que hacer notar que la función de estado debe cumplir 

con ciertas condiciones de contorno espaciales. 

Antes de continuar hay que hacer notar un punto que,se·utilizará más 

adelante y que consiste en que en general, para cualquier función -

g(x,t) se cumple lo siguiente ( 3), (14)-: '''""'-

S dxg(x,t) lcx,t) ~ (x,t) = 

=S dx1P (x,t) L+(x,t)g(x,t) + t~rminos de 
contorno (III.2.3) 
espaciales 

Donde la integral se lleva a cabo sobre todo el "volúmen" que ocupa -

el sistema en el espacio fase y t(x,t) es el llamado operador adjunto 

y además como ya se mencionó 'fl (x,t) debe cumplir con ciertas condi

ciones de contorno espaciales, análogas a las de la sección 11.4 del-

capitulo anterior. 



+ 
Se define como "función adjunta" lf> (x,t) a aquella función 

g{x,t) que hace que los términos de contorno espaciales en la ecu.!!_ 

ción (III.2.3) sean cero. Es decir 

fdx {_pt(x,tltf(x,t) = Jdx ~ (x,tit+·q{{x,t) ... (III.2.4) 

,;hora, una funcional propuesta por Roussopoulos, ( 3) para el sistema 

descrito por ( III.2.1), la cual denotaremos por Fi (~,\Qt) 
donde 'f> y \_f)t son las función de estado y su adjunta, es 

F1 ['P,1..f>tl=}dx (c-~"t~~ + 'tt'!! +5\f>T +$1 y:¡JJt 
o ••• (III.2,5) 

t 
donde S es una función arbitraria de x y t; la integración se extien-

de sobre todo el volúmen del espacio fase que contiene.al sistema. 

Tomando la primera variación de esta Funcional se obtiene :-

<ñ F1 ['{> > \{>t)= Sdx ~o~t~(-~ + t ~ +5) CO \Pt 

+ ( ~\ tt l.f't + $+J S\f>1 + 

Donde, para sacar la variación sobre ~ (x,t), se hace uso de 

(III.2.4) y de que 

~di S!1:. '-et.fi-.,, -Sdit)J. \{>·~~r~ jx [ttticii> tpcx;T)-~\>11º> 'tf ~\¡,o)] 
Q 

... (ll!.2.7) 
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De manera que para que~. sea cero ( para variaciones arbitrarias 

de Tf' y 'f>t), es necesario que se cumpla : 

-o'P \x,t) +t(J1.,t) ip lic.M t s l~)t) .:o ... (Jn .2.~) 
ot 
d~t(i<,t) -+ t1 l1t,t) ~tl1'1t) -t </} l1'1\)=0 ... (111.2..'3) 

ót 
pero como ya se mencionó, se supone que<¿~ (xp) y ~'f. (x,i) 

son diferentes de cero, por lo que se debe cumplir que 

~t {x1T )=i.f>\)(10):: o. 
Es claro que éstas condiciones de contorno no son adecuadas, 

puesto que se tiene una ecuación diferencial que debe cumplir 

q_>t(x,t), (IIJ.2.9), y que es sólo de primer órden, por lo que -

el problema está sobreespecificado. 

Hay un sólo ejemplo en el cual esta funcional es aceptable. Este -

es al imponer la condición de que 'f€t(x,'f) = O y además que 

"\f> (x,t) obedezca una condición de contorno en t=o de manera que 

'ó\P (x, O ) = o; solo entoaces los términos de contorno desapare

cen. Esto restringe el tipo de problemas que pueden ser descritos-

por esa Funcional, por lo que es necesario entonces modificar. 

F1 ['{l ,~t] de manera que desaparezcan estas restricciones.

Una modificación posible ( 3) donde se denota a la nueva funci.Q_ 

nal por F2 (~ 1 "2+) , es la siguie~te : 

FaC\f,q>+]=f1(\fl,~"'J + s~xf~(x)~l"',T) 

.i- Sch ~+ (x,o) l f ~x)- ~ {x,o) 1 (m.z.to) 



donde ftt (x) y f (x) son funciones arbitradas independientes entre 

sf. 

Tomando la primera variación de la funcional F2 [~ 1t.pt J 

b fz ['f>,1{>"'] = b F1 ('tp,~t] t sd¡r.f; (x) n \{> (1( 1T) 

+ )d11. 5 i.pt (x1o) ( f lX.) - 'P ( x1oJ1 • ~d"' \f)t (ic,o) 'ti~ (ir.,o) 

... (III.2.11) 

sustituyendo F, de (III.2.6) en (III.2.11) e igualando a cero 

F¿ se tiene : 

O= rdt )d.,_~(-~ +t~~~ 1 ~'et-t (~t ttt\ft+5t] b°\eJ 

+ \d)( ( t.pt(X¡O) b~ (l<¡O) 1- )c!x e t.¡?\x, T) Í> 1.Q tx, T) 1 

+ Sdx.f;(Y.) '¿;t~('11.,''í)t )o;\it(Hy,)·'f<.x.10)1 b~\~,o) 

- Sdx \f>t (><1º) h Y? ('K,o> 

... (III.2.12) 

De manera que para variaciones arbitrarias de lf (x,t) y ~~(x,t), · 

es necesario que se cumplan las ecuaciones (III.2.8) y (III.2.9) y· 
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además, para que se anulen los ténninos de contorno temporales -
se requiere : 

ip (1(,0) .. f Ó') ) "ff>t (~1T):: ('(X) 
•.• (III.2.13) 

Con lo cual se ha logrado describir totalmente el sistema incluye!!_ 

do las condiciones de contorno temporales a través de la Funcional 

propuesta en ( III.2.10). 

Como se puede observar, al describir el sistema físico disipo.tivo -

a través de una funcional aparecen 2 ecuaciones de Euler-Lagrangc: 

Una, que es la ecuación (III.2.1), buscada originalmente y una 

ecuación extra, la ( !I!.2.9) que describe el comportamiento de la

funci6n adjunta. 

Esto es debido a que el operador _.Q._ que aparece en la Funcional 
at 

F2 [t~ ,tQt J no es autoadjunto y a que en general 

"' -J.. "'t L <.x,t) 1 l C~it) 

Debido a ésto, el sistema físico solo ésta completamente descrito a -

través de una funcional que incluya la función 'q>_ (x,t) y su adjunta

~t (x,t). 



-40-

111.3 Construcción de una funcional para un sistema cuyo ccmporta· 

miento esta gobernado por un sistema de ecuaciones diferen·· 

ciales acopladas. 

Como se vi6 en el capf tulo anterior, las ecuaciones que gobiernan · 

el comportamiento espaciotemporal de la población de neutrones está 

descrito por siete ecuaciones diferenciales acopladas (11.3.19) y· 

(11.3.20). El problema ahora es c·onstruir una· Funcional cuyas ecua

ciones de Euler-Lagrange sean esas. 

Trataremos primero un c"aso más sencillo ( en~}parienc_iat::el de-· 

un sistema descrito por un par de ecuacion~s cifr~~~~~i~les acoplado.s 
o,-~-t ~-'~ ;;:-,?~.L{;. ~";~~-~~7.=-,' ~ . : 

d~l tipo siguiente. 

(111.3.2) 

y . . 

dC. (ll.1t) t :t :t / t.• ) ót • 1 (i<, ) "CQ (1., l - /\ c.. \'4;t . 

r,. ~ 

Siendo lo y L1 , operadores, f.., es· una constan te y S(x,t) 

es el término de fuente externa. 
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En principio, se puede intentar contruir la funcional en cuesti6n -

como la suma de dos Funcionales, siendo una de ellas la Funcional -

asociada a la ecuación ( III.3.1) tomando como fuente externa modi

ficada a una combinación 1 ineal de S(x,t) y .{C(x,t), es decir 
\\ q 

Sext Mod = S(x,t) + ~ /-.. C (x,t), donde A~ es una constante 

a determinar y la fuente adjunta tiene que cambiarse en consecuen-

ci a a una fuente externa modificada adjunta de la forma : 

t + + 
S ext MOD = S (x,t) +.A~¡{ C (x,t), donde A2 es otra constante 

a determinar. 

Esta funcional la cual es denotada por F1 ['tp1t(!'t)utilizando. la forma 

de la funcional de la sección anterior esta dada por : · 

t1 ['P, l.f t)= ~dK ~~t [- lf1t-+ \ett 0 i.p t $ ~t 
o . 

+ ~ dll t: t~) "t.!> (it 1 T) + ~ dit -cet (1',o) ( f (X) .;1{) (><,o)l 
.... (III.3.3) 

La otra Funcional, la cual es asociada a la ecuación (IIl.3.2), puede 

ser construida tomando corno fuentes externas modificadas, directas -

y udjuntas, a A3t 1'P(x,t) y a A4 1tt~1(x,t) respectivamente. Siendo 

A3 Y A4 constantes por determinar. Denotemos esta Fancional por 
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[ Tl'.l Tnt C C..t} , la cual esta dada explícitamente por : F¡¡ -,:,'! 1 1 

r11[c.,ct1 .. ~chSJt l-c."'~ ""ct.r.."!it1~ ~A4ct;\Qt
c t ,<.e] t Sdx ci ~l(.) e (l(.¡Í) .¡. <;d.,. C: t (x,o) (C.o (Y-)-C lKi~)1 

... \\\l.o.4) 

Donde Co(x) es la condición de contorno en 

t = o de C(x,t) y C~(x) es la condición a ·t = T de c+(x,t). 

Ahora se construye una Funcional que sea la suma de F¡Y F¡¡ Y se -

iguala a cero su primera variación, de tal manera que, exigiendo que 

las ecuaciones de E~ler-Lagrangeobtenidas sean las ecuaciones (I!! .3. l) 

y (III.3.2), se puedan determinar las constantes A1 , A2, A3, Y A4 _ 

Sea pues : 

f [ l{>,lflt ,e ,c.+ l = fi.t~>~t h Fn ( c,d J 

Y sustituyendo las expresiones para F¡ y F
11 ·r 

f [tF,1ft,c,c+1,., ~dx \At[-i.p~~~ -e"~~ +1.p+'L.
0
1.f + 

~\Q + ~t A1 .\C t \e $t + 'tQA2 i\C.t '\-et A; t 1~ + C/1,,,J~ 1:.f(' 

-Cf._C) + )41"[f:("l4)\f(~,1)'\"Ci V» <:(11.,t) 1 

+ )dxl\f\lC,o)(f lll)-~tK,o)) +e,\' (i<¡o)tC. 0 ()()- C (y,
1

o)1 

... ( l ll.3.5) 
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De manera que la primera variación de ésta funcional es : 

~F [~,t.e+>c.>ct] .. )&x ~0¡l \c-1t T io'Cl> +$-+Ai/.C.-.. 

"t ~.¡. t .(>.T T A t 1 +A-\t1c) COl.2+ l 0~tt 0 "tQ"'-t$ttA~c.t-+Á!i1.1.C-\ ~ 1C" 

.. ~ ~) t )óx ( n11.)-'tf tx,o)) b ~'\" (.X1o)+ ~ax tl (.X) °b ~t~ ,T) 

-)dx'ft<.x,o) ~~ (.x,o)+ )ch~¡\:, f(_óc -)..CtA,.>-lt' 
o l c)t, 

+A~t1t¡i1 ~C;-t[~-tti-1.).li?"t+Ait¡l.Pt->-.ct) ~c.\ 

-t \c!J( (Co(x)-C.(t.,o)) 'oct ("•º) + \4xCf (.v..) bC.(11,1} 

- )a~C1 (x1o) bC (x,o);. Soy. tfr (111 T) b 1.2 (1111) -1 ~ Óy. ~"tlir.,o)x 

X b~ (x,o) t )1h C1 (ir.1T) ~e tl(, i) t )or. c.i" t~10} s C.tx,o) 

... (III.3.6) 

Ahora, el igualar a cero~¡: para cualquier variación de 

'E , tf"" J e ':! c.+ 

••• (III.3.7) 

••• (III .3.8) 

(III.3.9) 

• • •. (III.J.lCJ). 

De manera que, para que se satisfaga las ecuacione.s (III .3.1) y -

(II!.3.2), es necesario que : 



En esta fonna; las ,ecuaciones de Euler-Lagrangé'son, 'sust'ituyendo 
"',• ;-.¡ < • ' ·f/ .: ~ ~-- ~. 

es tos val ores. 

y además se tienen como condiciones de contorno : 

C(x,o) 

],/(x,O) 

°\ft(x,T) 

(t(x,T) 

Co(x) ~ 
'= ~:~:~ 

c/(x) 

~lli .3 ;:¡'} 

l'E: .~. 8') 

(11t .3.q') 

' l]J[. 3 • .10') 

... , (Ill.3.11) 

Entonces funcional F [~ 1~\C.,('+), 
expresado por la ecuacion (lll.3.5) queda : 

f [lf,~C.Jc:t"1-:: )c1x p1: (- ~"r ~-et if t ~+to~~ ~~t ·+"q~t¡..c 

+ 1Q~t +ctt1 ~ - c.~ >-c. J + )ó'f., \ 1~ t..x.)~ c..~1) -1- e\ t~) e t><,i) 

-+ lEttx,o\ Htx)-"tH~c)j t et (x,o) \'.Co lx)-((.lC.,o)) 
... (III.3.12) 



la cual contiene las ecuaciones de Euler-Lagrange para un proceso 

desiputivo descrito por las ecuaciones diferenciales (JII.3.1) y

(!Il.3.2). Por lo tanto, se ha obtenido la funcional buscada. 

En el caso de un reactor nuclear cuya densidad de neutrones está

gobernada por las ecuaciones.(11.3.19) y I!.3.20), el acoplamien

to entre las 6 ecuaciones (II.3.20) se lleva a cabo solo a través 

de la ecuación (II.3.19), es decir, las ecuaciones (II.3.20) so.n

independientes entre sí. 

Por lo tanto, la generalización a un conjunto de rn+l ecuaciones -

diferenciales acopladas de la forma : 

ll"tf~><.¡\.) -='to l><;t)~ C;r.;l)-+t;.>-¡C'1(it;t.)-\~(x!'\) (III.3.13) 

bC~t,1:~ .,.t_;,(~,1.)1..f(l(;t)-)..\C.i ~i,\) :.: ÚII.3.14) 

para 1=1,2, ... ,m. 

(III.3.15) 

que describe totalmente un proceso desipltivo de la forma anterior. 
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De manera que al tomar la primera vnriación de ésta funcional e -

igualarla a cero, se obtiene : 

~t,\l st.t<.1..)ll!V..'-l+t),.¡C·,t11,\:) t5\.t.,t) ... (II!.3.16). 

_ ~~t.(~;t.>~t (¡c,tJ +-? t'"i t•ot.l ct~.,t)-T$"' tit,t) ... (m .:i..1n 
~t. ~1. .. 

o~t'.&~ta •. ~~lx.,<;)-}..;C:l><,t) ¡ .. 1,:i, ... m ... ÚII.3.lB) 

_ b() (,r;jll .,J .. ¡~tll(,t)- 'r-~Ct (,.x;l) ... (III.3.19) ª'° ·1=1,2, ... rn 
con las condiciones de contorno temporales. 

, • . ( I 1!.3. 20) 

II!.4. Funcional Asociáda a un reactor nuclear 

Dentro del modelo que se ha escogido para describir el comportamien-

to de la densidad de neutrones en un reactor nuclear, estamos ya en-

condiciones de escribir la Funcional asociada para su descripción. 

Comparando las ecuaciones (ll.3.19), (ll.3.20), (III.3~13) y 

(lll.3.14) notamos que para el caso de un reactor nuclear 

1.,(x¡l)--'? A (r .u.,-0:,t) 
,._ I n ti ()1.,-t.) __....., Mt ('r, .u., -,t) 

Ci (1.;t.) --"'J C¡ (f,JJ. 1%_ 1 t) 
'\{' (.-.c;t) ~ n (r ,.u,-, t) 

di< ----7 d...v. d.f1 d''r' 

Por lo tanto, la funcional buscada, que es igual a la (III.3.15), 

( 4) , es : 



f[n,nt/;,c.tr .. c.•,ct1 = \''\~~cfi'd.u.d{l.ót LYl .. ..®.-f. e~~ 
~ J 1 ~ ~I ~ 

+ll'~n•Sn'; ~ ri'J-;C;•ns•+ i,. c\A;n-t:q ~,e,) 

+ )) )o,rd,t.1.afl. \ f; tr,.1.\,-0::) n (r,11,.0./r) + tr cfi (~.11,ª) .. 

'/, C¡ (r,µ,Ü.,. ~ t nt (f1~.0,.1 0) [{o (i',µ,,.Q. )-n(f,ll,.G ,e)) 

t t.1. ci(f,P.,1.1, o) [Cci(\'1.u.,Q. )-Ci ~M,.Q,,o))) ... llll .'f .l) 

lklnde se han suprimido los argumentos en la primera parte dé la -

Funcional para simplificar ia 11otación. 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas de ést; Funci~nh,~on : 
. (¡ }f -.-:)·'~ :~!\'[" .. ·__ . '. 

~=An+~ k\CaS 
• ~1 ...i' )>. 

-~=\\"1nt+ L M~, c1+5t 
6 ~ 1:1 

~=-M;n-\..¡C¡ ; t=','l,·"" 
-~"''l..\ nt - \,..¡c;t; ¡ ... 1,2.1 .. ·" at. 
Con las condiciones de contorno 

h (r,J.J..,.!1., o)= fo (r,u,il) 

nt(r1..u,.n.,'r)-:: f l (i',>-~/l) 
C.°' (r 1A, .Ü-1 o)= Coi (r ,u,..n.) 

C\ (?,µ._,.f!.,'T'):: C.1¡ (f
1
M,Q..) 

.• . . p .. ,(m.4:2) 
- --=.--e- ,,--f"I·--c-+_-':~-o-~y¡"-o-=".'---- . 

. ; .'·( rri'.4:3) 

• ·• (IIl.4,4) 

.•. Úií.4.s) 

, •• (III.4,6) 
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111.5 Condiciones de contorno que deben satisfacer las funciones 

adjuntas. 

En la secci6n anterior se construy6 una funcional apropiada para -

describir el comportamiento de la poblac16n de neutrones y precur

sores, sin reparar en las condiciones de contorno espaciales que,-

como se mencion6 en la secci6n 2 de éste capítulo, deben satisfacer 

las funciones adjuntas n+ y Ci+ (i=l," 16). 

Recordando que las funciones adjuntas son definidas de manera 

que cumplan 

\(( . . ", "' -;: )) r~lyJ.u.ófl YI \'\ Vl .. ;(IIL5.l) 

~))ó\~µ.~~d ~~n ::S}fó\J~!ll ~~~~ccr .. ~(iIL5.2) 
lo cual se supuso al obtener las ecuaciones de Euler~Lagrange de -

la Funcional (III.4.1), 

En ésta sección se deducirán las condiciones de contorno espaciales

med1ante las cuales se cumplen las condiciones (111.5.l) y 

(111.5.2), (l) . 

Para ello, se define el producto escalar de dos funciones ~(v,Jt,.(!.,t) 

y <B (y 1 .u 1 .[l. , -t ) { l ) por : 

... (!11.5.3) 
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donde • significa el complejo conjugado. 

"' Sea O un operador arbitrario; siempre es posible encontrar que 

(1) • ( 3) :<4110~2)-:.<0"~\~t) +~~~~~~~~de ... (111.5.4) 

"'-t " ' 
Donde O es el operador adjunto de O; y se define de acuerdo a la 

sección 111.2 como la función adjunta de 02, a aquélla función 0, que 

hace nulos los términos de contorno. 

Dado que las funciones y operadores involucrados. en ·1a Flintion.al 

( 111. 4. l) deben ser real es, (ver próximo cc~pít~lo)':no~ hay ningún 

problema en adoptar la notación de producto escalar definida en 

(111.5.3). 

Así pues se tiene que las ecuaciones (IIl.5,1) y (III.5.2) pueden 

ser expresadas como : 

<Yl.t\ ~ V1.) = (~t '(l1\ '(\) ... (III.5.5) 

< c11 M1 ri >::. <Ml e~ 1 n >" ... 01 r. 5
.
6i 

Utilizando las definiciones de los operadores íl'i y H dados por 

" (II.3.15) a (II.3.lB) se puede observar que H está compuesto por la -

suma de cuatro operadores y Mi solo por un operador.Uno de el loes es

- .fl, 1T (u)~ , otro es el operador multiplicativo Z1 (r,.IJ.¡'l) 1J'(.u.) 

y tres operadores de la forma 

h,(v,Jt,.l'.l, t) J~cl.1.1.1 .\-0-' h;z(v jA,.Q.
1

jAill-.i i) 
Dada la propiedad distributiva del producto escalar, podemos enfocar -

nuestra atención a cada uno de éstos operadores por separado. 

a) Se tiene pués el siguiente producto escalar 
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-<vi\g.~irv'l )-=-)5StrJ.uclª'ri'lJ'..[?.·~'1, ... (III.5.7) 

= -s) Fv d,ú. óg \JV~) .fl.. ut \i Yl) 

para el primer operador y utilizando la identidad ( 14) , \ 1) - "' -) "1· (A E::):: 6 \f.t, t A· 'í/é 

tenemos ( fL ;\ ) 
- < l'ltl ir.{!.· "7Y1. ) :: )) ) d.M. ¿g ó\· iJ'(U.) 'fl. \!. t - 'fl. -

- )J)6.u.4.(J.6~ y '\TV~) 'V· lrt4 Ylt) 
el último ténnino, utilizando el teorema de Gauss (14), queda: 

~ )ou. ~ .[!. tY(~) J ó\ "7· tvt ,(J. Y1' ) =) )Au.~~~ ,,.~ul) e· Ul-!J. ~t) ~s 
!I 

Siendo~ el vector unitario que define a la diferencial de superficie ds, 

Entonces ya que 

... 
6 ~ 

. ,: , ';J , 

como se discutio'i;n la secci6n1I.4,llara.·~ue ~).ée:'(Y\~ n'\) ~ s 
·.'.,,s.· _··.. '-:'.' . 

sea cero, es necesario que 

con 1 o cual ( I I J. 5. 7) queda como : 

y dado que 

~·l.fl.rt+) = Y1tV·d1- +JI..~ t'l+ 



cano-il.es independiente de las coordenadas espaciales 

y 

/ 111 + \ - ,.,.1.U.) .Jl.._ • '7 ri ) -:_ < "IJ(.U.) .fl_ • i;/ 'ff'r \ VI >· , «" <;.,. IL v.,; Y\ ... (III;5.9) 

con el operador adjunto de 

"' -0
1

-=. -1)"( .u. )-!1 · '\/ si ende 

º""+ - ,,-<.u.) 1L. V' 
i - -

•.. ~· (III'. 5.10) 

b) Para el segundo operador consideremos el producto escalar 

... (III.5.11) 

de manera que el operador adjunto del operador multiplicativo. 

02: rT (\=,.1.1.,-t) vt.u.) es 
"~ Oi. = ÍT t Y,Jtl .\:) '\l°(.JJ.) (I I I .5.12) 

Por lo tanto, éste operador es auto adjunto. 

e) Para los dos operadores restantes, consideremos el producto 

escalar : < nt \ h,l r,.u.,4,t) H OJA.
1Ó!!-1 h~\Yj"'',4 1 ;.u,4;t) nt:r, ~J.(1.'J t )> 

En el miembro derecho es posible intercambiar el 6rden de inteqración 

de 
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I n1 

e intercambiando u.,___..u , Jl.<t-"P .lL - -
se obtiene : 

<vt' 1 hLt'f, g,~1 ·U~) ~.u.· ~.fl.' h1 <..Y¡ .1L
1
, 4') -M, í.l; -1.)nc. '<1~~ ~', i) > 

= < 5Sa~J.(l.1 hLV<Jtt',.í!\t) h,ilYj.U1~j.1.t~4'.;-t.) Yltr,M~.a:-t) \ vt > 
con lo cual se tiene que el operador adjunto de 

<\:: hsC.'Y,.i-t,.l!-J-l))} ~ ..... ' HJ.1 h2( Yj>1. ,.{1.'j .M,-8.; i: ) es 

Q
3

::. ))d,,¿Jg' h1tl',J.1.',4J.',-t)"'zlrj.1.t),jil,.f!.~·t) {IIJ.5.14) 

sin ningua condición sobre 

Con éste resultado es posible encontrar los operadores adjuntos de -

1 os sigui entes operadores •• 

?a.re\. º" ::: f f d.u.' á.l!-¡ zr<.u.'J ~ til JJ.'AJ.'~ ..u,~; t ) 
es 
6,,+ = jfoJ.J.' c:1.a.1ir(.M.) l'5<.v; ~.fl.~.u•,.{!.'; t) ... l1li s.15' J 
s¡ r 

ºs- = 1~ u~J.4'd4' '\l"(A1) .)(i, A',~) (1-ª )r F(-t,.u', t) 
4tl r 

O/= 'll'C..u)~(t,J.lJt}!rlY1 ~t)JJik'A4 ~º~ l1.-~) ... (11t5.l<.J 
l.¡i\ 

."J Pif:ra ... ~:. .• , 
o,~ ~i lM-J ) ) o.J ~1 p~ ~t v,u.';i) irc»-1) 'if c.~ .~l\·I:} 

4t\' 
~ ( l p . (.!>!) ( i) o::: r¿ o(ri.v.Jt)il"(A)Zf('f,.u.J-\:) J)ói1c\.(1. t\~ ,m..S.1 · 

ut~l1T.a Y\~o \.o"> 
yec:,.1.1.\..\.aóo'ó l1'1'\tev1ores) e~ 

,..... 

O re'fa dt1V ad~ \)Y\ to de \-\¡ Óef1Vl1Óo eY1 

l1í.. .~.\:;¡))es: 
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~+=.!J.- ir<..u.) V - L¡ ~ ~)~J-1:) l]'(.u.) 

+ 'l)(.U.) ~ \ A.M'cL{bl ~s l Y j M.,.(!.-? )J..1, .{.?}\:) 
+ \T(..u.) iWi',A,-0~1-'f> )~f{i1 i.t1t) J )J~ó.fl.1 '~_1 .. (II!.5.18) 

l.\\\ 

Y la condición de contorno obtenida para la función adjunta 

con 

" tl\.V$ 
1
µ)J .. ,.t) =O para .fl: e > 0 

con rs € t s \ ... (IJI.5.8) 

denotando el conjunto de puntos que forman la super-

ficie física del sistema. 

" Con la definición del operador Mi dada por (11.~17) y utilizando el-

resultado (IIJ.5,14), se tiene que su operador adjunto es 

Mi+.: ~i vl\>1.1.1, t)irl.u.) ! fl~\.U,\) J~d.ia.'~ ~~ .. (III .5.19) 

sin ninguna condición de contorno espacial sobre Ci+(r,.iJj.t). 

Resumiendo en éste capitulo se derivaron, mediante un principio vari.!!_ 

cional, las ecuaciones de transporte para la densidad de neutrones -

y precursores en un reactor nucleor. Como una consecuencia de ello -

se obtuvieron las ecuaciones extra que gobiernan el comportamiento -

espacio-temporal de ciertas funciones que llamamos funciones Jdjuntas 

y que deben cumplir condiciones de contorno espaciales. 

Estas funciones adjuntas juegan un papel muy importante en Cinética -

de Reactores y tienen un significado muy interesante, el cual es dis

cutido en el capítulo proximo. 
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Debido a que la funcional describe al sistema entre lostiempos 

t=o y t=T, el problema de encontrar las ~oluciones de las ecuaciones 

diferenciales que gobiernan el comportamiento de las funciones adju!!_ 

tas es un problema de valor final, el cual algunas veces es mal 

interpretado pensando en un problema inverso al de causa y efecto -

(s) . Las condiciones finales para éstas funciones serán discuti 

dos también en el pr6ximo capítulo. 



CAPITULO IV 

FUNCION DE IMPORTANCIA 

IV. 1 Introducci6n y Definiciones 

Durante la operación de un reactor estaremos, en general, interesados 

en la contribución de los neutrones y precursores, a un cierto evento 

( por ejemplo la absorción total de neutrones en una región particular 

del sistema en un cierto invervalo de tiempo; la potencia 6 razón 

de fisión en todo el sistema a un cierto tiempo; etc), por lo que 

deben ser especificadas ciertas funciones caracterlsticas que determi 

nen la contribución de los neutrones y precursores a éste evento; 

estas funciones deben depender de.la posición, ener~ía 6 letargia, -

dirección y tiempo. 

La importancia de estas funciones radica en aue su conocimiento nos c~ 

pacita para determinar en que regiones el sistema es más "sensible" -

a perturbaciones (inserci6n de absorbedores, fuentes de neutrones, etc) 

(2) .Y por lo tanto es fundamental en el control de Reactores Nucleares 

(5). 

Eligiendo un evento, existirán ciertos neutrones y precursores cuya co~ 

tribución a éste evento sea mayor que la de otros, es decfr,- tendrán -

más importancia relativa para la realización de él. 

La importancia de un neutrón ó precursor será entendido como una medida 

de la probable contribución de éste, al evento elegido (5). 
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As{, la im¡i.ortancia de un neutrón 6 precursor a un cierto tiempo 

está relacionada al número de neutrones y precursores que generará, 

así como al papel asignado (importancia) a cada uno de ellos. 

Así pues, al contrario de la población de neutrones y precursores -

la importancia describe la contribución de cada miembro de la pobl-ª.. 

ci6n a un evento futuro. 

Ya que las_poblaciones de precursores no son observables experimen

talmente, su importancia debe de estar ligada a la dl los neutrones

que generan. Debido a que la contribución al evento por parte de un 

precursor debe ser realizada por medio de su decaimiento (emitiendo 

un neutrón), las unidades de la importancia de los precursores deben 

ser las mfsmas que las de los neutrones. 

De la discusi6n anterior se pueden obten~r,,lasc'sigüientes conclusio

nes : 

l) La importancia de un neutrón 6 precürsor es su probable contribu-

c16n al evento. 

2) La importancia de un neutrón ó precursor -es igual a la importancia

tota l de sµs descendientes (probables) a cualquier tiempo posterior, -

más la importancia que se asigna debido a la producción del evento 

elegido. 

Estamos ahora en condiciones de deducir las ecuaciones diferenciales -
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que rigen el comportamiento de la función de importancia. 

Denotando la función de importancia de los neutrones como 

<l>iCr, M, !} , t ) y la de los precursores del i-ésimo grupo

que decaerán emitiendo un neutrón con l etragia ~y dirección 

-:!1- como C'lt ('T,""'-,-!!:,t) , al tiempo t. 

IV.2. Ecuación de importancia de los neutrones 

Sea 

N = N(u~) 

dondeN(u.~) :n(Y,,u.,~,t) d'l(J~dsa ·.·.··:~Iy.2.1) 
siendon(1'1A;G.t)la densidad de neutrones en r con letargia u y -

dirección !lo , al tiempo t. 

Ahora •<º~"1"""""ºs los eventos producidos. por estos N neutrones que 

ocurren en el intervalo de tiempo entre t y t + 6 t. la importan

r.ia de estos N neutrones al tiempo t es 

(IV.2.2) 

Si estos neutrones rio cambfarán su posfC16n en el espado tasé, al -

tiempo t+ 6:t su importancia seria 

(IV.2.3) 
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Algunos de éstos N neutrones serán absorbidos como consecuencia 

de las colisiones que realizan, por lo que ya no pueden contribuir

ª la realización del evento; por lo tanto, el número de neutrones -

absorbidos en el intervalo de tiempo entre tyt+ót es 

fit·~Q(r,.oJ. 1 t) n..(r,'4,~,t),,.C.u..) d)( d1;1cl:a 
y la pérdida de importancia será 

&t ~Q {r,.1.1.,t) N"U"(u} q,~(r,.u./.!:,t+&t) (1v.2.4J 

donde utilizamos la ecuación (IV.2.1) 

El proceso de dispersión provoca un cambio en la importancia de los 

neutrones; de manera que el incremento d~ importancia debido a éstas 

colisiones es la diferencia entre la nueva importancia de los neutrg_ 

nes dispersados menos la importancia original de estos. Es decir : 

H\!"(u.ln(Y.1 .... ,~,i.l ~:.(r¡.M.,~ ""'',,s'¡ t l 1i~l? ,...:,a-', t .i, H) ·st die d~ ó.;i. d1t'd-a! . 

- 2.s (¡:,.....,tJ N ~i (y. ,.v..,-&, t + ~t) '\J" l.u.) s.t 

ó sea, que el incremento de importancia es 

Hu- (1o1.l N ~s( Fi .M.,'9--..<.l!,.a.' ;t) <}, lr i"'-0.~'.t-Hit) ~ t d~ J.&' 

At1ora, tomando en cuenta los neutrones iniPcdiatos producidos por el

proceso de fisión ( que es un caso especial del proceso de absorción) 

la importancia producida es pues : 

(IV.2.6) 
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(donde como, se mencionó en el CAP. II, se supone emisión isotr6pica). 

En el proceso de fisión se producen precursores cuya importancia ·es -

' bt I o( f ,....i.,t) ü'( ... ) Nr--;. rf tr ,A, t\ 
(.e¡ 

)( fí~@' i~~I Cttl~.u'.~ ,~) (IV.2.7) 

Ahora, si estos N neutrones producen el evento elegido y denotando -

por~ Q+(r,AJ.,-!!:., t) la importancia promedio asignada por. neutrón en-

al tiempo tja la producción del evento, la importa~ 

cia asignada a la producción de éste evento es : 

(IV.2.8) 

El cambio de importancia .e~tarS dad~· pó~; Ía "nueva" importancia debido 

al escape del elemento d3r.en r. menos la importancia dlr" en r. 

Anal izando sólo e~ 'c~mb,io de impbrtancia debido al movimiento. a lo ,-

1 argo del eje X ya que el cambio asociado eón el maviniiento-a lo lar.;; 

go de los otros dos ejes es'si.m_ila"'.• se.tiene 

Al considerar el movimiento a lo largo del eje X, solo nos interesarS 

la componente de la velocidad v(u,:!9 a lo largo del eje X, es decir -

\lic(u). 
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Así, estando en el punto r la densidad de neutrones con letarqia u y 

direcci6n~ al tiempo t es n(r,,Jl!i~t); por lo que el número de neu-

trones con letargia JJ.y direcci6n~ en r que atraviesan el área 

dydl, en un intervalode tiempo f>t es 

~-t irit{..i.}n {V-,......_,~,.t.) d':ld ... 
entonces la importancia perdida debido a su movimiento a lo l,ar!lO -

del eje X es 

_, 
Estos neutrones llegarán a un nuevo punto r = (x+dX,y ,!.) en 

el cual la funciónde importancia es 

~l (Y',....,.,~>'t·H~t)= 

;r,. (- .a. Hc5i)-t (:) iPxl~,,.1,1,,.,g,,t~~t)d'll 
'l':¡ r,.u,_, ~?( •.• (IV.2.10) 

y la nueva importancia será 

M. U"it (>A-) n (r ,M,~, t) J'.1 d;r. [ ~.I <.r, µ.,a:, t+ á t) 

..¡. ~-~_(Y1A.11&11.Jrbt) d)( J 
ox (IV .2.11) 

Entonces el cambio de importancia total debido al movimiento a lo -

largo delcje X es f 
~;t "\J"l(~ ..... ) ntr,.M.,~,t) l 1'1<..~,,J..l,,.a:-,t-t-~"t.) 

(IV.2.12) 
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El cambio a lo largode los ejes Y y Z se obtiene reemplazando 

( en la expresión anterior ) "x" por "y" ó por "z", respectivamen-

• te, de manera que haciendo uso de la conclusión (2), el balance -

total de irnoortancia queda como : 

N 4.rlr, .u,~ 1 t) = t'1 cp
1 

\°i',.u...8-, t-\ó"l)-~t~,v.,'\.)~tt-h1(1..1)~r(r,»..,~;t-'l'~t) 
-:Ls(¡::,..u.;l) b"t N"\1'(.u..) f>.¡\'i',~t-'tót) 

+ iJd.u!d:!!:' '11 (.u.) t-.f4 (~ i"""'•~ ... .u:.~·; tht <Pi\~,µ.! ,:!!l;l+fit) 

+ ~t ¡¡(u) N(\-~ )~f (r ,..u.,-1:..)Jj d~cla! ~~) <l\ \¡:, ~~ ;t-1r~t) 

" + ¡ \l"(•M,t N(3¡ "i:F (~ ..... ,-t.) ( ( á'1d:!:)r' {i.li.<l (1·~ (i- 1..u.'~i\."c'b-\.) 
lrl ) ) ~ 

t ~t v"' l/..l)'(\ l-Y, .u>'[i..,t) ~~ t~.i..yn.;\:.Ht),.~ (~ ...... ,a,,"t,.ót )c!x- ~.s~ . ..v,¡:.t)) 

+ ~t v:i t"')Yl (;:,.u.,:!!:,-\.)~ <f>1 (r.~-e:,t.\-át)+ ~<»; \r,Mf.l=;t-1-st \.1~-<P.\r,JJ.,-!\-;\:.)J 

-+ iil 'lfi{l.l.)nl?.M,-!):.,1.)( <P1 lr,u.,~.t+s-t )+ 00 ~ \r, ...... ,.a..t" b-t)J, -c\\F,.u..f-:;~~ 

+ ¿; Q~ lx= l .u.,~,t-q,;_) \'-\ 

... (IV.2.13) 
Ahot~ 11.~~ WJOC.\~n puqda.f'61\lll'Sot.C:OvYIO: 

+ v(f,>-l;'t. )'IJ'(.14\ {1-f.>)~(~,.u.;\.) H 1*') éf>1(i-,.1.1~.f!J;\.-\'l,-l}Ju·IJ;f!:! 

~ ~ ~(-r,4,-l)v\.u.)(3, ~~(?,""';t)JJ \~}C¡;,(r ...... '#1-\.-tá1.) d~'¿EJ 
1.=\ 
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+ ·O l~,.M,.f!:;t) ü-(.1 . .1.,~)·~ q>1 (~ • .l.\,-:!!:. 1 °lt~-t).:l~r 
+ Vx.l""Jn(~,l.\,..a.,-t.) l ~l l~.M,-:!l-j\.~f>t'l-ilt1t\',~,:!!r-,\.)) .l'ic:!:¡ 

+ v~(.Mln (r¡M,&¡t) t~'tti-,.i.1,-!!;,\"'cs'\.)- q,J('Y,M,l!.,t))ó"'h 

+'L~ l~) n l -r •""• :!l:, t) t cl>
1

(-Y ,.u.,-0-, 'l-TÍI t )-Cl>ilr,1""~.t) }!')CJ.~ 

+ N SQ-t(~."''~'hf.t) 
~t 

Al tomar el 1 ímite cuando St 4 o 

ción (IV.2.1) y de que 

... (IV.2.14) 

haciendo uso de la defini-

o<\>1\1,.u.fo;\.) 
ot 

.0 ti,. tf-,M,..&laj\'..) -.:. "\J" t>J.) .f!: • ~ q'I.('~ 1 .M¡.g. ,\,)-~,.(J,.M;'t.\'15~ §,_(l°,~;\.) 
et +) \ó>J.' d!!:\V"t..u..\Z.

5 
~; ....... ,.f!:~.M.1 ,.E:'¡\:.) <P:i:\\',Jl..~.-'t.\ 

. + ~ \J" (M)\>~µ;t) ~;.~~ lr.""';t) ~ ~ ~~~L CrJr·""'·,g,.1/c) c\"'
1
J¿;

1 

-+ () ("i ,.o.,-l) '\l (M) t \ - f.') ~f (?, µ.7-.) \) ~ ~:t~,.V:~;t.)d~ c\4
1 

+ s l~ 1u.,:9:i) (TSl. .. 2. . \5) 
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IV.3 Ecuaci6n de importancia de los precursores 

La ecuación del balance, de importancia para los precursores de la 

i-ésima especie, se puede deducir de manera análoga a la ecuación

de importancia para los neutrones. 

3- - -A)3-En un elemento de volúmen d r en r, se tiene Ci(r,u~..l.>t d r =Ni 

precursores del i-ésimo grupo, los cuales decaerán emitiendo neutr.Q. 

nes con letargia u y dirección~. 

Denotando, como en la sección anterior, por Cx~ (r, M,::!l- ')t). 
la importancia de éstos precursores de tiempo t, se tiene que des-

pués de un tiempo S t han decaído N¡ ,(¡_f. t precursores, dejando 

N1 (1-.~tS t) precursores con importancia 

C1¡, {F,.u.fo;t4~t) 
Los neutrones producidos tienen importancia <i>I (r,..úl,::!lr .t-\-S-1:.) ,• 
por lo que la ecuación de balance es 

.. • (IV.3.1) 

Escribiendo esta ecuación como 

(IV.3.2) 



y tomando el 1 imite cuando S-1:. - o 

Se tiene la ecuación diferencial que rige el comportamiento de la 

función de importancia de los precursores. 

IV.4 Condiciones de contorno para las funciones de importancia 

Sea un sistema finito, siendo 'ii ={5) 1 { S 1 
de puntos pertenecientes a su superficie. 

conjunto -

Un neutrón que escapa del sistema no puede producir directa 6 i.!l 

directamente el evento caractéristico. Entonces la importancia -

de un neutrón sobre la superficie del sistema, debe ser nula 

siempre que vaya en una dirección~ que cumpla con .!Jr • ~n)o 

donde el'\ es un vector unitario perpendicular al.sistema, -

corno se muestra en el siguiente esquema: 
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Es decir 

... (IV.4.1) 

Por lo tanto dado el significado físico de C:i:.:(r
1

J.t1.{j.l -t} 
- ' --- - -

tenemos que : 

Comparando las ecuaciones (IV;2~ls){(I1Í:s~fa)>j¡'{J.fr.s;1g), es -

obvio que se puede poner la ecuación( ~~:2~1m~n~1'á'.,s}guiente -

forma 

que junto con la ecuación. (Iv.3.3) :- ',' 

"\ <f>~-~;,&;·t'~t\ 
son de identica fo~llli!~9ueJas_ecuac;iones (Ill.4.3.) y (II.4.5 ), es 

decir, con las ecuaciones cinéticas adjuntas. 

La condición de contorno para la función adjunta, dada por la ecua

ción (ll!.5.8), es también idéntica a la obtenida en la sección an-



terior. 

Por lo ·tanto, las funcia.nes de importancia y las adjuntas tendrán, 
.... " .. ";~ .:~ ·~·:·." .. ":,--:;._:· '~!·~--·" t.-:T ·.:: ! . . --.. ---> ... 

idéntica solución y se pueden identificar. 

Recordando que las ecuaciones cinéticas adjuntas fueron consecuen

cia de exigir que las ecuaciones cinéticas directas sean obtenidas 

através de un principio variacional, el hecho de identificar las -

funciones adjuntas y las de importancia muestra que aauellas tie-

nen una dependencia temporal estecharnente relacionada al comport! 

miento de la densidad de neutrones a través de los eventos que -

producen. Estas funciones adjuntas son entonces una propiedarl 

del sistema físico y de ninguna manera de algún reactor de refe-

rpncia no perturbado, como comúnmente son utilizadas (1} , (2) , 

Dado que las funciones de importancia de neutrones y precursores, 

son una medida de la probable contribución a Ün cierto evento, -

deben ser funciones reales, al igual que las densidades de precur. 

sores y neutrones. 

En adelante nos referiremos a las funciones de importancia ó a 

las funciones adjuntas indistintamente. 



IV.6 Elección de la forma de la Fuente externa adjunta 

La elección de la fuente externa adjunta, como podemos deducir -

de las discusiones anteriores, está íntimamente relacionada con -

el tipo. de evento del que se quiere te11er una estimación, ( 3) , 
(5). 

Sustituyendo las ecuaciones (III.4.2.) y (III.4.4) en la Funcio-

nal (111.4.l) con las condiciones ( IIl.4.6), se tiene que 

'l' 
F l ~ I nT, Ct) C'~ J = )dt} { }ci3 Y.cl.u .. da. l V\ ~-t) 

"" ~ 1 ~ d3 rclu..c!.:n. ( f: (~1 .u..a.) n (r 1u..,:!1-,'T) -t 

+ .t 1C~t (?,'"',-:.!l.) C1. (r,1tro.,i ~ ... (IV.6.1) 

a) Ahora si se elige 

... (IV.6.2) 

entonces 

T 

f lo, r¡t, c.\ c:l= ~dt. )i ~d3 rJ.u.clA. ~n 
o 

.... (IV .6.3) 

y se tiene una estimación de la integral sobre todo el vólumen -

en el espacio fase del sistema y en el tiempo. 
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La justificación ffsica de lo anterior es la siguiente 

Si se elige un evento arbitrario por ejemplo la absorción de neu

trones por un material en un cierto elemento de volúmen del 

reactor entre el tiempo t=o y t=T, la importancia tanto de neutr.Q. 

nes como de precursores al tiempo t= T debe ser cero, puesto 

que en este instante éstos no pueden contribuir al evento. Enton

ces la fuente adjunta puede elegirse como una función proporcio-

nal a la sección transversal macroscópica de absorci6n del mate-

rial elegido. 

b) Si el evento elegido está relacionado con la densidad de neu

trones al tiempo t = T ( es decir si el evento se realiza al tie!!!. 

po t = T ), tenemos : 

(IV.6.4) 

y la funcional es 

(IV,6.5) 

Donde esta funcional es ahora una integral de la dens.idad de neu-
,. .' 

trenes al tiempo t=T sobre todo el sistema en el espacio fase, -

pesada con la funci6n t.t (r
1
M,.!!:) ( 5) 



Como un ejemplo de este tipo de situaci6n, consideremos el caso -

siguiente (1), (6) : si un neutrón es insertado en un reactor 

crítico en un punto particular, l Cuál es el comportamiento subse

cuente, del sistema ? y en particular l Cuál es el incremento 

en el número de fisiones por unidad de tiempo, a que dá luqar, 

un inervalo de tiempo después, de manera que los efectos transito

rios desaparezcan ? 

La respuesta es que el incremento en el número de fisiones por 

unidad de tiempo es proporcional ~ la'f~nciÓn d~ im~ortan~ia, evalu!!_ 

da en el punto en el espacio fase .en .el cual el neutrón fué inserta-

do. 
~, ,:_~ -,,~,¡ 

Esta forma, particular de elegir el evento característico, dá ori-

gen a la llamada "interpr_e.tación _de última progenie" de Ja función

de importancia en el caso de un reactor crítico (1), y para el 

caso particular en el cual se normaliza la función de importancia -

(6), (dado que en un reactor crítico sin transitorios una fisión -

da origen a otra fisión ), a que cumpla con.: 

~ \ ~ d~l" d.M.Ó.n. \)(.t.M) Lf (~.µ.)n ~v. M,,g.) ~:t~~ .¡..:.:Ji_)= 

=: rr r Ó3l"dMdll-°2e ~»-)VlJ.4)ntiJ.,1f-,~"' 
} \ \ T 1 : : :- >;:. ,-);•:'- 1 .--;; .• (IV.6.6) 

A 1 a nueva función de importancia ri~r~ii~zacla·:~~ '~Úa~fo~ma se le -

llama "probabflidad de fisión iter~d~º; 

La diferencia entre éstas dos interpretaciones de la función de 
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importancia, es que en el último caso, la función de importancia 

está normal izada. 

Así pues, eligiendo que la fuente externa adjunta sea cero y cierto 

evento característico la expresión (IV.6.5) nos proporciona una 

estimación de éste evento. 

En el capítulo VII se discutirá bajo ésta misma elección del evento 

característico la interpretación de la función de importancia para~ 

reactores críticos, subcríticos y supercríticos. 

En el próximo capitulo se derivan a través de un principio variaciQ 

nal las llamadas "ecuaciones cinéticas puntuales " 



CAPITULO V 

ECUACIONES CINETICAS PUNTUALES 

V.I. Introducci6n 

Las ecuaciones cinéticas directas y adjuntas, discutidas en los capí

tulos anteriores, descril>enel comportamiento de la población de neu

trones con mucho mayor detalle de lo que se necesita para la mayoría

de los usos prácticos (1). En algunas aplicaciones estaremos sólo int~ 

resadas en las características dominantes del comportamiento temporal

de la población de neutrones, tales como la variación del número total 

de neutrones ó la generación total de potencia en el medio, como una -

función del tiempo. Detalles como la dependencia angular de la densi-

dad de neutrones y en algunos casos su distribución espacial, no son -

de gran interés. 

Es deseable, entonces, transformar las ecuaciones cinéticas básicas -

a una forma más simple la cual contenga sólo los aspectos dominantes -

de interés práctico de la densidad de neutrones. 

En éste capítulo obtendremos un conjunto de ecuaciones los cuales - -

describirán sólo el comportamiento temporal predominante de la pobla-

ción total de neutrones. Estas ecuaciones son las llamadas "ecuaciones 

cinéticas puntuales •. 

En la formulación de ellas seguiremos el método utilizado por Becker -

(4), pero haremos ciertas modificaciones en las definiciones, con lo -

cual obtenemos más simplicidad y coherencia con el desarrollo posterior. 
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V.2. "Obtenci6n de las Ecuaciones Cinéticas Puntuales " 

En esta secci6n se derivan las llamadas ecuaciones cinéticas puntua

les a través del principio variacional usado en el capítulo 111 pero, 

como se mencionó antes, lo que buscamos son s61o las ecuaciones que -

describan el comportamiento temporal dominante, de las densidades de-

los neutrones, los precursores y sus funciones de importancia. 

Consideremos, por lo tanto, la siguiente separaci6n, de las funciones, 

de densidad y de sus adjuntos (4): 

n{ r,.v.,-:!!=.,{) :. P(tJ 'f' (r,A,-B, U 

C't( 'i', .... ,-!!:, t) = íi. ( t) e-~ tT' / J.41 :e:, t) 
..¡. 

n (?, .... ,-e-, t) = + ... 
1' (t} "\' {Y¡ ..... ,.!lr, \.) (V.2.1) 

+ 
e~ l ¡: ,.M,.!!r, t} = + :t t t t) ª" tr." . .!!:,t) 

para 

,-,.,o< e- • " •' 

Es decir, se. propone que las densidades sean el producto de una función 

temporal y u~a' f~nciÓn esp~cio-tempor~l. Siend~ l
0

as funcion~s P(tl. 

P+ ( t), f.l,(t) Y . ~ ( ~t} ' el comportamiento temporal domina.!!. 

te de las funciones de densidad y de sus importancias. 



w J 1 u+ J AJ.. Las funciones I , I C7 y son -

llamadas las funciones de forma que también pueden variar con el -

ti~npo pero en forma mucho más lenta. El cálculo ó proposición de

éstas últimas es un problema bastante complicado en la mayoría de 

los casos (8) pero no nos preocuparemos por ello dado nuestro int~ 

rés en las variaciones dominantes. 

Ahora utilizando por simplicidad la notación del producto escalar -

dada en (111.5.3.): 

y recordando del capítulo anterior que las funciones de densidad y -

las de importancia son reales la funcional (111.4.1) queda como: ,. 
t [Yl.n+1e¡ ,e'{] =- JJt \- <n+1%-t > - 1: <C~\ ~~) 

º· 

+ <. f ,+ (í'J.M,-!!:) \Y\ (~. """·Jl-·~l>, 
+ i ( c;.1. (r,.v.,..o.\ \C\ (r,M,..!!:r,T)) 

L•\ 

+ 
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- < tJt {y ,.u., 4, -{:.o) 1 Yl ( v,u,.f1.,-t:== o) l + 
(., 

-t L <. c7c'i",.u,..IL,t::o) \ Cot<.v,J.A,.fl..)) 
l=• 

- Í <.C;""n',.u,.[1.,t=o)'l C:1 ~v,.tJ,4:i--t=o) > ,:::., ' ' ' ', 

••• ~::r¡; ,¡;¡.~) 

Ahora -&> '$U~T•'Ti>i'Ko5 t'31:· K· i) e., e-slQ. f"ne10.,.":1.L 

y cor.s1óe.,.""""º$ como f\)V1(.loV1eS 1ncef"" ~.eV\-\e<;. 

e.-. e.llo. " !>~-\), ~-\'(:\) ,~.,\-\.) 1 ~Tvü J ó,c\i.o... 

fUl'IC•ol'la.l; Ot .• ~.'3)J'\..iq,6a. c.ow.o: 



+ [< v\ l-/~..tl, oJ 1 Fo ti',.u.,.fi.) I -.Pto)( f(Y,""r.l1Jo) \~(r¡A,:f!,O)~bJ:t~) 
~ 

+ J.•t l t\t) < f \'! > - ~(t) < '11'" 1 ~ >+ .P(t)( f \ í\ '\l > 
~ 

+ <-~'t 1 'V> +ir, ~ I ti:) < er 1 M¿ ljl) 1 ~ -r 
l¡1 

- sl l"\) so cH \ ( i t ): p t ) <( ~ t \ 'f )' 1 

' TI [ < ett"r,..u.,.Il,.,o) \ Co~<5•,Ll,4)) -
,:, 
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(. "\ :-\ 

+ I Ái J?t-t) r¡}-l) .(. '\' 1 <h) 
i~r ~ 

+ t ~¡\-t) F Li:) <e! 1 Mi tif >-4."i ~Jt)~y·.) l.~¡\ B; '> 
e= 1 " 

+ ~ H) < ::l t 1 'f > } + 

:eer) < F;tY,.u,4>! lfJ(r,A,-4, 'r> > + 

+ ;t. 'ij; l '1') <CF: l V,".4) j & ; ty,4 ,_g, 'l') ) + 
,,... + 

+ .r_(o)(o/tY:,.i.i,ft,t=o) IF0 (.Y.1.t1.,4)) 

- .P1o) J?to) <. '\'h:,.u.,.fl.1í:=o) l ~(l',A,4 1 t::o) > 

' t -+ ¡. ~L (.o) ( e1 (.Y,.«,.J!, i:o) \ Co\ l ?I A,4) ) 
l=t 

' - L ~:lo)~- \o) <.G1l-C: A!J:,t=o) \ G~ lY,.u.,~, t::o)) 
• L 1 
¡::::., 

TomaV\c\o ~el ~t'lme'l"a. 

f"nc.ionctl, ';(! t,e"e: 

... lY-~.~) 



-1);(o)<e?<-<,.o.,4,o)\ 8<Lv,JJ.¡-fi1 0) '/)~ ~t<.o) 

' '\" + °<t ( r • "\- ~+ -t \ of1~ '> ~ ):-tl~~\l)<e1\!:}¡_)- ¡¡<..t)(B¡ ~ / 

+ ,(L J?\t) t... ~ti B¡) - /..¡_ 1( lt) < er\ Gt)' ~ ~i l.!c) 
~ 'l' 

- i~ ~~¡l-l) )oci1:t\h~¿~; )t...~t\'f)~ + 

' + r[<C;i(Y'1 Li.,4)\~~lY1.i.t,.ftlf>)~~¿\.~) -

Donde los términos 
'1' 

b Pt~) )
0

cH \(~t(.P-t _e )r. l(°\ 'f) ~ 

11' 

(Y.~.5) 

s);\t) )
0
cH ~1t\~t~J)(f)~ \ ~i) 

significan variacionescon respecto a ~ l-l) ') ~¿ l.\:) de -

los términos correspondientes. 

Con ésto en mente : t¡t 

¡;Flt) S!t ~:t(.f l?))< 'i''I~> j oo sllt) ).1t iN't: ~<¡'1'1' ~ ) 
o 

'l' 
\ + r bl!'t + ~ 1 

- ~ 1'.t) /t l' ]> l'~ lrt \ '{l)+<'t' \ bt) J 
o 



Por lo tanto 

~ l'<.{) )6~-t~1t tlt:P~< ~t\ ~)' :::P\ir~1..'\1\~,u,.(!.. ,I\') \~<.t).lJ.aJtt')/ ~~\!\) 
- Yto) ( ~\r,,u.rfl-,oJ \ '\1~~\u)?,,oj / 8~(o) 

~ . -1 "' l f\t) [ < ~1 'Y> +< lf 1~t7 l 'i>l?lt.) \ .. or .::i. • J 
o 

De la misma manera · '11 • 

~~,t{> )H~ft\~~~J)<'.'.e71e•f>\-=-
º 

:: ~ ~ ('\') < S¡T( Y,J!,íl., r) 1 e,(~ ,M.,4/I')) ,}>~¡}'\) 

- ~t(o) <&?tt,~,-Íl,o)\6¡(1i 1~,-fl,0~):·~·5·¡,lº) 
- ,.·,.~ t ~:j ;',;J.¡ .• ·1 ~!~.:~.:~=.-: '- -'-'!" ... . .· ... ' ,. . . ' 

- ).dt r ~~ lt) ( <~~.1e~) + .( ~r.1~'?J li~, lt) l 
... (Y. ~.1- ) 

Y sustituyendo (V.2.6} y (V.2.7} en (V.2.5) y exigiendo que ésta -

variación sea cero.obtenemos: 



-"É ttJ < 'f l ~ ¡ - .l?t~J < \\'+I 00~ > +..l:liJ<. ~-+ t ~ ~> 
-\- ~ :r 

+ < ~ \ s > + "!- f..¡ ~. l t) <- '\' \ a¡ > = o 
L =-1 t 

... (31:.-<.Cf) 

t " t + :El-t) <e¡\ K¡l¡J)- .{.¡ ~.t-t) < ~¡ 1 G~) = o 
' . "' ' . 

. _ .... _ (i ta<~o J 



-80-

Los términos de contorno son cero sí : 

fº<..Y:,.u,-fl.)-= ,:f(o) \fti',A,JL,o) 

e ·''YA .fl.) - -i;:..lc) {1¿l1i',.u,4,o) 
0\ \. 1 1 - - lt ' 

et (- 1l) _ c-;;: L~} e7 l ~ ,Jl ,4,rr) 
f-t '(//..\/ - - l\ 

que son 1 as condiciones de contot-noobtenidl1s antes / ( I II. 4. 6.), 

' ~ ' • :: • :: ! 

Despejando los derivados temporales de las ecuaciones, (V.2.8) a -

(V.2.11) tenemos 

... l-X· ~.1l\) 



J:\t) <\ll 6L '> 
<et 1 s·.> 

(Y. -1. 1 Co ) 

Estas son las ecuaciones cinéticas puntuales, aunque no en su forma -

convenciona 1. 

V.3. Fo'l"ma Convencional de las EcuaciorÍ~~ CÍn~tica Puntuales 

Las ecuaciones cinéticas puntuales obtenidasen la sección anterior -

no están escritas en la forma tradicional. Aquí mediante algunas 

definiciones, las pondremos en la llamada forma convencional de las -

ecuaciones cinéticas puntuales. 

Tomemos pués la ecuación. (V.2.13) 

Sumando y restando la siguiente cantidad : 

obtenemos : a, ' 

~lt) = .E ~t) [< tf \ f\ '\'> 1" I <0!1 ~¡ 'i'> + k. /-¡_¿. r.{\ ()¡ > 
<I\> 1~:> r:=1 

' c. -\ " I "i. '-~t' e, > - \ < ~-\ \ ~ > + .I < º t ' M' \J/ > 

+ t ,(¡ < 't'tl e;> - i;. Ái <e~ 1 Ge;; 1 + 
l~I l-1 



c. .f 
+ r .(¡ ~. (t) <t¡i le.-> 

• l + + 
1 :::.1. <~ 1 't') 

f(-\:)--=._i_f +" (., +" . . . 
Gltl l < 'I' ¡H 'l'>+I l <e, 11'\,"1>~ !-;<'!'"':et\ e,>) 1 

... (Y.3.1.) 

... (':2,'..3.:{) 

. . ., ,:; ·'· ·' . ·' ; 

Pie l-1:) ==. L <et rt'\.~) · 
BH> · · 

w 1 ( t ) :: ~ L~Mll::t~?;,~,f ;~!~!!'~~· >1 · ... l ~l-3. 4 J 
,.•,. ·:-, ... ;•,\' 

. . . (Y .3. tD ) 

... (Y .3. !:f) 

5li:)= 
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donde G(i:) es una función arbitraria. 

La elección de esta función ( y por lo tanto el significado que le -

daremos a los parámetros definidos ) la haremos en la próxima sección. 

De manera que con las definiciones anteriores la ecuación (V.2.13) 

queda como : 

con 

Tomando ahora la ecuación (V.2.14) usando las m~smas definiciones y 

además definiendo : 

S\t) =. <~-t '~ > 
~lt) lllt) 

-l '2V\e mo S 
~ f>t -~.+t > f(t)-/b(t);-~lt);. r ~ ~~ lli:) + $1(t~ 

- (t)- -t 5l<.:t) &=• ~\.t) t 

.... CY .:i. q) 
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Para la ecuacion (V.2.15) es decir: 

i;:. ( -t) == l C.t) <e; d\ ~ > 
lL < BT 'e~> 

de la def1n1ci6n (V.3.5), despejando 

Utilizando ahora las demás definiciones, tenemos : + 
C·({) <lj'+l'f> = ELtJ /3¡e(t) <1t1't'> _<l\' J\{l> .Zi.C;l+) 

• <et Hh > JI L-t.J <.et\ e.-> <et 1 a,/> 
.... 

.! •. i+ ~ w > 'bA.L1 e· > - <St\"·-...-<-~l~>-<~11 <"C>tl' - e· LtJ • º' 'c!.t 
, <e:\ ª' '/~ 

y rearreglando términos : 

• - _ t¿_~\G·) ~«{1l\'>1 
C¡tt)= /3<ett.) :fl-i:)-/...i. C¡C.t)+C..~) i) ~ ~·>- t.lf""l'f> 

~ lt) l. e. \ . 

• • . (:Sr: . ':) . \3 ) 



Definiendo ahora : a ( _jL ) \ . 
< at .Q(i)G(~> 9 • ) 

w~.i (t) ':. 1 ( ett 8¡? 

d d 
~tt) Ei(t) 

y a o que 

< 21 ( (;)< ) \ l'i 219;t-
~ IS º' > - < bf 1 ~: :> -

... (~.~.llf) 

v< G¡+ 1 El¡) < et l ~; > 
tenemos finalmente : 

Por último, la ecuación (V.2.16) queda, con el uso de las definicio-

nes pertinentes : 

donde hemos definido .._ + 
< !lfu..\ ~; > w . ( i) = ___,C>"--'t.___ 

~. <et te;> 
Resumiendo, las ecuaciones cinéticas su forma más convencional son 

c.: tt)-:: p,eliJJ?lt}-("¡-W31 lt))Ctl-t) ... t-Y.~.is-) 
~ l t) 

-~~t-t)-::. /.L bilt)Pl-1;J-~~ttJ(.<.i-\<.\l\1L·U1 ... fi'..~·'to) 



I 

d) 
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V.4. Elección de la función G('tl 

La elección del factor G( t ) es arbitraria en el sentido de que las -

ecuaciones cinéticas puntuales (V.3.8), (V.3.12), (V.3.15) y 

(V.3.16) son independientes de él. Sin embargo las inágliitÜdás;f(~ -

J3Lelt) Y JI l-t) dependen de G ( t ) . 

La arbitrariedad en la eletción d~'d(l:v):.f%plfc~;~~e\las ca~tidades 
1,,J 4' .. ·, 

mene lanadas antes, no pueden ser d~fi~i,das,C:óm~ entidades flsicas en -

un sentido absoluto y por lo tanto, solo las relaciones f(~ /ll~-'c) -
Y Ptc ltJ /~ tt) pueden ser definidas sin ambigOedíld. 

Esta conclusión tiene la importante consecuencia que solo las relacio

nes de estas cantidades pueden ser medidas experimentalmente para un -

reactor dado. 

Elijamos entonces ílrbitrariai1r.ntr " ,._ 

Glt)~<~+\ M0 '\')>+ ¡ <..(}¿ \!"\&~'? 
De modo que ¡; 1 

-=1 t; :\- + 

<w+1 n1.1>+L..·=·<N1M¡l\1)'+~ . ..<.;<'\'~¡ 10¡ > ("U' u !J FttJ:: l ., T - f .. . .l.. I• 

<.. 1y+1 A., 'f > + i=· < ~! 1M¡4' > 
que es la llamada • reactividad • y es definida como el cociente entre 

la generación neta de importancia y la generación de importancia si t.2_ 

dos los coeficientes temporales fueran la unidad. 



... (Y.~.;;;>) 

que es el llamado "tiempo de generaci6n de neutrones " y es definid() 

como el cociente de la importancia de todos los neutrones en el rea.!:_ 

tor entre la generación de importancia, si los coeficientes tempora

les fueran la unidad. 

c.) 'B. ':t) = <~~ \ ~; \i' > (Y. l\. 3 J 
rcel.; - + A C. A 

<'!' 1 Mo'I'>+ X.<et1 !<\;~> 
i=-1 

es llamada la "fracción efectiva de neutrones retardados del 

i-ésimo grupo " Es definida como la razón de la importancia de los -

precursores generados del i-ésimo grupo a la importancia total gene

rada, si los coeficientes temporales fueran la unidad. 

d) < ~+\ s > 
< ~+ \ 'Yº~ -

que llamaremos "fuente efectiva ". 

Es así el cociente de la importancia de los neutrones de fuente entre 

la importancia de todos los neutrones en el reactor, si los coeficie!!. 

tes temporales fueran la unidad. 

<G°!"l9;> 

< lf "t 1 '!' > 
<Si\ C..¡_("Y,.u.,..fl.J-t) > 

< Y"'"I 'I'? 

... (1L . 'i .s) 
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Es llamada la "concentración efectiva de precurosores del i-ésimo -

grupo" y es el cociente de la importancia de los precursores del -

i-ésimo grupo entre la importancia de los neutrones en todo el sist~ 

ma, si los coeficientes, temporales de las funciones adjuntas.y de -

la densidad de neutrones fueran la unidad. 

Es debido al sentido físico de estas definici~né~.·qlJ~_se se1eccion6 

G(-l;) en la forma anterior. <'~:. 

V.5. Factor ~ Multiplicaci6n 

Siguiendo la tradici6n~(2),(6)~def1nimos el fa¡:tovde,mu}tiplica_ci6n -

efectivo como : 

.i. 
ti .... 

1-.f(t) 

de manera que sustituyendo (V .4.1 ), obtenemos : 



y haciendo 

.... (Y.5".~) 

i:.1 

Dado que L es un operador de "destrucción".>' ~ y ~ son -

operadores de producción (ver cap. 11» '<eff (~) es definido como -

la razón de la producción de importancia, a la destrucción de importa!!_ 

cia. 

Veamos ahora que diferencia existe entre la definición de factor de -

multiplicación dada en (V.5.2.) y la definición tradicional de éste -

factor (l), (6). 

'Antes de continuar, hagamos un análisis de la forma en la cual se defl . . 

ne tradicionalmente el factor de multiplicación (1). 

Recordando que las ecuaciones cinéticas están dadas por .(Iff,3;19) y~ 

(II.3.20) es decir : 



~90-

<i (1 
1\ (, 

of. 
1-\ n -+- ¿J. ·l C·, ;- ~ 

i=I 

ÓCi. A. 

/,..¡ c...,_ M¿Yl 
ot 

Consideremos ahora un sistema libre de fuentes externas. La pobla-

ción de neutrones en él será función del tiempo, ya sea que se incr~ 

mente 6 decrezca; en el primer caso, se dice que el sistema es 

supercrítico y en el segundo subcrítico; si la población permanece -

constante se dice que el sistema es crftlco. 

> 

En este último caso, la densidad ángular de neJt~o~ei' ~];y )J... .JI..) 
' - --- J_ J -L::.:1 

satisface la siguiente ecuación, obtenida de (11+ 19) y (IL3.20): 

1\ t; " - ' -'·"·--:--··- -,, ., y, 

( \\+ L M¡) No (i,µ.,.[J,.): o? ;~.:':i·.\~· 5".'3) 
¿:¡ - -

Usando las definiciones (11.3.15), (II.3.16), (11.3.17) y (!1.3.lB) y 

definiendo 

es 

~ 

~lLL): l1-~) ~ 0 (.0.) T~ ri -el(~) ... (Y .. S-.s) 

L~I 
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siendo f(u) el promedio pesado de las distribuciones de energía de -

los neutrones inmediatos como retardados, en estado de régimen cons--

tan te. 

Li ecuación (V.5.3.) queda como : 

... (:'il:. s-. G;) 

Esta ecuación debe ser resuelta con las condiciones de 'contorno, dis

cutidos en el capítulo JI y su solución debe ser contiñua y positiva

dentro del sistema. 

En el caso de un sistema no crítico, la ~i:uaci<Ín (V;s:sr tiene· como -

única solución : 

:_ :·'.~.·.,,,;;, ::~:/::L.·'1)?~:.;,~~~\·''. ~;:/:<·. :~;·:<::/':.:.~~- ·, '»:<.: ~:~_;,·':-.· -,..<·· - ; 
ya que no existe ningun~ otra distribucióri:de rieUtrones>que c~pla -

. <'.:_-,.~:~~:>d ".;,_· - .'· 
ésta ecuación. .. l, 

:- . ' ,..· . :: .·. -
Svponq~ "'ºs que podemos modificar el operador M,e~~ ún.-¡fa~.t?.~ positivo-

_L , de manera que, ajustando éste valor podamos convertir el 
K 

sistema no crítico, en uno crítico. 

Es decir hacer : 

l 1 + ~ M) t\\ lv,~ .. n) o ... (Y . 5. -=tJ 

con 



donde hemos denotado el factor~ que hace crítico al sistema por~, 

Para obtener el significado físico de K51 (1), el cual ha sido 

introducido como un ente meramente matermático, romperemos artifi-

cialmente el proceso de reacción en cadena en ciclos de neutrones.-

Empezamos un ciclo introduciendo neutrones con la misma distrbución 

espacial y energética que la densidad N(y
1
.u.

1
.f1.) de la ecuación -

(V. S. 7). 

Estos neutrones eventualmente desaparecerán ya sea por escape ó por 

absorción, marcando el final del ciclo. Algunos de los neutrones -

absorbidos causarán las fisiones que producen los neutrones del si

guiente ciclo. 

Denotando por Q ( y J M J .f!: ) , el ñumero de neutrone~ emitidos por 

unidad de tiempo y vol1ímen, alrededor de y J ..L.(. y Jt , en el 

sistema crítico, se tiene que 

A 

QC~,.u.)} ): L t'\ ~"' l"i,.u¡.f!.) 
'r<s 

Si inyectamos instántaneamente neutrones con la distribución Q(r,.U,..f!. )l>l-

(donde éJ es un intervalo de tiempo pequeño), estos se 

perderán, como ya se mencionó, ya sea por escape ó absorción y su co~ 

portamiento temporal está gobernado por el operador de destrucción -

"' l J{l). 

Así pues 



... (Y..5.9J 

donde ~ (Y',..u,4J t ) es la densidad ángular de estos 
neutrones al tiempo t. 

Entonces para t=o se tiene 

º(i' A ..Q.-t::o)= Q( Y1.M.,.fl,) /:.-l '!' I ~-) 
... ()1:.S'.lOj 

y ya ra .f. ~ oo 

c;i Cl',M,4J t-? oo) :=.. o ... tl:.S.i1) 

Integrando la ecuación (V.5.9) 

con respecto al tiempo de O a 00 es decir : 

~ - . 

Sº 0"!1~~-4,.a.J~=) c!t-ILCf (Y,~,4,-t> J.~n =-;<!> ... tsr. .s.~) 
,.... 

Usando las condiciones (V.5.10) y (V.5.11) y si L no depende -
del tiempo, se obtiene : 

-L M Nc~,.u,Ll) t.t-t t r ~ (v,A,.a,-t) .\:t =o 
K's )e) 

... (Y. S". \~) 

y usando la ecuación (V.5. 7) tene.mos · 
J • 

• •. (]'.:.S. l'tJ 

~ oC> 

t{l°Y1A,.fl.) ~ t-::: )l> ~ ( ~ / A,-:!?:.> {) ci Í: (1l. .s .. 15') 



' 1 

Entonces en el transcurso del tiempo los neutronesiñsertados están -

produciendo nuevos neutrones, así por ejemplo el número de neutrones 

que serán producidos, ya sea inmediatos ó retardados, por unidad de

tiempo y volúmen es : 

"' 
¡v1¡ ~ ( Y J'Ll rfl. J f. ) 

es decir, estamos tomando en cuenta los neutrones retardados que 

más tardeó más temprano tendrán que aparecer. Así pués, el número -

total de neutrones producidos será, denotándolo por 

"° 
3?.("Y,..u..,4):. \ ~ <'tl~,.u.)4)-f.)J:t 

A J6 
Y si M no depende del tiempo 

r;10 

:el"i,,u)_l)= ~) ':}l 't1A.,-41t) .\.i. 
C> 

y usando (V.5.15) se obtiene : 

~ (Y,).l,g) = M N~~,A¡.;f!.) A.i. 

~ \'~"¡A,4.); 

.... oi:.s.I'-) 

... csz:. 5.\1) 

... lY .5.18) 

Ahora realizando el cociente entre el número total de neutrones produ

cidos y el número de neutrones insertado, usando (V.5.8), tenemos ! 

:r lv,.u.l'.?.) _ MNlr,.u,.fl> rd:: 
CH;:,.u,4) ~ MN(.Y,.U,!)At 

y por lo tanto 

~(v1.u..4) 

qt-r,.u)!,) 
Ks ... (Y . s-.ai o) 
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A este factor K
5 

se le llama, factor de multiplicación, estático 

y es por lo tanto el cociente entre el número de neutrones producidos 

en una generación al número de ne~trones producidos en la inmediata -

anterior. 

Asociada a la ecuacion (V.5.7), existe la ecuación de importancia co-

rrespondiente que es : 

(1++..LM-\-)t·( =o 
K~ 

_ .. l""S:. s.~1) 

donde Nt es ahora la función de importancia de los neutrones en éste -

sistema. 

Multiplicando escalarmente la ecuaci6n (V.5.7) por N't(i,.tt,-:&) y -

despejando Ks obtenemos 

-\- " K __ <N IMN> 
5 

- < W\ t"Ñ) 

comparando entonces (V.5.22) con la definición (V.5.2) es 'obvio'qUe -

las dos definiciones serían equivalentes solo en el caso defque· 

y además que Y' = Q.¡ 

Esto solo es cierto para el caso particular de un reactor en estado de 

régimen constante es decir, crítico. 

La diferencia escencial entre las dos·definiciones consiste en haber -

supuesto, en éste último caso, que el sistema es artificialmente crít.!_ 

co, lo cual impl icaque las funciones de forma para las densidades 

de neutrones y pv-eclll"So\"~5 son iguales, lo mismo que para las 
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funciones de forma de sus importancias. 

Por lo tanto, en la definición de fa,ctor de multiplicación dado en -

(V.5.2) se toma en cuenta el hecho de que las funciones de forma 

de los precursores y de sus importancias son en general diferentes -

a las de los neutrones. Esto Implica la mayor generalidad de la defi 

nici6n (V.5.2.) 

Resumiendo, en éste capítulo hemos obtenido, a través de un princi-

pio variacional, las llamadas "ecuaciones cinéticas puntuales" y -

hemos definido, la reactividad, factor de multiplicación, etc., en -

una forma generalizada. 

En el próximo capitulo, desarrollamos las funciones de densidad 

de los neutrones y precursores y sus correspondientes funciones 

de importancia, en eigenvectores de un operador matricial y su operQ_ 

dor adjunto respectivamente, para obtener las llamadas ecuaciones de 

la "Hora Inversa" (1), (2) que son útiles en la determinaci6n de 

parámetros de operación de un reactor. 



C A P 1 T U L O VI 

METODO DE SOLUCION DE LAS ECUACIONES CINETICAS 

POR DESARROLLO EN EIGENVECTORES 

VI. l. Introducción 

La mayoría de los métodos que han sido desarrollados para la solución

de las ecuaciones cinéticas que se obtuvieron en los capitules anterig_ 

res, pueden ser clasificados en "métodos nodales" y "métodos modales". 

Un tratamiento nodal se basa en dividir al reactor en regiones y adju

dicar a cada región un comportamiento cinético individual, determinado 

por las propias características de dicha región y por el acoplamiento

ª través del escape de neutrones con las regiones vecinas. 

Por otra parte un análisis modal describe el comportamiento espacio -

temporal como una combinación lineal de formas de flujo correspondien

tes a todo el sistema, siendo los coeficientes de la combinación fun-

ciones del tiempo, (B). 

En este capitulo seguiremos éste último método basandonos en el traba

jo de Von T. Gozani, (7). 

Para realizar ésto, en base a la definición de un operador matricial -

(9), y a la ecuación de et,envctlo't'eS correspondiente a dicho ope

rador,proponemos que las funciones de densidad de neutrones y precursg_ 

res sean una combinación lineal de los eigenvectores de éste operador. 



Usando después un principio variacional obtenemos las ecuaciones dife

renciales que gobiernan el comportamiento temporal de los coeficientes 

de dicha combinación. 

Definiremos posteriormente coeficientes de reactividad los cuales exc_i 

tan los diferentes "modos", entendiendo por modos a un eigenvector y -

su correspondiente eigenvalor (7). 

Por último deducimos, los llamadas Ecuaciones de la Hora Inversa, en -

base a definiciones adecuadas. 

Vl.2. Bases 11atemáticas 

Presentaremos ahora las bases matemáticas en l~s cu~\-~~"nos' apoyare- -

mas. 

" En el dominio de un cierto operador matricial <1) habrá, en general, -

( ~~\ un subespacio de vectores l l.. con la propiedad de que_ 

Donde, en general, las O.~ s son números complejos; los vectores 
A 

son 11 amados eigenvectores del operador ([) y los números :(1.,. son lla-

mados eigenvalores. 

·-"> •-"."""<> 
Definamos ahora el producto escalar de dos vectores M _y --'( - como: 

< ;:t \ ~) -= I_ ~<>J.~ \ ~i > 
¡:;( 

Sea ahora, {>t el operador adjunto c:c (Í) , el 'cual tiene también
~ 

eigenvectores, denotados por f tp\\ 1 · los cuales cumplen la 

ecuación~ 
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... \"ñ . ;t.-;) 

" Encontremos ahora la relación que tienen los elementos de et:) 
:1 <fit, ti) 

...... "t 
Sean pues ([) y<() "peradores matriciales de m x m elementos. La -

relación entre los elementos de éstos operadores estará dada por 

~ lf" l <f> ~. ) = ( <f>-t ~" \ ~ n f ... (E.~. ~) 
,.., 

Si el operador ([) , está representado por 

... o, ... 

~
~ .. ~·:t 
o,\ Oai. . 
" º"'• . . 

/\. 

([)= ... nr. .~. s ) 

y sus eigenvectort!S por 

entonces: 

... l ~. ~. l) 
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Ahora usando (VI.2.2), tenemos que 

(~ .<. 6) 

y usando la definición de operador adjunte, (III.5.4) . 

... {lt.~.i) 

Intercambiando u por s, se tiene: 

""' ""' ( ~ \ o ~~ ) = ¿ 1. ( &5 ~ ~ '(~ \ ~ r\J' > 
.M."" \ !> ='I 

... \Jr .;t.10) 



Sea ahora 
" A ... 

( 
o,, o.,.. . . . ºWll 

cb+ = Ó,:i,. 
... ~][.~.11.a) 

... " o, ... ºftl."' 
:J c.om o 

4 ( ~·· 1 . . . t 'JI. . .¡. i.i b ) tp y = ~Ya, 

~""' Entonces 

--,,,.····------:.·--

con lo cual 
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Así pues, s1: 

cD=(o.j) entonces (]$t--;: (oj""t 1 •• ; (vr'.2.13).·Cori -i , . ., , 

este resultado probemos el siguiente teorema. 

T~ (1), (6).- Sea Tf.... un eigenvector '~ cÍ) al --

que le corresponde el eigenvalor QI(, y sea Tu un eigenvec-

tor del operador adjunto [>-t co:~ eigenvalor bi. . 

Entonces I 

o 

... tn. ~-14.) 

Prueba: 
-) 

Tenemos Q.'f<. ~l< ••• (VJ.?.15) 

y " ,7( 4> a)t ':\'i ':: b~ ~,g_ ••• (VI.2.16) 

Así pues multiplicando escalarmente ambos lados de la ecuación (V!.2.-

15) por tf,. por la izquierda y (VJ.2.16) por ~ K por la derecha 

tenemos: 

VI'\ m " l'W\ r ~ ~.\!\: \ L Qts ~KS)::. 1. (~~-\:. l Ü..1t. ~\(t)' '• • l'if .2.11) 
t::1 .... , ' i::\ 

y la ecuación (Vl.2.16) queda: 

f ( i o:t l{)g.&A \ ~'o<t) = t (b~~H\ ~l\t? ... (~.~.t8) 
t~ M~ t~ 

Podemos ahora factorizar los eigenvalores C{ 1~ y bii· 
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Entonces la ecuacion (VI.2.17) queda : 
"' .,,, 1'11 

-t~ ~,< ~t \ qs ~Ks >-::. !;, aK < \..(l~t \ ~~~ / ... l31I: .2 .1'1) 

y utilizando el operador adjunto 

~ ~ < OT \ ~ = [ a~<.~.e~,\~v.-1: / ... (11:" -~.~o) 
i:.t.;;1 ~. ts r~-{;. '11.s > f,... 
Oonde, intercambiando los índices S y t, obtenemos 

Y ia ecuación (VJ.2.18) queda 

"""' \'Y\* I I < º~t"l ~AJI. \ ~ Kt > :: E b R < lf H \ ~ 1<.i;> ... (!ll: . .<.~-?) 
i=1 ..u.:1 't=-1 
Cambiando u por s en el miembro izquierdo .Y t por s en el derecho, 

tenemos 

Restando las ecuaciones (VI.2.21) y (VI.2.23) obtenemos 

... (~ .~.~4) 
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(donde usamos (VI.2.5) ))de donde concluimos que 

b~ o.~= ,., 

Con lo cual concluye la prueba 

La consecuencia de ésto es que uno puede asociar y "etiquetar" los -

forma que los eige.!:1. 

(e!genvectores 
-::, 

) sean los complejos conju9ados de los eigenvectores ~~ AJ.. ' , .. ,.ce· 

( eigenvectores de \l..J' 

Así entonces 

< ~" \ ~ K) 

Es decir, los eigenvectores directos y adj~dEos f~~~ c~·~juntos biorto

normales, que constituyenuna base.,. 
. ' . . . 

Ahora, recordando las ecuaciones·cte Úansp~.h~ (II.3.19) y (II.3.20) 

y denotando por 

n (3,A,;g 1 t) 

- e\ l~, ..... ,-0-, i.) 
. (JI. . .< .~::¡ J 



estas ecuaciones quedan en forma matricial como : 

. . 1-., 

o ... l"E.:l.~8) 

o 
Sean : 

• • • /.... r,, 

A 

U< . . . ("Yl: .~ .3 o) 

o 
de manera que las ecuaciones de transporte se pueden escribir como 

l"E ·«·31) 

y utilizando la definición ( VI.2.13) 

At Pt: . Ptt, 
"1 -/.., 

ó 

o 
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y con 
5t) ~t: ( I ( "fi. . .;¡ • 3 ':3 ) 

tenemos que las ecuaciones de transporte adjunt~(III.4.3) y ( III.4.5) 

quedan como : 

... l"TI..~.3ll) 

donde 

~· = ( 1) . . . \.fil" . ~. 3 s ) 

Ahora, sean las ecuaciones de eigenvalores 
A, -.::- 7 
lKlY,).{

1
4) e? (V,.u,.f!.)-::.1..V"' ~"' 

'n ' 

Así, de la condición (VI.2.26) tenemos : 

~t 4 ·.e 
<. ~t>i \ q\,) -=- AWlva OmYI 

... (3Zt. ~-3 8) 

y nor:nalizando a la unidad : 
.· 1 \ 
; ... ~"3t.a.3B J 

En todo el desarrollo anterior ~eMOS supuesto que el operador matricial 
"' "'t" IK y por lo tanto \.\( no dependen del tiempo. En el caso-

de aue denendan del tiemoo las ecuaciones de eigenvalores serían : 



en donde el tiempo t actúa como parámetro en esta ecuación. Para las 

funciones adjuntas se tiene 

donde t, también es un parámetro 

VI.3 CIJ/1PDRTAMIENTO TEMPORAL MODAL 

Si proponemos que n y n+ sean una cambinaci6n lineal sus 

eigenventores correspadientes, siendo las coeficientes de la com-

bínaci6n funciones del tiempo tenemos: 

... \-n .3 .1.) 
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.•. \,:n_.'3.~) 

Los coeficientes estarán determinados por las relaciones 

donde hemos utilizado la relación (VI.2.38'), suponiendo
1
:qiie podemos -

calcular los eigenvectores 

:·;;'.: ·' 

Para determinar los coeficientes de ésta ma'nera ne~e~ita~os conocer -

'Yrl~,~, 4, -t) :1 h1 <. 'Y,-4,4, t)í'líi;;~óW-·{n1~1~'ca''h'áb~r -
",, .,· :.-.:'~;·· -:::.> .:, :·_.-

./. ',_,.,,;_{ "' ":i;::;:~> _ _,_, ,:_ 
. , ,,-~;~~::ji ~}:J!~~~'n;;~.:~~ :~t· ~:,Ú ~:: _~;" 

resuelto ya el problema. 

Un método alternativo consiste en utilizar'urtpd!lci¡l;d~.jadacional -

para obtener ecuaciones diferencial es pará 
1

1 ci~ ~ci~f;g ~nt~f~empora 1 es. 

Seguiremos éste método. 

La funcinnal (V.2.3) puede ponerse en una forma matricial, (usando 
A A+ . 

las defrnrcio 11es ~e IK :J \K , de la secci6n anterior), como 

'I' 
[ -; ~ e- r _,,, ~ ~ !> " -:."> 

F n ; y¡ +] -=- J 1. < n t \ ~ ~ > + <Vi "' 1 \K Yl > 
o 

.¡. < Vj'+ 1 s / + < ST \ ~ )' ~ ~ -t + 

+ <Yl;(Y
1
M,.Q.)\ Yll"Y,.u,.n,/\'>) +. 

+ < °V1t(Y1u.>.{!.,o) \( Tl~6 (J, >'-1.f.!.) -YI<.'fi.ll,.(!.1 o))) 

.•. lit.'3.'3) 
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utilizando la relación de biortonormalidad (VI.2.3B') con 

cO 

n~ ( -Y,~ 1 .(!.) = 1 e; . 
J =o . .. e~. 3.s > 



-llo.. 

y 

.J1t. 3. G.) 

la funcional queda ahora: 

00 

- [ J>:tc)"Pnito)< ~;\ "$~ > 
l'l'l.::o 

.•• (~.3.=i) 



Encontremos ahora, las ecuaciones de Euler - Lagrange tomando la pri-

mera variación de F igual a cero. 

~; :"~'" f: +.t r [-1'.l*l< ~;, <lt > 

+ 1\ tt) < ~+\ íK~" / + sV\ l-t)<~; \<$~ >) ~f: 

. · · (~.3.B) 

'T' 
<;:. j """t -i! d ~ 

M; ... , ().P. <1>,. \'\l¡>JtU',.P~cH significa la variación con respecto 
"t " 

2 Pn(-1;) de la integral; ad rues: 

)tltC~~Pn~ ~~ 1 ~~/d t -:.<(<P._+1$\\>[ 1': l\')fnl~)- J~ lc)l'~tc)} 
o 



y sustituyendo en (VI.3.8) obtenemos 

rr¡t 00 [ • ~ ~ ..,:¡. A ~ 
Jºd t "! l (-P .. lt} <. q;.,+ \ cp" /' -\-.Rl1:)< cp.,t \ IK <\) .. , ?-

-:-t1 ~- + ( -t ..,., ~ 
+ S .. l -t:) < ~" l ~n -, ) 6 P~ + .P n t t) < et>~ \ <t>l\ /' 

+ :P! lü < cf~ 1\K4t > + S~lt)<~:\2$: :>] ó .Pn -
-+ "~ r. e~ - .P~\ ftt) 1 < ~.,+ \ i / ~ ::P~ \ '\') 
+ j

0 
( l?Jlo)- .P~ (o)}<~.,+ 1 (\\? S !'nlo) 

ll"" 

;. ?" (Drt-.i'nlo))< <Pnt \cp~ )~.f: (.o)::.o . ··· <.:n. ~ ·':!) 
~o . + 
lo cual i;.;p'tica que para variaciones arbitrarias de Pn y h; , sus cae-

ficientes deben ser cero, es decir, 

-1? n li:)<~1 )'1t > +:Pnlt)<.1t+¡fi(~/-1Shl-l)~~\~)=ol 
\"il:.7>.10) 

:e:tt) <~i t4t > +l'~lt)<ltttiK~., )'+~l\l1}(~~\~ii?-=<::> 

con las condiciones de contorno temporales 

... (Yt.3 . .i1J 



y despejando los derivados temporales en (VI, 3 .10) obtendremos: 

.·' 
' ' 

... (~. 3. Q.) 

... l~ ·3.\3) 

que son las ecuaciones diferenciales que rigen eLccimportamiento -

temporal de los coeficientes del desarrollo:eneigenvento~es. 

--:<- . -.,·:-~/- ~:··: :,<·-~:''.:/- .: /_'. < 

Si utilizamos la relaci6n de biortonormalidad \i.él,heclJo de que, 

·~~- ~. \\.\) 

obtendremos: 

.. . l""91. . '3 . r 5) 
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y 

Cuyas soluciones para el caso de fuentes externa~ dfrectas y .~.djuntas-
.,; 

constantes,son. 

Donde hemos tomado en cuenta que el problerra descrito por (VI .3.1~) -

es un problema de valor inicial y el descrito por la ecuación 

(VJ.3.16) es un problema de V3lor final, como $e discutió en el capít!!_ 

lo IV. 

En las próximas secciones nos dedicaremos a expresar la ecuación (VI.-

3.14) en diferentes formas mediante la definición de algunos paráme- -

tros. 

VJ,4. Reactividad y Factor de Multiplicación 

Siguiendo la def1111c:1ónde re~ctividad dada anteriormente (ecuación 

(V,4.1)) podemos definir coeficientes de reactividad que excitan ·,,.,d.:!_ 



ferentes "modos'~ (7). 

Reactividad en el modo n.- Es el coc1e,nte ~ntre la -

razón de producción neta de importancia y la razón de producción de -

importancia en el n-ésimo modo. 

Es decir 

"' Esta expresión puede modificarse si descomponemos el operador IK en-

des partes, una que llamaremos de producción y otra que llamaremos de

destrucción,basándonos en la discusión de la sección 11.3. Es decir 

/\,.. 

\K 
A "-

R - \D ... 



dondl 
A 

1P = operador de producción 

y 

© :. oper¡¡,:or de destrucción. 

Ahor (VI.2.3C; y (II.3.18): l A ~, ... /.,.,_ 

" \K = ~. -/.., o . . . o 
~ -!.,. 

A "' "' \-\ ~ ti\º ...\-L 

Entonces 

~o o . -. o 
A. 

A ~\ o 
\K:.: o . 

A o o 
t"\(, o o 

... 
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por k ·.u .. 

. o 

... (~. 4. ~ ) 

o 
y 

-J..., ... -4. ) 
A., o 
o . . . 
~ ~r. 

Utilizando estas definiciones, la er.-resión (VI.4.1) queda como: 

... t:tt.l\."J 

Usando ésta definición, la ecuación (VI.3.14), es decir 

se puede expresar como: 



• 

uJ Vl ¿_ ~: \ "([ '? 

< ~t \f ~~) 
• • • \:2!: . 1.1, • "':\- ) 

Ahora, se definimos, el factor de multiplicación del n-ésimil modo como 

i 

y utilizando la Jefinición de f~, dilda en ('11.4.6), tcnemo5 que 

. . . (~. '-\ .9) 



Es decir, Kn es el cociente entre la razón de producción de impor-

tancia y la razón de destrucción de importancia en el n-ésimo modo, 

lo cual concuerda con la definición dada en la ecuación (V.5.2). 

Con P.sta definición de factor de multiplicación la ecuación (VI.3.14)-

puede ponerse como: 

Subrayarnos que las ecuaciones (VI.4.7) y (VI.4.10) son formas 

1iferentes de expresar la ecuación (VI.3.14); cabe hacer notar 

que en la primera de éstas ecuaciones solo está inyolucrada el 

operador de destrucción y en la. segunda solo el de destrucción. 
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V 1. 5. ECUACIONES DE LA HORA INVERSA 

El objetivo que perseguimos aquf es expresar las ecuaciones (VI.4.7), 

y ( VI.4.10) de una manera en la cual no aparezcan explfcitamente -

los factores de Producción)ni de destrucción. 

Para lograr ésto definiremos el "tiempo de generación generalizado -

en el n-ésimo modo " como el cociente entre la importancia de neutrg_ 

nes y precursores y la razón de producción de importancia, en el 

n-ésimo modo. 

o<.~') 
Si el "tiempo de generación general izado • lo denotamos por -"i W\ 

se tiene que 

- .. (:21:. . s. i ) 

Definiremos también el "tiempo de vida generalizado " como la impor

tancia de neutrones y precursores en el m-ésimo modo entre la razón

de destY\/Ción de importancia en ese modo. 

Sea el "tiempo de vida general izado " Óe f 1 Yll do Yº" 

por lo que 

LlS) :::= 
.... - ... \"E.5-~) 



con éstas definiciones, las ecuaciones (VL4.,7) y (Vl.4;10) quedan 

como : 

.;, ·,,.' ·~ 5 "') ' ' ·-" -·- "....... . . .,, 

•• 6 l'.'!L.5. 'i) 

Dado que en la práctica solo la población de neutrones es un obser: 

vable, es más conveniente expresar éstas_ecuaciones_en términos de

N 11 t -r, .u 
1 

.[J. ) es decir, só1amente pe1 primer términ~ del ei~e!! 
vector -:¡:?' 

't'\'\ (y ,"-,-l.J.) 

Para real izar ésto utilizamos la ecuación de eigenvalores (VI.Ll6) 
A 

y con la definición de- - IK' obtenemos 

C· -= ... l]L .s.s) 
h\ ¡.. i -t u.') 1\ 

Definamos el "tiempo de generación de los neutrones en el n~ésimo -
• modo como 

es decir 

< ?'\: p~V\ '> 

( 7t.t \~,?· 

<N~\~_..) 

<~:\ fp <$~> 
... ('3!: . 5'. !:\ ) 
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y el "tiempo de vida de los neutrones " como 

. . . \:sí: . 5'. 8 ) 

o sea 
... 

L " :. < ~l'I+ \ w cp:_ ) 
Nótese que el tiempo de generación de los neutrones en el n-ésimo -

modo tiene una estrecha relación con la definición de tiempo de 

generación de los neutrones, dada en la ec. (V.4.2). 

Definamos la "fracción efectiva de neutrones retardados del i-ésimo-

grupo en el n-ésimo modo", siguiendo (V.4.3), como '. 

t ,,.... . 

< Ct t\ \ M, N "> 
< ~.,+ l §: ~>\ ) 

Y es el cociente entre la razón de la prcducción. de iiit'p()t'itané:fo dE!til 

da a los precursores del i-ésimo grupo en el n-ésimo modo y l.a razón 

de producción de importancia en el n-ésimo modo. 

Ahora, despejando en (VI.S.B) L~~)) 
L~) ::: L" .c.~"" 1 et> 

Lt-\°!;\N") 
tenetros 

y desarrollando ' -\' 

'""'+ _, - l'l"\' \ ~ I +L. L. e~ l'I \e\"' I 
.(~"\q\7-L. t'I \\ ¿=1 

Por lo que (,, + 
l~>- í 1 t 1<.Ct" \ (¡.,) \ 

Lll - L~ L ·- <.t-t~l t\") ) 
' -· 

... lE.· $'.H) 



·' 

o(~) 
De manera análoga .{ n pued;. despejarse en (VI. 5.6) como 

o(~)_~ ( 1.. -t i_ <C:; .. IC¡,.)) .•.. \"1\ .5.\2.) 
/\t'I - J\" i=1 <N~I R ... > 
así sustituyendo (VI.5.12) en (VI.5.3) obtenemos 

<,; + 
o_ .. ~ o "\"" w (\ < e, .. 1ei."''> 
Jtt- ""'V\AI\ -r ¡. Vio XII\ -t 

'r=:; "-~ 11 Hl. 11 ) 

Utilizando (VI.5. 7) para 5ll\ y sustituyendo sólo en el 2° 

término de la ecuación anterior: 

(. 

fn-:: o:>V\. ~Y\ + J w"' 
t=I 

Utilizando ahora (VI.5.5) 

~ 

J>I'\ ;:: ~ VI Q t\ + I 
i=i 

y usando la definic16n (VI.5.10) obtenemos 

' f. :: w"' .QV\ + ~ lUV1o (\·Vtepf 
l'I i=1 /..,¡ -t t..U111-

Ahora sustituyamos (VI.5.II) en (VI !).4) y tenemos: 

w f + . .t- <C¡!\C¡Vlo) 1 
l<, 11 =-1+ ,... l11 L 1. ~ < N~ \ \-\,.) l 

De nuevo, sustituyendo C.: Yl por la expresión (VI.5.5) 

+ "' ~( 
C:. 1 <. C.111 \ t'\ i 1~ n) 

K\'1::1.+u:>11lK"" ~"'l"'A~ .. ~Ñ~\\J."') 
• = 1 
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Sustituyendo Ln , dado en (VJ.5.9), en el tercer término del -
- ,-i .... 

segundo miembro: " i. <e,"' l Mi. t'\ .. ) 
)\\'\: 'l:t u)"l"' ..\ w"' ¡ ~" ( zl'+ l ír-~ '-,_, "P,... IV \V\ ,r 1'~ 

y multiplicando y dividiendo el tercer término por ~q;: + \ ~ ~"') ', 
(, :7+ "-fp ".._ ,. 

K - 1. + lJ) l + w I ~ <cp., \.if~ ') .e(~--- ( l"\¡ \'\ "'" 
'rl- "... ~¿.::1.<~-t~~<qtl\+lfr>~.> <<t\~~ .. > 

Usando las definiciones de 'i'> y Kn tenemos : m1erF 

" 
\(J\::.. !L+~"'L'l'I + c..0 ... \<.~ E 

'=1 
Ahora resumiremos lo que hemos hecho : 

Partim0<.; de la ecuación 

< ~Yl-t 1 íK 9'1'1 ) :: 

<"f ... +\~") 

FL .-efe 

A.; ... u:i ..... 

y mediante la definición de~\'\ , lt\, ~n ) \(V\ ~ 
'B la pusimos en dos formas diferentes pero eouivalentes 
fll\tff 

' o Q w 2_~ ... V21'..s-.r~) 
)vi= w..... h + Y\ t::.' /,.;,+u:>\'\ 

y ~ 
~ 1t11eef 

Kn = 1. + l.U VI lYI + w" K .. , ~ ¿= 1 k Jrl..Ó..,. 

Su lazo de unión es la relación 

. . . 

' • . ( "11:. 5". ti.¡ ) 

(.11- . 5' • \5 ) 
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Las ecuaciones (V!.5.13) y (VI.5.14) son llamadas las "ecuaciones -

de la Hora Inversa ". Cada una proporciona una relación entre K11 -

o' Jri y el eigenvalor cinético WI.. el cual en principio puede ser 

medible. 

La ecuación (VI.5.14) puede ponerse en una forma más conocida. Suman. 

do\ll~·ln·K"en ambos miembros de esta ecuación tenemos : 

K"(1-H.J 11 L11)- (i-wnLl'I):: \('ll\w ... l11·H.U.,f 'f1·,.e¡e] 
L=•1 N't ¡i)"" \ 

G. 

K 11 - i :. i.<. \'I f ~ I'\ L\'\ 4 uJ" L r .: tieFP l 
. l 1~l"' 1-t<U11L\-\ i=-1 "¡+UJ"' f 

_ Kl\-1 -f. . 
y utilizando la definición de reactividad : p,.. - K; ' Se 'etie. • 

LO"L .. ' ~f\ :: -+ 
w V\ E. /31.Ylef.E ... ~-rr.. 5". '" J 

tt ti>" L11 1+ w .. L 11 i=I Ái"I <.U ... 

la cual tiene idéntica forma a la dada en (2). 

La ecuación (VI.5. 16) es de importancia fundamental en el control 

seguro de un reactor nuclear, debido a que nos permite predecir, dada 

una reactividad el comportamiento temporal de éste en base a paráme-

tros relacionados con las características del reactor, como son la -

fracción efectiva de neutrones retardados y el tiempo de vida de los-

neutrones, los cuales pueden ser determinados experimentalmente. 

Mediante el análisis de ésta ecuación es posible definir como veremos, 

el llamado período estable de un reactor, el cual, debido a la presen

cia de neutrones retardados, resulta ser lo suficientemente qrande para 



poder controlar en forma segura un reactor. 

Veamos ahora la importancia de la ecuación (VI.5.16) dentro del forwa

lismo de eigenvectores 

1 

1 

t't..1.. 

FIGURA vr.1 GRAni:A DEL MIEMsRo oEREcl-lo (t-i:ó.lv DEL MIEMBRO IZQUIERDO 
(M. l.) DE~LA:--ECUACION,~(Vii·S~16)~~-·-, ~~~~-~·,~-ce-~;,'.;:~_,,--·-: 
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La importancia de los eigenvectores -cinéticos radica en 

que ellos gobiernan el comportamiento temporal de los coeficientes 

del desarrollo en eigenvectores del vector de densidad de población 

expresado por (VI.2.27) y por lo tanto sus valores nos permiten -

saber si el reactor es crítico, subcrítico ó supercrftico. Esto -

lo discutiremos un poco más adelante. 

Observando la figura VI. l, se puede ver que para cada valor de 

J .QI'\ ) y ~ª"ff existen 7 valores posi-

bles de W11- Ahora si recordarr.os las definiciones de ?tt 
~n L n ) Y 71e"fF dadas en (VI.4.6), (VI. 5.7), (VI.5.8) y 

(VI.5.10) se ve que para calcular éstas cantidades, es necesario -

conocer tanto Nn, como !'i~ , así como t.>.,;; suponiendo oue se 

conocen Nn, Ni\ yu;¡
11

, podemos calcular entonces dichos parámetros

As í pues al resol ver para U)T\ 1 a ecuación de la HORA INVERSA, de 1 os 

7 valores posibles denntados por ~j (j= O, ..• ,6), solo uno es el

completamente aceptado, aquel con el cual se calcularon ~l'I) ~ 

~'fl > Ln Y ~lll!ff, 

valores (V!.2.36). 

De la ecuación 

que 

(VI.2.3a), usando la definici6n (VI.2.30), ,.. 
e Jt) 1'\t N\1 in(?,.u.,_ = 

tenemos -



y entonces la ecuación de ei~envectores se reduce a 

" ' J ;-.. "' \-\ N - ~VI~ + l- "i t'l\i \' 1\ -::. o 
n 1\ , = 1 J..¡ t w l'I 

... (~.5.1~) 

Esta es una ecuación fntegro diferencial la cual debe ser resu ta, para 

Nn, y U)", 

La solución rigurosa de ésta ecuación dentro del formulismo de la Teoría 

de Transporte, es prácticamente imposible, pero dentro de la aproxima--

ci6n de Difusión es posible resolverla analíticamente en casos sencillos, 

como por ejemplo, reactores homogénenos esféricos, cilíndricos, en forma 

de loza y de paralelepípedo. No entraremos mSs en detalle en éste punto, 

Solo nos concretaremos a analizar la ecuación (VI.5.17) en una forma 

un poco superficial. 

Dado queCJJ,.. no depende de los parámetros .Al; Y ;-41--- , si in--

tegramos a todo el volúmen del espacio fase que ocupa el _sistema y defi

niendo 

Al - ~)) fY ~.1.1.J.[\. \\~VI 
A2 - ) ) ) d~Y Ó.U. c\4 \"\VI 

obtenemos la ecuación 

' A\-W viA.;i,"'" i-
l:: \ 

. (YI.5.18) 

l 'ID:. . 6" . \O. ) 

... 

-:. o 



' 

La cual es una ecuación de séptimo grado, que debe ser resuelta para -

valores dados de A1, A2, y A3¡ , por lo tanto, existen 7 valores -

de Wvique la satisfacen y serán denotados par W"
6 

, ¡i: =o, ... , ~ 
La gráfica de ésta ecuación está dada en la figura VI.2. 

-/.., 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 

1 
F16i.1YA 'il. . .:l. 

De ésta gráfica se puede ver que -los,~vaJ~rés. U)"é ; estsn situados -

alrededor de los constantes de decafmfento ¿~A¡ , (i),-;(8). 



y la ecuaci6n (VI.5.5), podemos concluir oue para cada función -

Nn(i 1 ..lt 1 ~) le corresponden siete funciones 

expresadas por : 

De manera que si construimos el eigenvector correspondiente 

a cada pareja de subíndices n y ~ , tenemos 

', ¡, 

Ahora recordemos, como ya se demostró en la sección VI.2, 'que para -
, : \, 

cada ecuación de eigenvalores. 

existe 

... <:~ . . 5".~5) 



Con la propiedad de que 

Así pues, se puede concluir que los eigenvectores 

.- existen en conjuntos de 7, los cuales tienen el mismo primer elemen-

to N\1ly
1 

.u.
1
-fJ.) .V difieren en los demás elementos 

debido a los valores de tJn (: . 

Podemos entonces suponer que los elementos 

n fija, sólo difieren ligeramente entre sí. 

, para -

Por lo tanto, regresando al tema de la ecuación de la Hora Inversa,

se puede pensar que los valores calculados de r n .. L ~:·V\ ) 
Lri .v ft~el'~ usando cua1ciuier ei9enve-étor ae1 conjunto-

~ 

p.; ~.::D •• , 1 con su valor correspondiente u:>I\""- , serán anroxi t'\'~6J"'" /' I"' r "'" -. 
damente iguales. Así pues, al sustituir los valores f n 

1 
~ V1 

Lti 1.t R,"' ~ en la ecuación de la Hora Inversa, se obtienen-
<.! r, n4if~ 

como soluciones 7 valores de (J.)~los cuales son anroximarlamente los 

eigenvalores correspondientes al conjunto r ~ \ . Entonces, 

la utilidad de la ecuación de la Hora Inversa es obtener en forma 

aproximada los eiqenvalores 

al conjunto 1 qjr\ ~ ~ 
correspondientes-



De todo el conjunto de eigenvalores cinéticos wl'\ é ' existirá 

uno el cual estará situado en la gráfica VI .1 más a la derecha 

que todos los demás, éste será llamado el eigenvalor fundamental 

y es pués algebraicamente mayor que todos los demás. De manera que -

el coeficiente correspondiente del desarrollo (expresado pcr (VI.3.1) 

tendrá un comportamiento deominante, en relación a los demás coefi-

cientes y dado que la población de neutrones y pr~cursores no puede

ser negativa, su eigenvector correspondiente, el cual es llamado 

también eigenvector fundamental, debe cumplir con la condición de -

que sus elementos sean no neqativos. Los demás eiqenvectores pueden-

tener elementos cuyos. valores sean negativos. 

Entoncés si el eigenvalor correspondiente al eigenvector fundamental, 

es decir, el eigenvalor fundamental es positivo, el reactor es super

crítico, si es cero el reactor es crítico y si es menor que ceroJ 

s1.1 b cv:-t\ e.o 

Al inversodel eigenvalor fundamental se le conoce como el período 

estable del reactor y es el tiempo necesario para· que la población 

aumente ó di.sminuya en un factor de e;, , (1). (2). 

Este período gobierna el comportamiento fUndamental, también llamado

asintótico, del reactor si se deja transcurrir un tiempo suficiente-

mente grande para que los efectos-debidos a los demás eigenvalores 

decaigan. 

Cabe hacer notar que el eigenvalor fundamental depende de la fracción 

de neutrones retardados. 
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La existencia de meutrones retardados nos facilita el manejo seguro 

de un reactor nuclear, puesto que si f.!·"e.ff! = O para toda i, el -

eig~nvalor correspondiente, será mayor que el eigenvalor correspon-

diente a fiYleff j-o . 

Señalemos ahora dos características que son directamente observables 

de la gráfica V!.l. Estas son : a) que de los 7 ei9envalores obteni

dos de la ecuación de la Hora Inversa, seis de ellos están íntimame~ 

te relacionados con las constantes.Ú decaimiento de los precursores 

de neutrones retardados y debido .a ello esos eigenvalores son llama

dos eigenvalores retardados; .el e·igenvalor restante es llamado eige~ 

valor inmediato; 

b) que incluso para f'\-"> - co J ll.),¡ ~ -f-1. y esto 

tiene la importante consecuencia de que la población de neutrones -
-1.,t 

no puede decaer más rápidamente que E?, . 

Por último volviendo a la ecuación (V!.5.26) demostraremos aue para

n fija se cumple que 

~+ 

< ~'1163 \ 

Así pues, gusando (VI.5.17) tenemos que para la misma n se debe cum

plir que 

" ' " 1-\ Nn - ~1\6-, NI\ t r Á~ Mil{ ... =-o 
i::t ~l ttU"'é, 



restando éstas dos ecuaciones obtenemos 

" ,. 
\writ,- ú)n~.1)N 11 t \wn&,- r.;:,"'éa)L ~~ l'\¡ N( -O 

i:: 1 ""\t>'),,c;) l.. i °' w" i:-a) 
... l~.5.~i) 

Por lo tanto, S~ E:1 ::. G~ esta relación se cumple -

automáticamente ;:)¡ 6, =f: E.:{ 
la relación (VI.5.29) se reduce a 

N" + 

-"';>+ ~ 
Así pues con éste resultado calculemos ( ~ \ '-t; 7 J 

~é-, "6-~ 

como 

Ahora usando la ecuación de eigenvalores (VI.2.37) y la definición de 

\Kt , se tiene : 



... (~.5" .~~) 
/..¿-+ W~e 

\ 

y utilizando (VI. 5. 22) la ecuación (VI. 5. 31) queda como : 

pero como en el miembro izquierdo del producto escalar hay que sacar -
Ái 

el complejo conjugado podemos pasar el factor ,,. al -
.(¡-tw~, 

miembro derecho como /....¡_ con 1 o cual (VI. 5. 33) oueda -

f.\ + WV\ 6
1 

la cua 1 puede ponerse como 

y usando la relación (VJ.5.30) es obvio que 

que es lo que queríamos demostrar. 



Resumiendo, en éste capítulo hemos desarrollado las densidades -

de neutrones y precursores junto con sus funciones de importancia 

en elgenvectores de dos operadores matriciales. Usando éstos 

eigenvectores y definiendo ciertos parámetros se dedujo la llama

da ecuación de la Hora Inversa, la cual Juega un papel muy impor

tante en la predicción del comportamiento temporal de un reactor

nucl ear. 

En el próximo capítulo se aplica el desarrollo en eiqenvectores -

se aplica el desarrollo en eigenvectores discutido en éste capít!!_ 

lo al análisis de alqunos de los parámetros de las ecuaciones cini 

ticas puntuales, deducidas en el capítulo V. 



CAPITULO VI 1 

Aplicación del Desarrollo en Eigenvectores al analísis de los 
Parámetros en las ecuaciones cinéticas puntuales. 

V!I.l. Introducción 

En éste capítulo se aplica el formalismo presentado en el'capítulo -

anterior al análisis de los parámetros involucrados.en las ecuaciones 

cinéticas puntuales, desarrolladas en el capitulo V. 

Ahora, en la definición de éstos parámetros están involucrados las -

funciones ajuntas, J as cual es satl sfacen el conjunto 'de ecuaciones -

diferenciales dadas en el capftulo 

En éstas ecuaciones nosotros tenemos'1 iber.tacl:par¡¡'escoger~si ·ia-fue!!_ 

te adjunta es cero 6 si es diferente de derCI"'' . 
~o. o· •· 

Si escogemos que es diferente de.cero,. tenemos qué imponer como condi 

e iones temporales finales, que. las. densidades adjuntas sean cero. 

Si escogemos que la fuente ext~rna adjÜ.nta .sea cero, podemos imponer

una condición final para Ja.función de_impoi-tancia de)adensidad, 

de neutrones diferente de cero y la de los precursores igual a cero. 

Trabajaremos con la fuente externa adjunta igual a cero, ('los resul

tados son idénticos si trabajamos con la fuente adjunta diferente 

de cero ). 



Además, para efectos de simplicidad consideraremos que en el sistema 

no existen fuentes externas de neutrones. En la sección V!!.3 se ha-

ce un comentario sobre la inclusión de fuentes externas de neutrones. 

Recordando del capítulo anterior que los coeficientes de los eiqen-

vectores, dados en (VI.3. i) en los cuales fue desarrollado el vec-

tor de estado ->(.- ,., t n '(, .LQ. ,~<- J ) • poseen un comportamiento 

temporal para fuentes externas constantes dado por : 

... ("fil . .i.i) 

y 

Para %t( i" 1 .u.
1 

!J-, t) :::: O como lo exige la elección de 

nuestro evento, y para $('V 
1 

.U. 1 .;!1.
3 
t.~=. O 

tenemos 

... \Jnr . i. . ~ ) 

. . . (1lt.i..4) 
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Donde esta solución es válida para -t 6 LO, 'T'J . 

Elijamos una expresión para las funciones de forma espacio-temporales 

usadas en las ecuaciones cinéticas puntuales. Para ello, recordando -

la discusión de la última sección del capitulo anterior, es claro 

que aunque los eigenvectores no están de~enerados, éstos existen en -

conjuntos de 7 los cuales tienen el primer elemento iqual. 

Ahora, dado que en el eigenvector fundamental;está 

cuya característica es que debe ser positivo en todo el sistema y dado 

que oo e:; 

\"!. c..-Y, .u. 1...(J. J -t./= 'I ¡ I>"~ ti.) N"' (v, J.J.,.fJ:.) ... (~ . .1. .. 5 J 
. n=o J•D 

o ~ ' 

n G,.u,.(!., -t) = ~Í"P,,~t..t)) \-locv,.u.¡4 )\4~]~:P .. j\;l)~" ... C'ffi. .1.. ~) 
Podemos sacar como comportamiento temporal fundamental a 

t .Pº.i L-\) 
J=6 

con lo cual, si definimos 

' f> l-l) ::. !" 'Po.) \-\;) ' • • '~ .1.' !¡ ) 
.J = o 

se tiene que 

00 ~ 

r\ ( ~ 1 A, 4 J -{.) = )? (t) f .F 
-......-

... cm: .1..8) 
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Con lo cual podemos definir 

qJ(;¡,u.J!)-t)= tí ]?ltjl-\:)t'\" ... l:iir .~.9J 
W\=o j=1:1 5.?(-t) 

y de esta manera tenemos 

De la misma manera, dado que 

(_¡, l'i=,,1.t
1
4,,-t) =·X Ph\-l) C~.,(v,.u.,.g.) ... ("Sir .~.1.1) · 

'll=o 

y recordando de (VI.5.22) que 

entonces 

. . . (fil . 1. .1;( ) 

pero los N11 Cv, .1.1.,..fl:. ) existen en cojuntos de 7 y el fundamental 

es Ñ0 ( y
1 

µ..
1
..{1.) porlo aue podemos hacer : 



' 
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Si el comportamiento temporal fuerte lo definimos por conveni.encla. 

como : 

' ~¡l-t)-::. ¡±>o,i(~) 3 (!:;.Plt)) 
J =-o 

• • . ~]ir . i .111) 

podemos proponer : 

e· e .u .n. -t)- ~ l-l) i ~ :s? .. .i L-U e· . t~.id1) · ·· \"N .:1.. 
15

) 
l Y, ' ' - lt !: ~ ,,.l 1 

n=o J-o ..1. \: 1 

y si definimos como 

00 ' 

"·l~Lt.11:-t_)-== ~ "i" Pnjl-l) C·· ·lv..u.(t) ... cw.1.") ttt , ,_, . L ~ l"J , , 
n=o ~ .. b 1'~-t) 

con 

por lo que 

Ahora, por argumentos similares : 



.. 

y definimos 

•.. c:lif . .1.1ci) 

y la función de forma : 

t :: (, Dt + 
lf (y,.u.,.fl.;t) = 2 ¿ .J:n,! (tJ ~"' 

l\=o j-=.o .l (-l) 
. . . CW. .1.~o) 

por lo que 

Y para la importancia de la densidad de precursores,,-~-

donde de (VI.5.32) 

(~ y¡é· V ,.u.,4) = "t N~ t 'i,.u,4) 
Ái-t t0!~ 

entonces 

... t 'fil" . ~ . .i~) 
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y definiendo por conveniencia 

y como función de forma 

00 (, t 

-Oili"A,.il.)t):::- I '\ P .. jl{) e: . lr).l.-!1.) ... \"IDC· i.:(5) 
L "'1:>+ !"J 1 I 

\\:o .i=6 .1.. ( \:) 

+ C. -
\'¡\. -

.) 

Resumiendo, las funciones de forma espacio~temp~r~les .Propuestas son 



... (XU: - ~. ~ '\) . 

..• (W..1. .3o} 

Con éstas definiciones de funciones de forma espacio-temoorales podemos 

calcular y analizar el comportamiento temporal de los parámetros de las 

ecuaciones cinéticas puntuales. 

VII.2. Análisis de los parámetros de las ecuaciones dnéticas puntua
les. 

a) Reactividad 

La definición de reactividad fue dada en (V.4.1) y es 

" ' -t .!\ G t -t-
<Wtl tt l\') t [~&, \f>'\¿\¡))t r J..l ~ ~-8; \ ~Í > 

f l-t.) = l ·~ ' ·-

< f 1 Mo ~>+t. < e7 \M¡ 'i'> 
y sustituyendo las funciones de fo~~J esracio-temrorales obtenemos 
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;-
Donde los productos :Ptt) ~ tt) se eliminan -

utilizando (VII.l.3) y (VII.l.4) tenemos que el produc-

to '1 . ..¡. IÓ•~t LO,..jl'ltt) 
P11el-l.).P111;t"t)::P"eto).P"1jl'I')e e ... C.'l\\.;i.¡) 

que aparece en todos los términos tiene un comportamie!!. 

to asint6tico gobernado por el eigenvalor algebraicame!!. 

te mas grande al que llamamos fundamental y denotaremos 

por Nao. 

Entonces dividiendo (VII.2.l.) entre Peo !tl P~olt) 

tenemos que: 

t -{W...-Wn•)t -(w..-W..-j)l'T-i:.) 
1?1'\et-t) 1?~~ l t) - 'Ene.(o) ~mj n) e e 
Peo(-\) E!,(+) 1?,,

0
(0) ~o ("1') 

... (~ .z.5) 



'/ 'l~ p:l\"" lo +~\'\-h:, 

~¡ (\) 

Poo tT) 
eo:.~ ll.\Gl"""P'"e. aeokd.o en~t-e. 

-p~.í lT) -tw..-~ )""f -e 
"Po~ (T) 'f 

entonces, cuando t aumenta 

:Pne l1:) ?~l ( 1:) 

'Poo l-t) ? 0: ("\") 

para n,l 1 w. 1140·· 

Donde el símbolo ~ siqnifica "tiende 'al valor ". 

Por lo tanto, el valor asintótico de la reactividad es 

,... " + 11. .¿. 'r 
¿_._¡~ \ \\ \'1

0
)-t *' L.C¡00 \ti\¡ No)°'".-;¡-'-\ l.~·Cto• \C.oo > 

+ ,.. " + /-. 
~"10 \ Mo ~o) T 2. L. C\oo \ Mi ~o l 

\ :::.\ 

(."fil . 2. 5 ) 

Lo que podemos deducir de ésta expresión es oue el coeficiente de -

reactividad tiene un comportamiento temporal transitorio tendiendo-
' - .· 

asintóticamente al coeficiente de reactividad del modo fundamental-

dado por la ecuación (VI.4.6) 



Antes de seguir con el próximo parámetro podemos observar que la -

ecuación (VII.2.1) puede ponerse como 

y ahora, utilizando la ecuación de eigenvalores (VJ.2.36) y la propie-

dad de ortogonalidad de los eigenvectores, se tiene que 

~ "'-?t 
si cada término del numerador se múltiplica y divide nor .(<\)~~\\P~nLl 

tenemos 

00 €. 

2. ¿ ?\'\ll-t) ~j tt.) 
"11"1\"º lii =o 

-+ "' 4 

z <!\~ \ \\: <\>"~ > J 

... ('L[ .. 2.e) 

y recordando la definición de reactiyidad modal dada en (VI.4.6) 

tenemos que 
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con lo cual se vuelve obvio que el coeficiente de reactividad es una 

combinación línal de los coeficientes de re.actividad modales y que -

los coeficientes de dicha combinación son funciones del tiempo. 

b) FACTOR DE MULTIPLICACION.EFECTIVO 

El factor de mu1tiplicaci6n efectivo fué definido en (V.5.2) como 

y por los mfsmos argumentos dados en el inciso anterior se lle!la a que 

su valor tiende a 

que es la expresión para el factor de múltiplicaci6n en el modo funda

mental obtenido de la ecuación (VJ.4.9) 

La relación del factor de multiplicación efectivo (así como de los 

demás parámetros ) con los factores de multiplicación modales no es 

simplemente una combinación lineal de ellos con coeficientes aue son -



funciones del tiempo sólamente, sino una expresión más complicada en 

la cual existen términos que toman en cuenta la interacción entre -

los diferentes modos. 

c) TIEMPO DE GENERACION DE NEUTRONES 

Su definición fue dada en la expresión (V.4.2) como : 

lt+'::i: <'f"t\\f) 
1 - A 6 ~ 

<"PtU'{,'tJ> +:;[<.e{\ \'1¡ l\l) 
l=-1 

y por un analísis igual a los anteriores se lle~a a que : 

l lt)-;::-
· A 6 A 

<~IMoNo) +~<.c;t.... \M¡~) 
\:\ 

que es la expresión para el tiempo de generación de neutrones en el -

modo fundamental, obtenida de la expresión (VI.5.7) 

d) FRACCION EFECTIVA DE NEUTRONES RETARDP.Dns ~efin;clc1 en (.SL.4.~): 
..... 

< er 1 Mi 'f '> 

Sustituyendo las funciones de forma propuestos y por un análisis simi

lar al de la reactividad se llega a que : 
.... 

..... <,e,!,\ ~¡No/ (\111 .2.12.) 
fiQ~~(t) ::: t A. 6 t A 

<No\ M .. ~o) + L <_Cjoo \ '''\\°Ño f 
~-\ 



que es también la expresión para la fracción efectiva de neutrones -

retardados del i-ésimo grupo en el modo fundamental, (ecuación 

(VI.5.Bl) •• 

e) FACTOR W1(t) 

que desarroll ñd~ es : 00 ~ 

04> __ P<:t) :[ i.l?v.l.L~)N,,-l-k- ~2PnU~n ... l~.'2.\4\ 
ót - "i)2 ( \ i::('r)l\':ó \.-:o 

.I: ;. ) I'\::() =<> 

Así, sustituyendo en la definición de w1(t), se tiene 

.•• @[ z.\S) 



Ahora, utilizando (VI.3.18) con S"l :. o , o sea : 

y dado que 6 
:P<:t) =- x 'Po.; tr) 

j=o 
6 

p (-t-) =- ~ Woj Po; (:t) 
i¡ '•• ( '!\( .z. q) 

E(+) ~ 'X>oj ("\') 
.l=o 

y como Woó es eigenvalor fundament.al se tien~ oue : 

dividiendo numerador y denominador por E00 (.t) Poc:;t (-t-) y 

por los argumentos usados en los incisos anteriores se llega a 
• & 

, 1 1'"'4.,- ~l""l) ~°!\Ño 1 +- l_/..¡ l...Ñd°-c,!., \C.oo) 
v.1.l+)::'- .;l"") ' •:.1 (~.2.'?D~ 

<JJ!" n~o Ño) -T :E ( ci".. ll~\ \ Ño > 
\"" 



y utilizando 
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(VI!.2.18) la expresión se reduce a 

" .'.[ Á\ <'. ~-C¡~., \ <!íoo) 
-''~"°:,¡_1 ------:------ • •• t"ill: . ~ . .< \) 
<t{~ \ Mb t-1.,) t t <C:,, \~\ ~º) 

Además, dado que de (VI.5.32) 
i=1 

e+ = /..¡ ti.: 
ioo 

resulta 

\.-\, lt) 

de manera que para \ Wool ~ O 

W.(t)~ o .... 
Es decir para reactividades pequeñas, el término ~J 1 (t), que toma en -

cuenta la diferencia de importancias entre los neutrones y orecursores 

y además la variación temporal de la función de fonna de la densidad -

de neutronesJtiende a cero. 



f) El factor bi(t), dado en (V.3.6) es 

b¿(i) ==.. <lY+I ~¡> 
< ~l { Q¡) 

Este factor puede expresarse como 

b- l-0 ::: !; ;f :P.,¡¡ p~ < t{: \ C¡ nA ) • • • ( W . ~. ~ l\) 
' X I .l?l\Jt .P"'j <C¡.,.J \Ctl'I~) 

Su comporta:.r~nto~asintótico es : 

< \'-\.; \ e i ºº > •.• (W..~-~s) 

<.. C~oo \ C·Loo) 
y de nuevo utilizando 

+ t..\ t 
C. - f.¡ l~o 

•C>o - ---.,..-

/...¡_ + Woo 
se tiene 

ó sea 

que de nuevo sí 1 W&Of ~o 



Este factor bi(t), que pesa la relación de la importancia de los -

neutrones a la de los precursores tiende a .:1. para reactividades 

peque~as, es decir las importancias son prácticamente iguales para 

un reactor muy cercano a su estado crítico. Esto concuerda con el-

resultado del inciso anterior. 

g) FACTOR 

por lo que 

Anal icemos cada uno de estos términos. 

De (VJJ.1.30) se tiene oue : 

I o 

r:P (, -\" 

97(-Y,.tJ.,.fl,-t )= ~ '[ 1_1Yl\5 c:l l ?,.u,.fl ) 
E (i:) 1n-=o j=o 

de donde 

lo cual puede ponerse, usando (VJ.3.19) como: 

... cm .~~q) 



por lo que 

y cuando t crece • 

De manera análoga puede demostrarse que 

=o 

<~-+\~)~º 
<'t\'l-'> 

por lo tanto 

... (.'fil .";l..'3 o) 

~·· \.E .;i.31) 

... trn.~.~:?) 

... 

Es decir el término W:i,·L lt) que toma en cuenta las variaciones tem-



porales de las funciones de importancia de los orecursores del i-ésimo 

grupo y de los neutrones, tiende ~ini:ótic.amerrte. 'a. ·e.ero. 

Esto es una consecuencia de que en este formalismo, la población de -

neutrones y de precursores tienden a distribuirse en una cierta forma, 

que llamamos modo fundamental, el cual es una característica del tipo-

y propiedades del reactor en oue estemos interesados y del hecho de -

que para reactividades pequeñas, la importancia de los neutrones y pr~ 

cursores son prácticamente iguales. 

V! l. 3 DISCUSION SOBRE LA INCLUSION DE FUENTES EXTERNAS, DE!~EUTRONES 
,t 

Las conclusiones obtenidas en el sección anterior son v.á.lidas .también 

si están presentes fuentes externas de neutrones, aunque su existen

cia puede excitar los diferentes modos, como veremos a continuación. 

Así pues, con tenemos aue los coeficie!!_ 

tes modales tienen un comportamiento temporal dado por : 

y 

!")+ . 
.I.nj \'\:) =. 

De modo que el producto 

queda como : 

. . . 



Como U)00 es el eigenvalor fundamental supongamos 3 casos : 

a) Wo,, >.o 
b) Wco., o 

c) Wo0 <0 

siempre estl acotada : + 
.Pnltll PmjW ~ 0 

· l'oo(t):F.!~-t) -

... 
b) W~= o j l.Un!l ti)"'•~ ··' 

J J .,.. ....... "'" • 
Por lo que (VII.3.5) queda, cuando t aumenta como : 
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:P.:!.s1$)'1>n!l w ... j<_~-l) 
"" - e J>\'\~~-\:~J?rn¡\\-) <..)nl! ••• \W.'3.8) 

------~ -t ,.\-
.Pool-t) ~,;0 l-\) :P

00
(o)P00\'\'h .P .. ol'\'} Soo-l 

y de nuevo 

1\1~ <..t) 'Y~J 1..-l) =o 
:Poo ( t) "Po~ \i) 

c) CJJoo J Wn~ J l.JJ,.,.J. =f:. W 00 

cuando t aumenta 

~.st (1:)~.i (:\.) 
------~ 
Poot~> .l'..! tiJ 

por lo que 

.Pn9. l-O P:i t-tJ ~ 
l'., o l -t) l?.:;, l i:.) -

~ºº s~~'l':,; <.lf) 

Lüv.l! $00 J::~o (.t¡') 

<:w.=3.9) 

.•• ("W..3.lo) 

Esta can ti dad debe ser muy pequeña para aue la contri bue Ión de los -

modos más altos que el fundamental sea despreciable y poder concluir 

que los diversos factores tienden a su valor en el estado fundamental 

como lo indica el hecho de que los modos diferentes del fundamental -

decaen, sin la fuenten más rápidamente que éste. Por lo que es de esp_g_ 

rarse que las poblaciones tiendan a un cierto valor asintótico debido

ª 1 a presencia_ de fuentes externas 



V!I.4 INTERPRETACION DE LA FUNCION ADJUNTA 

Como ya discutimos en el Capitulo IV la elección del evento caracterí~ 
'"o.I. 

tico, alfdan origen neutrones y precursores da luqar a los diversas -

interpretaciones de la función adjunta. Así pues, consideremos como -

evento característico, por ejemplo, el número total de fisiones por -

unidad de tiempo (1). 

Supongamos que se inyectan Q neutrones en un reactor al tiempo t=O -

en un punto ( y' )..J.. 1 _f/._ 1 
) del espacio fase. 

I 1 -

Suponiendo que no hay neutrones ni precursores en este instante, ni -
~ \ ' 

existen fuentes externas de neutrones, queremos determinar la _densidad 

de neutrones n( y 
1 

..U. , JL ) como función de ( V~ M: .[!.' ) -
para todos los tiempos y en particular cuando -(: ~ ·a:> · ·. 

Para esto se tienen las ecuaciones de transpo~te d'adaS por c'f1 .3.19) y 

(IJ.3.20) con S( V J µ.
1 

..fl ) =O. Es decir 

" r.. 
ei,, ::::. "n -r X/...\ c.., 
()t \ ::1 

'bC¿ =- ?\;V\ - k, (¡ 
ot 

Donde hemos suprimido los argumentos de las ~unciop"~S, ~(-~PM,4 1 i ) 
y 

dad. 

en lá's ecuaciones, por simpl ici_ 

Estas ecuaciones deben ser resueltas con las condiciones de contorno -

temporales n < v 1,_..J 4, *=o l = Q S G-i%(M-'-.M1
) ~(~-4') 

... rm.~.11 ) 
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... tW..J{. i") 

Como ya vimos, 1as ecuaciones de transporte pueden ser expresadas · 

por las ecuaciones (~I.2.31) como: 

();_ IKYf 
ot -

Ahora utilizando los eigenvectores del operador " \K 
desarrollamos de acuerdo con (VI.3.1) -

como : 

. . . \."'!i .L{ • ~ ) 

Como.ya vimos, para un sistema sin fuentes externas 

y por 1 o tanto 

... ("Yll: ·7'· 3) 

y ahora utilizando la condición inicial 

como además 

<'.\)5( i-i1)'b(.I{-~} ~.JJ.-4'} 
o 

o 

... (-w.1.4) 
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y utilizando la propiedad de biortonormalidad de los eigenvectores -

y sus adjuntos tenemos: 

y dado que 

... lE . 4.=t) 

junto con {V!J.4.4.) tenemos 

. . • \"E. . L\ • 8 ) 

y comparando con {V!J.4.5) junto con {VJ!.4.3.) para t=O tenemos oue : 

... 
por lo tanto 



por lo que la densidad de neutrones queda como : 

QO a. -1t tü.,t,.-t ) 
y¡ li",.u, 4)-tl= 1 '[ Q~"'c1~u:4' ie 'N"'\-Y,.u.,.fl.) ••• <.-w.. 4 .H. 

'll~o..l=o 
Ahora, como nos interesa el número de fisiones producidas, multipli-

cando ambos miembros de (VJI.4.11) por V'(.t.1.) l.p(..Y,JJ.) 

e integrando a todo el espacio fase se tiene : 

donde 

'f Lt)= J)) ~"ó~.f!."IY(.u)~f \'\lv,.u;4>-t) 

ya que el mi~mbro izquierdo de (VII.4.12) es el núme~o ,total de fisio

nes, podemos interpretar a 

QN~rv:~·.-ª'Je~ll)S).~'3"'~}.I.~ 'l>'t"4)°ffl'Y,..t.t) \'\11l'Y,µ,gJ = '\ "'.9.1.1:J.lt.tJ 

••• \."YII...'1.14) 

c'omo el número total de fisiones por unidad de tiempo producidos en -

el modo (n, 2 l. 

Repitiendo el proceso, per'o a~ora ¡iara Q neutrones',:inyec,tados en 
' ', 

( Y" .u" 1l. ") I 1-
tenemos 



· QN: (i~;.i.>;.!J.') ent. t.)) )4'!ró1.1.~.g 1l'LAJ.llf<.",.1t)\'\,.l ,).u.,-O. )-.: 'rnfi'',~.a.': i:) 

. .. cm .. q . 15 ) 

Ahora, dividiendo entre sí (VII.4.14) y (VII.4.15) obtenemos 

.. . l'llL . 4 . \ i;, ) 

Lo aue se desprende de lo anterior es que la imnortancia asociado a 

los neutrones que "pertenecen" al modo ( nJ .9. ), es la misma 

nara cualquier valor de desde O hasta 6, si n está -

fija. 

Dado que Woo, es el eigenvalor fundamental se tiene que : 

'f (C ~.u:.ft', t) :Z Q N!<.r~.t.l'i4') ¿'00-t)S f!~rJ.u..~4 iT(!.l-fi.fl'< 1 .t<)N.(~.1J/..l) 
••• (~. L{. lt) 

por lo tanto, utilizando (Vll.4.16) para el modo fundamental, y 

como 

\."fil... L.\ . 18) 

tenemos 

.. . l~ . L\. \'\) 



Por lo tanto, transcurriendo un tiempo suficiente para que los modos 

más altos decaigan, la potencia total de sistema será prácticamente

debida al modo fundamental. 

Esto nos proporciona un método experimental para determinar los va

lores relativos de las funciones de importancia del modo fundamental, 

aún sin conocer los detalles estructurales del núcleo del reactor. 

Por lo tanto, en este caso, el valor de la función de importancia, -

de los neutrones en un punto del espacio fase se puede interpretar -

como el número total de fisiones ( ó potencia del reactor ) produci

da en promedio por un neutrón situado en ese punto. La misma conclu

sión es válida para la función de-1inpor.tancia de los precursores. 

Resumiendo, lo que se hizo en éste capftulo fué aplicar el método -

de eigenvectores al análisis de algunos parámetros involucrados en -

las ecuaciones cinéticas puntuales, y se observa que en caso de no -

existir fuentes externas de neutrones, los valores de los parámetros 

tienden al valor del estado fundaMental. 

Después analizamos la utilidad e interpretaci6n de la.función de im

portancia en un ejemplo particular. 

En el próximo capítulo se obtienen algunas soluciones aproximadas de 

las ecuaciones cinéticas puntuales. 



CAPITULO VIII 

SOLUCION APROXIMADA DE LAS ECUACIONES CINETI
CAS PUNTUALES 

VIII.l INTRODUCCION 

En éste Capítulo se obtienen algunas soluciones-

análiticas aproximadas y se comparan con soluciones ob-

tenidas por métodos analógicos (usando una computadora-

analógica) , de las ecuaciones cinéticc?s puntuales en el-

modelo de un grupo de neutrones retardados, con fuente-

efectiva de la forma S (t)= So ( u(t) - u({-To)1 (don 

de u(t) es la función de Heaviside) y se comparan ambas 

soluciones. Es importante recordar que la fuente exter-

na con la que trabajamos es la fuente efectiva, la -

cual es, como vimos en el Capítulo V, un promedio pes2 

do de la fuente externa real con las funciones de forma 

de la densidad de neutrones y su función de importancia. 

Una solución analítica rigurosa de las ecuacio--

nas cinéticas puntuales obtenidas en el Capítulo V, se-

vuelve prácticamente imposible de obtener, por el grado-

de complejidad que se tiene. 

Aún en el caso de un solo grupo de neutrones re-

tardados, la solución rigurosa es sumamente difícil 

de obtener, dado que los parámetros de las ecuaciones -

cinétic~s son funciones del tiempo. 
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Asi pues, se obtienen algunas soluciones de las -

ecuaciones cineticas puntuales en el modelo de un s6lo -

grupo de neutrones retardados, con la aproximaci6n de --

que los parámetros involucrados en dichas ecuaciones - -

sean independientes del tiempo. 

VIII.2 ECUACIONES CINETICAS PUNTUALES APROXIMADAS. 

Empezaremos por hacer aproximaciones sobre las 

ecuaciones cinéti~as puntuales para el caso de 6 grupos-

de neutrones retardados,para que en la siguiente secci6n 

particularicemos al caso de un solo grupo de neutrones -

retardados. 

Las ecuaciones cinéticos puntuales fueron obteni-

das en (V.3.8) y (V.3.lS) y son 

Ahora, el hecho de encontrar la soluci6n rigurosa 

de las ecuaciones anteriores implica un conocimiento de-

las funciones de forma (CAPITULO V), el cual es logrado-
-> 

s6lo su conocemos explicit~mente los eigenvectores ),, 
'f VI, f. 



sus eiganvalores U)~~ y sus correspondientes adjuntos. En 

pocas palabras la soluci6n depende del conocimiento de la 

soluci6n rigurosa de las ecuaciones de eigenvalo~es {CAP.!_ 

TULO VI), lo cual es, para todos los casos prácticos, im-

posible y se tiene que hacer una aproximaci6n sobre los -

parámetros fU:), f<'llt.), .Q {t) W1(-1:) • w3i (-f:) y biCt). 

Como se discutió en el Capitulo anterior, todos --

los parámetros anteriores tienen un comportamiento tempo-

ral transitorio, tendiendo asl~tóticamente hacia un valor 

constante, por lo que sl despreciamos éste el comportami-

ento transitorio y tomamos los valores de éstos paráme- -

tros como constantes en el tiempo e iguales a su valor en 

el estado fundamental, reducimos la complejidad del pro--

blema en una forma considerable. 

Así pues, con éstas aproximaciones tas ecuacfones -

cinéticas puntuales quedan como: 

" -t ~ .\¡ b¡ C; L-t)T Sli.) ... {VIII.2.1) 

·• 

•· · {VIII.2.2) 
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Los cuales llamaremos ecuaciones cinéticas puntu~ 

les nproxirnadas. En la siguiente sección nos reduciremos 

a tr<1tar el caso de un grupo de neutrones retardados con 

esta aproximación de par~metros constantes. 

VIIl.3. SOLUCION ANALITICA PARA EL MODELO CON UN GRúl!O· 
DE NEUTRONES RETARDADOS. 

En ésta sección encontrarnos, algunas soluciones -

particulares de las ecuaciones cinétlcas puntuales en el 

rnodolo de 1 grupo de neutrones retardados. Este modelo -

consiste en suponer que todos los neutrones retardados -

forman parte de un solo grupo, siendo la constante l.. asg 

ciada a ese grupo, un promedio pesado de los constantes-

de decarnento pertenecientes al caso de ó grupos de neu--

tronas retardados; y la fracción jJe para e~t e. iavu'i'o es 

lo. suma c:le la~ {:3¡e en el ctl'So c:i~ G. 3 'l'Uf'O'S 

Para ésta situación las ecuaciones cinéticos pun-

tuales aproximados (VIII.2.1) y (VIII.2.2) quedan como: 

I'lt) = f- ~-'<11 .l'l-l) -1- 1-b, Cl-tH~li) 1 

C:l-t) ~ k.Pl-tl - (1--;.I,) Cl-1:) ) 
n 
.\ 

(VIII;3,l) 
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Los cuales pueden ponerse en forma matricial como: 

. 
~ tt) 

. 
clt) o 

••• (VJ;II.3.2) 

Ecuaci6n que es de la forma 

l \t)-::. IA )t t-t) -\. ~ l-t) ••• (VIII.3.3) 
I 

COVlde 

••• (VIII.3.4) . 

••• (VIII.3.5) 
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-\ -l> _, 

~(s) = l sI-A) >< (cr)-\- ls °S\:-/A) \~(s) 

•. · (VIII.3.B) 

De manera que la soluci6n queda como: 

x\t)= f~tsJhtS ~~\o't) .\-i\ ts1r-A)1 tRtc:.~~ 
... (VIII.3.9) 

Donde'i't \ denota la transformada inversa de Lapl-ª 

ce. Usando ~ 10) : 

-1 _ ÁdJu~{o.. (.sJI.-A) 
(';Y.-IA) - óe-l (. sJt-A) 

•.. (VIII.3.10) 

Y como 

Tenemos: 

s - f-J!'e-\1\, 
~. 



A\Jo J 
s-.P~r:;"· 

(VIII.3.12) 

Y sustituyendo en ( \/\\\. ~. "\ ) 

-1 

+f 

(VIII. 3.14) 
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Como mencionamos antes, vamos a proponer <;\"e : 

~ \sº (Al-0-J.J. ~-l.-'ro )1 J ':> \-\')-=. 

o 
(VIII. 3.15) 

Donde u C"tl es la funci6n de Heaviside, definida.-

por 

si. t<o 
)..\ l-t) 

De manera que (Ver Apéndice A parte 2) 

( ~o f1- lºc.;J ) 
\Rls):: o · . "(VIII.3.16) 

{al 

-1 

( s"I-#\) !R(s) = 

••• (VIII. 3.17) 
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Factorizando el denominador 

( 7. "'j!,,_\¡\,• ft 1 f-~e-~I l S\'5-+SU..-~-np)-t-~-}":l\-\..)-~•}-t'A:1 9. }-:. 

= s \"' + l>-~- ~J-Jt1.-\\,-r·)\ q \:H1-M-b·>~1'14o/'!) 
K \ 5 + lJ.. \>\,- !::f& )+}(/.-1",-\ ¡; ~ f tfr-/,(1-b.)-\I. )111. ~\ 1 

••• (VIII. III. 18) 

Y para simplificar la escritura definimos 

b =(•-'A.-~)- (,1,-lk ~·>'.¡,¡f~~¡t(t-1.}>l:}¡l>I.~ 
~ 

••• (VUI. 3.19) 



Finalmente, con ayuda del Apendice A y recordando 

que 

La solución es: 

y 
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Con "a" y .b" constantes definidos por las expr~ 

sienes (VIII.3.19). 

Veamos ahora como se comportan las soluciones p~ 

ra tres casos distintos: 

a) Para f =O , b) Pa'ía f<.O con l~l<<fe Y 

c) para f 'l O con p «fe 
La restricci6n en la magnitud de la reactividad-

se debe a que, como vimos en el Cap1tulo anterior, para 

reactividades pequeftos w1 ltl ~O, (VII.2.24) y bi(tl~l 

(VII. 2. 27). 

Por lo tanto, si tomamos los valores asint6ticos-

de los parámetros w¡\t}, bi(i) y w 3 i~-{:), con la candi- -

cion de que la reactividad sea pequefta (condici6n que --

nos dice que las importancias de neutrones y prec\JY5o~e~ 

son practicamente iguales), tenemos: 

\A~¡_ lt''>-zo 1 
W.i Lt)::::, o 

b¿lt)~l ••• (VIII.3.23) 

Sustituyendo estos valores en las soluciones -

(VII,3,20) y (VIII,3.21), podemos ahora proceder a anal_! 

zar cada uno de los casos mencionados antes. 

Trabajaremos primero con un sistema cr1tico y pr.Q 

cederemos en la forma siguiente: primero, el sistema está 
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inicialmente en potencia cero y elevamos la potencia --

introduciendo una fuente externa de neutrones y segundoJ 

consideraremos inicialmente crítico con un cierto modelo 

de potencia constante, sin fuentes externas y combiare--

mas súbitamente la reactividad. 

Así pues, sea: 

a) f:: o 
De las definiciones (VIII.3~10) con W3i=W3 =s> =O 

y b 0 =1, ver apendice A.2 

b = o 

De manera que las ecuaciones litIII~J.20) y (VIII. 

3.21) quedan como: 

1 l'-> = i:lO' r~ ~;:~~~\.ü.~c~~~!'Al±'.}+ 
+ e (o-t) _b__ l1- é(f..+ fejR)-t1 

.l.-t PiR 

t-~ \ _b_f Mt-t) Ú. -(.<.tre/R)-t1 f, -(A~F~)lt'f,,) 
l + peje \ .!l l - e r .Alt-~.l\.l -e 1 ) 

+ /.., { t [.Ult\-J .. \{t-'l'ol) + '\'o .til-l:-ti'o~}) 
(VIII. 3. 24) 
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y 

,,.(V!II.3.25) 

Las gr6ficas de éstas soluciones son mostrados --

en la figura VIII.l, para la situaci6n j? (o+¡ = C(O+)=O 

'é.l1 .. · ·.·• l'l'o"' 

~:1-~------, -t"': 

Fig.VIII.l Grafica de las ecuaciones (VIII.3.24) y (VIII 

+ - + 
3.25) para el caso de que P(C )=O y C. (O \=O. 
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La explicaci6n fisica del comportamiento mostrado 

en la figura 'UIII.l es la siguiente. 

En este caso el sistema es critico, inicialmente-

no existen neutrones ni precursores, e insertamos una --

fuente externa de neutrones al tiempo t=O y la extraemos 

al tiempo t=To. Mediante la inserci6n de la fuente pode

mos elevar el nlve\. de potencia del reactor al punto -

deseado. 

Las ecuaciones cinética3 puntuales para éste caso 

son: 

i.l-t)=-t1'(-l)-T.AC(-t)-+ S.,\:l) 1 
C{_.t)-=. ~; l(t) - /., Gl-(:.) lVIII.3.26) 

Se puede observar-de éstas ecuaciones que la suma 

de las razones de producci6n de neutrones y precursores-

es una funci6n igual a la magnitud de la fuente. Esto es 

16gico puesto que el sistema es critico y la producci6n-

neta de neutrones y precursores debe ser igual a la mag-

nitud de la fuente externa. 

Las ecuaciones lVIII,3.26), al ser evaluados en• 

t=O, nos dan la raz6n de producci6n de neutrones y pre-

cursores a ese t-iempo; - que.' son:· _,_, .,,, .. 



-itlo-

. . . (" \\\ . 3 . .¡ -l ) 

Y éstos son los pendientes de los curvos P(1l y 

é(t) en t=O • respectivamente. 

Esto es de esperarse debido a que¡ a) no hay ne_y 

trones antes de t=O, 6 sea, antes de la introducci6n -

de la fuente externa y b) al hecho de que los precurso-

res son formados con un cierto tiempo de retraso. 

A un tiempo ~t posterior, el valor de estos fun-

cienes es: 

Y las razones de producci6n , es decir, los pen-

dientes de los curvas, son ahora: 

J?L-t)\i.= M: = - ~So A{-\- So 1 
... l "'" . ~ . .:te¡ ) 

i (-t) \-l:at: ~ S.o A-t 
Con lo cual vemós que, debido al efecto de neu-

trenes ret ardados, la raz6n de producci6n de neutro·-

nes, se ve disminuida por la formaci6n de precursores-

y por lo tanto la raz6n de f ormaci6n de precursores se 

incrementa. Como consecuencia , podemos pensar que el

factor fe~ es la velocidad de producci6n de precurso--
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res por unidad de"densidad"de neutrones P(-1:). Así pues, 

al transcurrir, el tiempo la pendiente de P(~) disminuj, 

ra y la de~({) aumentará, ambos hasta un cierto límite; 

éste límite se debe a que la producci6n de precursores-

aumenta en forma proporcional a la "densidad" de neutr..Q 

nes P(i), y si esta disminuye la densidad de precurso--

res también disminuirá, aunque con retraso. 

Por lo tanto, una vez, alcanzado éste límite las 

razones de producci6n de neutrones y de precursores se-

rán constantes. Esto es mostrado en la gráfica en la -

parte en la cual las funci9nes P({) y C(-f.) aumentan li-

nealmente. 

En el instante t=To, en el cual se extrae la 

fuente externa de neutrones, dado que el sistema ea crl 

tico, no hay producci6n neta de neutrones y precursores, 

y utilizando el hecho de que la extracci6n de la fuente 

no afecta inmediatamente la producci6n de precursores,-

debido al tiempo de retraso, pero la raz6n de produc- -

ci6n de neutrones si se ve afectada, y dado que la suma 
oe Lo..s '<<>'lones óe \''l'"oÓ\lC.C.IC:\1 "'"' c.e1to¡st.. lc... ...,,..~ ... ~e\'voóui:c.1Ó"' 
de precursores es la msma, ahora la raz6n de producci6n 

de neutrones debe ser negativa y, por lo tanto, la den-

sidad de neutrones decaerá, mientras que la de precurs..Q 

res aumentará hasta el punto en el cual la raz6n de de-

camiento de los precursores sea igual a la raz6n de su-

producci6n a partir del cual P(-lJ y C ( tJ serán consta_!! 



tes. 

b) f< D .1 

De las definiciones {VIII.3.19), {ver apéndice 

A.2.), tenemos: 

\:, -x. (,\ + ~l )-J (A-t ~ )7._ 1-}lli 1 

Para lo que a "'l O y b '/ O Y 

,.., ,.... 

De manera que {VUI.3.21) que da como: 

1 --



••• (VIII.3.30) 

Y para la ecuaci6n (VIII.3.22) queda como: 

••• (VIII.3.31) 
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Las gr~ficas de éstas soluciones son mostradns en 

la figura VIII.2, para el caso P(0+)= C(O+)= O 

';::~~' ;.,~··.J~.;.~~T.-'..'~·'.: ~ ·~·,,: :.:) '. :· 
-··>~-, ~-:. / ~-/ ~,.;-< ;}\~;:-~:.¿_:~-~(/ 

Figura VIII.:l. Gráfica de i~J"S;g:~~i3,~~;~/lvl:.~F3:3o} y -
.. +···"-: ···+· : ·. (VIII.3.31) para el caso de que P(O >=;cdo .¡_:; o.< 

FiiU::amente,el aamportamiento mostrado. en la gfa-

fica VIII.2 se explica en la forma siguiente. 

En éste caso el slstema es subcrftkoal introdu--

cir la reactividad negativa y los ecuaciones cinéticas que 

describen ccc comportamiento son 
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. 
.::rlt) ::=. 

\PI+ Pe. 
Q 

.l?(-t) -T Á cH) +So 1 

l3e. 1! l*) - " e t t) ) 
~ 

... t 'l\\1.3 :~z) 

c. lt) 

El coeficiente i;i se puede entender de la misma 

manera que en insci so (a) ; el coeficiente - r( lo en

tenderemos como la rapidez de pérdida neta de neutrones 

por unidad de "densidad" de neutrones, P (tl . 

El aumento de la densidad de neutrones en t=o es 

debido a la introducci6n de la fuente externa. Conforme 

transcurre el tiempo, la pendiente de la curva Pt-ll se-

hace cada vez menos pronunciada debido tanto a los neu-

trenes que son retardados como a la pérdida neta de 

ellos debido a que el sistema es subc1ltlco)pero la de.n 

sidad de neutrones aumentará nÜQl\t'<a'> 'tue. las pérdida3 -

net;élq sean inferiores a la cantidad de neutrones intro-

ducidos por la fuente externa; en la instante en el - -

cual se igualen estiis dos cantidades la poblaci6n de --

neutrones se mantendrá constan-l.Q. 

Á'ó>Í rueS l e-;.te. ~\lllel <,;e_ alcania C.OYl: 

Es decir, la poblaci6n asint6tica, estacionaria 

ser&: 
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En el instante en que · ~uitemos la fuente los pé~ 

didas deb1dasa que el sistema es Su~~yÍ:\1~0 hacen que di.§ 

minuya la densidad de neutrones tendiendo asint6ticamen-

te a cel'.O. 

c..) o < f <.< fe. 
Para este caso lVer apendice A.2) 

/.-Pfi·. 

,(.¡-'~ 
Jl... 

4.~ b ~ . (J..+ i\-f) +f.%, 
/.... "r' J~ 

.'! 
De manera que las soluciones P(-l:) y C:(-1) quedan --
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···\.~ ,3. 314.) 

Las gráficas de éstas soluciones son mostradas-

en la figura VIII.3 para el caso P(O)=C(Q¡= O 
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FIGURA VIII. 3 

lf. 
) 

Figura VIII.3.- Gráfica de las soluciones(VIII.3.33) y -

(VIII.3.34) para el caso P(o")=C(o+)= O 

El an~lisis del comportamiento temporal para éste 

caso se sigue del an§lisis de los casos anteriores. 

Para éste caso el sistema es o;...iyert.'t( tico y las 

ecuaciones cinetic~s que describen éste comportamiento son 

. 
'f~P!. 1:' lo\:-) + ,( C.tt) + ~º ~ 

C.lt>-= ~ r\t) - f.. C:Lt) 
..t 

... ~ ~\\\.~.:.~) 

En este caso ~ se puede entender como la rapi-

dez de ganancia neta de neutrones por unidad de "densi-



dad" rle neutrones P( -e. 
El cambio en la densidad de neutrones en t=O se 

debe de nuevo a la presencia de la fuente externa. La 

curva sufre después una pequeña disminuci6n en la pen

diente, debido a que la ganancia de neutrones es menor 

que la fracci6n de ~os neutrones que son retrardados;

posteriormente, debido al de.:almiento de los precurso

res, la curva tiende a levantarse, pero ya no tiende -

a un valor asint6tico pues la ganancia neta de neutro

nes empieza a jugar un papel dominante, haciendo que la 

curva sea una exponencial creciente. En el instante -

t=To, en el cual extraemos la fuente, la raz6n de pro

ducci6n se ve disminuída, lo cual hace que la curva -

presente un repentino cambio de pendiente, posterior--

mente el factor de ganancia neta provoca de nuevo -

el·levantamiento de la curva, tendiendo de nuevo __ a una 

expon1mc.LaL creciente. 

SL consideramos ahora el análisis de las ecua-

cienes para el caso en el cual el sistema esté libre -

de fuentes externas de neutrones y que sea crítico an

tes de t=O y en ese instante el sistema cambia repenti 

namente ya sea a supercrítico o a sub,rÍtico tendremos 

que las soluciones tienen el comportamiento que es ilu.§ 

trado en los siguientes figuras. 



~{t.) 

?to 

FIGURA VIII.4.- GRAFICAS. DE IAS SOLUCIONES (VIII.3.30) y 

(VIII.3.3I) par~~i cas~d~So=O-, si f= o para T<o Yf<.O 

paya T)o. 



ltt) 

:F lo) 

"é(t) 

FIGURA VIII. 5. - .. GRAFICAS. DE IJ\S SOLUCIONES (VIII. 3. 30} y 

(VIII.3.3I) para el .caso de So= 6, sir= o para T< o-

y p) o para T) o 
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Para el caso de inserci6n de REACTIVIDAD NEGATIVA -

tenemos que, áado que el sistema es crítico antes de t~o,-

el número de neutrones de fisi6n que son retardados es - -

igual al número de precursores que decaen en momento en --

que insertamos reactividad negativa. La pérdida de neu- -

trenes juega el papel importante y disminuye la densidad -

neutrones, como se muestra en la Fig VIII.4. 

Para el caso de inserci6n de reactividad positiva -

repentinamente en un reactor critico, se produce el llama-

do salto inmediato, debido a la introduci6n de la reacti-

vidad. Posteriormente, debido a los neutrones ~etaYaa~cs 
L~ Cll'iV!l 4ll'Ap11tlil a OISll\\'11\l\r .. ., rcz11&'4!11.te 1a~i41"" lo$ 11evi.von~ ~e\'\a• 
tes del decaimiento de los precursores empiezan a increme.!! . 

tar de nuevo la pendiente de la curva, volviendose ésta --

asint6ticante exponencial. 

VIII.4 METODO DE SOLUCION l\Nl\LOGICA 

En esta secci6n se obtienen, usando metodos anal6--

gicos, algunas soluciones de las ecuaciones cineticas pun-

puntuales dados en (VIII.3.l). Las soluciones anal6gicas-

presentan el comportamiento de una manera cualitativa y --

tienen la ventaja de que podemos observar el comportamien-

to temporal de las soluciones, de una manera rápida. Se -

llama matado anal6gico puesto que hace uso de procesos 

eléctricos para realizar operaciones matemáticas, como 

suma. resta integración, etc •• Y las soluciones son obteni 
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dos observando el comportamiento temporal de voltajes en -

ciertas etapas del proceso. 

Fijemos nuestra atenci6n al caso que nos preocupa -

por el momento, es decir encontrar las soluciones de las -

ecuaciones (VIII~3.I) en WJ.~O, b 0 = I y, w3 = O es decir -

Primeramente tenemos que construir un "diagrama en 

bloque" (análogo a un diagrama de flujo en computaci6n dl, 

gital) del proceso, por medio del cual obtendremos las sg 

luciones. 

El "diagrama de bloques" que representa a las ecu.s 

cienes diferenciales (VIII.3.1) es el siguiente ! 



JP 
d-t 

'Ctt) 

FIGURA VIII. 7 "Diagrama de bloque" de las Ecuaciones - -

(VIII.3.I) 

En donde los "bloques" pueden ser entendidos como-

operadores, loe cu~lcs re~li~~n la oporaci6n indicada en-
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ellos, sobre la sel'!al 6sel'!ales que entran a éstos y las -

flechas :indican las direcciones 6 caminos que deben tomar 

las sel'!ales. 

Explicaremos el significado de cada bloque 

Es un bloque en el cual la sel'!al-

de entrada es e ( ~ y la de salida es 
Slt); la. 'l'elac..16"' e.Y\tTe. 
e(t) y s(tl es la siguiente 

s(t)= S e(i:)dt 

Este bloque se llama ntegrador 

Este bloque se lla multiplicador ~i) .r¡(I S\_t) 

~ donde S(il ::; keCtl 

Este bloque realiza la siguiente 

operaci6n 

s C tl = e2 C tl - e 1 <t> 

Este bloque se denomina sumador-

y realiza la siguiente operaci6n -

Para obtener soluciones de las ecuaciones(VIII:3I) 

se contruy6 electr6nicamente el diagrama de la Fig VIII.7 

utilizando el equivalente electr6nico de los siguientes -

bloques (Apéndice B). 



bloque Equivalente electr6nico 

c. 

Ri ~3 

e~t) I(') o 
elt> 

';" ';' 

Ri 
e~"t) K<O 

E!lt) 
don~e 

~'1:\K.\ 
':"' R, 

e. R, 

S~t) ei 

E'3 

- -= -
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En donde el símbolo ~ 
operacional (Apéndice B). 

Utilizando éstas equivalentes electrónicos para--· 

los bloques, el diagrama de la Fig VIII.7 queda como 

F1"G1Hi.'A '1111\.8 .- Equ\\IALE~lE 

btA!i'i!.A\.\A. '1111\·'l 
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Se construy6 en el laboratorio el diagrama de la -

Fig VIII.B, y se realizaron los experimentos con los val.Q 

re Pa."' º·ºº65.1 9-=- o.ooi 

j, =Irr seg , A de manera -

que ajustando los potenciómei~o? se obtuviera~ en forma 

lo · más aproximada. posible los valores 

te 6.5 y 
•.1 

/..."' 0.077 seg • 

Se analizaron los casos· discutidos en la secci6n -

anterior, es decir: primero un-reactor crítico a cero po-

tencia, insertando una fuente de neutrones durante un ci~ 

erto intervalo de tiempo, para los 3 casos de ~ "' O, f < O 

y f ";>O; segundo para un reactor critico en un cierto ni-

vel de potencia, insertando repentinamente reactividad --

negativa. 

As! pues, partiendo de potencia cero, en un reactor 

critico, con f=O, insertando una fuente externa de neutro

nes, obtuvimos. 

10 ~ 8 ¡ (. !° 'I 3 2 1 
'!! 

'ºº""" 
ªºº ... v 

\llO •\/ 
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De la misma manera, partiendo óe. potencia cero, --

pe'fo esta vez en un reactor subcr!tico ( f 4 o ) insertan

do fuente de neutrones externa se obtuvo. 

....v.tt~ 

1()0 

· •. c .. :. I: . 
' .. -·--:-------~--- ~ 

"cb 
1 

6'0<> 

'{Db 

a0o 

~°" 

'º" 
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Ahora, para el caso de un reactor supercrítico - -

( f >o) partiendo de potencia cero, lnsertando una fuente 

externa de neutrones. 

' 11\ V. 
:::.!:.:::r-;:-.~ f ·. :;~-~: .. ~ºl!I 
------~----·---· -· 

.• • --L 
•. .i •. _. ~.- ' 

.60o 

'lioo 

ª~º 
~: 

................... -+..+-o..i-....+..+~-, 

Ahora, partiendo de un reactor crítico a un cierto 

nivel de potencia y libre de fuentes extern<ls de neutro -

nes, insertando repentinamente reactividad negativa, ee -

obtuvo 
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'. ~· ·- .. 
·1 

.iv, ". 

Estas graf icas concuerdan con los resultados obte-

nid?s en la 5ecci6n anterior. 

Con esto se tennill« el caso simplificado del mode 

lo con un solo grupo de neutrones retardado~ • En la si- -

guiente se discute el diagrama de bloques para el caso --

del modelo con 6 grupos de neutrones retardados. 
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VIII.5 DIAGRAMA PROPUESTO PAR/\ RESOLVER LAS ECUACIONES 

CINETICAS PUNTUALES CON 6 GRUPOS DE NEUTRONES -

RETARDADOS USANDO EL METODO ANALOGICO. 

usando el valor asint6tico de el factor \1-1'!1 ¿ , -

el cual es\{~•=º• las ecuaciones (VIII~2.l) y (VIII.2.2) 

quedan como: 

. ' 
.El-t)= f-Pc f(t)+°}t<.~C:¡~-l)+S(t) 

~ i:I · 

• • • <. " \\\ • 5 . .i ) 

E¡ l-1:) = ~'• f(i) - k, C;tt) 



el 

solc.>c161t osa~c!o \)Y\a c.om.potaóo_.-~ 

analo'~,ea es~ 

F 1 S º '2A- 'll\\ • !J. 

so 
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Este modelo no se construy6 pues el realizarlo, -

con la precisi6n adecuada para poder observar los deta-

lles finos de la influencia de los 6 grupos de neutrones 

retardados, implica utilizar amplificadores operaciona-

les que son difíciles de obtener en el mercado, siendo -

necesario importarlos con la consecuente pérdida de tie.!!! 

po. 



CONCLUSIONES. 

En este trabajo se han presentado algunos aspec

tos inportantes del comportamiento espacial y temporal 

de la población de neutrones y de precursores en reactg 

res nucleares. 

Se utilizó un principio variacional en base al -

cual se dedujeron las ecuaciones cinéticAs que gobier-

nan el comportamiento de lo que se llama funciones de

importancia. De los d~scusiones presentadas en el trab-ª 

jo se pone de manifiesto un hecho que, desde mi punto -

de vista, es muy importante: el hecho ne que las impor

tancias de los neutrones sean, engeneral diferentes de

las importancias de los precursores. 

Estas funciones de importancia, se puso también

de manifiesto, tienen un significado físico muy importa.n 

te, relacionado con eventos característicosdel funcion-ª 

miento de un reactor nuclear. 

Posteriormente se dedujeron lo que se llamó las 

ecuaciones cinéticas puntuales generalizadas, en las -

cuales están involucrados coeficientes de reactividadF 

fracción efectiva de neutrones retardados, tiempo de -

generación de neutrones, etc., que son factores gener-ª 

lizados, en el sentido de que involucran la diferencia 

de importancia de los neutrones y los precursores y que 

juegan un papel primordial en la operación de un reac--



tor. 

Después, usando eigen~E!C:to~e~ y eigen-valores de

un ciert:o operador matti~~al, se hizo un análisis del ce.in 

portamiento temporal de ~os factores mencionados antes y 

se demostr6 que tienden a valores asintóticos, que son -

los característicos del reactor en regímenes no transit..Q 

ríos. 

En áegulda se obtuvieron algunas soluciones apr..Q 

ximadas, anal!ticas y analógicas de las ecuaciones ciné

ticas puntuales y se compara~o~ las soluciones las sol_y 

cienes obtenidas por éstos metodos observandose concor-

dancia en ambos tipos de soluciones. 

Como comentarios finales, el análisis de los ei~n 

valores mencionados, no se ha hecho en forma general y

rigurosa y solo se han considerado algunos casos partic_y 

lares en la literatura l1i) . El cálculo y la determina

ci6n de los valores relativos de las funciones de impor

tancia de los neutrones, en el estado fundamental, de un 

reactor nuclear son problemas que todavia están abiertos 

Por último, el disefio y construcci6n del circuito 

analógico para obtener soluciones cualitativos de los 

ecuaciones de las ecuaciones cineticas puntuales para el 

caso de 6 grupos de neutrones retardados, que no se pudo 

realizar en éste trabajo, por la falta de material ade-

cuado, se vé como un trabajo uLil pur~ los l~hor~torios-
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avanzados de la Facultad; otra posibilidad m~s accesible 

sería la realización de una simulación digital utilizan

do los servicios de un centro de cómputo, para comparar 

las soluciones en los casos de l grupo de neutrones re

tardados y 6 grupos de neutrones retardados. 



.A. i TRANSFORMADA DE LAPLACE 

\12) ) l.13) l14) 

Dada una función f (t), la cual satisface la co.n 

dición. 
O<> 

) \ fl~) eirt I c\.t <. oo ... (A.i.l) 
o 

Para alg1ln real ftnd.t> ü. la transformada de La

place de f(t) se define corno 

... ~. i.~) 

Que es denotada por 

... lA.l.~) 

Siendo s, en general, una variabl_e_cornp~eja, es-

to es 

(.011\ 

La operación de obtener f(t) de la transformada-

F(s), se llama, transformación inversa de Laplace; que-

es denotada por 

Y estlí dada por 

flt):: _b,_ 
.:nrj 

~.i..4) 

(tjcP s-t: 

). FL~) e Js 
é:.-J 00 

... (t.1.SJ 
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Donde es una constante real m~s grande que todos 

las partes reales de los singularidades de F(S). 

Una tabla de transformadas utilizadqs en el Cap1t.Y 

lo VIII es: 

TABLA A.l 

JJ.. li.) 

M l-l-'t'o) 
-a. t e Stq 

J •a. 'l'o 
s:t;;: e 

Para una funci6n vectorial ~12) ) tal como 

-'? \?L+)) Xlt)-: _ 
e L-1:) 

definimos la transformada de Laplace 

C.c>W\O 

.... ~ . .i.1J 
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Y en general, si 

~,,(.,{) . . . t~ lt) 
/Al-+.)~ 

... (ft..1.B) 

~Vial-!:) ~ Y\Vl\t) 

etlto~C!e~ 

( t\ t .. lt\\ et\ t\\t.t)\ 
~\ 4\t-l)\ = ; 

... (A.1 !1.) 

t ~ C\\1 lt) ~ f \ ~~ .. l~\ 
En forma análoga se definen los transformados --

inversas de Laplace. 

Una Tabla de les transformadas inversa¡¡ utiliza-

dos en el Capitulo VIII es la siguiente 

F{s) 

s +Á-\1.111 
S(.!>-\Q.)l5t>b) 

TABLA A.2 

..¡. ~~1)/9 + b_ 

bL~-1.J 
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f (.t) 

A.~ 
En seguida se presenta la obtenci6n de los --

constantes "a. y "b" utilizados en los diversos casos --

del CAPITULO VIII. Adem~s se presentan la obtención de -

P(t) y c(t) para esos casos. 

caso 1 

0..) ~ =O 

Las constanes a y b dados en (VIII. 3 .19) con ~ •O 

y W3=0, w1=o y bo=l quedan como: 

De tal manera que 

con este&! való.i:es la ecuación (VIII. 3. 21) queda como: 
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... (A..~:¡ ) 

Y desarrollando en serie la funci6n exponencial 

~.' (L - ..<-b é'rrl.) - ~/~ l L - 6::.12- + lb:llli- ... ) 
b~o ·o.b "1(a..-b) - b~o o.b b(tt-b) blq,--b) 

. =. - Á-4 + !:;!_ ... (A. . ';l . ~ ) 
Q.~ a. 

De manera analoga; 

~'~ \.-&- - .<-b ~tt-'rc)) ::. - ~+ J. H-~~ ... (A.<~) 
L Q b b(d.-b) 0.:1, 0.. 
v~o 

Por lo tanto, sustituyendo ''.a" 1(A.2.2)queda corno: 



,, 

De manera que si. J?(.o+,}: ¿\c¡t) -::.. O 

](t)= sJ Je!~- ~\- ~ÁtF'i.tH) + ~ I o~ t ~ ~b 
l (kt pc¡p} J...,,. re/R. ' 

... u .. <.~J 

Ahora el c~mportarniento temporal de los precurso-

res de neutrones retardados. con los valores de "a" y "b" 

dados en (A.2.l) la expresi6n (VIII.3.22) queda corno: 
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Y de nuevo, como lo hicimos anteriormente, desa--

i:rolando en serie la expo111encial: 

An(i.logamente: 
-\,t-\:-'ro) 

~\~ ( J__ ~) :::.-1--t 
6->o .CA..b \ila..-b) a . .7· 

lA.. :(.\o) 

Por lo tanto, sustituyendo "a". (A.2.8) queda como: 

... (}. .:u2 J 
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y 

Ahora cuando t 

Y por lo tanto 

- ) - J.L J: (. 4 -> -) 
CU:-l>- - "'" 

Lo cual concuerda perfectamente con las ecuaciones 

cinetici\,s para 

dados en L..:W , ~. i. ) e.e."'- 'A\:. y.\~ : o ~ \.b::. .i. 

CASO 2 

b) co.,.,, \ ?\ « ~ 

Sea bo=l, W3=0 y W1=0 

Las expresiones (VIII.3.19) pueden ponerse como 
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(,(+ fJ..dlff) .¡..jcl--t ~lf1)2 __ 1i..1íJ 
o..~ )¡ ...... ~ 

:( 

b::. ((+~-:t-lf! )-j(M ~-ll~J-~ ' 
~ 

'i A ~Y\ < < ( k+ ~~\f.! ) 

~+~-1!f!)2._~ 1 
..... l"- r..+1r1 )-- ·~..1 ... W\f.J/.. (A.:?..L'") 

.2 ~ ~ ;- T . U,t f1-lil) 

(A.~.\':{-) 

De manera que 
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te-P a.. ';:: /..t ~ 

J..Pj;. 
b ~ -

Cl.+tj-P) 
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Y las concentraci6n efectiva deprecursor~qucdn como 

... (~· ~ -~.<) 



APENDICE B 

B.l. AMPLIFICADORES OPERACIONALES. 

Un amplificador operacional ea un "ente" electr§. 

nico <15) , el cual, como su nombre lo indica, es un arn-

plificador de voltaje. 

su símbolo es: 

Donde las entradas + y - las llamaremos así, en-

trada + y entrada -; vs es el voltaje de salida y ve ea 

el voltaje de entrada y es dado por: 

ve =ve+· - ve_ B.l.i. 

Donde Ve+ y ve. dan respectivamente los voltajes en -

la entrada + y en la entrada -. 

La característica esencial de los amplificadores 

operacionales ea que su factor de amplificación es pos.!, 

tivo y de valor muy alto, idealmente es infinito.· 

Es decir, el voltaje de salida y el de entrada están r,!! 

lacionados por ... (!i. l.1) 

Con lo cual podemos observar que 

a) ve <. o si ve- ) ve+ 

b) va >o si ve+ ) ve-

Esta es la razón por la cual la entrada ea llarn.!!_ 

da ·la entrada inversov"d ':J la entrada +, la entrada no -
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inversoYa. 

otra de las características importantes es que -

la resistencia entre la entrada + y la entrada - es --

idealmente infinita; por lo cual no fluye corriente en-

tre las entradas + y la -. En la práctica la impedan--

cia de entrada es muy grande, pero finita del orden de-

10 MJl 6 mayor dependiendo del tipo de amplificador -

operacional usado. ( I" l 

La irnplementaci6n de integradores, sumadores y -

de amplificadores. con ganancia finita (predeterminad!\)-

es realizada mediante arreglos de resistencias y canden_ 

sadores entre las entradas y la·salida de los amplific!!_ 

dores operacionales. 

A continuaci6n mostraremos y explicaremos las --

configuraciones necesarias para obtener integradores, -

sumadores e inversores, suponiendo que los amplificado-

res operacionales son ideales. Para un análisis más ri-

guros o ver Ref. 15'. 

B. 2. CONFIGURACION DE INTEGRADOR IDEAL. 

"e 
1 
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supongamos que el amplificador operacional tiene 

ganancia\<., y luego hagamos tender K-7CD. 

La corriente que atraviesa la resistencia R está 

dada por 

I ve-ve.. 
R 

l B.2.1.) 

Ahora, sabemos que el voltaje entre las termina-

les de un condensador está dado por 

\J -: L ... l,_B.2.2.) 
c. 

donde e es la capacitancia y q es la carga almacenada-

en el condensador, así pues 

donde 

\Je_ -\Js -= '4l'\:) 
(. • •. { B.2.3.) 

(°h-t-)-::. ) ~ {-\:) ~t . ,.(B.2.4-) 

a .¡, 

\Je. - \Je;. -:. Z )º J:l~) .\.-l ... (.'O.<·~) 
sustituyendo (B.2.1.) en (B.2.5) 

-t: 
\Je--\/:.=. -'- ( (\Je.-Ye.)cH .... (..~ . .:2.lo) 

Re )
0 

y utilizando el factor de amplificación que nos dice 

tenemos que, 

como ve+=O, 

\I - _J._ \/c. 
'4e- - K ... 

Así pues, cuando K -'> "" 

Ve.-::.o 
y sustituyendo en (B.2.6.) obtenernos 

.•. lB.2.7.) 

••• (B,2,8,) 
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-t:. 
\J~l+):: - ~(. s \let+) J-t 

b 

•• · lB.2.9) 

Donde RC es un factor de escala. Por ejemplo, -

si RC = l seg: 
-t. 

V~~)-:: - \ Vel-t) ~ )ó 1 A,Q'j 
••. (._B.2.10) 

Para los fines que perseguimos este factor de e.!!. 

cala nos permite acelerar 6 hacer más lento un proceso. 

B,3. AMPLIFICADOR IDEAL DE GANANCIA A. 

Sea la 

"'!) 
1 

= 
sabemos que la corriente que fluye por la resistencia R, 

está dada por 
-...¡e. -\Je_ 

R, ... tB.3.1) 

y dado que no fluye corriente entre las entradas + y -, 

la corriente que pasa por la resistencia R2 está dada-

por 

y como 

y dado que 

\Je.~ -::. o =) 

por lo cual cuando \(.~ 00 

" - -L \J ve. - - K s 
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Así pues, sustituyendo en (B.3.2.) se tiene: 

o sea: 

Vs::::. 

R2 Ve. 
'"R, 

- R,, 'le. 
'R, 

~B.3.3.) 

de lo cual se deduce que para la conf iguraci6n present!_ 

da la ganancia es: 

\ B.3.4.) 

una vez que se tienen estos resultados es inme--

diato que la configuraci6n de bloque inverso~ (es decir 

A =-1 y por lo tanto, R2 R1) debe ser la mostrada en-

la siguiente figura 
R, 

Ve 
1 

::: 

B.4.- SUMADOR IDEAL DE N ENTRADAS. 

sea la siguiente configuraci6n 
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Aplicando la ley de Kirchhoff al nodo de la en-

trada - tenemos VI 

~ lVi-Ve_) _ 'Te-:V'S 
L R - R., {.B.4.1.) 
¡ =-1 1 

tomando el l.ími te cuando Ve-_. O, se tiene que 
11 

·u ~'Ro 'I/· 
Vs-:... - L - ' B.4.2. 

¡:, R; 
Ahora, ésto significa que el voltaje de salida -

es una combinación lineal de los voltajes de entradaj -

para que sea simplemente la suma de los voltajes de en-

trada necesitarnos que 

l B.4.3.) 

con lo cual 
"' 

V"""= - X, v, 
1 =- • 

y la configuración queda corno 

'J, 
~6 

B.5. IllTEGRADOR REAL. 

un modelo más real de un integrador analógico es 

el siguiente (1s). 
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~ ~ 

~ 

l 
-= J:'o 

j_ 
= 

donde ~V~simboliza una fuente de voltaje de magnitud 

Vof (llamado voltaje de "offset") 

y t I'o simboliza una fuente de corriente de magnitud 

l1i (llamada corriente de "Polarización"), 

El análisis del circuito nos ptoporciona 

·· ·lB.5.1.) 

y dado que 

•. .(_ B.5.2~ 

o sea: 

Se tiene, por lo tanto, que: 
:t: 

Yor- -Y:-,=-zf~l"e~v"f )--:t" ~Jt ~.5.3.) 
de donde se sigue que: 

~ t t 

Y~ .. -~c. í Ye.H + ~c.( v.f J~ -t z \T bJ-t; -+ "·f (¿3.5 .4.) 
o J. o 

que difiere de (B.2.9.) en los últimos tres términos, -

los términos extras son llamados términos de error. 

Como podemos observar, el término de error debi-

do al voltaje de "offset" incrementa linealmente y su -
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signo depende de la polaridad del voltaje de "offset".

Además de este voltaje "rampa" de error el voltaje "of.f 

set" crea un voltaje de salida igual a su valor. 

La corriente I b también incrementa el volt a-

je de error en forma lineal. 

Debido a estos voltajes de error que aumentan li 

nealmente,el tiempo de integraci6n se debe limitar a i!l 

tervalos suficientemente pequeños, para que el error sea 

despreciable. 

Los efectos de la corriente "Ib pueden ser r~ 

ducidos insertando una resistencia R' entre la entrada 

+ y tierra, con lo cual se reduce la corriente. 

El seguir estas recomendaciones, el funcionamie.!! 

to de un integrador real se acerca bastante al de un iE. 

tegrador ideal. 

El mismo tipo de análisis, con ~ecomendaciones -

semejantes, se sigue para los otros tipos de amplifica

dor configuraciones disGutidas. 

B.6.- TIPO DE AMPLIFICADOR USADO EN ESTE TRABAJO. 

El tipo de amplificador del circuito de la Fig.

VIII.Q_, fue el 741 y el 747 (el cual contiene dos ampli 

ficadores 741). Estos amplificadores tienen "grandes'' -

voltaje de "offset" y corrientes de polarizaci6n. Se --

usaron esto.::; üi111:Jlifi~=aJor..:;..:; ..:.:.!..i.J.v a su disponibilidüd

en el laboratorio de Electr6nica de la Facultad de Cie!l 



-227-

cías. 

Las características de estos amplificadores ope-

racionales pueden ser encontradas recurriendo a los ma-

nuales correspondientes, (16). 
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