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vii 

A µesPr 1e ~uc 1urnnte un lErfo nerioio 1e tiemno se 

tH?r,HÓ ,,ue lP meclinicf') ':Jel "!le~Jio continuo, ;¡ cr; nnrt.icull'?r 

lo "'ecfnicn 1e flui1os, hPhÍ" ~ue~~1o como1et.P.mente formu­

lP~" con los trnh:o~o" •le F.uler, :3tokee, :.1.,vier v 7'nint Ve­

r.0nt, er.t.re otr.-is, recientes ir·.vestir-,,,cior.es rocerr.~· 1e mP.­

teriFlee iistir.to"' " los fluí.Jos sto;,c1rnüir.os y '16li,los el4,.!! 

ticos line<'les hr>n rnoí.iv.,,-lo, 1e r.ucv·' coent<?, i:l ir.t.erés 

er. los fur.1~mento!'l '.le ln rnec/·r.ic,·· cHisic'l ie los "'edioe con 

tinuos. •1iuchos ir.vestifP-lores, 

''oll, Trues·iell,, y Colem<?r,, r:e hP.r, nreocun°1o nor est.Phle­

cer -le m~r.er<> PXiomftic" est" teorir>, inter.t.,r.1o 1>sÍ cl<iri-

ficrr su~ fun-Jomentos. 

Po::- otro lr1o, 1e'l1e el nur,to •le vistl\ 1e l<i teoría -le 

rel"·tivi<ln1, lP investif""lc_ión~re<>li'.".P~IP <er. e_s<> _:Lirfi!c_cign es 

nrPcticP~entc r.uln, no ohstrr,te r·u im;iortc_nci." 'er, ln. "!Stro­

fisic<> y en l" fisic" rJo plns"'""'• entre otr:;e r;mi:is 1e l" 

r.iencin. 

Con este tr"h~jo se nreter.1e sent"r l"s h~ees pP.rA lA 

formuli:ci6n, "' º"rtir tJe ur. e!nue"rn AXiomP.tico h~sico, 1e 

lP mec~nic~ tJel me'1io continuo invRrinnte 1e Lorer.tz. 

~:r. los •los nri!'!lero8 r.Ppítulos :'le pres1ir.tP.r, lofJ conce;J­

tos y ~esultr.o1os oriracinnlf?s •Je lq r.'lec6nicr: ·~lásicF. -)e 1os 

me1ios cor.tinuos y lr; teori" e<>pecinl .Je l'J rel; tivi1.,'1, P 

fin 1e •1hir."r nl lector '1er.t.ro '!el te~" y tener nur,t,.,s 'le 

referencia Pl formulPr, en los C"nltulos 3 y 4, 19 teoriq 

•!el cor.tlnuo inVPrir.r,<e 1e J,orcr.t?, 
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r.·r~ el c~nl.t'...tl~ ~. los cuernos se cor,si 11ernr¡ ~orno r;::;~~­

cio~ toool6Ficos mo1eln1os en el a9~•cio-tiem~o ll~no 1e 

lfir;·rnw!'lti, y su evolución !'!U 1encribe U!J"r,<io el tie"lno "lro­

nio -ie ur¡ ohserv1•ior i:1€rci~l cunl..,uiel"!l, C:O!!!O ~~rPmet.ro 1e 

w.ro1u.~i5r .. L:>s hil"Ótesis ir.tro<Juci•l"ls e;-, e!Jte c~citulo9 lJC! 

miten ohtP.ner ecur.cione!l 1r, oo;l~·nce nur;> l" "-'"Sr-< y el cua-· 

1rimomcnto line~l. 

Fn el cnnituJo 4, n<lem~!l 1e pener•liznrse las i1e~s 

1@1 cnpitulo 3, se hqce not~r le necesi1;>1 de consttuir unA 

teori~ cor.stitutivP .,ue· seP. consistente cor. los rostul'3.1os 

1e i~ teorín espacirl <Je lr rel~tivi1n1. 



l 

<:API'l'HLO l 



l,0 T!1'J'l:ODl1C!INl 

•n el nrusente e• l'Ítulo se e~nonen los conceoto~ bdsicos 1e 

lr mecr'nicr· de flui'los 1e'.lr]e el punto <Je vist< r'le lll mecñr._! 

e• <Je los ·~erHns contir.uos, A'1ui, un fluir'lo es. consi•Jerflr'IO 

COmO UnP rJÜ;trihuciÓn COntÍnU~ r'Je mrterill 1e lR CUOl se il~­

nOJ"P su e~tructur~ ~oleculrr y.en l~cuf'l, süpueot~~cnte, -

r.o h•v e:::n·cio" ·rcíoo •. L•s iun:g'io~~9.;ui. oe ~tili:rnn en l!" 

'1enr.rinción <le lr-n pro11ier'l.,1es •le uh '.ite1io cor.tfr.uo se sun.Q 

nen cont ínur s v .-Jifercnc ir. hle's. r.l. ~er.o.s loc11l·~ente, e~ •le-
c ir, en lrn rcl"ior.es ·rJ~ '1.?lter~·s~; ' · · ·. ·•, ·. 

Rr. V mec;nfor: de ¡(}~ ·ro~.f16~ ~~~~t~u~s'se re:mieren 

rJos hinóte!'lis '''ª Pcercrr'le;l.~·~;1J;u~r•1e~,r. ~,JeÍ mR~eri~·l, "' 

nr-ber, ~ue e!J h<i~op:éneo e ;is~~~6ilic<>> .i1r: embnp,o; estos Úl 

t irnr s supo:-licior.es Í.o ~erl~ ri~c_es~;ie s sir:o h~~ta las ecua: 

r.iones cor.stitutivFs (rele~ió~~Sent:i-é ·1E!:t'Cl.l'..iii~faij9i'.Y~~es- . 
- ----;--_-_-_-------=o:---"-_ 

_; \,- - .. ·~ .. ' ·- ,' 

ruen::> ~eoriP ,1e los ~·euos contfouos se il~v~J[ en rJos'nn.r: 

ten: (1) los nrincioios fenerPles, es decir~ 1~9 ~'uo~~icio­
r.eR y cor.secuencir·s ~olicr·bles fl to~oa:·los mer'li8s''·c,~nt'ín•10FJ, 

1 ( ?) lr>s ecu·ciones constitutivPs nu~ ifofir.en Pl ~Pt~;i;•l co~ 
~i1erF1o en n•rticulRr. 

1.1 f,¡,3 DF;SCR T'PCTON E3 m=:r. MOVIMTEN'l'n 

rxinten 1os f11r".1r-s, e~enci~l·rer.te <lifcrcr,tes, uP.rP. .Jencri­

hir el ,,ovi11if'r.to.1e un flui.<lo: ln 1escriTJci.Ór. Ir>r'l'Dnr•i."nn 

V l.r rle<·crinc:ión Euleri11na. 

r.:n 1· <lencri¡ociór. Lafrar.¡:iana, el 'llOVi'1innto rle los 

fl~~Jo~ e~ tr•ta<Jo ur. forma ar.~ln!a al ~oVi'lliento r'le nnrtí-



currir el tie'TIOO. A·1ui, el movimiento '!el flui•lo es !''10CiP­

<lo con unr trr·nsformr•ción reomét.rico renresentr<J"' nor un? 

funciór. 

x = x(X:,t) (1.1) 

~ue ,¡~ los vectores <le posición ~. <lel elemento <le fluido 
-' 

i'1er.tificF<lo por lr· "eti'luetr." :<, en función <lel ticmno. La 

etinuetr. t·nuede escoperse como el vector <Je nosición del 

elemento <Je flui<lo en ~lp6n instPnte
0

inicir.l t =t. que, en 

¡;Prticulrr, pue<le ser t =o. Así pues, en estP <le~crinción. 

lPs comooner.t es· X., 1C., :<,·, <le X, se consi<lerFr, comci varin­

hl es in<le¡;en<Jientes, y el tiempo t CO'Tlo nPr~metro. 
' . -_ - -- . 

F.n ln descrinción F.ulerü·nr no se. cor.si'1eren elementor:i 

<le flui<lo <lirectl'mente, sino. stls veloCi<lr..Jes. 'llriui; el movj. 

miento <lel fluido se <lcscf:i\-ié/~Tl términos <le un Cl1"1nO <le V.!!_ 

loci,lr<len 
- __ -__ -_·.:.__:__.:_ ___ . ___ :...:__:_ __ , -- • ·---'-'-~-'o~ ,-., ----- --- -_: __ ~~-·:_·"'-:-.-:_~~-

v(x,t> 
riue ea consi<ler<>do col'lo un cflnipo nrimitivo;. :y. r.o· corno. ohte­

ni'1o nor diferennir ción con resnecto rl tiern·~~i',¡'~'.·,.~rií.n ves. 

tor <Je posición [l]. De hecho, x y t son considerados Ahora 

como VPriPhles in<lependientes y, por consiguiente, ay,;¡¡¡~ ~o, 

es <lecir, x es mernmente un punto fijo del espacio. en tAn­

to nue en lR <lescripción Lnp-rAnp:ianlJ denotfl. 113 posición in_!! 

tPntnnen del elemento <Je flui<lo considerado •. En lA irA~en 

F.ulerir.n~, lr.n nroniedP<les físicPs pertenecen, nor es{ <le­

cirlo, " loe: nuntos <lel es1:mcio. Así pues, puede <lecirse 

"ue un elemer.to de fluido tomR el valor local '1el cPmpo <le 

veloci<lr>•lee. 
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ClMr~mente, puesto oue el comportnmiento 1e un fluir:lo 

es in1enenr:liente r:le lR formR en aue se le r:lescribP, P.mbns 

1escripciones qon comnletRmente eauivalentes. 

A l~s ?ariRbles X,,X1 ,X• 3e las llama coor1~na13s ma­

teriales, y coorr:lenr-r:las esnRciales ~las vnriables x,,x,,x,. 

Con frecuencia tPmbién se les llama, aun,ue ir.correctPmente, 

coorr:lenPr:l~s LPRrRnRirnes ~ lPs nrimeras, y coorr:lena1P.s ~u­

.lerir-r,Ps "' lPs últim"s [2 J. 
Si se conoce la transformación 

x = x(x, t l 

aue, er. lP. 1escri.nción LagrFr.iriana, se Asocia a.l movi.,iento 

r:lel flui1o consir:lerP.1o, lR veloci1'?1 r:le un elemento 1e vol_!! 

men peaueño r:le fluir:lo puer:le crlcularse tomanr:lo lP 1erivar:la 

parciRl respecto al tiempo r:le x = x(X,t) manter.ienr:lo ~ fi-

jo; es ·iecir, 

·.;; ª x(x, tl . ot 

Simil,.rmente, la l"Celeración ea 

(ax) 
¡it :< (1. 3) 

(l.4) 

'. . ::· .'. -~ ::'_ <,·;_:_·: ~_:'.. ;.~·::·: __ : 

F.n lP rJeRc~-ipci·ó~·· __ EÜi~r·:~-~-n:~:~·: ~unoue, _··como YA. ~e mer.~ 
cionó, el movimi.rmto 1é'.ui.~b~i1~ ~e,Xéscribe. er,o.términos · 

=-o - ~·- ·.=-'C·;·c_·_~-"--· _,-·-o·.,- :-;--,-,---- ---, 

-:le un crmno r:le ve1óct1 .. r:1ee 

s'lempre nuer:le suoor.erse la exister,ci!t r:le unfl !'unción 1el 



tino X= x(~.t) mor.ovP.lUP.dP. y 1iferenciable oue defina al 

'!lovi~ier.to [3]. F.n estqs cor.iiciones pued~ escribirse 

v = ~(x(x,tJ,tl 

oue, 1e ~cuerdo cor. l~ repla de le crdena del cálculo, ner­
... 

'!lite escribir, er. comuonentee, 

(lv, (ax,) 
ax, at X (I.5) 

Ahora bien, Rur.nue uuede no cor.ocerse la fur.ción x x(x,tJ, 

conocier.do el cPmpo de veloci1ades v = v(x,t), se conoce la 

distribuciór. de las derivFdes (ax,/ct)r. dado que, de acuer­

do con le F.c.(l.l), 

(é)X·) 
Vj = é't' :(" 

Así oues, us•mdo esta Última ecueción en (1.5), se obt.iene 

un,, exoresión oara las componer.tea a, 1e la ac~le?'~C:.!~~·--~h 

nue Úr,icPmente Contier.e canti-Jades CPlCUlBbles á· 'Oart"ir del 

CPmoo de velocid~des v vcx, t >: 

B¡ = (()V¡) 
ot X (~;,•)X + V,(!:}: (1.ó) 

,: :" 

"e convenil,r.te, oPrR evitP.r cor.fusiones, ·usar la r.ot.P.ción 

d/<lt en lUllP.T de (é)/é)t)l(, y USPT SÍ~Pl~'!lenh i:l/át en lupqr 

1e (<'/at)x. "r. formA vectorial.- li Ec.(l.fi) puede escribir-

SP. como 

av + v.gra1 v 
i5f. 

+ lle r 11ü er. l"delr-nte qe RdcptP. 1,. cor.ver.ción 1e !:'ir,qtein 
rror~ l." su'!l<i Y, a.dem~s. to<lo in1ice ·~;otino tom,-¡rl\ los VF!-
1 ores l,?, ~. ~ '!lenos oue otr~ cosF se especifi,ue. 
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Al on'!rr 1lor 

~t + v. aªx. ( 1. 7) 

ne le conoce~como el onern1or .-jerivv1r materiP.1 o 1eriva<JP. 

hi<lro<lin.:mic~·, y pueiJe r-olic,,rsc n funciones cnc:>lercn, ve_!! 

tori~~es, O t~nnó~irle' rlepenilienten iJe le POSiciÓn CSPP.­

Ci1'1 x y el tiemno t. !n nrir.er tér.,ino, "d/ot, <lP. la rPnirlez 

<le CPmhio ae 1" fur.ción er. cue.,,tión en ln vecir.'1n<l <lel lu­

pPr i, en tPnto "ue el ~erun<lo tér~ino .¡,. lP rPpi<ler <Je ca~ 

hio convectivP <le esR función en lP vecin<lP.'1 ile una nPrtí­

cul" <le f1 uiao, " l!leil i<lP nue- se '!)lleve " 1m lufP.r 111_ nue 1 e 

corresnonde un V1'10r- difcrer.te <le diche función. ~~l nrimer 

tér'llÍnO se 0 r.uln en Ur. flU;iO eRtFcionArio, mientr!'S nue e1 

oeruniJo t ér'llino Re ~r..ulP:· e~ ur. flu;io uniforme. 

l'.r, un cuerno rípido, .la <lüiter.ciE< entre CUfll11uier rmr rle 

sus puntos ea constnr..te e in<l C'Oer.<l ient e del er;t•"io rle movi-

'!liento <lel cuerno. ·~;r. ur.. flni.-Jo (cueruo ileformf'hle), éPto 

""'º ocurre f'i:>Í; •le 'hecho, .-j11r•'ntr su movimier,to, cl'rl" riunto 

1' c,-. el fluirJo se "t:rrnsforrne" er, nr, r.uevo f'•Jnto 'P', v pL•r.­

to"' vecir.os :r v Q i;:e tr:cr.sfornPr, •m nur.toR vecj_r.os P' y Q'. 

:::or.sidére11e ur,P orrt.ículP P er. ur. fluirlo nne, ~1 tlem­

no t : 0, DC1HlF t1nP repiÓn 3, .)eFn ){j lP!O COOriJe,.,ncbs n111>, 

resnecto P un sistemP .-Je refc~c~cir ir..ercinl K, nRn1>cificPr. 

\P tJOf!ici.ór. ile 1P nF'rticul·· P er; 1" re1·ión a. 1 
;DeiipUP'O q"" 
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t.:·r, ocurri<lo 1efor1~ucior.es. l~s !JHrtículns ':le flui1o nue, 

~r. t = O, se e~cnntrFhRr. en B, pasAn, el tiempo t, e otrA 

rcviór. í3'. r~r. l« reFiór. B', l" nuevR rosición P' de la nnr­

tir.ul'- 1e flui1o F est~ 1F.'1e, como yA se mer.cionó, nor .la 

t.r:.-rAsformnción 

xi {X: 1 ,t) {l.8) 

~ socirid'l nl movimiento iel:· fluirlo, y que.,siLsutióne .. es. sua-
-- o -·.: •• :o :·ce:. .--•_ 

VC ( monOVAlUAd!l,· contfr.ua, y·1iferenciah1.e ) al"menos 10-

r.<>l:"ler,te. 1,n exister.cia de. lat~An.~formación inversa una 

P.XigenciR de cRrÁcter fÍsi6o<)renuiere ~ue 
- i - --·· 

j =·,1·:~1Lax~1axi 11. (l.9) 

el -Jet ermir•"f!te Jacobir>r,o 1e· le. trar.sformllción, sea no-sin­

gul»r; es rlecir, que O < j <.e.o. Asi, cada. punto P' en B' · 

viene rle un pur.to F en B. Estas suposiciones expresF.tn la 

ir.1estructibili1P•I 1e l" m"teria. Ningun;; regiór, -Je yolu­

men fini~o pue-le ser '1eformn1P en otrP. ~e volumen cero o in­

finito. FxnreoPn tFimhiér. l-' impenetrnr.ili1?rl rle lF.t m<.iteria: 

mediAnte lR tr1msformRc:ión {l.R), to'l'i rogi6r. es trnnsfor­

'!l:-•1" en unn región, to<J<> superficie er, un<> suoerficie, y. 

t o1P. curve er. ur.'l curvF.t. Ur,A porción 1e T:let eri" r.unca per.e­

tre er. otrP [41. 



~.1 ele"1ento iJifercnciPl iJe lÍneA sufre, ·en nPrticulsr, 

un cPmhio en virtud •le lP deforM 0 ciór .. Sean ils y ils' los e­

lementos <liferenci"_les iJe líneP en B y B' resnectivemente; 

el invf'riF•nt e 

- (l .10) 

es una medidP iJe 18 iJeformación sufrida por el fluiilo LS1
1

• 

'"n nl'!rticulAr, si iJs'" - As'l = O para _toiJos los P1l~tos, el m_Q 

vimiento correspor.de a un movimiento- .Jo cuer-po rí¡;rido. 

A partir de le Ec.(l.R) 

(l.11) 

'1oniJe 

son los 

(1.13) 

i:loniJe 

(l.14) 

sor,, 

el tensor iJe •lnl'orm•;ciór • .Je Ceuctiy-[_4].Cle._~e~_ente, embos 

ten sores son simétri<!os. De las Ecs~ (L Ü) se óhtiene 

iJs''.: -is'= 2~~:X<"c:ix:•.c-;; =2¿,;;1,C•axi-- <1.15) 

e~¡ = P. j; = t { S~¡ - ci¡ ) 



Pon los ten~ores I,• rrnnl'i>'r.o ~r P:uleriPr.o, re1rnect ivnment e, 

ilo iJefor~rcior.es finitPB • 

. >i l<- •lefor'llFción e!' p.uficier,temer.te neouciir>, nuerle 11-

nocifrsele ur." trPn!:lfor •<'ción infir.itesim'll tRl oue 

(l .17) 

'1on•Je lon u• son ir.fir.itésimos i:le ~rimer ortlen."oue costitu­

ven lF>s componer.tes ae ü~·v.ec1ior-u: :ti:1irria~o·J~ioJ!;'10 aesti1.r. 

7!"" ier,tos. Este, se .Jefine. 'com0 eÍ· ve~to~ ou~ se ~~t:Í.eni:le 
ilesrle une pnticul8 1e flÚ¡.Jo en a: haste la ~ismf' ~É>rtícu­
ln en B' [ fl. F.n tPie!l c;,rl~iciCiri~s \/ .. • 

~~>= '.~C-.+ :u•.~": 
'aiC" (l. lA) 

~-.· 

.Jonrle 

y entonces l"s Res. (1. lli) pucaei-. escribiri;e, i:lesnrer.iPniln 

los términos no lii.ePles, co~o 

e¡; i(u;,¡ +. 
-- ---

F.st os son, resner.tiv•"iente, los tensores Lar:°riml'ier..~ -:r P.ul~ 
rir-no iJe <lef1Jrmecionép· infir.ite1?ir1eles. 

'r, VirtuiJ•ije .lR deformrc.iÓr., el ~ler:>cr.t.o IJe :V'llU<'\Cn r11 

fre tPmbién un C"mhio <1P·Jo nor .]:,; cxrrPdón 
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"ue en el cPso rle ilefor•,ctones infinitesin~les nuerle eser! 

hir~e como 

.. · dV' • = (1 + ctrP.) ·r1v·· el.?:>) 

nuesto nue, de ,.C:uc;~Ú~ól";~f¿·'óEc!(:l>f~).;'; 
··;.· .. '-•-

j .•. :: ,tlet\\o.x:'/;.:<=U:~ i .••. +.· .~ • (l~ ?.3) 
.. -~--'-'· .-:: . -.:.-... -•-:'---- :- "~:-·· =--·"- •.•... -. 

1\sí pues, lP trnP tleltenso~ il~ '1<irC>r~ecio~~sir.finÚesim~ 
les rle,.crihe los cPmtiios 'Je volumen, ·sin cambios ile formPl 

eoto es, expP.nsiones o comure~iones. 

En lP teorÍP rle ileformPcionen infinitesimnles se intr2 

rlucen tFmhién los ten.sores Fntisimétricos CUYEIB comoonentes 

son 

(l. 24) 

llsm1>rlos tensores rle rotFciones infinitesimAles .J,l'p.rÍ>nf'iPno 

y EuleriPno respect i W•'llente ( 4]. .• , , · : 

F.n lr teOTÍP linePl nRTP fluitJOS Vi~COSO~ sori imnortP.)} 

tes el te.-,sor rl'ni<le7 rlc rleformrción '!(·el tenso'r '1~ ~riin o 

vorticid~rl, cuyrs comoonente" r)r-ri:osii>r.ns se~f.ri
0

'1~fi~irln!' 
en térmir.os •le l"s cor.10onentes <!el cnmoo .de ~;iC!~Lrl'l·~es 

v = 't-(x,t). 

<lonsirlérer.se, Pilorr, -los oPrtícul:=s •le fluirlo P v Q en 

lP repiÓn B, y éstr s mismP>" en lP. reFión B•, , 111"10 yr se "'e.!1 

cionó, lP nosiciór. rJe lr· n~rtíc1.1l" 'P relr.tive. a lA ·1lr>rtíc11-

lP Q ser~ diBtintn, en Pener,.1, <le ur.r rerión e otc~ ilehiio 

p '1Ue lr>s portícuir-., p '{ Q t!"\'18~Pr;, 8 ur. i:lÍ.lCMO t.iPC?OI) t, \'P 

lores rliferrnt.el" <Jel c«-nno 'le ve1oci.•lP'lfl!', pnc:~ r>l vrl.'lr ·lp 
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este último varir. 1e punto P punto en el esnncio • 

.... --~..1p---_'.'"' ...... 

---
.,. 

q 

Así nues, es claro nue l5s '.leformacionee sufri'.lne nor 

el flui'.lo estén '.lirectamente relacionn'.las con los cambios, 

'.le punto a punto, 1el VPlor '.lel campo '.le veloci'.ls'.lee. En 

con~ecuencin, es natural consi'.lernr a los gra'.lientee '.lel 

cFmPo 1e veloci'.ln1es como una me1i'.lA 1e la rapi1ez con nue 

ocurren lr>s 1.eform.,cior.es er. un flui1o. Loe gra'.lientes 'le 

lFs comnonentes 1el cnmpo de veloci1a'.les 

v¡.; = 
ª
a v, c-x •. t l, 
X• 

constituyer, ll"S componentes '.le un tensor fie·segun~O rango, 

y nueden escribirse como la suma de una parte:si~étrica y 

otra antisimétrics; es decir, 

1on1e 

(1. ?.5) 

· .. (L ~6) 

(1~?7) 

Se 1efinen el .tensor repi1ez 1e 1eformaciór. t y el ten­

sor '.le vort ic i'.li;d w ¡ como aquellos cuyas componentes· son E¡¡ 

y u.:.;, respectivamente. Rn un flujo irrotacional, las comno­

r.er.tes w;1.1el tensor •le vortici1Rd. son to1Rs cero. 



l.~ EL TfüSOR DE ESFUERZOS 

Cor.si1érese ur. flui<lo oue, al tiempo t, ocupa un" rel!iÓr. B' 

er. el eS!J'lCio. Sea 'i> ur.P. porciór. 1e ese flui1o, V(~) el va-

lumen 1e tp' y av(c¡>) lP. fronterP- que separa 'l <!>~el resto 

•lel flui1o ( o en n"rte <lel resto 1el flui<lo y er, p13rte <le 

otros me1ios <liferentes ). Las fuerzas+ nue actúan sobre 

~ son clasifica-las, <les<le el nunto <le vista 1e la mecPnica 

<le los me<lios contínuos, en <los tinos: (1) las Fuerz1rn 'le 

Cuerpo y {~) lns Fuerzas Sunerfici~les [3]. 

LPs fuerl'"S <le cuerpo son "cciones e 1istancia 1ehi-

1as a efectos externos y "c1;úan sobre ca<la uno <le los Pun­

tos m'lteri,..les 1e (¡). Estas fuerz~s son 1enotP<lRs nor fe 
y son funciones ahsolut'>mer.te contir.ues del volur.ien [2]. 

Esta último. prorde1"1 nermite "lefir.ir la fuerza •le cuerno 

esnecific" o 1er.si1"d <le fuerza 1e cuerpo h, "le mo"lo ~ue 

la fuerza 1e- cuerno-tota-1- sobre :_qi_ -se" obter.i"la como 

fe = J j'b 1V 

vl'i'l 

1on1e p es l<J masr> por ur.i1P1 'le volu'.!len 'le q> • 

(l. ?ll) 

L"s fuerzas nunerficinles son)fuerzrs <le contacto nue 

«CtÚFr, sobre lP fronterP ()V 1e !p o 1;;9tes fuerZPS Se <JenotPn 

nor f s y son fur.ciones "bsolut.:nier.te contí.nuPs 1el 6rea [2]. 

En virtu1 <le esto último, ~e nue1e <lefinir la fuerzP. suner­

ficiPl tior ur.i1"1 •le 6rer> t, ll"m"1" tracción o vector 'le 

esfuerzos, tPl ~ue lr fuerza superficial totrl sobre rp sea 

+ F:n l" '!'ec~r.ic'' •lel r.ie•lio cm-,tfr,uo, nl if"UPl ~ue er. lr> 
-rnecPr,icn "le1..a.rt:onirirJ.r.; oie ...... Prtículr-.s, l~s fuerz.~.t? ~on conPi-
1err1Ps como ele..,er.tos "rimitiv0~ v "or, ,,,.¡~,s,.. :-riori (2), 
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f s = I i ifS 
i'Nt'i'J 

(l. 29) 

En otrPs palPbras, el vector 1e esfuerzos t(x,t,n) sobre el 

elemento 'le superficie llS(ñ) t:Je av('>') cuy:> r.ormnl unitnrin 

exterior es r., est~ 1 efir.ido como 

t(x,t,ñ> 
Af df s (l. 30) = lim LIS(~) tJS(ñ) 

tJor.1e l!ifs es la fuerza superficial que· actúa sobre üS(n). 

Er. térmir.os ife esta defir.ici6r., es claro nue el vector de 

esfuerzos es ur.a.er.tiifn<l ife campo tipica, la cual ifepenife, 

11-lemás ife lP posici6r. x y el tiempo t, de la normal unita­

rin n ifel elemento de superficie seleccior.a<lo [é]. 

Respecto e la 1eper.1encia del vector de esfuerzos con 

la r.ormAl unitariR T., se 1emuestra [2.] oue, e1 vector -le es­

fuer~.os es una fur,ci6r. vectori:>l lir.eal homogénea de la nor­

mal unitAriA fl; es 1ecir, nue existe un tensor simétrico de 

sep.un<lo n•np;o T ( x, t), llamP.<lo ter.sor if e esfuerzos, tal aue 

t(x,t,r.) = T(x,t).r, (l. Jl) 



t¡ (x,t,i.) = ?¡¡(x,t) n; (l.31) 

'lon•le lf's '~;¡ y r.; son l' s compor.entes .;1.rtesie.nas •lel te_r:: 

Ror de esfuerl'os :t <le lr.> r.ormel unitarin, respeci:ivi••11e:r.te. 

Lr :'<!. (1.31) est.Pblece r.ue si se cor.ocer. los elementos Tq 

<lel tor.sor <le esfuerzos c,n un lur.sr •l!l•lo, el vector <le es­

fuerzos corresoor.•Jicr.te pue<le ser rletermine<Jo· en el mismo 

lurrr. A los tres ele•~er.tos T¡¡, con i = j,<lel tensor <Je e_!! 

fuer2.os, se les llPmP, si sor. positivos, tensiones o_ es­

fuer2os normPles; y presiones, si son negntivos~ 1\ los ele­

"lentos ·~•i con i ,¡, j, se_ les l lPme esfuer7.os cortantes o 

tFnf:er.cirles [6], 

1.4 ¡,,,;;; l~CU1\GIOilEJ DE .JAL1~iiCE 

';0".10 ye S~-mer,cion6, lA teorÍe rJe -los merfi.os continuos se 

construye P oertir rle un conjunto rle principios eenerales 

v ,¡e une teorie constitutivA. Los prir.cipios r.ener11les cor.­

sister. en ur. conjunto de suposicionee inferi<las a nartir 

del exoerimento y nue sor. vrlidas para todos los merlioa 

cor.tínuos, ir.deper .. Jiente•ner.te 'lel tipo •Je materiel <lel oue 

ester, constitui•los. c'rf"licior.l'llmer,te, los principios rene­

r~les se presen1;Fn en lF forrle •Je ecuncior.cs <'le hR1.F.nce 

:f'rr- li:>- mPsi:i, el í-:1pctu- lineFl, el b,.etu F.-nr:ulPr, -lfl er.er­

t ÍP y l" entro pír • 

,,11r:.11ue con frecucncir. 'ir. frPse 'ccu'1ciones rJe hAl!lnce" 

e¡; ul; i. l ü~•lr co'llo sin6~.ir.io -i e lF• frt•ae 'leyes de conMrvn­

c i.5r.", e!" r.ecesrrio ;1r-cer r,otPr nue t.~1 c11uivó>ler.ciA no en 
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v~lide en generP.l; pues, si bien ee cierto que la mesa es 

un invariante [4], y por lo tanto puede hablarse de une 

ley de conservrción pera éste, el Ímpetu lineal, el Ímpetu 

angular, la energía y la entropía son cantidades que no se 

conservan en general. Er. consecuencia, es necesario rela­

cionar los cambios en estas cantidades con los de otras ~ 

riables { no necesariamente conocidas ) si no se quiere 

aceptar la posibilidad de creación ( o destrucción ), de 

estas cantidades, a partir de ( o en le nada. A este ti­

po de relaciones son e las que se les llame Ecuaciones de 

Balance. 

En le mecénice de los medios contínuos, les ecuacio­

nes de balance pare le mase, el ímpetu lineal, el Ímpetu 

angular y la energía se obtienen e partir de cuatro postu­

lados fundementales que serán discutidos e continuación. 

1.5 LA MASA Y LA ECUACION DE CONTINUIDAD 

En la mecánica. clásica, con cada cuerpo se asocia una masa. 

Esta es un número real n~-negativo y cumple con las siguieB 

tes propiedades (7]: 

l. La mase de un cuerpo es la suma de las masas de sus 

partes; es decir, la masa es una medida; 

2. La masa de un cuerpo es independiente de su estado 

de movimiento; es decir, es un invariante bajo el movimi~ 

to; 

). Le mesa de un cuerpo no está determinada por el t~ 

mefio de éste; esto es, su dimensión física ee independien-



te de lae dimenoiones de lor..gitud y tiempo. 

E~ la mecánica de loo medios continuos ee supone, ad! 

més, que le mesa ea una funci6n absolutamente continua re­

lativa al volumen del cuerpo [7]. Así puee, existe una fll!! 

ci6n densidad p , llamada Densidad de Masa, que es positi­

va y ~cotada. De esta manera, lo masa total del cuerpo es­

té dada por 

(l.32) 

donde m y V representan, respectivamente, la masa y el vo­

lumen del cuerpo. 

La invariancia de lR meoa bajo el movimiento ( primer 

postulado fundomental de la mecánica de los medios conti­

nuos ) conduce, al usar la descripción Euleriana, a la eCUJ! 

ci6n 

+ (\•V'),.= 0 (1.33) 

que es conocida como la Ecuación de Continuidad [3]. 

Al vector cuyas componentes son 

J" = l' v• (l.34) 

se le conoce como la Densidad de Corriente y, físicamente, 

él ea el responsable del transporte de maea,. 
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1.6 LOS BALANCES DE IMP~ru LINEAL, IMPETU ANGULAR, y ENERGIA 

El Impetu Lineal de un medio continuo oue, al tiempo t, ocu­

pa un volumen V ee define como el vector cuyas componentes 

son 

(1.3~) 

donde y(x',t) y v(x',tJ representan, respectivamente, la deE 

sidad de masa y la velocidad del cuerpo en la posición x al 

tiempo t. Claramente, tle acuerdo con le r;c. (l.34), esta ÚltJ: 

me ecuación también puede escribirse en la forma 

(l. 3b) 

El !mpetu Angular, relativo a un punto O, de un cuerpo 

oue ocupA un volumen V está definido como el vector cuyas -

componentes eetan dadas por 

(1.37) 

donde las J~ eon lee componentes del vector densidad de co­

rriente definido por la Ec.(1.34). 

La Energía Cinética de un medio continuo que ocupa un 

volumen V es definida como 

(l.38) 



lH 

Al principio de conservaci6n de l~ masa son agregados, 

en lR mecánica de los medios continuos, otros tres postula­

dos fun<lamentales. 

El Principio de Balance <Je Impetu Lineal.- La rapidez 

de cemhio del ímpetu lineal es, en un marco de referencia 

inercial, igual a la resultante de las fuerzas que actúan ª2 

bre el cuerpo. Esto ea 

F 
dp 
dt (l. 39) 

o bien, de acuerdo con las Ecs. (l.28), (l.29) y (l.31), 

d J . dt rv• dV 
V 

(l.40) 

donde av representa la superficie cerrada que contiene al v2 

lumen v. Asi pues, usando el teorema de Gauss de la diverge~ 

cia y la ecuación de continuidad, la Ec.(l.40) conduce a 

· dv' 
+ f>b' = .I' dt (l.41) 

que constituyen las ecuaciones de balance de Ímpetu lineal. 

A estas ecuaciones tambien se les conoce como la Primera Ley 

de Movi11iento de Cauchy [3]. 
El Principio de Balance de Impetu Angular.- La rapidez 

de CAmbio del ímpetu angular en torno a un punto fijo O ea, 

en un marco de referencia inercial, igual a la torca resul­

tante N en torno a O. Esto ea 

(l.4?.) 
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o bien 

J E.1;~lxLoi¡T"'n,dS + Jé·.,~l>-'-o'a\:tclv = JtJ1:;:;.(,_í-oi)J"dV 
~ V V 

De esta Última ecunci6n, mediante el ueo del teorema 

de lA divergencia, le ecuaci6n de continuidad y lae ecuacio­

nes de"balAnce de ímpetu lir.e8l, se obtiene 

(l.43) 

Esta re1Aci6n, conocidn como la Segunda Ley de Cauchy, esta­

blece lA simetría del tensor de esfuerzos. Este es un resul­

tado que se obtiene sin necesidad de suponer uniformidad en 

la distribución de los esfuerzos, ni el equilibrio estático 

del medio 1.3 ]. 

El Principio de Conservaci6n de ln Er.ergía.- Ln rapi­

dez de cembio de la energía cinética mas la energía interna 

es iguol a la suma de la potencia desarrollada por lae fuer­

zas externas y todos los otros tipos de energía que entran 

o salen del cuerpo por unidad de tiempo. Ea decir, 

d1t ( K + U ) = p + [E, 
A 

(1.44) 

donde U y P representan, respectivamente, la energía interna 

y la potencia desarrollada por las fuerzas externas, y E. r! 

presenta el equiVfllente mecánico del A-&eimo tipo de energía 

por unidad de tiempo (por ejemplo, energía tfirmica, energía 

elfict;rica, energin quimicn, etc.) [4]. La Ec.(1.44), al igual 

que las Ecs.(l.39) y (1.42), ea una ecuaci6n de balance. En 
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un problema fieico dAdo, lAs cantidades P, E , y desde luego 

ln energía cinética K, están bien definidas en general. Así 

pues, la energía interna U puede interpreteree como la canti 

dAd que balancea la Ec.{l.44) 

En el caso de sistemas termomecánicos+ el balance de 

energía queda expresado por 

_?_( K + U ) = P + Q 
dt (l.45) 

donde Q representa el equivalente mecánico de la cantidad de 

calor que el sistema absorbe o cede en cada unidad de tiempo. 

Esta cantidad de calor proviene, en general, de fuentes in­

ternas en el cuerpo y de la transferencia de calor entre el 

cuerpo y sus alrededores. Así pues, puede escribirse 

J q.ñ dS 
av 

{l. 46) 

donde h representa el calor generado por unidad de masa por 

las fuentes internas, y q-ndS representa el flujo de calor 

a través del elemento de superficie d3. Al vector q se le c2 

noce como el vector de flujo de calor. 

Usando las Ecs,(1.38) y (l.46), y escribiendo la poten 

cia P en términos de las fuerzas de cuerpo y superficiales, 

la Ec.{l,45) toma le forma 

ft[l(trv•v, +rE)d"l = Jrb'v¡dV + JT•;v1njc1s + JrhdV+ I~in;c!S 
V V 'IN V av 

+ Un sistem? termomec~nico es a~uel en el cual, además de la 
energi? mecánica, solo se considera a la energía térmica. 
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donde le energie interna U ha sido expresada en términos de 

la energía interna por tmidad de masa E. • De eate última r.! 

leción es fecil ver aue el balance de energía, para sistema! 

termomecánicos, también puede escribirse como 

(1.47) 

A esta ecuAción también se le conoce como la forma local de 

la primera ley de la termodinámica [51'. 

1.7 LA DESIGUALDAD DE CLAUSIUS - DUHEM 

Junto cnn la temperatura absoluta 9, se considera a la en­

tropía como una propiedad fundPmental de todos los sistemas 

termodin6micos. LP entropía, el igual que la energía, solo 

es importante A trRvés de sus c6mhios, loe cuales se consi­

derPn, tradicionP.lmente, como una cotA superior de la cent! 

ded Q/9. En la mecénicn de los medios continuos se supone, 

edem~s, que lA entropiA es nhsolutAmente continua con res­

pecto a ln mnsP. En consecuencia, existe una función de den 

sidP.d "\ , llRmRda le Entropia F.specifica o Entropía por Un.! 

dad de URsa, tal que 

H J f '\ dV 
V 

(1. 48) 

donde p y H representan, reepectivAmente, la densidad de m! 

SP y lP entropía del cuerpo en cuestión. 



Igunlmente. en el caso de medios continuos, se supone 

~ue el cnmbio totnl en ln entropie por ur.ided de tiempo pu~ 

de surgir, no solo por cambios en H, sino también por el 

flujo de entropin e trnvés de las fronteras del cuerpo, mas, 

posiblemente. el suministro de entropía por fuentes dentro 

del cuerpo [SI. La Producci6n de Entropía Total del cuerpo 

se define como 

r dH 
1t J ~ ~ - e·n. 

o V 
as - dV (l.49) 

donde e es el vector de flujo de entropía y s es el sumini~ 

tro de entropin por unidad de masa por unidad de tiempo de-

hido n fuentes internas. 

El postulado siguiente es un axioma básico de la ter­

modinlimica (SJ. 

El Principio de BelPnce de Entropía o la Desigualdad 

de Clnusius-Duhem.- Ln rapidez de cambio de la entropía to­

tal H nunca es menor ~ue la suma del flujo de entropía a 

trr-vés de la sunerficie del cuerpo y la producci6n de entr~ 

pía por fuentes internas. Es decir, 

r ~o. (l.50a) 

o bien 

(1.50b) 

de lo cuPl ee sigue- -que 

+ e;. .. (l.50c) 



Estn última expresi6r., conocida como la Desigualdad 

de C1Pusius - Duhem en formP local, puede escribirse como 

+ q\, -
q' <16 
aa-x: (1.51) 

en el ceso de procesos termo'llectinicos simples, _es decir, 

procesos pPrP los cur•les [B 1 

.i e y (l. 52) 

donde las cantidades q y h tienen el mismo significado que 

en le Ec.(1.46). 

l. 8 ECUACIONES CONSTITUTIVAS 

Los principios básicos de conservaci6n de la masn, balance 

de los ímpetus lineal y Pngular, balance de energía, y la 

desigualdad 1e ClPueius - Duhem, son válidos pnra todos los 

medios continuos. Sin emhar~o. no son suficientes uara de­

terminar, de manern única, las incógr.itas involucradas. De 

hecho, como ye se mostró, tn1es principios conducen n ocho 

ecuaciones con diecinueve inc6gnitns, ~ste situación es fí­

sicAmente clarP si se considera ~ue, tal como la experien­

cia lo demuestra, cuerpos de diferente material responden 

de manera diferente ante los mismos agentes externoG, aun 

teniendo ln misma. geometría y distribuci6n de mase. I,a con!! 

tituci6n interr.~ de lP materia es l~ responsable de estas 

diferencias (4]. 



tivr-. T1ns hinótc~is ccr .. ~tit.ut.ivr::'_S res~rir,pe:-¡ lP clqne _ife. 

nrocesos ~i:;t'.Mir.os .,ue u:. cuer"l'o -:iue1e rcnlizio•r, Fflrn· l". 

niec:A~icn tJe los ne"lios co,..~";Ír.n:ls, son ']O rrr~r-, imnortP.r,ci!'l. 

lr,s hinót.ee-is con!'!tit,,ti·.ms '1Ue nuc-ler, llxnresf'r.se (?n 1?.. 

form" :ie rel<>cior.es fur.cinr,<>les entre ·el tensorciJe"esfuer­

·zos y l 0 s -leformPc.iones, T"les rel<>ciones sa' Üo~ilr; F.c1l,;-­

cior.as Constitutiv,,s.[9]. 

Las hinótesis co;istitutivr-s estar. 1Jtijetr;>s a ciertas 

restricciones ~enarnles '1Ue son, entre otras: 

l, El Princinio_-le 0bjetivi-l~1. Si un proceso ilin?mico 

es comu~tible con un" hipótesis constitutiva, entonces to­

ilos los nrocesos e"uiv~lentes A él iJehen ser también ~omna­

t ihlcs cor. estA hi"Pótr,sis co_r.stitutiv::._ Esto_s_i/!I',-j_fj,ca,_e_n 

otr<>s ;irl,,bras, '1Ue l"s ecuPciones nonstitutiv<ís, y por non 

siruiente, lqs nronieiJ,.iJes m~teriPles iJe un cuerpo, iJehen 

ser ir, Vori<>ntes br- jO trAnsfor".lPCl Íor,es iJ e m'1rCO :, iJ e· referen-

cíe. 

?, F:l Prinnini:i •Je Deterr.iini•mo •. El_ nomport~~:ientri iJe 

un ounto r.iPteriPl X riue onuo') i,-, nosi~Ún ~:;F'tiempo t, 
e".lt{; <leter'!liMiJo por la historia .unsri<'ln: ~~· ~nri}\T~~ir,iJaiJ F>r­

hitrPri~mente ne.,ueúP 1e·.:c· 

J. El Prinéipio iJe Enuiprese~C::Í.?, To<'las Tr,1.s ecuP.ciones 

constitutivF>s '1el-mismo m~terirl <'lehenccontener 1,,s mismas 

v~ri~h'!.ea ini.ener,<lier,tes-. -



1. '? r-.L FLUIDO DE STCl\r.5 

3e -lofir.e el Plui'lo <le Stokes como· ur. me1io c9r.tinuo t.:'!l 
~ue [ 4 J 

( ST l) A1'11i te . unP- 13F)l~ci?r· -~~á~.!;~t~u.il;n, __ 1~ J.f\;foT';!E! 
.. ' ,. ¡ .' •. , •·. :\:. \~ '~.: i. ::_:.:/;_.-:- ~-·~. 

:J~•i ~?t:.;c~;.r: ··· }.0:'~··3 .•.o .. 53) 
-~~">;~:~L:L~-~·~~~~;-~~·;;;_·"~~~ --·~- ... ·-· :><,. :~-·:J ~~~< ;:·-~:>~~ __ :.· : 

1or.1e T¡¡ y~ ••. -~~¡¡ ~tíJ'5'focl;ri!Jon~i;téa~·t·úi .1oa;.f.c?f6oi'es:'rle esruer. · 
ZOS y rRpi<lez 1e.~~fOT~~Ci6ri~;r~SD6Cti\r;,!llent~> 

(ST2) El i'eRs,~j~;~i:!~'.i?ue~ioi·~o fepe;.<l~· e~plicitemer.te 
1e ln posición xC.Jho"!Oge~~i<l11rJ>esnaci1tlF < L .... 

orien:.::~~n L~.ef~~t::i~}~ºX~!!~i:!:~~JR~:/-~~~~:~t¿~t~~~e~::e~R 
rinl). .·.·.'.···~ .. :c.,;: ·;.~i··/«,; . ·.••··• ·,·•·< ,·, ·•.···· 

-·~·.-· .·- ·_::'.-~~·:¿·,><- _·: .. .·1:>Y~::·_\.'~-.~-~, <:;>·;/;~,,_,; ··.;; 

( ST4 ) ,cµ;~19-t~•rii'J.21)~,J..¡¡µ~.~~(~;.:5.iJ1L~~.ár,¿tJuf..é '.e~;,~ 
,:_, ·-y~<t· ~:·,-:,.:'.:~~?-<-·:·.'~.<.·::~ ·>:-,};:-.: ':~~'" ·,_,~:.· 

•. (·1•• ;. ',~·~ii.tií\~~,~~}rJ1¡;q;\:;; cü:.·· ... 
tJontJe 'TT es uM rJ~¿¡;s~;:~~;.~~?;:· .. :n~rnPtJr/p~~si6r. termo'iinil­
mic"', tlefir.:i<li; !l~~b \C. );: ;~\<:'•· ;{; >'.iL 

"' .. , . . ' "<<;.:~~'.; i'.< :<~/~·._-,,--

é ":::r ·rr.(~2n.:,.'ii'i'.J~;)~·: · .. ·. 
,,_~ . ''.},'. :\;i_:~~,· 

'ior.<le t. ' \) ; Y\t~~~~Lr,i;,~~l!~I~.v;~:~.~e,. la ene#ir>. interna, 
el volumen, y in~¿ritfopÍl'!,'.~xp:r~sf'l~o~ por \1!l.i-ie11e ~<Íse. 

PsPn<lo lo; c~~~;¿ •. ~~~j;"~i~~~s'-~r.tcl"·f~~tis~•;~~ 1emueatra 
011e l"R rclRciOr.es '#ok~1frú.1tfi\I.~~· po~~ !3'í'flii'flo' .f~ Stokea 
s-or. 

(l.5f:) 



<lor,<Je 

(1. 57) 
o< 0 (0, 0,0) ;,, O, 

, - --·--

sier.ilo I,, II., y III¡2iocii ihvto~i8ntes <lel fir.sor riil"iil e?. 

ile 1eform,,ciór.. 
'., ·-'-. . 

De P.cuerr:lo con l:? F:ci .'(i~55)0c l'.' presi6r. t,ermo".lir.árnic,.. 

lT no est? ".lefir.i-3"' nPrP"ur.'frui<J~ incomnresihle (I. = E." .. 

= o). F.r. este c"so, nuesto flUe TI ·sólo ·entra er. les ecuPcio­

r.es r.or.stitutivPs en lP r.ornhir.,,ci6n -n + "'•• l" c:mtiiJP.iJ 

p = -1T + olo 

nue".le consi".ler:crse como incó¡;r-.itro ti~sica er. lu¡rnr 1e 1T. Así 

oues, lFs ecu,,ciones cor.stÚutiviis. c'll'e un fluiilo ir.compre­

sible pueiler. exnr.es,,rse 

(l. 511) 

- " :::::: ·'··:;:· ... -:·.·.>~>-.·. ''::- . 
".JoniJe O(, y OI, 11010 <Jtj~,e~~~n; e~' ~ste •CP.SO, t:J e los invPriRnt es 

el 

tensor 1e P.Sf'.l~~ZO~ oue1e escribirse co~6 1~ su6h ,/~ 1os 

u~rtes: ur.F. ri~rtP.· r.o-1isinr.tfvrí 



?.? 

lr- r.u~l, nor cor.sis;;cr.~ir- con l!l •lesifU!ill1:i'J 1e Clnusius­

Duhe~, 1Phe SPtisfAder 

(l.líO) 

Al pro1t.icto el; el miembro fi;:¡tiie'i-iio ;Je. esto' .j~~fru~l.J~,j se 

le conoce corno lP Función 'le ·nisinr>ción. 

Por otrP pl'rte, · cú;indo .los coeficientes °'ABcept<ir.- ex­

P<Jncior.es en series -Je- notrmcias 1e los invariEinte's ".!el 

tensor r~pi<iez <le 1eformPción, se encuer.trP [4] ~ue 
l. Bn ls r>proximAción 1e or1en cero 

"'· = \JC, = .ic, o 
'-

y, por cor.sipuientc, n··; =O. con lo ~ue .el-tensor-de- esfue! 

7os cornnleto"se re1uce P 

,,ue 

T¡j -:- TI l~;c (1.6~) 

corre,,nonrle "l cPso 1~érG{;f~~,-~~'...t;{~~~:a'ti;~·¿~A~~Ú.c~i~~ 
nresión 1T ouerle ser .t.i?".A f"~r¡ci6~;1·~\n::·,3~~.ii;~~-R~:p •. ;( l~ tem-

nerr.tun> e. esto es, 

TT _= lT{p,o r. 
En n~rt iculPr, si Tí= TI (p) los flui1os _se llPman horotró­

nicos; y en el C"SO 1 e flui<los inco-:ioreiiihles, 1T = const, 

y se ~ienen los llRm~<ios flui1os no-visco~os i1eRles. 

2. F·r, lR "proxirn,.,ciór. " primer.orden (fluirlos stoke­

siPr.os lineAles) se tiene 

o<o Av Ie. 

°'• = o 



<lon•Je A. yµ,, los lli:im:o<los coeficientes <le viscosi<lad cine­

•nl,tic" y 1inÁmicR, respectivr>mer,te, son funciones <le las 

v"ri,,bles ter'!lo<linP.micas ¡>y e, y pue<ler, ser determina·1os 

exoeriMc;r,t'-l'llente. Pn este CPSO, las ecuaciones co1<stituti­

vn'1 n<rr el tensor <le e~fuerzos se rc<Jucen a 

.,¡ Plui<los Comnresibles: 

b) Plui<los Ir.co'llpresilllés:. 

Tj,; = ·:-:'TT~· •. ): ::>¡.i,E\. 
~·:;- < • ~'.:;' --·· - ·:_._ •• 

En estr.'s con<li(:i·~rie~-- ~s ~ial"dri'~~ •. ,lti función 1e disi­

prción .corres!l'Ú,1i.~rit~ es ... ·.··~, 2 i ,•,,' '> 
. . ..... . ' ., .. ;~·-·.- _. 

'._: '-;:·<:·">:_ :- :: .. ' _,_-·.·r,-,--... ~ 

-~-- -~ij·~~~~;.r:·=+ .··.~~~5¡i~¡~~·iL~;~1/~ic i9.~6~) 
y oue1 e <l~'llóstrerse [~}n~'e: Un~ c~n~fci6n~ég~~~;i~t;; sufi­

ciente P"r>'• nue la /run~ión <le:aiáipi.\ci6r; de ~n f;Í~:Í.'.io com­

presible line"l seR nb_:r:e~~Úv~ es riue 

- ,._-:-: 

A w=rtir 1e la F.c. (l.6S~), e~ fPcil 'llostrar 'lue 1.'l presión 

terrno<JinÁrnicr lT Y l~ nresióri mec;fr,iCP ¡í, 1efini'Ja C0ffi0 

.. ":~"C;,,:; i T\~··· (l;/;R) 

coinci'1en cuon<lo sll'sP.'físfi.ce 1P Üii'llflda CÓn'1íctór, 'le 'lto­

kes: 

n.. + 21-1. o. (1,6::1) 



Fir.nlmer.te, usHn<io les Ecs.(l.:?fi), (1.41), y (1.li5?.), 

oe oht ier.f.:r, lns ll'lmP<iris ecuaciones 1e Navier-Stokes n'lra 

f1 ui<ios viscosos compresibles: 



~o 
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? •. O IN'l'RODllC::CiOH 

En el presente cPpÍtulo se trRtan los nrincinios funiJRmen­

tales y l"s consecuenciRs cinemáticas y ilinámicas ile la 

teorÍP esneciFJl iJe relntiviiJPil de Eir.stein. llstr• rPmn ile la 

teorín iJe relPtiviiJriJ tiene un rnnr.o ile Elnlicnción restrin­

gido, nues en elle se trRbPjP solo con la intercomparación 

de les meiJiiJas hechPs nor obsevAilores inerciales, y aue se 

encuentrPn en unP región iJel esnAcio.Y el tiemno ilonile le 

acción tTrPvitacionPl nueiJe ser desnreciada. 

Le teorÍP esoeciPl iJe relntiviilad estñ baseiJP en tres 

nostulRiJos fur.iJ?mentales nue enc11bev.en este ce.nítulo. 

? .1 LOS 1'03TULP.DOS FUtJDAMEN'l'ALt'.S 

Bl nrimi:ir postule<lo <le la teorfo especial de lA relativiiJPiJ 

cor.siste er. ecentPr le ··velilfez· de·1a nrimera ley iJP. He1vton. 

l'.sta, Rfirm" lP existenciP iJe sist.emRs iJe referenciA inerci!: 

les. Un sistemn inerciPl se iJefine como anual en el cuPl 

unP nertícula libre, sí no está en renoso, se mueve unifor­

memente describiendo unP trPVectorie nntrón, es iJecir, la 

trPyectorir ile un rnyo ile lu? en el VPcÍo. 

El se('ur.do nontulP.iJo estrblece: no es nosible renli7.Pr 

exnerimer.to Plrmr.o aue ner'llita iJetectPr el movimiento r>.hso­

luto de un sistem!' iJe referencia inerciel. l:sto sin:.ifice 

nue salo tiene sentiiJo hP.bler !fe ~a velociiled relativa en­

tre sistP"T1Fs ile referenciP ir.ercinler y- oue, tior cnnsitTui.rcrr 

te, l" eynresión velociiJP.iJ F'hooluta cvrcce iJe siµnifi.r.~10. 



Gamo conRecuonci• ~el nePuniJo uostulAiJo, es clrro nue lPs 

l.e."es {"er,errl.e" ile "cuerilo e lr>s cur,le!J ocurrer, los fenó­

~enos iJe lP nRturPlc7P ilehen ser exPctPmente l.rs mis~ns en 

toiloo los sistemn~ iJe referenciP inerciPles. ~sto iJehe ser 

Psi , nues si lPs leyes de le fisicP no fueren indeuenilien 

tes i!e le Vf'lociiJPiJ ilel sistemP iJe referencia usPiJo en 

nrrticulf!r, tPles leyes to'l'IRriPn una forme narticulArr.iente 

simule en rnuel sistemP oue estuviese ehsolutamente en re­

ooso, lo CUl'l serÍI', en contrPiJicción con el segunilo nost~ 

lPilo,' un" formP iJe '1etectAr el movimiento absoluto. 

J,e teorÍP es,,eci'i'l iJe relRtiviiJ'i'iJ renuiere, f!'1emáP, 

iJe un tercer nostulPilo. Este estPbl.ece nue la luz en el Vf. 

cío se oron"P:", siem1Jre con lA misma _velociilad, iniJenenilien 

temente iJe1'éstriJo ile moviiliento i!e lR fuente luminoSR. ~,~ 

to nuiere ilecir ~ue 'o~rii toilos los observadores inerciPles 

lR \'e loe iiJPiJ ,iJe 1,:i;_ 1u7<e~ e\ ~Ac'Í~ .es b misme no imoorten 
"'--"=-;o~-o-;o=--;:....o='=_"'.--'-

iJo lR velocii!<>'il re\,,tivl':ae lP, fuente lum:Í.nosn y los ob<;1er 
. ·"-,<.··, :··· ·,· ' - " ' 

Vl"<lore11. , <,,,. , , , 

11 lA <lo'llhinPci.ñr, ile los tres 0011tul1idos 
, , 

!111Cle llP~ilrselC vrinctpio iJe relatividPiJ de li:instein ( O 

E<imnle'!lente nrincioio ,de rell"t iviilAd ) • 

lfn-> iJc lns princiTJRles consecuencies del orincinio ile 

relPtiviiJPi! ile Einstein es nue el tiemT)o pieriJe el car~c­

ter iJe Absoluto nue noseÍA en lR mecÁnice Newtor.i1inn. !n{ 

'1UB 1 nArP lt' torÍP eioecil?l iJe relPtiVi1RiJ; el'tiem!Jo trAn,!;! 

curre iliferentemente en i!üitintos siste'llP.R iJe referenciP. 

Er, nPrticuli>r, loo eventon nue snn simult;Áneos en ur, sist~. 

•r ~e roforcnct~ no lo ner~n en otro ~o]. 



·roi:los los PconteciMiPr,tos en lr n"tur••le?P ir.volucrPr, i.r.v!! 

riPhlenier.te lUl'Pres y tiemno!'l en comhinPciór •• :1e <lefine ur. 

ever.to como un Pcoc.t<:>cimier.to riue no tiene extensión r.i i:I~ 

r•"ciór., es ilecir, ur, ever.to es un~ entii!Pi:I comnletPMer,te 

<iefini<lP por lP posición y el instante en nue ocurre. '·sí, 

nrro irlentificPr un evento se renuierer. curitro núneros, 

uno de los cueles fi~e Pl evento en el tienoo, en trr.to 

tor.ces, un evento pue<le ser CPrPcterizPi:lo nor une tetrRda 

(t,x,y,7.) <ion<le t rlenotF el tie"lno en nue ocurre el evento 

v (x,y,z) sor. lss coor<ienei!Ps CRrtesisnrs i:lel lurer <le oc~ 

rrer.ciP. En fenerPl, nPrP <lefinir ur. evento, h1>ste con es­

necificPr cuPtro funciones i:le lP!'l coori:ler.ri:les esnPciRles 

(x,y,z} y el tieMno t, 

xi'= xi" ( x, y, z, t) 

a lPS curles se les llPm1> 11>s coori:lenei:IRs i:lel ever.to [H]. 
Ue entP mPnerP, los eventos nuei:len renresent1>rse, veométri 

crmente, como i:mntos en un hineresnecio i:le c•rntro i:limensi.Q 

nes Pl nue se conoce como esoPcio-tiempo. F:s importrnte s~ 

í'íPlc-r rme siemnre es noaihle i:leterminer métoi:los oner,,cion~ 

les nPrP PsipnPr lss coori:lenei:lrs x~ e los eventos er. el e~ 

nrcio-tienoo y nue, sís un mismo evento se le Rsirrr.en i:los 

con~•mtos i:le coor<l~nn<l"S, xr v i~, meilirr.te <lo!'! "'étoi:los i:lj, 

ferentes, entonces ilebe existir unP trFneformrción i:le coo~ 

ilf"nr>i!.- R nue permitP ni' s«r lle un conjunto Bl Otro [l2], es 

rlf:cir, 

--De PnuÍ-cn r1el~nte toi!o Ín~ice l'Tie~o to'ller~ lo~ VPlores 
0, l, 2, 1 v to•lo in1ice l"tir.n tn'!IFTP los v~lores 1., i, 3, 



o hier. 

Los concentos.1e ever.to y m1rt ÍCÜlfl estar. re1Pciona1os 

er.tre si nor el hec:ho 1e 'lUe lr> histori'l. ':le unn. nprticuli> 

cnnsiDt:e er. un" suc:.esión •le í!'le~;tos. A!'l_Í, ~ cr.,la ·n«r.ticulP. 

.le correspor.':le, en el CF!!'<cio~t_ie'!IUO¡ \ln,e~-;i(sÓlo una, lÍ­

ne" llF<mr·da line" 1e mur.1o, c:uyos .. puntos tletermimin l!>s 

c:oortlenP1"s esnaciPles 1e lr ncrtícula'en to1os los instan­

tes '3 e tiempo; e~ <lec ir, lP histori<1 tle une pl'lrticula es 

ur." curv'l en el esp,,cio~tiempo ,ue, _paramétricamer.te, pue<Je 

exnresPrse oor cuatrcLecwwici;.cs .'-iel ti>;io 

don.Je ( ·es "lffÚri par~metro <le curva. 

La g:eoinetrfil n-soCi~~a Pl esor;cii:f.:..tiempo ·1ebe ser tal 

nue permitR exores<>r en form•; consistente 111s c:onclu!'liones 

ohteni"IP.s •· pP.rtir <lel nrinr.ipio 1e relntivio:la<l. La peome­

tri~ nue resultP P1ecuA1A onr~ l~ teori" e'3oecinl "le relP­

tivi1"1 l'!'I P~uellP en lo c:u0 1 el i"lter1mlo entre "los even-

tos (x.,y,,7,,t.) y (x,,y",z·,,t,), 'iefini·lo cooo 

.( 2. l) 

1on"le e es l~ velor.i1~·1 •Je 1° lv.z· er. el Yncio At = t. - t, 

llx =v., -·x., 6Y =,Y.,. -·y4 ~·~~.A'.!= z.,, - 24, ."e!;i._.e~. 11i~rin an 

todos los r:ieter:ir-_fJ-~Je ~-refer.ot::~:~i;-:-inerci..r~le_s,-_-P;~"'-"'-_:i.r:qi~, __ -e~ 

ur. invr>riqnte c•1n r.es·~ecto .,;~.-lr·"' .trr·r.'3t'or'.:1P.Ci!Jr.e'· 1e las 

coor<ier.r.<Jps e~n!'<'l"les v el ·tie~"º• 'le ur. <'i~t"·'·" ir.P.rcin1 

n otro. Rst~ invrri~nri~ es 1- cx~resi6~ m~~em6tic 0 .~el 
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tercer '10PtU1PiJ'J ile l.<, rel1<tivi1Ftl P.snec'ial [10). 

3i lo!'I eventos el 

ir.terv,.lo <ls 

el cunl, 

(?,?) 

nue<le 

(?, ~) 

Al es1iecio Riem11nniPno cuyP. ml!tricá 'es ('2.J) se le co­

r¡ o e e como- e i-.:: ·e-s p¿=;éi;:::.t i e·m pO 11 Rr~O -il e·_: Mtr:K-Jt~ki:~~~F;--~~_:__f-.i~no --
por~ue lPS componentes rJel tensor ml!tric() ;~n conetrmtas, 

A tl"rtir ile•'.lPS comnonente$ covariA~.~~~ 'lel.t~naor mé­

trico tlUerJen obtenerse las llam?<lPS. cóm~ori~~tes contTP.V"rifl)! 

tes como 

(?.5) .+· = .cc~rilctor· rl.e ~~-~nrI1~· '.?·:'.. 
,; wle rt es ~l ~i~~~~;~r¡~~·t·e '.l~'l,P.~ (!()~~~r~ei.f~~. ~~·· •P.ntnn-

9or l~~iey;_~:~~iilú~ii.¿~~_i6riJe .~~~~rinJ~~}'l1:.es,_(!_s clno 

.c¡i·~J~11 •• :'.L1~_·_; XCJ _ -7 __ _ 

ces, 

..,ue 

- -_ -0-'-~/.:: ,,~:_.:·,,-.-o.-, ' "' . 

1or.<Je s~~ es un? ileltn 'le-i<ronecirnr. 



Senn A y B ur. ':1"r 1e ever,tos senrro1os infinitesimnl­

mcnte, Se 1ice ~ue el intcrv1>lo entre ellos es: temoorA­

loi1e si 1s'1 > O, esn'lciPloi1e si 'ls 1 < O, y luminoi1e si 

101 =o. El cnrPcter tem~or~loi1e, esneciRloi1e, o luminoi-

1o 1e un intervPlo es, en virtu1 1e su invRrinncia, in1e­

ocn1iente 1el sistemr- 1e referenciR, 

Si el intervnlo entre 1os eventos es tenooraloi1e, 

·existe un sisteme 1e referencia en el nue éstos coinci1en 

esnnci"lmente. Si el interv0 lo es esn,.~ieloi1e, existe un 

sistemri <le referer.ciR P.n el cuAl los eventos son simultl!­

neos. Fin,,l11ente; !'li el ir.tervAlo es luminoi1e, <!ichos eve,n 

tos son uno mismo o lA seper.,ciór. P.ST'nci•ü entre ellos es 

tPl nue sólo ur,« se~Pl luminosn nue1e ur.irlos, 

Si cuAlnuier <lesolP.ZPrniento 1s q lo largo 1e una cur­

vn 1~1P en el esoacio-tiemoo, es temuoraloi1e, se 1ice nue 

lfl curv.- es unP lír.eA 1e mur.~o temporqloi1e,· Si, er. º"rtic.\:! 

lP.r, lR líne" 1e mun1o es ur,r. peo1ósicq, se 1;iene unA peo1,! 

sicP tcmpornloi1e, AnÁlognmcnte se 1efir.en lns lír.e"s 1e 

mur.1o y lns reo1ésicRs esp•rnialoi1es y luminoi1es. A lRs 

geo1ésicns luminoi1es se les llomA tnmbién geo1ésicns nulas. 

Por otr" o~rte, es conveniente mencionm- nue, a1em~s 

1el principio 1e re1Ptivi1P1, es necesario exigir, en le 

teorí" esneci~l 1e rel,,tivi1iv!, l" ir.vr.riancia E!.baolut<.1 1e 

l" relnci6n crusn~efecto pnr~ to1os los sistemos~ísicos: 

es 1ecir, nue si un evento A es CP.US!l 1e ur. ever.to B, en­

tonces en ninpún sistemn 1e referencin el ever.to B oue~e 

ocurrir "ntes nue el evento A. :'.:o'llo cor.secuencia 1el re'1ui-
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sito 1e ceusnli1n1, nueile ilemo<Jtrarse nue, la velociilRd 1e 

nrot"r-r,,ciór. ile cur.lnuier 'leñPl portP1or<J 1e la información 

nue cor.cct" cnusr, ~r efe:cto, <Jebe !"er menor o i¡ruAl. P. la 

velociilnil 1e lr. lu~. Asi pues. lF velociila1 ilelfl~l~~ e• lA 

veloci..J'il lbite n:orP lfl propP.¡rFciór. ile las_ interacciones.-

De est<> "l"r.ern, es ff.cil ver nue 1os e.ver.tos _solo pue­

-len f'StF-r rel,.,c:ionro1os ci;usPlmer.te ur.o F.l otro si .el ir.ter­

v,,lo er.tre ello'l e!'l tempor->loi1e. De hec}1o, son,,nrecisemer.­

t e ento"1 eventos n<-rr- los cu<Jles tier.er. !;li¡mifice1o los 

cor.centos 1e ""r.tes" y "después", lo nue es una coniliciór. 

necesnri" P"r" nue tenl'n senti1o hr;blAr <Je C"Use y efecto. 

Sea O un evento cu?.lnuiera. Respecto a O, el especio­

t iemno se <Jivi<Je en re/l'ior.es ilistintes. La toteli1a1 <le p:e2 

1ésicns r.ul,,s oue pPsnn por el evento O, constituyer. una 

hinersuoerficie, el cono ile luz iJe O, sobre la cual se en­

cuer.trr·r. toilo s los_ evf.:r.tos _11ue _nue':l_en ser_ cor.ect_e.iJo_s _ R O 

"!e-li'-r.t~ ur,r, señr>l luminosq (vll'<se la !!'i¡z. ?.l). La totali­

.Jc1 ie li.r.ens ile muniJo ternnor:>loi1es ller.en el interior .Jel 

cono <Je luz <Je O, constituyen.Jo •los rer.:ior.es en el esn'1cio­

tie'llno: P.l futuro .Je O, y el p<>sr•1o .Je O. ~o-los los eventos 

nnrn los Cll"les, rosnecto " O, Ax•> O, form~n el futuro <Je 

O: mientrPs nue to<Jos r~uellos n~rP. los ~ue Axº< O, formPn 

el crsPdo <Je O. L~ totPli<JP.J .Je eventos nue se encuentrPn 

soore l<'s lir.e~s .Je mun<Jo esnnciriloi1es nue -pas!lr. nor el 

evento O, formr.r. otrP rep:i6r. er. el esn'Jcio-tiemno: el nre-

ser.te fo O.-



"1-º 
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?. J P.L GRUPO DE TllA:·lSF'OR~\ACIOtlES DE LO!lENTZ 

F.l l"ruoo '1e t.rr·nsformPciones 1e l" mcci:;r,ica 1e Newton es el 

1e lPs t.r"nsform"ciones 1e GPlileo. Las transformaciones G~ 

lileAnPs son linePles en l"s cuatro coor1enP1es x, y, z, t; 
son ortoponrles en lPs tres orimerPs, y 1ejAr. invPriante a 

la coor1en?.1" temnor~l, corresnon1ier.1o A lA i1ea 1e ~ewton 

'le un esnecio y un tiemno iobsolutos. 

Cliorr·mentc, '1io1o nue l" únic<- veloci1a1 ir.wrie.nte ba­

jo el p:rupo 1e GPlileo es una con mPr.r,itu1 infinita, la 

teorí" esoeci"l 1e rclativida1 no nue1e n1~itir al F.rupo 1e 

Gnlileo como ~rupo 1e trPr.sformaciones. El gruoo 1e trans­

formaciones n.ue resulta ser cor.sist.ente con el principio 1e 

relativi1"1 1e Einstein es el 1e las transformaciones 1e 

Lorer.t z. I.As tr,,nsformPciones 1e Lorentz son 'l'lUellas tr1m_§ 

form,,ciones lineales homogéneas 

nue 1e,irn inv,,rüinte · 1a :métrica 1e rünkowski r¡~. y aue, por 

lo t<>nto, sr·ti~f~Cl~~}) ,;:· > .t". <{ ; 

f>,!p./~~~:=; ;~:,:··. 
Al grupo 1e trPr.sformPcfo;.:¡s~~~'H!lO (?.7) se le llama. tam 

hién Gruoo Homof!fir,eo .1e L<Ji;:!!n"tz;_~~~r_R 1Je¡t,inrru:irl_o "el Gru­

oo Ir.homogéneo 1e Lorer.tz, o Grupo <le PoincAré, cuyas tran~ 

formac:lor.es involucrF>r. trl'!slaci.6r,--y 'lue, :'Por consip:uier.te, 

son <Je 1° formP 

A,t-x• + n". 
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Tom"r.!'lo el ·1eterr:iir."lr.ti. tie Prni>os lrdos ·le la 1'c. (::!,11) 

<Je er.cuer.trP 

-le mo1o oue 

(?, 10) 

A1em~s, 

l 

o 

1escor.ectp<Jns: 

l. 

iet A= +l, 

tr~r~sfor'!ir. ció ti 

:>, LF.s Trnr.sformncior.es ··le forer.tz (lrtócror."'s ~'llnro­

uüis: <Jet /\ = -1, siin;.o l\: = +l. r'.~t.e subcor.jur.to cor.tiene 
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u~ elemento Is tPl aue 

}s= ·ex•, x") - (x•, "-X"). 

3. LFs Tr<ir,sfor:n~c:io:;.es <Je.I.orentz Anticrimns Impro-
.. ~-

;ii:os: tJet A -~-<~r~'':·.'~~~·f-:n.~·: Js/·~· ~1/.~~i~:t.:e- __ SUticOr1jUnt.o nor1tiene 

un eleMento I~.'.foí~f·:U:e ,\<E 

..... ~-- ', '·'. ·-;: ' 

~- .. . 

4. Lns TrAfi~f~rma~io;.~9 1e,.I.()6int~ .AntÍc:~~r;;~ Proui .. s: 

1 et /\ = +l, si.:g;.~ 'f.;• ~L'.En este subconjunto se• encuentrA 

el elemento. I~t =· 

Lns trPnsform~cior.es Is e It reelizen las operaciones 

1e i~versiór. en el espacio y en·el·tiempo, respectivr¡mer.te. 

Lns trnnsformP.cior.es <Je Lorentz ortócronas prooias fo_! 

m"n un subgruoo, el gruno <Je les trnnsformnc:iones restrin­

ri<Jc s 1e Lorer.tz. Este, es un gruno continuo 6-param~trico, 

"ni ~ue cunlnuier tr,,nsfor'!l,,ción oerteneciente fl este su'o­

Fruoo nue1e obtenerse "!JP.rtien1o 1e lA i1enti<JA<l e inte~an­

·lo un" serie •le trF.nsforme.ciones infinitesimnles 1e ln fer-

(:>.11) 

1 on1e Ei~· = Y\¡.¡¡ e;'~=•-.€._.s6n ·iinrámetros ·infinÚesi'llales · [BL 
Un elementci·;ef¡;rrupo 1e trnnsformnc:iones ortócron"s 

nroni"s, es l<':. tr<>r.~for'llcción nue 1ejR invnriantes 1os coo_! 



4? 

<lenwlps ewpacir.les, por ejemplo x• y x', y transforma ax~ 

y x•. EstR, es lr, trAnsfor~Pción de un sistema de referen­

r.i"> ir.erciPl K " otro K' n,ue se mueve, respecto ft K, con 

veloci1n<l V R lo lnr~o 1el eje x'. 

Ln metriz de tr~nsformeción de Lorentz es, en este cA­

"º n .. rt ir.ul,,r, 

o - (!>&' 

llA:ll 
-135' ll' 

= (:>. l:>) 
o o 
o 

<lor.<le 

( ?..13a) 

y (?.l)h) 

F.n este caso, las 

oueden escribirse, 

(:> .14) 

-- x'' 
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? • 4 GUA DH I':'Fii SOR r:s 

Lr- s coor•l enn<l><s xl-' "Sor. i"'<!Rs "' ur. ever.to er. nl~úr. sist el!lf! 

1e referenci~ incrcinl, nue<Jer. consi<Jerr.~se como com?oner.­

tes contr<·v:>rir>ntes <le ur. vector .Je 'POSic16r. en el esnncio­

t iemno •le ~1inkowski. Fn per.erf'l, ur.~ 'cole~ci61-. <le cuptro 

c:>r.ti'lR.Jes 

oue, br• ;io 

Rcuer.Jo "' 

" lP ley 

A'llbos 

como 

oor.er.te 

.Je 

(?.15) 

cun'1ri-

una co-



44 

1e Lnrent7 imnlic" nue .P.l or,;•lucto 

' .· . ~.::·-· 
--:é._,-::.: 

' . 

:11\:,1'> = .l'\¡;.;N•B• (2~ l'l) 

-7--

rie rJos curi1r.1V_e-c·r.·0J.e9·.· es·-un:·encrl~ (~.U~~?ri~'~rL~·o-~-:~0-_r?i-1f:O 

cero);· es <lec{~9*\1i~l'lo t>ro•l,ucto .es ttM c~~ti1"l(~~;o Vf!lor 

!Jr.a coie~'~i6r.;~e'~~ieciseis c<>r.t.(<1n1e; T~~. )P. º··~ ... ' 
constituyen l~~ con~onente" ,contrnv,..:ri.nntes, C()Y!iriAr.tes; o 

mixt<is, •fe un, c~<Í1riterfsor 'le rnnfo 1~s,, ~~i. t>e t~~ii~form•m 
/_.;, •,' :- '.~;~:«'~/::;\'.:~,:-:. 

CO'llO 

o 

- ··· J\.t:A,.•.~~ri, · ·. • }'~.' .•• ~ .. ~.·.'·····.·.··· .. · i'. (? 'Tª) ..... ·~· ,e;'.•~" _. , 

(K' )14~.¡f\'Í? T.·~~.''
0

·~;, •. .)>· .• ('.'w) 

T'"• =..cA ... (KD!;c!f~:·{ .. Eli~~¿.:~~; -. -- - -- --·: -~--<.'? .. ;<L 

,-., 

cj.:nJ 

rcs'\)ective::iente. De mPr.ern 11nf>lore !'!ª rJefincr.10.s có>:1por.en­

tes cor.trPVr·rinr.tes, C:OV"Ti<>ntCSi Cl mi~t;.~ ···~~··, C¿111riter.so-
... ···.· 

res 

1:x:::.:: :~:0

:::::res ~ue sori. ·i~~ .. ·~{~nt·¿~ hnio t.rnr.s-

forrn,,cior.es <le Lorent:t', es iiec:ir, ~~~ ti.encT: ],:;~ o:iism.:;s c:o!!!_ 

noner.tes en to<los los sistem<>~ ~e r~f·e~~¿¿i.~. nrir.iero, es 

el ter,<Jor métrico, cu;vJ's éom".'or.er.te1:1, c~r.tr~~r>rüir:tes, co-

vrri'-r.tes y mixtr s,···son'n"'•;" 11¡;~ y ··.s~/; :r:~s-.. ~~hvu"'ett'e fel 

seFur.-Jo es el ter.!'or cómoletPmcr.te ~.r.tiRÜ:lé~r,'ii:Ó lé , cu:vns 

·comnor.er.t es, i:,t-•tr , . ne 

e.~·, .. {es Pr.ti,,imót.rico ~.r.7e el ir.tcrcPmhi:J 

-le nuPl~uier p¡¡¡:r •le ír.-lices. 

. 
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Lr,s r.omnonentec¡ r.ovr·ri-:-.te!'! E.~"r" ·Je ~ for:::,,n, t"m'nién, 

un r>rreflo 1e nú:~ertl!l r.omnlet"'li'"nte '<r.tirJimltrir.o, pero 

o. 21) 

'·5 LA :>DlAMI·'.Jf, RFLA'~IVISTA 
,--~-.--:;,.-::;;-..: -

LR historiP 1e 1m11ili.rtfr.ul,;,-r.·o'!lo_~f?-.!Je '!lencior.ó,· consiste 

er, ur-,P Pucesión r1e eVerit.os ·~ue ~ efir.P. ur,P.. Y· _sb~o ·ur,R, trR­

yer.toriF1 en el B!"!'IPr.io~t.ie!'lpo 11,.no ··!e :an%owski. Esti! tr'3-

yectoriP. P.s l<> lir.e<> 1e _mun1o: 1e· 1,._· n"r.tfouln., P'3r<1'11P.tric'l­

mer,te, l•·s er.u,,cióries .Je i<; tr?yec~oY:i,, 11úe'len escribirse 

como ; '; ~ ·, '" - \ .·. ~ '. - -

,x~ cx'r-·-

~ ~r"I e ~ es ~~~~-~Pii~~~~t$o .. ;'.~:fi.~~t·!·~~L }.;~~--L~~-~~~---~ __ 
L~s compor~ent:}~;1.¡} i~~).·?,~.;f;.~t~r,;c}ú~ t~:~r,~s~ntP_·l~ 

lor.i·Ja1 'le lr .'ll"I'tii:ulP~·,l!l_,,cu!'11;'i'J'!ll()Ci1:>1i se 1efinen 

VE'-

·.~.::~::.~-,- ,--.,·.':,\::~_-::{t./ c.:.',·~:~:-::·~,,,,_·,\;~- ·< .. ;:.-.\" 
... -:_·;.:-, ._·.-·_u·_-··.-_ .. _--__ ' __ '.-__ -_.·_'.: ___ ._:_:::.-•-·_·dd:.cs·-~--,--.· ___ :_ .;:·,•.:•:::~-~-, >:,.· ::· • •-·· .: ·.-_:. 

_ • i "j¡"·~~i;t:~'.{.;}.:E'' :;_;: , :e; ·,ff· .. 
= <Jx~}Lj;; :1i1't~1~;;~~x~c~~~;·~{ Ir.t. ¡~vhi~ eritre . eve!! 

r.omo 

(?. '-4) 

1or.1e 

tos ir.finitesirn?1;~:~·f;:~>1e~#r0-ios~ r,,.s ~c~~(?T?4)/eri'virtu'! 
1e "'.le 

u" 
.·(·.·. 1 

= /1 - v1 (c1 
( :>. '") 



il~mile v y v• son l•· 'll<irr.ituil y l"e comr.or.er.tes, resne·cti­

V•"ner.te, tle l" veloci,Jr,tl orilir,,,rii> t.ri1imcnsionE>l. Geomé­

tricr-mente, lP cuP.ilrivelociilP1 es un vector ur.itP.rio ti>n­

rer.te r, lP líneP. ile mun1o ile ln pi>rticulP. Clnrr,'!lente, lns 

co'!lnor.entcs <Je l!' cu'•lrivclociilP.tl no son inileoerdier.tes, 

ouesto nue 

u•u11o. = l. (2.?.7) 

El cuP<lrii:iomer,to (o 4-imoetu) ilc \Ir.ti p<irtícula se <le­

fine como el cun<lrivector, colir.enl ~ l~ cuailriveloci<lnil, 

cuyns comnonentes contrPv,..riantes sor. 

t)lC = moCU°"' 

ilon~e m. es \P. mPsn Pn renoso ile le pPrticula. Us1>n<lo ln 

Ec.(?.?h), nPrn v suficientemente nc~ueñ" en comnnrr¡ción 

con c, lPs comnor.entes ilel cunilrimomGnto pueilen escribirse 

P oroxi'TlP<lr•ment e como 

(2.:19) 

"'.sto permite i<lentificr>r a ln componente temporal i:lel cuA­

<lrimomer.to cor. ln_ 'er.errin ,¡e la pnrt icul"l 

F. 

1° CUl"l, SRlVO oór ~el térm-if.o consti>rite ":ó ':i m~é-~/ iioriocfilo 

como lr enerP:h en re1JoRo tle ln orrtic:.tl'!; corresoonile n l" 

er,erdn cir.~t icn or'li!<"rir. ..¡e l" º"rt icÚla. J,Ps có'llnor.cnt-e" 



esTirici~les corrP.soor~'1en. cli1rr-lmente, n l~s comnonent.es rJel 

ir.1oetu or1in"'rio tri1im~nsionRl'. Así pues, 

·····-.··-·~{;.iJ~;;~~p~} >•.·.······ 
(?..n) 

:_ <. ' ~ _«'.- '. -''·_.'_.: __ .: .. ' - .--:·· .- _- ... 

Er, lP mec6~,tc~}éfl"Yivic~t,,>; Fir· ilzu~il riue en la mecR-

nice NewtoniPr"".• .. los ci>¡nhÚ1s.·en el cuerlrimor.1er,to .Je ur.P llB.! 

t ÍCUl<' son ÁsOCiR'Jo.s' cqn lP• Ür_esencia rle agentes externos 

rrne lP efectpn. I,f'!s fuerz.f'!s· nue ·l'lct•Í•m sobre 'le. p"rticulR, 

y los corresnon1icr.tes clir.1oios .er, el curvlri'llomento, estan 

relecionPrlos por 

(~.) 2) 

- --; --7- ,· ----o " 

Las f" constitúyer •. ljs· co~yónimf.es ?e la llemafa cua1rifuez 

zR 1e Mir,kowski. Er. té;~ind's~E!' i~ fuerzl'l:or1inari" tri1i-

.. ~~: ·~,.~.~[~ll~~:~:zr-~~1···~~~ ·-e· .... -..... -

:···· V•J.·····:V.··. P. . ... 

mension_Pl (1~]_ __ 

ji 

lAS componer.tes rJe ¡~ CU"·,¡~if;~:rz~ nuetJen escrihirse como 

f"' ( c'JiF:~v'/o' '•· c•/1; ,;~~;,]) . ( 7 .33) 

LA r.orrnor.ente tem)loral, fº; .1e la Ka~r-ii~e~~~ o~e<le, en 
-- " - • --=--""='.o=:.c;:~-~==":c";,.o--· • 

estP form~, ir.terpretRrse como lii rópi.rlez con r:ue se refl-

li7P. trPMjo sohre lP nArticulf! •. 

J,qs Fe P. (?.T') cion lPS ecur-r.iones r]o. r.10Vi'1i.ei-.to r]e 

l~ n"rtir.uln. Je ell<>s_ "lri si¡rue, ir.r.ier:liRtn'!ler.te, .,ue ln 



cup<lriv1.:loci<l:>•J -i·e ur." .ner~ícul,., libre es constr,r.te. 

Por otrP prrte~ nuesto ~ue .1? trayectorit> <le urrn n:•r-

1or.1et::,yt, 

t ículP. Así 

entonces lP 

<Je er.tre to'las lAs tr;;,vrr.toriP.s <Jinoímicamonte posihles nue 

noos'ln 11or e., Y.ti; lro trr>yectori" reRl correspon<licnte F. lP 

n"rtír.ul" .. es F"IUellP !'J"r' lr cu11l lro Pcr.iór, tiene un velor 

extrer.10. F:sto sip,:r.ific,,, et; otrns P"lr·hriHi, nue lPS ecu11-

cior.es •le moviinier,to nsocü•'.les con lll acción '.'I, se ohtienen 

n DArtir 1e }A cor.<JiciÓn S~ 

n11s se obtier.e. 

O. ~fectuar.1o las v•riAcio-

t. 

óW - r:i.cJ u"<l(óxk) 
Jt~ , 
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11? r.u!. l, mc-1 it:.ir&t e •Jr.P. interraciór... rior par~ es, puede escri­

hirne er. 1r for~n 

Fr. 

es 1ecir, 

t'r.te. 

hre como 

túrr. 

cor._§ 



A contir.unciór. se consi1erR la pnrte ;¡e l~ Acción nue 

corresnor.1e p lR er.er~ie notenciP.l U: 

(2~3R) 

U = U(x"),' 

es nece~"rio mo1ificpr (~.38),' mire obtener unA integrRl riue 

tcn{le sif.T.ific"rl~ cuÍP:fr:i.rlimensior.aL ,'Esto uuerje conseir,uirse 

remnlnzrm<lo rit••nor:~l,W~!lle,~to '1 e tiempo propio d1" defirii1o 

como 

-- W = - e- ("cm.- + E.,_ )rls. J e - ,E, - - , 

:Je estP. últ im" -ex'nro!i!iÓn ~·!'! cl,..ro "Ue i~ nreser.ci<> ie unR 
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erterrit- nor.~nciRl escFl~r eA e·.,uiv~·1-er.ite n ur, incremento 

'ie l•· '.ll'l!'l" -le 1.r ri:>rticul<> ror ln C:"r.ti1a'1 U/c:2 , !"r. este 

lo ~ue, 

<iur.e " 

De est,.. 

(?.45) 

r.uerlen 

riue "ºr' l"s ecua._c.fo~.e'J_-lemovimier,to (~.3!?Ltiue~;v?se __ h,,­

hi"r. ohter.i".lo. 
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« J SISTF.:Mf,S DF. r/UCHP S P!•!l'l'If!IJLAS 

A oesf'r -le nue er. rels;tivi-la<l esT>eciF•l no existen ,PlP.r.os 1e 

!li'!1ultr.nei1e-:l 1>bsolut,,, es posible rormlllri~-'uh~ rfor.itS~ n'lr" 

ur. flis~em" -le muchP.s tJarticulas en :i.ntelf~cciór;~c;;L0;~P.cc:ión 
º"r" tPl "istemP. es (13] 

F.r. est" exnresiór., -el nrim~; ar~ino bo~resnon-le a lo nue 

serí" l"' Pcc:ión si l<is ~nrtícüias en el sistemF.l fuesen li­

hres. Rn este término, lPs intc¡prr>les se tor.:P.r. P. lo lnrp-o 

'le .,.,uellrs nPrtes -<le l"s tr .. yectori"s 'le 1P.s nartículPs 

nue est"r. entre <los sunerficies esnP.ciF.lloi1es ~y~ nue no 

~e int.ersec"n (véFse l" Fiy. ?.?). F.l seiron1o término re­

T'renent" l" nr>rte _-:l_e __ ir,t_ern_c_ción __ er.tre o"re_s 'le nartfoulP.F!. 

Ariuí, 1•' s inte¡::r!'lles se extien'len '1uficientemer.te ~Rs P.ll" 

•le a-, y cr,, n<·l"F! incluir to1os lo,; efectos 1e cualnuier nFtr­

t ículF sobre lns nPrtes -:Je lRs trAyectories <le las otrP.s 

"'"rt1cu1As 'lUe est"n er.tre cr, y ü,, Los límites -le est"s in-

te/Tr«les iener.<len, nor cor.uiiruiente, no solo <le cr, y <r1 , 

"ir.o t"'llhiér. 'lel t1otc:r.cir.1 <le ir.t.crncción U;j. F.stl'> <Je,...er.­

·:er.ci~ r:e ir.1icl' cor. l." notrción (a-;) y (a-,). 

Lns ecuPciones 'le movimiento -lel siRter.:P se oh~tenen 

" n·rt.ir 1el nrincinio 1e 1-'"milton, -le "cuer-lo ril c1_1~1~ 1.q 

vrri.~ci6r. je lr07fUr;CiOr¡Gl •le _r>ccifo .Jebe '1r.tllP?"!'!0 !'"'-r_'1 V'1-

rir-cioner, _.¡e --lrc !L tri:>:--er:t 'll'ins. '>UC- se Pr.ul,,n fuer". '1 e- Tri ri:'­

ri6r. rcot•.'1r "ºr cr. y_ a-,. :>1 U'll'l .·iel intcrvr>lo •lii'erer.ci"1 <ls 



2.2 
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t.ri'!"if"C? 1 ~-!1 Y~ririciones ~· r.'"!ue11 ~!=; .,ue so~·r,' r...,~~r-7. ihlec r.or. 

:r, r.or..'iició~ '.1~'-1.---·=_·:1~. For' ·f:e~o.:-.. _es_ ··convv':".'t-P.r.t.o"-irttro·l•Jcir 
- . -~ . ' 

llri C~!". jur,t.o fi e--~~~~{~~'~TO!;<-~~ ~->-~·r~~;=.-~nr~'.:-):r._d~f-.-~'-_O".' ·r_t'ÍC_lllf."·•::= t º--

les .,un 

rl11r.rle iC01 

":.ie·le 

\'/ 

<lor • .ie lo!l 

Defit-.ier.<Jo 

1 1 (x¡,x¡,,1.,) = -.lTl.:cfn.~x¡i<(+k~ f a-~;d.>.¡ 
:C:" (0:) 

:-·_-_.· .. · .. ,_ .. -.. _._._· .. -

i" f.c. (?.49) tJ:.ie·Je ~scri~.irse e~,1;, for:r.A, 

- _._,,_ .,·.·<.;, ':.'" 
v el reriuinito c5YJ .= O "i:or.!]Ur,':1,,;?.;J.C-g, .er.;Anc::.or~c" •le '"r.vi.-

d élLí 
d;l: a i:"• 
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+ t;. ~ f [~;.~¡ d au;; ]d _ 
- - - $·=u 

<ls: ílu~; ' 
(?.:; ~) 

(G", 1 

tJor,rJe los n~rR!ñr.:tro·S- A¡ .se hPr,, escori'Jo, P.hor~, como lo":' i~-

tarv~los s¡ "'·lo lArro 1e lPs trPyectori•s. 

car.o nue.Je' onservrrse, lefl ecuncior.es .Je i<lovbiento 

rP.l~·'.;ivistr-s (:>,53) 'lon ecuPciones ir.r.ef'1'o-·lifP.rer.ci··1M 

•Jebi~O ~ l:>S inte¡;r,,les "Ue er, ell•:s nnP.Tf;Cen, til!lTPllle;.,te, 

í!!''.tC riifiC1lltr. l~-4 .fOr'"'lulrciÓn 1Je U": riroh}e~~ ·Je V .. \lÓTeR 

i~-.ici· les. hien 1efini•Jo. n"r" est.,s ecu<>ciones [13). 
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C A P I T U L O 3 

111 ~~!'.CA'.lIG.~ DF.L. !!.F.DIO CO:~TI:rno INV1\RIAll'rF. DE LORF.¿lTZ 

il~JO EL ?!.l"lTO DE VISTA 'DE UN l\BSF.RVADCR IllF:!WHL 
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3,0 INTRODU!;:JIOfl 

Este c~pítulo constituye ur. pri:ner ir.tento de formulnci6n 

de un!' mecén:ico de fluidos invariante t:le Lorentz. Aquí, un 

fluido es tratAdo aesde el punto de vieta macroscópico y, 

por consiguiente, es il'T•Or?t:!A su estructure molecular y 

considerado como en medio contínuo, Este, a su vez, se su­

pone eouipedo con une eRtructura topológica, modelado en 

el espacio-tiempo lleno de Minkowski y, sobre el cual, se 

define una medidor.o-negativa; la masa. 

Los puntos del es!)ncio-tiempo, corno ya se mencionó en 

el capítulo ?., son considerados como elementos primitivos 

P los que se les llnma eventos y que son, supuestamente, 

todos equlvalente~. El esp~cio-tiempo ea meramente uno co­

lección de puntos dotrda con ciertas propiedades, entre 

lee que se encuentran sus propiedades topoló~icas que gon, 

por rsí decirlo, acuellos que no son afectadas por deform~ 

ciones arbitrarios del esoncio-tiempo ~3]. Claramente, la 

topolorie del espacio-tiempo está restrinride, hnsta cier­

to p1ir.to, por el tipo de .''eometrin ~ue se le imponga, En 

relAtivid~d, se supone ~ue, loc~lmente, ln topología del 

espncio-tiempo es ln inducirla por le. estructuro métrica del 

esnncio-tiempo llimo de 'finkowski; es 1ecir, que localmente 

son vÁlid>'o las leye9 1e 10 teoría especial de relatividad. 

Er. consecuenciP, es posible mapenr uno 8 uno y en for~a 

bicontínu0 los puntos ,¡e cu.-.lnuier rerión pcciueñ,,, nero f.! 

r.ita, <!el esnflcio-ticmpo sobre los puntos de unn repi6n C,2 



rreapondiente del espacio-tiempo llano de 7inkowski, Esto 

propieded del espncio-tiempo es enuivnlente n suponer r.'Je 

suo puntos conotituyen unri varie·1n1; ln VArj.edad espncio­

t iempo, Así mismo, ésto hoce posihle 1'1 osi("nnci6n 1e r:oo_!'. 

denntlns P los p.ir.t.os del espa~io-tiempo. 

AQuÍ, de nueva cuenta, se supone que los observadores 

son inerciRles y la no existenciP 1e efectos rravitaciona­

les. Así pues, puede suponerse que glohnlmente la topolorín 

del espacio-tiempo e~ equivalente n lo del espacio-tiempo 

llAno de '1inkowsk1 y, por consie;uiente, hnsto con un sist~ 

mo de coordennd!ls pa:ro cubrir tod::> el uspacio-tiernpo. F:n 

otrris pRlnbrns, nquí lo mec6nica de fluitlos es enmarcada 

dentro de lA teoría especial de relatividad. 

For otro lndo, los cuerpos, los movimientos, y lea 

fuerzas oon conoiderados nquí, nl igual que en la mer:ánica 

clÁsicn de los medios continuos, co~o elementos primitivos 

y, se supor.e, sor. dndos n priori.' 

3 .1 FRE;LIMI!lARES 

AquÍ se presentPn, brevem1mte, nleunos •le los conceptos y 

r esul tP•los 

dos en las secciones sieuientes, 

AN IJ,to DF: CONJUN'l'OS. 

A todo cor.junto cuyos elementos son, en-si:.'-ciertos -con-ju_!! 

tos se le llnmp SistemP 1e ~onjuntos; 

+ ~i no se especific~ lo contrnrio, solo serftn considerndos 
sistemfls cuyos ele·'·er.tos son ~"'ª" uno ur. suhconjunto de. uti 
cierto conjunto fij~do X. 
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Un sistem!l no vacío 1e conjuntos <R. se ll::iml' Anillo 

si <le At'K y Bt'll se de1uce At.Bcrll. y A"!3c'it, <loi;•Je 

At:.B=(A-B)ll{B A), 

eo le llemP".lll Tliferencie SimétricR, y <londe A - B es la c~ 

lección <le F>nue1los elementos 1e A ~ue no pertenecen A B. 

Puesto riue pare cualesriuiern ".los conjuntos A y B 

y 

A - D = A t-, (A r\ B) , 

result.a riue si A 1<'R y B"-IR, también pertenecen e ':H. Jos con 

juntos A U B y A - B. •ionsecuentemente, un 1ir.illo de conju_n 

tos es un sistema de conjuntos invariante respecto n les 

oper,,ciones de unión, intersección, ~iferencia, y ~iferen­

cin RimétricP. Es obvio riue todo rnillo es, a".lem6s, invR­

ri~nte respecto n ln operación 1e to<lR unión o intersección 

fir,ÍtPs. 

11n conjunto E se l lema llni<lPd <lel sistema de conjuntos 

:!!) , si pertenece "''B y si, e<;Jer~i!ie, pare todo A6 ~ se veri-

• 1 - • 

,,().F.~t ••. · .•.•••... · ... ·.·.·.·. <·. 

:::. ':::· .:• .::::::;~J~\~~~*i~~~~~t~~r: 
to-los los '1em6o conjunto~riu~ f!~~~~ri·hc~:: ~~~Ll~ . 

Un anillo ".le conjuntos i;rbviut(1 ')e 1r; 1.rni·d~il ee deno-

minr• Alp:ebra de conjuntoa. 



:Jirect.1<'ller.te <le lr- definici6r. •le un anillo <le conjun­

tos ce despren<len los teoremas sieuiente~: 

TeorE·rH' l. LP interser.ci6n 'R -=(\'i{;1e un cor.jur.to cun111uiere 

de r,ni11os es tPr.ibien un ar.illo. 

Teorema 2. CunlouierP nue sea el sistema no v~c{o de con­

jnnto" <¡) existe un <-nillo y sólo uno, •R('Vl) que contier.e <};> 

y estP r.or.teni1o en cu••lciuier anillo <R r¡ue r.or.tier.e ~. + 

H Pr.illo ~ (~) ce le llRma anillo minhal sobre el 

sistern!' <}). 

i.LGEI\Hi\S DE BOREL. 

"r. V"rioo prohle11i>a, en 11'1 teoriP. de ln medi<l:->, er. partir._!! 

ler, en preciso cor.~iderar la unión e intersección de una 

rrnti..·lr>d r.umerr-hle, y no aolo finita, de conjuntos. Por 

e so cor.vi.ene ir. t.roducir los siguientes conceptos, adem~s 

del de nr.illo de conjunto~. 

!Jn nnillo de cor.juntos se llama cr-enillo si junto 

cor. to•ln la sucesión de conjuntos A1 , A,, ••• , An, •.•. con 

t icne lfl uniór. 

!J =U A,. • . 
Un anillo de conjur.too se llama S-nnillo si junto 

r.on to<Jn lr> sucesión de conjuntos A., A~, ••• , A,.., CO!! 

t.iPne 1P intersección 

+ tr 1emnstrFr.ión de cRte teorem• puode verse en ~!' refe­
r ene ir> [is]. 



Es r.eturel llr>mr>r IT-elrebrP. a to•lo <r-or.illo con un..J: 

'1?<l y ó-algebra ~ to<lo S-er.illo c•Jn 1mi•lr>1, Siv; embargo, 

eet•Js dos conceptos coir.ci1en: to1a cr-olgebra es a la vez 

m•n S-all"ehre y to•h• ó-nlgebra, una ir-algebra [i5], 

LAS o-aleebrflS o, que es lo mismo, las 0--algebrss 

sueler. llamarse Al('ebrae de Borel o, simplemente, B-alge­

hrr>s. 

F.1 ejemplo más sencillo de una B-algebra es la totoll 

<lr.id 1e los subconjuntos 1e un conj1mt.o A, 

F.SPACIOS METRICOS y TOPULOnn:os. 

lfr,P '.'étrica sobre ur. conjur.to X co una funr.i6n que. a ci>'1a 

perejn 1e elementos x,y e. X hace corresponder un número real 

positivo s(x,y), y nue tiene lno propied!ldes siguientes: 

(>•1 ) 

(V.?) 

('f.3) 

s(x, y) O si, y s6lo si, x = y, 

Axioma de simetría: s(x,y) = s(y,x). 

Desipun1'la<l del Trii!ngulo: s(x,z) fo s(x,y) + o(y,z) 

Un conjunt.o provisto de une métrica se llama Espacio 

t1létrico, sus elementos se llaman puntos y n s(x,y) se le 

l lam11 le distancia o el intervalo er.tre loe puntos x e y, 

·;1 x 0 e!'I un punto de iC y e.> o, er.tonces nl ccr.juntc• 

"Ll.= {xi s(x,x.)<e}, 

·le t.01.1n los puntos x con s(x1x 0 )<G se le llnmn lo .. ve!'in-

io<l eeféricn de )¡. .Je r".Jio e º• simplemente~ la E. -vec In-

1nd <le X' o. 

··nn vcc ir.il~<l' l'f'féricr> es !:'i-r.ple'11cntc un caso partiau-

lrr i f! ur,n verin1ad ~ene,.el 1efir.l•.llt col\\O si.[!Ul'!I 



Se ".!ice ~:1c ""· subconjunto U ·le iC es una vecin1'1<l -icl 

pur.to x si cm.tiene ur.e vecin1n<l esf~rir.« 1e x. 

T•n• estructurn m•s renernl ~ue la ie espncio ~~trico 

eg Je 1e es~ncio topolópico. 

rynn topolor,1e sobre un conjunto !. se define hacien1o 

corrcs>'or.<ler e ce1a punto x E X una colecciór. V(x) de rmbcon 

jur.toc <le :e ".le manerP '1Ue se verifinuer. los axiomas siruie!! 

tes: 

('n) Si 11 E. V(x) y ',V es un conjur.to '1Ue contiene a tT, 

entni;c:(''.'1 ,'/EV{x). 

(V?) Ji U e. V(x) :Y ·:¡ "V(x), entonces UI'\ We V(x) • 

. '13) T'· rp. r.r-.".lr tic:;V(x), se tiene xiU. 

(V4) ..... .¡.,¡ ri~.;-~ tiev<~S: exist:e ··1úCxftDl 11uepnr!l 

to<lo ~'E ·.·1, e1c6rij1mtoU "erter.ece 11 V{y). 

lln r:onju?lto :< junto r:o¿ uno topoloef.B ".lefini".lA sohre 

él "ª 11< .n?-ur. F.spt'-ciTo Topolóirico:-y e~ ".lic~~\ie-CX efi t 6-

() '1 ll Í · .. ,do con lr- topoloetr-. Loo cor.jur.tos '1Ue pertenecen n. 

1° rolccci6r. V(x) se llPm"n las vecir,i:Jades del punto x. 

fue.Je ".lemostrt>rse [lb] !'!Ue las vcciniltvles i:le los pur.ton 

1e )tr, f!!l1Jrcio métrico o'1t·isfAcer. los P.xi.omns (Vl)-{V4). F.r, 

cor.r.ec11~r.ci!', to1o esTJRcio ml>trico P.'1 tnt"lhiér. uri espF.cio 

topol6vico. tln" nétricn sobre ur. cor.jur.to X in•luce, sohrtJ 

él, 1m"' topolorfo. Aur.•rne to1P. "létrica 11> lue:ar " una to".2 

lorí•, ''º puerlP C'cl;•'h1ccereP., l'<:>cirrne;>''er,tr¡ nuc to.¡.,,_ to­

nolor i · '"Jrce •!e ... le;unr métric•1. F.n este sentí-lo, en ,jjr:e 

~11P ·n; enr·cio ·t.-;,nolóvi.co X és "'ct.ri:·:·hle ni exi~tE' 11r.<· 

mf·tricr· ~obre :< '"\le it'·l\lce lr: topnlo¡-in ".le :{, 



F. 3 

:)ee ;.; un auhc:o':ljunto <le ur. "º''l"cio topoló.;ico ·e "r.­

t onces se •l ice. f!Ue 

(l) t:r. pur.tri xii1. P.sll1;.'p1ir.t'o i1;.t.erior 1Je r:,, si e:cis­

t.e ur.!' v!icir.•l('oi-V·'l•f_y,ct;~,:t-".ul?-é'JCN •. Rl cor.junto.de;,t 0 -Jos 

los pLir.tos ir.teri:ires '1c r.~ !J~ :loma el inter_i~~ de r.'. 

.ier.ott' ro,- :::.• 

('.') !!r, pur.t.o :( i X •?S :1n _;1jnto exteriOJ'. .je !f; oi Ílxb-

te Ut¡A vec Í'"l"'1 V rle )( t~l 'lUP. '! nM .. 

"' 
. f;l cor.j1mto -le 

t.o·los lo.:: pnr.tos e~i·c~~ort'~ ·~" n se- ll..nMO el ex!;crior •le f.I. 

' ·" .. _ ·. 

v¡:¡cir.·lpd de x cont.ic,r.e pm.-~os ;1Ue pcrter.•iccr..n I" y pU1;.tos 

oue nn --nr~er.ecer. "{~. - r.l cor.j•.mto de _todos loa_,¡llltüo;; 

fror,tcrn '1e l,1 se .ll::!J'I" l~ fror.t.ern .Je M :J se der.ota_ por Cll<\. 

:Je <Jice 11i.H: ui;. :iúhconjur.to· l·' <ie tm Mp11cio topo16rir:·' 

es ehierto, -si .Mi"':··.!:l;_J:r. vir_tútJe_l (\X~~:im11c:,_LV3), se_ ticr.e 

siei:i:->re l) c.t.1. 

:\los nieT.broii_·lel !1"-a:;i1lo mir.h:n qll~ cor.ti<ir,!;! ~· lr,s 

conjuntos 11hiertori-<le tl1' •::i;-Bcio topol6¡ric:o X .. se_ \es llr·­

mn Conj1n-.tos "le :iorel •l!' Y.. 

'""' Y. un espn::io topolór ico ;¡ c/l io .qolccd6r; •1fl !:e· ks 

1 "~ ••uhc:ir.jur.tos r-hi'.'rt:i~~ ·le :.:. -1P. p1Mde -Jemo_strer •'t:': lHl 

(1) El nuhc.J.;j-.u.t.o 'l'!CÍ<} ·l.; « y X •1i.!"f.IÓ p;i~ti:1:~ce-.; •· J. 

( ?) :~l A y !'.\ s.?r. •ios r6:i;;unt.oe ~~1e 

entor.<'eA :1 () :' nP.rt~r.er.e n cfi • 

(1) :li { . .;tJ ('"! 'l":f ff,•'lll ir. 

e) , er.tor.c:es U,\; perter."Ct' ----" e;) , ._ 

Por otro •l" J~, •1e ·!iri· 11.:.>: .1,;;: 1u:-;t;o X\e~\t11~~11nriri 
topol6."'ico ( es n1hPrtir.te r·l Mnjm:1.i M ~'l, ·~i. r:~il•1 vedn-



1Je +.0 111·c 1,j" ~l.:.r.to::; rt.Jhc:rcr,tr.:~· a "1 zn 11.;:::r: .. 1:- adherencia 

( o ~1;-rr~du~a )_ ·!e M ~· C'·e "icr.r:t.n· !'_~:~:~.· !:'n ~~1~11:'~';·t~~ur.':o r. 
-le X er: C!'?"l'&lo d A ¡;;, 

~r; virt\l•J i<>l Í::s 

e len ·1"" 1o" !'U:>t.0!' aclurente5 a M r-or. .lot: ru:-~t,n~ i.!.teri..:. 

rcr:: ·1~ ,. .V loe _o~nto~_.front.crp 1le -~• -= 

(ircér•1c'1? ·1•1c, -t., i: có;io- se hnr: •leffoi·.lo, 160"-~onc•~-

!' ()'"' rle 11
' 01 .. :rto: 1 -r ···•cc.rrt··lo'' n0 !;?Ora cotrr·]i->!t.n·~·i'J~. De rc­

Chl, .·or ..,,~c·:orLo, lo!'l '~"r.J11r.t.'I:' fl5 'J X- C'-'r; a1>ierto<0 ;¡ ccr;·,: 

,10 1 ~ $• i~- 1re7, 1o- r·•t•-l ;iut.r!t"? v1~rifi~_(:r:3r:· t-plic! 1 r~~?o i~:·n Jcf_i' 

1i t'l.1 Ftll'Oll i>I '11.10 3. 

"''!-. ,\ y B .Jo~ co:-.juntos. tTr •. •~apeo f "cir:r.~-· ,. crd~ e1é•1Pr,to 

a E. A ·.tr. elemer.to bien jefinido b E a .. 
. - - . ., -- . 

'-'C ll•·rr.r-r., rC!..,¡iectiV.!'•~er:te, · ;:1 ~om:i.iúo .¡,:. .-Jcfir.ic16r. ,, c1 

Í""'IPl'.'"C!"'1, :in,..:, -1Jr. ---r:-1 e"llento -:-h e.-B- ou.rFJe_ t.(>r,cr- V!~ri~t~ -~Jre-irr~f'"! 

r.Ps, Ji Me A, q;f:on1~1!" f(fll) '= N d!!r.otr el. ~eor.'•.ir.t.o ·lP. ·.ro~ 

i"lrnr.P.i> •fo lo~ cle·;er.ton 1e M. f'ip•Jc n.~1aTtr que f(/; 1 : o:r 



Si f tiene lP nroniedn1 1e nue f(A) = B y, en conse­

cuer.ciP, CP.1F elemer.to de 9 es u~n imAper., er.tonces se 1ice 

oue f es un MRneo RPimórfico o ur. mapeo sohre B. Si f tiene 

lP pronie1"1 de nue CP1F elemento h Pos~e R lo mas unq nre­

imPl"er, y, nor cor.si1miente, .,ue f(e,) = f(.,,) implicR "•= P,. 

entonces se dice nue f es un MPneo Monor:iórfico (o uno 'l uno) 

1e A en B. Si f es enimórfico y monomórfico, entonces se 1i­

ce nue f es un M"neo Isomórfico de A sohre B, F.n eqte CASO, 

y sólo en este c~so, existe un meneo inverso 

r·' : E - ~ .• 

nue mPneR isomórficr-mente B sohre A. 

Se 1ice ~ue 1os eapPcios topolóricos X y Y son Homeo­

m6rficos si existe un mPneo isomórfico f 1e X soh'r:e Y uor 

el cuP.l el sistema 1e los conjur.tos "lhiertos 1ecX,corr.esnon­

de Pl sistem" de los conjuntos Rhiertos de yc;•'F.1-~!ip~g"f se 

llPm<>, en este C'lso, un P.omeomorfismo ".le X sobr:e~·Y • .' .· 

Dos espacios homeomórficos son, nor lo t¡¡nt·~.(iriliist in­

¡mihles como estructurRs topológ.icP.s; e tr11'v~s .~:~:; i,•1
1
iRs dos 

tonol~::.:.:r.::~::i:::,.::m:~:t;~e~t:•Y un .~~~lo·/~~{' fü~~Iio 
·,.'-'-' .. ·' 

tonoló1<ico X en el esnncio tonoló¡;ic:o·Y1,y:~~e;:i•\c:\ún.•nunto 
1e X y y= f(x). Se 1ice nue f es conf.Í~~; ~~ ~;~{';e s<itis­

fPce CUPlnuieú de' lP.s SÍ¡!'Uient es céfr;1ici.or:~·~,er11.Íiv~lent es: 

(1) p.,rP cP.dP vecind"':l U i V(yj ~~:Í.~t~ :ü;.~ ~~~iri1 .. 1 
w .. V(x) t"1 1ue r (w} ·c.- ti~ ··---'·----•-' ;._.c(.:.'1 Oc!·,~.o=é-



Contir.uB·-,,l Gloh,.,l: SeP. f: .<-Y ur. ~·neo •iel e<¡nncio 

tn~ol6Pico 1 en el eqorcio tono16~ico Y. Se 1ice nue el rn~­

neo f e~ cont:íriuo, o mPs rreci~~rrente continuo ~obr~ ~{, si 

se '=~·ti.,f• ce ~«"l"'uiern 1e lRs c:il"llier.tes. con1iciones -e,,ui­

vr·lent:us: (11>) 

(l) f e!l 

( ?) F.l con,iunto nre-imqren 

"bierto B e Y - 1;s "hierf.o. 

en F:1 

Teoremn 3. ~i .loi m~peos 

nuos, e!",tonces_ él. rnPneo 

es contir.uo. 

Teorcm» 4. l'n r.ir•neo uno F '.ir.o f 1e un esn?cio tonol6p:ico X 

sobre un _eso,,cio_topolór:ico_Y, _ n!"r_!l el cu1il_:f_ n]_ .i/!-ú"l- ·ue 

r-• nor. r.on1:ínUOP, e~·:ur. 'ho~eomo'!""finmo. J?eCiµrocr-:YTtPtite, ~i 

f 1rn ur. homcomorfis:no .-Je X sobre Y, ent.onces t"nto f como 

r-• Pon con!: ír.uos. 

l"!l •Jc::10citr1tr.ior.e!l '1e e~t.o,, teore'll"l'l .m1e1er. verse en 

l' rpfcrer.cüi [11>]. 

!!r; cor.cent o :n!-E" /rF:.~,er,,1- que--e1. -dÍ!::=rn·i~-1·~-~~- es ,el~;~r!e~ n1:unif·ni­

l lo iP. r.orijur,toA. F~te c~r.ce!)to· 'ies·er:i_!)erl_n .. un t1Pr:e1 i-:-cor­

t.r-r;te on ;,_, t~o!'Í-' 1e -1~ ;.;o-;li1r~-~ 

··n r.t'1!:e~nr 'le cor~.1u:·~t0~ ~f S~ lÚi'r1r· S~!rni~1 11i. .. !.l-o t'i ~0n-



, . .., 

t:enc ol con~unto vncio • , estl cerrai!o respecto 2 lP 

ontr· r.i6r. •ie ir.térs&cciór,_ :1 cumple la nil~uiente oroyie­

·Jr .. j: :Ji A y A,c A,J'>ei;tenec,e'r. a S, se ntle1 u reprosera.tPr el 

~::::.:>::;~:,/ .. ?-IL'··~k ·. :~r._/-~ ·· · 
i!or.-lc A., son <;()~j\ifrfiE~·~-i(.f-li

0

~jtmtos'•losP. fas y el nri­

':lP.ro •le ellos~~; ~fc~r.;lunto,i!Ffo A,. 

'l'o•lo siste:ll!' 

llr." 

(1) 

rJe un 

~ót.e"c 1uc, 'le 1" •lescorncasici6n </:> = ~Uy!> se '!ei!•u:e 111P. 

r:i(q,) = 2rn(~), e'ri 'ledr; m(~) =O. 



3,? LOS CUERPOS 

Se define un cuerpo como un conjunto ·111 de elementos primi­

tivos X, Y, ••• , llr>medos pnrtículas o puntos materiales, 

y dotAdo con un" estructurn definida ¡;or los siguientes a­

xiomPs: 

(Cl) F:l conjunto ·~ est,; e,,uipado con una estructurF.1 

t onolór.icP; es rJ ecir, ~ es un esnr?cio topológico {~')J. 

(C?) Existe un conjunto '!1 ..Je m1>peos 4'• 'f'• ••• , cml11 

uno ..Je los cur>les asignP" c:>d" nRrtícul" X"'J'i> uno rle los 

puntos de un esnncio P.uclUe,..no tri'limer,sionRl E3• 

(CJ) Todo mr>peo ~L 1V es uno" uno. 

(C4) PArr> c"'lP ~f.1.¡J, la imRgen espacinl B 
+ región en el espacio F.uclirleano E

3
• 

(C5) Si 'X. es un homeomorfismo suave de 

er,tor.ces el mApeoL•4•L'4r ,++ 

(Cli) Si •P,4'~ Y, el mr>peo 4'«\Í 1 de "r'('t.l) en 

homeomorfismo ~URVe.+++ 

4'(%) es 

(C7) Existe unr> mcrli'ln invAri11nte M, reF.11 y no-negat! 

ve 1efini1n P"r" to<los los subconjun'voe <Je Borel 'G '3e ~. 

(Cll) PPre c.'l<lll 4't.4!, lR medi-:ln m.,. = M«y·• in1uci1a por 

M sobre lr> re~ión espPCi"l B ~(~). es absolutamente con-

tinuR, relPtiv" " l" medi<J" <Je T,ebesgue er. B. Fntonces, '3e 

P.cuerdo con el teoremA -:le Rr>don-Niko<Jym, existe unA 1enei-

+ Se llRmA región " un conjunto compacto con fronteras su~ 
ves ( o nl menos, sunves 11 pedazos ). 
++ El simbolo • denota 111 composiciór. tJe mapeos, 
+++ El -1 superpuesto •lenotn el inverso de un mnpeo. 



M('t!) = J ~.,.(x< )dV 

'l'l'<.) 

(3.1) 

donde la integrAl es unA integral de Lebesgue, y V es la 

meditl" <le J,ebesp,ue en F.3 -el volumen tridimensional ordi­

n•rio. 

(C9) P"r" c<>dn l.\Jt\¡,rla densid"".l ¡.1.. es positiva y aco-

Los m>ineos lh. qr se l l!lmRn lns configuraciones 1el 

cuerpo~. y el punto x• = '\11(X) l i = l, 2, 3 ), 19 posición 

espr cis•l de l" pArticuln X en lA cor.figuraci6r. 1.y. LA fun­

ción M es l<> 1istribuci6n <:le mAsFi 1el cuerpo 'fu, y el núm~ 

ro M(<c) es l•· mAse del conjunto 'tl.c.~. La densiil!ld \1"' se 

llAm" lA densii:lnd de masa del cuerpo <r;i en la configura­

ci6r. 1.\1. 

Todo subconjunto compacto~ de% con fronteras suaves 

r ne•l,,zos se llama ur,,. parte de ·íb. lln" parte 'G. de ur. cuer. 

po ·.!'¡¡ puede ser consi<leredn, A su vez, como ur. cuerpo cuyAs 

configurPciones son lPs restricciones a ~ de las configur: 

cioncs 1e ·fo), y cuya 1istribuci6r. <le masa es la restric­

ción <Je l>i distribución de mns" de~ e los subconjuntos <Je 

'(, [ 9 l. .... 

3. 3 Ll!NEl·~ATIC~ .• F.L PARA\if.TRO DE EVOLUCION, MOVIMIF.NTOS, Y 

IJBFORMAC ION ES 

Al describir lP evolución <le los cuerpos, es necesario pr~ 

suponer l<> exister.ciP de un sistemf\ •le referencin y ln <le 

un observPdor estncion.,rio en él. Los sistemRs de referen-
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ciP en los oue se bns" lP Teoría F.speci~l de Relatividad 

son, como es hien conocido, los ll'lmadoG ~istemas Inercia­

les [iOJ. F:r. consecurr.cü:, 1:>do oue A'lUi lf; meclinica <Je 

fluidas es enm~rcPdr. dentro de la relatividad esoecial, se 

suoonen inerciPles los sistemas de rcferer.r.i'l ,,ue se uti-

l ir.en. 

F.n un sistemP incrr.iPl K, un evento 'lUe ocurre en un 

pur.to P Pl tiempo t estP. c11racterizado, co~o se ~encionó 

en el cnpítulo ?, por cuntro r.úmcros; " seber, por la.s tres 

coordennd:>s aue esnecificrn el punto P donde el evento ocu­

rre, y el tiempo t. Pl oue ocurre. Estos cuatro números se 

llamPn las coor<len~das esn~cio-t.iempo del evento. F.n pnrti­

culP.r, si se usP. un sistem-,. Í::arf.esir>no 1e coor•Jenadas er. 

el sistcmP inercial K; se ncostumbrn, como anteriormente 

se hn menciona<lo, 1enotr.r por (ct,x,y,z) o, eouivalenteme~ 

te:, por (x•, x•, x'; x') -- 1119 coordenadas espacio-tiempo del 

evc:nto. Lns coorden11dns esoPCiales x, y, z se encuentran 

midicn1o, con una regla estr.nder en reposo respecto a K, 

l:>s oroyecciones del ~ector de posici6r. f <Je P sohre los 

ejes cPrtesisnos, en tanto que el tiempo t, el tiempo lo-
,' .. 

r.;·l., es leido en un reloj estandor colocado en reposo en 

el punto P. 

Fr. l~ mecPr.ic<> cVsi~!l, .1ónd-e se supone infinit'l l" 

v0loci'ir·d de pronr¡rr-ci6n rJe -lAs--ir.t_c-rAcciones, exiote una 

clr.rr distir.ción entre esnncio y tiempo• Estas 'len entidR­

<les no estrr. conectA•f"s y el tiempo correspor.1e, de una m!!. 

r.cr,., r.,,t.ur,..l, Al p<tr.Smetro <le evoluci6t, de l:os ecuaciones 

ie movi'!liento. ~·lemfs, este pr.r~mctro es un esc:R\Hr frente 



rl rrrupo 1e trAr.sformocior.es 1e 1"' mec~nica clésica; a sR­

her, el Pruno 1e ~~lileo. 

Jm l" formul••ción !tinkoviski~nP 1e l" mec<ir.ica relPti­

vint<' 1e unR l•Prtículn, el tiemno local constituye, como 

se mencionó "'nterior~ente, lr> coor1enA1P cero ie CP1P- uno 

de los ever.to!I 1e lr partícul•, considerA•lA. Pueolo aue la 

veloci'<Jr,<J 1e !Jroor-Ü,r,ci6n 1e las ir.terncciones es en reali­

dPd finitR, no es oosihle considerer, en este caso, al es­

procio y nl tiemoo como entid•dcs sen,,rndPs. De hecho, la 

imPF.en fisicP es AhorA hast~nte diferente a la del caso 

~ewtoni,,,no, y el' candid~to más natural para ocupar el lu­

f;Ar del par:?metro de evol\rnión 8$ el _intervalo s entre los 

eventos de l" partícula ( o bien, el tiempo propio de lP 

n"rtícul<> definir3o como T = s/c, doni:le c es la velocir3ad 

1e l& lu:> en el v~cio). Clarr>mer.te,10 e].ecciÓ?l_ del _t_i_einpo 

orooio como per~~etro i:le evolución estA justificAdA por lA 

sunonición fisicF 1e .,ue el ritmo -Jel reloj "propio", el 

relo.i 1ue se mueve siguien".lo P lr partícula, no se P.lterA 

Por efer:to ".le nu PcelerPción rclfltiva n cualquier siste111a 

ir.erci:>l [u]. 
En unr> p.enerPli7.Pciór. A un sistema de N pArticulAs (o 

> un medio continuo) epPreceriAn, sir. emberp,o, tantos in-

t erv>'los er,tre eventos ( o tiempos propios ) como p'lrtícu­

lRs cor.tcngp el sistemR. Bn est~s con1icioncs, l~ 1escri-p­

ciór. de l" evolución '3el sistemA se dificulta desde ur._ pri.!! 

cioio, pue!J surge el prohlemn •le lr. com¡:rnrnci6n <le to'loa 

los relo,ics propios cr.trc ellos, tlo ohstAr,te, es posible 

intro'lucir un único nprámetro 1c evolución si se recuerde 

nue, 1e~nués 1e todo, es inevitPble lA in"erAcción entre 



el sistemP en cuestiór. v un observ'tdor ir • .,rciF<l que ha tle 

ser testi~o de lP evolución tle tlicho sistem~. 

SeF O un observ~dor en reposo resuecto a un sistema 

inerci"l K, y (cT, X, Y, 7.) l"'s coor•Jem;das espacio-tiempo de 

ú. Sunónp<se 11ue O observP, nl tiempo T, ur, evento cuyas 

coortlen~dPs son (ct,x,y,z). En estPs condiciones, es claro 

que 

c1 (T - tf =(X - x)' +.(Y - y)'+ (Z - z)', 

fontle c es 11 velocidrtl <:le·l;, luz er. el w•cio. Clcramente, 

de est" ecu.,ciór,' y ~i·éi@i)li?/tle causflli'l!•d se sigue oue 

O puede observl'lr, al tieiiia~ . .P';·f.~~!:Ís B'1uelos eventos cuyas 

COOrtJ en'ltJPS espBCiO-'-tÍ.¿mp!:Í;; SfJtf;f~Cet:. le ecuación 

t._···={iú.;-~ .• 
~·;;.;~~-=.i_:_:;--,~-=' =~~,~--o-; -, . - ,_ 

dar.de 

R 

' / '.-~;, .: ' 

.x)\·{(Y - y)2 + (Z - z)i 
/ ? . :e• .. •11. 

[ t)¡¡(X:;,:_ X' )(JCi..:. X;) 1 . o R = 

cor. i, j l, :>, 3, es 1n tlistar.cia es¡;11cü•l er.tre l<J posi-

ciór. tle O y el lU!."'r <lande ·el evento ocurre. En pnlabrAs, 

O puede ohservr>r totlos_ Fquellos eventos nue "ocurren" so­

bre l., pFrte ir.feriar de su cono de luz. F.'r. virtud tle 'lue 

el observetlor n tjebe po'.ler ver en -totjo momento el cuerno 

'lUC estU<lin y, er. consecuencia, a_ue l~s coordena·Jas esTJR­

cio-tiemoo de los ever.tos <Je totl!'s las particulas del cucr 

po de her. sFtisfr,cer l& Ec. (3. ')¡ narece nntural cor.sidernr 

.-1 tiemoo loc'1l T •lel oh<JerVP•lor ir.ercinl O como el pArRm! 
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t.rn •le evoluciór. pP.rA el cuerpo 11ue O e9tu1i:<, ClArnm1,r.te, 

nuesto 11ue, nor hipóteqis, el ohservailor O se encuentra en 

reoo90 resnecto "l sisr.emP. inerciql K, el interv?lo 1ife­

rr.ncir-l entre cvent.os ile O es, en este sistema ile refe~en-

1s(IJ) = c1T. (1. 3) 

f;r. cor.secuenci~, el tiemno T representii; :-i/ru>Jl;e'.r.te, 
0

el 

tiemoo oronio ilel onscrvn1or O. 

Ter.ien1o er. cuent.n lPs nnterfores ri~ris{.1eµac:i.o~es, " 

e ont inunciór. se 1 e fine lo riue, par>i .un Clb~ervn~or.iriercial, ,,- ... , : ~, ... ·- .... - -,,,. - - --- - --

const ~:~y: ~: :::::~:::: ::e~:i:~:r~{.~>f;~t~h ~o:pa~amé-
tricP {t¡i,) ile Confip:ur!!CiOnes 1e. Ur, CUe~JJO % ri6n~tituye un 

movimiento ile fü, si se s"t_isfiicen 1,os~~Aomml siiroientes: 
--- --- ~-7'-.-----o---";--=o----o-~--;:._::: ~="='-:--"'~--=' --i'.-~~~-;::;;."-~·~;--"'-"- -'-oc-

(Ml) El parP.metro ile evol~Ú6~ T es real, mon6tcnR­

mer.te crecier.te, y renresehtri el tiempo pronio ilel ·obser-
v~".lor ir.erci"l O; .,:::':.· .,. ·,::'·.•,j,' · 

(V.;>) P11rÉI cn1a 't'rg~;}/~:o~li:partículs :e~~. la coor­

•lenniln tempor'lllC~ ·~~t"~glr>P~~ticulR X estA 1eterminn­

".l~ por l~ rel~'éiÚ. ~~~· ~n~~a1i~·;1 t1s1 

.j~cxl¡'.l.;?:T~~0.R<°, ·e:;~>_, 
::_:' ·- .. (.:./:;:,':~ ;<:··->·;: .,~ 

1 or.il e R (O, X ;T} r~P~~;ar;~;¡ lR'-tli'ateni:i~'e~neoia1 entre el 

o tlf'P.r'l"<loro ;el~ ~'~rit~l;l~ X eW.irI cor.fi.f'ur~~i6n~ 't'<• 
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(Ml} P:>r 0 c~<JA nRrticul::' x~r~. el ir,tervAlo entre 

curl~uier oPr <le sus eventos es un intcrvnlo tempor.,loirle. 

(M4) To1o Miembro <Je lA f"mili!• \'~,\ oosée rlerivn<Jas, 

hAst~ r:le <Je17un1o or·len, ir.clusive, con resoecto a '!'. Sien­

<lo lr> nrimerP .Jerivu<ln un" funci6n continu11 er, X y T, y 

suRve en X; y 1° sep.un1P <lerivnr:Jµ al menos continua a ne<!~ 

?os en X y r. 
Los "Xi.omPs (:\11), (1~2) y (M3) son exigencias 1e cara.!?_ 

ter físico necesr.ri<1s en- l!:i _t.eo:r;_io. t.os <los nrimeros exor~ 

snn l., necesi'i"<l rle un oh.serv•Í.Jor .inerciAl ~ue sea testi11'!J 

".le lP evolur.iór. <lel cuerpo "' fin r:le no•ler r!escribir su 

comoort•miento; y el tercer nxioma sefialn, como-fué mcnci2 

nn~o en el C"nitulo ?, '1Ue cu•l.,uier n~r 1e evantos nerte­

r,ecientes fl lri historié' ( lir,e~. <Je ':!un.Jo ) <le un" n"rticu-

1" ".lehen estP.r rel~cionwlos _CPUS'llmer.te. f,sí _pues, un--mo­

vi11icnto <le un cuerpo t~ constituye unn conp;ruencia (conti­

r.u<1 ) rle line~·s r!e mun.Jo temnor.,loi<les c<i.Ja una r:le l"s 

cuPles tiene, exPctnmcnte, un punto <le intersecci6n con lA 

µArte inferior 1el cono r!e lu2 <Jel ohservar!or O, al tiem­

po T. Est~ congruencin <Je lineas .Je munr!o constituye lo ~ue 

se ll<'M" ur. tut10 <:le mun<Jo temnornloir!e <)('i'J}. Clara!'ll)r,tc, 

el tuho 1e mun.Jo G'"('e) renresentl' 1<1 evoluci6n, cor. resnec­

to r>l tiempo t>ropio -le O, <Jel cuerpo 'b er. el esmicio-tiempo 

l lr·r.o ':le ~hnkowski; es r!ec ir, el tuho 1e -.un<:lo 'f{'i~ es ll'l 

hist.ori" .Je '1;i. r'.n l" .. Fig', ].1 "ª- muestrJJ lrr evoluci6n .Jel 

cuerno ~ seFún el ohservn1or O. 



/ 
x• 

/ 
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Por otrP nPrte, <signP.ndo Al ohservPdor inercial O un 

sistemr- CnrtesiPno ':le coorden~1Rs, lPs coor1enP.1as esnRcio­

t iomoo -Je lR prrticul" Xt'il en 18 confiP,uración l\'('n;T) 11ue 

o ohservP nl tiempo T, estan -lRdRs cor 

xt4(:(;T) 

'lor.1e 

{

X' (X;T) 

'x: (X;T) 

et (xl (X;T),T) 

.l\li(X;'l') ·· .... 
'-~-.- .-

- <_c:.:.'.i 

_ . , ,· . , --, .-,-'. -- -~zc r-:-~.--- ,>j;: --:._._ -_··_,_-· 

cT -

·:Rrx(c~JVi>· 
.-_,.·.,:-,, :.;:·/>/'. \j~~: ·,'07: ;";;_:;__\; ."e-.;· . • ,:f 

: : r 

1 

~ : i ~: r,:::i~~t;~.i;~f'.1t·;;
1

c) .. ~
6

.·o·.•.;~:n••.:·.~r~.;~1fg(u<.'Prx .• ~.;ª.·P;···· •• :c···.)1:

8 

.. 6~.'.
1

1n!,···.".~t(t.~.,TT.~~ .. :• .•. r.:); .. ·.: ... ·.;.•afoe.~:.••.1.·~·eº• :uveé~o' . 
lJe 18 mismfl mPnere°~:.en::¡n . :T .,., >JJ 

observP. Al tiempo T'.;'.;i_..;~o~~~el'iP.a~~·}~;p,;;;.{t~:t.i~rllp6 -le la 

mism" nPrtículf!';X.:~ón.:. ;;. ' · : '·'.'' ./)' .'>\ .:. · 

x" (X''• ) = rn i;;;wf:"~~1;,{~t'.J' t (r'~€i•fc:~·' (XTf')) 

don':le, '3horn, · ·· 

- ••:-. 7,'.<•,•,-r•--

•-•;.,-.:• 



~lnro "'ue, 'Tlütii~r.tr: 1 1~ ·1en~r~ollo -ie li:H~ ~~ en serieR ae 

l':·ylor cr. torr.o ~ x; (.<;T), tl"mbiér, T}Ue1e escribirse 

- - ··- -,- --"- - -

for,1e o(A'f') rP.n):'.e!.le\'Ot.;_{~-ió~iós térmir.os .:te or<len su-. 

perior. en t.T, y ;e1:'.;i.frito (;Lsuocrpuesto 1enotii. 1'1 deriva­

•lP. cor. resoecto· "-T --mrmtenicn1o X fijn~ De la 'lisniA~ma­

r.er<>, us<-n1o' est<> 1í_lti'll"' rcl<:tci6n, la cooriler~it".la tllmnoral 

mir"c como 

Y.~ ( :<;"' 

--- -- - - ;~o;, - :~~~:_~-;~~.o;~{~~'.; 
I'ísicr. ... er.t e, lr. DRrte esp'lcii."11.'· llÍ ;¡e lJt' reores.;r;j;o¡ lr> 

velo~i i• i or·I inPrJ11_ tri'li!11!J~_sion<>,_1. -'.1~1?· .,J.~ Úeml'~~-'1', él_ 
on,,.erv<>1or i.nerc·i"l o mi<le o"r"ci,,, ¡;t,r•.iduir,:(_ieri:u~rno; 
en tPnto que le p<irte temnorA1, W •le U1\ :-eprP.~ent<i l" 



rPni'le? cor, 'lue, segúr. el otiserv.,1or O, camtli'l l!l r.oor"ler.P­

'1P temoor"1 'le l~ pi;rtículA X. 'IÓtese nue el r.P'Titlio er. le 

coor1enA1~ tempornl 1e cuPllluier oArtícul'l. XEñ. t111e1e sur­

!". ir nor 1os rRzor.es: (1) oor e¡ tiempo 1T tri:mscurri1ó_. se­

f!Úr, el otlservr"lor O y ( ?) nor el incremento 1R. = C.,¡ x'• 1x" /R 

er, ln 1 ist.Pr.cia 'le semiri;ciór. e:-.tre O y la pcirt fouln X, ::.1u­

r,,r,t n el ir.terV<'lo'1etiempo1T. De 1" 1'r..(3.7ores·clAr.o 

"ue, O"r" cl'1P. mirtíc_ulf> Kr.; 'i'.>, si la velor.i1:io:l u'• es sufi­

cier.tement.e uellueñ" en comuarr>ciór. cor. lo •rnloci"IP1 e 'le 

l" luz, er. el viicio, 1t ::: 1T. A'lemPs, si l'l p'lrtfoulii X se 

mueve sonre un" suoerficie · ( esr>rciRl) est'érir.P. con cer.tro 

er, O,, 1t = •JT oue!'! er. t.Rl cl'so Ó;¡x"lx·· =O; es 1ecir, lR 

1ist,,ncil' R llUe seoRrn iil observA.o:lor O "le l~ P"rtículP 1C 

ClP.rnmente, .. 1el'lcuerdo conl!'s F..cs.(3.7), _el ir.tervalo 

·l s entre· 1os ev-ent.oa-íC"Cx;:r{-f'·f..-'('x;T:~.1T} ~'e t!t_mi.;~.ícuia 
X estf oJn'lo por 

-. ':.'·, ·.-· C,- •• ·• 

1 si(x ;Tl = ;1:~$~J· .. 1'C• ~ 
~,>_'.'·:.'._·:·.--:·:;~ .. -_:_~:, ·:_:L ,._. _._:-_._ -"·· 

•I e 1wle es ¡r,~e<l¡P.:~~;:~~~- lo!l: irit~h;~i~s ':le tiempo pronio 

oJT v <!T. •lel Óh~~;:~i,;i~f'o iK7fr:,p:.~tí~~i{~; resn~cti'l"mer.te, 

,. __ '··-- - ' 

.}'dc~;.L:~;(X:; T) =-¿ 1T; O~Ab) 

dx~/dT re9ner.to nl 



u ... (3 .9) 

Por otrP oP.rte, un ohserv·1or colocnrlo, en reposo re~­

ner.to " O, en 11'• posir.ión instPr.tP.ne<i .Je le riartir.ul? "te:?->, 

mi1e. ~nrn estn p?rticuln, un~ v~locirlnrl v- 1P.rla por 

V"' - ( 1.10) 

l"Ue, rle r-cuerrlo con las F.cs. (3.7), esth relffcionn<ln con la 

veloci~Prl U .. oue mirle el .observFrJor O como 

V' 

~.rJem:9P, U!'lf'r.1Ó la.·E~;(f~l.Of;i~~~.,Ú~ü mostrnr· oue 
j>·'·~· 

e - _:: __ (l.12) 

y nue : ~- ·;(;:; ~r.;,.' ) -·: w) 
rJor.<le v·i = s.;v•vj; ·~?·:S:P forma¡ rle las Ecs.(3;9), .(3,11) 

(1, 14) 

1 (l, 1.'i) 
,/l - v•/r.ª 



~l•·rr"1u:te, 'le •·c•H:r<io co:. lPs :\cs. (1,:io), (3. l'?), y 

(1.14), se SPtisfPcen lPs l~u"l1P1es siRuientes: 

1T = . *h-,¿ '*·'1t. ., 
_--~·~º"-~--,::-~~.~e::_;:; -- --::._~--~ 

.\~ ' 

~~;:~,~",~-tr:!_;;~~P~~-tl1t , i. lli > 
'•)(:_-·-. '!_ -_.::: __ --·;<· .. »;· ,_· ~-: .- : . -

F'JtP últim'l es unr. exnrenión ;,ue, n•1rr,,_cR'.lP. pArtic•Jlr¡ !c'J!,, 

relncion~ entre si lP'l ierivntJps tot~les con fesnecto " las 

tie~oos r, T, y t ~ue, como y~ se mencionó, renresent~n el 

t iemno nronio •le l"- p11rticul1• X, el t.ie-:ino nrocio_ ·lel ohser 

V"'lor inerciPl O, y la coorien"·h ti,,-,oor~l •Je 1-'1 t-rlrt.ícul" 

.{, rnsnectiv~"lente. A"lemAs, ur:i~ntio lt:! sepur,·1~ iFua11~,1 en 

e a 
Ü' <lT 

( ~ .17) 

~~~o ~e v~rl en l~~ nl'?c~iones •1i~uien~e~, l~R -~~o.(1.1~) y 

( ~.17) '"'ºr¿r, 1e utili1rtl <'n (''"!~fl tr,,11r,;o • 

. jor,~irJérer.ne ~JaR r.~rtí~H1PS z: P. Y :if;rtenc:~i~r,t'~·.; ... ur:. ~uer­

-:o ·P.;,,. y ~e-crl x,..(X:~)' y 'x,...(Y;T--)-;. re_~~l!-cri4r-'-;1~~.re, 1'Hl r.,.,or­

·Je~·-·J•in A~n~cio-tio~uo •Je ~1l~ evento~ norre~no~1irnt~~ , 



"cercPr.as" er. la cor.fip;urcci6r. '\'(13;T), si sus ever.tos son 

t.•1les oue 

xt'(Y¡T) = x,.(X¡T) + hl"(X, Y¡T) (3.13) 

cor. jh~ (X, Y;T>I«. lx.,(X:¡T)!. 

Er. virtui:I <Jel ~·xior.m (M4), si las partículas X e Ye.~ 

sor. cercFr.Ps er. lP cor.figuración o/("Q¡T), también serán ce! 

cPr.AB en lA cor.figurPci6r. 'f(?.i;T') si T' no <Jifiere mucho 

de T. Asi oues, si las coorder.edP.s espacio-tiempo de lP.s 

pertículPs X e Y SPtisfacen lP Ec.(3.18) al tiempo T, al 

tiempo T' = T + i:IT se cumplirá ~ue 

x~(Y¡T') = Xl"(X;T') + h~(X:,Y¡T') (3.19) 

tlontJe!hl'(X,Y;T')I(<. txl'(X;T')l. Atlemás, de acuerdo conles 

Ecs.(J.7), los eventos, de irndauna de les perticules,i:le1f.l, 

' los 

de 

(3. :>o> 

De e st F mr-nerP., ~s~·~.~~ iP. s •Ec::\:3·.:8 ;";y/( ;i:f~},y, .desarro-

11,,r.d o UI' er, se~i~~ ~~ TRylor e'n:;tái'.n~ ~ 'x§JfiT), 'es f~cil 
m o !ltrrr "ue h~ (X, Y;Tf Y'';'h;;_(X:~Yi:T~ j';.•;¡·~t.~i.·.'r~l~ci!~hr.~ris nor 

· ~.º:' ; : ~:··:~::;;:!,:::V: f~/i -··,:.,:·:~ .. '.:;i.~---. _¿> ,.-

h .. ex. y :rr. +.aT3;.~·s;~.st .. r~+;~~E:5:~W>~11;~<~~~Eú: . o. 21 i 



.: ' 

en ~ecir, lPs nPrticulPs X e Y se encuentrPn ifuAlmente 

cercPnFs er, les confip:ur,,cior.es •.f(tr;i;T) y 't'fO;T + i:!T). i:r. 

ot.rPs DPlr-brPs, si Pl tiempo T se tiene u~ •• = O en un pun­

to ilR1o, er. la locPli.jFi:l i:le· ese nunto el cuerpo no se i:le­

form" Fl nasPr .Je lR confi¡mrP.ción '/'(?.l;T) R 111 confi¡rurl"­

ción 't'('í'J;T + i:!T). Así pues, ·eR n?turP-1 considerar A los 

términ.os ( ~~. + UI';: i:!T) como lAs cnntidAdes fundAmentales 

en el PnPlisis de las prooie~Í'><les loc,,les de la deformación. 

Ss4(X,Y¡T).- ~Ah:(x,Y;T) h"(X,Y;T) 

ósl (X; Y¡~'-~i:i ~JJJhf.(~~;Y;~T';) h~ (X,Y;TU 
·--;.> 

:~-~<~·.~ .,-;;\ ~ '>:\·~-,'.-] 

:

0 :~ ~~::~;":0 :~i~~,~~H:;f:itf;.'if;~~::.:~0·ru~:l,~ 1 [~ :r.:.:t::! 
er .. tre ever,tos es uri inv;;-~~i~~~t-:~.-~f;-~-~t~~~=~-~=tr;~~~f;j{m"~-i~-;.e-S~ rJe 

I.orenh <le coori:ler.adPS, los intervalos 8s(X, Y¡T)y_8s(X, Y¡T') 

r.o serFin ir.uFles en penerfll, pues la transformÁción (3.W) 

no represer.t" un" t.rr·r.sformación i:le coori:lenf!ilRs sino la 

evolución .Jel cuerpo respecto n.l tiempo propio .Jel observa­

ilor inerciPl O. 

os'( X, Y¡T') - ósi(X, Y;T), (3,?3) 

riue efect iviment e. es ur •. ir.veI'iPnte. fr.ente .. A, +.r_ansform!lcio­

n es i:le Lorentv. .Je coorden~dPs,. puede coníiide~Arse como unA 

medi.JP de lP deformr>cióno:1ue·sufre el cuerpo 'ñ nl nasP.r •le 



,, 1 

l" confipuración ·.¡i('ll>;T) a l.., confip;ur"1ción 'l'(P,¡;'1''). r:ua.n1o 

r· = T + 1r, us~nio las ecuaciones (3.'l) y (3.?~). puede 

escritiirse; '.r .nr.imer orden en 1T, 

(3.:?4) 

ion-le Re hRn escrito 

6s' .;s(X,Y;'l''), 

y "e h"n defini1o lPs 'cPnti<ln1es 
--- -

}·_,~j,.E~¡~~~'•f'(i ~e;m h 
,"'·:,; >'._:-;·:._;-;;::·:, :'.>-.,-·,·· 

!Je lPs Fcs~(J.?4)YX<Yi'?5¡·,,i)$ ClP.ro oue los resnonse.hles 

<le l"s iefor~rc::ioh~~ ciue ~~fre .~{ c~1erpo son los l!Tfl•lien-
.:o ~=~~-·:__, ~ _.-_-::__- '- -_..: . .:O.io~1~~:-~=:cc_~'o__,_~,:::__::,.___ _ ___ _ 

tes !J.,,,, O mi\s tJrecisÁmer,te, la .parte simhricR de U~,\I • 

Fí.,icr>mer,te, las c<>nti1A•les F..,. constitu:ver. una me<liiR de 

1' rr>pi1e? cor. oue el cuer110 se deforme e.l naaar 1e un" 

confi¡rur•ci6r, • otr .. ( infinitesimr.lmer.tP. nr6ximP ) • Así 

T'Ue<>, •JAtPa cnnti'1R les constituyen una er.tiin1 1,1nálM•a. 'll 

r.en,or rroi<le1 <le 1eformrci6n obteni1o en el CRl)Ítulo l. 

se~ ~ ur. cuerpo y {4'T} ur. movimiento ·Je 1l> relativo n un oh­

servrior inerci~l O. Jr Pcuerdo con el Pxioma (C7 ), toio 

r.••erno P.> tiene ur,,, nropi1!1•1 invf'riPnte, llamwla '!\At•R :v ·le­

r . .-,t:"'1• no!' ~'.(-J.¡). lR cu 0 l ea rel'll y no-r,eF.<>tivR. TA inv~­

ri<>r;ci« ·Je l" """~" el cur>roo 'O nue<le exi::re.,,,rse, U"an1o el 



axiomP (G"l), en 11> forr.'ln 

_ ,J.· p. <:IV =; J f.L 1 V • 

-- - -' 'l'l~~'' - -- lflP.i.l'l 

<lor.'1e 1-' y p.' son liís densi~Jn<les <Je mns" <Je 'O en las confi­

én>tar.to i:iue V y v· son los volúmenes 

( tri'11men!;'i011flles ·~r1inarios r. segúr. el oh3er•mior º· 1<! 

Vis re.e;iones esn>i~~i~fe~ .P(l\i;T) y ~(~;·r'), respectiv<:'llente. 

Ariuí, "l ip;u1>l nue er, lP mec~ni.ca clf.sic" ie los me­

'1ios contir.uo!'I, .-1,; ·rn<is" e~ consiiern'la como un concento 

orirnitivo y su :limer.!iión fÍ!>ic>J !'le suoor.c ir,1ener,1iente 

<Je l•·s 1imer.siones ciném,.ticPs <Je lonpitui y tiempo.+ 

Puesto nue la trP.nsform"ción '1Ue rel~cionR lns confi­

gurnc iones ~(~;T).y ~(~;T') es, 1e ricuer<lo con el nxiomn 

(.>'), un ho'!leomorfismo sunve, er.tor.ces, cunn<lo T' = 'l' + c.T 

cor, <lT suficier,te-::er.te- ne~ueflo comn"r~'1o con .T; usnr,.-fo .la 

expresiór. 

X14(X;T + AT) = xl'(X;T) + ti,;(xi 

ohter.i•lr· nnteriormenté;­

crihirse como 

1 ,,. ( 1 • 

es-

+ Junto con est~R ~u~oqici~nen iereri~~ ·w,,norcion~r9~ ~~­
to~og ~~rn ~e~ir ~qgPs; qin ~mhGrro, t~l r~rchl~mq n~ "e~6 

'li>Jcut i1o er. e<e;o~ tr~hr.,io, 



o bien 

nuesto nue 

1e cero, y 

F.Ur~ción 4'(1i,;T). : R~~~ ¿1L.ni~ .eicri~~sI6ri'i.or.sh{uy~ 1'1 ecu'l-

e ión rle º"l"nce ~"~ i~~s~·(~ ec~~<ii6~. • ·ie \;ci~i.·i~.lin~~ 
el otlservnrlor. in~;;c:iA o} . · ''; C -

se" v unl'•reirÚn 1~1 E!sri~6i~ ;:{~~. F~ta~.~~s:. ~~ ~cuer-

··:.<·;.' 

l<> cur-l, rir-rlo' nue V -~~.:.~~{éS.f:e ~~so, .i?l',Jeper .. iiente rle "' v 

rl e "cuer.Jo cor;. e"l. t.e6;~~r: ¿e'lA,<liv,erirerid'l., t11mDier. oueile 

e!'crinirse en.le r6rrlíi!'<; .. '• 
···.·•·.-···. 1 :.(· s>·.c . 

.. · rltik~~v ~J3~~l.,ll; n; rjq , 

·., · __ ·.-·:\·.::;·r,:·:~·\'~--·: __ \--:;.-·_:_.- . :-_, __ -:)·_ 
1or,1e las nj 'll'}~-:'-el'.F. 3 ~='liia co'lipór,e:'.tes 1e lP. r.oMAl 1mi-

t "ril' eirterinr ·riel elemente .Je sunerficie -Jr. ie 1" fr,-mt er" 

-C.V 'le l• rerió_n _v •. F.r;tP últimP ecur ciór. expre"'" ,ue el cmn­

r·in "ºr. nl ~iem..,o .Je 'L" '""!1·· cor.tPr.i-1" er. ur.~ reui6r. fi~" "'· 

ocurre nor virtu1 -ie1 flujo ·1e 'Tl•·s" r. trP.V~" ~e <JU fror.terr-. 



For otra pPrte, usAr.1o las ecu.,ciones (3.11), (3.lG), 

y (J.17), lR ecuPción 1e ~ontir.ui1A1 9arA el ohservr.1or O 

nue1e escribirse er. l~ formP 

. é) 11° 
1-" v·ax-~ (ln e ) (3. ?Re) 

y, ¡Flemás, "!)Ue1e mostrRrse que 

Uº c 
( 3. ?9) 

~.r. e!'t"'s con<licfones;::e~ clRro oue si el cuerno ~se mueve 

1 e tPl. m~nera ·~iie,;l!!a' 1istAr.c Í"S er;tre el observMor O y 

lRS l'PTtÍCUles :-ie·;~. D~T~P.necen COnStRntes 1urente el ll'lnVÍ­

miflnto, entoric~sfP. Ec.():?!ic) se re•luce a 

;~;a~• {-~vi) = o, 

µues en ese caso .S;¡ x• v; = O para cn1P. una <Je las "!)articu­

lr·s <Je f.i. F.at'.1 mismn ecunción, '1UC correspon<:le R la ecun­

ciór. <le cor.tinuiiln1 1e la meci'ir,ica clésicB •le los me1ios 

cor,tír.uos, !le aPtisf,,ce Bl)roximB•l,.mer.te si v es lo sufi­

cier,temer.te nc.,ueríR comnAr,.,1a con e 1e mo1o nue u·~ c. 

Nr.t.ur1>1.mente, lo mismo ocurre si el ohserva1or O estutlia 

una rep.ión 1el espacio suficientemente peoueií.a por.tlon1e '!,\ 

'P" 9A y él se localiza, pues en t_sl ce.s_o, __ 1,e acuer1o con lfl 

F.c.(1.'>), t:::: T y, er. consecuencin, U'::o. c_. 



3 ,6 F.L 4-:t.Oi-iF!ITO LI!'IEAL 

Por pr.r;lo¡dri c:or. lF rnec,;nica cll.sica <'le los me".lios conti­

r,uos, el CuF".lriMo'ller,tci T,ine"l rle un c:uer.po .:~ en_l~ confi­

!"Urnción 't(í¡,;T) se ".lefir.e c:o•1w él 4-vécJor·;~úi!'~ componer,-
-· .. 

tes !'lar. 
·: '. ·-:.·:' 

·p" (1li •T) ~1· >~~~~tri; ¡;~;.~~. , ( . ~ ( 3. 30 ) .. ' ~?~~ 1~·fr'ci:fr~. -·h 

' ' -. "·'" ~ ,-

il o n-J e r' = f-!(x;,~) e"' l" -l~nsi-J~rl·rle m¡is~ ..Je %en lR con-

fip:urAción 4' (?.1;T), u~ es l" ~~ci~ri;i~l~c i-iR..j ·rlel el~ménto 
".le m•lfl" i!M = ~1rlV,"· y lf es el vol\1mentriilimen,si.o.!lf!l orili;.. 

r.,.rio tPl como ,lo. miiJe el Oh!'lerv,niJor O. . .•••... 

Por l<> form" .en ~ue se hr; iJefiniilo el 4-momento lir.eol, 

c:r;".lP unP. ile sus co'l!poner,tes pueile considerarse ·como unn mc­

'lirl" re"l 1efinidP. pnre to-los. los suhc:onjuntos ile Borel ile 1 
--- --

'.%, Ahsolut"r.iente c:or,tínue relntivA al volumen ile '1'(%;T), y 

cor. un" iler.sii!R1 J" = l"'cu~. JJe .ecuerrlo con la Ec.(3.14), 

lP iler.siilR".l 'le 4-momcnto lincnl tp,mhién puerle escribirse en 

lP formP 

J'" 

Cl"r"mrmte, 1~ n~'ué~<!ó'cor; l~ Ec.(3.15), par?. v~loc:i-
rl r¡rJ es V ;'JUÚC: i~;;t,:¡;.~~~é~ ~¡;'¿;~~~;;~· er. C~ln~;r~q~16f~ C()h;C. \ l<l 

vcloc:irlril 'le 11> lu?: er¡el,V'()}o)1 _1'.)Ue_1e ºF.l~_r_iN:~~se_ 

'- (3.1?) 



R8 

EstP ÚltimP exnresión representa, pera el observador O, la 

densidP1 de enerpie cinética 1el cuerpo Tu en le confipura­

ción '+'('i:i;T). 

Por otra pPrte, Pl pAsar 1e la confir,uraci6n ~(~;T) a 

la confipureción '+'('f.;;.;T') el cuerno sufre, en general, un 

cambio er. el 4-mo'1ler.to lineal. Este cambio esta -la.jo iior 

¡.tcú~~v· -

A".lemi!>s, si T' = 
•ÜmPl en 

'luce f! 

(3.34h) 

o bien 

( 3. He) 

Nntur!'lmente, est!ls últimas cuntro exnresiones .son c:omnte­

tamente e~uiv"lentes. Sin emharpo, conviene hacer noter oue 



en lP.s exnresiones {3.34h) y {3.34c) lns 1iferenciales as 

y 1t no pueacn snlir ae lF.s integrRles pues, en une mis­

mP. confip,urPción, s y t tienen valores 1iferentes oera 1i­

ferentes particulFs 1el cuerpo y, por consiguiente, son 

funciones 1e l"s coor1enP.1P.s. Esto no ocurre con la ecua­

ción (3. 3l), nues T, el tiempo propio 1el ohserw•1or o, es 

un orr~metro in1eoén1iente 1e lP.s coor1ena1as. 

] • 7 EL BALA'iCF. DE 4-:AC'.'FHTO LINEAL 

Los Cfl'llhios en el .momento TinePl 1e un cuerpo ocurren por 

virtu1 1e lA 1;cci6n 1e P.f~nt';s externos. La int.ensi<lA1 ,con 

~ue los orentes externos urgen .r>l cueri:io :se -ll~m!l~-fiierZf1 • 
. ··. . .:·· . ·' ·. -

Como se mencionó er. el. c~p'Ítulo 1, <les1e el punto <Je .vista 

1e los mehos continuos, lAs fuerzas aue ectú~r.·s~h]"e \ln 
cuerno pue1er. cl,.,,ifici>?"se er. <los grupos_:.;Jl) la~.Fueri11s 

-==-,.~:o.~,,,_·-~-'""'~~~- ,-----~·7-0-0· -

<le Cueri:io y(::>) les'PuerzP.s <le SuncrficiC. 

.·. ·. <-j'', < 

cuerpo pere uri cu~~p~ ;~-~~ un~ 
L•\ S Fll ERZA S DF. CUERPO. 

Un sistc:nn <le fuerzAs 1e 

fr;milil" {$, l de funciones cuyos valores sri~;·~é~tof~s ~n el 

esoncio ordir.~rio y f:Ujeti>s P los l'!XÍOlDas si~üierif.~s: 
{FCl) PP.r" to1n if:, ( {$,\,>C"1A_•\ir,>1 1e las compor.entes q:.• 

es un" rne·li1?. de V>'lores rePles <Jefiniaa a·ohre los suhcon-

juntos 1e.3orE!l <le-%'. 

{FC?) P1ll'P cnd" 1\1"\jf, ,i;, me<liaA:~,.~·',. intluci1a.no:r ~. 
sobre ln rep.ión espr¡cial B; = 't'{tr.l), e!l P.bsolut~mer,te con ti-

nun relAtiv~ Al volumen <le B, Fn con~ecuenciq, tiene unA 
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... 
tlensitlPtl F tPl nue 

(3. 35) 

(FC3) LPS componentes ".le lP. 1ensi1atl ci:le fuerZ!! tle 

cuerpo son qcotPi:lP.s. 

LAS FURRZAS DE SUPERFICIE.~, 

Ur. sistem" i:le fueruis i:le'sYfperficie-pare Un-cuerno~ es 

un<> f<lmilii:i {iF.} i:le funciones de_ valoree vectoriales t'lles 

'lUe 

(FSl) ParP tofa $, E{,$sl, ca.Ja _unR i:le lfls componentes IJ'; 
es unp metii'3R rJe vsa1~J..'e~<".·~~~l:es ~~fi~itJR .~obre los suhcon­
jur.tos 'le Borei'-.¡e;~';;,· ,, 

," ~ ' . ' 

(FS:>) Si ~d~ y a~ e~ lfl fl"onterrt <le,?'41, entonces 

(FS3) Sil\l"'ll' y as l\l(a~), entonces lP metli<lfl intluci-

1" if,.41·•, restringii:la a los subconjuntos i:le Borcl <le la 

fror.ter? as '.¡e s·= 41(~), es abeolutf!mente continua relP.ti­

vF P.1 PreA <l_e- 11'1 superficie eepacil'l 3S y tiene una <lensi­

.¡,,;¡ '11' tal nue ' 

ctta!i1
"A 

(3.36) 

fon'le tJA es ur. elemer.to 'tJiferencial- <Je aupe'rriéie <le-1" 

fror.tern as <le B, y'']' es'un tensor or<lin1>rio '.ie-·aemm1o 

rA:·.¡ro y simlltriccí r¡ue, como se mencior.6 er. el caoitulo l, 
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se llnrnn el Ter.sor 1e Esfuerzos 1el cuerpo ~ er. la cor.fi­

p:urP e iór. 4' • 

(l'S4) 

el cuer90 

ln forma 

nuesto nue, 

ger.cin, 

'1or.1e P 

·i,,tur,,,lmer.te, co1110 ouc1e esnerarse, '"el, imtJulso 'r.o', tie­

r.e PTO'['liein'1es ':le trnr,sfor:~:-ciór, simples; Sir, emb;rgo, es 



9'-

posihlc intro1ucir un 4-vcctor 1c im~ulso I~ 1efini<lo como 

I" =J._ f .. 1s1V 
. 'V('b) 

.¡p" (3 .40) 

1on<le fx es i~ tl~nsi~~.¡ tle 4.::fuerz!> PSOCiatla cor. Ta rfensi::. 

•In-! rJc fuPr~P (F + rJiv'll') com11or1ente~, ·· c_om_o se 
---0----- '\'··~- ~:;~~·l __ -:_;~~ ,'.:~::~~ ver!> er.ael!uirJa, 

1 i V 11') , )_ :_-_.-·_-
- v 1 / c• - ,-

Bn efecto, 1e ~cuerrlo con l'ls Ecs. (3.J4h) :y'c'J,,fo), se 

F.ti CP~~ccuencin, 

lin e~h?r~o, co~o 

(~.~~).se tiene 

(~ + ·li V 'll') • V = 



o ricn 

nuesto nue, 

93 

(F + ·li.v'li')· v 1 P.c'.2...c~·v 1/c1 ) 
2 't' •1-:; 

cor.io ·:iueile · veri.ficnrse"· f.;<lil'llnnte, 

(3 .44) 

Entonces. co•~o,,rr,Úlo l?~§~~;u:~:¡o~esÚ:1)) ~··(3,44) co!'". l"s 

ecuP.cione~·c1;;4?c); ~:e.'obt{ri!'";e (l.4if; '' 
\:<.-,' ''-.' 

Asi nues,}fÍ.ri•'l~e~,t~~ 

(3.45) 

1 or,':le 

( F + '1i v'lr ) ) 
e J1 - v 1 /c' 

(3 .4fí) 

0lrir·r.icnte, "~hos'mie~brna ie lA ~c.(3,45) son cuA.Jri­

vectores 'lar uni;¡,,·~ •le volumen tri•li::it:nsior.nl or1in,..rio, 

t"l como se mi.Je .eú el ~?.rcó •Je réferenci;, 1e un ohse:r­

vn.Jor ir,.erciAl CUt>l~Uier~ • 
for otrff~ t'l~rt e~;;.:otiservi;r,•fo 1u~' · '.l P.'ocut:r·Jo coh Tn A 

ecu<>cior.es (3. JO) ~r (J.~?), l;, :l"l.ª~~fa cir.étié" ilel cueroo 

'~ en l" c_or,fi,FtUr~·ción -~ (t,;~} -----~~-\i01_e_ -_-0Siú~-:ihi'.r~e como 

o.ni 



en t~nto 

corresryon~e 

vi~iento ~e 
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LA ;,1;"~f1'l!~JA :::JEL ~1F!HO IJONTrrlUO IilVAflIA:·lTr/DS LORFl'ITZ 
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U%'lll0 r;:-; .PA:lAl,~•:TRO DB RVOi.!Jd!C!{ARBITRÁRIO 



4.0 INTRO'.JT.J·~CIC~l 

Este cP.ritulo constituye ur.P gener'llizeción <lel m•terior. 

Aoui, l'1s confi{"UrP.c.ior.es 1e ur. cuerpo no se ir,ter!)reter. 

como lns re¡riones .Je_l._ -es;¡'lcio or•iinc>rio .,ue, sep:úr. un ob­

serva-lar inercinl, el cuerpo· ocu11Pó sino como regior.es so­

hrr i~s hiper!'luncrficies <lel esnPcio-tie-ipo llr-ino 1e '·'ir.­

k':l·:1'lki. "'Ue cor.tiei:-.en a __ t:o.io- el esn,,cio or•linnrio. ne hecho, 

lf's confirurPciones <lel-cuerpo se consi1erPn como les re~i~ 

nes for~"1"s nor l:os intersecciones <le lPs linPes 1e Mun.Jo 

<le lRs pPrtículas 1el cuerno, con e~u~llas hi11crsuperficies 

1el esnccio-t.iempo <le l<1inko..-:ski 11ue cor.tiener, ~ to<:lo el es­

pAcio or1in,,rio. 

LA evolución 1el cuerl)o ·se <lescribe rr.e-lier.te ur, oRri!im~ 

tro "rbitr,,rio, el -pr.r~metro .Je evolución, Rl 11ue, como únj. 

co re,uisito, -se .le· pi.Je 11ue se!:! real, su11ve y mor.ótonarnen­

te creciente-. 

Como ur.~ consecuer.cin <le las hipótesis ititroiuci<li:!s, 

se ohticr.e ur..0 ecunciór. P"r"' el hPl,,r.ce <le 'll'1SP. cuy!l 'forma 

<leocn.Je 1e ln elección 'lel µnrA"1etro <le evolución. No ohs­

t nnte, ~elinnte unp 'lección P.<lecuq<JR .Je 1ichocn,,rAmetro, 

cst" ecurciór. !'le rc1uce e lr ecuación 1e continui1A1 ar.Ji-

""ri". I,Ps ecu:ocior.es 'le bPlnr.ce nr>rfl el 4-mor.iento line,,l, 

"111í obt~r.i'Jns, resultP.r., Pl i~UP.l 11ue er. el capitulo P.nte­

rior, in'iencr,•l:i.er.tes ._'!~ l,,._ eJ_ección 1el p:>rl·metro -le evolu­

ci6n. 

FinPlo•er.te,- !'le· ñ,-.~e notnr 1ue. "_fir • .Je ieter-,iir.Ar l"! 

estruct.ur? '!el ter.r.;or ic esfuerzos, ea neces«ri" 1n el•1hor.:; 

r.i6r. ie tm' t.eorír. r.or.<ititutiv" ..,ue se" Lorentz invr>riantc. 
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A. l L03 ·;tJF,RP03 Y 'JlTS CC'l!"Irt\IRf.GTON":S 

::-. entP nección se nro,io:rcior,,, unn, 11enernliz:oci6n de lo!'! 

""io!!lPS IJ"rn cuernos introrluci1os er.. el .c11pitulo ·~mte:rior• 

Un cuerno ~ ee ur; efinr;di) f.~!lol6&icé> <lot!ldo (cfon. tlriP 

estructur" 1efini'ls:> n.or. ·; .·. ,' \ •/ 

{r>) Ur. cor¡junto'lf1e•::waea'~··1e'~eri ·~r. 'es~<icio-tier:rno 
l lPno lle MinkO~~~k:f. __ -.!~4:~c: ,,· .. -=--~~::·-==:· .-.· ~-:" .... ,~. ·· ··· 

(h) UM función· ':le cfr.jutl~o M.\defini'le sobre los !'U~ 
conjur.tos 1e fo>, y cu~~Íl ~;],b~~~ ~br: réP.les •. · ,.,_ 

Los Úemer•i:0s1e'lc6ri'j\;ii~~~YlP. .. fÍmciór.. M est11r. su­
jetas 11 1""' re,.,triccióÚ~ :iU~ iinnor.er. los 1'XiomP..s siruiP.n-

tes: 

{C1) Todo ~Elv ~:~tl- canstitui'lo nor fos nnrtes: 

nr.rte e"n~ciAl,'o~~~',;,L(,qi•,•:tµ\.q•1 ),. nue ·1efine.nl'!r>,>.c.clil'l<'c.1mo ñe 

lo" :-n:-,r.os 1e !1:. ··unc.: ~osición er-. el e!l:incio or'linA.rfo 1" 1 ; •: 
' . ' . ' 

•Jr.· crrte temnorFl. 4'º: '.ltie ~si¡'r.•: " e,,.¡,, uno <le los. núiitos 

;e fu un velar 'In tiP.r:ino. 

(G:>) To1o r:ir-peo '\IE'll esur.o "ur.a. rr. pr>rt.iculnr, l" 

rr·~·te e11nr>cir·l <le to1o l\.'EV es uno " uno. 

CCJ) Pl"rP C"ª" 'l','V", lr imr>¡rer. rle 'l:l er, M4, a = 4'(~), 
cor.stituye uriP rep-ión sobre ur,,, <le lne hiperBU!)erfi~ie!" ie 

'..~ 4 nue cor.tiene.~ ,t.()'1Q .. el f!SP".cio or,Jin<>rio E 3• En nnrticu-

1..,r, l<> r."rte CRP'•Ci"l 'le cr-<Jn 'l'Ell' ~')1'.JC!l r 1'. er, ur.e repión 

; e F 3 • 

(J'4) ~1·41 :r <\' He.!", "J"'."Gr.t('ro ·ie ·4:1,. el mri11M X.:·W·~', 
lP 4'(la) e~·. '\'(ful;·, r·s .,.., f:y•r;.~':"C'lrfi,-,mo "unve. ·F.n pnrticnl,,:r, 

lr n• !"rr· r;~;irci~l 'te·t --.~·nPQ X.."' q.lcl.{t' , se ~unor,e, eq-·11r""t- !:o-



meo<norfiffi:lo sur>ve •le <$(fu) er. -;¡.('~). 

(C5) Si X. es un ho'lleomorfi'O:lllo !O!tlPVe ".le ~.: 4 er •. M
4 

y l\'elf 

el m"neo 'X.•I\' es .un ele"lento -ie IV. A1e:-:~s, si .¡t. ~s un ho­

mcMorfi!'T.lo suA"-~ -i.~h E!n ~3 ~ ~h~-' el T."ue~ ~.~ consti­

tuye lr> p·rte esp;.,ciri .-Jé .'.!lfún l\')e'\t .• 

(el>) LP. fu-;cl6n ·!•'. es • .. m" r.1r:~i.J'l inveri!'r.te no.,.ne1n:itivf!, 

1lefini~J::: -pPrr:- ~toriO~ ios-:,~\lOcor.-;; 1.intos ~-~-·- Hor~{::~,j""~\-~:~{=~-~-<-
= ,--' .. _--,_: __ ·=--- -__ -~~ =---":"--:·--~~-- .. ~-:~,.:.:..:.1~,:.-~-:_-_,:--~~---·~:;·:~'-- _- --

(07) P:>r,; c<><:ln l.\'•°W, l" r.ic".li•J<> m:- = :.;o\ll ; i!vlucirl.a 

Mr M sohre ln rei'i6r. esn,..cinl $(1'ól),, ~n,"hsolutm:iente con-
·.·.·,~· .. ·.; , .. -·. 

t ir.ui> relr-tivr. ,; ir. r.i1~Ü<lr· 1e Lchesrué er, LV (P.:>). ,En conse-

cuor.ci~, t ier.e unr• 1 erini.JnrJ :f-1.¡. t_a_l 

(GR) ?Pr• cf>1? ~.1{1;, 'ler;si•l'J<l p .. es positiv" y ¡¡co­
. - -· ~-~~--<;+~~-'·;~__i~---:;-

,n i.r'.1r>l nue en e]. cr•pir.ulo 

1l,".l•r6 lr.~' confi;v.rrdot:Cfl ·!el 

se ll<>mrn lr:i nrrtÍcÜlAr. ·Je ~, 

), . lo" 

CUO:"'~O '/& ' 
V el ounto 

-::.,neos \ji ~1!1" se les 

los puntos xe% 

Y." = 4'"(X) eF 

el evcr.to •le l" n-.rt{culro Y. er, l« cor.~iíttr'lci6r. '\'.LA fun-

ci6n ~ ~s lr ~ictrir~ci6n rJe ffl~SP 1el cuerno, y el n6rncro 

'l{'f.) e!' l~ t:i•!'~ ·Je; ·~~r.~ur.to 'G\c.'J@. '' p"'se le ll«-::n 1'1 '1en­

si1e"J <Je rnrsn .Jel cuerno% er. lr. cor.finirr,ción 4'. 

Arlem~s, -co~o en el- c ... ·nít.ulo :ff~terior, t.0 1lo -s:.ihconjunto 

conin~cto" <Je% cor. fror.terr-R su~ves, " ~eJ,,zos ..,l "!cnos, 

se ll~r~" ur.r ni>rte •le 'fo), l.'r.• ,,.r~e <G ie ._,.~ nuer:io ']',;)' nue<Je 

rio1·.cs "or. l.=!:' r.•ptri<;ci0r.es r ~•le :.< ... (!.'nfi{'ur~cior.cf' 'le 

~ ~ y cuy~ :i"~rlh~~i6n 1e ~~e~ os 1~ rontricci6n ~e l~ 
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Jistrit>uciór. -le mp,sp •Je ~ a los subcor.jur.tos 'le ~ , 

F:r. lP Pip. 4. l se 'l!Uestrar. algur.Rs •l {) 1:1".!? ·.cor.firurP­

c ior.es •lel cuerno .1!¡, 

Fir •. 4. l 



1.00 

'.ióte<ie '"IUe •·hor", r. liferer.TJÍ"' 1el coTJÍtulo nr.tcrior, 

los ~C'nfil"llrl='·C:it'lr.P.s rlel ~uerT'lo ~iO se internretPn co,.,o 1~s 

rer-ior.es 1e1. eFJl:'"Cio or1ir.rrio ~ue, ser··'.m ur. ooservn1or 

ir:crTJir>l, el c:.ieruo ocuo;,_; :;:ir.o como 1.os cor.juntos •le ever.­

to<> nue cor.stff.ufe!'; l<!s ii'itr'r,O.er.cfor.P.s 1P. 1.as lí~.e!'.s 1e 

mur.1o 1e lfle ]li<r+.ir.ulros •lel sistem,, CO!"• ll'ls hi9er~·--~er.:·i­

cies .Je rr. 4. riue cor.t.icr.er. ro to1o _el e!:'PPcio or·li.r. 0 rio. ::-!". 

n!"lrtir.Ulr.!r, lº ~rer.iór.- .,ue foririnn lPs i"."' .. tl'r~ecciones -1~- i~s 

lír,P.r,s ..:ie 'T11..l!l'1o iJe lr~ ,, ... rt.!culPs ~e ur. 1":11r:r-po ~ f'!Ori l~ 

';')~r~e 11 ir.ferior·• ·1e1- co~.o ie luz 'ie un oh!tcrv.-:''Jt)r i:ic:rcir-1., 

corL?"';ituyc, ·io~·3c eGte r.uc·1~ 'f'.\lJ~~to 'ie .vi'?tr·, un!"l. --le l~s c:-n:! 

fir•1r~cio~e~ ie e~te cuer~o. 

~· 

?ir •. \.? 
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Ur.~ fnmilin ur.o-o~rPinétr:i.cr; {'!',;} ".le C()r.firrurs>ciones ·Je ur. 

c•:er.io ~ constitUye ur. r.ovimier.to 1e li1> ci se satisfi;cer. 

los r•muinitos siruier.tet": 

(f.1) El ':lr-r;\,.,ct.ro. X 
;r mor.ól>or.r:::er.T. e cr.ecier.t e. Este ¡;<>~~m~t;~; lÚmr, io P•m~me­
tro ".le F:voluciór.,7 r.o'·necesRriPMer,tc hri 'le ·ser ir.•r<>rifmte 

frer.t.e ,., trr-:-,sform<ccior.es 1e Lorer.t.2. · 

(~:>) J,,,s cor.firur<1cior.cs .,ue constituye:-. l~ fomilie 

{!\',) sor. Mr,;iur.tós ·(<le eventos) rjer.os 1os " •los; e-;; '1ecir, 

si l\l1 :r 4',- sor, 1os cor.fip-ur?.cior.es cuPles.,uier" e!". \~.1, 

er.tor.ces '\'(~;).)(\ '\' ('P.l; X') = </> r; menos ~ue ;\.=A', cP..so en 

el nue, únic" y exclu8ÍV'1mer,te, <lene sr;tisf"!cerse ,,ue· 

4' (~; ).'). 

lf"( X:;>.) y x" (X;').;),~, ~~(X;).'·)· es: teffi'y¿rJioi·ie.••· 
, ''- .',i::::_:: ~\-~~'~'. ~;. 

(M4) I\', posée ~c;;;i~~~ri'ii/.h'.~~t.·~ 10 'sei;i.iii.-ic;';orJen, ir.c12 
sive, cor. re,,oec+:g·;, >./;s:i.eV1'.1.~'iP ~r·i~~~i<l~ri~".<le .:U.,.,.. fu.n 

ci6:-. conr.ir.ur e~Ji ;í(,:l,•.y suiive .. eii. '.•'.i i 1:~ ~eg~¿~;,. •lcrivnilp, 

•1 mer.os cor.t.ír.~fi<; ~~-ieio~ ~2r.yx. 
Gomo f;¡..;f.E!~, l.oJrlxio~-'•s (ÍÜ), (M?.) ·y (i,\3) sor. exip:er.-

cü1s ·le crirfcter físico r.eces.,rir1s er. ln teo:rí..,. i::1 ori"lcro 

~e ello'l eY.nre!'I' l•· r.ece<Jii<"l ·Je ur. criterio '1•Je, e<etr'nle­

cio:lo " priori, ".lc.rmitn <Jefir.ir el or<ler. cr. 'l\lC "c:-,trar. " 

enc1;1r,p" ln~ confi¡r:,ir~c,ionos Tlel cuerpo%. El rt.Xio!!ia (;r?) 



'. 

exnre""• nor su ""rte, nue sobre cnd'l llr.P 1e lAs hinersuner 

ftcies 'lorde se er.cuentrPr, cor.figurecionP.s 1e l?. femili'l 

ll\'l\ se locr.lizF' un,,, y s6lo unP., <le 1110 confi¡;uri;ciones 

"ue cnr,st ituyen el. movi'llier,to ¡.¡., l ·le 9!>. M e!lllis, '1ichl'ls 

hiner'lunerficies '1eher. 9er-úlfes ;u.e~ 1>l menos en li?s re/"Í,2 

r.es 'ion-le se f:r.cuer.tr;,r; hor,f:igurr,ciones .-Je 9a, su intersec­

ción c·s VPCÍ<'. El terrier-~~i<'.l~;i s~rír..l<J, como fué mer.ciona-lo 

er, el C"t1itulo ?; oue ·ios :ever.tos- perter.er.ientes 'l. l'l his­

tori" <le ur.• onrtfouli>,_ 'lehen· est"r rel°'r.io·n,,fos r.nus"!l'llen­

t e. 

Por otr .. piu:te, :011esto nue. lf\s r.or.f.ir.uraciones. <le 'íb 

son regio~es SOhre: hiy~;tl~~~rÚcfes de \1 4, !)'Jrf' .cRfa COr.fi­

¡!UrPC: iÓn l\J,: exlst.C. Uri¡;'.f~r!ciór:cii el' ti TÍO 
': .>::·;·~:·. ·: -~ .· .... · .. -.. •.> 

~ ( :~.>-·; = ·6 (4. 2) 

-- -----· ---- ----- ~=°--= __ _c_,-=-
riu e <lehen !rntisfpcer _ lP.s r.oor<ler.a11"s esnar.io-tiempci ile .los 

evento!'! <le to'Jns .l!'s nprticul'ls <le ~. De. hcr.ho, est11 fun­

r.iór. iefine l" hiner-supcrficie •le ~1 4 sobre lfl riue se enr.ue:n 

tr" l" rel"iÓn lj' (:J!>; ~). Así. oor e jernnlo, en el C"'!JÍtulo 1, 

•lor.·le se r.on-::i<ler" r.omo pArqmetro 'le ev,,luni6n nl t'iemno 

uranio '!el ohserv,,<Jor inerr.i'll O, la funr.ión •le lP formn 

(4.?), norrespon1iente, es 

R_ 
e (J.2) 

1 p curil, ':l"'r" ();,.¡9 'l';. ~enr~~~nt~ 1., hiperauoe~ficie nue 

constituye el cono <Je .luz <lel onserv~1or o. 
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Ahor"' tlien, si x"(X;).) = 4'"()(¡).) y x•(X;).') =IV"('.~;.>.') 

son l"s r.oor".lenn1f1s es1:1tir.io-tiemno t:le l!l p .. rtícule Y.:e~ er. 

1P!'l COnfi¡rurnciones \\'(~¡).) Y 'f()'.>¡ n .. re.s.~~.ctiV'.''!10rite, en­

T.or,ces, .Je Acuert:lo cor; el -r-xiom<i (C4), .pue<:le escribiri>e 
·==· -- -,.·--,-----·· 

,., : 

x"(X;.>.') = X" (x~(x;;i.),)q,· (4.3) 
~···~' _·_:.:_.·;~-,,; - .}-._:- ~;-::'.·_ ~ 

.¡ or.1 e :t .. iv..- 0 'P;' es ur. homeomorrismó''stiilVi;4~é íiiaiie-0 i\ict..·; '-l 
-·-" :;c0:.;.;..~--r.-.-

er. lj'(P.i;).'). l\tlemt.s, si).' =). + h."J.. c~ri'Ai.<:~) '~ inet:liente 

ur. ".le<;rrrollo en series <Je ~aylor;-.i11J~~c4\n se pue1e 

escritlir como 

(4.4) 

1or.1 e - -
• - • h ·._ ' 

-- <Pw ( x~i;<;_~Jl cf,;~~~==:;_tj~ ~:=~3~.Cf_;~J;;LLL . . ( 4 • 5 ) 
- - ~i 

·'/''.. ., 

'lrturr-lrr.er,te, !P" renresentA 1!! rapidez _tJe CR!!)b{o, respecto 

Al pPrPr.ietro ;>. , <Je lPs cnortJenA.J"ls espf!cio:..t.iempo '1e ll'l 

o-rtí~ul" X cor.si'1err>'1;;, A ll'l furir.i6n cp" se le ·11PmAr4 el 

Ger.er<><ior -lel Movimiento 1el cuerno ~. P.r. el cnso '1e even­

tos -le X infinitesi'll"l"ler.te seperAt:los se tiene 

x"(X;,\ + '1>.) = x"(;<;>.) + ~°'(xl>(X;:>.))'1>. (4_1:) 

..¡e 1or.1e se sifue 'lUe, p"rr- CF..1P o"rt icule X~ 1@ , la r.u.,'1r,! 

velor.it:l,.,1 u~ y el ¡rnncrn'1or _-:lel r.io•limicnto el" estar. rel0ci_Q 

r."1os oor 

( 4. 7) 
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rlonrle, pP.rP. cPrJn pPrtícula X, rls es el intervP.lo entre los 

eventos x"'(:<;?.) y x"(Y.;). + rJ.:>.). A oArtir rle estR Última ex­

oresión es f,!cil-most_:r-!'r oue 

( 4 ,R) 

Por otro l"_rlo, puesto oue, rle Acucrrlo con el P.XiomR 

(C4), lR pP.rt e espP.ci"l rl el 'll"peo 'X.; 41,: 0 '1': 1 

es, nor su nar­

t e, un homeomorfismo suAve rle i¡i(~;).) en lP(~;~'), entonces 

el Jpcobi=no rle l? pRrte esprociAl rle lP. trP.nsforme.ción (4.fi) 

es no-sin~uler, y estP rl~rlo oor 

~fi consecuenciR, 

vés rle-

Anuí, 

CUlPS 

sus 

j = rlet.11 ax'i/ax;¡¡ = l + <P~, rJ). (4.9) 

<lonrlc, por" cnrll'l coor'1enR1_"• lh" (X, Y; ~ll « 1x«(X;).)1 • F.n 

estPs conrliciones, procerlienrlo rle manera análoga al cApÍtu­

lo 3, oue•le mostr~rse ~ue en i~ confil"uraciór, t¡>(f.¡;). + 1>.), 
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lon evP.r.tos <ie l~s pPrticulP. X e Y ester. relnciom11os nor 

( 4.12) 

,¡ or.<le, 

h" (X, 

A"lem.Ss, !'i 

ss• = 

y as'• = 

sor... 

y 

tr,,roe .,ue, P 

'1 or.<Je 

Puesto nue, como se 

ós't - bs~ pue<Je consi<ierPree corno -une -merJii:la--<le- la --'1eformP-­

c i6r, ouo el cuer'Co Rufre r•l !Jrcor <Je ·l" confirur,,ci6r. 'l>(f.>;'>.) 

" lr> cor.fip-ur 0 ci6n tf(tl: l.+ .¡;.), es cl<>ro 1ue los resoonea­

ole<? -le los ·ieformPcibr,es '>ue el cuerpo 9ufre son loe tér­

"linos Eo1~; es <Jecir, l::> !l"rte si:nétrice <le loe p,ra<lientee 



1e"L gcr.errvlor 1cl movirnier.to, '·!ueve1ner,te, las cer.tida1es ¡;;·~ 

cor.!'tituyer. ur.F. me1i·l~· 1e lP. rApi1ez, res;;ro:cto Al prirémetro 

.Je cvoluciór. 71, c:or. :iue el cuerpo se 'leform11 nl nPs'1r <le 

ur.<- c:onfip.urAciór. R otr~. 

4. 3 F;I, CUADRIVECTOR Dfü SIDAD DF. CORRIENTE Y F:L EAJ,A'lCB 

DF. '•'ASA 

De r-cucr1o cor. el rxiomR (éE), to.Jo cuerpo % posée ur." nro­

pieil"<l ir.vrrümte;. su m"'sR:?.1('?.l). A1em~s; .. eh vi.rtu.J <lel rxi2 

mR (C7), lHJr" c<>.J~ ~o~fi~ur;~ió¿ '\'(i.;X) exÍste una 1ensi1<1~ 
-·-;" '.·~_·{ ;··;"-·~;: ... -. 

·le rn"s" !-' t .. 1 ~u:e: ··.) .. < ··" 

. ,:i,~);f,fJ~~¡;f 
-lor.ile ;j,(P.>;,\) es, .Je ecuer1o con .los nxiomas (C3) y (é7), lEl 

reriór. r:ue, er¡ er~s!i:>c-io of~li-~arf.o E],-~1~ parte '"~s1'~ci;i 
1el !'1<-neo 4', PsociP Rl cuer-po '?.i>. 

Por otrR pRrte, 1ri1o oue la meSFi M(ll>) y, por lo tRr,to, 

el oroilucto ¡.i i!V sor, escnlRres, es claro, entonces, : nue 

lr s C"r.t i1riles 

ilor.ile v" = .JxM/•lt, constituyen lF.s cO!pPoner.tes 1e ur. cuR·ir_! 

vector. AilemPs, atiesto ~ue ;¡n = c:1i¡;:1t.;-ei ~ie~~~to <le hipe! 

volu'.ller., e~ ur, eAcPl~r, ~r.tor~ces 1-'-'"'1 .. es un gueilrivcctoJ', 

e1 ~ur•lrivector 'Jer."1i•fr-1 'le Corriente: 

(4.17) 
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LP pPrte esn13CÜ•l i!e ~ ... formR ur. vector en el P.'ln::icio 

riue corre,rnor..Je, como se vió ·en el canitulo 1, Hl ·vector 

ier.!'i~n1 -le corrier.te or~ir.ari~ •. La com!)or.ente't.em"90rRl 1e 

1-l c. 
f1hore bier., nue.::it:o 'lue,, como i!s' fAcil mcstrnr,. 

e!lcrinirse como 

(4.lCI) 

.- ... "::·( .. ;·.-;:>-. ·''.' 
rJ e rlon'le se sieue, ·clr-:r1>mente, t'1ue ln. cf'ntirlerl 

.-·. . ,_: - . : 
µft es un 

e!lc«lr-r bajo tr«r.s.fori:in;.ior.es rle Lorer.tz rle coorrlenn'3Ps. 

F.L BAL;\~WF. DF. MAS!\. 

LP invqriPr.CiF 1e'lP. ~Fs~ 

lr· formF 

J¡¡::n~~;·J·;J~f :~;.i>f:i ·.· ·~ ~".¿ J~ ··'q, 
rlor.rle p y ¡:i' sonº tF>il ·~~ririt·i~.r~s ;'1~'.~~~~e-fr 31>-~Clrr~s~rinrlien­
t Es ~ i~s c~di?urr.éfof,,:s i\i(~;f)·~ ~('?,);>.~{. A~i nues, usan-
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1o l"s Ecs. {4.fi), {4.!l) y (4.10), 1e la Ec, (4.::!Q) se obtie-

r.e 

1V =O - {4.n) 

o bien 

Puesto nue l., F.c.{4.?l) hn•fo ser•vt1Ú~ unrA to1" confi­

vurr·ci6r. '\'(~;,\). •.stn últim!l Úi:ire~Úr. 
ci6n 1e BPl~nce <le MPSA. 

- . 

IJUe lP eCUPCi6n <Je bP.l?nce 1e lnP.SS, er, términos 1el CUfl1rj. 

Vector 1ensi1P1 -<le coTJ"Íente;:~~,Ju~1,_e escribirse COnlO 

(4. 23) 

NF1t.urAlmente, .¡luésto ~ue lP 4-'-1iverl!'enciP 1e ur. 4-vec­

tor es ur. escrlP.r, entonces, por. su prrrte, el miembro 1ere­

cho 1e l~ F.c.'(4.?3) es ur, esc"ll"r, Eri consecuencia, la ecu.:;: 

c:ión (4.?.3) es unP exnrc!:!iÓn covPriante; 

4.4 EJ, BALA'.\CE DF. 4-MO!UJ'ITC LINEAL 

Al if.".UAl riue _en el c:Apítulo 3, el Cua1rimom.er.to. Lir.eal 1e 

un cuerpo.% er. ltl confieurr.ciór. l\l(fu;i.) se ".lefibi como el 

cuP..Jrivec:tor nue tier.e nor co'!lnonentee 1Rs_qent:i1e1es·. _ 

P- (1~;;>,) = t ¡.i.cu~<l~ 
l¡lli?>;A) 

( 4. ?4) 
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/\si '1UCf:!, 1e r"'a1JeVP. C'.l0!"'aT.P, cr·]f' unr r]e lr:'!S COTtOOr.entes p'< 

.Jel 4-'110!'.!P.r.to lir.e.,l, llUC'le consi':ler<Jrse como unr> me1i'1P 

re"l 'lefir.i'i<' r>PrP to-los los :;ubcnr.jur.r.oa 1e Eorel 1e 'Pal. 

!'"f",~''ll·.atP.r.ier,tF? ~or.t.~r~uP relPtivn ~1 vnlum(!r, •Je lri r~rió~, t?s­

n~ri• 1 ~(?.>;).); y .cor. ur.~-1er.si11~-i J• = p.cu". 

!-.r. virtu'1 '1e l>' Fc.(4.1()), ln •Jer.oi-IP<l 'le 4-momento 

liner.l • J", y el_ 4.:..vcctor '1ensii!P1 '.fo corriente_, j", ester. 

relPcion<'•Jos por' 

J"' 

AhorP hier., usan1o las Ecs.(4."i), (4.~J), (4.10), y le 

ecu1rni6r. .Je b"lPnce <Je m}'Sf!, __ .es· f~cil obtener nue, Pl 1:1n9Rr 

•Je lR con fip.urpc i6r. 4' (1'.l;.).) i; l" cor,fifurr.c ión l\'(1.>; ). + .¡¡.), 

el 4-'lloi:ier.to line:•l 1el cuerpo '!'@ sufre ur. cAmbio 1n'1o por 

.¡ p• ~-r ~-;-el?~ ~ • r ·J>. 

~ll'.i¡l) 

1c Pcucr~o ~ori le.Ec.(4~7), 

hir"e ar. 1R for:ir 

(4. ~¡:;) 

tnmni6n. nue'le es,cri-

(4. ?? ) 

o bien 

'i' ·~,r:~:;·~~;¡~1\'1V:· 
- --ce: -=·-=---=--~·- -·--~ 

?r. Pst~ci con-lici.rir.e!l, · ir.r:ro1un:i.cnd~ e.l 4.,;;.e~t.or <Je i'!lnUl'lo 1· . 

·Jr~iir-,i in ~o~o . ,:·:):''; ·~;· 
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~ord11 rl)( represe1iT:~, C')r.10 yr, se r.ier.cion6 er.terior~ente, lR 

1enRi1~1 1e cuPrJrifuer1~ ( r~r1v e~ lP cu~1rifuerze ~otnl 

.:.uc rctú,, 11or.re el ele':li:r,to rJe i:>FsO·'~''' = p:'1V .>. '! 1JOR.tu-

1'•r,•lo nuev<?ment e ·oue 

(4.31) 

('t'vi,,·1ente, e11tn!l son .lr::;.mi:::irR .exnrcsior.ea ~üe se obtu­

vicrm• en el cr 1JÍtulo 3 .J"<'T"' el r.r-1,.nc.e ;Jel 4..;.mo"ler.to li­

neFl •le1 cuerno ~; 

:n"r"r.1ente¡·-.rJe-iicucrdo con i~. Ec.(4,18), lP.s ectt"tcio­

nes (4. H) tP.m'niér. nue<Jen .escribirse como 

(4.32) 

Sunor.ier.1o, <;rJe11Ps, lP exister.cii. •le un cuar!riter.sor .. '1e '3e­

pun~o rnnpo, T~~. tPL nue· 

T"P se le 
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Jlnr:'!r:1c;r.te, los rcsul"tr::v:Jos oo·~e!1.i 1los cr. ·e~ r,re~ente 

cr •>"Ít.ulo se re1ucen '1 los del cr.d.tulo 9nterior, cu:;onio: 

(1) se consi•lcr11 como pnrP.rnetro de evoluci.6r, .él:tie·m>:lo_ nr.2 

pio, '1', •lcl or1servn<Jor inercti.ll n; :l :(~-)~'.la~ c'onfi¡tur?cio-
' ·,· ... ·: ,. ·;·.;;_,'. 

r.es '!', ~ue cor,stituye:-, el movimic;-nto Jel,<J.u~f}i(l $iº,:_!.lon "~UJ! 

llos cle'!lc:-.tos •le w riue, ]Jflrl'. cr•]fl. T, mii~éan;'e .¡a e:-, !"e("io-
.· .· .. · ... ~. ··~_;' 

nel'l sonre lr.s ilir.ersuoerficies <:le :1i4 'lefi1~idr1.s· i:-or lR ecna-

ci6r. (l.'.'). 

'"' fr,terecnnte h<'Cer notr.r rtUe Si le .CVOlÍICi6n <:Jel 

cuer~o ~ se •le!'crihe en términos <Je 1:irrnellPs confifurPcio­

r.e" '\'~ 1if <:ue ·r1r'1¡ePr. ,. ~en rcri-ones sohre los hinernlimo3 

t = cor.st~·r.te, entonces l::. coordenRdR te'!lporol x_• '?'-et, o 

eii.:nlemer,te el tiempo t, nue'l_c ::onsider.,_rsc_ como O>'!rámétro 

de evoluci6~ .,, an este c0so, l~ ecuaci6n ~e n~lr~ce:n~ra 

le r.lP:lP, 1 .. ~.(4.?~), se re•luce n 

-j~." = --o-- - -----=---"°-------

es ·lecir, ln 4-<live_r~ er.cb 'lel 4-vector 1er.si<:le•f 1e córfie!! 

te ce r.ulP. A1~m6s, en este mismo cnso, les ec~?ciones 1e 

hr.l,,r.r.e rJe 4-rnllmer.to lir;e,,l nuo•len tl:T.bién el'!crihirse er. 

11' for::i" 

4-te1:~or '1e eGfuerzos, r 111 r, 
~o~er.to, 5•P, ~efini~o como 

(4.36) 

'le er.err,;ín.-

(d. 37) 
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El 4-ter.sor ie er.errrin-mo~cnto es un tensor si~étrico 

·!f: Repun'io rr"\:tro. -3ue co~ro~ontes sor. 

&,•~ = e; io i'~U,t1~\ ,~ ~ f!v1 > 
,::_:. __ --'.- ·,__. ~~__'.'.;-_---', --

-Jor.-le, er. ln o'.1ltir.:F. ¡1;>rte ·le cA'ln un:> <Je cstns tres exllre-

siofje!:, en c,Pr. hecho P~roxi~rtcionns P!1.l"t? el cP.so v <<e·. 

-~lP.r~:nt'r1t.e, la -co;inonenlie &º corres-pon1e l"1 ln rJer¡siiad rJe 

-:H·,so-c-r.erl"ÍP r.ir¡Ó1;ic~ ·Je1 cuer~o. los térr.':ir.os &c.' ::onstit~ 
yen l"& nomnoner.tes iel vector ie flujo 1e ~nq~-er.erFir; ci-

!el v~c:tor ie flujo ~e le 

comrnGente i <Jel ~omento lir.onl, 

,1nor" hiP.n, como fué ·:1<Jr.cion<>•lo i>r,teriormcmt1>, lr; Cl'm­

ti<ll'·i p./t es un ir.vr·ri~r.te hr>jo ·;rPr,sformM:ior.ea <Je I.orer.tz 

y, uor cor,<iip:uiente, ".'ur;•Je i<ler,tific"r!!e cor. ln l]er."!i<lRI] 'le 

m"nn ·lel cueroo cr. !'''"º"º• Por lo t<>r,to, lr> trflZR •!el 4-ter.-

• , r • 

r:~t".' eq tt1 -pri.r.;ern-- ·'Je :lo·~ éH1P'.tro:~-ir¡~~-~;i~.r;t·-~··o·:·n_ue_ ,~oS~e el 
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4.5 Lti!'l ECUACIONES CONSTITUTIVAS 

un~ ve, nue hnn si1o seleccion,,1on el par~metro 1e evolu-

c i6!". ~r el tino .-Je confil"ur•cior.es en términos 1e 11:\e "ue 

:'lº 'le .-Jescritiirse lA evol.uci6n .-Je un cuerpo _IJll, exiatirPn, 

er. 1er.erPl, vnrios movimier.tos nr>r11 el c11erpo consiilern1o; 

es 1ecir, VPTiPs fPmiliPs uno-parGmétricee 1e confir,uracio­

r.eo; "ue s"tisf,,cen los "'Xiorn!ls (Ml), (f.i?.), (M3), y (f,i4). 

Sin emhrrp.o, no to1o movimiento correspon1erá e un mov.imie~ 

to reRl 1el cuerno. 

LA cl1rne <le movimientos .,ue un cuerpo pueile re11lizar 

estf, iletermina<!P por (1) lRs leyes '1in6micqs ile le teoriq 

:1 (:>) un conjunto <le exiom"s oue crirRcterizan li:is pronie1a­

iJes mPteriPles nPrt.iculF\res 1el cuerpo; eoto es, ur. conjun­

to ile hinótesie constitutivPs. 

·]orno se rnencior,ó en el C"pitulo l, lns hip6tesis cons­

t itul'iV"S '1UC pueiJen exnresPrSe e~, lf' form'l 1e relACiOTÚl-S 

fur.cionFles entre el ter.sor iJe esfuerzos y el movimiento, 

se llnmnn ecuncionos constitutiv•s. fnles ecuRciones permi­

ter, •letcrmir.iir, P"r" los mPtcriioles i1ePlee .,ue elles <lefi­

nen, ln estructurn iJel tensor 1e esfuer~oe, Dentro 1e lP 

mecPnicP clÁsicP 1e loo me1ios continuos se hn investi~n1o 

unn E>moli<> VPrieilP1 1e ecu'!cionee conetitutivns, y se hr> 

1esrirroll"ilo ur,a teorÍP. p.eneral piirP. t0les ecuaciones [9-J. 

Sin embPrp.o, en entp 'lirecci6r.~ 'leeile el punto 1e vistP iJe 

l~ re1Ptivi1P~ esoeci.,l, lP. investigaci6n re?.lizn1R ea nrq~ 

ti~~"ler.tc: r.ul,., 
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L"A hin6tesis constitutiVPS estPn sujetPs ~ ciertes 

rest.riccior.es 'le cPr"-ct.er r~ner<:l. F.l t)rincfr.io <le oh;ieti­

vi·l~<l es un" <le est":> restriccior.es, t>il vez l'l r¡l.s i"lpor-

1'~-r.te. F:ste urir.ci.,io, u"r"' l" 1:1.;cf>nic" •le lo!l r-e<!ion con­

tír.uos invr·ri,,r.te de Lorent.1., pue'le estriolec!"rse <le lii '!1'1-

r.er" siruier.te: 

F.l Prir.Cinio <le Objetivi1s><J~ " LPs hip6testa· constitu­

tiyrs 1eoer. ser inv~rümtes h!ljo trnnsforrnric_ior.es <le Lorer.t'Z 

·le siAtemr.s 
' .. - ' - -

Esto sirnificF¡ e;.. "1Jt"rticu1.,r, .:iue lr•s propie1P.·ies 'rln-
, .. -_·2·;--~·_,.,.,:,-;:.·>·::-_\ -·.'.':_;_ :'.·' 

t eri,,les •le ur,:.c:Úerpo no. <Jepen<Jer,; .<Je moneTP '3.l¡rllr.1' 1 1el 

oMervr-for. -N~t\l;i;{.,,IJnte; J'.fin :-ie :iue .un" ecnv:iciór. consti-

tutiv~ sen co~!lin~ente con el prindr.fo <le ohjetivi1,,1, 

r.ecesorio ~ue ~~té ev'!';es.,<l<i er. tér:~ir.os •le 4-t.er.sores. 
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~.r~ ente trnbAjo, eifuiendo lf!S irJces rJe ;;oll [9 ], ee he 

ir.tro<luci<lo ··un es:iuema. axiomfttico er. el ~ue se <:lefir.en los 

cor.ce~tos <le cuer'!JO y.movimiento;· que<:li:.r.do ·cnmarc11dos -Jen­

tro <le la. teoría especial d~rei~t:i\i:Í.':lt'd~ . A nnrtir de las 

1-.ioótesis ir.troilucidr>s se ~bt~vie~~r. ~6~;riior.es rJe h;il?nce 

u,:¡rri la mnse, 

y el 4-momento linesil, 

(4.34) 

-.. -. --, <~~t-'~::'-·.-<:.::~~"-
T:"., p·;. ... 

~omo puede ohservr>rse, en tanto Que la ecuación o?ra 

el hnlpnce de masa, Ec. (4. 23), es una expresiór. nue ilener.­

de fuerter:>er.te <le la elec.ciór. ·lcl ur.rfuni;tro y el t.ipo_ rJe 

confiFursiciones oue se utilicen al ñescrihir ln evolución 

•lel c:ierpo, las ecuCtciones uorr. el blll:>r.ce del 4-r.1o'llento 

liner:il, Ecs,(4,34), son exnresiones indenen<:lientes <:le tal 

1lntur'1lrr.er.te, lP.s ecuaciones (!,.?.3) y (4.311) se vuel-

ve~ expresio~es com~lctn~ente cov?ri~nte~ cuan~o, nl ~es­

r.rihir lr evolu~iór... rJe 1..1r .. r.uerpo 'PJ, se usan R.nue-LlP~ cor.­

fifUT"'cior.es tj.lEO~"ue :n~'.'enr, r:i ~cr. re1donr,s sohre les l:i­

perol~r~os t = cor.~tr·r~te. Así, en est.e Cf'so, lF ecuP.ciór. 

cue e·-:-1~ren".' e! r1 .... l~-r.ce ,le rn~sr:, tot:P.. _l~·- ~~orr:io 

j","' o 
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nue correin~on<:le "- lA ecurci6r. '.le cor.tinui·J~.1 or'.lin2riB, 

-- --"~ "-"=- :' 

:.r. este misno 'c~'ooi lu~·;,¿ü~l'f~nes .Je -ó,;i~n~e .Je -4-momento 

'.lor.<:le, :ior 1e1'idci6n, 

es el· 4-ter.sor .Je };¡;:"uerzo~;._;,r,erríB.-romer.to. 

Por otr?. p<>rte, el f:irm:ilis1~0 _ooter.i.Jo er. el cnnítulo 

4 se re.Juce :ü '.l el ero oítulo 3 · cuP-n•lo: (1) se consi•lerf.I C.Q 

mo .,,,r,;mctro •le evolución el tiern~o pro,iio .Jel ohserv:>.Jor, 

y {:?) l•rn confi¡'UrAciones. cor. lns rJUe hv 'le •lescribirse 

lr evoluci6r. -lel cul'rno 'f.\, •:o:-. r·~uellos cle•:entos 'll~lf nue 

mr.tJeP.r. " 11. en rcpior.eo Ml1rr; lro hir1ercu>:P.rficies .Jefini­

rJrs oor lr. :relroción ·!r! cnusnli':J~·l 

t T - R 
·º 

tile e~tu;1iP.r cuercor: ~~1 · lo~ '"".le, E:r, v-irtu 1J '1e flUr :Ji:r.ar,­

~iot~(Hl V !.or.&:li2°ciAn. ~;-; I':· ... .f,'Sitl:c ~l_g-:?.r lr: c·oar,Je:-¡-f'·']fl 

-: t::J ·,~r ... l r.n:n~ ry:;r,.. th.·t.T'o ·'. l: e··, .. ··:!. ~1· 1 i6~i. 
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rurri~ io»eo del cuerno cnt t:!í cor.st i1:ui1l::d? ror everd:oc cPu­

!'1'1-:-.m:t e ralcc:ior.:;'Jos >:on el ooscrva~or, lo -~ur.l !'.o 0curre 

~~ir¡nlmcnte, rur.'"1ue l~ ~eterrnir,r.ción 'le ~.:--· est!'uct:urn 

·i(~l .:-ttr~~or 1le e_:;fu~r?OS rer.!Jiere. ~o-y,o ?e -:icncio!:Ó ~1·~ _:]; 

·:·.:-l r!r::l r~r.-·-,.Í"'.~Hl•=' ;:, .·fe--lp el~Dor"CiÓr-1 r.rt;:V'i., •je ur,P ~~r·or{--. 

~ot·r-p e~'"!tt ... ·cio!",t~f· r.r,r.~-:i.tu~·iv!'?s L.orc::r.7:7 ir.-1 ... ·!"'i:ir .. T.e!?, "'"' ('!Ori­

r: 4..".~i~ ~4..Ór. !"e rrr)"'.lot·.~· Uti. l~c.-... ~or rje enf1Jer?1JS y SC j'IUeF:t:-r.. 

li·J-.-Jes de éxito 'lel for•nr-li!;71o ·~esr-rrollnfo i;r. eete tr:i-

t·~ jo. 

(0-1) 

~'Jr¡rie n y e son, "Y'e:-11cct.i;1r.it:ler.!',e, lr1 't1resi6r~ y l~ 1ie.npir]pi:J 

--:e <·r.PrfÍP i!J.t·c·r~a ~l?~icr:s, f'le~li;?~s r~r. ol cin:.(;o~~- 1e rr:t'2. 

l" for·;"' 

h 
·¿ .. f-'•C: _.+e + P ( !-.\) 
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:.ie l~ l:.c, (•J-?.), r.iultiplic,nn<lo er;cal<>r~~nt.c por u~, "1e ohti~ 

r.e lr> r1;l,,ci6r. 

(C-4) 

(C-5) 

l'.stPs iíltir::"s ecttPcior,es cor.!"tituyen ln pmerolización re-

1~tivistr ~e l~s ecunciones 1e l:.uler. fist•s ecuncior.es 

coir.cider. exñctri:nente con lAs otii.l'r.i~ns oor fm<lersor, [~3) 

p~rr flui,los r.o-vi seo son. LP. c~nt i i•;d h, rl efinii« er. (G-3), 

correspor .. Je r 1" cnt~lpi·, por ur.i·l~·l 'le volurner. p?·opio, y 

ln cH-.ti·l~'.l µ
0
cL + n ':0·:·resr>or .. le " l'l c:-.erfir- ir.terr,'1 r~ 

J.ntivigt.r,, e:q1renP<l11 nor ur.i•J•d •le volu.~er. 9ro¡¡io, 
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Sir.c:erR.r:ier.te r:iuiero F.f:r<:<A.ecfor y reconocer, el r:.er.os er. est.'l 

1'.;ltil'.I" ;:if.l:'inA, lc,:-eri>r;:.,,mn!te.~-.y P.;.¡u<l:>. ·.¡e velar inctilcul"­

l>le oue mehAn•·brin•ln.tlo·-los'éom~r;:~eroe-Arm'l.r.<lo -C.Férez Gu_!! 

rrero ~loyólE!- y AU/1'USto C<Jhrera Yer.uel. 
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