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INTRODUCCICY GWIERAL

& pesar de nue jursnte un Llergo veriodo de tiemno se
venabd ~ue lo mecénicr del melin continuo, ¥ en  particular
1n mecfnien de fluidos, h=bis auedado éomaleéameﬁte formu-
1s24n con los ftrab=zjos de Eulef, Stokes, avier v Snint Ve~
rnant, entre otros, recientes investig=ciones neerecr de ma-
terisfes'distintos.ﬂ'1ds~f1uidoé stokeainnas y s6lidos elés
ticos linemles h»n motiv=do, de nuevs cuvents, el interés
et los fund-mentos Jde 1n meeénicw clésica je los medios con
tinuos. Muchos investigvﬂores. entre los nue se cuentan
Noll, Truesdell.'y Colemen, e h~n vreocunzdo nor estable-
cer de ﬁgnerg pxiomftics esta teoris, intentando esi-elari-
fic~r sus funi=mentosg

Por ofrollcdo, desdie el ounto de v1sto de 1= feoria ie

relr f1v1dnd 1e invesr1rnrlon T

nrpct1cnmentc nule, no,ohst'nr

eu’ 1mporr'ncln e
figsico y en'lnrfisién'de,plnsmns,f eufre ofr(s rrmns'de 1'
ciencin, .‘ L e b : :

Con eéfeyffahnjﬁ'gé aretende sentnr,lasvhesés'barn 1a
formulncién.“u’unrtir de un esuenn axiomAtico bfsico, de
1r mecinics-del medio vonfi w0 invariente de Loren ti;

Fr. los 4os nrimeros cepitulos se presentan los concen—
tos ¥ “esul*ﬂdos nfincinnles e 1= mecénien ~lésice e los
medios ddntinﬁﬁs'y 1n tééf{n'éépeciﬁlwﬁéllnbrel:tividad, s
fin de ubiesr al 1ector dentro. el tems v tener nuntos. de
referencis el formulsr, exu las.crnitulos.2.y 4, 13 teoris

1el continuo inverirnie de-Lorentr,



ko el esoitulo 3, los cuernos se consideran como

rios tonolégicos modeladns en el esnccio-tienno 1ll7no de

Winxowski, ¥y su evolucidn a6 describe usendo. el tiemwno o=
pio de un observedor-inereiszl cunlsuiers, como iarémetroyde
rvnluaidn. L»s hirdtesis introducidss en este csoitulo, wver

miten obtener ecusciones A bzlance nurs-la caga yoel cua~

drimomento linea=l,

Fr el canitulo. 4, ndemfés de fFoneralizarse 1as'1dp=s

del ervitulo 3, se‘2~0e notar le necesidnd. de ‘con sfrulr una

teorie consf1fut1v= ﬂue sser= ronslstente con 1os rosfulados

de 1= teoria eswﬂclpl e ln relztividad.



CAFITULO 1 -

Los  FLUIOS  VISIGS05



1.0 TAPHODUCICH

"r el nresente o nitulo se ermonen los concevtos bfsicos e
1r mecfnier de fluidos desde el puntode viét( e 1a mecnni
cr de los meding continuos.,AHui.:un fluido eg: consilerndo

como unf distribucidn continur de m'tcrin de ia’ cual se 1r

rnore su ertructure molerulrr ¥- en in cu“

supueqtr"vnfe, -

rno hry een'rxanV“clos., funciones que ae. utili *AT. en 1e.

nen cont1nurq y 41ferenoi nleq I ,def

o noﬂ—loculﬂente, es

cir, en lrw repioneg de interés
Fn le: mec ‘

djos h1npte,49'

aidersdo er n’rtioul r.'

1.1 LAS DESORTPCIONE) DPT MOVIMTENT“

Fxisten dos fnrnrs, eneno1r1~ent diferenfes, bafe dencri-
hir el mov1u1nnto,de—un,fluldo:aln,desnrincinn Irrreneieonn
volr ﬂercrtnci6n~Eu]eriana. ‘ ‘

kr 1+ descripeidn Lagrangisns, ¢l moviniento de:log
fluile= ec trrtajo en forma andlega ‘al moviniento de nerti-
culrs se considerr un elewento de volumen nerticuler en el

finidn, v =e eirnen su movimiento v deinr--cioneg el trona-



currir el tiempo, A~rui, el movimiento del fluido es raoccir-
do con unr trrusformreidn reométrica rerresenteds nor uns
funeidn

* = %(X,t) LG
~ue 4r loe vechtores de posicidn %, del elemento de fluido
identificedo por l¢ "etinuetn" ?. en-funcidndel tiémno. Ia
" etinuetr ?‘nuede escoperse como €l ventor de nosiciéﬁ'dél
elemento de fluido en ’1Fun ingtrnte inlrlnl t t.‘due. en
perticulsr, puede ser t =0, Asi pues, en este deqcr1nrion.
1lrs comvonentes-¥X., ¥X,, X;. de i se con51derrn como varin-.

bles independientes, v el tiempo’ t oomo nnrrmerro.

En 1n descriocién Fuler1Pn elemenfos

no se co siderpv
de fluido d1recfnmenfa;f 1o

locidrdes "

5 ik : ”’%E;f’ﬁ (1.?\
nue es congidersdo como un eempo nrimifi?a "fdhte—
rnido ver diferencircién con resnecto Fl tiemno ’ V .veg
tor de posicién(dl. De hecho, % ¥ t son considerados ahora
como verirbles independientes y, por consiguiente, 3*Jat=°
es decir, X es meramente un punto fijo’ delgequcio, en tan-
to aue en la descrincidn L?Frnngiana,dgﬁotﬂgiawﬁbsicién"iqg
tentaren del elemento de fluido conéidefédo;ﬂEn 18 irngen
Fulerirnr, 1rs oroviededes fisices pertenecen; nor-esi de-
c¢irlo, P lo= nuntos del espncio.'ﬂéi”buéﬁ{:pﬁéde decirse

nue un elemento de fluido tomébel yalorsibcai'del campo de
velocidries, e



Claramente, puesto aue el comportamiento de un fluido
eg indenendiente de 12 forma en nue ge le describa, =ambag
jescripciones son comvletamente enuivalentes.

A lgs vorisbles X,,X;,X, se les 1llamn cnordenadss ma-
terisles, y coordenrdms esvaciales a las variables x,,x,, X,.
Con frecuencis tembién se les llama, auniue incorrectsmente,
coordensi=s legrangiruas 2 1l7s orimersas, y coordensdag Fu-
lerirnss a leg Gltimas [2 ],

5i se conoce 1= trensformacidn
a
X = %(X6)

que, er 12 Adescrineién Lagraniana, se a2socia al movi~iento
del fluido considerado, 1n_ye1ocidad de un elemento de volu
men penuerio de fluido puede cﬁ1eu1nrse tomando 1a derivada

parcial respecto 21 tiemp§ ﬂé % .= %(X,t) manteniendo ¥ fi-

jo; es decir,

siempre nuede sunorerse:ls existencin de uns funcién del



tiro % = %(%.t) monovaluada y diferenciable aue defina al

movimiento [3]. Fr. estasg condiciones puede eseribirse
¥ = k(X t),t)

aue, de scuerdo con 15 regls de 1 crdena del cdleulo, ner-

+
mite escribir, en comvoonentes,

(B e (8)cr B (1.5)

Ahora bien, runnue puede ro conocerse la fureidn x = *(X.t),

Y

coriociendo el cempo de velocidades ¥ = V(X,t), se conoce 1a
3istribucidén de 1ss derivedss (ax,/at), dado aue, de acuer-

do con 1% Fe.(1l.31),
(ax
Vi 7t )

fsi oues, ussndo esta uUltima ecuscidn en (1. 5),ige”oht{éhé‘

uri® expresién vara le=s componentes a, de la aceleracién. la

csmoo 1e velocidsdes ¥ (X, t)s

avi av, A\
= { g +
a: (at) (at)x "4(
Y5 conveniente, vera evitar oonfusion

1/3% en lueer de (3/3t),. y usPr:

ie (a/at)x. *r. forms vecforivl 21 Fc}(l 6) puede escrlhxr—
se como

o
LA

!
=
1

1

="
ot

+ e r i en sdelrnte se’mdoota 1l converneidn de Finstein
rere 1e suma ¥, edenss, todo indice istino tomaréd los va-
lores 1,2,3, » menos nue otrs coss se especifioue.
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A1 orerrcidor

|u

2 o

»

a4 + v,
AR A

=
o+

se le conoceécdmo;el,cpersdor”ﬂﬂrivndv materiel o ierivade
hidrodinémiém: y nuede rnlienrge n funclones cqcclerc“, vec
torin1e<,~o fennor1r1es denendxenteq de 19 nosioion espa-

cirl X ¥ el tlemno t ‘1 nrlner ?erﬂlno,a/at dP 1a rpnidez

de cembio de 1n funcxon er cue~tidn en 1n vec1ndnd aal 1u—
grr x, en tento nue el serFundo término A= s r9p1de7 e ¢an

bio convective de ess funcidn en 1A vecinderd de unp verti-

cule de fluido, » medide aue se.mueve a un_ luper al sue le

corresnonde . un vnlor dlferenfe de diche funelon. £l nrimer

térmiro se: °nu1n enun f1u1o eqtrc1onnrlo. m1entrns e el

gserundo térmnino se. Fnul,_en urn f1u1o uriiforme,

1.7 nﬂyohuﬂciON'o
fr, un euerno ripldo 18 distencis entre ouélnuier‘ﬂhr de

sus pun foq es consfnnfe e 1ndenendiente del crtﬂdo de mOV1-

miento del rueron 3-. un f1n1do (cueruo deformnhle). éﬁfo
w0 ocurre nci de hncho. ﬂur"nfo su movimiento, - epdc‘nunto
P en el fluido se “trrnsforma® en un tuevo punto . P" ¥ pun~
tos vecinos P v Q. re trrusformen en nunfoq ven;ro< P' ya*',
Sonsidérese une nerticuls P en un. fluido npe,kpl tiem—
no t = 0; ocurF une reridén B, sern X! 1rs coordenndas e,
reanecto é'ﬁn'sﬁsfe%ﬁ te refeieﬁcin irereinl ¥, eanecifinen

- : s ;! o
1 nosicidn de. 1p oprticuls P en 1s reridn B, Después que



hrr ocurrido dteformeciores, 1gs particulsas de fluido nue,

ern t = 0, se encontrsban en B, pasan, el tiempo %,
repidn B°. Fn 1o repibn B

a2 otra
‘. 17 nueva pozicidn P de 1a . vAr-
ticuls de fluido F ests dsds,

como ym se menciond, vor: la
trznsformncidn : : L

(1.9)

el determinente’ Jacohmnofde'*l‘e,;ti‘énsfox"ma‘cién.~ s€r no-sin-

guler; es decir, aue 0 < jce ‘Ast;

cade punto P’ ér; B’
viene de un f)ur.to )3 _en B. ‘Estas suposiciomnes expressn. la
indestructibilidrd-de 12 materia. Ningunz regiég‘.jde volu-
menn finito puede ser deformsade en otr=z de volumen cero o in-

finito. Fxoressn también 15 impenetracilided de 1ls materia: .

mediante 1A transformscidén (1.8), todn regién es transfor-

mrdn en unn regidn, todr superficie en une suoserficie, y.

tods curve en una curva. Unm porcidn de meteris nunca pene-

tre en otrs [4].

Bt=0)




k1l elementon diferencisrl de linea sufre, ‘en werticulsar,
un cembio en virtud de 19 deformﬂcion. tean ds y 4s' los e~
lementos diferencicles. de linep en B y B8' resnecfivamenfe'

el inverisnte

2

LERERL - (1.10)
eg una medide de 18 deformacién sufrida nor el fluldo L5]
kn oarticular, si dq 2 2.48=0. para. todos los'nuntos, el mg
vimiento corresporide’ aun movxmienfo de cuerno r1p1do.

A partir de 1l Ee. (1 R). ge obflenen

(1.11)

donde
S(1.12)
soi los llé'r@a@ioa_

escribirse:
doride

ann, resnectivs

3 S v .
el tengor,jé; _ [ mbgs
tensores son simétricos. De 1ss: Ecs

R 119
donide e e R T e
L Bae= Baa= (0L < 8w
Lo (1.1F)

€ = e = 'I(S;; - cy)




ron losg tencores Ifrrrnpisrno v Fulerieno, resnectivomente,

de deformrciones finitas,
31 1= deformreidn es suficientemente veaueiir, nuede a-

socifrgele uns trensfor reidn infinitesimal tel ane

donde los u* son’ ir.fini ési cogtitu-

zrmientos. Este.

1P en B'[*].‘Eﬁ:f;les

"'(1,18)

donde

v entonces les Rcs.(l.iﬁ)lpﬁcdéh

los términos no lirerles, como

i virtud? de ln

erormrrlon,

fre trmbién un cvmhlo d”io vor IF oxnrnrmon

v = aav T “'f ST 01
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nue en el erso de detorm:oiones 1nfin1fee1mnles nuede eseri
birce romo

nuesto  nue, -9

Ast puéﬁ, lp frnyp del-tensor de- deformaci n »infihifesimp
les describe los crmhloq de volumen. sin camhlo% de formes
esto es, exppn31ones o comores riones

En le feorip de deformncione" infiniteslmNqu se 1n+ro
ducen tembién’ los tensores Pntlsimétrlcos cuyrs comvonentes

son

= (Ui = Ui )

(1.24)

"'u,n)

8 pranrisno

er términos de l»s comononentes del cnmuo,de velo
v = -‘\I(—i‘,t).

Considérense, riore, dos perticulzs 4 fluido P ¥Qen

1s repidn B, y éqt s,miﬂmpe en 17 reFion :' :,omo vr _se-men
ciond, 1e noslclor e 1= nerticuls P relnfive

1n—nﬂrt{cn-
1r Q seré distinta, en renerrl, de uns reridn e ot debilo

2 ane 1rs perticulre Py @ tomavén, a un nisoo tienno 4, ve

lores diferentes del crmno de velocidrdas, pres el vrlar e
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este Ultimo varis de obunto 2 punto en el espacio.

B(t=0)

P.'s—. 12

Asi vues, es claro oue 1sg deformaciones sufridas vor
el fluido estén directamente relacionrdas con los cambios,
de punto 2 punto, del velor del campo de velocidades. En
consecuencie, es natursl considerar a los gradientes del
csmpo de velocidndes como une medids de la rapidez con nue
ocurren 1lrs deform=ciones en un fluido. Los gradientes de

17s comvonentes del cempo de Velocidedes

Vig = a—i- vi (*yt)v

constituyen lrs componentes de’ un tensor e segundo rango;

y vueden escribirse como la_ suma de una p

otra sntisimétrica; es decir,’
Vi = €+ Wiy

donie

. . ‘,_k_.‘(.’.‘_
e'*v("l) .,T(Vir;'.l +,;‘rva M

Se defxnen e1 tensor repidez de deformacionf
sor de vortieidad w como anuellos cuyns componenfes -8on €y
y w,; , respectivemente,’ En un’ flujo irrotacional.ulas,comno-

rnentes wi.del fensor de vorticided. son todas‘cero..
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1.3 EL TENSOR DE ESFUERZOS

Considérese un fluido_oug,v§1 tiempo t, ocuva. un= regién B
er. el esnacio. Sea ® qnawporcién de ese fluiéq, V(P) el vo—
lumen de P, .y v(P) jié:f§ontere que separa 3 @ éélwfeéto
del fluido ( o en perte del resto del fluide y en parte de
otros medios diferentes ). Las fuerzas' nue actian 5obfé
P son clasificndns, desde el vunto de vista e 1a mégéﬁjqa
de los medios boﬁﬁinuos, en dos tinos: (1) lz2g Fueriés d§
Cuervo y (?) 1ms Fuerzes Superficiales (3], :

Les fuerzes de cuerpo son Acciones g distencia debi-
dns A efectos externos y .sctisn sobre cada urio ‘de los vun-
tos materinleg de- P, Estrs fuerzas son denotédas oor ?c
y son funciones sbsolutemente céntinuaS'del volunen +[2].~
Estes Ultims provniedad nerﬁite definir la fuerza'de guerwo
esvecificn o densidad de fuerze de cuerpo 3.‘dekmoddvﬂue

1m fuerzs de-cuerno totsl sobre-P--geaiobtenida como: .-

Ty = J Po v . i (eoB)
. P ' ‘ L
donde p es 1é_mpsﬁ,por,unidﬂd Je volumen de P,

ILag fuerzes aunerficinles son} fuerzas de contacto nue
netlsrn sobre 1s fronters JV de @, %etas fuerzas se Aenoten
vor ?5 y son:funciones sbsolutamente continuers del érea[z].
Ern virtud de esto Gltimo, <e ovuede definir 1a fuerin suner-
ficirl dor unid=d de fren T, 1l=madr traccién o vector de

esfuerzos, trl nue lr fuerzs suscerficial tots1l sobre P sen

+ Fn 17 mecfnice del medio continuo, o1l ifFuel nue en 1m

mechnicn YNewtonirns de werticulrs, lss fuerzss son conei-

derrders como elementos orimitivos v son d=dns » orieri [2].
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obtenide como
fg = J- t 45 (1.29)
aw-m ‘
Fn otrrs palesbras, el vector de esfuerzos ?(i,t,ﬁ) gobre el

elemento de superficie AS(R) de 3V(P) cuya normal unitaria

exterior es %, est4 definide como

s . Af, o afg
t(%t,%) = lim K-ST?A-’ = m (1.30)

donde Afs es 1la fuerza superficial que- actia sobre AS(n).

Er términos de ests definicidn, es claro aue el vector de

esfuerzos es una entidad de campo tipica, la cual depende,

ademés de 1» posiecién X y el tiempo t, de 1la normal umita-

rin fi del elemento de superficie seleccionaido (el.

S
IR

\/ !

Tig. L3

Respecto & la dependencia del vector de esfuerzos con
1e normal unitaria i, se demuestra [2] oue, el vector de es-
fuerzos es una funcién vectorirl lineal homogénea de la nor—
mal uniteria fi; es decir, nue existe un tensor simétrico de

sepgundo renfo T(X,t), ll2medo tensor 4de esfuerzos, tal aue

(X, 6, 0) = T(R,t)-1 {(1.31)
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o hien

BolEeE) = 2y(%,t) n; (1.31)

donde les Ty ¥y hj.son lﬂs componentes skrtesienas del ten

sor de esfuer/os yodele normel unltarlﬁ, re'pPCLIVFﬂCer.
ce.(1.31) esrzhleoe nue si se conocen los elementos T4

1.

del tensor de esfuerzos ¢n un luﬁar dado, - el vector de es-

fuerzos correspondiente puede ser determinedo ern el mismo
lurer. A log tres elenentos Ty, con i = i,del tensor de es

fuerzos, se les 1lsme, 8i son positivos, ten51ones 0 eg-

fuerzos normeles; y presiones sison nepntlvos. A los ele-

mentos & .con i # Js.. se les ‘1lema: esfuerlos corfenfes 0
trupencirles [6].-

1.4 Los EGUICTIONES DI DE SALICE

somo ye se. méﬂéiaﬁo. 1n “teorie de los medios continuos se
construye [ narf1r de un conjunto de prlnclplos generales

y de une feoris coustitutiva,., Los principios generrles con-
sxsten en un conjurito de supogiciones inferidas a nartir
del exverimento y sue son viAlidas para todos los medios

continuos, indenendientenente del tipo de material del aue

esten constituidos, Jredicionslmente, los vrincipios rene-

r=les se presentrn en ls forne e ecusciones de balznce

ETE Lé‘mPSa;”el'inpctu”lineﬁl el 11ﬂetu Fn(ulnr, “1aener-

;1? ¥ 1ﬂ enfronlr

unnue con freonenoir 15 ffése"ecubcioneé de balence”

es uhlll?'df comno qxﬁo.xno ﬂe 1r frwae ‘leyes de connerva-

cidn’, er necesrrio hrcer notPr cue kol enuivelencinm no e
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véAlide en generel; puee, si bien es cierto que 1la masa es
un invarisnte [4], ¥ por lo tanto puede hablarse de una
ley de congervrcidén pers éeta, el impetu lireal, el impetu
angulsr, la energia y la entropis son centidades que no se
conservan en general. En consecuencie, es necesario rela-
cionar los cembios en estas cantidades con los de otras va
riables ( no necesariamente conocidas ) 8i no se quiere
sceptar la posibilidad de cremcidn ( o destruccidn ), de
estes cantidedes, a pertir de ( o en ) 1la nada. A este ti-
po de relaciones son & les que se lesg llawma Ecuaciones de
Balance.

En la mecdnice de los medios continuos, las ecuacio-
nes de brlance para ls mesea, el i{mpetu lineal, el {mpetu
enguler y la energis se obtienen a partir de cuatro postu-

1ados fundementales que serén discutidos a continuaciédn.

1.5 LA MASA Y LA ECUACION DE CONTINUIDAD

En 12 mecénice clésica, con cada cuerpo se asocia une masa.
Esta es un nimero reel no-negativo y cumple con las giguien
tes propiedades [7]:

1. la mase de un cuerpo es le suma de las magag de sus
partes; es decir, la masa es una medida;

2. 1a maga de un cuerpo es independiente de su estado
de movimiento; es decir, es un invariante bajo el movimien
tos

3. Lo mpea de un cuerpo no estd determinada por el ta

mafio de &ste; esto es, su dimensidn fisica es independien-
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te de 1ss dimensiones de lorngitud y tiempo.

E; 1la mecénice de los medios continuos se supone, ade
més, que 1la mesa es una funcidén ahbsolutemente continua re-
lative al volumen del cuerpo [7]. As{ pues, existe una fum
cién dengidad 7. 1lamada Densidad de Masa, que es pogiti-

ve y acotade, De este manera, 1s masa total del cuerpo es-
té deda por

m = J?dv (1.32)
v

donde m y V representan, respectivemente, 1la masa y el vo-
lumen del cuerpo.

La invarisncia de 1a mess bajo el movimiento ( primer
postulado fundamental de la mecénica de los medios conti-

nuos ) conduce, al user la descripcidn Euleriane, a la ecua
cién

ggf + gvi )= 0 (1.33)

que es conocide como la Ecuacién de Continuidad [3].

Al vector cuyas componientes son

J* = pv* . (1.34)

ge le conoce como la Densidad de Corriente y, fisicamente,

é1 es el responseble del transpbrte de masa,
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1.6 10S BALANCES DE IMPEI'U LINEAL, IMPETU ANGULAR, Y ENERGIA

El Impetu Linesl de un medio continuo aue, al tiempo t, ocu-~

pe un volumen V se define como el vector cuyas componentes

son

p* = Jﬂx’*.t) ve{xi,t) Qv (1.39)
v

donde ¢(x',t) ¥y ¥(x',t) representan, respectivamente, 1n den
gidad de mass y la velocidad del cuerpo en la posicidén x =l
tiempo t. Cleramente, de scuerdo con la kec,{1.34), esta Qlti

me ecuacién también puede escribirse en la forme
p* = J J%(xi,t) 4av. (1.36)
v

El impetu Amngular, relativo & un punto 5, de un cuerpo

que ocupA un volumen V estd definido como el vector cuyas =~
componentes estan dadas por

Ii = J €k (X3 -~ 03 )J"av (1.37)
v

donde las J" =mon las componentes del vector densidad de co-
rriente definido por la Ec.(1l.34).

La Energis Cinética de un medlo continuo que ocupa un
volumen V es definida como

X =43 Iv? vev, v (1.38)
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Al principio de conservacién de 1a masa son agregados,
en la mecanice de los mediog continuos, otros tres postula-
dos fundamentales,

El Principio de Balsnce de Impetu Lineal.- La rapidez
de cambio del impetu lineal eg, en un marco de referencia -
inercial, igunl a la resultante de las fuerzas que actdan so
bre el cuerpo. Esto es

1%
n
alm
L b 14

(1.39)
o bien, de acuerdo con las Ecs.(1.28), (1.29) y (1.31),

J T ds + J?b‘dv = E%J?v"dv (1.40)
av v v

donde 3V representa la superficie cerrada que contiene al vo
lumen V. Asi pues, usando el teorema de Gauss de la divergen
cia ¥ la ecuacidén de continuidad, 1a Be.(1.40) conduce a

arti . .
s Y PY =9 m (1.41)

que constituyen las ecuaciones de balance de {mpetu lineal,
A egstos ecuasciones tambien se les conoce como la Primera Ley
de Moviniento de Cauchy (3).

El Principio de Balance de Impetu Angular.- La rapidez
de cambio del fmpetu angular en tormo a un punto fijo [ es,
en un marco de referencia inercial, igual a la torca resul-
tonte N en torno a 0. Esto es

N

N =

Qf o
d’ll."v

(1.42)



o bien

Je;;. (x1- 0 TN dS 4 JE:.,. (-0l bt dv = ‘%JE e (a1 00 3 aV
v v v

De esta Ultima ecuncién, mediante el uso del teorema
de 1a divergencia, 1la ecuncién de continuidad y las ecuacio-

nes de balance de impetu linenl, se obtiene

Y = it ‘ (1.43)

Esta relacidén, conocida como la Segunda Ley de Cauchy, esta-
blece la simetria del tensor de esfuerzos. Este es un resul-
tado que se obtiene gsin necesidad de suponer uniformidad en
1a distribucién de los esfuerzos, ni el equilibrio estético
del medio |3].

El Principio de Conservacién de la Energfa.- La rapi-
dez de cambio de la energis cinética masg la energia interna
es igunl a 1la suma de 1la potencia desarrollada por las fuer-
zas externas y todos los otros tipos de energia que entran

o sasalen del cuerpo por unidad de tiempo. Es decir,
3
Z(K+U) =P+ )E, (1.44)
dt <

donde U y P representan, respectivamente, la energiam interma
Y la potencia desarrollada por las fuerzas externas, y E, re
presenta el equivalente mecénico del A-ésimo tipo de energia
por unidad de tiempo {por ejemplo, energfa térmica, energia

eléctrice, energia quimica, ete.) [4]. Lo Ec.(1.44), el igual

que 1las Bes.(1.39) y (1.42), es una ecuacién de balance. En
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un problema fisico dado, lAs centidades P, B, y desde luego
1a energia cinética K, estén bien definidas en general. As{
pues, la energia interna U puede interpreterse como la canti
dad que balancea 1la Eec.{(1,44) .

. +
En el caso de sistemas termomecdnicos el balance de

energia queda expresado por
4
S(E+u)=P+n (1.45)

donde Q representa el equivalente mecénico de la centidad de
celor que el sisteme absorbe o cede en cada unidad de tiempo.
Esta cantidad de calor provienme, en general, de fuentes in-
ternas en el cuerpo y de la transferencia de calor entre el

cuerpo y sus alrededores, Asi pues, puede escribirse
9 = I?h av o+ J q-t 48 (1.46)
v

donde h representa el calor generado por unidad de masa por
1las fuentes internas, y §4-ndS representa el flujo de calor
a través del elemento de superficie d3. Al vector § se 1le co
nioce como el vector de flujo de calor.

Usando las Ecs.(1.38) y (1.46), y escribiendo la poten
cia P en términos de las fuerzas de cuerpo y superficiales,
la Ec.(1.45) toma 1o forma

i[J(%fviv; + ee)d\l} = Ifh‘v;dv + JT‘jv;nde + ‘[fhd" + J“i."\; ds
v v v

v av

+ Un sistemr termomecénico es ajuel en el cual, ademds de 1la
energis mecénica, solo se considera & la energia térmica.
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donde le energie interma U ha sido expresada en términos de
la energia interna por unidad de wass € . De estas Altima re
lacidn es facil ver aue el balsnce de energia, para sistema:

t ermomecénicos, también puede escribirse como

=5

p i€ 2 i v+ a,, +¢h o (1.47)

a

A este ecuscibén tembién se le conoce como la forma local de
la primers ley de 1la termodindmica [5].

1,7 LA DESIGUALDAD DE CLAUSIUS - DUHEM

Junto con la temperaturs abgoluta 6, se considera a la en-
tropia como une propiedad fundemental de todos los sistemas
termodinfimicos. Le entropfe, 8l igual que la energis, solo
es importente » través de sus cembios, los cuales se consi-
dersn, tredicionerlmente, como una cotr superior de la centi
dad Q/6. En 1la mecénicr de los medios continuos se supone,
ademds, que 1a entropfis es absolutsamente contfinus con res-
pecto ® 1la mase. Fn consecuencia, existe una funcién de den

sided n, 1lepada 1a Entropfa Fspecifica o Entropia por Uni
ded de Vasa, tal que

H= J pNdv (1.48)
v

donde p y H representan, respectivamente, la densidad de ma

sr y 1lr entropfa del cuerpo en cuestidnm,
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Igueslmente, en el caso de medios continuos, se supone
nue el crmblo totsl en 1la entropie por unidad de tiempo pue
de surgir, no soloc por cambios en H, sino también por el -
flujo de entropin a través de las frouteras del cuerpo, mas,
posiblemente, el suministro de entropia por fuentes dentro
del cuerpo [5|. La Produccién de Entropfa Total del cuerpo
se define como

Mr=5 - J et ds - J?s av (1.49)
av v

donde & es el vector de flujo de entropie y s es el suminig
tro de entropia por unidad de maga por unidad de tiempo de~
bido a fuentes internas. ’

El postulado siguiente es un axioma bésico de la ter-
modinfmica [5].

El Principio de Balrnce de Entropia o la Desigualdad
de Cleusius-Duhem.- Ls rapidez de cambio de la entropia to-
tsl H nunca es menor que la suma del flujo de entropia a -

trrvés de 1ls sunerficie del cuerpo y la produccién de entrg

pia por fuentes internas., Es decir,

rzo. (1.50a)

o bien




Esta Gltima expresién, ccnocide como la Desigualdsd

de Clpusius - Duhem en forme locel, puede escribirse como’

q 36

e ﬁ; (1-51,
en el ceso de procesos termnmecénlcos simples, ‘es. decir,»
procesos pere los cueles (8]

ES

N ‘ SR E
e = -g- Yy ) 8= -e- - B (1.52)

donde 1ms cantidedes § y h tienen. el mismo significado que
en la Ec,(1.46).

1.8 ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Los principios bfsicos de conservacién de la masa, balance
de los impetus linesl y sngular, balance de energis, y lo
desigualdad de Clrusius -~ Duhem, gon validos para todos los
medios continuos. Sin embargo, no son suficientes vara de-
terminar, de maners tnica, las incdgnitas involucradas. De
hecho, como ye se mostrd, teles principios conducen e ocho
ecunciones con diecinueve incégnites., Esta situacidén es fi-
gicrmente clare si se considers aue, tsl como la experien-
cie lo demuestra, cuerpos de diferente meaterial responden
de maners diferente ante los mismos ogentes externos, sun
teniendo 1a misma geometria y distribucién de masa. Ia cong
titucibén interna de 1s moteris es la responsnble de estas

diferencias [4].
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Un syiome nue crr-oteriza 125 nronicdades materinles
nerticulares de un fcuervo se ll=mz unn liodtecsis fonehitu-

tive. Los hinétesis conshit uhlv"s resiringen:la. clase. de

nrocesos dinfmicos ue un .uerpo‘nueﬂe renlizar,. gL

mechnian de 1os -\enos cor ‘in-xos. o Je o vnnortsnov

ciones uOﬁSulfufiV»S 9],
Les hivdtesis constitutives estan

regtricciones:renerales nue son;~entréiotras.r'

1. Fl Princinio de Chjetivided. Si un proceso dinémico
eg comnntihle'con urie hiné:esié constiﬁuﬁi#a. ehtdh&es to-
dos los orocesos‘enuiv~1entes a. €1 deben ser también compa-
tihlcschﬁregﬁg hi

btesis constitutiva, Rato.significa, en:

otres wrlsbres, nue 1=s Pou:ciones‘ronsfitutivﬁs, v’ppr con

sifFuiente, 1ng vroviedrdes m**erlnlea 4e un ouerpo, Aehen

ser 1nvur1nnteq brjo fransformpolones de

cie, ;
2., F1 Prinoinla de Deternln

uri ounto naterxﬂl

esté determinado porAla

bitrerismente: nenueiin Je

vrrinbles independiente;
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1,¢ &L PLUIDO DE STCKES : ) . ot

3e define el 31uidbfde Sﬁdke
nue [4] |
(ST1)" Admit

(513) 1a £

orientreibnid

jorde &sﬂ

el volumen,. Yy

nue 1ns relacion

sor. e~uivrlentes
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donde da = Oy (Ig, IT,, TII,)

: Ea (1.57)
.“°(01070)75 a, S

siendo I.y 'II,

tes. del fensor ranridez

de deformascidn. i e
De scuerdo.con 17 71,55 ?eﬂién"termodinémicr

T no esté definids- narn un

%
; o,lncomnrpsible (Ih = €%
= 0). Fn este erso, puesto ‘nue T‘solo enfr? en las ecuacio-

nes constitutives en lﬁ,comh1n<016n 5 e, 12 cantidad

vues, 17s eouﬂolones rons i

donde sy o 501
Il y III,
Fn viftﬁé

tensor e Fstue 7.0

vertess unf n'rfn no-dlslnrtlvn:

¥ une oerte 5iéi§y£i§€ f‘

VD":‘ = ugﬁ‘;“lel 4 o( (-‘ E '7 ,A TR 7"(1-50)
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17 ecu~l, nor concistencirs con le desifualdad de Clausius-—

Duhem, debhe swtisfadgi'” -

es “A acebtnr— ex—

o u?ndo 1oq coefiolent
pemciones en series de ‘votencias de’los 1nvar19nfes ‘del

tensor P”pldez de deform=c1on. se encuenfrp [4]nue

1. Bn la nproxim?cion de orden cero’

¥, por consiguiente, DB =.0. con:lo ﬂue'elffensor de‘esfuer

708 completo se reduceis.

En nart1oulnr, si TT TT(P) 1os fluidoe se . 119man~bnrotro—
picos; y en el-emso de fluldos inooﬂnrewlhles. ﬂﬂ— oonst.

v se “ienen los llamndos fluidos no- v1qcosos 1ienles.

2, Fn_ 1. sproximecidn.s prlmer orden (fluldos stoke- ST
sirrios linesles) se tiene

e = ATe
: e 2P (1.54)

&, = 0
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donde Ay ¥ p., los llem=dos coeficientes de viscosidad cine-
métic® y dindmica, respectivemente, son funqiones de ‘las

verisbles termodinémicas PY ©4-¥ pueden ser:determinados
experiment-1mente, Fr este caso, 18s ecuaciones conStituti-

veg n'rr el tensor de esfuerzos se rcducen a

a) Fluidos Comoresibles:”

AT Y 2P

defirida como’

e
coinciden”cuéhé
kes: o

S (1.69)



Finalmente, usando les Ees.(1.26), (1.41), v (1. 552),

s¢ obtienen 1(3 1lamedasg ecupclones ie Wav1er-5tokes vara

fluidos v1soosos comnree1b1es'

leg que, vere fluid

o 1r exnresis

ﬂnfurplmeht
ecurciones de

ciones de Fuler°
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GCAPITULO 2

LA TLORIA - ESPECIAL ~DE ‘RELﬁTIVIDAD
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2.0 INTRODUCCLON

En. el presente cepitulo se traten 1os nrinc1nios fundamern-
tales ¥y 12s consecuencies olneméticas y dlnamlcns de le
teoris esvecial de relativided de Einstein. Yate rema de la
teoris de reletivided tiene un réngo de svlicacidn restrin-
fido, pues en elle se trabejm s0lo con 18 intercomnaraci6n
de 195 medidas heches nor obsevadores inercieles, v cue se
encuentren en une regidn del esnacio y el tiemno donde 1o
eccidén srevitacionsl vuede ser despreciada,

Le teorie esoecirl de relatividad estdi basads en tres

vostuledos fundrmentales nue encabezan este cepitulo,

2.1 LOS POaTULhDO% FUNDAMENTALES

E1l orimer nosfulado de ln feor1n eeneclal de 18 relativided
consiste en eceptnr 19“va1;dez de 1a vrimera ley-de Hewhton.
Fgta,afirms 1o existencis de sistemas de referencia inercis
les, Un sistems inercierl se define como snuel en el cuerl
une verticuls libre, si no esté en renoso, se mueve unifor-
memente describiendo une trrvectoris vetrdn, es decir, 1a
treyectorir de un reyo de luz en el vacio.

Fl sefundo nostuledo estrblece: no es vosible realizer
exnerimento s#lpuno aue nermita detecter el movimiento ~bso-
luto de un sistemp de referencia iﬁerci?l.,ﬁsforsifnifice
aue solo tiene sentido hmbler de da velocided relativa en-
tre sistenrs de referencir inercialer i~oue,'nor cotnsiruien

te, 1a exnresidn velocidsd =bsoluta corece de sipnifiecado,
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Somo consecuencir del sepundo vostulado, es clero aue 1es
leves gernerrles de rcuerdo £ les curles ocurren los fend-
menos de 1# natursleze deben ser exrctrmente les migmng en
todos los sistemne de referencir inercisles. ksto dehe ser
i , pues si 1rs leyes de 17 fisice no fueren independien
tes de 12 veloeidsd dél sigtemr de referencia usedo en

nrrficular, fpleq'leyeq tomearisn une forma vartigularmente

noso,. lo cunl gerin, en contrrdiceidn con el segundo nostu
1edo, une forme de detectar el movimiento ebsoluto.

Le feor19 eqnoolnl de relativided reauiere, ademids,
de un- tercer nostulrdo, Este esteblece . aue 1la luz en el va

cio se nron" a,slemnre cot 1A misma. velooldad “indevendien

temente del esfrdo de movlniento de 1n fuenfe 1um1noqn. Vg
to nuiere decir,' e

‘observadores inercirles
1nrye}9 s 19 mlsmp no 1moor+an

elﬂtivﬂ de 1e fuente luminosn v los ohaer

do 1a velocided

A 1n“combihpcio de»loa tres noqfulndos fundementeles

1ncinio Ade’ relat1vidpd de Einstein (o
<imnlemen+e nrincinio de relntlvtdad ).

sucle llpmﬁrsele'

)Y dc 1ns nrlncinnles consecuenc1es del DTIGClniO de
relrtivided de Elanein es nue el tlemno nierde el cardc-
ter de mabsoluto:nue noseis en 1m meoanloa NewtoniPn ra{

nue, nere 1 toris esnecisl de relﬂfiviiad

1 t1emno treng
curre diferﬂntemenfe en d1qfintoq qiqtempq de referencin

En nnrtiou]»r. losg eventos aue son: imulfénnos en un siste

mp de roferenci” no lo sersn .en ofro U°]
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2,2 BT PSPACTIO-TIHTTC LLAHG DI ETHROLGKRT

Todos los rcontecimicntos en 1r nrfurrlers involucrern inva
risblemente lugeres vy tiemnos en combinecidn. Je define nm
everto como un Pcontecimiento nue no ticne extensidén ni du
rreidn, es decir, un evento es unr entided comnletazmente
definids por 1f posicidn y el instente en aue ocurre. %ai,
vers identificer un evento se reauieren custro nilneros,
urio de los cueles fije Pl evento en el tiemmo, en trnuto
aue los tres restentes fijan su vosicidn en el eswacio. ¥n
tonceg, un evento puede ser cerecterizesdo nor une tetrada
(t,x,v,7) donde t denots el tiemno en nue ocurre el evento
v (x,v,2) son 1les coordenadrs Ceartesisnes del lurer de ocu
rrencin. En genersl, ovares definir un evento, beeta con es-
necificPr curtro funciones de \ps coordensdiss esnpcinles
(x,v,2) y el tiemmo t,

= (x, ¥, 2, t)

a 178 curles se les 11fme 1lrs coordenedms del evento [“].

De ests menerr, los eventos nueden renresentarse, geométri
cemente, como puntos en un hiveresoscio de cuatro dimensio
nes Pl nue se conoce como esorcio-tiempno. K8 importente se
firl”r naue Siemvre es nwosible determinsr métodos overzciona
les nere ssigner las coordensd2s xt 8 lo9 eventos en el es
oreio-tiemvo y oue, i & un mismo evento se le Asirmen dos
coniuntos Ade coordénndﬂs, Xty x*, mediente dos métodos qi
ferentes, entonces debe existir une treneformereidn de coor
denrdra. nue, permite nresr derun conjunto ;irqfio D?];'éﬁ

decir, . : e i

De paui en rdelrnte todo indice rriero tomeréd 1oe velores
0,1,2,3 v todo indice 1rkinn tomers los vrlores 1,2, 3.



o bien

Los concenros Ade. pvpnto Y wa“tloulﬁ estan relrc1onados

rt10u19

cons19te en un® ‘sucesidn 4e nvenfos. Asi q 0949

le rorresnonde, en el ‘esns

7 yrsoloruna. 11—
nes 1llam~de lines de mundo, cuyos’ punfos determlunn 1PS

coordenrdns esnacisles de 1n ncrtlcula en fo&os los :ingten-

tes de tiempo} eé‘dégir. 1= hlshorla de unB nqrtioula es

Ls geom
nue permits expressr en form’ conslstenteylas conclualones
obtenidra r: partir del nrlnclpin de relntividéd. Ia éeome—
trie oue resulta mdecuads oars 1a teoris esnecinl de rele-
tivided es Pruells en 1e cusl el ixterwvnlo enfre 403 even—

tos (x,,¥ ,7,,5 )} ¥ (r,, e Zoet ), defin iido rono,,

b = ctatt - oaxd

AR
dorde ¢ es 17 velocidrd de 1
Ax = ¥, -'x,, Ay'#;
todos log sistenss

un inveriante coan- Yy 1rs srenalernacionerideslag

coordenrdpc e"rpolﬂ]e: v c1 tiéMho, Aesun wiet

3:inernin1
s ntro, Kstnr 1nvrr1rn01ﬂ es "' V~“eF16n matensti
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tercer nostulrdo de 1x relativided especial Bﬂ.

3i los eventos estrn ‘infinitesi

te senarados, el
intervelo ds:

el cunl, definiendo

“{2.9)

nuede escri

(2.3)
donde las N e un tensor

uyos valores

ces,..oor

Tue

donde &% esuneideltn de:Kronecker,:
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Senn 4 y B un 2er de eventos sevrrados infinitesimnl-
mente. Se dice ﬂde el intervelo entre ellos es: temvore-
loide si 452> 0, espacierloide si 4s*¢ 0, y luminoide si
dgt =l0. Fl esrécter temnor=loide, espacialoide, o luminoi-
de de un intefv#ib;es,'eh virtud de su invarisnecia, inde-
vendiente dél sistem# de referencia.

Si el intervnlo entre Jos eventos es temvoraloide,
‘existe un sistems de referencia en el nue éstog coinciden
esnseinlmente, -Si el intervelo es esnépialoide. exigte um
gigtemn de referencia en -l curl los eventos son simulté-
rieos. Finrlmente,; ei. el intervalo es luminoide, dichos even
tos con uno mismo o 1P separecidén esrocial entre ellos es
t#1 nue sélo un~ sedsl luminosn puede unirlos.

3i curlnuier desvlazemiento 4s a lo lergo de uns cur-
ve 4rde en el . esoscio-tiemvo, es temvoraloide, se dice nue
1a curve es uns lines de mundo'tempornlqide;'Si,'enrosrticg
1lar, 1la line» de mundo es unns keodéaica, se tiene una Feolé
sice fempornloide. Anélognmenﬁe‘se definen 165 1lineas - de
murido y las peodésices espacisloides’y luminoides. A las
geodésices luminoides se les 1lams también geodésicas nulas,

Por otrs overte, es éonvenienxe mencionar nue, AdemAsg
del princivio de relstivided, es necesario exigir, en 1=
teoria esvecizl de relntividad.ylﬁ inveriénéia absoluta de
12 relneidn cpusaQefécto_pnraftodosrlos_sistemas,fisiéos:
es decir,'ﬂue gi un evento A-es crusa de un eéento B, eni—
tonces en ninpin  eigtems de refnrencin‘elievento'B‘ouede

ocurrir rntes aue el evento A. Jomo consecuencis del revui-



aito de cerusnrlidsd, vuede demostrarse asue, la velocidad de

rron~frcidn de curlauier sefel portedors de la infofmacién

nue conecta cruse vy efecto, debe ser menor R 1pun1 yla

velocid=d de 1r luz, Rai pues, 1# velocldad de 1871

es 1e
velocidrd 1imite prrr-1a propagrcidn de. 1as inferacclones.r

De este mnrners, ‘es. f#cil ver nue-dos even+'s solognue-

den ester re1¢r1onﬂdos 0Fusplmenfe uno 91 ofro siel

velo entre .ellos eq temnor"lolde. De h'cho. ,rec1spmen-

tc estos eventos nere los runles flenen slpn1f1cﬁdo los

conceptos de "sntes" y "desnueg"‘ 10 aue es uﬁa condlc1on

necessris pere nue fenFn 9entldo hpnlpr de c"una v eferfo.

Sen 0 un evento puplnu1ers.‘ Resoeoto a: 0. el eso901o~

tiemno =se lelde en repione% disflnfes.‘LB tofalliad de.geo
désicng nulns aue pﬂsnn por el evento 0, constltuyen una

hinersunerficie,: el cono. de 1luz de 0, sobre 1a-cua1 se en—

cuentran todos . los: eventOﬂ .Aue -pueden-ser. conectados 20

medisnte uns sefirl luminogn (vérge '1a Pig. 2.1). la totnli—

49 de liners de mundo temporsloides lleran el interior del

conio de luz de 0, "constituyendo Jdos regiones en: el esnacio-

tiempo: el futuro de 0, -y el p=zserdo-de O, Todos los evéntoq
oPre los cusles, regpecto a 0, Axe ) O, formrn'e}~£utu£o de
0: mientres nue todos rruellos vere los aue Ax°( O{fformﬂn
el cfsedo de 0. L= totrlidsd de eventns nue <e enruentr»n
sobre 1vs 1inens de mundo egvnclnloldes nue pasan

evento 0,

,nor el
formen otre rep16n en el esnavxo-tlemno. el vre-
sente. de 0..
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2,1 FL GRUPO DE TRANSPORMACIONES DE LORENT2

FEl pruvo de trrnsformeciones de 1= mceénica de Mewton es el

de 1rs transform=ciornes de Gelileo. Las transformaciones Ga

lilesnirs son linerles en l=s cuatro coordenrdss X, ¥y, 2, 3
son ortoponrles en 1las tres orimersas, vy dejan inveriante a2

12 coordenads temnor~l, corresvonidierdo a2 1a ides de Newton

de un esoecio y un tiemno #bsolutos.

Clsremente, 4szdo nue 1a unicsz velocidad inveriente ba-

jo el grupo de Gelileo es una con mPgnitud infinifa, la~

teorin egpecirl de relatividad no vuede admnitir al Frupo de
Galileo como grupo de trensformaciones. El gruno e trans-
formaciones oue resulta ser consistente con el prlnclnio de

relativided de Einstein es el de las fransfornac1onea de

Lorentz. Ias trensformeciones de Lorentz son aﬂuellaa trans

formeciones linesles homogénreas

nue dejen in

1o tunto;‘éftisfnce

~por-consiFuiente,
son de 1r forme

(2.9)
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Tomsrido el determinante Ade smhos ludos Je 1a fc,(2.%)

se encuentre

de modo nue

-~ (2.10)

Ademfs, hrcie se obtienc

nue imnliqﬂ;l,

de 1 cunl se‘éig“

desconectring:

1. Las Trénéfdf e cro Prooiss:
det A = +1, siemo A

trensformreidn iden

?, Les Transformnciones de Lorentz Urtéeronas Tnnro-

vims: det A = -1, éipnolA:‘;‘4l;}Ré%e aubconjunte contiene
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un elemento Ig trl oue

un elemento;. I

Proniﬂ

cggntra

Las trensformrciones Ig e I£ realiiéh las overaciones
de inversidén. en el espacio 'y en-el--tiempo, respectivamente.

Lns trensformaciones de Lorentz ortécronas prooizs for
men un subgruvo, el gruvo de 1ss transformaciones restrin-
gidcs de lorentz. Este, es un gruvo continuo 6-paramétrico,
251 nue cumslruier treusformecidn verteneciente a este sub-
Fruvo nuede obtenerse n:rt1endo de 14 identidrd e 1nfegran-

Jo unr serie de frrns“ormaclones 1nf1n1teslm~1es de 1. for-

Un elemenfo ﬂelvgrupo de frnnsformtvlones orf6cronns

proninsg, esyla tronsformrclon nue deja invariantes dos coor
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denrdes especirles, por ejemplo x* y x°, y trangforma s xv
y x'. Esta, es 1la transformreidn de un sistema de referen-
cin inercial K a otro K’ aue se mueve, -regpecto 2 K, con

velocidnd V a 1o lergo del eje.Xx'e: . - -

L= metriz de treansformscién de Lorentz: es, en este ca-
s0 merticuler, : o

donde

(2.18)
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2.4 CUADRITRNSORES

Lrg coordenndas x™ 2socizdags 2 un evento en hlgﬁn-éistema
de referencir inercinl.fnueden vonsiaerp“se'comO'cbmﬂOfen-

tes contrevericmtes de un vecfor Ade noulcién en el eqnnolo—

tiemno de Minkowski. ?n generrl. una,colecclén de cupfro

crutidades

cue, ide”
Aacuerdo » 1?‘16

consfituyén‘

tensor de rango unoy,

1ecclon de custr

constitﬁyén
de rrugo uro,

s 1e ley .

Amnos flﬂOS de comnon

como

Le comnonent

noriente femoo

se 1llrman comoqnen €’ eswpclnles.
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Tz oronied-d fund:mensrl (2.8) de los trrnsfornaciones

de Lorentr imnlic= nue el producto.

Una cols

constitdyen

como

nonentes en todos los sistem

el tensor métrico, .cuyrs co

! Yo Ny
sepundo es el tensor comoletsmen

comnorentes, YT, ‘ne.defi

s {es antisimétrico: znt'e el intercrmbio

de curlruier par de indices.



L3]

L~s comvonentea covrri-ntes Euverde & formon, tamnién,

un nrreglo de ninerne comnletsmente ‘antisimétrice, pero’

e-menciond, consiste

locid=d de 1piper

como

donde x* = Ax*/IA

vh

1
/1 - vi/e? ) c/1l - vi/ot
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donde vy v* son 1 magnifud y lre comnonentes, resnecti-

vemente, de 1= veloeildsd ordinsris rridimensional. Geomé-
tricrmente, 1le cupdrlvelovldpd es un veotor unitserio tan-
gente » 12 linee de mundo de 1a narficuln. Clnrnmenfe, 1asg
comrorientes de 1z curdrivelociderd ‘o son. 1ndenen41entes,
nuesto nue

u=u, = 1. . L (2.21)

El cusdrimomento (o 4-impetu). de uns. particula

ge - de-
fine como el cundrivector,

colineal 7 l& cuadrivelocidad,
cuyns comuonentes contrav=riantes son

¥ = mocu™ : (2 )

dorde mo es la mesa en revoso de le verticula. Usando 1a
Ee.(2.2R), vrra v suficientemente venuefin en comparacidn

con ¢, lmrs comnonentes del cuadrimomento vueden eseribirse

sproximedsmente como

“gto permite 1dent1kica 4 1a oomoonente temporal del cua-

de 1a narfirulﬂ

drimomento con. 1n'e e*rip

1e ecurl, salvo !
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esvncizles corresnonden, olrramente.'? 1as comnornicntes del

impetu ordinnrioffkidimen51o al.’Asl ‘pues,

gual nue en
ie une par

eXferﬁos

¥ los oorresnondlenfus car,lo% en el cuadrlmomento' egtan

mension;ljDST

La comoonente

este forma,'internretérée comd-l

lize trebsjo-sobre.la.

Iag ?cs.(Dr?D) son: 199 eourr1onee de movimxenfo de

1= o rticulr, 3e elloq qe qlgue. 1n“edxatnmenre, aue " ln



cu9dr1vclorzdad e uns n«r 1ru1ﬂ 11hre es constrnte.

Por otrp norf

ticuls liure nuede
[13], 1 o ecurclon
oueden obtener:is:

unin =rc1on w d

donie & y € son;u

ticuls. Asi cue

entonces -la accidn

Ahorn bién;, 1 Principio de Hemilton,
je entre toaaa las ‘_alnnmicamenfe noaihles fnue

nasan nor €.v t; frﬁyerfor1° reel corre«pondzenfe & 1n

nsrticulﬁ,'es’ quell#»nnrf-lp .uel 17 peecidn tiene un valor

extreno. Fsto 91‘.1flon ‘Pu otras n—l hrpe. aue 1~s ecun—

ciones de mov

= partir de 1n rondlol

rnes se. obtiene



1z cutrl, medisnte une intefFracién por partes, vuede eseri-
hirse en 1r “forma’

es decir,

tente.

Usando 1

ruevsa cuent

lo nue permi

bre como

21 £t Ulr"f‘.zpyc_

A larrenginne,

ci=1, com

a~rticuls libr

ce convierte en la exnresidn drds en (2.37).




A continuncidén se considers 1la parte de 1la Accién nue

corresnonide = 1la enerrie nofe.01=1 U.

de Minkowski, es decir.

remnlnznndo 6

1a Ec.(9.38)>sg cbnv1erﬁe

Y, por Ponllﬁulen

culs result

De estr Ultima exnresidn es-clsro nue,lr'ﬁresen019xievﬁna
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enersic notencinl eserl-r es enjuivelente 'a un incremento

e 1~ mass de 17,n?rti¢ulafpbr,la1chntidad U/c?. friegte

er90, 1 viriecién

1o nue, medisn
mino 'y recorinndo-nuerling $x

duce #

las nue,

nue son les_ ecuncione

birn obtenido.
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».~ SISTEMAS DE WUCHAS PARTICULAS
. t r g .
A vesar de nue en re1=f1v1dad euveclnl no; ex1steriplnr0q e

simultrneidsd nbcolufn, es uos1h1@ formu fi

un 1stemn e ﬂuchps nartlcu

pare 51 aistem

Frn est- eknres 6n. nonde a 10 nue

serfis 1» P0016n

1ns onrficul,s en 91 s*stema fuesen 1i-

bres. Fn esfe férmlno, lns~1ntcprn1es ge tornn 7 lo 1nrro
de nnanellre nrrfes ‘de lns frnyeotorlnn 1e 128 narticulpq
aue estsn entre dos sunerf1cles egpanisloides 0, ¥ ¢; nue no

e intersecsn (vé;se3lunFip. 2.2). Rl sefurndo término re-

rresent= 1o -nerte-deintersccidn.entre pﬁrés de narticules,

goui, 1rs intéﬁraléS'sé extienden suficientemente nfs alls
de G,y @, nere incluir fodos los efectos de cualnuier nar-
ticulr sohra 1ns nprhes de las trayectorizs de las otrasg
nertficulas nue'eshyn entre 0, v Gi. Los limites de estes in-
tepreles 1enendéﬁ; vor ronvieuinnfe. no - solo de ¢, ¥ 03,
aino tembién del noteneinl de 1nfcr°c01on Ui« Este deren-
iencis ce indiers eon 1F notreidn. GT) y (o).

Ins erupolones 49 nov1mlenfo del s1qtemp se. nh,1anen

n

s n-rtir 191 nr1.01n1o‘de H"milfon, 6e ncuerdo nl ruﬂl. Tq

verireidn 4 ", o 4e ‘necin depe Pnulprse
rirciones.de lrs!

ribn reot=Ar porioy Gi.’rl aso-del 1nhorvnlo dllerenc191 s



A |

x2
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en 17 intcrreles nue entreon en lr funecioninl de recidn. res-

trinFe 1ss verincione

“uellns. aue gesnl eamirtible

i

un eonjunto.d

les nue

dorde x% = dx4/dX{.

ruede escribirse .como

v el renuinitp.sw

mienta




1Y
prie]

fn)

(2.33)

relstivistes. (” 53)
debido = 1es-intesr es ~ue en ell"s nnprtcen.“ f‘l”!‘nme*'ﬂ'e,
erte diTienlts 1"5 i‘or"mlrc"on de un 'wrol*'e'w'le z'\loreq ’

inicirles. hienj"iefm;qo, nera estns eounnonee [|3]
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CAPITULO 3 -

L4 MECAU1ICA DEL MEDIO CONTINUO INVARIANTE DE LORENTZ

BAJO EL PIMTO DE VISTA DE UN OBSERVADCR THFROIAL



3,0 INTRODUCZION

Este crpitulo constituye un primer intento de formulacidén
de uns mecénica de fluidos invariante de Lorentz. Aquf, un
fluido es treatado desde el punto de vista macroscépiro y,
por consiguiente, es igmnorede su estructura molecular y
consgiderado como en medio continuo, Este, a su vez, ge su-
pone eauipedo con una estructura topolégica, modelado en
el espacio-tiempo lleno de Minkowski y, sobre el cual, se
define una medida no-negativa; la masa,

Los puntos del esvacio-tiempo, como ya se menciond en
el c=pftulo 2, son considerados como elementos primitivos
# logs que se les 1lama eventos y que son, supuestamente,
todos enulvalentes, 1 esnacio-tiempo es meramente una co-
leccidén de puntos dotrds con ciertas propiedades, entre
les que se encuentrzn sus propiedsdes topoldgicas que sonm,
por esi decirlo, 2cuellas que no son afectadas por deformg
ciones arbitrerias del esoncio-tiempo 831. Claramente, la
topologsin del espacin-tiempo esté restringida, hasta cier-
to punto, por el tipo de ireometris nue se le imponga. Fn
reletividad, se supone nue, locnlmente, la topologfa del
esgpncio-tiempo es 18 inducida por le estructure métrica Jel
egpacio-tiempo llano de Yinkowski; es decir, que localmente
gon vélidas las leyes de 1o teorfia especial de relatividad,
Er. consecuencir, es posible mapenr uno a uno y en forma
bicont{nus los puritos de curlouier regidn peauefin, nero fi

riita, del esnacio-tiempo sobre los puntos de una regién co




rregpondiente del espacio-tiempo llano de “inkowski. Eata
propiederd del esprcio-tiempo e¢s eanuivolente n suponer nue
sus puntos constituyen une vsriednd; 1s variedad espacio-
tiempo. Asi mismo, ésto hace posible 1a asignacidén de cooxr
denndng » los puntos del espario-tiempo.

Aqui, de nueva cuents, se supone que los observadores
son inércinles Yy 1§ ro existencir de efectos graviteciona-
les. As{ pues, puede suponerse aque globalmente la topologia
del espacio-tiempo eg equivalente a la del espacio-tiempo
llano de Minkowski y, por consiguiente, basta con un sgiste
ma de coordenadas parc cubrir tods el espacio-tiempo. ™
otres palmsbrns, aqui la mecdnica de fluidos es enmarcada
dentro de 1la teorias especiml de relatividad.

Tor otro 1lado, los cuerpos, los movimientos, y les
fuerzas gon considerados aqui, al igual que en 1a mecdénics
clésicn Je los medios continuos, como elementos primitivos

Y, se suporie, son dados a priori,

3.1 FRELIMINARES

Aqui se presenten, brevemente, nlegunos de 1of"ponceﬁf§§iy

resultedos metemdticos que, con frecuencis, serdn utiliza-
dos en las secciones siguientes. '

ANILLO DE CONJUNTOS.

A todo conjunto cuyos elementos son,en‘s ciertos conjun

o
tos se le 1lnme Sisteme Jde Tonjuntos.’

+ 51 no se especifice lo countrrrio, solo serfn consgiderndos
sistemas cuyos elewentos son a~dr uno un subconjunto de un
cierto conjunto fijodo X,
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Un sistema no vecio de conjuitos R se llamn Anillo
si de Ae'R y BeR se deduce AABcR y AnBeR , donde

AAB = (A - BYU(B - Aa),

es 1¢ llemeds Diferencia Simétrica, y donde A -« B es 1la co
leccién de snuellos elementos de A que no pertenecen a B,

Puegto que psra cuslesquiers dos conjuntos A 'y B

AUDB

i

(AnaBYA (AND)

A -1

n

an(anm),

resulta nue si A¢R y BeR, también pertenecen 2R los con
juntos A UB y A - B, Qonsecueﬁtemente, ur anillo"de conjun
tos es un sisteme de conjuntos invariante respecto a las
opernciones de unidn, interseccién, diferencia, y diferen-
cin simétrice. Es obvie que todo snillo es, ademig, inva-
rirnte respecto o 1n operacidn de tods unidn o interseccidn
finfiters,

Im conjunto E se llama Unided del sistema de conjuntos
D, oi pertenece » D y oi, ndens, pora todo AeP ée,VErig
fica 1a digunldad i k e L

an.

As{ pues, le unidnd de

cosa que el conjunt

todos los demés conjuntc

Un snillo de c‘tmdm'x'ﬂ,.ﬂf"e..!’I‘F’-"".ii

minr Algebra de conjuntos.-




&0

Directamente de lr definicidén de un anillo de conjun-

tos se degprenden los teoremss siguientes:

Teorems 1. L» interseccién R=(\%k:le un conjunto cunlquiera
de smillos es tembien un anillo.

Teorema 2, Curlnuiers aue sea el sisteme no vac{o de con-
juntos ® existe un rnillo y s6lo uno, ‘R(N) que contiene P

y esté contenido en curlquier snille @-que contiene S§.+

A1 ernillo R (D) ce le 1llama anillo minimal sobre el
gistema ®.

1 LGEBRAS DE BOREL,

®rn vrrios problemss, en la teorfir de 17 medidn, en particu
lsr, e5 preciso considerar la unidwn e interseccién de unae
crutiled rnumerrble, y no solo finita, de conjuntos. Por -
eso cornviene introducir los siguientes conceptog,_adgmés
del de Pnillo de conjunito-s,

Un nnillo de conjuntos se llama 0 -enillo si. junto -

con tode la sucesidn de conjuntos A, Az, cvey Any oes con
tiene la unidn :

3 =U Aa.
)
Un anillo de conjuntos ge llame . §-pnillo si junto -
con todr 1n sucesién de conjuntos A,, Aq, f.;.”An;_;;- con

tierie 12 interseccién "

D= nrﬁnt.x
n [

+ Lr demestrreeidn de este tebrem?~puode-vnrse enla-refe-
rencin (15], . Vit R



Es ngtural llemer G -algebre 2 todo J-anillo con uni
424 y &S-algebra = todo §-anillo con unidnad, Sin embargo,
eetog dos conceptos coinciden: toda T -algebra es 2 1la vez
unn  S-plgebra y toda &-nlgebra, una @ -algebra [15],

Las d&-algebrns o, que es lo mismo, las G -algebras
suelen llamerse Alrebras de Borel o, simplemente, B-alge~
bresg,

Fl ejemplo més sencillo de una B-algebra es la totali

dnd de los subconjuntos de un conjunto A,

ESPACIOS METRICOS Y TOPOLOGICOS.

Une "“étrica sobre un conjunto X eo una funcién que~a'cada

perejn de elementos X,y € X hace corresponder un nume

erai
positivo s(x,y), y aue tiene lag propiedades siguienfes.
(") s(x,y) = 0 si, y s86lo si, x = y.
(¥2) Axiome de simetria: s(x,y) = s(y,x).

(#3) Desigunlded del Trifnpulo: s(x.z)é>é(;;§iwl-;(§,ij

Un conjunto provisto de une métrica se llama Espacio
Métrico, sus elementos se llaman puntos ¥y a s(x,y) se le

1leme le distzncia o el intervalo entre los puntos x e y.

71 %X, es un punto de X y e€>0, entonces al cenjunto
Ue = {x] slx,x.)¢ce},

ie todne los puntos x con’ s(x.x y<6=ge-le-llama-la veecin-
ind esféricn de xo e rrdjo e o, sinplemente 1a € —vegin-
ird de X,. e

un veeindzd veféricﬂ es qivplemento un easo pnrtiou-
1rr de unn vecindad genevel defxnidu coww kiﬂuﬂt



Se dice ~ue un subconjunto U de X es una vecindnd del
punto x si contiene uns vecindad esféries de x.

i'ne estructurn més peneral nue la Je espacio métrico
es 17 de esnrcin topolédgico.

na topologfies sobre un conjunto X se define haciendo
corresronder 2 cpda punto x € X una coleccidn V(x) de subeon
juntes de X de manere nue se verifiouen los asxiomas sipuien
tes:

(V1) 3L UeV(x) y ¥ es un conjunto nue contiene a U,
entouces TeV(x).

(v2) n UeV(x) y X[ ev(x). entonces Un\‘leV(x)

é1 =

eani-~do con 17 topologin. Los cpnjuntds nue pqitenecén n
1= coleccidn V(x) se llemen las vecindades dqlfpunto X.
Tuede demostrerse [16] aue 1na vecindades de los puntos
de un esorcio métrico satigfacen log axiomns (V1)-(v45. M
cousecuercie, todo egpacio métrico ee tanbién un esprcio
topolérico. llur métricm sobre un conjunto X induce, sobre
é1, un=2 topolorio.'Aunnue tode métrica 42 lugar é'uﬁé toro
losfe, 1o puedo*e:k#blécerse,Freéiprncﬁﬂ ﬁtn;snue‘toda~ho—
volopis “urpge de nlgunse métrien, Fn este séntido, se diee
~e m esb;égofiﬁgdiébiéo'k es metrizable ai exinté uns

métrien cobre cneviﬁﬁuce 17 topnlosis de L.
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Jeg M \m 5\1\’“‘0‘13!11‘.1‘0 rie An en: mcio to“olo ico X, fri-

tonces se dice< fmn

p\mtc’r';in'rérior Qe My rolsexiss

: (1) ' -pgn?;o xe¥

te une vacindsd : 1 conj\mto e tod sv,

los puntos iﬁheri

denote pos i, =

(2) i mﬂm

te una vecisind V de

.

iorps,-iﬂ " se ll,?m\ el ex !.erior «le M,

todos los puntos exh

vecinied de x ¢

aue no -erhenecen

frontera de M

es ﬂhierto, sl M

siennre MCM.
o v,"\os
5111.?--
mn Conjuntos de nnrel 'lo 3’.].‘ f i

-~

Sez Loun esp'x"io fopolo; 100 s c} lt ._'ytc'alr:s

1ne su hranaur."oq shiertoe Je T{.ﬂm plmde iemoatre ! ; W]
(1) El eubeon jirto vagin ; 7 :
() Ji4ay® son ;ins c'“
entonces A N2 nnrt»’nene n :ﬁ s
(3) 31 {4] esamn £ _,n_i‘"

A, entonces Ui pertenr"ce;—
1 ; ;

Por otra 1-~1a,

se dice 1
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Ao s 12 ver, 1o eneil »m_wv‘a'-u z-1f1m
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EQUFOVORPISMOS,

Ffery, Ay B do'i cc*junf.o’é. Ie.. uﬂnpeo f '*:,1

ce 11r~mr-r., re"necr.

vomerte

renpgo de.verize idn:

o bien

2 P'l elwnnr.tn a e

11rrr 1a° rre- r:(-endg Cr aeA txcx. nx'mﬂmer.be urn
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Si f tiene 17 rroviedad de nue f(A) = B Y. en conse-
cuencir, cedr elemento de B es unn imapen, entorices se dice
aue f e2 un MAneo Fpimdérfico o un mapeo sobre B, Si f tiene
17 vroniedsd de nue cads elemento b vosée a lo mas una ovre-

imrpen y, vor consigfuiente, nue f(e,) = f(a,) implica a,= =,
entonces se dice nue f es un M2veo Monomérfico (o uno 2 uno)
de A en B. 3i f es evimérfico y monomérfico, entonces se 4i-
ce nue f es un Maveo Isomérfico de A sobre B, Pn-este csgo,

y s6lo en este crgo, existe un meveo inverso

fue mroea isomdérficemente B sobre A,

Se dice aue dos esprcios tonoléricos X-v Y

de rl slstemﬂ de los conjuntos nblertos ‘de

1lemn, er este caso, un Homeomorfismo:de X sobg

Dos esvecios homeomdrficos son,. -por 16 tento,

de Xy v.= f(x) Se d1ce nue fV
foce cuplﬂu1erP de BUCHE i

(1) Prre crds vecind dU € V(;
We V(i') 1;571_«:'1ue f(w)c.,

(2) Pars. ”dn vec1ndpd Us

smam

V(V)_se t1ene;hde‘f"(ulé”9(x).




Continuid~4d Globrl: Ses f: L —~ Y un meveo el saenncio
tonoldérico Y en el esvreio tovolérmico Y. Se dice nue el mo-

neo [ es ccﬁrlnuo, o mfs rrecissmente continuo sobre ¥, si

se nrtiarrce au ﬁlﬁu1ern e 19" ?iyuien’
vrlent D“]

(1) f ‘es oontiluo ‘rera c;d,

pgcondicioneg esui-

rredo S C ¥ ,estcérrqéo;

Teoremr: 3, ‘loq m"neos

nuos, tonceq~el

es contir.uo. ;

preio tonoléaloo X

Teorems 4. Un" ﬁeo?hﬁof uno-f e un e

sobre un..est nrﬂ el runl

£ son contin uor.ve un bOMeomo*P1qmo. necinrocrmenfe, i

f esun homcomorf1qmo de X sobre’ Y, entorices : tsnt\‘t eomo

£ 2on conrinuos.'

Irsg 4émOﬁhraciones de estoviteorenss

1t rnfcfencié[’bhar

EL CONCEFRC: DE EEDIDA.

In concevto mfc re*e*ﬂl que: e1 iovnnll emirni-
ilo e conjuntos. Fete conreofo 4esen.eq Tor—

trnte en ir teorls le 1r medi 3

n cintenr Je con)uufo@ S SP 118” Lio »inen—




nience ¢l conjunto vzciov¢~;jest5‘cerredobrgspecto a le

ceniuntoAte

donde A s

n:tivoﬂ{; 
(3) m(A)

esecomno-
eicidn finita

de un conjun

Fual-
dr 3 g

Notese aue, de lr

n{g) = 2m(¢)"es iec1r.km(¢) = 0.:



3.2 LOS CUERPOS

Se define un cuerpo como un conjunto ‘D de elementos primi-
tivos X, ¥, ... , 1lamados particulas o puntos materiales,
y dotasdo con uns estructura definids por los siguientes a-
xiomeg:

(91) Fl conjunto A esté enuipado con una estructura
tovoldgice; es decir, D es un esnncio topoldgico [49].

(¢?) Existe un conjunto W de mapeos ¢, w, ... , cada
uno de los curles asignes » cada oparticuls Xc% uno de los
puntos de un esovscio Fucliderno tridimensional E;.

(C3) Todo m}apeo YW es uno = uno,

(C4) Pers crde weW, lz imagen espscinl B = Y(®) .’éﬂs e

; . . +
uns regién en el espacio Fuclideano 83.

(C5) Si X es un homeomorfismo suave de E}’ enRy:

++ ; i
entorices el mapeo XeWwelW , S L

++4+

homeomorfismo «usve. )
(C7) Existe uns medida invariante M, real y no-hegéti
ve definidn pers todos los subconjunvos de Borel ¢ de ® .
(C8) Pera cada weW, 1s medida m, = M<%' inducida por
M sobre lm repidn especinl B = (), es absolutamente con-
t{runa, relertiva » 12 medids de ILebesgue en B. Frntonces, de

scuerdo con el teorema de Rrdon-Nikodym, existe una densi-

+ Se llama regidén 2 un conjunto compacto con fronferaa sua
ves ( o al menos, suaves a pedzzos ).

++ E1 simbolo * denota 1la composicidn de mapeos.-

+++ E1l -1 superpuesto denotn el inverso de un mapeo.»



Ana

ded py tal aue

M(e) = j Pelxi)av (3.1)
V Wie)
donde 1a integral es unsa integral de Lebesgue, y V es 1la
medida de Lebesgue en E3 -el volumen tridimensional ordi-
nirrio. )
(c9) Pora ceda WeW 1a densided i, es positiva y aco-
tedn, v
Los mapeos W« se 1laman las configuraciones,dei
cuerpo B, y el punto xi = WY{X) ( i =1,2,3 ), 1la posicién
espr cinl de 1a partfcula X en 1la configuracién W. La fun-
cién M es 1» distribucién de masA del cuerpo B, y-el-nime
ro M{¢) es 1~ mase del conjunto Hc®, La densidad \Xw se
11lama 1A densidnd de masa del cuerpo ® en la configura-
cién W, S
Todo subconjunto compacto % de B con frouteras suaves
r nednzos se llama una parte de B, Una parte % de un cuer
po ) puede ser considerada, a su vez, COmMO Un CUErpo cuyas
configurseiones son lrs restricciones a % de las configurz
cioncs de B, y cuys distribucién de masa es la restric-

cién de 1a distribucidén de mnsa de 3 2 los subconjuntos de

t [9]. -

3.3 CINEMATICA, FEL PARA%METRO DE EVOLUCION, MOVIMIENTOS, Y
DEFORMACTIONES

Al deseribir 1ef evolucidn de los cuerpos, es necesario pre
suporier ls existencim de un sistema de referencia y 1a de

ur. observrdor estncionsrio en él. Los sistemas de referen-
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ci= en los aue se brsa 1» Teoria Fspecinl de Relatividad
son, como €8 bhien conocido, los ll=2mzdog Sistemas Inc}cia-
les Uol. Fri consecucniciz, Ando aue aaui 1z mechnica de
fluidos es enmrrceds dentro de 1la relatividad esvecial, se
suponien inercisles log sistemsas de referencim nue se uti-
licen.

Fri un sistens inerci=1 K, un eyento 7ue ocurre en un
punto P =1 tiempo t esté caracterizado, como se mencioﬁé
en el crpitulo 2, por custro nimeros; A ssber, por las tres
coordenndrs nue esnecificsn el ounto ‘P donde el evento ocu-
rre, v el tiempo t Al nue ocurre. Estos cuatro nameros se
1laman las coordenadaa'eénﬂéib-tieﬁpo del everto. Frn porti-
culer, si se uge un sistems béfieéiﬂno de coordenadas en
el sistems inerciel K;'se ncostumbra, como anteriormente

se hn mencionado, déhot' fpor (ct,%x,¥,2) o, eouivalenfemen

te, por (x"x‘*&’?x’)*'la

coordenadas espacio-tiempo del

evento, Lins coordenadas esnpv1ales X, ¥y 2 86 encuentran

midiendo, con una regla esfvndpr ern reposo respecto a K,

lrs nroye001ones del vector de nos1cxon T de P sobre los

ejes cﬂrreslsno

er-fanto oue cl tiempo t, el tiempo lo-
e#1, es 1eido en: ur'r'1 :

colorado en reposo en
el punto P. -
B 1¢ mecnr.ioD clﬁs1ca donde se supone infinits 1=

veloeidrd de nronrﬂ’cion de

’ns 1nt racclones.”exlgteruna
elrrs distincidn entre esnnclo y r1empo. Fstas doa entidna-
Jes no esten conectrdrg V'el”fiempo'correqponde.'de una’ ma
noere neturcl, al nqrnmetro de ‘evolucidh de 1 s evuaciones

ie movimiento, Ademfg, este anrﬁmetro es un esnalar frenfe




r1 rruno de trsnsformaciones de 17 mecdnica clésica; a8 sa=-
ber, el fruno de firlileo.

En 1o formulercién Minkowskisne de 1m mecdnica relpti-
viste de una werticuls. el tiemvo loeal constituye, como-
se menciond snteriormente, 15 coordenads cero de eada uno
de los eventos de 1 perticuls considerads. Puesto que l1a
velocidrd de nronﬂbrEiéﬁfﬁévlaé internceiones es en reali-
dad finita, no es ooslhle considerar, en este caso, al es-
pecio y al tiemoo como entid-des separsdas, De hecho, 1la
imrpen fisicn es ahora bastaﬁte diférente a'ia jel caso . -
Newtonirno, y el‘candid;to:més'hatuféi'nara'ocupaf‘el lu-
far del pardmetro de evoiuoién q;

el 1nfcrvalo ] entre los
eventos de 1= particuln ( ° bien. e1 f1empo nronxo de 1n
particuls definido como T /c, donde c'es la ‘velocidad
de 1= luz en el vscio). Cla 1 )

[ 3 17t1empo,
oronio como perdimetro de evoluclon esfﬁ justiflcndp ‘vor-1a’

suposicion fisics de nue el ritmo del reloj “proplo"' eI~

reloj nue se mueve siguiendo ln perticula, no se Pltern

nor efecto de su mcelerscidén relstive n cualauier slsf ma
inercinl [1].

Frn unr generrlizscidén » un sistemz de N’partiéhiaé (o
¢ un medio continuo) sperecerian, sin embargo, tantos iﬁ-
tervelos entre eventos ( o tiempos propios ) como nnrticu—
las contengo el sistema. Fn estses condlc1ones, 1# deqcrln-
cidér de 1» evolueién del sistema se dificulta desde un prin
ciolo, pueg surge el problema de 1a comparncidén de todos
los relojes vropios entrc ellos, No obatsnte, es posible
introducir un dnico verémetro de evolucidén si. se recuerdas

nue, desvués de todo, es inevitable la iniermccidn entre



el sistemr en cuestidn v un observador irnerciml que ha de
ger tegtigo de 12 evolucidn de dicho sisteme.

Sez 0 un obsgervador en reposo resvecto s un sistema
inerecisl K, v (e¢T,%,Y,%) l=s coordenszdzs espacio-tiempo de
U. Sundnp-se que O observa, nl tiempo T, un evento cuyas
coordenrdrs son (ct.x.y,z).rﬁh est?s condicioneg, es eclaro
que

(T = 6 = (K- xP 4 (Y -yV 4 (2 2),

donde ¢ es 1t velocided de' 17

de estr ecumciduly.e

auelos eventos cuyas

1a ecuacién -

donde

con i, j = 1.9;3; eS'lﬁa&istehéia esphci=1 entre 1a posi-
cién de 0 y el luévf’doﬁié ef,eventb ocurre. Bn palabras,
0 puede ohservnr,todosr?quellﬁs eventosrhuér“ocurren" so-
bre 12 perte inferior de su cono de luz. Fn virtud dé aue
el observedor (* debe -poder ver-en-:todo. momento el _cuerpo
nue estudia y, en consecuencias, aue 1597coor4enédasfésée-
cio-tiemoo de los eveﬁtos'de‘todps~la§:partieulaé‘ﬂél cuer
po deben setisfrcer 1le Ec;(3}9);'néféce\n$£uraiﬁéoﬁéidérnr

#1 tiempo locnzl T del observedor inercinl O como el parime



tro e evoluecidn para el cuerpe nue O estuiia, Claramente,
nuesto nue, nor hivdtesis, el observador ¢ se encuentra en
renogo reznecto el sisuemz inerciaul K, el intervelo dife-.
reneirl entre eventos de O es, en este sistema de referen-

cis,

ds(U}é;’ng.b‘“:"‘ﬂ' J';‘-fii"(3.3)v

En consecuencis, el tiemno T renresenta e1

ualmente,

tiemoo vropio del observador. O.f;w‘
Teniendo en ruenfa lps anterloras coneideraclones;{ﬁ
continuncidn se deflne 1o nue, TV ¢

constituye un mov1minnho de un cu

dende R(U,X:T)

oveervedor 0
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(M3) Pare csda narticuls Xe ¥, el intervalo entre
curlnuier oPr de sus everntos es un intervelo tempor2loide.

(M4) Todo miembro de 1m fomilis {t,} posée derivadas,
hastr de sepundo oriden, inclusive, con resvecto & T. Sien-
do 1» orimers derivuedn uns funpién continua en Xy T, y
suave en L; y 1= segund? derivaqé al @enos contipua é nedg‘
708 eﬂ Xy T, : -

Los axiomes (M1),. (M9) ¥ (M]) son exigencias de carac

ter fisico neceqrrlas en 1z

Los dos nrlneros expre

san 1a necesid=d de un ohservvdor 1nerc1nl ﬂue sea fesflﬁo

de 1l¢ evolucion del ouerno s fin de ooder descr1b1r su
comnortermiento; y-el ferner nx1oma seﬂala, ‘eomo - fue meneio
n~do en el ceoitulo 2, Aue cuﬂl1u1er AT de eventos,nerte—
necientes & 1a historia (- linen de mundo ) de unn ‘perticu-
1= deben ester relsciqnaﬂoshbeuaﬂlmente.mhsi%pues;iunnhoéz
viniento de un cuerpo ﬁgconstituye una congruencia (coﬂti-
nua )} de line~s de mundo‘tgmnorﬂloides c24p unA de 1lssg
curleg tiene, exrctnmente, un pﬁntokde interseccidn con 1a
parte inferior del cono de 1luz del'ohservaddr 0, al tiem-
po T. Est= congruencin de lincas de mundo congtituye 1o aue
se 1lem» un tubo de mundo ?ehnbrnloidetTCh). Claramente,

el tuho de mundo § (D) renreqenfp 12 evolucién, con resovec-
to »1 tiempo nroplo de 0, del cuerpo ?)en el esnacio-tiempo
11lrrno de Minkowski es decir, el tuho de \unGOQYTﬂ es 1a

historis de B, Fn. 1 Flg. 3. 1 ae_muestra.la. evolucidn-del

cuervo B sepun el ohservndor 0L



M.

Y
..

X%
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Por otres n~rte, rsignende =21l observsdor inercizal O un
gigtems Cartesisno de coorden=das, 128 coordenfdas esnacio-
tiemno de 1la pnrficula XeBen 1a confiruracidn W(%;T) aue
0 observe al tiempo_T.-gstan dadas:por ’

.cT fkR(xi(X;T))
' (3.4

S (), 1)

eg 1o distal

dor O y 1ﬁj J
De 1a mismé )
observa al-tiem de 1a

Ademf s, ﬁﬁqgt e st efinida ‘al mer : ;HVCE).+

nuede eseribi

donde X =y ey omec_i

morfismo suav

+ Los simnolos



alero ~ue, medi»n 5] u* 1eq"r*ollo 1e lav %J en ser1eq de.

jonde of(am)’
perior.en AT,

Je2 con resoe

niree como. .

xe (X370

donde se ﬁvhgdeﬂinqu

Pisichwenfe;
veloeidrd ordinrria.t
onservzior inerolﬂlf

en tento que la part




R

renides con nue, segin el obiservsdor 0, cambin 1a coordens-
‘da temworsl de 1= perticula X. Yétese aue el cambio en 1s

coordenrda temporal de cuslouier varticulz Xelm mede’ sur—,

gir vor dos razones: (1) por el tiempo AT trunsrurrido se-L

plr. el observador 0.y (2) nor el incremento AR = 6y

e la distencia de senaraclon en tre 0.y la pﬂrflCUl“ X du-'

reate el intervelo e

empo AP, De 1= Re (3 7b) es claro’

xé”b{‘°1 1a V910011?d U‘ es shfi—

aue, vera crde nérﬁicu
cientemente nenueﬁp en comuarﬂclon cor la velocidad ¢ de

12 luz en.el. vqcio. it dT. Adenne. si . 1a p1rti ula X se
mueve SoOre. una suncrf1c1e (ewr'rinl) estérlrp con cenfro,
en 0,.3t = 4T

, ep tﬂlrcrso 5qxlix- = C; es 1erir. 1A

distencie R aue qennrn Pl observador 0 ie 1° oﬂrticulp‘ X

nermenece constnnte.

Clnrnmen

ds entre los e

X est’ dado ipor

de donde esiinmeii
4T y. AT del obser

esten relscio

Fr con aecue 1z per .c By 1; ruﬂdrivelooi—b.
qrq uk = dx"’ds v 1° velorlind UP dxF/BT “eﬂnerto nl

observedor 0, eaten re]nc1on~d°s A través e,




ue = (3.9

Por otrs oarte, un observ-ijor colocado, en reposo res-
necto = 0, en 12 posicidn 1nqtﬂntﬂnea de la narfioul# ?cf\

mide, para esta nprficula. unn velocidnd ve dada nor’:x

<
2
o
o
'.z
]
"ol

Xt ,‘ o  "?'19?,

o

rue, de rcuerdo con ‘las Fes.

(3_7),‘esté relarlonadn con 19

velocid=4 U™ aue mide” dor 0. como’

Ademfe, usrndo la -

o(3a2)

y nue RN
. ";(3;1})
dorde v = ﬂﬂ(B}il)
v (3.13). e
(3.14)
donde

-L;“:.»v.:v”: v__,‘ (?,iqﬁ




Nlarracrte, de 0urrno con les e s. (1. 40). (3.12), ¥

(1.14), se “ﬁthfpcen 1rs 1ru'ldﬂdes 1pu1e tes.

¥. €n consecuencila

relacions entre

tiemnos T, T y f nue. ooﬂo vp se menvloné renre=ent n Pl

tiemno nronio de 1n pnrfiouln Xy e‘ flemno nrorxo iel ohser

veior inereciel O, .y 1a coordennin tymnoral de 1n pnrticulq

L, resvectivrmente. -Ademés,.

ugrmdo l2 sefundn ifFualisd en
2.1A) ¥y 1a Fe,(3.11)

féoilmente. nuede mastrarde sue.;

EE T R _:"(1‘.1}7}

% (1,16) :
(!.17) norén da R

. .

3.4 DERCRMAST

tenecientes ~ un suer-
=0 By, ‘viaeen xP((‘“)-y YP(_,‘).'TEEWLPTi” Aente, g enor- -

Jernsidna egnﬂrio—tiemno da Sug-eventon rorrpﬁao'dlo tes.,

aundn B ce ﬁnrlnnfrp pw'\-'~nr-1rur'~16w Wit™) e’ 0 Ak

cerv-s ri tiempo T, _%n ilon TAU i'q ﬂ"*t\~"‘°" e Y snn



=1

"gercenas” en la configurscién W(%;T), si sus eventos son

tuyles cue
xt (Y1) = x»(X;T) +  h*(X,Y;T) (3.13)

coti |h* (X, YT <o |xr (X;T)

En virtud del =xiomm (M4), si 1as perticules X e Yc¢ R
son cercrnrs en 1o configuracién ¥(2;T), también serén cer
crnrg en 1a configurscidén ¢ (R;T’) si T’ no difiere mucho
de T. Asi oues, si las coordenndrs espacio-tiempo de les
perticules X e Y setisfacen 1lr Ec.(3.18) al tiempo T, al

tiempo T° = T + 4T se cumpliri aue
xk (Y3P7) = xw(X;T7) + b (X, Y;T7) (3.19)
donde |b¥ (X, YiT")|¢< | x¥H (X

Ees.(3.7), los

'Aaeméa;”de ééuérdb‘gopglas
2 de la fculas de B,

# los tiempos
de

i xb(

De est= -mrne

11endo UH en ser

mostrsr nﬁg
h* (X,

Asi nues,’ s




en decir, les vrrticuless X e Y se encuentren igualmente
cercenFg en les configursciones F®TY ¥y w@3T + 4T).
otreps nelrbres, gi el tieﬁbo T ae tiéne U¥,,= 0 en un pun-

to drdo, en 1la locelided de ese nunto el cuerpo no se de-

forme 21 Daser de la'éonfiﬁuipvién ¢(®;T) a la configura-
cidn (AT + 4T). Agi pues. eq naturel considerar a los

términos (&‘ + U”.,dT) como 199 cantidades fundamentales

eri el Aanflisis de 1as prooledﬂdes 10011ea de la deformacidn.

thor= bien, sennv

los 1nfervplos entr
y xe(X377) ¥ x»(Y

entre eventos es un 1nvnr1Pnte

rente a trnnsformnclones de

Lorentz de coordenndns, los 1nfervalos Se(X YVT)‘y,Ss(X YiT)

rno serén ifurles en fenersal, nues la traanormn 1on (3 20)
no represents uns treusformseién de coordenadas Nginp-}af
evolucidén del cuervo respecto nl tiempo probio delzébéerva-
dor inerciesl 0. o ¢

T.a cantid=4
§s2 (X, Y;77%) -~ 63*(1,¥;T).‘

nue efectivamente.es. un. 1nvnr1nnte frente ansformacio-

neg de Lorente de coordenndﬂs. puedqfconnidefafse—como,una
medide de 1e deformrcisn

ﬂue_sufrefgl“cdern6 %'alfpasnr de



17}

1= conf1purac1on w(B; T) & 1= confxauraclon Y(®3™). Cuando

T° = T+ 47, usﬁndo 1?@ eouavlones (3 ?1) v (3 99),,nuede

eseribirse, den en aT,

= 23;’Qh°'h°'dT-':i 1'(3 .24)

“Tes(X,YiT)
Ss(X,vin),
Yy se hen definj.z

: _(‘x_.és)

e 1rs Fo

e 1fs deforma i

tes U piy o més orevisnmenfe, la parte slméfrica de U‘.¢.f

iﬂlchnente. 1aq cnnt1dades F.p ooanltuven una med1da e
1+ rrpider con nue el cuerpo se deforme el nasgr »de, kun_ i
configurceidn # ‘otrs ( infinitesimalmente nréxima Y;”;Asi
ruee, estrs contidajes constituyen una entidad anéidﬁﬁfel

tenzor rrpidez de deformrcidén obtenido en el capitulési.
1.5 k1 WALANCE DE WASA

Se= 5 un cuerpo y {%.} un movimiento e %)Telativo'n“un’oh—
servedor inereisl 0. Je pcuerdo cern el 9x1oma (L”). todo
cuerno P tiene uneP nroplndﬁd 1nv9r1nnfe, llﬁmddn magAa ¥y je-
nat-dr nor N(B). 1la cuel en renl y no-nesstive, Te inve-

risncis 4e 17 mezs el cuecroo P nuede exvressrse, ueando cl



axioms (CY), en 1= forme

donde Py pﬂ
guraciones W,

Anui, =1Ji
dios con*inuoq

orimitivo’ v su d

' +
de 1=s dlmen=1oneq vinéma s de 1on 1*ui v tlemno.

Puesfo qup 1a frpn.formncxon aue relaoxonn 1as conf1—
guraciones w(&‘T) v W(} ) es, de Acuerdo con el nxlqmn

(7A7), un hnmeomorf19mo Sunve. Pntonres. cunndo T "T'+1AT

con AT suflcinntengn?

expresién

Kr(X3T + AT)A
obtenidr nnfe :bé—
eribirse com

n eonnecuencis,

+ Junto con estzs sunosicionen Jereri-v sronorcionsrae mé-
todos vrArn medir masss; ain embsrpeo, t21 rrebhlems ne sers
discutido en esie tr=hsio,
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exnress 1 inverirsncis de 17 masa, puede eascrioirge fomo

o bien

1n eurl, 4rdo
de ncuerdo con’

escrinirse en

donde 1ag n

mponeites de  1e normal uni-

terie erferin te de suverficie 4r je 1= fronters

4V de 1~ rerion ulyimé ecurcidn exprese 1ue ei cam-

rio nor el “iemnp deiis mnes conterids en uns regifn fide ¥

.

ocurre nor virtui del flujo de mese = travée de su fronterr,



1A

For otra perte, usando l&s ecusciones (3.11), (3.16)
vy (3.17), 1l ecurscidn de continuidsd vara el observador 0

nuede escribirse en 12 forme

;: a)x"(l‘”"') = - }Av'——(ln—) (3.28¢)

Yy, pdemés, vuede mostrarse aue

En estes condiciones

de trl. merer
1a8 nnrticili .

m1en‘ro, entonces 218, E

pues en ese cAso S;xivi = 0 para cnda una Je las varticu-
1rg de B . Esta misma ecuncibn, nuc corresponde 2 12 ecun-
cién de continuidad de 1a mechAnica clédsica de los medios

continuos, se srtisfece svuwroximadsmente si v es lo sufi-
cientemente nenuesia compnarsda con ¢ de modo anue U’ e,

Nsturelmente, lo mismo ocurre si el observador: 0 estudia

una regién del especio suficientemente pecueiia por donde 9y
pass y é1 se localiza, pues en tal ceso,. de agmei‘do.con 1a

Fe.(3.2), t= Ty, en,conseéuencih'. Ut=miey
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3.6 EL 4-UOMFNTO LTMEAL

FPor eurlosis con 1= mecénica cl’s1ca de 105 nedlos contl-

ruos, el Cusdrimomento uinenl de"'" "g confi_
surncidn ¥ (%:T) se. def1ne c

tes son

donde p = p(x%.?) es 1= dengidad
figuraeién W(EET)} es }

de maga 4N =pdv.'

nario tel coma: lo, mlie nl_ohqervsdor 0.

Por 1= formn enkpue se he: def1nido el nﬁoﬁiinénl.

cadn unm de. sus oomnonentes puede coQ aréé_cdhofuhh"me-

didn renl deflnlds pare ﬁri'é'de”Boiél de

1# forme

qndes v
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FEste Gltims exoresién revresentms, pers el observador 0, 12
densided de energis cinética del cuerpo B en laz confipurs-
cidn ¥ (B3T).

Por otra perte, =1 pager de la configuracién W(7;T) a
1a configurecién w(7;T°) el cuervo sufre, en gemeral, umn

cemhio en el 4-momento lineal. Este cambio esta dado por

AP* ='J' wewavs = | pewav,

,wtﬁ‘,ﬂ ¢

siendo 4T un incremento infinite-
snterior con-
duce ‘

la cusnl, dadafﬁ

1= formn;:

de donde se. sigu

o bien

Naturclmente,. estns:Gltimas cuatro.exvresiones son comnle-

tamente enuivrilentes. Sin embargo, conviene hacer noter aue



er 128 expresiones (3.34b) y (3.34c) 1as diferencinles ds

y 4t no pueden salir de 1lss integrales pues, en un®? mis-—

me configurscidén, 8 y t tienen velores diferentes para 4i-

ferentes particulrs del cuerpo y, por consiguiente, son

funciones de 1as coordensdess, Esto no ocurre con las ecus-

cién (3.31), rues T, el tiempo pronio del observador 0, es

un perfmetro indevendiente de 1ns coordenadas.

3.7 EL BALANCE DE 4 PC"F‘!TO I-INEAL

nue los "renfes exfernos urp' ,"l‘ouerno,x :
Zomo se menciond er. el e ni'rulo 1, desderfe;]:.
de los medios contiruos, ‘las fuerzas aukek;','k.v‘: a
cuerno pueden ,clﬂ,nificans,e,,en',dés ‘arup

de Cuervo y (2) las Puerzas de Suncrficie

LAS PUERZAS DE CUERPO. o
Un sistemn de fuerzag de cuerpo pers. \m cuerpo ()
frmiliz (R} de funciones _cuyo‘s’ valéz_‘e’ ' el

egpacio ordinrrio y- fu;]etps P 1os

: = inducida nor B
Y(R)y fes' ‘absolutrmente conti-

nua relativa al volumen de’E. Fn co...ecuem‘w. tiene una



dengideqd 'I‘.‘ tal nue

q‘q(ﬁ);J Pav.. . (3.35)
T SR SN -

(FC3) Les ,componeixte’s:de_le;dénrsj dad ;_,‘«ie";fﬂerz.a Je...
cuerpo son acotrdas, : :

LAS FUERZAS DE SUPERFICIE‘

Un sistema de fuerzas de super

ai‘!a_;fim;b:uer_'do T es
unn familia {’F:} de funei ' ' ibi‘qé vectoriales tales
nue ot : el

(?S1) Pers tod
es uns medida de v
juntos de Borel

(FS?) 51 tc®

(7S3) 31 Wc\l’ ¥ aB :

q= Fuw, reafringlda a los’ suhconjuntos de Borel de 1a
fronters- 3B d

‘V(vaﬁ)', ehtonce's 1n medida'ir.ri{:ci- ‘

= ql(ﬁ). es absolutpmenfe oonfinue ‘relati-

ve rl Aren rle 13 superflcle esnanpl BB Mg tler.e una 'lens:L-
d=4 T fal nue :

donde 44 eé' s lemer.to diferencml de sunarficie de: ’lp
fronters 3B de

Tes‘un ter.sor ordlnario ‘e '*semm'!o
rasgo y s’imétflqo que;,” como ‘ge mencioné er.-el. capitulo 1,



a1

se 11smp el Tensor de Esfuerzos del cuerpo © en la confi-

purprcién W,

1a forma

puesto aue, de;'ay

gencin,

Adicionrlmente,
- . Vv N
trl F () comunics e

v se wrorone,

dorde P es 1n perte e

definido vor le Ee.(3.30)

‘irtur=lmente, como ouede:esnerarse vulso no tie-

r.e provieindes de transfornroidn. simples, Sin embesrgo,’ es
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posible introducir un 4-vector de imoulso I® definido como

1= J . f*484V = 4P"
Sy I

donde £* es 1p densidnd de 4-fuerza agociads

1nd de fuerzajv('ﬁ.fé.di?ir:'ﬂ‘.) _cuyss comvonentes

veré. ensesuida,

tiene tue.

o bien

v, nor coneipuiente,

(F o+ v TY¥



o rien

¥ S 2 ]
(F + v T)e ¥ = ; Q_"

(3.44)

nuesto nue,

como nued

e uzciones de Pa-
lrnce de 4

donde-

(F ,+ diVT) v s ”i"’"')?gx'.‘ L (3aa6)
e -“‘[1 S e

Clqrrmgnf

vectores. mor..u




o4

es olorp ~ue 1~ nrrie temrorrl de lrs Fes.(2.45),

ecorreston

en trnto. ou

corregnonde:-a

vimiento de Of



“DE TORRNTZ.

ARBITRARIO .




4.0 INTROTUICICN

Este capitulo cnnSfituyefunP generalizacidn del enterior,

Aoui, 1as conflpur scioneg de un cuerpo no se intercretan

como les roF1ones del

svecio”ordinario nue, sepin un ob-

servador iﬁnrcxnt el’cuerpo ‘ocuna, gino como regiones so-

bre 1l°s nlperqunerA’ es del esnpclo-tleﬂpo 1iano de Min-

knwaki, ~ue ooﬁf1e “esnncio OT]IHPTIO. Te hecho,

1ns oonflrurpclones el cuerpo se conisideran como lasg reesio

nes formsd=2s vor lrs 1nfersecolones de 1ls8 lineas de mundo

de las pprfirulﬂs del ouerno, con ‘anuéllas hiversurerficies

del esncoio-rlenpo de Ainkd5ski aue contienen = todo el esg-

pP01o ordinsrio,

Ia evolueidn’ Hel” ouerno qe descr1he nedxante un narame

tro nrhltrnrlo,»el nnrsmetro de" evolu01on. Al ﬂue. "omo un

co reﬂuisito,-se:le»pide,ﬂue gez real, suave y mnon otonemen-

te crerienfe;"~> S

Como un= Ponanruenvxn de. 1ns n1nore51s 1nfroducid

se obtiene uns ecuncidn parso el belance de’ maga’ ouyn forna

devende de 10 eleooién'dnl parémetro de eVoldcior:lNo obs—

trate, melirnte uns Plecv16n pdecuadn de dlrho nnrémetro.

estrs eccurcidn se reduce 5 1e ecunclén de oonflnuiind ordi-
viarina, Lrg ecnnolonﬂs de hnlnnce nPra el 4—mon9nto linenl,

=i obtenidng, v‘esm‘l_r.nr.. '1 1puol nue en el capitulo Pnfe-

rior, inidenendientes. de 1' 1°cclon del parAmetro de evolu-

cidn, . T
Finelment e, ~qe~anoe nobtarinue,. a-fin.de jeterninar 12
estructurs A€l tensorie csfuerzos,” eg necessria 1a.elaborn

cién de unc heorir nnnsr1ru‘ iva aueisen Lorenf? invariante,
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4,1 LO3 TURERPO3S Y SIS GC“?IGURI».&V”

frn ests seccidn se nro“o“rlonﬂ uns pene #lizoacidn ‘delos

sxiomersg

Un

1 um‘ 101’1

jetos = las restricei nnoéen Tos' bxlomp

un- prrie tgﬁé el
je B un velor 1

(52) Todo. ne
crrte eqnnciﬁl de fodo WeE’es uno » uno.

(83) Porse- oadny

‘eW' ’I.r, 1m:=g'en de. % en HYA". . “="-P('Ra\

constituye una reFlon sobre una de 1ns hipersunerf*nlen ie

"

My nue vonhienn A

1ar, 1= uerte eapnginl de cﬂdﬂ Wtw n=nen uffben une replon

ie F}.'

(34) %iLQ’y:wiﬁcn_nlnmcntﬂﬁ'ae‘#, el maven X W W
le W(T) ex wﬂh}; rs;nﬁ 4

e nerTe wapreinlidel ene X Yo

rﬁﬁorPlﬂmo [unve. Fn nnr*icx‘cr.

. se’surone; eaiin ho-



oRr

meomorfismo surve de i-‘P("i’a) en. —\;'(‘Pa).

(C5) . si:X ‘es un nomeomorumn

el mrpeo 'x.ﬂ\\’ es ur. el

noT ¥ gohre:

t{nus relstiv

cuercis, tiern

(38) Pers

trdn, o
A ir'xrﬁ ‘aue-en'al Jlo 3, © los zineos WeW se les
surrdisnea” Jol cuerto B, los puntos X eP

se 1llemrn lr's n"rfu'u'lr*q Jo B, v el ounto x* = W¥(X) - es

11 wrf- 1re oo

el evento de 1n nerticules L en 1s confijuracién W, .Ia fun-
cibn k-es e districucién de nass del cuervo, v el nidmero
“(%) en 1r mrasdel esniunto BCD. A py se le 112ma 1a den-
gid~4 de mrgn.del cuerto Men 1s conficurzcidn W. -
Ademfs, ‘como“en el croitulo anterior, todo -gubeon junto
comnmeto ‘c;, de% con ix‘on\errq cunves, o nedrzog a1 ﬁénos.
se 1lsn unr pn;ﬁt 'le ‘P.) 'n '”'"ﬁe 6 e i vuerss Bt muede
~er considersd:, - eu vr-v, oomnn _m c'u'f."r;rr‘q f:":.‘i'v:i cn.fi nre-
riones =on e .ristriceicres r % e lzs cﬁnfi{furecmncé’%e

®y, ¥y euys liciriounidn de mnast es 1t restriceidn de 1



Vel
[Yel

ligtribucidn de mpsp de % 2. los suhvonauntos r]e %o

n le Fm. 4.1 se -nuestrar. algur.ns e rbnf:.rura—

ciones del ruerno .‘m
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lidtese ~ue rhors, = liferenci= del coniftulo anterior,
129 nonfivurnv1ones de1 ﬂuerﬂo no qe 1ntervretrn como 1fie

regiores iel esvscio Ordlnrrlo tue,: serun uri- otgervodonr

irercinrl, el

s'ho,co o los oonjunros e even

to= nue const in rrrqeool..vs dP 1a3'4i*ea< e

mundo de’ 199

}r*irulss del sxsfpmﬂ 'oon 1an binercuuerfi—

cies de "4 aue contlenen uodo el .esnae in ordlnnrlq. P

nsrtinulnr;

mue Tarman: 1?3 in terEEchlonés,de"1és
1ineng de mundo de 1rs w-rticulrs de un enerno % con lc
arrie "iﬁfericr“ 181 covo ie 1z e un obaervedar ije:cinl,
conztituye, decde este nuev* nymto ie‘vietﬁ.'unn 1e 1ss .con

firur-cione~ Je eake cuerno,
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4,7 105 NOYINIE l“OS

Unn frmilin ur.o—nurpncfrlcv {‘-Y,) e comwurnclones 'le un

euerso B c-nns

v monéﬁoz‘.""

tro de Fvoluomn, no“i-.e'cesnrin"ente ha- le ser 1v"r=-"mnt

frente = ‘.rrr.qforvnrolor.es fie Lorerhz. ’

(52) I,ns Mnflrurﬂcmncs aue conshituyen 1 femilia
{%1 son conjur.to’s"\de eventos) s jenos dos » -ios: es decir,
si W y Y% son Jos confieuraciones curlestuiers en (Wa].
entonces Y(®;A)N Q\)(’P.;; XY= ¢ =a menos ue A -_'-';\"f',»caso en
el nsue, Unicz y ex'ciu'sivnmente. debe ,satis'facersye;‘i Hu_e‘ o
W) = W@, ’ '

(73) 3i ‘PA y ‘-P
de B, enfor.oes el i

W(xia)

h

cing de cﬂr’o er fiulco neceqprms en 1n feo*‘i" Pl_ormero

ie ellos exvresn 1*» necetni d *e un oriferio ﬂue, e=trnle~
cido a priori, wr.rnn.r' defmir el order. en nue "e..tran »

esgene” 1re confipurcciones del cuerno T . Fl axioma (7?)
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erpresns, nor su n=rte, aue sohre ecnda une de las hinersuner
ficies donde se enruenfran conflgurecio fg de. 1a familia

{W;S se locrlizs un=z, ¥y sélo una, de 1n8: ronf1;urnolo.es

ane eonstituyen el movimien (¢a e 9b Ademéq, d1onés

hiversuverficies deben
res donde se encuentr
cién es vecis, El t

en el croitulo ?,

toris de uns nnftic@l
te. .

Por otra. /parte
son regioqés

purrcidn’ W Texis

aue deben qﬁflsfsce voordenadns esnaolo-t1emno de 1os
eventos de fodns 1Ps nnrtirulns de . De heoho, es*n fun-
cién define 1= hinersunerfic1e de M, ‘sobre 1la nue ‘ge encuen
tre 1# regibn W Ub 1) Asi. vor ejemnlo, en el onnitulo 3,
donde ae coneidera.como bnrémetro e evalucibn: 'nl fiemno
vrovio del ohéérvsdor inerecisl 0, 12 fur010f de e formn

(4.2), corresnonixente, es

/v:(j;ﬁ)

1r cunl, wrra esen(n 1n hlperaunerflrie nue

constituye ol conn de 1u7 del ohservndor 0.
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Anors bien, si x~(\c-x) Y(X3A) y x*(X5A7) = WA ")

son 1les roordenﬂdﬂs esnnoxo—r1emno de 1a m

it ioula ve® en
1o ronflﬁurnclores w(h.%) v W(bvl )' re PEP i

Tonces, de ncuerdo oon el

donde X = W,ﬂ'ﬂ es un home
en Y(Bir). Ademﬁs, 8i: X

escribir como
x* (X3 A +'A))'¥

qonde

al perémetro ‘A, “de 1lra- onordenndns es‘

tog de X 1nf1n1fes1n!l~nnfe senprndos se fien

x“(K;A +. dk)

x:(x;x)i.fl @:‘(*é‘ix;‘» o

de donie se sigue nue.,parr ordy nnrt10u1° i ’ 1a oundri

velocidrd. u%.y: e1: ynnerpdor del noviMienfo Q“ estan relnoio

n=dos vor

Cwds = dé’ax."‘ ! R )
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donde, pare c=dr perticula X; ds es ellintervalo entre los

eventos x*(X;2\) y‘i*(xfl‘+ d)).‘A partir de esfarﬁltima ex—

“(4.R)

?or;ofro,ladb, phesto aue, de 9cuefdo con el Axioms
(54), 1m -perte especinl del mspeo 7L%‘“i°“{yes. NOT 8u Dar-
te, un homeomorfismo suave de @(ﬁ;k) en ¢(®;A’), entonces
el Jeacobirno de 1p perte esprieial de 1= transformecidn (4.6)
es no-singular, y esté drdo vor

j=detliaxi/exi =1+ &, m  (4.9)

Fn consecuencia, e

?9(%{5{5‘

lé'fggiénke5p3¢i 
giéﬁiéépaciél'ly A1) A tra ,

esté relrcionsdo co

vésg de

DFFORMACIONE

Anui, al ipurl nue:enie

donde, pars eada’ coordenada, |hU(X,Yia)] ¢ [x%(X;A) v iR
est=s condiciones, procediendo de manera sndloge al-capitu-

lo 3, vuele mostrsrse nue en 1~ confipuracidn G (B3 + 4A),
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lon eventos de.lrs parﬁicdlé‘x e Y'estan relacionados por

(4.12)

Aonde, whrs

Ademés, ei

8s'= L
(4.14)

son los intervelesientr

Puesto nue, como. se ﬁencibné”én

&85’ ~ st nuede conq1derprse oo

2 1r conflpurnclon ¢(b A +~.x),’ea olﬂro Aue’ 1os resnonsa-'

nles Ae ln= ieformpcior.ee ave el ouerno sufre- qor. los fer—

minos Ewp, €8 decir, 12 verte aimétrice de los gradientes



1na

del generndor del movimiento, “uevemente, las centidades Eap
constituyen une medidse de 1z rapidez, resgecto al perémetro
de evolucién A, con que el cuerpo se deforma al pzsar de

unr configurscién a otro.

.3 %I CUADRIVECTOR DENSIDAD DE CORRIFNTE Y FIL EAIAVFV
DE MASA

De recuerdo con el leom
piedrd invprinr
ma (C7), mare c

de mage n t?

donde V(B:A) es, de =

regidén nue, en’ e1 esn,c1 or
del m=neo ¥, rpsocip nl ouerno qb

Por otra parte, indo aue le mess V(%) Y T

el oroducto }AGV son escnlares, es claro, entonce e

1lerg crntidedes
AMIXS = AV = pvEavaE,

donde v¥ = dx“/dt,'constituyeﬁ'las!cb ) nentés de un cuadri

vector. AdemAs, dﬁééﬁb'auefdh:=iédyjt, el elemenforde hlner
volumer, es un ese ' un usdrxvcctor.

el Jurdrivector De eld,d e

= v o tan
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La perte espacial de - j* forma uni vector en el esvacio

ordinerio,

nue corresnonde, como se v1o ‘en el canitulo 1 ¢

1enelﬂnd de corrlent

i% esn J° = Qe

fhore bien, pu

entonces el 4-v

escribirse com

donde P VP’

tes n 18 confisur
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do lns Ees.(4.6), (4.8) y (4,10), de ls éc,(4.20) se obtie-

ne

“(4.21)

o pien :(4,92)

Nnturslmente rgencie de un 4-vec-

tor es un escf

cho e 12 FRe'i (4

te, el*miembro;dere-

un ‘ssenlrr. B4 consecuencin. 1a ecun
cidn (4. 93) es u.n exnreq1on covpriant S :

4.4 EL BALANCE DR A—VOHFWTL LIlEAL

Al ipusl nue en el eapitulo 3, el. Puadrlmo

un cuerpo.® en 1a conflgur~c16n W(b A) s

curdrivector nue tiene vor vonnonenfes 1p

P¥(R33) =J pouday L (4004
i W
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Agi wuer, de nueva cuents, crdz uns Je lmg comvonentes FY
del d-momento lineal, vuede congidererse como unr medidn
resl definids pzra todos los gubconjuntos de Borel de T.
rrealutement e cont fnus relnﬁiye 21l volumer Jde 1n repidn es-
neeierl YR

En o virtud de Vs

coniunAensidnd TUE peu¥.

¢.(4.19), 1r densidad de 4-momento

ite, J'",‘- estan

(4.25)

Ecs.(4.6), (4.9); (4.19), y1a
e  £fcil obtener nue, el utnaar
de 1la configureecidn wk(vﬁ:Av) z1n9 'cqnfi_aurnciyén Wi A+ ),

el 4-momento linerl 'ie/lr‘cﬁerbb % sufre un crmhio 4ado por

e 8, A, S

\;'\k;l

1» cunl, Je fcuerdo..

hirne ew la for

o bien
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Aonin f* revregentn, como yn se nencxono anter1orﬂentp 1a

denciisd de cuwdri“Je“7h_( f‘dv es 17 cuadr1fuerzh‘.ofq1

Aue retan sorre el eleacnfo de ﬂﬁsn 4P av: ),‘ Y nostu_

1rundo nuevnment “Zaue

se ohtienen lagi;

Obvisaente, est

‘1~rﬂnenfe(

nes (4.31) fnmnién nueden escr1biree como .

Sunoniendo, ademﬁs, ln existencis de un cunrdritensor de. se-

Fundo renfo, T'P

entoncen, en for n.covarisnte

4-rorento 11nenl

nuesto "ue, nor 4911 1viéd. vjf, Ve AL fenanr T'Psa 1e

Tlemard el Jundritensor Je Fafuerzon del uernozﬁ.
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Jlorauente, los resultados onuc 1dos en cl rresente

ernitulo se reducen n. los del ornitulo erior,icusnios.

nio, T, -1el ohscrvwdor 1nerrin‘A

rnes Y, nue consultuvev el wov1mi(

1los elemen )e‘V oue. vara codP T

nes sovre 1lns nirerquoerflcles de “4‘

ecibn .?). ] .
ne 1n.cre°nnfe aﬂoer rotar: nue si1le: evolurién del

cuerno B =e deﬂvrihe en férmlnos de nnuellas 0onf1rurncxo-

nes WeW nue anvesn 'n ﬂ)cn res wnes sohr‘e 1os hlne nleno:a

t = constante. entonces 1z coordenada feﬂnoral x'
giunlernente el»hlempo t,. nueic. ~ons1dernrso
de evolueids y, en este cnso, 19 ecu8016n 4e u\l

1le meze, *2.(4.73), se reduce .n

es Jecir, 1n q-dlvertenniﬂ ]el 4-vector dens1dsf

te cs nule,

1r fornre

(~tensor de esfuerrzos,

momento, &*P, defiﬁidoicbmo

&t = }vaeu ps j(fvnjﬂ T ""(4'.'37)



F1 4-tensor e enersin-momento es un tensor simétrico

je sepundo ron Vo.‘sus‘comrohcntes son

donte, en 1= nlflmf nnrre le 4n unﬂ de ostns rres exnre-

siones, €0 nPN nocno noroxlmuc1onnq Dx?” el ceso v ¢k
Tlarsmente, 1nrcomnonenne 6 corresncnde 2 .1a.densiiad.de
—~ngo-enerpis cindtica del cderwo. los términos. &% constitu
ver. 1=¢ tcomnonentes ielvvector e flujo e ﬂnsn-enerﬂie,ci-
néticos .y gﬁ,es 1r comnonente i tel vaentor de flujo de: le
companente 1 del momento linenl.

fnorr bien, como fué mencionedo anteriormente, 1la cen-
tided p/p es un irveriente bejo irensformreiones de Lorentz
y, vor coneiguiente, nuede identificsrze con 1n dengidad:de
megn del cuerpo er rervoso, Forilo tento, 17 traza-del d-ten-

car te enevrris—momento,

d-tencor e cﬁert{ﬂ—"aﬂn i
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4,5 LAS ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Un= ve? nue han sido seleccionzdos el perfmetro de evolu-
cién vy el tivo de confipursciones en términbs de lag nue

ne de . describirse 1s eyoluciéﬁ deiunpéperno_%. exigtirﬁn.
en fenersl, varios movimienfos vrra- el cuermno considéraao;
es decir, veries families uﬁo-pérnméffinas 4e confifuracio-
rnes nue setisfrcen los a%igmAs’ (Nl), (ﬁ?), (HB), v (R4).
Sin embergo, no todo movimxenuo correanonderé 2 un mov1m1en
to real del cuervo.

La clage de movimientos nue un cuerpo puede realizer
estf determinamdes por. (1) 1lss leyes dinfimicas de 1la teorin
¥ (?) un conjunto de leomns oue cnracterizan 1as pronieda-
dea meterieles nnrrioulﬂres del cuerpo; esto esg, un conjun-
to de hivdtesis constitutives,

Jomo ge menciond en el c=pitulo 1, 1lams hivdtesis cons-
titurives nue pueden exuressrse es 1a formn 16 relaciones
funcionrles entre el tensor de esfuerzos y ‘el movimiento,
se llamen ecunciories constitutivrs, Tales ecuaciones permi-
ten determinar, pars ios mrterizles iderlee 1ue ellag defi-
rnen, ls estruciurn del tensor de esfuerzos. ﬁentro de 1rn
mechnices clésicr Je los medios continucs se hn investigado
una smolie verieded Je ecusciones coustitutivas, y se he
desnarrollndo una teorie general para teles ecuaciones ‘[9].
Sin embergo, en: estp'iirécciéf; djesde ‘el punto -ie-vista: de

1o reletivided esneoxﬂl ‘1e 1nvest1gec16n renlizadn es orée

f1rnmente nuln
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I~q nindtesis constitutives esten sujetes a ciertes
restricciones de esrfcter generzl. Fl wrincinio de ohinfi—
vidnd es une de est=3 rcsrrlccxones. tal vez 13 més 1mpor-
nrnte. Fste orincivio, vare. 1= mﬂcnn*cﬂ ﬂe 108 ~edion. con-
tinuoe fn&nrinﬁté"de Loreutz, pueie eefnnlereree ﬁe ln M=

aeres niruiente:

F1 frir.eirn' die onaenvm»d”

Lﬁs hipéfeais oonsfifu-

tivrg dehen eer-1nv*r19ntes

q\o frnnsforchlones de Lorent

niecegerio Nue e,re evvrﬁsndn cen: férnlﬁos~de A-tenzores.
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kr -este travajo, -=1f'u1enflo las idecs de-iioll .[9]. se ne

introducido” ur es'mema 9x10mét1co en el Aue ge riefir.ér. los

varp la mase, .

¥y el 4-momento: line

(4,38)

Como puede oheerv rse, é,n‘,tantd "rxu'e‘ 1le ‘ecuzcidn ‘pera
el balence de'masa, -n(:.(4".23); es una expresidn. nue. deven—
de fuertementé bde;'lé eleccidn del vyx;rém-;tro”;y el tipg.de
configuraciones oue se utilicen el describir la evolueidn
jel cuerpo, las ecusciones vers el balsnce del d-moment
linenl, Ecs,(4.34), son exuresiones indevendientes de tal
eleccidn, ‘ : . L

:‘lnturnlmente, ies ecuacion‘es (4.23) vy (4.34) se vuel-
ven exoresiones comslebem e'r.te coverinmtes cuando, al \ie’s—
eribir 1s evoluecidn de un cuerpo (b, se usan 2cueilss con-
firursciones l{-‘e‘i"'ue mrvenn A fen r‘ep:.orms sonre les: "*1-
pervl-=nos t = construte. Asi, en af. erso, 1r ecuncidn
sue evrrest el prlence de mngs tona 12 Tormn.

= 0
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nue correstonde n lr.ecurcifn de continuidzd orjineria,

de “4=momento

donde, vor derin

Por ofrn n°rte, el I1r‘w115m0 onten1do en el cnnltulo

4 se reduce 91 del oi ulo 3 ouﬂndo'

mo nrrvmefro de evoluclon el tiemno’ nr601o del ohservpdor,
y (2) 1rs oonfxpurnolones. 0on 1ns nue he e descrlhirse
1n evolucidn lel cuerno qh,’"o* rnuellos elevenfos WeW'nue
mrvean n Ben’ regiones wohro ire iqur"u’P ficies defini~
drs cor 1r relncidn ‘e O"urﬁlldwd : ' X

f:,'t—g T L

e

In estne condiciones, Hrunsoonservedorinercinl-leten opsi-

vle estudier cuertorn criw loe "ue, . €n virtud de sus Jimen-

siones ¥ loarslizeoidn,

soriennan
SeaunTel cama anrdnetTo it S

mturalimente,  log cnurciores arbenileos on este ndsgo
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no ~on eomrlebs oute sowvarisntes

cotinrro, les confi-

fFurrciones del cuerono estsn constituidae por eventos cru-

evlmente releeionados son el onservador, lo susl no sourre
curnln lzg confiruraciones sor refiones soore los hineraic

v

nos %= econstentel, T PR : :
finnlmente, runnue 1z determinncién de 1r esiruckura

del i-tensor de e*luer?On renuiere, covo ge aenciond o i

U |
1 ula d; ﬂE'!U elatorneidn rrevis de une-hroria
sotYn ecurclones concetib u‘1v~s Lorentiz inv-risntes,. o con-

tivur 2idn oe rranvons un _hensor de esfuervos ¥ se muestre

mue aon €1,0¥ el usa de lre Hes,(4.34), se ovtiene iz peng
yrlizngidn relstivisis de las scurciones de Zuler, Fn. ectn
ormn e’ rretenden toner Jle mrunifiesto ins enortes no=ib1-

lid-les de éxito del formrlismo dessrrolialo

e egte trn,;

v jo,

.lons 1dér0"5—ur—u~ren. “Fg-enfuerzos i

. T"P_Q é [Pr\up_ .(p + : ey} u'uﬂ] ',__ o

ande n y e son, wesvee i:mméﬁié,'lﬂvnrésién viln dennidnd
e ererpie intern ‘ 15 aiers, meﬁiﬁbs ern el sianeme de-refe
rencis nrovio. WS;“1H‘LTTE tengor de eu-uer:o 71#
ciones de t=lrzae e 4-mo"93to llnerl, 2 (4."4), tonan
1s forne : g :

2\
;

(:-3)
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Ze 1r ke, (3-2), nultiplicendo escalsrzente por u., se obtig

ne 1r rolacidn i ioni

(c-4)

Y., ror consigfuien

Usrnda esgha (1%

P apn

ubfux — Ry : Py
whun, = gy - wuriR. (3-5)
hetns Gltinns. ecurciones constituven-1n generslizacidn.re-

lativiste de 178 ecunciones de kuler, fciss ecunciores

coinciden ezdctomente con lmas ohmenidne vor Anderson [A3]

pore fluidos no=-viscosos. La erntiisd h, definidis en. (8-3),

corresoonde r 12 entrelpis por unidrd de volumen propio, ¥

la esntidad H:CL + e acrvresronde » 1z energie internn re

tativiste, exprecedn vor unid=d de volunen oropios
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Sinneraﬁente,qqierdfaﬁr decer.y rqunqcer.ael»mgnos en egtn

Gluime ofpiney udz"de velor inenlcule-

tle 1ue me: 12ndo Cv Férez. Gue
rrero ioyola
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