
/ t?j e·,·~~'­

Lj o 

VESARROLLO VE FUNCIONES VE ONVA VEL 

CONTINUO EN ESTAVOS RESONANTES 

TRABAJO VE TESIS QUE PRESENTA 

JOSE ALBERTO RUBIO MENVEZ 

PARA OBTENER EL TITULO VE 

FISICO 

OCTUBRE - 7979 

66~15 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



I N D 1 C E 

CAPITULO l.- INTRODUCCION. 

CAPITULO II.- PRERREQUISITOS DE TEORIA DE DISPERSION. 

Pág. 

1 

2.1 - Ondas Parciales. 4 

2. 2 - Extensión a p cornplej a. 17 

2.3 - Polos de S (p), resonancias y estados ligados. Zl 

CAPITULO III.- DESARROLLO DE LA FUNCION DE ONDA EN 
ESTADOS RESONANTES. 

3. 1 - Definici6n de Estados Resonantes. 

3.2 - Función de Green y normalización de las funciones 

3.3 - Función de onda interna y Función de Green. 

3.4 - Desarrollo de la función de onda 't'p en la región 
interna. 

CAPITULO IV.- POTENCIAL DELTA 

30 

un. 34 

38 

41 

4.1 - Introducción y solución exacta. 51 

4.Z - Desarrollo de la solución en estados resonantes. 54 

4.3 - Resultados 56 

CAPITULO V.- POTENCIAL PICASSO 

5.1 - Solución exacta. 72 

5. 2 - Desarrollo de la solución en est~dos resonantes. 76 

5.3 - Resultados 78 

CAPITULO VI.- DISCUSION Y CONCLUSIONES 84 



1 

CAPITULO I 

INTRODUCCION 

Las funciones de onda asociadas a los llamados estados 

resonantes son soluciones de la ecuaci6n de Schroedinger corres­

pondientes a eigenvalores complejos de la energía. 

Estos eigenvalores complejos son utilizados para des­

cribir una situación en la cual una partícula inc~dente sobre un 

potencial queda atrapada durante un tiempo finito en un estado 

metaestable del sistema y después decae. A esta situación física 

se le conoce corno resonancia. Las eigenfunciones asociadas a estos 

estados que decaen,crecen exponencialmente con la distancia 

y en consecuencia los procedimientos usuales de normalización 

y desarrollos en términos de ellos, no son válidos. Por esta 

razón t·ales. estados no fueron utilizados sino hasta recientemente 

en teorías de reacciones nucleares 5) a pesar de 5'.u conexión natu-

ral con las resonancias. 

Recientemente se han sugerido 11 •18)varios métodos de 

normalización para las eigenfunciones asociadas a los estados re­

sonan~es y también recientemente se ha trabajado sobre desarrollos 

utilizando como base esas eigenfunciones. G. García Calderón12) 

propuso un desarrollo para las funciones de onda del continuo en 

términos de estados resonantes. García Calderón demuestra que para 

un potencial de alcance finito (V(r)=O,r>a) existe un desarrollo 

puramente discreto para la función de onda en la región trca\ y 

otro desarrollo, alternativo, que consta, además de una parte Ji~ 

creta, de dos su~traccioncs 1 vá1jdo en la región ~r~aJ. Posterior 
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mente J. Bang e.t al. 17) propuso un desarrollo para la funci6n de onda 

con q sustracciones, el cual coincide con el de García Calder6n cuan 

do el número de sustracciones es dos. 

El problema de investigar la convergencia de desarrollos 

para cantidades tales como la matriz S ha sido abordado en escasas 

ocasiones14 , 19) y el problema análogo para desarrollos de las funciones 

de onda del continuo,nunca había sido atacado sino hasta muy recient~ 
17) mente por J. Bang et. al. en 1978. 

El objetivo de este trabajo es el de investigar la conver 

gencia del desarrollo para la funci6n de onda propuesto por García 

Calderón. 

Para llevar a cabo tal investigación utilizamos dos poten­

ciales para los cuales sea posible encontrar la función de onda exacta, 

de esta manera podremos comparar la funci6n de onda obtenida a través 

del desarrollo con la función de onda exacta. 

La distribución del material contenido en este trabajo es 

la siguiente: 

El capítulo II contiene los elementos de teoría de disper­

sión que serán necesarios para el desarrollo de este trabajo. En la 

tercera sección (2.3) se discute brevemente la conexión entre polos 

de la matriz de dispersión S con las resonancias y estados ligados. 

En el capítulo III se presenta el desarrollo para la fun­

ción de onda que es nuestro objeto de estudio. F.n sus secciones ini­

ciales se introducen los estados ·resonantes y se derivn el importante 

resultado de que los residuos de la función de Green en sus polos Kon 

precisamente las eigenfunciones asociadas a los estados resonantes, 

ligados y antiligados. 

En los capítulos IV y V se establece el desarrollo prcsc~ 
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tado en el capitulo ·rrr para dos potenciales particulares, el 

delta y el picasso (pozo cuadrado unido a una delta de Dirac), 

se presentan los resultados numéricos obtenidos al considerar un 

número finito de términos en el desarrollo y se comparan con los 

valores exactos de la funci6n de onda. 

Finalmente en el capitulo VI se discuten los resultados 

y se presentan las conclusiones. 
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CAPITULO 11 

PRERREQUISITOS DE TEORIA DE DISPERSION 

2.1 - Ondas Parciales 

Con el prop6sito de que este trabajo sea, al menos 

aproximadamente, autocontenido, presentaremos en.este capitulo 

una serie de resultados que resumen la teoría bAsica sobre la 

cual se asienta el contenido de los siguientes capítulos. 

La forma más conveniente, por simplicidad, de presen­

tar estos resultados es asociandolos a procesos de dispersi6n 

elásticos. M~s concretamente, a procesos de dispersi6n de una 

partícula sin espín por un potencial fijo. En todo este tra­

bajo trataremos con procesos de este tipo. Sin embargo, los 

resultados que presentaremos en este capitulo asi como los que 

expondremos en el siguiente, se pueden generalizar a procesos 

de varios canales. 

En esta primera secci6n, recordaremos los resultados 

m~s importantes que se obtienen del método de ondas parciales. 

Como sabemos, este método es aplicable s6lo cuando 

el potencial es esféricamente simétrico, que es el caso que nos 

interesa. Para un potencial de este tipo, la matriz de disper­

si6n S conmuta con el momento angular L y puesto que en gencrnl 

S conmuta con el Hamiltoniano libre Hº, tenemos que la matriz 

S es diagonal en la base 1 E,l,m :::> de eigenvectores de 

Hº, L2 y L3 . Es decir, la matriz S en 1a base JE,l ,m> tiene 

elementos de matriz 
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Donde s1 (p) es el eigenvalor de S correspondiente al eigenvector 

jE,l,m..). . Puesto que Ses unitario el namero s
1

(p) debe ser de 

la forma 
~;ce (f) 

sl (p) = e (2.1.1) 

esta expresión define el corrimiento de fase J;(p) cuyo sig­

nificado recordaremos más adelante. 

dos 

Debido a que es posible desarrollar a los eigenesta­

del momento lineal, f P) en función de los eigenestados 

momento angular' 1 E I JI m> , o equivalentemente a las 

ondas planas L_ X 1 P / en función de los armónicos esfe­

ricos (X 1 E,J. m) , es posible también encontrar expresiones 

de cantidades, conocidas en la base 1 P) , en fund ón de la 

del 

base JE,.t,m) Para esto se utiliza la matriz de trans-

forma(óf 1 E .J' m) :(m P)"'~ J ( ~\" - E) Yi "' ( f) 
(2.1.2) 

donde ~M (p) son los armónicos esféricos. Así, se encuentra* 

para la amplitud de dispersión 

(2.1.3) 

donde ~ (p) es la amplitud de onda parcial, 

e-:).¡'J.1. (f') 5 e Ylb.f ((J) 

(2.1.4) f r P) :: $ .L' ( r) - 1 
..( ' ..., i ~ ,,,, ., \ 

* Ver Ref.(1) p. 87. 
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y 8 e p~ P) es el polinomio de legendre ( P'• P: (OS di'). 

Usando (2.3) podemos escribir a la secci6n eficaz di-

ferencial, 

dcr -d..n.. -
Al integrar esta expresi6n para obtener la secci6n eficaz total 

0-- , debido a la ortogonalidad de los polinomios de Legendre 

se encuentra, 

u-:: ? u; (f) (2.1.S) 

donde 

e <P) = '1-rT(,1r1J t F.1 [(') ,~ (2.1.6) 

que en funci6n de 1 corrimiento de fase ¡, ( P) es, 

(2.1.7) 

De aquí vemos que la contribución máxima de cualquier onda par­

cial a la sección total es la correspondiente a $, ::('l Ylt' l)f 
y entonces para cada 1 tenemos 

rJ; ( P) L J..f 1T ('-.l+ 1) - p~ 

Cabe destacar aquí que la sección eficaz es uno de 

los conceptos más fundamentales de la teoría de dispersión, 

pu~s es la cantidad que se puede medir directamente en el expe­

rimento. La teor!a de dispersión se encarga de conectar esta 

cantidad medible 'if'" por distintas vías (matriz S, matriz T, 

cte.) con la informnci6n hnsicu sobre el f0n6mcnn ffsico, en 

el caso mfis simple, con el potencial. En particular, es el 
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comportamiento peculiar de la sección eficaz en funci6n de la 

energia, observado en ciertos experimentos, lo que nos conduce 

a introducir el concepto de resonancia, el cual, en gran medi­

da, es terna de este trabajo y a cuya descripci6n nos avocaremos 

más adelante. 

De las ecuaciones (2.1.3) y (2.1.4) la amplitud se 

puede escribir corno 

esta expresión, cuando 

L (lA + 1 )( CoS {1 tfJ) -r ¡.' 5 et-\ S, {t'))5e.n¡,<f'Jt ' ; 

P'= ¡; , es decir, cuando el ángulo 

de dispersi6n es cero, se convierte en 

pues Pi (P. P ): Pi (1): I ·. Comparando esto con las expresiones 

(2.1.5) y (2.1.7) para V- , obtenernos el toerema óptico 

(2.1.8) 

Esta derivación no refleja la importancia y la generalidad que 

realmente tiene el teorema óptico. Existe otra derivadó1f~a­

sada en argumentos de conservación de flujo que evidencia su 

contenido físico que es precisamente la conservación del flujo, 

es decir, que la amplitud de la onda incidente debe disminuir 

para compensar el flujo removido por la dispersión. Esa dismi­

nución es producida por interferencia destructiva entre ln on<ln 

incidente y la onda dispersada en la dirección de inci<lcncin. 

Las funciones de onda (X \ E.,J, m > son cigen-

funciones <lcl llamiltoninno Hhrc Hº y dt•l momento angular J. 
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y, como es bien conocido son productos de armónicos esféricos 

y funciones radiales, es decir son de la forma, 

<x 1 E,l, rn) = (2.1.9) 
y 

donde "jCY) satisface la ecuación radial libre de Schrtledinger 

que en unidades de.fl = 1 se puede escribir como 

(2.1.10) 

Esta ecuación tiene dos soluciones linealmente inde-

pendientes, pues· es de segundo grado, una que se anula en el 

origen, la solución regular, y otra que no tiene esta propio-

dad, la irregular. La solución regular es la función de Ricca-

* ti-Bessel 

~ 

~ ( f-Y) , cuya normalización está dada por 

Jdr .li (l''r) l (!'>') =-1J:- Í { P'- f) (2.1.11) 

o 
Entonces, por la ortonormalidad de los armónicos es­

féricos xm , la función de onda (XI E,1, m) normali­

zada es 

(2.1.12) 

La solución irregular en el origen es la funci6n de Riccutl-

Neuman "' * "1 Cuando Y'~oe> 

"'Ver Ref. (1) p. 182 

(el término centrifugo llcsapure-
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ce) las soluciones deben ser combinaciones de 
+ 'f'(' e-J. . Las 

funciones que exhiben ese comportamiento asint6ticamente, son las 

t,~ funciones de Riacatti-Hankel nA , definidas por, 

(2.1.13) 

Para terminar con la ecuaci6n de Schrtledinger libre 

y sus soluciones, recordemos el desarrollo de la onda plana 

en términos de las funciones (X f El m) 
* Esto puede obtenerse de la matriz de transormaci6n (2.1.2) 

(2.1.14) 

Antes de discutir las soluciones de la ecuación ra-

dial completa de Schrtledinger, hablaremos brevemente de los 

operadores de Mtlller, los cuales nos servir~n para introducir 

"'* dichas soluciones. Para un potencial razonable es decir, 

que tiend.a: a cero más rápido que f3 cuando r ~~ y que 

diverja en el origen menos que ~ es válido lo siguien-

te: Si V cr)f "t') representa la evolución de un experimento 

de dispersión, se tiene que, para tiempos muy anterio"cs 

( T_, - °'°) al momento de la interacción, el paquete de 

ondas V CT) l 'f> se encuentra muy lejos del potencial <lispc-r-

sor y, por tanto, se comporta como un paquete <le on<lns que evo-

luciona libremente, es decir como 
'H"'í VºtTJ = e-.J. 

donde 

~·, Ver Re f. ( 1 ) p . 18 5 
""~ Ver Re f. ( 1 ) p. 2 7. 

es el operador <le evolución libre y 
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f ~-t.-,) cualquier vector apropiado, es decir, normalizable. 

Esto lo podemos escribir como 

U (T) f 't')-+ UºCT) l'f'e11) 

Al paquete libre VºCr)Jf~n) se le denomina as!ntota de en­

trada del paquete real que describe la interacción V ( r) 1 'f') 
y está determinada por el vector fijo De hecho, 

* se demuestra que para cada J'l'e"') apropiado existe un esta-

do f 'f) tal que, 

V (T) f f) ~ Vº(;T)} fe~) 
T~-OG 

o equivalentemente 

si definimos un operador .1\.+ como 

el resultado de arriba se puede escribir como 

l 'r). (2.1.15) 

Exto expresa que el operador ..11.. + , llamado operador de Mtlllcr 

actuando sobre el vector fijo 1'i'el'!) que determina la asfo-

tota de entrada V "CT) l 't'12") nos dá el vector fijo f 'f-') que 

determina el estado·real del sistema Simi-

*Ver ref. (1) p. 28, 
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larmente se establece ~na relación entre la asintota de salida 

y el vectol' real f 'f') 

De acuerdo al resultado arriba citado, a las ondas 

planas 1 P) les podemos asociar"" los estados f P .:t) que des­

criben la interacción efectiva mediante 

(2.1.lll) 

** Es posible demostrar que el Hamiltoniano libre H° .• 

el Hamiltoniano completo B Y los operadores 111 satisfacen la 

relación 

(7..1.17) 

Como los vectores 1,) son eigenvectores de Hº. ~u­

pongamos con eigenva1or Ef' , de la relación (2.1.17) se obtic-

ne 

o sea, 

(2.1.18) 

Es decir, los vectores f f:t) son eigenvectorcs del Hamilto-

niano completo con el mismo eigenva'lor que el de Hº corresnon-

diente a J P) Esto sianifica oue las funciones de onda 

* El resultado se aplica a vectores apropiados, es decir, nocmal izables, por 
tanto, el resultado lo estamos aplicando no realmente a f P) sino o los 
estados fY') norma) izables que se pueden formar por superposición de los 
estadosl~>,l'l"):Jcl3(''f'Cf'Jl#5>,Para una discusión más arnpli<1 ver Rcf.(1) 
p. 165. 

**Ver Ref. (1) p. 39 
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( )( 1 Pi) que describen la dispersión, satisfacen la ecua­

ción de Schr~edinger independiente del tiempo. 

De manera analoga introducirnos los estados 1 E.).
1
m±> 

a través de 

(2.1.19) 

que son eigenvectores del momento angular y del Harniltoniano 

completo H con eigenvalor E igual al de Hº correspondiente 

a 1 E ,1, tv1) 

En analogía con el caso libre (2.1.12), la función 

de onda (~ 1 E,l, m+) tiene la forma, 

(X 1 E), "' .. >:: ¡.t (':,;';. t + r,p [Y) >'.."' ( XJ 

cuando V = O es claro que 't'u ( -r) se convierte en J( ( f' Y'). 

es la solución de la ecuación radial completa, que 

en unidades de 1':: ¿ m = 1 se puede escribir corno 

(2.1.20) 

La función 'f'i_f(Y") debe ser regular en el orí-

gen, es decir 'f.ulo):o . Los estados f E.1 rn+) , por su 

construcción, tienen la misma normalización que los estados 

1 E.l m) y, por tanto, tenernos la generalización de (2.1.11) 

J d.,. r, ~ (y) 't', r ( .... ¡:: -f s (P'-r) 
(2.1.21) 
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A la función ~¡e se le conoce como solución nor-

malizada de la ecuación radial (o soluci6n física). 

La forma asintotica de 't', p l Y') esta relacionada 

con la amplitud parcial Í.t ( f) Para encontrar esta relación 

utilizamos la forma asintotica de la función de onda de la dis-

persión (X \ ÍÓ + ') * , la cual se demuestra, está dada por 

<X t p-+) _, (1 íf t [e" P. X -r frP~ ~ ¡;) _i"-r/ 
1 y.-,oo Y }(2.1.22) 

Necesitamos también el desarrollo de L_ X / P-t-) 
en términos de <.R I E, ~.mt) , el cual se obtiene fácilmente 

a partir del desarrollo de la onda plana ~X 1 P) en términos 

de ("X. l E,J,m), aplicando a ambos lados de este último el 

operador _!).,.. . El resultado es 

Si introducimos en (Z.1.22) el desarrollo (2.1.14) para 

el l'-x = (~ 1 r> y la expresión (2.1. 3) para f ( rx ~ p) 
y comparamos con (2.1.23), obtenemos 

\1) ,,....) ~ L u y) +- p f.t e1
(fY -.l 1{) c2 .1. 24) 

1.t p t Y_.,oO 

-f . .¡­
lo cual, recordando el comportamiento asintótico de n~, 

h + e j ( f Y - .l 1J';_) podemos reescribir como 
t~~ 

l\ t' 

\V.n ('Y)~ l (fr) + ff.t n..e (2.1.25) 
1.tr y-)~ 

*Ver Ref. (1) p. 170. 
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de la función de onda 

como la onda 
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'f. (T) , corresponde a la forma (2.1.22) 
'.U 

(9. r p+) ' con la interpretación de 
" ... 

libre incidente y P& h1 como la 
r.. 

onda dispersada saliente. Si en (2.1.24) sustituimos a J.t (Pr) 
"' por su forma asintotica, J.i(fr) ~ sen(Pr-111/:2. ) , y escribí-

mos a r fi Y'~C>O 

en función de J..t usando (2.1.4), es decir, 

Pf~ = ej/.1. se Yl la tenemos 

\ll (v)~ e.If.e.[f)sen(PY-..ifih.+J;_ (f)) 
f.cp r~-o (2.1.26) 

Esta forma expresa el importante resultado de que la función 

de onda radial, a grandes distancias, difiere 

libre, J1 CP-r)~Sev'(P'f-.t11'), solo en el corrimicúitd de,fasc J. ' r'ao 2 : ).:: . :c,2't: ' ~ . 

' (~) . Finalmente escribiremos ~ ';~}/{'~~'~j';S~;~~~ft;mn quo 

nos será útil más adelante. Si en la ~'~Üa~ión (2 .1. 25) escri-
1 '\t i\-

bimos a ~ como 11,e - h.2 
J. .J. 

a Pf-'. como P obtenemos 
J. ..l 

y 

'fip(Y) ~ f ['h; (fy)- S.i(r) li: (fY)] (2.1.27) 

°'t"'~Oc 

La cual expresa, puesto qt1e , J5.ll f = 1 , que el flujo se 
:. .· . ~ ' [' I\' - h + ] 

la' solueión~ libre J.t ;-:;
00 

f t'\,t - . .t. conserva, ya que 

tiene el mismo flujó qu~ (2.t.21), flujo cero, siempre y cuan-

do l S11 = f 
La solución normalizada ~p de la ecuación radial 

de Schrtledinger queda determinada por las condiciones a la 
~ ~ t 

frontera ~P {O):: O y 'fi (vl ~ J.v (py-);- Pf..e h.e 
l 'f J y~\>O 

Como se verá más a<lel ante, es muy con ven lente i ntrouuc ir ot r:1 ~ 
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soluciones de la ecuación radial que esten determinadas por 

condiciones a la frontera que dependan de un solo punto. Es­

tas soluciones son, la llamada solución regular tf(Y) 4ue es 

definida por su comportamiento en el origen y las soluciones 
t 

·x;/.,.J llamadas de Jost, que son determinadas por su compor-

tamiento cuando y-._, oo En seguida discutiremos la solu-

ción regular t,~(Y) y, posteriormente, en la sección (2.1.3), .. 
donde la utilizaremos, . lo haremos con x.f.-~ (..,.). 

La solución regular de la ecuación de SchrHcdinger 

'*''- f' (,.,,.) , es una función proporcional a la solución normal i -

zada tf;p ('Y) , que difiere de esta solo en su normalización, 

pero que posee propiedades matemáticas que hacen muy convenie11-

te trabajar con ella. 

* La solución +tP(Y) de la ecuación radial es 

aquella que se comporta exactamente como l (f~) cunndo 

Y~ O Es decir, 4>.er!-r) :: j.e Cf"r) cuando Y'-'> O Exis-

** tan en la literatura otras definiciones, por ejemplo Newton, 

sin embargo, la presentada es más conveniente pues es .la misma 

para toda 1, a diferencia de la de Newton, quien presenta una 

paral = O y otra analoga pero distinta para 1 > O. 

Las ventajas de tP sobre ~ p provienen·dc que 
.''o=!=-- -··-

1 as condici"ones a la frontera que definen son< mas .• slmp lt~ s 

que aqúelJ.~i,qüe definen a ~ (J 
•• -•-'_• .:_c_:,.,,00 • 

, pues 

la ecuación iidial de SchrHedinger 

la frontera .también lo son. 

Como dijjmos untes, <fe,, 
para cncontnir ln constante de proporcionulic.la<l consi.lh•rcmos <'l 

*Ver Rev. (l) p. 197. 
** Ver Ref. (3) p. 330· 
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comportamiento de ambas a grandes distancias. Cuando Y~""° ~H' 
1\ 't 

debe ser una combinaci6n de h~ (pues éstas son soluciones pa-

ra V = O), escribimos ésta, teniendo en cuenta que fL f' es real, 

como sigue, 

Para '/:p , sabemos que su comportamiento asintotico 

es e 2. 1 . 2 7) 

UI (-r) = d...[h.e(fY-)- S.1 (y.i) h; (f·d] 
,,,, 2 

comparando estas expresiones obtenemos 

(2.1.29) 

y 

* Si (f) = Ja (-P) 

JJl (r') 
(2.1.30) 

De esta última ecuación y recordando que S~ obtenemos 

( 2. 1 . 31) 

muy destacado. 
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2.2.- Extensión a p compleja. 

El tratamiento de las resonancias que se basa en el 

estudio de :as propiedades analíticas de la función de Jost 

J.i ( f) o de la matriz de dispersión sl (Y') en el plano com­

plejo, es el punto de partida para establecer el formalismo, 

cosa que haremos en el próximo capítulo, que es objeto tle es­

tudio de este trabajo. 

En esta sección presentaremos las propiedades anali-

ticas de J; {1') y s( {t') que nos permitirán, en la siguient0, 

establecer la conexión de las resonancias y estados ligados con 

los ceros de ~U') y los polos de Si(!°) • 

* Es posible demostrar que la ecuación integral 

%, (-r) = J, (f'y) -t J J..,.• 9,. (Y, y') Vfr') tp (Y') [2.2. 11 

con la funci6n de Green apropiada dada por 

(2.2.2) 

es equivalente a la ecuación diferencial para la sol~ci~n r<.'-

gular t,, e 'Y') junto con sus condiciones a 1 a -frontera. E~ tn 

se puede hacer sustituyendo directamente la ecuación integral 

para qt,, (r') en la ecuació~ radial de Schrtledinger y Vt'r·i ficar 

que la satisface junto con la condición a la frontera d<.' %1' 
o bien, partiendo de que los cstadog lE,J., M+) satisf~n:cn 

** la ecuación de Lippmann-Shwingcr 

* ver Ref. (1) p. 201. 
**Ver. Ref. (1) p. 168 y 188. 
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La integral (2.2.1) es cero para Y
1
)Y", las ecua-

ciones integrales de este tipo son conocidas como ecuaciones 

de Volterra y tienen la virtud de que pueden resolverse por i-

. .. * terac1on En consecuencia, la solución ~.ep ('Y) puede escri-

birse como 

(2.2.3) 

donde t: l.\ 

cf> Cv): Ji Crr) y 

~"(.,-) = J d v' J, 
* Puesto que la serie (2.2.3) converge uniformente en cualquier 

funciones * análiticas para toda 

resultado de que la solución regular 

y sus terminas ~ 
11 

son 

, tenemos eTim¡>ort:mtc 

t,., ('Y') , es· una fun-

ción analítica de P en todo el plano complejo~ .Para que este 

resultado sea válido' es necesario solo que el p~tenci al $<.':l 

tal que 

Id y Y:,lyJ:!ll~~i , 
o . 

De la ecuación integral para ~PI"(~·) (2 .2.1r y la forma nsin -

tótica de ~.ti' ('r) (2.1.28), se deriva fáeilme:ti.te una e:-:prt" 

sión integral para la función de Jost Ii_ {P) , 

t 2. 2. 4) 

* Ver re f. ( 1 ) p. 2 1 5 o re f. ( 3) p. 3 3 1 . 
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Para valores grandes de (>Y, tr ('1"') se comporta como 
l ( ,\ ¡(Jy J * -i.f'I' 

.t. r1e - ~(l'Jt: , entonces, cuando py es complejo f.t" C--r") 

crece como ellmt"Tf . La función h: C f'Y') se comporta asin-

toticamente como ei.( f'f - ,eo/'l. ) , es decir, crece como é Im r: 
Según esto, vemos que la integral (2.2.4) diverge exponencialmente 

en la parte inferior del plano complejo, [ 1 W\ p '-. o') 
mientras que en la parte superior, [ I m r' > O 1 , la in-

1 f rt\ P··d -1 m py 
tegral converge pues e se cancela con e 
PUesto que tB '(J es analítica en todo el plano y el potencial es 

tal que la integral (2.2.4) converge uniformemente, tenemos que 

la función de Jost es analítica en la parte superior del plano 

complejo p y es continua en esta misma región más su fronter:i, 

es d~cir, el eje real. 

Para p física, es decir, para p real y positiva, la 

matriz de dispersión es (2.1.30), 

s.t ((J) = J.e ('f')* 

J11 (Y') 
(2.Z.S) 

Si extendemos este resultado a p compleja, tenemos 

qu~ ~:_ceJ _:n<? E!_s analítica pu:s J~ lf)"* tampoco lo cs. Sin 

embar?.~'-'\!';~.~~~o: escribir a Se [P) com~~coci,~n.~e <le dos fnncio­

nes aI1aÚticas/~ 

.···.¡/ 
(2.2.4) parap real, y lu re-

!ación 

*Ver Ref. (1) p. 217. 
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obtenemos, 

(2.2.ó) 

Lo cual podemos escribir, puesto que p es real, también como, 

J,. ( P) = [J.t (-r*) ]* (2. 2. 7) 

Se puede demostrar que si J.t (p) es analítica, también lo es 

[J.t. (-f*)]'lf-- Por tanto, por el principio de reflexión 

* de Schwartz, el resultado (2.2.7) es válido en toda la re-

gión en que J1 (P) es analítica, y podemos escribir a la ma­

triz $.((P)ec. (2.2.5) como, 

];. [-f) 

J.l ( (') 
(2.2.8) 

Como habiamos adelantado, en cualquiera de estas dos 

formas, S.e (!C') es el cociente de dos funciones analÚil:as. 

Sin embargo, mientras que J.e ( P) es analit•ica. e1l'{4i•J)Urtc 
,,, .. · 

superior del plano complejo p' J.e. e- P) lo es'sA~:í,~.¡~~artc 
inferior. En ot-ras palabras, a pesar de ser·,~Í;~@~~-Í~Iitc de 

dos ~unciones~.:~B:~~Lí_!~cas, 5.i U') no es ax1aiAt.i~·iiii~ti~§ ias r('­

giones ·de a'rialitI~i.dad de las dos primeris:'Jió- ¿~{H~c;;f~y¿¡L A ¡lC' -

sar. de_ esto, es posible hacerlas coi~6~~i·i-~·:'· .}': \e,'\ 
lk 1 a expresión integral p~~a·' UJ¡(r') (~/.\.4~ , Vt'mos 

que se puede extender la régi6ri?·d~·.;~:!1il.f~iéiad ele J.v. ( f') 

haciendo que el potencial tiendi ~ás rápidamente n cero cuando 

y-'!.oo En particular, si el potencial es cortado, es dl'l'Íl' 

* V e r Re f . ( 1 ) p • 2 1 4 . 
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si V = O a partir de algun valor finito de r, la integral ob\'i a-

mente converge y por tanto, Je (f') es analitica para toda p. 

En consecuencia S1 ( ~) es analítica en todo el plano complejo 

excepto en puntos donde posiblemente tenga polos ( JLlf); o l, 

es decir, S.i (f) es meromorfica. Puesto que este es el caso 

que nos interesa, interrumpiremos aquí la discusión sobre la 

anali ti ciad de S.t cr) 

2.3. Polos de5.r(P) , resonancias y estados ligados. 

Las funciones llamadas soluciones de 

Jost, se definen como las soluciones de la ecuación radial d0 

Schrtledinger que se comportan como h.J (P"f) cuando Y-:) oo. 
+ 

Las propiedades analíticas de 'X,~~ son analogas a las d0 

J'-CP) yJ1 C-r) . -x.:P lY) es analítica en la parte 

superior del plano complejo y 1<.;,o (-YJ lo es en la parte in­

ferior; estas regiones pueden ser extendidas imponj:endo mayores 

restricciones al potencial. 

Puesto que +t r ( r) puede ser ~xpre~;~~l~~I¿K~o cornb i -

:~:~:nª:~::ª :x::ten J~; 1:~ta: s e~~in~~t~~SÍ~~~=~~~ir~:, re: 1 

'hl Jf'r') respectí varnente;c·;ed()~di'~-do el compo rt :im ien to 

asintóti~~ de ~~,., · ec.· ·rn.·1.2s),,{obtericmos · 

l 2. 3. 1 ) 

De esta ¿~~;;¡¿ii~l{ulamOs el Wronskiano de Xi. y +tr 
que resulta ser, 
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y de aqui, 

(2.3.2) 

La validez de este resultado se extiende a toda la 

parte superior del plano pues ~tto {Y) es anaU tica en todo 

el plano y -X.~~ lo es en la parte superior. 

De (2.3.2) vemos que si J~ lr) tiene un cero en 

P:: p , esto puede ocurrir si y solo Si W (°X.e~ I ftjT): 0 

lo cual quiere decir que 4'.e p h):: l0111 \T. ·x;~ ( v) y como "X.[¡ 
es una función que decae exponencialmente en t I m p > f.J) 
esto és, su cuadrado es integrable, ~t~ t~) es una cigen-

funci6n,apropiada del Hamiltoniano. En consecuencia, el eigen-
- ________ ~:'(é'~-+-~~';-:~~~;;cc'::~-'-- ___ -________ --_ :l __ _ ___ , -- _. _ --:--- ___ _ 

valor correspondiente P debe ser real~-- es decir, P debe 

estar en. ei eje imaginario y ser de la forma (i.1)ol.; con o4. 7 (') . 

Tenemós pue~, el_ importante resultado de :,~~k: ij°:)-.J;todos los n·­

ros de J: ( f) en la parte superior d~l. p11l'dd:;,~stán sobn' ~· 1 

eje imagÍ:ario y 2 o) cada uno de estos -ce~;g:~?~~ii.;~ponde a un 
.. ,·. :- :.:· ·,. 

estado ligado -del sistema con momento anguiaf_'~;;,;§~cncrgía 
-"2. p =-o<. 

de Jt (f) 

Es posible demostrar, ademúscque estos ceros 

* _son simples . 

Está correspondencia uno a uno entTc estados ligatlo:,; 

y ceros de_ .• J.t .(P) en la parte súperior del plnno pue<lc ser 

v:i.statamb:i.éTI, puesto que Se-(rf~ J¡t-el , como corr0spon-
- J-' tr) 

ciencia entre estados ligados y polos de 5~ CP) siempre y cuan-

do 01 pott'ncial sea tnl que ¡wrmitn li! cont·inuncifin :inalítir:1 
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de J.t. {-f} a la parte superior del plano. 

El número de estados ligados, o bien, de ceros de J~(P) 

en { 1 V"' r ., o} es finito pues toda función ana -

lítica tiene un número finito de ceros en el interior de cual-

quier region finita y la región en que tiene ceros 

es finita pues 1 i W'I J..t ( 1') = l "' es decir, si em-
lfl~OO 

pre es posible encontrar un radio ~ lo suficientemente gran­

para toda p en tlM P >o] cuya magnitud 

, entonces, los ceros de J .... ( P) deben es-

de tal que J, lf'J > O 

sea mayor que P 
tar en la región finita de radio p 

Antes de discutir los ceros de J, (t'} o polos de 

S{ {P) en la parte inferior del plano, mostraremos que J.1 U') 

no tiene ceros reales. Para p real la ecuación (2.3.1) para 

iti (Y) puede escribirse como 

f.tr ( 'f) ::: f [~ { t') -x_;r' (Y) 

Entonces si J.1. ( P)= O , también 

ca que 4>.ut>('f):_o Sin embargo, 

por definición ~I' .. Cv') ~ Ja. ( f'y) y 
.o:r t~O 

- Ji{ P) A.e~ (y)] 

* Ji. (f) =O lo cu:.il impli-

esto no puede suced~r 
~t I 

¡(fr) ~ {f t) es 
r->o 

ya que 

ul'l'. ir, 

si P ¡:O , %,., no puede ser identicamcnte cero. Para p = O 

** se puede demostrar que: 1°) Si l=O no existen estados lig:i-

dos y 2°) si 1 :::> O sí puede haber estados ligados y estor. co-

rresponden a ceros de Jt ( 'P) 

gia cero. 

en p = O es decir, iicncn cner-

Los cc1·os de ~ { r') , o polos de 5,_ (P) t qll!' 

se encuentran en la parte inferior de.l plano complejo no th'­

nen la misma interpretación que los ceros de la parte superior. 

*Ver Ref. (1) p. 227 
**Ver Rcf· (1) p. 232. 
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Aunque, analogamente al caso 

ces ~~f'l"f):: l.O"l'\\Í· -x.:.,. ('Y) 

anterior, si J.fl.(~)=o enton­

' ahora xt() crece exponen-

cialmente y por tanto ~tr no es normalizable. En consecuencia, 

P2 
no es un eigenvalor del Hamiltoniano y P no tiene por 

que ser imaginario puro. 

Si P no es imaginario, debido a que si Ja (p)-=: O 

entonces Ji (-p~)= J .. /'r(P)= O los ceros de J1 (P) ocu-

rrirán simetricarnente respecto al eje imaginario. 

Estos ceros en pueden ser asocia-

dos, bajo ciertas condiciones, a los fenómenos conocidos como 

resonancias. La manifestación más evidente de estos fenómenos 

se observa en las grificas de sección eficaz total contra cncrgfu 

de algunos experimentos de dispersión, En ellas aparecen picos 

muy bien definidos para ciertos valores ER 
llamadas energías de resonancia. 

de la energía, 

Podemos describir el fenómeno de resonancia y su conexión 

con los ceros de brevemente. Pura 

que la descripción que sigue sea válida, es necesario que el po­

tencial sea tal que permita la continuación analítica <le J!. (P) 

a la parte inferior del plano, en particular es v5Iida paro po­

tenciales de alcance finito. 

Supongamos que J~ ( l') ·.· tiene üri cero ~ j mp 1 t· 

en p :: r'R - i f'1 entonces podemos aproximar enuna veclc-

dad de p a J~ ( P) como 

(2.3.3.) 
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Si P se encuentra cerca del eje real, la aproximu­

ci6n (2.3.3) será válida en un intervalo real centrado en PA 
De la ecuación (2.1.31) obtenemos, 

~ (P) = - d"r~ J.t (P) = - ~..-¡[(~)¡; ( p- p)] 

- - d'Y¡{dJ_,_) - ~ 7~ (p-r) = Íhti + r ( P) dP }p , dr~s (2.3.4) 

donde 

(2.3.5) 

d\i~ es llamada,· corrimiento de fase de fondo y lrtJ (f') 

la parte resonante del corrimiento de fase. El angulo áY~S es 

el que se muestra en la figura 1. 

f f,h-0 p 

e¡e reJ/ 

Fig. 1 

Vemos en la figura que cuando P recorre el eje real 

físico P> O cruzando el valor P~ d·r~s (r')> se in-

crementa aproximadamente .de cero a 11 y este cambio· og m!i~ 

repentino mientras más cerca c~tá el cero P del eje 1·c.·al. 

Este cambio abrupto <le;~ la fage es lo que define :i las rcsotwn-
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cias y es el responsable de los picos que se observan en 13 sec­

ci6n eficaz. La forma precisa de Ssta, depende del valor de $b~ 

que puede ser cualquiera. El caso más simple, cuando s~~ =O 
da lugar a un pico centrado en P~ , pues este punto corres-

pande a $ ... (P);; ~ , que es donde la secci6n parcial 

Alcanza su máximo. Este tipo de resonancia se conoce corno reso­

nancia de Breit Wigner. 

La descripci6n anterior se puede repetir, paso por paso, 

en función de la energía. Para esto se aproxima a J.e (P) como 

J.i ( E ) :::: (Ek ) ( f - E ) 
dE E 

Donde E= El'( - .i. r;'J. 
plano de la energía y corno 

es el ceró de JJ. (E) en el _,_ 
E= p , 

(2.3.6) 

La figura correspondiente para $-re~ en el plano E se obt j en<.' 

de la Fig. 1 sustituyendo E por E~ i? y E -p, por por p. Dl' 
R. 

ella se obtiene por trigonometría elemental 

r;,_ 

-sustituyendola en la expresi6n para u~ , para el caso u11 que 

, se obtiene 
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(2.3.7) 

Esta es la conocida formula de Breit Wignet, de la cual se obser-

va que iJ; tiene un pico en E = ER (el factor Yi; recorre 

el pico hacia la izquierda) de anchura r pues cuando 

E = f 'R :t r;,_ 
' 

disminuye a la mitad de su vnlor 

máximo. 

Si se hace el estudio del fenómeno de resonancia usan~ 

do paquetes de onda (es decir, usando la descripción dependiente 

* del tiempo) se encuentra un resultado analogo al caso usual l'n 

el que la amplitud de dispersión f varía lentamente en función de 

la energía. La diferencia entre ambos casos es que en el prime-

ro, cuando f 
tancia 

es resonante, la onda dispersada viaja una <lis-

~ - dl, ... lfo QJ¿ 'Vo::f-~ - - -dP d~ 
< 'rr' 

atrás de. la onda no dispersada, es decir, la onda di~;crsnd<1 es 

retrasada un tiempo 

".' : . ~ ~:, ,· . 

respecto a la onda no dispersad~ q~e ~~cíiÜcio~~ rn.btemcnte. 
·,' . - - - :. - ;_:.-:.--: .-·_: ... . : _-;'. 

por esta raz6n que se interpr~ta la ocurrencia d~ una rcsonan~iu 

como la captura temporal del proyectil incidente cnun estado 

meta estable del sistema, el cual decae y recmite al proyectil 

después de un tiempo ·e Este tiempo es mfis grande micntru~ 

* Ver Ref. (1) p. 249. 
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más definida sea la resonancia segGn lo afirma (2.3.8). La re­

sonancia a su vez, es más definida conforme más fuerte sea la 

barrera de potencial que mantiene atrapado al proyectil. En el 

caso límite en que la barrera es infinitamente ancha, la reso­

nancia se convierte en estado ligado. Por otro lado si la par­

te atractiva del potencial se varía, haciendolo más profundo, 

la energía (positiva) de la resonancia se tornará menor cada ve~, 

hasta llegar al punto en que el potencial sea los suficiente­

mente profundo para aceptar un estado ligado. En este punto, la 

resonancia se convierte en estado ligado. Este proceso, obscr-

vado en funci6n de los ceros de JA (f) , o equivalentemente, 

de los polos de s. lf') , indica que si el potencial es lo su-

ficientemente atractivo, tendremos un cero de J~ tt') en el 

eje imaginario positivo. Cuando el potencial se hace menos 

atractivo, el cero se moverá hacía abajo y cruzará el eje real 

a travEs del origen para convertirse, o bien en una rcsonnncin 

si R >O o bien en un estado antiligado si .R:: O (o hicn 

resonancia si el potencial tiene su propia barrera repulsiva), 

es decir, en un cero en la parte derecha de { I yYl (' (._ O·~ 

con su cero simEtrico en la parte izquierda, o bien en un cero 

sobre el eje imaginario negativo. Cuando J > O en reali-

dad, hay dos ceros a bajas energías, debido a que el cero en l': 

origen, f'::: O , es doble. Uno de ellos está en el eje imngi-

nario positivo y el otro en el negativc rcprcsentnn rcspccti-

vamente, un estado ligado y un estado antiligado. Cua1Hlo l'I 

potencial se hace menos atractivo, los dos ceros se movcrún h:1-

cia el origen y al coincidir allí, darán lugar a un estado liga-
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do de energ!a cero. Si el potencial continua haciendosc mfis re­

pulsivo, los ceros dejarán el origen tangencialrnente, uno hacia 

la parte derecha de y el otro hacia la 

parte izquierda. Un estudio completo del movimiento de los ce-

ros de J .A ( 1") 

la Ref. (4) 

o polos de s~ l~ se puede encontrar en 
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CAPITULO III 

DESARROLLO DE LA FUNCION DE ONDA EN ESTADOS RESONANTES 

3.1.- Definici6n de Estados Resonantes 

En esta sección introduciremos los llamados estados 

resonantes, con los cuales construiremos, en el resto del capí­

tulo, un desarrollo para la función de onda en la parte interna 

de un potencial de corto alcance. 

Los estados resonantes, pese a que solo recientemente 

han sido estudiados exhaustivamente y utilizados sistemáticamcn­

te5), no son nuevos, de hecho su antiguedad se remonta hasta 

1928 cuando Gamow6) los utiliz6 en sus estudios sobre dccaimicn-

to o( . La definici6n que de ellos daremos tampoco es nut'va, 

ésto fue introducido por Siegert 7) en 1939. 

En el resto de este trabajo nos limitaremos, por ~im­

plicidad, al caso de momento angular cero, el caso m4s gcnl'ral 

sigue a lo largo de las mismas lineas. Consideremos la ccuac16n 

radial de Schrtledinger 

f {P. t. -- Vtr)} Z( (r} .-=. O (3.1.1) 

La solución 1,{ { r) ' s ~i f ~f .i.'i:1Ei.~ ' .;i,~Já f óÜ '~;C~i;~~ iCg u 1 ar i -

dad en el origen .. , •L:./·. •·E· .. E .~;~>;:': 

U(o) - o (3.1.2) 

y si suponemos que el potencial !r (?) l'S de alcuncc fi11:i to .. . 
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es decir que v·(r) 

La soluci6n ·7) {r) se comportarfi para r > t:l como una combi -

e lfr y e-IPr • naci6n de / Ahora bien, el estado resonante es 
un estado que decae; es decir, la funci6n de onda correspondien­

te debe contener solo ondas salientes pues no hay partículas in­

cidentes. Esta condición de ausencia de ondas entrantes se puc-

de escribir corno 

dUtr) - lf U(r) =O .. 
dr J 

(3.1.3) 

tí) 
Denotaremos por / n a los eigenvalores del momento p para los 

cuales la ecuaci6n (3.1.1) tenga una soluci6n que satisfagu la 

condición (3.1.3) y por t{~ a la función de onda corrc~pon­

diente. Si recordamos la ecuación (2.3.2) 

Vemos que la definición de los estados resonantes a través <le 

la condición (3.1.3), es equivalente a exigir que la fu11ción 

de Jost tenga un cero en J>n 

Je~,) o (3.1.4) 

Pues solo cuando esto sucede, la solución regular <:f. COlll't:I 

" t 
exclusivamente de onuas salientes, es <le<.·ir 
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+ 
eo1!sr. ;( r

11 
( r) (3.1.5) 

De la discusi6n presentada en el capitulo anterior 

sobre la conexi6n de los ceros de la función de Jost J ( P) 

con los estados ligados y las resonancias, sabemos que los ce­

ros asociados a estados resonantes son los que estan en la p3r-

te inferior del plano complejo pues los de la parte superior 

corresponden a estados ligados. Aunque los estados ligados sn­

tisfacen la misma condici6n a la frontera (3.1.3) que los cstn-

dos resonantes, existe entre ellos una diferencia búsica. Los 

primeros representan eigenfunciones apropiadas (normalizablcs) 

del Hamiltoniano mientras que las eigenfuncioncs de los segundo~ 

no son normalizables en el sentido usual y tampoco son cst:icio­

narios. Sin embargo es posible dar a estos a1 timos u~a'"~~ntcr­

pretación física: 

Estado Resonante 

p" R ':> Pn r > O ' donde 

real e imaginaria del cero 

.dos, 

son ambas positivas. Consideremos la forma asintótica de ln 

función de onda 'U>? ( r) 
correspondiente, 

multiplicada por el factor de tiC'mpo 
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~-

- / En í 
Un ú) e 

r- OC) 

/(in r- - t r) e 11 . 

que podemos escribir como 

?~I: r e (3.1.6) 

El primer factor de esta expresi6n representa una onda saliente 

de momento 'Pn R asociada a un estado de energía positiva t h 17.. 

El segundo factor muestra que este estado decae con el tiempo y 

el tercero que crece exponencialmente con r 
' lo que sahíamo~ 

desde el capitulo anterior. Puesto que la velocidad de las par­

tículas salientes es 

(3.1.7) 

(pues usamos unidades en que 2 m = l.) 

Las particulas que se observan a una distancia r y tiempo ·í 

cuando la amplitud es 

-Vn'Í P,.,r:! e z e 
salieron del centro dispersor decayente {Y:= O} cuando el tiem-

,_ ;~-~~·~:·~.', .'-
-· 

po tenía el valor. 'f - 1í'V-ti y la amplúud\cx~ 

..... ~V~~ e*~~ ~M,~~!{f ij~~.~~~y~~;L~r~t . 
• ~ :\·.:::::.~.\.:"'.~~:;;~;; ;: .. , ~ './' ·::: ,_ '<o, 

'~,,.:--. _'_.-;.:;'~¿(.",: :~/'/:·;,_.' 

sustituyendo e1 va1oi o.~:.;].4.·,·.~kii1.J)Lx· f >i 

p-~~f ,'~~~:r 
._ '-. 

por if /~1 f.? fn r 
esta amplitud es 
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la misma que en el tiempo -r y distancia r Por tanto el 

crecimiento exponencial con r de la función de onda del c~tu­

do resonante, se explica por que encontramos a la distancia r, 

las partículas que fueron emitidas en un tiempo anterior en el 

cual la emisión de partículas era más intensa. Y lo era prcci-

samente para el factor ePn:r r, el mismo por el que las partí-

culas a la distancia r son más abundantes. 

Para finalizar esta sección, notemos que en el caso 

de estados ligados la expresión (3. 1. 6), puesto que ( 11 ,~ - O; 

se convierte en 
- fnr r 

e 
que representa un estado estacionario de energía negativn 

que decae exponencialmente con 

3. Z. - Función de Green y normalización de las .f\l~¿{o~es Un 
·:-·-._~_. ,<--::".·,_.-,,--__ . '., 

La función de Green 

.,'/ 
- lnr 

(3.1.1) juega un papel central en el desa~~~Tit,:~;·~~·i~:Ía función 

de onda interna que construímos. En c e~~·t;:~~~~{~'f~;~,~i·~ tra r ClllO S 

~;;:~:~~~f:L~:~~,' ~L~~:L::_:~~·-· 
que los residuos de la función de Greéri en sus po_fócs_'~on propor-

cionales al producto U (r)· 11.<)~,)1. ··., donde' U
11 

(r} denota 
»! ·.· ..... '"'t.1! l ' J 

tanto a funciones de ond~ ~~~{i.a.d.~~a estados resonantes come 

estados ligados y antiligados. También obtendremos unn normali­

zación para los estados de energía compleja que ~e reduce a 1:1 

normalización usual para los estados ligados. 
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La función de Green asociada a la ecuación (3.1 .1) sa­

tisface la ecuación 

-:z 

ó G (r, r:·fl + [-oi_ J r 
0 

Y ~ r '{ ( r ) G ( r, r '¡ p) ::. o ( r - r ' ) (3.2.1) 

y las condiciones a la frontera, de regularidad en el origen 

G (o,r'¡ P) o (3.2.2) 

y de onda saliente 

[ º-.Glr,r'¡ f') _ !PG (r, r'¡ P)J 
ó r y= Cl+ 

(3.2.3) 

'f'<" ) .. u... 

Donde En la vecindad de un 

polo simple p" , la función de Green puede escribirse como 

G e r, r ·; " ) --

Donde ~n(1 1 Y') 
y r<r,r 1¡1') 

€ntr,r') t y(r,r'¡P) 
p - ?1'1 

(3.2.4) 

es el residuo de G.(Y'> r '¡ 'P) en Pn 

es regular en p~ ; s~~tÍ.tuy~~o~·· (3. 2. 4) 

en (3.2.1). Acomodando los términos ob!e~~mos .·· 

)l ::, r ( r;r'¡ f} -\-E 1'
2

-V°(r)Jr(r, r'¡ P) - J\r-r')} ~ o 
(3.2.5) 

f~z 
sumando y restando 

y y 
1 - 1 Y'\ 

~'!\ (r,i-') se obti.ene 
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í'- j'., u:. e .. lr,r') + [R.'-'f(r)l f, (r, r'J 1 + 

l g:. f (r, r'¡ V) + [ P'- Vtr)J f (r, r '; r) + ( M.) e., lr, r' )-d\r-r')I: o 
Si tomamos el limite de esta expresi6n cuando p -· P~ 

el término multiplicado por t/(f>-PY\) y el otro deben anul:irsc 

separadamente, es decir 

(3.2.6) 

y 

.,_ 

~,_f(í,r;?~}+[fn?-\Í(r)Jy{r-,r';~") +2Pn€~(r,r')-J\r-Y') =O 

(3. 2. 7) 

tenemos ahora écuaciones diferenciales para ~'!'\(r(r'} y 

nes a la frontera sustituimos (3.2.4) en (3.2.2) y{3;2~3). Pro­

cediendo como arriba se obtiene, 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

y en 
~ ' . ," :~ - ·, _- -: . . - ' - º, . 

t ~r ~l\{y,r') ..: TP,g,_(Y', r'ti ,.~ 6.+0 ' r·~ <l (3. i.1 o J 

(3.2.11) 
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Observamos de estas expresiones que satisfact' 

la misma ecuaci6n (3.2.6) y condiciones a la frontera (3.2.8) y 

(3.2.10) que la función ·1.,{ >t ( r) , respectivamente ecs. (3. 

1. 1), (3. 1. 2) y (3. 1. 3) por tanto € tt y U >i deben ser pro-

porcionales, es decir 

€_,,(r,r')=-1)
11

lr) f(r') (3.2.12) 

Para encontrar el factor de proporcionalidad f(r') 

usamos la fórmula de Green entre las ecuaciones (3.1.1) y (3.2.7), 

es decir, multiplicamos (3.2.7) por i1~ ' (3.1.1) por r 
restamos las ecuaciones asi obtenidas e integramos de r = 0 

a r = a_ el resultado es 
<.l 

2 7j1'1 r ')u.' (r) d r ~· 
e.... . .. 

= ¡;. rÍ(r->"'} dr 

Para llegar a esto utilizamos las condiciones en r= o I (3 .1. 2) 

y (3.2.9) y la ec. (3.2.12). Evaluando las derivru.1us en r.;; (.{ 
con las condiciones. (3.1.3) y (3.2.11) y despejando ¡':). r < ,.., J 

se obtiene 

(3.2.13) 

En con~e:~¿e~g{~·, el residuo de la función de Green en el po1o 
'-- ---- -, ., .. -~----,';,.,.-,_,_-,_,. ,_--,-___ - __ _ 

(3.2.14) 
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que tiene la forma que habiamos anticipado. La expresión entre 

parentesis del denominador de €n (r, r') (3.2.14) sugiere co-

mo normalización para las ZJ.~ la condición 

1 (3.2.1S) 

La presencia de a en esta expresión no es importante, 

de hecho, cualquier valor de a lo suficientemente grande para 

que el potencial se anule, puede ser escogido. Para éstn<los li­
.. 2 

gados podernos tomar el límite O:. _.. oo , entonces fJ. ti (a) .-> O 

y la condici6n (3.2.15) se convie:r:te éri la riormalización usuul 

3.3.- Función de onda interna y Función de Green. 

El desarrollo que estamos en proceso de cons tru.i 1· pura 

la función de onda física o normalizada en la región 

r < ~ ' se basa en la conexión que derivaremos en c~ta scc-

ción, de yP con la función de Green saliente del problema. 

La función de onda f};¡ satisface la ecuación (2 .1. :'.O) 

que en onda S se convierte en 

J <'. ;t_;- (Y) 
-- r .J.. rv·'-_ V< r) 7 r// O-> 

d>··Z 1 L I .J IF. I 

( 3. 3. 1) 

también satisface ln condición en el origen 
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'j{<o) = () (3.3.2) 

Y, como estamos usando un potencial cortado en r = a su compor-

tamiento asintotico (2.1.27) es 

(3.3.3) 

Para escribir (3. 3. 3) utilizamos el hecho de que }as,.frn11.:iom's 

h pt (Pr) para ) = o son e 1:. /f'r 0 :~.:~-:-.-_ 
Para encontrar la conexi6n entre • /;, \r}: '!r.G (r, r'; i') 

usamos la f6rmula de Green entre las ecuaciones (3,,3;,j) )' (3. ~. 1 ~. 

Integrando de r = O a r = ª+ obtenemos --~·-- ····-·;;(=··· 
-:,--,--·- ,_- ,-, ------,,-_-

r j, (r) G 
1

( r, r'¡ P) - G( r; r ~- f) l / r)J::4~,:~d'.~~;~w 
l · f' Jr-.::6<. i/ ·' -

Utilizando_. las conditiones >de regularidad-~11-~l·'.~~i~~nf ul' Ji,, 
y._ G ec~,~-·-{~~j~1~j:¡~j;:r~: -;(3f202r --y 1a condición .~i~~B~'.J~e~iilTcnte de 

G- _•e2·)\·(3~@i·3j'}ja:§Jfcb"nio- la ··propiedad dc:)s'fme'.trí~ ;d~/1 a ru11{· i ón 

de Gre~ri,:~~i·['¡_:¡~~~,~~A6n'4e· arribase convie·l"é~·;éh-: :·----
... , c .. -· .. ..:·:-;·;;-¡·'c·, .···,-:o';, ·,··:;·-=··.-~J:~·_.::~;~·:_.,__ ,•;.·-, ;<···.·: -=:---·<_'.:;:::,/':',:~:,_:·,·-~; ... >,;<~;;.;," 

-- ·' ·_:- __ .,_ --·· -~ ~~-=i;~F,:~~-~~;_; :-:'.-~.-;~ ~-:-;-., ,~- ~~~:,· ~~~~~ :;J,.t'.~;>{S Li: .~-=/-.~)~~-~:;.-.;)_~~-;-~,~~~~!t .. "':'.:"'_". _ ., __ 

··tli};~2~¡:c·5_7~,2~.r._~~@~:.~~f h·~l;~~&~r~~·)] ::· 
,:;::-: ' - . . . . ~- ' . 

, -·-- -6- )Sc~t·I~i · (3.3.4) 

Donde 
'..:,/· ·- · .. _·_,._~: ~ ··~-·- -. :: · __ -<~'0-:2}~_}f :·_0i' ,,'·::;~(._::;::::_~~- :;,D~:·· . 

. -P~r¿ .e\ra.iúai:'.Jh: CXprc.'s i(m ent rt' 
·.·. - ,' 

parcntesis de la ec.: (3.f.4J,.~qu~ depc~dl~t;·o)~;-.~·Jj _p_unt11 Y - (\ 

utilizamos la formn asintotj~a ~e p;, ec~ (3.3.3) hadlrnllo l'~;-
to se obtiene 
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(//' -/'ro... r,, ( r) := - e,. e r, o¡ P) P e 
I 

(3. 3. S) 

Esta es la relación entre la función de onda interna y la fun­

ción de Green saliente. De ella vemos que si obtenernos un des­

arrollo para la funci6n de Green estaremos obteniendo también 
t//'p un desarrollo para f J en la región ~ ~ Cl Si des-

arrollarnos a la función de Greeen en términos de sus polos en 

el plano de la energia o del momento, obtendremos un d~sarrollo 

para f'r en términos de las eigenfunciones U,., t r) asod a­

das a los estados resonantes, ligados y antiligados pues, como 

vimos en la sección anterior los residuos de la función <le Green 

en sus polos, son precisamente las funciones ?./>?. (r) 

En la próxima sección obtendremos este desarrollo de 

}tÍp en términos de las funciones U 1"l • Antes de proceder a 

ello, obtendremos una relación entre la matriz S y la funci6n 

de Green valuada en r = ~ J que nos será útil más adclantt•. 

Esta relación fue derivada por Bloch8) y se obtiene inmcdiatn­

mente sustituyendo la expresión (3. 3. 3) valuada en r -~ Cl. <.'ll 

la ecuación (3.3.S), 

5 = ( 1 -til'Gº\fg~\T)] ,é'fPo, 
_· : ,) _. <~·;:·~~,:-.~-,~--- -~ ~--. 

Esta expresión: nos '.di.~~;'~~~ para> d~:t'érrid .. ll.tir. l~ m'atri z 

basta conocer la función de dr~e·n,·eJ };;Wfi;:cL, 
',":\'.:;:·.:·::: ;·:: '/~:'.~ -', _·, 

La función de Green G Cr, r' ;· p ); c'i,;p'ara la nwyoría 

de los potenciales de interés, tiene la misma ilistriln1dón ~k 

1 . s s -- f (-\") 1 polos que a matriz .... y, puesto que _ , os 
f (P) 
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Polos de la función de Green son los ceros de la función de Jost 

,}Cp) . En particular, la expresión (3.3.6) indica que esto 

es cierto para el caso que estamos considerando. 

3.4.- Desarrollo de la función de onda en la re i6n interna. 

El desarrollo de la funci6n de Green en términos de sus 

* polos surge de una simple aplicación del teorema del residuo . 

Este teorema afirma que si j (~) es una función analítica en 

una región f~ y <: es una trayectoria simple, cerrada, con­

tenida en IR. y en cuyo interior existe solo un número finito 

de puntos singulares, entonces 

~1---f \'l.·)d~ = f suma de los residuos de ja) en los 
;z íf l . . l puntos singulares encerrados por e 

e (3.4.1) 

Para una gran clase de potenciales la función de Green 

es meTomórfica en el plano <j> , es decir, analítica excepto en 

el conjunto formado por los polos. Ciertamente lo es para el 

potencial que estamos considerando, pues como ya vimos, si el 

potencial es nulo a partir de cierto valor de r ' la funci6n 

de Jost es analítica en todo el plano, en consecuencia, la matriz 

S y la función de Green, también lo son excepto en los puntos 

en que la función de Jost se anula. Además, como toda función 

analítica tiene solo un número finito de ceros en cualquier re­

gion finita, la función de Green tendrá un número finito de po­

los en cualquier región finita. Tornando esto en cuent~1 podemos 

aplicar el teorema del residuo a la integral 

i\'. Ver Ref. (9) p. 130. 
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_!_{G (r, o..; P') d P, 
~n-1 P'- p 

e 
(3.4.2) 

Donde <:; es un circulo grande de radio R. con centro en el orj -

gen. Según el teorema del residuo la integral (3.4.2) es 

I G (r Q . ?'} d , suma de los residuos de 
- ' I f - P'-P Í { G<r,o.; r) 

~ TTi p '_ p - en los polos encerrados por C 

<: (3.4.3) 

Los polos del integrando encerrados por C son un número finito, 

digamos N, de polos de la función de Green G (r,O,/ í') y el 

punto P' = P Los residuos del integrando en los primcrog 

ya los calculamos antes, Sec. 3.2. El residuo del integrando 

en el polo P'= p es 

R. es 

f 
G (r, o..¡ P') 

¡P'=P::::: 

Í /m ( P '- P) G ( r, o.; P') 
p :_ p p' ..... (' 

P' - P 

es decir 

(3.4.4) 

sustituyendo este valor en (3.4.3) tenemos 

-'-·i G(r, ª'° P'J el f' 
:/ffl f '- p 

e . 

N 

¿ 
r¡.:1 

t Gc-ro_ .. p) 
1 I 

(3.4.5) 

Donde eY1 son los residuos de G calculados antes ec. (3.Z.14) 

los cuales, considerando la normalización (3.2.15), podcmo~ t'~-
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cribir como 

~)\ (í, ú) ·= Un ( r) U~ ( «) 

:2 Pn 
(3.4.6) 

combinando las ecs. (3.4.6) y (3.4.5) obtenernos 

G (i¡.ú;P) -' · 1 · G ( r. 4 j p ') d p I 
:un p '- p 

<! 
(3.4.7) 

Sustituyendo esta expresión en la ec. (3.3.5) obtenemos para la 

función de onda fr en la región r ~ a 
N -/'fo.. 

Urf (r-) : 2:' fn !),,, (r) f ? e .. JG ( r, C1¡ P') d pi 
/f ,, = ' ;:¿ tr I 'P - f I 

e 
(3.4.8) 

Donde el coeficiente en es 

r e-iJ>~ lln (4) 

z ?,, ( f>t - ¡>) 
(3.4.9) 

Como podemos ver en (3.4.8), el desarrollo obtenido 

para la función de onda en la regi6n interna { r ~ o.. } cons-

ta 'de un número finito de términos discretos y de un término in­

tegral. El número N de términos discretos, claramente es función 

del radio R de la trayectoria C de integración pues a mayor tama­

ño de R corresponde un mayor número de polos de G ( Y 1 C~, P) con­

tenidos en el interior de C. Puesto que el número de polos de 

* para un potencial de alcance finito, es infinito , si ha-

cernos tender R a infinito tendremos un número infinito de términos dis-

*Ver Ref. (3) p. 361. 
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cretos en el desarrollo de '/fp . Para tener un desarrollo pu­

ramente discreto, la contribuci6n integral en (3.4.8) debe des­

aparecer en el límite R. ~ e.o , para que esto suceda es sufi­

ciente que 

G (Y", o.¡ P) _,, o ~1..((md o J PI _,,, oo 

por tanto, para saber en que casos desaparece el término inte­

gral, debemos investigar e1 comportamiento de G ( r, a,· F) 
cuando el momento tiende a infinito. Para esto aprovecharemos 

los resultados obtenidos por Peierls 10) al estudiar el campar-

tamiento de la matriz s cuando p tiende a infinito. Vale la 

pena hacer notar que los resultados obtenidos por Peicrls se 

refieren a potenciales cortados cuyo valor en el punto <le corte 

es distinto de cero. La mayoría de los potenciales de jntcrc·s 

satisfacen esa condici6n, además, todos los potenciales de largo 

alcance se pueden cortar de acuerdo a ella. 

Para utilizar los resultados de Peierls haremos JSO de 

la relaci6n entre la matriz S y la funci6n de Green valuada 

en r ::: r' = GL , G (a. 
1 

a. j !') obtenida anteriormente ce. ( 3. 

3.6) 

G(a,4¡ rJ _ ·~~¡ [1 - S<P).(P~j (3.4.10) 

De la 

será muy íitil, 

C>ira rclaci~n que' 
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I 
r_~· l( (3.4.11) 

Los resultados citados obtenidos por Peierls para po­

tenciales de alcance finito son que la matriz 5(f) se com­

porta para grandes valores de P como !./?;! (J-:/ifCI en la 

parte inferior del plano ?) y como é_2'f/1 p:¿. en la parte 

superior. De lo anterior y la ec. (3.4.10) resulta que G(a,a;'P) 

pnrn f grande, es proporciona a f en la parte inferior del 

plano }--' mientras que en la parte superior es proporcional a 

1/ f Además, puesto que para f' real S ( ¡>) tiende a la 

* unidad cuando f tiende a infinito, de la ec. (3.4.10) vemos 

que G(a.,c1,-r) 
eje real. 

tiende a cero cuando o ._.. ~ a lo largo del 
I 

Necesitamos ahora conocer el comportamiento del factor 

,~-(r;Yi,<ttJ de la expresi6n (3.4.11) para obtener el comporta-

miento de G (r, c1_¡ P) 

Y!(r). 
ff (().) 

Debido a que según la ec. (2.2.29) 

(3.4.12) 
t:_!:_¿ 
0~ (4) 

Podemos utilizar el comportamiento de ¡l,,(r f ~ (t'-) cuando 

t< - .:oa para conocer el de j;rr )/1/ !' (a) Esto resulta 

muy conveniente gracias a la anali ticidad de /if' en el plano 

? . La expresión integral para 1~ /r) ec. (2. 2 .1) para el 

caso de ondas S se convierte en 
l" 

frlr) ~ Sen;r f f dr's,.,P(r-r')V!r') f,1r') 
p (3.4.13) 

*Ver Ref. (1) p. 192. 
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ti 
Es posible demostrar que cuando /P/ __,. <10 la integral, que 

describe el efecto de la interacción, tiende a cero (esto es vá­

lido para potenciales más generales que el que estamos consjdc­

rando), es decir, que f'>p (r) tiende a su valor en ausencia 

de interacci6n 

f4 (r) -=. S.en ?r 
1 

/PI_.. oo (3.4.14) 

sustituyendo (3.4.14) en (3.4.12) tenemos 

~...::. S~1-1Pr 
Yf (a.) S.P-t-l Pa. 

Para el caso r .¿ a.. , escribiendo Su1 Pr 

r< o. ... . (3.4.15) 

y SeM /)Ci, como 

exponenciales, se encuentra que en la parte superior del plano, 

l r~ P > º} , 
- I r>r P (a. - r) e 

/P/ .. no 

y en la parte inferior, i !1t1 p < 0 } , 

Es decir, tanto en la mitad superior~offioinfeii~r.d.el plano/), 

el factor 'Ít' ( ry~~ (ti..) decae a cero exponencialmente. Es 

claro también que esta cantidad oscila indefinidamente a lo largo 

del eje real. Puesto que G(4.,ú..¡P) divergía sólo como p 
en la parte inferior del plano 'Í7 , tenemos que :1 lo 1ar~o dt' 

* Ver Rcf, (3) p. 332. 
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cualquier dirección en el plano !·/) la función de Green 

("_ . ) '-" ( r1 CI / f tiende a cero cuando el momento til~ndc ;i jnfj -

nito, es decir, 

e;. < r, o..,. ? ) _.. o cuando / ?/ _. ~,..., 

Y por tanto la contribución integral de la ~xpfeslóh: (~.4. 8) <ll·s­

aparece cuando el radio R de la trayectoriü t.i.ch}:l.c'..n infj n:i to. 

En consecuencia tenemos el resultado 

. , - , - ~-o:_: - '··'-· 

Donde los coeficientes (',, estan dad.os por Ja;ec~ .(3.4.9). J:!'-

te desarrollo para )?'P 
c~ni~~xpJícÍ:tamcntc se in-

-

ligados es válido s6lo para 

dica en (3.4.16) y (3.4.17). 

En el caso 

cribir como 

Como encontramos arriba, 
, ' ,_, ,, .. 

ge como P ·. en la pnrtc inforibr dcI 

Ca que si. t'fatamos de .incluir Un número infinito de polo~ Cll 1 :1 
'·'-=-- .... , • ~, 

suma de (3~4.18). a través de hacer tender el rndio R de ln trn­

yectoria de integraci6n a infinito, la integral de (3.4.18) <l1-

vergir:í. Por tanto, sj qucrcn'-'S obtener un t1csarro1 lo pttramcntt' 
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ú)p" en discreto de r r == a. debemos introducir un factor dl' 

convergencia proporcional a l/.p 2 en la integral parn que C.s-

ta converja a cero al hacer tender p a infinito, es <lccir, 

debemos intro<lucir dos substracciones. 

El desarrollo de '/Ir con dos substracciones se ob­

tiene mediante el procedimiento ya descrito partiendo del t~o­

rema del residuo. La integral que debemos evaluar ahora es 

l {' G(r¡O..¡P') d:>' ·- -· I ~ rr ¡ pi'- P '- P 
,C 

(3.4.19) 

Donde hemos introducido ya C'l factor. apropiado p:i ra 

que el integrando converja a cero también cri · r~;Il(:.; Como 
·~-'/.:'.;,;;.:':·/)-::'·_·.'.~·.{?,::.:~\::: . I 

:111-

tes, el integrando tiene polos en los polos de ;c@(',r;. Q. ¡ f' ) 

y en el punto 

polo doble en 

v' - P I - , 
pero ahora tenemos_~~ici'&Nhi~1ci1.tc. m1 

Con e 1 método u t j 1i zr·~~': ~~~~~ pa r:1 

evaluar los residuos obtenemos, 

l'1 = 1 

1 
"í 

... , 

Q,(r,c\¡ p) 
+- + pl o·l. ( ) 1" Pn. - P 

R.;:i:.f G(r,o.;r'J l····· 
'P' ~( p!_ o) 

·. , r . P'-= o 

(3.4.20) 

En esta expresi6n, eM , el residuo de lo funci6n <le Green, 

est~ dedo por la ce. (3.4.6) y el Oltimo t6rmino no s~ pue<lc 

evaluar por el método que hemos utiliz~1do porque el polo es do-



' A fAR{IR 
e'S"tl pA(itlJ4 

~..Al.LA 
[)E. 

()RtGf:Ai 
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* ble, por tanto, lo haremos utilizando la expresión gem'ral para 

los residuos 

} .-
p ::o 

(3.4.21) 

donde ( 0 es una trayectoria pequefia que contiencel.punto 

r 1 :::- ó La integral que aparece·-en (3.4.zfr":''.sccievú1úa uti­
,'.;[.;·>1.-k 

1i zando la conocida fórmula integral para la dcrivúdn ~l·gún 

la cual 

en la ec. (3.4.20) y ésta a su 

* Ver Ref. (9) p. 130 
~"' Ver Rcf. (9) p. 62. 

,,·:·~,~-=-:_.:.· .. __ _ 
- :,>_'.:•:.''.-c.'.-.. '.-·'. 
__ ;, •--·--·---·-' 

(3.4.23) 

contt•n-
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CAPITULO IV 

POTENCIAL DELTA 

4.1 Introducci6n y soluci6n exacta. 

En el capitulo anterior quedo establecido que existe 

un desarrollo para la funci6n de onda f;. en la región interna 

de un potencial de alcance finito, consistente en una suma dis­

creta e infinita de eigenfunciones correspondientes a csta<los 

* resonantes múltiplicados por los coeficientes apropja<lo~. 

En este capítulo y el siguiente nos propont~mos i nvcs­

tigar si además de su interés teórico, el anterfor'.~esultado t il'-
, _-· •:).;,.·',.'.·, ,_._ .. ,_ 

ne también algún interés práctico. Concretakchi:ck c~s'ffr~J.Vi1rcmos 
la posibilidad de que el mencionado restilta~~·~6~'pro~prcionc 

un método de aproximar la función de onda·-:~n~Íta~;r~c1~{6rri-r1tcrnn 
de un potencial de alcance finito. Para ell~, a~1·'~c:\1rcmos t'l 

- - ---; :' . ' ' .. ·: .-~ '•; ·.' -: ·::;/ 

resultado, considerando un número finito de términbl\ \cíi In sunw, 

a dos potenciales exactamente solub.lcs. con el' fin .de b~c.iC'T com­

parar la función de onda exacta con la íuri~i¿~~d~ ~11~~· :,htt'n i d:1 

mediante la surnn finita. En este. ca~ftul~ S~~udi~rJmo'Jil'I po-
**• tenc:ial delta y en el próximo, el potencial pkasso 

mos en estos dos capítulos_ los resultados numérkos respt'c.'t ivo:; )' 

en el capítulo VI los discutiremos y presentnrc.mOs las ¿¿;ll'lusio1w·;, 

En lo que re5ta <..iE' esta sección obtend.remos 1 ~1 funci \in 

de onda exacta en la región interna para el potencial íl~lta, ~~ 

decir, para el potencial 

* También a est<i-:!os 1 igados y antil igados, si los hay. 
** F'orma breve de éesignar al potencial consistente en un 

pozo cuadrado entr~ r ~ O y r = a y una delta cle Dirac en r=~. 
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(4.1.1) 

Podemos obtener la función de onda f? en 1 n regí ~n 

interna { r <. c.\.} en la forma convencional, es <lcdr, n•­

solviendo la ecuaci6n radial de Schrtledinger en la región inter­

na y externa del potencial y uniendo las soluciones así obtcni-

* das y sus derivadas en r = a para conocer los coeficientes cd-

rrespondientes. Sin embargo, resulta más económico obtener it: 
rf' 

aprovechando lo visto en el capitulo II. Primero obten~mo~ la 

solución regular ?!' . La ecuación radial para la rcR1ón 

, en la cual el potencial se anula, ~s 

[ d '.! .¡. ? ':'. ·1 i {r ) 
d T~ . r,, () (4.1.2) 

La solución general de esta ecuación es una comb.intic-i ón:~dc 

S-"tt(fr) j f!ti$(f'r) pero, por definición, la solud~n regu-

lar se comporta, cerca del origen, exactamente corno J,, (1 :1 

función de Riccati-Besscl correspondiete n / = O).· .Puesto qttt' 
,Á 

J r¡·~ .- '\ e· ., / ,,.... o \. , ) ::: -;:;, Ir ·i f ' 
tenemos que 

. n <_:L:~~1;íht~;-' I •· .•. je ~ ' -

~ _'·.·_. :<-,~~;:.~:~:~/:.~~'.~it~~--:} o.,. e,,:-·',·.-:: .. '-':'·.~·-,.,· 

Ahora, utilizando,li:r: ec .'-cz.~r4) 2iíitulnn\o~ ·la .fun e i 6n 

tenemos 

para el potenciaJ. délta.· · P~e~~2~Ciu~; ;'{:;¡f;~fi!;~i E//'r 
'"A··;:.::>>»r,:':: ",[::',,• 

·'.,·---~~:r,~ -. - ·:~/,.'..e:.·.:.:.-~), 
-- ;i~-.' 

de Jost J 

* En realidad, debido <i qui'.! el potencial es dis¿ont'.ln~o en 
r,. a, la condición o s;:iti~f¿¡cer en cste.punto·¡.,or la de-
rivada de la furci6n de onda es · · 

, ,' 
( ,,. ( ~ ! Í' I . •. ' ,/, I . ) 
/i !J..1-) ·- ¡¡j, (a. - ) = ), .Yr· Jt 
/' .f 1 
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<>:I 

J Cf j = i (- ~ {dr efr). f<r-o) s,., fr (4.1.4) 

Por las propiedades de la función delta de llirac inm<.'­

diatamente obtenemos de (4.1.4) 

(4.1.S) 

Finalmente, haciendo uso de la ce. (2.1.29) tcncmo~ 

la soluci6n física fr exacta 

t(r): ,.,J,rrl =- 1 . .· . (,e.1<•/·-1r.· ··.·.··.··. r·:a (4 .1.(1) 
r 1 ¡ ), 'P« ··· · .. · 1. " · f .. ./ (P,; +- T <2. .s.Q/l'{/ct, ... - . 

Conociendo la función de Jost (4./i.sj· p·gde~1os cncon-
. . \'. 

trar inmediatamente la matriz y la fundón de ·Green (-, (ll ,o· p; 

del problema. De la e-e .. -(2~f:3offenemos -.---~· ."-~-{.~~-· 

(4.1.7) 

( 4. 1 • R) 



so 

Haciendo tender el radio R de la trayectoria <le integraci6n n 

infinito, la anterior expresi6n se convierte en 

~" ) -/'f'/< o 1 ... ~ ¡/,,<a.} (j,, ( r )1 e 4 24) 
·o (r = -1 e r.:,· ( r, .'.i.; e) .,. / (.. ( r, o; o) f- ?¿, .. ·~·, "'· '"'·) . ~ .. 
r ti=t ~P,, ''-' ·t-,, 

Donde sustituimos el valor (3.4.6) de {:'11 • El dcsnrrollo (3. 

4.24) para )/; .. <. r) es válido para Y·< l\ · si.n.ymhargo 

no son. nccdsh;f:i;121as queremos recalcar que para ~-~ C\ 
·.--·_'------=:=-

substracciones y en esta región el desarrollo más· x~~¿j 11 o (3. 

4.17) es suficiente. 

El material expuesto en este capítulo es básicamcn t<.• 

el contenido de los art.!culos citados como referencias (11) y 

(12), principalmente ~ste último. 



54 

La ecuación que satisfacen los ceros fJM de la fun­

ción de Jost, o equivalentemente, la ecuación que satisfacen 

los polos de la matriz S y la función de Green G, de las ex­

presiones anteriores vemos que es 

(4.1.9) 

4. 2. -· Desarrollo de l"a so·1uc·ion en estados resonantes. 

En esta secci6n estableceremos el desarrollo obtenido 

en el capitulo 3 para la solución f, corres~on;~i~e~~e.nl poten­

cial que estamos considerando. El desarrolló. e~'.'~·~'.í'·"'s'r'&Gientc 
_,.,. .. _>-'.>;:>D-·:.r·-:,,·· 

,- ·: ::'.' ;~ .;;-'. ,;( ') _\~-,<:\->~- -. 

oO 

j{(r):: 2: 
,, "1 

En el caso particular que estamd~i.;{g~si.derando las 
-- ~' \,'.·_;·~;/:;:::.:/~"«.>-' :·' ' . 

funciones Vn. (r) satisfacen la ecuación :.:>: 

(4.2.2) 

pues en la regi6n r <a e~potencial es nulo.· de 

esta ecuación es una combinación de seno y coseno pero como la 

función .. •· ' 11. ~ ( r) 
(4.2~2) es 

es regular en el origen 1 lasolución de 

r<r '• '.!\ .J 
(4.2.3) 
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El eigenvalor ~ es· tal que la funci6n (4.2.3) sa­

tisface la condición de onda saliente (3.1.3) o equivalentemen­

te, fn. es una soluci6n de la ecuaci6n ( 4. 1. 9). 

El coeficiente /l't! que aparece en ( 4. 2. 3), se fija <le.· 

manera que la funci6n Z!l'f(r) satisfaga la normalización (3 .• 15), 

que en nuestro caso significa lo siguiente 

f
a. 

~ • '- ? 
fin _Sen In rdr. + 1 (4.2.4) 

o 

Resolviendo la integral y después de un poco de álgebra se 11c­

ga a la ecuación 

1( ,. \ o-~: 

ft,, [ . .. ' / ;_/p,, "' 
;z g, g, Q - ~u\ ~ ~) ~'(FY~J (4.2.5) 

facforizando el t~rmino s~;:~p~·a.· ~1'üi~f11~ifl~~~:~i~;h~~ho de que 

'P-ri 

(4.2.6) 

u" w v.tr:)~~~i~~1~W~,~*i~ff; ~,e~ ~~;.~t · ~ ~ 4 s~,~p_r · · e.¡ · 
2 

· 
1 
i 

p{riii~¿~~:·>·~~~·f,lt~yendo el resultado {4.2. 7) en el 

dcsafroiio crz {,y ob~eicmos ' 
C() 

(/( fr':.:: ~ 
Tt· 1 L 

11.:-1 

(4.2.8) 
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Este resultado evidentemente es exacto si se toma un 

número infinito de t6rminos en la suma, sin embargo, si la suma 

(4.Z.8) converge lo suficientemente rápido, un número finito <le 

términos de la suma nos dar6. una buena aproximación para 1// ( r) 
Íi' '. 

Como anunciamos al principio del capitulo, consideremos sumas 

finitas (parciales) de (4.Z.8) para comparar con j/P exacta 

y así encontrar las condiciones bajo las cuales f!? puede ser 

aproximada mediante sumas finitas de (4.2.8);<Esto}loh:nem0$ 

en la siguiente sección. 

4. 3. -· Re·suTtad·os 

·- '. - ---

Antes de proceder a evaluar las sumas finitas de (4.2.8) 

es necesario que conozcamos los polos ?11 . que aparecen en el la~;. 

~··;~rt.is~f~~;n-ra.·ecúicioii-(4~·1 .. ~--·--··,o···-····-···~-

;·· .. ~'.i\c··.··.•·.r·.·>~······ 
!'!?, -· '!?r ef)r& · - 0 (4.3.1) 

',_i 

En la cual hemos escogido a = .1 / ecuación no puede ser re-

suel't:a. exactamente para fn .pero.exi~·tenmétodos para aproximar 
--- - -- -- __ ccc o----·=-,_•-.---·= __ ,_ 

sus raices tanto como se quiera. El método usado. en este traba­

jo es el de Newton-Raphson13fqu~·~; ~n proceso iterativ.o que 

nos da la N - esima aproximaci6n.de~ fn en términos de la 

N-1-esima mediante 

(4.3.2) 



57 

Donde F ( ?r¡_ /./-¡) es la parte izquierda de la ce. (4.3.1) 
'D 11-1 evaluada en 1 ~ y es su derivada. El 

proceso iterativo se inicia cuando sustituimos una primera a-
~ o proximación /ti , encontrada por algún medio, en (4.3.2) la 

cual nos da 

º,,?. obtener ¡,, 

ºn' ~ . 1 , ~ste, a su vez, se sustituye en (4.3.2) P.ara 

, etc. 

Con el método esbozado arriba calcumos 100 polos de 

la matriz S para el potencial ¿el ta correspondiente a A = 100. 

Estos 100 polos se encuentran en el cuarto cuadrante del plano 

p. Puesto que los polos de la parte inferior delplanóip son 

sim~tricos respecto al eje imaginario, podemos obl~'J1'cr.6tros 
'_.:;: ;;;;::-:'~:;· --:: 

100 polos reflejando a trav~s del eje imagiiiaricf: :fü~ 1 do polos 

ya calculados. 

La precisión con que fueron calcui-a:d65--t65 polos es 

de 9 decimales y como valores iniciales utilizamos los obtenidos 

en la ref. (14) siguiendo las lineas indicadas por Nusscnzwcig 14 ~ 

Estos valores est~n dados por 

Dº CJº • pº 
r 'r1. ::: l 17-n, - l Ir n. 

;>·:.·:·:::_··. ':,~ . 

:resulta. a ~u vez de otrd pr~¿~~ó de :i tcrnción 
-.-.... • /•.-.~:1·\s).::.;):'>/; ; .·-.·.·· ... ·.·•. 

propuesto Bru1jn • , según el 

(4.3.4) 
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o (.o) 

y el primer valor fr " para este proceso es, 

P
o to) _ 1Í 

r~ - ~ Ln (~~ ) (4.3.5) 

Bastan muy pocas iteraciones para obtener una buena aproximaci6n 

de fr: por este mHodo. 

En la tabla 4.1 se muestran los primeros 25 polos del 

cuarto cuadrante. Como mencionarnos antes, reflejando éstos a 

través del eje imaginario, se obtienen 25 polos situados en el 

tercer cuadrante. 

Sustituyendo los valores calculados de los polos ~' 

en (4.2.8) podemos evaluar sumas parciales de (4.2.8) de dis­

tintos órdenes, es decir, podemos aproximar %. ~r) ... por sumas 

finitas que contengan distintos números .de. tér~:i.Íló'~~- -Por otro 

las cuales denotaremos por apro:x. -<:;;~~-~:t·.':t ~<~Jf:::'c'á:d a~{t a b la es -

tá calculada para un valor del momento p).0,i~~é~~~;{~~es de 1 a 

que incluye .la .. suma finita. 

de evidentemente a un polo 

Cada térm:i.nC>_. d~~ja:;~tillui1~c_orrcspon -
R1 , en estas t~~~ .ta1''1'.ás"10s polos 

est~n ordenados alternadamente, es decir, el primer.término de 

cada suma corresponde al primer polo derecho f, , ·el segundo 
o · o * et<:. t6rmino corresponde al primer polo izquierdo r·-z = ;;.¡ 1 - -

Como podemos ver en la tabla 4.1, la tabla 4.4 fué 

calculada para el valor del momento correspondiente a la pri-
. n o 

IDCTD 1'C'5011:1110<1, C~' ckci.r, nl valor ( "'.'!({."' 3.1105268, 
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Es interesante también construir tablas análogas a las 

anteriores considerando solo términos correspondientes a polos 

derechos pues, observando la construcción del desarrollo para 

'/P hecha en el capitulo III, resulta claro que podernos rcpc-

tirla 4e manera que en el desarrollo resultante solo aparezcan 

polos derechos, por ejemplo integrando G (?j Q. r') 
p- f' 1 

de la trayectoria que se muestra en la figura 2. 

a lo largo 

Puesto que el interior.de esta trayectoria no incluye 
-

a ningún polo izquierdo, el desarrollo de G ( í, a.¡ r) no con-

tendrá términos correspondientes a ellos. El interés (le las 

tablas arriba mencionadas es conocer cual de los dos ~csarrollos, 

es decir el que contiene polos derechos e izquicrdos.nltcrno<los 

e el que solo contiene polos derechos, convcr~c más rápidamentl' 

Las tablas 4,5, 4.6 y 4.7 comparan a IÍI 

/? exacta con j/p 
aprox. considerando polos derechos dnicamont~. 



60 

En las tablas 4.4 y 4.7 hemos considerado el compor-

tamiento de f,;aprox. para el momento correspondiente a la 

primera resonancia. Esta resonancia es la más definida de to­

das las posibles para el sistema bajo estudio pues, el polo al 

cual está asociada es el más cercano al eje real. Es probable 

que el comportamiento de J; aprox. para valores de f corrt.'~­
pondientes a resonancias menos definidas, más anchas, difiera 

del comportamiento de y; aprox. en la primera resonancia. 

Para estudiar esta posibilidad, en latabla 4. 8 comparamos J~ 

aprox. con y,: exacta para el valor de 'P. correspondien­

te a la tercera resonancia. El primér término de• '(P uprox. 

correspon~{·~~.-afprimer polo sino al tercero, que.es el aso-
>';.· __ :_-_',;·.~:~ 

''.-:··.<.·· :_:','_ -

ciado a Ia<tercera resonancia . . , ,.,.,- - .. ' 

"-'~,~~cf~L~ __ finalizar .. este capítulo, util~z~~;~3s=-~t¿ aprox. 

para evaluar una cantidad de interés físico. La cantidad que 

utilizaremos es 

(4.3.ú) 

- - Esta cantidad~ interesante en sí misma puesto que es 

proporc~cma.1 a la probabilidad dr.;? que la partícula incidente se 

encuentre en la región inte-rna l Y L ~) , aparece también en 

expresiones que nos dan otras cantidades de interés, por ejemplo, 

(4.3.6) aparece en ln expresión para el tiempo de demora ~ , 

durante el cual la particula incidente es atrapada en un estuJo 

meta estable para ser reemitida una vez transcurrido ese tiempo. 

Esta expresión es 
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( = d¡ - ~U~o ¡;.,-/ f,(Y)/ "__ á. 
\fo dP 

o 

!- - 1 - S..Q.111 ~ (1

lú. f rf'.) 
2. f) 

I 

(4.3.7) 

Si sustituirnos en (4.3.6) el desarrollo completo para fP 
(4.2.8) que podernos escribir corno 

/ 
(4.3.8) 

donde 

(4.3.9} 

·coino-vern6's'~11i(¡'.,'.~.i,b}laintegral (4.3.ú) es ln suma 

de dos. ~gdtri~~·~i()hJ~,·';·~·a4ai~xarninar el peso re la ti vo de cada 

una de el.Íás d~hemo~· evai\larlas. Evaluar las dos contribucio­

nes que,8:Pª;~ce~a la.derecha de (4. 3.1 O) es considerablemente 
- . 

más díficil que evaluar- el primer término de ese miembro y el 

miembro izquierdo.de.la misma ecuación, el cual podemos evaluar 

utilizando tjf;. exacta. Hecho lo anterior, el segundo término 

del miembro derecho de (4. 3.1 O) que llamn:remos de intcrfcrcndn 

se obtendria simplemente calculando ln diferencia <le los otr0s 
' 
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Sustituyendo exacta, ec.(4.1 .6), en la primera integral del 

lado derecho de (4.3.11) y evaluando directamente se obtiene para a = 

J dr-;f{,1r!(= 
o 

~ P - s..Q.,v\ < P (4.3.12) 

La segunda integral del lado derecho de (4.3.11) se puede oscri· 

bir, intercambiando la suma y la integra) y.utilizando (4.3.9), 

corno 
/í' . )~ ~sR.~1 P,, r 17. 
o l P- ?" l "l .. t~~',-~+-~,·P.t ¡ ·i 

-, _-;- ~- --,~~~\:L~-;_- _,-·_ -
, ' ;,:-~. _,_. 

Haciendo uso· del resul ta<l;16)-:·;--·¿···é·? 
(4.3.13) 

l~":~ E~íi"'.:~~ih~~iJ f.S.'"h~J" T, 
·- -. -- • --;- .:' . -·:_-:_,·.e•(.,".· ·.;:'.i-.:;--·o::.c:.:,_~~:~~,)l .; ·-)~_:_';, 

en el cual Pn';,, x~i}'·rt;~"f:·ev~lú:aiñóés~{~Cti:s·.1·3} obteniendo 

{4. 3. 1 ~) 

Evaluando nu~éric-~niep~~'..ia¿in~eg!"ái.~ia~ta· (4. 3. 12) , 
-·--' ,_. ~- -,"f. . ., • --

la contribución e 4. 3 ;14y¡:}i;'eí·cJ-Gtrn:i.~~.'c16; i°Il1:e~feie.nci :1 e 4. 3. 11 i 

para A ~.109 ... Y cansid~rand.o~'t1ri~FJ(i&;;fg=.:fi}1:-t6~~e;;términos en la 

suma 

cantida~~s evaluadas para tfes<difere~~-~~ valons del momento 

p y para cuatro valores de N. 
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TABLA 4.1 .- POLOS DES PARA EL POTENCIAL DELTA 

Re Pp'¡ I m Pn 
.311052682722E+01 

.622128589288E+01 

.933249932504E+01 

.124443700988E+02 

.155570749238E+02 

.186707595815E+02 

.217855368332E+02 

.249014866723E+02 

.280186584519E+02 

.311370743108E+02 

.342567333230E+02 

.373776158761E+02 

.404996879128E+02 

• 43622904 7849E+02 ~e 

,467472145931E+02 

.498725609631E+02 

.529988852710E+02 

.S61261283680E+02 

.623831390864E+02 

.655127956568E+02 

.686431499520E+02 

.717741s33120E~o2 

.7490S7601312E~o2 

.780379278704E+OZ 

-.956145590968E-03 

-.380333005225E-02 

-.847933052840E-02 

-.148853298223E-01 

-.228925124700E-01 

-.323500071231E-01 

-.430932373058E~01 

-.549518480029E~01 

-.677565947888E~01 

-.813448436576E-01 

-.955645721072E-01 

·· ·.··. - .J1027694890SE+OO 

-.125357687462E+OO 

.':~ .. J40.697422l8J Et O O 
' . ·- _·,··· - :: -.,·_· -_. 

-'.1s6zo1'363614E+oo 

- • l71788464202E+OO 
;··,/-->.··:', ' .. _;_ 

~:187390286974E+OO 

-.202949726432E+OO 

-.218419689605E+OO 

-.233761811112E+OO 

-.2489~5248280E+OO 

-~26394SSS1844E+OO 

-.278743833489E+OO 

-.293325601280E+OO 

-.30768030817SE+OO 

NOTA: E±n = 10 ~:n 
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TABLA 4.2 

COMPARACION DE~ EXACTA CON'f' APROX. PARA EL POTENCIAL DELTA. 
-'-'fl -P 

p = POLOS ALTERNADOS 

N = r 'fpexacta 'Y,, aproximada 

0.2 .1286989E-DZ -.1961230E-02 .1545440E-02 -.2252023E-02 

0.4 .2522671E-02 -.3844273E-02 .2512327E-02 -.36S9884E-02 

0.6 • 3657781E-02 -.5574056E-02 .2538660E-02 - • 36 '.. S 8 S 1 E - l 2 

- -~-'~ '-_,. - - - - •----

N = 1 o o . 2 • 1286989E - 02 -.196123oE:.oz .11ss19sE;co2}_'.:..fa11s1sE-02 

o . 4 

o. 6 

" 

N = 60 0:2 

·o:4 

' .-, '1~ ··<e'-~ .•-···);·',' ,'" ·-. 

- • 2 s 2 2671E;;o2 . - •• 3 s4 4 E:~~~§fü~.:,:,c~,:z.~~J.,7,~-~~;dQ.~·,:•j ?;~Aizs9.4 8 E - o z 
--- - ,_ ·-- -~ ---:.;>'~~ __ .::.-/,_:,;,~;~-..::it; ;;;:,~'.>·~ \:;,~·;_"';,-~::,:o.~);~ :._;;~:-~G5~0.- :J'_::::.L \ ·:..:;_ .:· . 

• 365778lE-02 -· 5574056E;.oz: ; ;32448lSEloz? \ ,-~·.·4943414E-0 2 

.:.:~~~~9; g ~: o z <.19 612 30E • o 2 . . • .12 78 o·~;;::~it';.~ 0?•~{~:, 3 34 E· n z 
~-' /-, ::':·:' .-~. - ·:. ~, '_' - ·,. _.·_,_· ::. < ·.,. '. 

~)2 S22671E-02 - • 38442 73E-0 z- • 2 50 200 7.E":oz·é·; ~-;-381Zzf17E-0 2 

o. 6 .3657781E·02 -.5S74056E·02 .3616531E~02 -.5510214E-02 

N = 160 0.2 .1286989E-02 -.1961230E-02 .1284581E~02 - .1957478H-02 

- 0.4 .2522671E·02 -.3~.44273E-OZ .2517012E-02 -.3835459E-02 
- ...... ·' 

0.6 .3657781E·OZ -.5574056E-02 • 3646117E·02 .:.,5555899E-02 

NOTA: Las colúlllnaS Tzqui~rd:a y derecha bajo'f' contienen respec-
t f va mente 1 os va 1ore5 é e R 'JJ y 1 4t' P e ! p m • p' 



65 

TABLA 4.3 

p = 4.5 

N = 1 r '{'p exacta ~aproximada 

O. 2 • 9066124E-02 - • 3450688E-01 .44 7l883E-02 •. l812S56E-O 1 

Q¡4 ····~1127118E-01 -01 

N = 1 O 

N = 60 

N = 
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TABLA 4.4 

p 3.1105268 

N = r 'Y,, exacta ~ aproximada 

0.2 .1152364E+01 -.1871735E+02 .114739SE+01 - .1871784E+02 

0.4 .1872945E+01 -.3042148E+02 • 1869040E+O l -.3042197E+02 

0.6 .1891746E+01 -.3072681E+02 .1897149E+01 - . 3072678E+02 

N = 10 0.2 

0.4 

0.6 

.1152364E+01 -,187173SE+02 .1152938E+01 -.1871732E+02 

N 60 0~2 

0.4 

.187294SE+01 -.3042148E+02 

-.3042148E+02 
- - ---- - - - - --- - ----

0. 6 .1891746E+01 -.3072681E+02 

.1873064E+01 

.1891983E+01 

N = 160 0.2 .1152364E+01 -.1871735E+02 ,l152378E+01 

0.4 .1872945E+01 -.3042148E+02 

-,3042143E+02 

- ,307.2680E+02 

-.1871735E+U2 



p 

N = 

N 1 O 

N 60 
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TABLA 4.5 

COMPARACION DE'f"p EXACTA CON~ p APROX. PARA EL POTENCIAL 
DELTA. POLOS DERECHOS 

r ~ exacta 't aproximada 
p . 

o ~2 - ;:-;;.;22 5 20 2 3E" O 2 
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TABLA 4,6 

p = 4.5 

N = 1 r 

o .2 . 

N = 

N = 60 

-,1812556E-01 

· -.2945860R-01 

-.2975207E-01 

-.3601716H-01 

-.4617419E-01 

- 2457982E-01 

-.3584271E-01 

- .4577989TI-01 

·-.238213SE-01 



p = 3.1105268 

N = r 

0.2 
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TABLA 4. 7 

~ exacta 

.1152364E+01 -.187173SE+02 

0.4 .1872945E+01 

N 10 

N 60 

t aproximada 

.114739SE+01 -.1971784E+02 

732E+02 
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TABLA 4.8 

COMPARACION DE 'r EXACTA CON "f./ 1> APROX. PARA EL MOMENTO 
CORRESPO~DIENTE A LA TERCERA RESONANCIA 

p = 9.3324993 

N = r ~ exacta ~aproximadn 

0.2 .1878915E+01 -.10166SOE+02 .1884SOOE+01 ·-.1016646E+02 

0.4 -.1Q95081E+01 -.5925299E+01 -.1065351E+01 

0.6 -.1240674E+01 .6713082E+01 ~~1282829E+01 

-·--· 
~.'' ~ _? ___ --.·~~-: ;-:-~· ·--_.-- ·:'". ,-_ 

.5931401E+01 

.6706029E+01 

N 10 0.2 ;Í878915E+01 
;_ 

0.4 -.1095081E+01 ~.5925299E+0.1 

0.6 -.1240674E+01 .6713082E+OJ 

K = 60 0.2 .1878915E+01 -.1016650E+02 p •. 1016648E+02 

N = 

.:.X._.:·-_--_.,:-»;:~<·-. 

O. 4 - • 1o9 5Ó8 {E+Ó{ .: • 5925 299E+O] ·:~f09~~-¡;z1~'~q-},-F~0"7}];~;:s_~g340E+O 1 

o. 6 --~- ~ l2406}.4E+O 1 --. 6713082E+o1 :.., ,.z.399().3E;ó1;" c;¡,1;;6'713167E+O1 
~"·-,:" -~··· '•.::':'',_.«··· ;·.,.-.·.··-.:~,_- <·-~,:;.,~·:- '·.; __ .,-·-~·.:-.'~·::·-

.. ,. __ ,_ . ·. ··. :._··,." - ,_.,._:·-,..·:,<:.··:--,,_~:r~·.::; ··.·. ·' -~-·-.:~:._:;,.~;:: 

16 º º . z ,·A,f~f i~,~~t;¡,; '. ;,;¿¡~¿~o E ~ºi' <e, ~i~ii¡~,:~~ ;i2' f ·:;~, 6 6 4 9E. º 2 

o .. 4- ?;.·é:1o~~:óá·1~~· ... J;::;·;i·t~-:]s~'~i299E+oi :~.1d-~4Js3E+o\:'· < ·-·•.- s9zs30SE+o1 

o. 6 :.\1~~~4~\~,#~~t¡~,L~i~'/b1j~88'2Et,OJ¿~.J240~74E+O 1 ¿ .67131o1E+t.l1 
,;···-·-, ... ,· -.- :"-.>'.;:- .-;: ;,~;' ;~~- . -~-·- -~--: _:::.:"': -~ 

':·"'.)\; ~\-}3 . '.i-.;\ .:" .:. · __ : .. :·. _•_ ...... _~ __ :·_._._:·-.·;· __ ·_:: __ •. _:-_; .. :·:_-.----.;,_•-~-.' : ___ :'._---~·-.:.· . 
. ,_;.,. L;_:~2! . . S;~,~~~~~;";,,~~- _ . ___ , .. 

·;:·'.·.·o'. - ~ . 
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TABLA 4.9 

1 , 
05' 'f~ ('tJldT exacta 5Jv L ~~rn ªf dYr11(Y\r/· r"' o .., 

p = 1 N = 1 .3801595E-04 .1109331E-04 .2692264E-04 

N = 10 .380159SE-04 .J894995E-04 .1906600E·04 

N = 60 .3801595E-04 .202126SE-04 .1780330E-04 

N = 160 .3801595E-04 • 2029757E-04 .1771837E-04 

p = 4.5 N = 1 • 989756 7E-03 .S182836E"'.03 >,4714731F.-03 

N = .·10 .989i567E-03 .9565180E-03 .3323869E-04 

N',; 60 .9897567E-03 .9844261E-03 .5330566E-OS 

N . .,; 160 .9897567E-03 .9861519E-03 .3604832E-05 

- - -- -

p = 3.1105268 
N = 1 .S229429E+03 .5229532E+03 -.1034018E·Ol 

N = 10 .5229429E+03 - .1043389E·O 1 

N = 60 .5229429E+03 
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CAPITULO V 

POTENCIAL PICASSO 

5.1 Solución exacta. 

En el presente capítulo estableceremos el desarrollo 

(3.4.17) para la función de onda en la región interna del po­

tencial Picasso a fin de compararlo, con la función de onda 

exacta. El prop6sito de hacer este estudio para el potencial 

Picasso es el de detectar posibles diferencias de comporta­

miento respecto del observado en el capítulo anterior, para el 

potencial Delta ya que el potencial Picasso es un ejemplo de 

potencial mgs realista a cuando menos no tan ideal como el po­

tencial Delta. 

En esta sección obtendremos la función de onda exac­

ta ~ de manera distinta a como lo hicimos para el caso del 

potencial Delta. El potencial Picasso se puede escribir como 

{

- Vo + A J\r- a_) í ~O.. 
{Cr) -= , cs.1.1) 

);. J·<r=- o..Y ~- , ·········.·.. r%tl\.. 
'.:/'»:: '.',\'~·:>-: -' ... ~~«--.· -- --'~-'.~;;:~-=; ~' -

u~.~-Ie~[s:lJ.3:,Iite .e ·como: 1o inl1e·~~!'b1.LC~~~f.~!:;H:t;1 .poten-

cial Picasso consiste;;~ri· Ío siguiente: es':'.\ln'p6zoc;~ij'8:éfrado de 

profundidad V?•;¡ki~~ región interna ;}~"·;~.ttt~~·~'.;~<~v~; en el 

punto 'í=ll 

es cero en la 

La forma en que obtendremos . ~··•· exa~ta es a travé~ 
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de la función de Green G ( 0.1 O..;?) La solución regular A"> 
en el caso que estamos considerando satisface la ecuació~ 

(S.1.2) 

correspondien-

te al 

(S.1.3) 

ecs. 

(5.1.5) 

Si integramos la ec. (S. 1 . 4) 

entre a_ - (: y 0.....-t--(:" obtenemos 

G(Y¡Cl..;P)dr- (S.1.7) 

((;.+~ ~ -
- ) \(('r) (;, ( Y, Ct i r) d '(" -
" --(: 

1 
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Al tomar el limite cuando .f tiende a cero en (S .1. 7) 

ésta se convierte en 

(S.1.8) 

Ahora bien, en la regi6n interna { r < o.. { la ce. 

diferencial para la función de Green es idéntica a aquella pa-

ra 'Pr , como además G ('r, O..¡ P) satisface la condici6n 

(S.1.6) tenemos 

~ C!y- ·y5 ª. ·' .... ;.~.l'l t / - "\ (S.1.9) 

derivando ·· 

a (5.1.9) COl'IO 

(S.1.11) 

G (ct,o. ¡?) - i 
(5.1.12) 

i'P - c.¡ ~.ot9<A. - ), 
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Haciendo uso de la relaci6n (3. 3. 5) y del hecho de que '/f. y 

r/>r son proporcionales ec. (2.1.29) se tiene 

(5.1.13) 

Sustituyendo en esta ecuaci6n a la funci6n de Green 

(5.1.12) y a la función p?(r) ec. (5.1.3) obtenemos 

I Y~(..\. (S.1.14) 

y volviendo a hacer uso de (3.3. 5) tenemos finaJ_ll\ente a lo so­

lud6n exacta 

-tPO... 
- ? s R.f1 Pr e . ....· .·.·.· y ·.·.··· •.·.·· .. · 

¿·p $Mijo_ - 1' MSj! 0:~ <\;f)).~;}jJi~!:~,,e¿ Cs. 1. 1 s l 
!,, , ··._' :,:.::·.:-;:~~:'.>L' ~-

De la expresión para la función:~e:ic;:f~~ÜiU(s\ 1.12) te-
'.}k ··.··; .i:'·j~'.·· . 

nemos la ~cuación para sus polos .e;: :'·/,:~~;·;y.e·><"'< . 

(S.1.1o) 

a la mu-

trizS 

(5.1.17) 



1 
1 
1 
1 
1 
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s.z.- Desarrollo de la solución en estados resonantes. 

Procediendo como en el capítulo anterior establecemos 

el desarrollo para fF" para el potencial bajo consideración. 

El desarrollo para el caso general es 

oa -tra.. I 1 
lllrr-)- ~ f'e U,,,<tt) v.>r(r) 
Tp \ - ¿_. ~ Pn ( Pn - 1') 

rr= 1 

(S.Z.1) 

Para el potencial Picasso las funciones 7),,{r) satis-

facen la misma ecuación que aquella para el potencial Delta 

reemplazando 'P por ~ , así tenemos 

··p···· 4. · .. ... . ... '2 

.. · .. · ·•.V17'{r-)dr .. + · 
o . . 

Sustituyendo (5. 2. 2) en (S. 2. 3) y 

muy similar a la correspondiente 

y de· cs.z.'4) se tiene 

(S.2.2) 

i:: :i -

que es 

(5.2,4) 

c_;, ,. ) 
(H. i),_ 

(S.2.5) 
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tando ~ y usando como primeros valores los polos corres-

pendientes al valor anterior de ~ se obtienen los polos 

para el potencial Picasso. El valor de fo para el cual fueron 

calculados es Vt;°=,<'. Al usar el método anterior para calcu-

lar los polos obtuvimos la información adicional de que al ha­

cer más atractivo el pozo, es decir al incrementar el valor de 

~ , los polos se mueven aproximadamente a lo largo de una 

recta paralela al eje real. Como sabemos, al hacerse mas atrac­

tivo un potencial los polos correspondientes a resonancias se 

moverán hacía el eje imaginario para convertirse en estados 

antiligados y si el proceso de profundización del potencial con­

tinuo, se moverán a lo largo del eje imaginario hasta cruzar ~l 

origen y convertirse en estados ligados. En el caso particular 

que estamos considerando, observamos que al variar la profundi­

dad del pozo desde Vc .-= O hasta 1fo = 9. 671, el primer polo 

se mueve sobre una recta paralela al eje real, la parte imagi-

naria del polo correspondiente a V:::: O es -.9561E-03 y la 

correspondiente a !fo ~ 9.670 es -.9570E-03, como podemos ver, 

la diferencia es muy pequefia y el movimiento sobre la recta 

..!/ = -.956E-03 es bastante aproximado. Este primer polo llega 

al eje imaginario, es decir, conesponde a un estado antilign<lo 

para un valor de Va entre !fo = 9.671 y Vo = 9.672. 

En la tabla 5.1 se muestran los primeros 25 polos co­

rrespondientes a Vc = 2 y A == 100. 

En las tablas 5.2, 5.3 y 5.4 se presentan los resul-

tados de evaluar f p exacta ec. (S.1 .1 S) y }i(aprox. a tra-

vés de consideror un número finito de términos en la suma (S.2.6). 
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Sustituyendo el Tesultado (5.2.S) en el desarrol1o 

(S.2.1) obtenemos 

(S.2.6) 

Antes de presentar los resultados correspondientes al 

potencial Picasso hablaremos un poco del cálculo de los polos 

de S para este caso. La ecuaci6n para los polos de S ec. 

(S.1.16) es 

(5.2.7) 

Esta ecuación al igual que la correspondiente al po­

tencial delta se puede resolver poT el método de Newton-Raphso11 

el cual describimos brevemente en el capítulo anterior. En el 

presente caso, a diferencia del anterior, no usamos expresiones 

aproximadas para polos fn como primeros valores ífn." . En 

cambio, aprovechando que ya conocemos los polos del caso delta, 

le damos a \{"' , la pTofundidad del pozo, un valor pequefio y 

usamos los polos del caso delta como primeros valores. El mé­

todo de Newton Raphson usado así converge rlpidamente pues si 

(Ío es pequeño la diferencia entre potencial delta y Picasso 

también es pequeña. Repitiendo el proceso, es decir, incrcmcn-
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Estas tablas fueron calculadas para tres valores del momento 

? y cuatro valores de IV. La tabla S.4 corresponde al va­

lor del momento de la primera resonancia. 
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TABLA S.1 

POLOS DE S PARA EL POTENCIAL PICAS SO 

1 • - .277044031291E+01 -.9S6330635704E-03 

2,- .60S840320208E+01 -.380405940069E-02 

3. - .922470676464E+01 -.848093217832E-02 

4.- .123637282853E+02 -.148880837901E-01 

s.- .154926342784E+02 -.228966392840E·01 

6. - .186170906763E+02 -.323556623262E-01 

7.- .2173955039S3E+02 -,43100S114942E-01 

8. - .248612S67784E+02 •.S49607715307E-01 

9. - .279829032482E+02 -.677671457312E-01 

1 o. - .311048975076E+OZ -.813S69575208E-01 

11. - .342274835984E+02 -.955781520560E-01 

1 2. - .373S08050278E+02 -.110291875554E+OO 

13. - .404749405645E+02 -.125373827528E+OO ----

14. - .~35999260928E+02 -.140714635785E+OO 

15. - .467257687359E+02 -.156219510056E+OO 

16. - .498524563663E+02 -.171807406257E+OO 

17. - .529799641813E+02 -.187409894044E+OO 

18.- .561082593304E+02 -.202969876480E+OO 

.592373041880E+02 -.218440270377E+OO 

.623670586648E+02 -.233782720679E+OO 

.654974818384E+02 -.248966395034E+OO 

22.- .686285330776E+02 -.263966884249TI+OO 

23. - .717601727984E+02 -.278765219569E+OO 

24.- .748923629680E+02 -.2933470079SSE+OO 

25.- .780250674024E+02 -.307701680S69E+OO 



p = 

N = r 

0.2 

0.4 

0.6 
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TABLA 5.2 

COMPARACION DE f p EXACTA CON 'f' p 

APROX. PARA EL POTENCIAL PICASSO 
POLOS ALTERNADOS 

'/-;, exacta i aproximada 

.1892734E-02 -.2883740E-02 .2058962E-02 -.302107%-02 

• 3560603E-02 -.5424878E-02 .3347047E-02 -.4909777E-02 

.4805455E-02 -.732151SE-02 .3381996E-02 -.4958156E-02 

N=100.2 .1892734E-02 -.2883740E-02 .1794178E-02 -.2733160E-02 

O. 4 • 356060 3E~O 2 .3781361E-02 ·¡57621U4E-02 

. .4g05.4.55_E~.oz.: .438954St,.,Oz .... ¡ 6686 38 lE-02 
+~:/:_:_ -' ,! ->': :-_.::.:__ :·~ > ·: ·«"' ;·,,.: '· . ·-~ -,~:·_;,_>-· ~ - - : -. ··,; ''· ~-)} -~~~ ::.:~~:_: -.... ~~-~_: ,., "' ' .. .:_,··.··:: -_,-• . ' 

...... , .. _ -::----·:·/}>;;- :rz::;\ __ -,~··.· ·'"·~· •··=· ~>·· -- .. ,,,·e-,,-_,,, .. --" ·. - .... ,_ .. _ .. , º 

.. _ -~--:-:-::.:.:<.~',;·:f:;: ;.::- ~~::~~-~:SX~i;l{ - ·::~~ ,:·_ ,:~:- :'-' ~ ·:-~ 5• -- .; · - .- - :~:- --~- "· .. -· :~, ~::~.;~·:.~:.r (·>.:.:: :-"~ ~,:¡.::_ '-"-: .... ·_ ·:: 
_- -~~-->'. :--::< ~:-' ;.-'.~-:-':'}~~:~;'--'-.-i~~-:.i~.:~- 1 :c-; •,;.- \ :'._--.'.·-~ • . · ~=:\~f--:;_ 

1
,,.< :,,,:·<-'-.. ~;:-'.:' --¡f~"~-;¿.:0_~-~·.·;_.;7;-;;:;-· ~ :;----_"'"-~---~ ·'.~~ • .,___~~ .~:-:.:__~'.- . 

N = 60 ff. z': ":.189 2 734É:..·o z' <:·-:~ :288 31róE';bú'. ), s 83764E-02 - . 2 86 9 s 4 1 E - o 2 

o .4 ·<:· ~i~~·~6o 3:6;02 :L::~)5{I¿s;sÉ.io2 :. 3s 399 3sE-o 2 - • 5 39 zs66E- o 2 
'---=º~;--,---~e_·-_ __:_-,_,_.- =7~;:--~,c"~-.-:- ~"'-'.~~"-~_?_;;,- -"-~--.°'~;:7_i:~.:c_;:..:~:"_O.O_:..;=-:--~~~~:~~:::-} ...::·:-:~: -d~ -~=-~j-'.~=-o.-=~~c,_,_.c:_ - --- -------- - - --- - ---- ----

0o6 .. ~4sds4.s5:{i;o'Z: ~\73Z1Sl5E~02 .476419SE-02 -.7257658E-02 

N = 160 o. z · .1·s~:i~;~{J3~d2 i ->zss3740E-oz 

o. 4 .~s¿o~ó~E:~oz' - • 5424878E-oz 

.1890326E-02 -.287998RE-02 

.3554944E~02 -.5416064E-02 

- . 7303357E-02 



1 

1 

1 
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TABLA 5.3 

p - 4.5 

N = 1 r 't:, exacta 'tp aproximada 

0.2 .9265519E-02 -.3520258E-01 • 398221 lE-02 ·.1636321f:·01 

0.4 .1087846E-01 -.4133067E-01 .6475570E·02 ·.2659448E·01 

0.6 . 3506683E-02 -.1332297E·01 .6547865E-02 ·,2685972E·01 

N = 10 0.2 .9265519E·02 -.3520258E·01 .9483453E·02 ·.3604963E-01 

O. 4 • 1087846E-01 •. 4133067E·01 .1039065E·O 1 •. 3943770E-O 1 

0.6 .3506683E-02 -.1332297E-01 .4423144E-02 -.16869SOE-01 

N = 60 0.2 .9265519E-02 -.3520258E·01 ,9282001E-02 -.3527534E-01 

0.4 .1087846E-01 -.4133067E-01 .1091658E-01 -.414982511-01 

0.6 .3506683E-02 -.1332297E·01 .3583266E-02 -.1365721E-01 

N = 160 0.2 .9265519E-02 ·.3520258E·01 ,9269738E-02 -.3522220E-01 

0.4 .1087846E·01 -.4133067E-01 .1088840E-01 -.4137676E-01 

0.6 .3506683E-02 -.1332297E-01 .35272SOE-02 -.1341792E-01 
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TABLA 5.4 

p -= 2 .-7704403 

N = r ~exacta 

0.2 

0.4 

0.6 

N = 10 0.2 

0.4 

N = 60 

. 7271323E+01 

.1181814E+02 

.1193680E+02 

. 7271323E+0.1 

.l181814E+02 

.1J.93()80E+02 

N=160 0.2 .";}271323E+01 

0.6 .1193680E+02 

- .1728366E+02 

-.2809128E+02 

-.2837332E+02 

- • 1728366E+02 

-.2809128E+02 

-.2837332E+02 

-.2809128E+02 

-.2837332E+02 

t,, aproximada 

. 7267913E+01 - . 1728529E+ll2 

.1181603E+02 -.2809249E+02 

. 1194236E+02 -.2837131E+02 

.7271796E+01 -.1728347E+02 

.1181709E+02 -.2809172E+02 

.1193879E+02 - . 2837249E+ll2 

-.1728365E+02 

- .1728366E+02 

.1181817E+02" ~.2809127E+U2 

. l193685E+02 - • 2 8 3 7 3 2 ~l E+ U 2 
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CAPITULO VI 

DISCUSION Y CONCLUSIONES 

Observando los valores que toma ~ aprox. para los 

distintos valores de N y de P en las tablas 4. 2, 4. 3 y 4. 4 

obtenemos la primera conclusi6n. El desarrollo de la función 

de onda # en estados resonantes en la región i. Y"< C\.:.1 
converge más rápidamente para valores del momento P cercanos él 

la P de resonancia. De hecho, para la P de resonancia, ta­

bla 4.4, el primer ~&rmino dá la principal contribución nl des­

arrollo de '/f' . .En cambio, para los otros valores de P rnns i -

derados aunque la convergencia es evidente, &sti~s ~otiblernentc 

más lenta. Este resultado fisicamente plausible, se debe a la 

forma del~ coeficiente del desarrollo, el cual está dado por 

p e_lf'O.. .t(,(n (tJ.) 
Cn = -- ) 2. Pn (Pn - P 

y su magnitud por 
p 

de estas dos expresiones vemos que / Crt / exhibe un pico para 

valores de P en la vecindad de P~ , es decir para valores 

de P en la vecin¿~~d de la parte real de Pn y es más grande 

conforme 

pico de 

la parte imaginario. de R\ sea menor. 

len! no está cent;·ado en p . .= fnr. (~.R=: 
En realidad, t' l 

\ZQ Pri) sino un po-

co a la derecha de 0stc valor debido a la presencia del factor 

P en el númerador de / ~ v, ! 
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Otra conclusión importante se deriva al comparar lo~ 

desarrollos que incluyen solo polos derechos. Tablas 4.5, 4.6 

y 4.7 con aquellos que incluyen derechos e izquierdos, tablas 

4.2, 4.3 y 4.4. Con excepción del desarrollo correspondiente 

a la P de resonancia cuya contribución principal proviene del 

primer polo como ya vimos, los desarrollos que incluyen solo po­

los derechos muestran una convergencia más lenta. El caso P--11 

tabla 4.S~ exhibe. esta caracteristica más evidentemente. Con-
~;.l~!--~""' = ::_'· 

cluimos~p'UÉú;:,fque ej(C:'eptuando los casos de energías cercanas n 

las de res~~~~c~~;<ia.>contribución de los polos izquierJos a 1 

desarrollo '.d.~3~.f~tiJ{§~ ~~ onda es necesaria para que· éste con­

verja. Un·•· i?~Jkent6'a:' fav6i-'.de este. resultado podría ser e 1 he-
- • ' _, __ '- --· • _ · ,c-_;-o-o ·-··-==--~;:-"··_-'. '-· · - · · · · 

cho de que•·t~Ütbf.~] .. ~dl~· .. d~~eC:ho com~ s\l.sime'~Úc~•.fzqÚicrdo es-

tán as~~~-~~~5::··~~uQ¿nf~~:~~~a1:()_lie~c<;~~~li~~.~~~i3u~e. el estado re-

sonante. correspondiell.·t~ a ~npoloderecho y aquél correspondien-

te a su sime'trico están :t'elacionados entre si por una inversión 

temporal, es decir, la contribución al desarrollo proveniente 

de un estado resonante es debida a los dos polos, uno izquierdo 

y otro derecho, a los cuales está asociado. 

Cua~do la parte imaginaria de un polo de la matriz S 

crece, la resonancia correspondiente se hace menos dcfinj<la, míis 

ancha. También la magnitud del coeficiente ¡'C.,,/ del <lesarrol lo 

de la función de onda muestra un pico menos definido alrededor 

de la P de resonancia. La tabla 4.8 estudia numéricamente 

este fenómeno. En ella observamos efectivamente una convergen-

cia menos fuerte que aquella para la primera resonancia, tubl:i 

4.4, aunque la diferencia no es muy notable. Por ejemplo p:irn 
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la primera resonancia en N.:: 10 y Í= 0.'2.. las partes reales dc­

f{, exacta y fp aprox. coinciden en los primeros cuatro digi­

tos mientras que en el mismo caso para la tercera resonancia 

coinciden en los primeros tres. 

La tabla L.9 nos muestra, como era de esperarse des­

pués de los resultados discutidos hasta este momento, que para 

evaluar la integral del modUJ()c CUa<!rad() c9-e la función de onda 

f; podemos utilizar el desarrollo fini'~o pa;a % siempre y 

cuanció~ohag~mospar~energías o momentos cercanos a re5onan­

cia, mientras ~as cerca estemos de resonancia menos términos 

necesitaremos considerar, de hecho, para el momento de resonan­

cia vemos que podemos tomar solo el primer término y obtC'nl!r un 

resultado bastante razonable. c~hsecúentementc a l1lcc1:i.c.la que nos 

acercamos al momento de resonancia, .el térmirio 'de interferencia 
----- -- - --=-· ~ -- --· ··--· ·-~····- -··~·-··' 

toma valores más pequeños. 

Discutiremos ahora ación a 

los obc::enidos por J. Bang et.al. para un problema similar.J. Ra!lg 

utilizó el teorema de Mittag-Leffler para desarroliur la ru11t:ió11 

de onda I}/ G, _esta. función difiere de la (./'. 
! -tP ¡l' 

por e1 factor -Pe , es decir, .-

(/JG r (r) -

Bang obtiene para 
, G 

\)/' un desnrrollo en estallos rcs0-
/ 

nantes más ~ 1- 1 substracciones dado. por la siguiente cxprcs iéin 

' G </J 
(//ro r~ 
; l '- J / 

. "° . f.tl /1 t!J 1 ) + ~ ( ~ l _1.. >1_/2!_'!..:... 
L \f,,, ~.., .. ?., 

I') = 1 

l ú • 1 . 1 ) 



87 

Bang utiliza, al igual que nosotros, un potencial delta 

para estudiar la convergencia de (6.1.1), para este potencial los 

desarrollos con una y dos sustracciones son 

\J/ 1 ( f YJ Y - J.- ~ .L 'P ... rc-) P~ (7) 
f I •)_L.. r.i"- (6.1.2) 

I -r V o Y 11 ~ 1 f ~ ( p - f .. ) 

'f'It(f', r): ~ +_i...f'_r_JJ.T -../- 2 (f. )l~ 1',._0. 
1 t- Ve (} ( 1 + V~ a ) ;,¡. 11 :. ¡ "P,.J p., ( I' _ p rd ( 6 • 1 • 3 • ) 

donde las funciones ?n son las eigenfunciones Un correspondientes 

a los estados resonantes .y V 
0 

= '}.... es la intensidad de la del ta. 

Los desarrollos para la func~6n de onda con sustrae-

cienes, en el taso general de un potencial de alcance finito, se 

obtienen también utilizando el procedimiento presentado .en el 

capítulo III, e.lcual fue propuesto por primera vez por G.Garcíu 

Calder6n 12 ) yeri,dondeademás, se demuestra que dos su.straccioncs 
. . . ' . 

son suficierites,pa,ra· que el desarrollo converja en (~al y nin-

guna es necesari~c"P.ª-l'ª _la_ convergencia en.{r<- a 1 ·c 
. .. •. · . . ·.·.· .. e . 
Bang comparaf exacta con· las aproximaciones dadas por 

'r'-y 'f'ªconsiderando un número finito de términos. De sus rcsul ta· 

dos numéricos J. Bang concluye que con pocos tirminos,su desarrollo 

reproduce bastante bien a la funci6n de onda exacta, sin embargo 

Bang no especifica cuál es la contribución del desarrollo propi~ 

mente dicho, es decir de las sumas en (6.1.2) y (6.1.3.), y cufll 

la de las sustracciones. Para contestar a esta interrogante, hemos 

reproducido los cálculos de Bang, los cuales fueron hechos par~~ 

=40, y en la tabla 6.1 comparamos para un solo caso P:1 y r=O.Z, 

sus resultados parn't'1, con la sustracción 0x]\llícitnmcnte l'V11l11ad:1, 

con los nuestros. 
) 
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Puesto que la primera sustracción solo contribuye u 

la parte real de la funci6n de ond~ en la tabla 6.1 solo mostra­

mos las partes reales. 'jlGaprox. designa tanto al desarrollo nues­

tro como al de Bang 

TABLA 6 .1 

COMPARACION DEL DESARROLLO DE BANG CON E.L. Nl1E.STRO 

MOSTRANDO EL PESO DE LA SUSTRACCI0N DE BANG. SE 

MUESTRA.~ SOLO PARTES REALES 

p = 

\VG 
1 aprox. 

-- - - - --=--"-",- --

Desarrollo de Bang' • 5804E-O 2 

Desarrollo sin sus­
tracciones. (nuestro).58Q6E~02 

Desarrollo sin 
sustracciones 

sustracción 

.4878E~02 

o 
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Las dos primeras columnas de la tabla 6.1 muestran 

que el desarrollo de Bang aproxima mejor a la funci6n de onda 

rG, sin embargo la tercera columna muestra que la contribu-

ción más importante al valor de rL es la debida a la sustrae-

ción, de hecho, la sustracción contribuye en más de soi al va­

¡/( I • lor de T Esto significa lo siguiente: puesto que las subs-

tracciones constituyen información sobre el problema que debe-

rT -
mos dar de entrada, la aproximación de Bang a lafunci6n 

de onda e rc~c;"!~s en -realidad pobre pues la ptirici"p~afc~s§11trihu­
ción provien~.o~¡cl.~ la información de entrada que seit:1ei1c''que cal-

'.. , ·.- -· .. . .. -........ ,' 

cu lar po:r ·ot!"os 'medios. En cambio el desarrollo '.sf~ sllstracci e-

nes r0.~P~ºX.· estudiado en este trabajo no re~~~'.~/ei}ó' ningunn 

informacY6rt.de entrada. Teniendo esto en consicl~r~c':i.6npodemo~ 

concluir que eLdesarroilo presentado en 

mayor uÚÍ1daa q\ie:ccel iie Bang r ¡. >-·:oci 

e 1 c~~~-tu~~t~il es de 
·:;~¿zj~~?.r~~-.~~~~ - e·:· -­

' -. ~< -.;_: ;:::-, -: .. ;::~\~::. ' - .":.';'~_,.>: 

Debido a que las sustracciones cle'i,f'de~~í'rfoiio de R:rng 
_-,_ -i~<_-:" ... ;•:-~,~·.:\<:.;'.:·J.::.,._-;".· . 

dada por 

(6.1.4) 

o 
no dependen del momento P , o sea que para fija l/1 (o,r) 

I 

es constante, la contribución de ella al cfosarrollo -<(;! sera 

relativamente menor para valores de P para los cuales 1 a fun-
G 

ción de onda r tome valores más grandes. Puesto que 1 os v:t-

1 d o d il (// (, ores e / a los cuales correspon en mayorQs valores uo r 

en son los cercanos a la P 
vamos que en el desarrolle de Bang 

<le resonancio, obser­

cuando P se aproxi -

ma a resonancia la contribuci6n principal al valor de 
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debida a la suma sobre estados resonantes lo cual concuerda con 

los resultados obtenidos sobre la convergencia de 

en función del valor de P, 

v~ rr aprox. 

El desarrollo de Bang con 

b.ibe un comportamiento similar al de 

,, ,.rr 
dos ·sustracciones f ex-

\/! I . ¡ . Debido a que la 

segunda sustracción es puramente imaginaria, 

1 r (o,r) = (6.1.5) 

su contribución solo afecta a la parte imaginaria de 

Los resultados numéricos muestran, analogamentc al caso anterior, 

que la contribución de la segunda sustracción a la parte imagi­

naria de r JI. es función del valor de p siendo más impor­

tante para valores de P relativamente lejanos de resonancia y 

menos_cimportante~para ~valores de. P ... cercanos ~a_rcs911:i11d él. 

Lis tablas S.Z, 5.3 y 5.4 nos muestran que ~nra un 

potenc.i~l un poco más real, es decir el potencial picasso el 

cual tiene una parte atractiva, .son válidos todos los rosult:.i· 
' ' . . ' . 

dos obtenidos para el potencial Delta. 

Resumiendo loi resultados obtenidos, podemos decir 

que el desarrollo en estados resonantes presentados en el capi· 

tulo II I pa1·a la función de onda 1{P en la región 1 y<. l\.} 
nos dá una aproximación de ésta cuando consideramos un número 

finito de términos en el desay:·ollo. El número de t6rminos ne-

cesarios para reproducir razonablemente ln función de on<ln, de­

pende del valor del momento P , Siendo 0ste númC'ro menor par:1 

valores de P Ct'1·cnnos n n·son~mcin y mnyor o 1m·d i <l:1 q11L' P st· 

aleja do rcsonanc1a. 
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