DESARROLLO DE FUNCIONES DE ONDA DEL
CONTINUO EN ESTADOS RESONANTES

TRABAJO DE TESIS QUE PRESENTA

JOSE ALBERTO RUBIO MENDEZ

PARA OBTENER EL TITULO DE
FI1SICO

OCTUBRE - 1979

[/ eye | e 6615



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



INDICE

Pag.
CAPITULO I.- INTRODUCCION. 1
CAPITULO IIX.- PRERREQUISITOS DE TEORIA DE DISPERSION.
2.1 - Ondas Parciales. 4
2.2 - Extensidn a p compleja. 17
2.3 - Polos de S (p), resonancias y estados ligados. 21
CAPITULO III.- DESARROLLO DE LA FUNCION DE ONDA EN

ESTADOS RESONANTES.

3.1 - Definicidén de Estados Resonantes. 30

3.2 - Funcidn de Green y normalizacidn de las funciones Un' 34

3.3 - Funcién de onda interna y Funcifn de Green. 38
3.4 - Desarrollo de la funcién de onda \ﬂg en la regib6n 41
interna.

CAPITULO 1IV.- POTENCIAL DELTA

4.1 - Introduccién y solucidn exacta. 51
4,2 - Desarrollo de la solucibn en estados resonantes. 54
4.3 - Resultados 56
CAPITULO V.- POTENCIAL PICASSO

5.1 - Solucibén exacta. ‘7’ - ’ 72
5.2 - Desarrollo derlaléoicciﬁn; jestg&b%ffésbﬂéhtes.‘ 76
5.3 - Resultados iy 78

CAPITULO VI.- DISCUSION Y CONCLUSIONES 84



CAPITULO I

INTRODUCCION

Las funciones de onda asociadas a los llamados estados
resonantes son soluciones de la ecuaci6én de Schroedinger corres-
pondientes a eigenvalores complejos de la energia.

Estos eigenvalores complejos son utilizados para des-
cribir una situacién en la cual una particula incidente sobre un
potencial queda atrapada durante un tiempo finito en un estado
metaestable del sistema y despu&s decae. A esta situacién fisica
se le conoce como resonancia. Las eigenfunciones asociadas a estos
estados que decaen,crecen exponencialmente con la distancia
y en consecuencia los procedimientos usuales de normalizacidn
y desarrollos en términos de ellos, no son vilidos. Por esta
razbn talés. estados no fueron utilizados sino hasta recientemente
en teorias de reacciones nuclearess) a pesar de su conexién natu-
ral con las resonancias.

Recientemente se han sugerido11’18)varios métodos de
normalizacidén para las eigenfunciones asociadas a los estados re-
sonantes y también recientemente se ha trabajado sobrec desarrollos
utilizando como base esas eigenfunciones. G. Garcia Calder6n12)
propuso un desarrollo para las funciones de onda del continuo ¢n
términos de estados resonantes. Ga;éia Calderdén demuestra que para
un potencial de alcance finito (V(r)=0,r> a) existe un desarrollo
puramente discreto para la funcidn de onda en la regidn {r<a§ y
otro desarrollo, alternativo, que consta, ademis dc una parte dis

crcta, de dos sustraccioncs,vélido cn la regidn irgu;. Posterior




mente J. Bang e.t 31.17) propuso un desarrollo para la funcién de onda
con q sdstracciones, el cual coincide con el de Garcia Calder6n cuan
do el nGmero de sustracciones es dos.

El problema de investigar la convergencia de desarrollos
para cantidades tales como la matriz S ha sido abordado en escasas
14,19)

ocasiones y el problema anilogo para desarrollos de las funciones

de onda del continuo,nunca habia sido atacado sino hasta muy reciente

17)

mente por J. Bang et. al. en 1978.

El objetivo de este trabajo es el de investigar la conver
gencia del desarrollo para la funcién de onda propuesto por Garcia
Calder6n.

Para llevar a cabo tal investigacién utilizamos dos poten-
ciales para los cuales sea posible encontrar la funcién de onda exacta,
de esta manera podremos comparar la funcién de onda obtenida a través
del desarrollo con la funcidén de onda exacta.

' La distribucién del material contenido en este trabajo es
la siguiente:

El capitulo II contiene los elementos de teoria de disper-
sidn que serdn necesarios para el desarrollo de este trabajo. En la
tercera seccidn (2.3) se discute brevemente la conexidn entre polos
de la matriz de dispersidén S con las resonancias y estados ligados.

En el capitulo III se presenta el desarrollo para la fun-
cién de onda que es nuestro objeto de estudio. En sus secciones ini-
ciales se introducen los estados ‘rescnantes y sc deriva el importante
resultado de que los residuos de la funcién de Green en sus polos son
precisamente las eigenfuncionecs asociadas a los estados resonantes,
ligados y antiligados.

En los capitulos IV y V sc establece el desarrollo presen




tado en el capitulo'III para dos potencialesbparticulares, el
delta y el picasso (pozo cuadrado unido a una delta de Dirac),
se presentan los resultados numéricos obtenidos al considerar un
nfimero finito de términos en el desarrollo y se comparan con los
valores exactos de la funci6én de onda.

Finalmente en el capitulo VI se discuten los resultados

y se presentan las conclusiones.



CAPITULO II
PRERREQUISITOS DE TEORIA DE DISPERSION

2.1 - Ondas Parciales

Con el propbsito de que este trabajo sea, al menos
aproximadamente, autocontenido, presentaremos en este capitulo
una serie de resultados que resumen la teoria bfsica sobre 1la
cual se asienta el contenido de los siguientes capitulos.

La forma mds conveniente, por simplicidad, de presen-.
tar estos resultados es asociandolos a procesos de dispersibn
eldsticos. Mis concretamente, a procesos de dispersibfn de una
particula sin espin por un potencial fijo, En todo este tra-
bajo trataremos con procesos de este tipo. Sin embargo, los
resultados que presentaremos en este capitulo asi como los que
expondremos en el siguiente, se pueden generalizar a procesos
de varios canales.

En esta primera seccibn, recordaremos los resultados
mis importantes que se obtienen del método de ondas parciales.

Como sabemos, este m&todo es aplicable s6lo cuando
el potencial es esféricamente sim&trico, que es el caso que nos
interesa. Para un potencial de este tipo, la matriz de disper-
sién S conmuta con el momento angular L y puesto que en general

S conmuta con el Hamiltoniano libre H°, tenemos que la matriz

S es diagonal en la base ,E,l,m ::> de eigenvectores de

H®, 1,2 y Ly . Es decir, la matriz S en la base IE,],m:> tiene

elementos de matriz




LE 4, S| EAM D=E(E=E) Ly fou § (F)

Donde Sl(p) es el eigenvalor de S correspondiente al eigenvector

’E,l,m) . Puesto que S es unitario el nimero Sl(p) debe ser de

la forma
2.4, (F)
s, = € (2.1.1)

esta expresidn define el corrimiento de fase J‘(p) cuyo sig-

nificado recordaremos mis adelante.

Debido a que es posible desarrollar a los eigenesta-
dos del momento lineal, lﬁ) en funcidn de los eigenestados
del momento angular, IEl’llnq>> » O equivalentemente a las
ondas planas Ls(- ‘ p > en funcidn de los armbénicos esfe-
ricos <7—(- l E,/?, m> , €5 posible también encontrar expresiones

de cantidades, conocidas en la base lp> , en funcidn dec la

base lE,.C, m) . Para esto se utiliza la matriz de trans-

formacidn

{P|E A M =(mp)-‘4£(£f’*£)>;m(?) (2.1.2)

m
donde X (p) son los armdénicos esféricos. Asi, se encuentra’

para la amplitud de dispersién

Cf(Pe?) = 2P L BOFLP)

(2.1.3)
donde ﬂ, (p) es la amplitud de onda parcial,
248, (P
f(P) = Setm=1 - €7 ) Senger)
A 2P P (2.1.4)

* Ver Ref.(1) p. 87.




y B (f"'- a) es el polinomio de legendre (,S‘r‘ Pz Cos®),

Usando (2.3) podemos escribir a la seccibn eficaz di-

ferencial, . .
do = [f*= 3 T (£0@enff BR
Jn L J |
Al integrar esta expresibn para obtener la seccién eficaz total

0—- , debido a la ortogonalidad de los polinomios de Legendre

se encuentra,

= 2T (2.1.5)

donde

(= Har(24+1) l[, (P)}g (2.1.6)

que en funcidén del corrimiento de fase J;(F? es,

0, ¢)= "117(34"1"!) Senlpﬂe (r) (2.1.7)

De aqui vemos que la contribucidn mixima de cualquier onda par-

cial a la seccidn total es la correspondiente a &9 =(an+ I)J%-

y entonces para cada 1 tenemos

02 (P) £ y77 (24])

Cabe destacar aqui que la seccidn eficaz es uno de

los conceptos mis fundamentales de la teoria de dispersibn,
pués es la cantidad que se puede medir directamente en ¢l cxpe-
rimento. La teoria de dispersifn se encarga de conectar esta
cantidad medible T por distintas vias (matriz S, matriz T,
cte,) con la informacidn béisicu sobre ¢l lendmeno fisico, en

¢l caso mds simple, con ¢l potencial. En particular, es el




comportamiento peculiar de la seccidn eficaz en funcibn de la
energia, observado en ciertos experimentos, lo que nos conduce
a introducir el concepto de resonancia, el cual, en gran medi-
da, es tema de este trabajo y a cuya descripcifn nos avocaremos

mids adelante.

De las ecuaciones (2.1.3) y (2.1.4) la amplitud se

puede escribir como

f(p<P) Z (24+1)(cos frte) +isenfa(r))sengamf,

w—

' -
. . - .
esta expresidén, cuando P - F » €s decir, cuando el dngulo

de dispersibén es cero, se convierte en
FOPeP)z X (2t {00she seafe vi senl )
R

A
pues Pz(i;' P)'—'ﬁ(!}: | . Comparando esto con las expresiones

(2.1.5) vy (2.1.7) para V— , obtenemos el toerema &ptico

r:ﬁf—)ﬁlmf(‘f’_‘:“P) (2.1.8)

Esta derivacién no refleja la importancia y la generalidad que
““realmente tiene el teorema 6ptico. Existe otra derivacié ba-
sada en argumentos de conservacidtn de flujo que evidencia su
contenido fisico que es precisamente la conservacién del flujo,
es decir, que la amplitud de la onda incidente debe disminuir
para compensar el flujo removido por la dispersifén. ILsa dismi-
nucidén es producida por interferencia destructiva entrec 1a onda
incidente y la onda disperséda en la direccidén de¢ incidencia.
Las funciones de onda <jil Ev/& fn:> son cigen-

funciones del Hamiltoniano libre H® y del momento angular L



Y, como es bien conocido son productos de armdnicos esféricos

y funciones radiales, es decir son de la forma,
m _  a
=3 ¥
X |EL M)= pAG?) Xp, (x) L (2.1.9)
Y

onde satilstace a ecuacilon radala i1bre e Schrbe inger
dond (r) isf 1 16 dial libre d hriedi

que en unidades de4 = 1 se puede escribir como

dﬂ + PP = AL(4+1) y(v) =0 (2.1.10)
1 2

—_—

dr

Esta ecuacidn tiene dos soluciones linealmente inde-
pendientes, pues es de segundo grado, una que se anula cn el
origen, la solucidn regular, y otra que no tiene esta propie-

dad, 1la irregular. La solucidén regular es la funcibén de Ricca-

ti-Bessel* J} (Pr) , Cuya normalizacién estd dada por
" - )._
deJJ(F'Y)'L(PY)’g‘J[P P) (2.1.11)
0

Entonces, por la ortonormalidad de los arménicos cs-

m -
féricos ); , 1a funcién de onda <?(IE,,I. m> normali-

-.zada es

5 |
pfam » Mm,ay
(S(]E‘,z,m>:li(ﬁ)%‘ 1 (‘DY)X (%) @

La solucidn irregular en el origen es la funcidén de Riccati-

Neuman ﬁl . Cuando Y=2o° (el término centrifugo desapare-

* Ver Ref., (1) p. 182



tifY

ce) las soluciones deben ser combinaciones de € . Las

funciones que exhiben ese comportamiento asint6ticamente, son las

At
funciones de Riacatti-Hankel h; , definidas por,
A
nt - .
% (2)= N(2) ¥ 4 .L (2) (2.1.13)

Para terminar con la ecuacifn de Schr¥edinger libre
y sus soluciones, recordemos el desarrollo de la onda plana
()’(' [P) en términos' de las funciones ()-(-[ Eﬂm) .

*
Esto puede obtenerse de la matriz de transormacidén (2.1.2)

(R| B =il Tpan#lenR(A.P) iy

Antes de discutir las soluciones de la ccuacidn ra-
dial completa de SchrBedinger, hablaremos brevemente de los
operadores de MBller, los cuales nos servirfn para introducir
dichas soluciones. Para un potencial razonable**, es decir,
que tiend.af a cero mids ripido que -7'-‘3 cuando T =Y y que
diverja en el origen menos que "\i‘ﬁ , es valido lo siguien-
te: 5i U(T)Pf’) representa la evolucifén de un experimento
de dispersidn, se tiene que, para tiempos muy anteriores
(T—? --oe) al momento de la interaccidn, el paquete de
‘ondas \J(T) ]‘f‘> se encuentra muy lejos del potencial disper-
sor y, por tanto, se comporta como un paquetc de ondas que cevo-
luciona libremente, es decir como UO(T)!YC n> , - donde

-iHeT b
Vi =z e es cl operador de evolucién libre y

185

% Ver Ref. (1) p.
“% Ver Ref. (1) p. 27.



10

“Fen) cualquier vector aprobiado, es decir, normalizable.

Esto lo podemos escribir como

V[ — v iYenD>

Al paquete libre Uo(T)H'M> se le denomina asfntota de en-
trada del paquete Teal que describe la interaccién V(r)W>
y estd determinada por el vector fijo l"'en> . De hecho,

*
se demuestra ‘que para cada 1Y¢ v\> apropiado existe un esta-

do |¥) tal que,
V) |Y> — V2T ] Ferd

T-o=
o equivalentemente

(¥> = am T VUMY

T->=-00

si definimos un operador Jl4, como
-0

n,=Lm UM UC
T

el resultado de arriba se puede escribir como
l\y>-_-_- 0, MWew> = (2.1.18)

Extoexpresa que ei operador {)4 , llamado operador de MBllcr
a'ct‘:i'.xarkx:dko vsobre el vector fijo “"en> que determina 1la asin-
tof:a' de entrada U%T)W’%) nos d4 el vector fijo H’} que
det;ermina el estado real del sistema U(T') t\}/> . Simi-

* Ver ref. (1) p. 28,
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larmente se establece upa relacidn entre la asintota de salida

VoD y el vector real [Y¥)
[¥> = o .‘VSAl:> .

De acuerdo al resultado arriba citado, a las ondas
planas ”3) les podemos asociar* los estados lPi) que des-
criben la interaccidn efectiva mediante

“D’ " 7 (2.1.10)

X3
Es posible demostrar  que el Hamiltoniano libre H°,

el Hamiltoniano completo H y los operadores ﬂ: satisfacen la

relacidn

HN,=L1: H (2.1.17)

Como los vectores |P) son eigenvectores de H°, su-
pongamos con eigenvalor Ep ., de la relaci6n (2.1.17) sc obtic-

HIPE>=H s8>z N HOIP>=Ee 2 PO

O sea,

HiPtY>=E,p|P D> (2.8

Es decir, los vectores |P2) son eigenvectores del Hamilto-
niano completo con el miSmo eigenvalor que el de H° ‘corresnon-

diente a ]P> . Esto significa que las funciones de onda

El1 resultado se aplica a vectores apropiados, es decir, normalizables, por
tanto, el resultado lo estamos aplicando no realmente a [P sino a los
estados [¥) norma)izables que se pueden formar por superposicién de los
estados|(5>']‘{f>:jd3p*(p)'p),para una discusion mds amplia ver Ref.(1)

p. 165.

** Ver Ref. (1) p. 39
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L?]Pi) que describen la dispersidn,satisfacen la ecua-

cidén de SchrBedinger independiente del tiempo.

De manera analoga introducimos los estados lE.},Mt)

a través de
|EA, mt> = N [E LMD (2.1.19)

que son eigenvectores del momento angular y del Hamiltoniano
completo H con eigenvalor E igual al de H° correspondiente
a |EX, mD

En analogia con el caso libre (2.1.12), la funcién
de onda (il EAX m+> tiene la forma,

et A
('ilE,E,m‘v):I‘(%%) —:;—‘/;P L) }:"’(x)

cuando V = 0 es claro que %,e () se convierte en JQ (rr),
\H”,(Y) es la solucidén de la ecuacidén radial completa, que

en unidades de R=2M =]  se puede escribir como

(ad.;l+ p* ‘_Ls_':_‘)__ - V(”)-J\ﬂ,(v): 0 (2.1.20)

La funcidn ‘f"”,(Y) debe ser regula}r:iehkrél ori-
gen, es decir V¥,,(0)=0 . Los estados |Edm+d> , ‘p'c‘n" su
construccidn, tienen la misma normalizacibn que los estados

IEI m> y, por tanto, tenemos la generalizacién de (2.1.11)

fartrm g, =L £(r=r)

(z.1.21)
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A la funciédn Yip se le conoce como solucidn nor-
malizada de la ecuacidn radial (o solucidén fisica).

La forma asintotica de Wpp (¥) esta relacionada
con la amplitud parcial ﬁ (P) . Para encontrar esta relacidn
utilizamos la forma asintotica de la funcidén de onda de la dis-

persidn (X \ P+

*
» la cual se demuestra, estid dada por

X r iP.X ~_iPY
| Pty —> [T [f: +f(PReP) €
KIP =
Y- (2.1.22)
Necesitamos también el desarrollo de 4)_(' |_°'+>
en términos de {RlE,{mr) , €l cual se obtiene fiacilmente
a partir del desarrollo de la onda plana 47 l ?) en términos
de (:7_( ‘ E,ﬂ.m>, aplicando a ambos lados de este Gltimo el

operador ~ L+ . El resultado es

<i ! lf’+> :Pﬁ)’X?‘? ; @j'ﬂ)jl 1‘0(7) B (Q' p) (2.1.23)

Si introducimos en (2.1.22) el desarrollo (2.1.14) para

[} v A -
ffl’p'x:<)(| f)> y la expresibn (2.1.3) para f (P)(’f" P)
y comparamos con (2.1.23), obtenemos

i(Py -2%)

(2.1.24)

Yoty 3 kD +Ph €

Ay
lo cual, recordando el comportamiento asintdético de k;,
A+ J:C‘OY -4

L Yydoo

At
Y., (™) e J. ¢+ Pfa by (2.1.25)

podemos reescribir como

* Ver Ref. (1) p. 170.
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Este comportamiento de jf'(v) , corresponde a la forma (2.1.22)
de la funcidn de onda (5(_‘ -P-‘l') » con la interpretacidén de

l(f*) como la onda libre incidente y Pﬁ‘%: como la
onda dispersada saliente. Si en (2.1.24) sustituimos a i (Pr)
por su forma asintotica, jg(f') —3 sen(Pr—-4#f/s ), y escribi-
mos a Pfl en funcién de :{:w usando (2.1.4), es decir,
Pf.Q: i& Se”‘[z tenemos

¥, = €8P sen (et f(e))

2. (2.1.26)

Esta forma expresa el importante resultado de que 1a ’fﬁ"hcién

de onda radial, a grandes distancias, d1f1ere de 1a soluc16n

libre, .’L(PY)"’SQV‘(PY"I‘V) , solo en el corrimic: o fase
300 :

JI ey .

Flnalmente escrlblremos na ‘forma quo

nos seréd fitil mds adelante. Si: en«la ecuac1on (2 1 29) escri-

L ‘
bimos a & como "'\g =y a Pfx como_Sg_:i obtenemos
P 24

Y, (.{)_,,\ ——-[L\z (Pr)— Sx(f’) hi (Pr)] (2.1.27)

,,!,52 |= l

La cual expresa,. puesto que"‘ , que ¢l flujo se..

conserva, ya que 1a solu
tiene el mismo flugo\que‘(z

do ls,gl_ l )

La solucidn normalizada \&.p de la ecuacidn radial

27), flujo cero, siempre y cuan-

de SchrBedinger queda determinada por las condiciones a .1:1
¥, Stenr+ Py
frontera Tpe (D)= O y ‘ﬁ@f’ (v) :;26 2 2 Ny

Como se verd mids adelante, es muy convenicnte introducir otras
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soluciones de la ecuacidn radial que esten determinadas por
condiciones a la frontera que dependan de un solo punto. Es-
tas soluciones son, la llamada solucidn regular‘%P(Y) yue es
defﬁpida por su comportamiento en el origen y las solucioncs
'7(;J79llamadas de Jost, que son determinadas por su compor-
tamiento cuando Y->0©< . En seguida discutiremos la solu-
cién regular QQP(7) y, posteriormente, en la seccién (2.1.3),
donde la utilizaremos, .lo haremos con 7&:? (V).
La solucidén regular de la ecuacidn de SchrYedinger
¢Q,a(”3 , €s una funcidn proporcional a la solucibn normali-
zada "I;,, (r) , que difiere de esta solo en su normalizacién,
pero que posee propiedades matemdticas que hacen muy convenien-
te trabajar con ella.
La solucién ﬁ,,(r) de la ecuacién radial* cs
aquella que se comporta exactamente como lv(ff}—rcuando

Y->0 . Es decir, Qgp(f) = Jg(PY) cuando Y~» O . Exis-

%
tan en la literatura otras definiciones, por ejemplo Newton,
sin embargo, la presentada es mids convenicnte pues cs la misma

para toda 1, a diferencia de la de Newton, quien presenta una

paral 0 votra analoga pero distinta para 1:> 0

’ventaJas de 43“, sobre ‘ﬁp

prov1encn dc quo

qtiefévq_, e'kdeflnen a ‘{;P‘ . Ademés, %’p__f

1a ecuaclon rad1a1 de SchrBedlnger eq”rea

ondiciones a

la frontera'tamblcn 1o son.

Como dijimos antes, 4’2 y Y.ep )b'x‘c'-'i'ohulvs,

para encontrar la constante de proporclonallddd conQ1dorom0s el

% Ver Rev. (1) p. 197.
*% yer Ref, (3) p. 330.
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comportamiento de ambas a grandes distancias. Cuando Y=< {,,

debe ser una combinacién de "\, (pues éstas son soluciones pa-

ra V = 0), escribimos ésta, teniendo en cuenta que ‘*,,o es real,

como sigue,

. - .
4, n=#LL0) he (P = T0e) B 0]

(2.1.28)

Para ‘ﬂp , sabemos que su comportamiento asintotico
es (2.1.27)

¥, () = :é—['%z (P¥)= 5 () %: ((’v)]

comparando estas expresiones obtenemos

§ =LY, o

y
*
S (,p)-— \T P)
(2.1.30)
L (r) |
S o p248
De esta ‘yﬁlti'm’a"‘ec’:'uacién Y ?ecordando que S =€ obtenemos
.31)
Es de cir,.

1 Tama-

da'funéién:dc Jost y en el resto del capitulo jugard un pupel

muy destacado.
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2.2.- Extensibn a p compleija.

El tratamiento de las resonancias que se basa en el

estudio de las propiedades analiticas de la funcidn de Jost
.L (V} o de la matriz de dispersi6n Sz (P) en el plano com-
plejo, es el punto de partida para establecer el formalismo,
cosa que haremos en el préximo capitulo, que es objeto de es-
tudio de este trabajo.

En esta seccidn presentaremos las propiedades analfi-
ticas de L(P) y S¢ (P) que nos permitirén, en la siguiente,
establecer la conexidn de las resonancias y estados ligados con
los ceros de Jt()f’) y los polos de 52 (e).

*
Es posible demostrar que la ccuacifn integral

Q@p(’)’) = 'Tk(pY)*jJY’ -iP(Y'Y')V(T')*"’(T’) (2.2.1)
con la funcibn de Green apropiada dada por

q,, o= [l ey fy ey - Aucen T, cov)]

(2.2.2)

es equivalente a la ecuacién diferencial para la soiﬁcién re-

gular (r) junto. Con. sus cond1c1oncs a‘la fron‘
P

Estn
se puede hacer sustltuvendo dlrectamente la ecuacién 1ntcgrql
parad&n(()en la ecuac1on rad1a1 de Schrdedlnger y v01:f1car
que la satlsface Junto con la cond1c1on a’ la frontcra do‘ﬁp

o bien, partlendo de que los cstados ‘Epi,"“*> satisfacen

k%
la ‘ecuacidén de Lippmann-Shwinger

x Ver Ref. (

1) p. 2C1.
sx Ver. Ref. (1

) p. 168 y 188,
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|E, 4me>=E 4, m>+ G (Etio) VIEL med

. '

La integral (2.2.1) es cero para Y > v , las ecua-
ciones integrales de este tipo son conocidas como ecuaciones
de Volterra y tienen la virtud de que pueden resolversc por i-

2 A * - - k3
teracidon . En consecuencia, la solucidn ‘hf (v) puede escri-

birse como

¢Q|a (v)= ; ¢"(Y)

(2.2.3)

donde

d;(”')-'::,\z (Pr) ‘ y
$"(+)= jdv' 9, vy V) 67 ()

* -
Puesto que la serie (2.2.3) converge uniformente en: cualquier
S,
region cerrada del plano complejo P y sus terminos #’ son

* o e e
funciones amaliticas ~ para toda P, tenemos mportante

resultado de que la solucién regular ‘es una fun-

cidén analitica de P en todo el plano complejo. Paru que este
resultado sea vdlido, es necesario solo. otencial sen

tal que

De la ecuac1on 1ntegra(}k" asfbrmq'a%in-

totlca de 4ip(*) : (2 1 28), se derlva fé 1 ente una exnrc»vff

sién integral para la funcidn de Jost J-(P)

L(p):“. H'T,’—de _3\1 (¢v) V(v)%(v,:(%})‘ “ (2.2_.4)_‘_vf}'f'(‘:-l.ff‘
o

¥ VYer ref. (1) p. 215 o ref. (3) p. 331,
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Para valores grandes de P, ‘t’ (r) se comporta como

J.(me =]l €™ entonces, cuando Pr es compicio 4, ()
enm(’ﬂ )

crece como La funcidn $\g {(rPv) se comporta asin-

e,:(pf..,e‘ry.l ) "Imf’r

toticamente como , es decir, crece como &
Segfin esto, vemos que la integral (2.2.4) diverge exponencialmente
en la parte inferior del plano complejo, {Im P < 03 ,

mientras que en la parte superlor {Im P 7 03 , la in-
e”"‘P’f -Impy

tegral converge pues se cancela con @

PUesto que @p es analitica en todo el plano y ¢l potencial cs
tal que la integral (2.2.4) converge uniformemente, tenemos que
la funcidn de Jost es analitica en la parte superior del plano
con"lpl‘e,j‘ro_:p y es continua en esta misma regidén més su frontera,
esdec1r, el eje real.

. Para p fisica, es decir, para p re’al, y'*poéitliva, la

"'matii'z “de- dispersién es (2.1.30),

S ()= Loe)”
)

: ‘Sir,‘ex:tend‘emos este resultado a p complej‘a’, tenemos

(2.2.5)

_no es analitica pues J, (P)*,

tampoco lo os. Sin

dos Juncxv-

,Vé"‘yj, la re-

Utilizando la ecuacidn (2.2.4) para p real,

lacidén -

b N (=P = G Riter P resl

*yer Ref. (1) p. 217.
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obtenemos,

Ji (‘P):[Jz “’)]* (2.2.6)

Lo cual podemos escribir, puesto que p es real, también como,

Jo(P)= [\L (“(’*)3* (2.2.7)

Se puede demostrar que si J;CP) es analitica, también lo es
[Jz (-—f"*)]* . Por tanto, por el principio de reflexién
de Schwartz,* el resultado (2.2.7) es vidlido en toda la rec-
gibén en que J;(P) es analitica, y podemos escribir a 1la ma-

triz S¢(P)ec. (2.2.5) como,

Ja Cf’*)*-_- Js (—P) (.2.2.8)
Jowy  I.cp)

Como habiamos adelantado, en cualqulera de cxtas dos

S, (P)=

formas, Sg(P) es el cociente de dos funC1ones analiticus.

14). vvmos
Je (e)

haciendo que el potenc1al tlenda mas répldamentc a cero cuando

Do la etproexon 1ntc

que se puedo extonder la T  f'” nal tl(ldd de

Y eo En particular, si ¢l potencial c¢s cortado, cs decir

¥ ver Ref. (1) p. 214,
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si V = 0 a partir de algun valor finito de r, la integral obvia-
mente converge y por tanto, Jz cpe) es analitica para toda p.
En consecuencia S, (P) es analitica en todo el plano complcjo
excepto en puntos donde posiblemente tenga polos ( J,(p)-2o0 ),
es decir, 51 (p) es meromorfica. Puesto que este es el caso
que nos interesa, interrumpiremos aqui la discusidén sobre 1la

analiticiad de Sg(P)

2.3. Polos deS:(P) , resonancias y estados ligados.

Las funciones Xfp (r) llamadas soluciones de
Jost, se definen como las soluciones de la ecuacidn radial dc
Schrt}edinger que se comportan como %ét {(Pr) cuando Y-200.
Las propiedades analiticas de -Xi,, son analogas a las dc¢
J e) vy Je (-P) X:‘P (r) es analitica en la parte
superior del plano complejo y .le (‘Y_) lo es en 1a parte in-

ferior; estas regiones pueden ser extendldas 1mpon1endo mayores

restricciones al potencial.

Puesto que ¢, (r) puede ser expres mo combi-

~nacién lincal de

que requlta ser, ;
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W (Kt b )= P T (P

y de aqui,

J r=5 WX 4.0)

(2.3.2)

La validez de este resultado se extiende a toda la
parte,superior del plano pues 4&, (¥) es analitica en todo
él plano y 7(;; lo es en la parte superior.

De (2.3.2) vemos que si Ji (P) tiene un cero en
P= P , esto puede ocurrir si y solo si W('X[';;;,%;;): o)
lo cual quiere decir que 47“3(«)-'-‘ ConiT, .X:;.-(‘V) y como X,:;
es una funcic‘m que decae exponencialmente en {Im P> 03
esto es, su. cuadrado es integrable, ¢2n (v) es una cigen-

func1on aproplada del Hamlltonlano En consccuenc1a, cl elgen-

P .
-

, COmo (.orrmpon-
denc1a entrc c:tados 11gados v polo% de, -Sz (p) smmprc yoeuun-

do el potonua] sca tal quc pmmlt.l Ta continuacidn analitica
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de J:_ (-—P) a la parte superior del plano.
El nfimero de estados ligados, o bien, de ceros de J,e(P)
{IV“(’ 2 0} es finito pues toda funcién ana-
litica tiene un nGmero finito de ceros en el interior de cual-

quier region finita y la regién en que Je (p) tiene ceros

es finita pues [im Jetp)=y) * en '[IW\ P>03 es decir, siem-
lpl—> o0

pre es posible encontrar un radio P lo suficientemente gran-
de tal que J,(F’)> O para toda p en {Im P> 0}cuya magnitud
sea mayor que P , entonces, los ceros de J}(P) deben es-
tar en la regidn finita de radio P

Antes de discutir los ceros de J‘, (P) o polos de
Sz CP) en la parte inferior del plano, mostrarcmos que L (P)
no tiene ceros reales. Para p real la ecuacién (2.3.1) para

%g (v) puede escribirse como

. - i *
— A r) - t
4,00 = £ [L) XK~ LOAE ]
) *

Entonces si J_@(p):O , también J;(f’) = 0O , lo cual impli-
ca que 4).00 (Y) O - Sin embargo, esto no puede sucedor ya que
por definicidn 4)“(7)—'? Jg(PY) y J;(Pr)-—? (FY) cs decir,

P.FO 4’9(’ no puede ser identicamente cero. Pam p, =

k%

se puede demostrar que: 1°) Si 1=0 no c‘<15tcn estados l:gx-
co-

rresponden a ‘ceros de J (F’ en p = 0 es dec1r, tlencn ener-

gia cero

dos. y 2° ) si 12> 0 si puede haber estadoq llgados y

~L'os ceros de J! {P) ;o0 polos de St (P) , que

se encuentran en la parte 1nfcr10r del ']«ano COIHP]CJO no tie-

nen la misma interpretacibén que los ccros de la parte superior.

% Yer Ref. (1
#%Ver Ref. (1
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Aunque, analogamente al caso anterior, si JJZ(P)-‘-O enton-
¢“-,,(Y)= ITLENE X:F (v) , ahora Xjﬁ crece exponen-
cialmente y por tanto ¢1p no es normalizable. En consecuencia,

—02 -—
P no es un eigenvalor del Hamiltoniano y P no tiene por

que ser imaginario puro.

Si 5 no es imaginario, debido a que si J, (P)= O
entonces Jl (—P*): L*(F’):‘. 0 los ceros de J, (p) ocu-
rrirdn simetricamente respecto al eje imaginario.

Estos ceres en {IW\PC O} pueden ser asocia-
dos, bajo ciertas condiciones, a los fendmenos conocidos como
resonancias. La manifestacifn m&s evidente de estos fenfmenos
se observa en las gréficas de seccidn eficaz total contra ecnergfa
de algunos experimentos de dispersidn, En ellas aparecen picos
muy bien definidos para ciertos valores ER de la energia,
llamadas energias de resonancia.

Podemos describir el fenémeno de resonancia y su conexién
con los ceros de J,Z(P) en ‘iIm P <L 0} brevemente. Pura
que -la descripcidn que sigue sea valida, es necesario que el po-

tenc1a1 sea tal que permita la continuacién analitlca de J ({’)

a la narte inferior del plano, en particular es vaI:da para po-

tenc1a1es de alcance finito.

Supongamos que ' err( P) e t1ene ung LCI‘O simple
en Pz rﬂ"’”’I entonces podemos aprov:lmar enxma vecin-
dad de p- a JQ (P) como k

J,(P)""{dﬁ) (F‘la) " | (2.3.5.)
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—

si P se encuentra cerca del eje real, la aproxima-
cién (2.3.3) serd vilida en un intervalo real centrado en f%

De la ecuacifén (2.1.31) obtenemos,

5, (= —haL(P)‘ "*7[(;{) P= P)]
- -375(5%)6 - avgl(p-—ﬁ):‘fw t dres (P)

donde

(2.3.4)

cg'm (P)==3~j(P-P) ' (2.3.5)

Jl& es llamada'-corrimiento de fase de fondo y J;:;(P)
la parte resonante del corrimiento de fase. El angulo Jrcs es

el que se muestra en la figura 1.

Plane P

~— €j¢e veal

Fig. 1

Vemos en 1a £1gura que cuando P reédrfeTélvéje”roul
"'1or PR Jyes (f"-

crementa aprox:madamente de ccro a Ty estegcamb; s mis

fisico. P>0O cruzando el ‘sc in-

repentinoe mientras més cerca,osta el cero P del ejeo real.

Este cambio abrupto de la fasc es 1o que define a las resonan-
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cias y es el responsable de los picos que se observan c¢n la sec-
cibn eficaz. La forma precisa de &sta, depende del valor dc Sbg
que puede ser cualquiera. E1 caso mids simple, cuando &,‘/ -0

da lugar a un pico centrado en P@ » pues estec punto corres-

ponde a §, (P)= g , que es donde la seccién parcial
_ 2
(P = sen delp)

Alcanza su miximo. Este tipo de resonancia se conoce como reso-

nancia de Breit Wigner.

La descripcién anterior se puede repetir, paso por paso,

en funcidn de la energia. Para esto se aproxima a Jl U’) como

Jx( ) (3]; (E"

Dénde E-‘-‘ ER -4 f_'/a es el cero de ‘ Jk (E) en el

=2
plano de la energfa y como E

(]

P

ER = P{'{ -PI‘I Mz q4rk P (2.3.0)

La-figura correspondiente para S"s en el plano E' se obtience -
de la Fig. 1 sustituyendo E por p, Eq por P y E POT P De

ella se obtiene por trigonometria elemental

r1/1 y!l;”’fu

)72

[(E Ee) +(T%) ]
sustituyendola en la expresifn para []'—_{ s paf:i el caso en que

Jl}v -0 , se obtienc

Sen(§ (m)=
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2
_ ymul(24+1) (r'/ﬂ)
I ()= E (E-ER}"‘ .f(r‘/z)’ (2.3.7)

Esta es la conocida formula de Breit Wignet, de la cual se obscr-

va que U; tiene un pico en E = ER (el factor P@ recorre
el pico hacia la izquierda) de anchura r pues cuando

E=E.t N , 2 (E) disminuye a la mitad de su valor
maximo.

Si se hace el estudio del fendmeno de resonancia usan-
do paquetes de onda (es decir, usando la descripcién dependicente
del tiempo) se encuentra* un resultado analogo al caso usual ¢n
el que la amplitud de dispersidn f varfia lentamente en funcién dc¢
la energfa. La diferencia entre ambos casos es que en el prime-

To, cuando f es resonante, la onda dispersada viaja-una dis-

tancia

respecto a la onda no:dls '

por esta razdn que se 1nterpreta 1a ocurrenma;de una- TCSOI]OI!L io

come la captura temporal del proyectll 1nc1dente ‘on un'cstqdo
meta estable del sistema, el cual decae y recmlte al proyectil

después de un tiecmpo T . Este tiempo es mis pronde mientruas

#  yer Ref. (1) p. 249.
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mds definida sea la resonancia segln lo afirma (2.3.8). La re-
sonancia a su vez, es mis definida conforme mis fuerte sea la
barrera de potencial que mantiene atrapado al proyectil. En el
caso limite en que la barrera es infinitamente ancha, la reso-
nancia se convierte en estado ligado. Por otro lado si la par-
te atractiva del potencial se varia, haciendolo mds profundo,
la energia (positiva) de la resonancia se tornari menor cada ver,
hasta llegar al punto en que el potencial sea los suficiente-
mente profundo para aceptar un estado ligado. En este punto, la
resonancia se convierte en estado ligado. Este proceso, obscr-
vado en funcidén de los ceros de J;(P) , 0 equivalentcmente,
de los polos de S,(P) , indica que si el potencial es lo su-
ficientemente atractivo, tendremos un cero de J} (P) en el
eje imaginario positivo. Cuando el potencial se hace mcnos
atractivo, el cero se moveri hacia abajo y cruzari ¢l ¢je real
a través del origen para convertirse, o bien en una resonancia
si {>0 o bien en un estado antiligado si =& (o bien
resonancia si el potencial tiene su propia barrera repulsiva),
es decir, en un cero en la parte derecha de {Iym P(_C)g

con su cero simétrico en la parte izquierda, o bien en un cero
sobre el eje imaginario negativo. Cuando X >0 | cn reali-
dad, hay dos ceros a bajas energias, debido a que el cero en ¢l
origen, P=o0 , es doble. Uno de ellos estd en ei‘éjp iﬁngi-

nario positivo y ¢l cotrec en el negative representan respeocti-

vamente, un cstado ligado y un estado antiligado. ' Cuando ¢l

potencial se hace menos atractivo, los dos ceros sc moverdn hu-

cia ¢l origen y 21 coincidir allf, dardn lugar a un cstado lipa-
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do de energla cero. Si el potencial continua haciendose més re-
pulsivo, los ceros dejarin el origen tangencialmente, uno hacia

la parte derecha de (ll'm P L 0‘3 y el otro hacia 1la

parte izquierda. Un estudio completo del movimiento de los ce-

ros de  J, (P) o polos de Se (P) se puede encontrar cn
la Ref. (4)
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CAPITULO III

DESARROLLO DE LA FUNCION DE ONDA EN ESTADOS RESONANTES

3.1.- Definicidén de Estados Resonantes

En esta seccidén introduciremos los llamados estados
resonantes, con los cuales construiremos, en el resto del capi-
tulo, un desarrollo para la funcidén de onda en la parte interna
de un potencial de corto alcance.

Los estados resonantes, pese a que solo recientemente
han sido estudiados exhaustivamente y utilizados sistemfticamen-
5)

te”’/, no son nuevos, de hecho su antiguedad se remonta hasta

1928 cuando Gamow6) los utilizd en sus estudios sobre decaimien-
to o . La definicibn que de ellos daremos tampoco es nucva,
ésto fue introducido por Siegert7) en 1939,

En el resto de este trabajo nos limitaremos, por sim-
plicidad, al caso de momento angular cero, el caso mds general

sigue a lo largo de las mismas lineas. Consideremos la ccuacibdn

radial de Schrledinger

dUD) 4 [P~ V)] Y-

) (3.1.1)

dr?

La solucidn Z((r) ; cgulari-
dad en el origen A

y si suponemos que el potencial }/n(pp es. de alcance finito
! .
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es decir que .

W Vinzo; r>a
La solucién 7 (7) se comportars para " >d como una combi-
nacién de e‘fr y e"/or . Ahora bien, el estado resonante ¢s
un estado que decae; es decir, la funcién de onda correspondien-
te debe contener solo ondas salientes pues no hay particulas in-

cidentes. Esta condicidén de ausencia de ondas entrantes se puc-

de escribir como

duer)
= _tPUWL) = - 2 .1,
77 P r) O/ rs (3.1.3)

Denotaremos por 7?: a los eigenvalores del momento p para los
cuales la ecuacibn (3.1.1) tenga una solucidn que satisfaga 1la
condicién (3.1.3) y por Z'{n a la funcidén dc onda correspon-

diente. Si recordamos la ecuacidn (2.3.2)

JP) = )'? W(Xs, 6,)

Vemos que la definicién de los estados resonantes a través dc

la condicibn (3.1.3), es equivalente a exigir que la funcidn

de Jost tenga un cero en Ph '

J(/On):O (3.1.4)

Pues solo cuando esto sucede, la solucidn regular SZ‘U consta
r

exclusivamente de ondias salientes, e¢s decir
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, +
%P = COI’.SZ'_ X?" (T‘) (3.1.5)

De la discusién presentada en el capitulo anterior
sobre la conexifén de los ceros de la funcidn de Jost L/(iP)
con los estados ligados y las resonancias, sabemos que los ce-
ros asociados a estados resonantes son los quc estan en la par-
te inferior del plano complejo pues los de la parte superior
corresponden a estados ligados. Aunque los estados ligados sa-
tisfacen la misma condicidén a la frontera (3.1.3) que los esta-
dos resonantes, existe entre ellos una diferencia bisicua. Leos
primeros representan eigenfunciones apropiadas (normalizables)
del Hamiltoniano mientras que las eigenfuncioncs de los scgundos

no son normalizables en el sentido usual y tampoco soﬁsttucio-

narios. Sin embargo es posible dar a es

pretacidn fisica:

?"R > Pnl- > O ’ donde ‘ PnR

real e imaginaria del cero de

estado es de

son ambas positivas. 7Cdn$1deremos 1a>forma asintética de 1la
funcidén de onda ?j,l(r) ‘multiplicada por el factor de tiempo

correspondiente,
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- T .= -
z(n (7_) el . et(;)n}‘ -[—‘,,'T’)

T oo

que podemos escribir como

. . A W ,
e‘(Pn/cr" FaurT) (3--;T e?nr T (3.1.0)

El primer factor de esta expresidn representa una onda saliente
de momento P’ftg asociada a un estado de energfa positiva Fng
El segundo factor muestra que este estado decae con el tiempo y
el tercero que crece exponencialmente con T , lo que sabiamos

desde el capitulo anterior. Puesto que la velocidad dc¢ las par-

tfculas salientes es

Ve = /.D;: 2/',’,,1 (3.1.7)

(pues usamos unidacdes en que 2. m:= 1)

Las particulas que se observan a una distaricia;f:_‘?‘,?j y:r“tilempo T

cuando la amplitud es

sustituyendo el valo por /7//,(,, v r

esta amplitud es " °
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la misma que en el tiempo -7 1y distancia T . Por tanto ecl
crecimiento exponencial con 7 de la funcibén de onda del esta-
do resonante, se explica por que encontramos a la distancia Yy ,
las particulas que fueron emitidas en un tiempo anterior en el
cual la emisidn de particulas era mis intensa. Y lo era preci-
samente para el factor Q?ﬂqIT., el mismo por el que las parti-
culas a la distancia 7 son m#&s abundantes.

Para finalizar esta seccibn, notemos que en cl caso
de estados ligados la expresidn (3.1.6), puesto que ?%IR - Cn

se convierte en 2

I‘E‘II'T -f’nt)“
€

7

vl
que representa un. estado estac1onar1o de energia negat1vn S
‘era devesperarsc.
La funcién de Green saliente*asoc ada a ccuncion

denota

tanto a funcicnes de onda asoc1adas a“estadoc reconantcs come

estados ligados y antlllgados;ﬁ Tamblen obtendrcmo*;unn~normalj-

zacién para los estados de energia compleja que se reduce a 1a

normalizacidén usual para los estados ligados.
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La funcidn de Green asociada a la ecuacién (3.71.1) sa-

tisface la ecuacibn

2
G(rr;?)
LECTT [t yelotnn - frry o

y las condiciones a la frontera, de regularidad en el origen

Glo,r;P) =0 (3.2.2)
y de onda saliente
' R - i
[Q-G(T,ff?) ~ [PG(r,T; P) (.29
or Y=hy,T'eQ
Donde 0;;-.—. éiw\c a4+ € ) £S5 0O .  En la vecindad de un

polo simple P, , la funcidn de Green puede escribirsc como

G- B gy O

Donde -Q (y— Y') es el re51du77&.'
y § (T T ?) es regular en PR

en (3.2.1). Acomodando los térmiﬁgsrquepg@os

Tt

( % b Cnlr, rq
pP-P |

-

o) ' ' ‘f;f5'1i: . f   , ;  v i ’;? , 1
)\3\'2 F(Y T ) *‘[?—V(ﬁ] f(rriie) - &(r_r')} i'O, (3.2.5)

sumando y restando QVI(Y'T') se obtiene
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P‘ \b Qn(rr") +[R2-V(T)]En(r,r')} +

Tn
{g’ f(rr ) 4 [P \/'u)] F(rY PY+(P+Pa) e, (rr)- f(rr)}

Si tomamos el limite de esta expresidn cuando P -~ Pn

el término multiplicado por 1/«?'Pn) y el otro deben anularse

separadamente, es decir

(nr) e [P -Vl g (rmy = © G20

gr T'(T.T,?n [? \Rﬂ}?(r,r,?n F 2P () - 5@}): ®

tenemos ahora ecuac1ones diferenciales para

‘?(T ¥

),?n) : , para conocer las respect pdicio-

nes a la frontera sustituimos (3.2.4) en (3 2 2 Pro-
cedlendo como arriba se obtiene, en el orlgen
(5.2.8)
(3.2.9)
s (3.2.10)
0 LY - Y = .
_a_;y(r,r,ﬂ lﬁ,f(r,r}gh)] = {[Qn(r,r)) 5.2.41)
T=0, =0,
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Observamos de estas expresiones que Qn (T. T') satisface
la misma ecuacién (3.2.6) y condiciones a la frontera (3.2.8) y
(3.2.10) que 1la funcidn 1%,1('r) s, Tespectivamente ecs. (3.
1.1), (3.1.2) y (3.1.3) por tanto @, ¥ U, deben ser pro-

porcionales, es decir

. r')=zJ,,<r) /’(’r') (3.2.12)

Para encontrar el factor de proporcionalidad }D(r'}
usamos la foérmula de Green entre las ecuaciones (3.1.1) y (3.2.7),
es decir, multiplicamos (3.2.7) por {f, , (3.1.1) por ’f

restamos las ecuaciones asi obtenidas e integramos de | - ¢

’

a T= (@& el resultado es

' ) ) , N A
Un (ﬂf(ﬁ;r/‘ Pu) - F(a} rifa)y, (G) 4 2]31‘/.-3(:“,. ul
. e o ';," i
q
/H,,rffr ’”'7(/?’
o
Para llegar a esto utilizamos las condiciones en r o 3 (3.1.“)

y . 2"9) y 1a ec. (3.2.12).

e ju,\w,-ﬂ wal o
: v

———— - e

7%, %Jl!n(f)dY vl (9) “I (3.2.14)
4 2 Fa
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que tiene la forma que habiamos anticipado. La expresidn cntre
parentesis del denominador de Qn_(r,rﬂ) (3.2.14) sugiere co-
mo normalizacidn para las Z[n la condicidn
* v, 2,
Un () dr ¢ Un(d)  _ (3.2.15)
A 2 P ~
La presencia de a en esta expresién no es imporfantc,
de hecho, cualquier valor de a 1lo suficientemente grande para

que el potencial se anule, puede ser escogido. Parai

gados podemos tomar el limite  — oo , entoncesi"'an (a) -0

y la condicién (3.2.15) se convle:tere"la normallz‘c16n usual

3.3.~ Funcidén de onda interna y Funcidn de Greén.

El desarrollo que estamos en proceso de COHStTULI para

la funcién de onda fisica o normallzada y¢ ' en“la rcglén
7*45 C{ , Se basa en la conexién que dcrlvaremos en c~ta sec-

c16n, de }p} con la funcién de Green sallente del problcwa

*La func16n de onda }V}b . satisface 1ayccuac1on (2. 1.20)

que en onda S se convierte en
*“ Pt f?— V(r,‘7 (‘/ﬁ( g=En (3.3.1)
¢¥r4 dF ‘ ’ : .

también satisfacc la condicidén en ¢l origen
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){(o) =0 (3.3.2)

Y, como estamos usando un potencial cortado en r = a su compor-

tamiento asintotico (2.1.27) es

WV

g(r) - —2'— g /.e.,-“/?ﬂr— s e,‘pr] ¥

/’lp(P") para / = © son ©~
Para encontrar la conexidn entre }é

Integrando de r = 0 a r = a, obtenemos

(3.3.4)

utlllzamos 1a forma a51ntot ca,de }J’ e (3.3 )fltgicndu es-

to se ob 1ene
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- ra
%(7’):‘6(7’,0-; mPe r <o (3.3.5)

-~

Esta es la relaci6én entre la funcién de onda interna y 1la fun-
cifn de Green saliente. De ella vemos que si obtenemos un des-
arrollo para la funcién de Green estaremos obteniendo también
un desarrollo para }&} en la regidn Y < & . 8ides-
arrollamos a la funcién de Greeen en té€rminos de sus polos en
el plano de la energia o del momento, obtendremos un desarrollo
para }&F en términos de las eigenfunciones 201(7) asocia-
das a los estados resonantes, ligados y antiligados pues, como
vimos en la seccidén anterior los residuos de la funcidén de Green
en sus polos, son precisamente las funciones /n (7)
En la préxima seccidn obtendremos este desarrollo de

}&} en términos de las funciones U/ . Antes de proceder a
ello, obtendremos una relacibén entre la matriz § y 1la funcién
de Green valuada en 7T = CL, que nos serd Gtil mds adelante.
Esta relacidén fue derivada por Blochs) y se obtiene inmediata-
mente sustituyendo la expresidn (3.3.3) valuéda~en r=4a on

la ecuacidén (3.3.5),

Esta expresién i a matriz

S basta conocer la funcidn de Green.en

La funcibn dé“Cféeﬁ;fCS'Crrf ; Sdra-iafmuyoriu

de los potenciales de interds, tienc la misma distribucidn de

e
polos que la matriz & y, puesto que & - &;,E;“ , los
£(0)
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Polos de la funcidn de Green son los ceros de la funcidn de Jost

u/CP) . En particular, la expresidén (3.3.6) indica que esto

es cierto para el caso que estamos considerando.

3.4.- Desarrollo de la funcidn de onda uﬁo en la regién interna.
/

El desarrollo de la funcidén de Green en términos de sus
polos surge de una simple aplicacidén del teorema del residuo*.
Este teorema afirma que si ][(2) es una funcién analitica en
una regidn {Q y € es una trayectoria simple, cerrada, con-
tenida en R y en cuyo interior existe solo un niimero finito

de puntos singulares, entonces

' suma de los residuos de }[(Z) en los
',f(z-)dz z

puntos singulares encerrados por

(3.4.1)

Para una gran clase de potenciales la funcidén de Green
es meromorfica en el plano 79 , es decir, analitica excepto en
el conjunto formado por los polos. Ciertamente lo es para el
potencial que estamos considerando, pues como ya vimos, si el
potenqial es nulo a partir de cierto valor de Y , la funcidn
de Jost es analitica en todo el plano, en consecuencia, la matriz
S y la funcibn de Green, también lo son excepto en los puntos
en que la funcién de Jost se anula. Ademis, como toda funcién
analitica tiene solo un nimero finito de ceros en cualquier re-
gion finita, la funcidn de Green tendri un némero finito de po-
los en cualquier regidn finita. Tomando esto en cuentg, podemos

aplicar el teorema del residuo a la integral

* Ver Ref. (9) p. 130.
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1 [ G(r,a;pP)
| dpr’ (3.4.2)
¢

Donde C es un circulo grande de radio R con centro en el ori-

gen. Segln el teorema del residuo la integral (3.4.2) es

de 1 id d G(rlq;ﬁz
{ G(’} Q,‘ ;w) OIP' 3 suma de los residuos de FToP
.’Ufl' lp'_ P - en los polos encerrados por C
¢ (3.4.3)

Los polos del integrando encerrados por C son un nmero finito,

ry
punto pP'= P . Los residuos del integrando en los primcros

digamos N, de polos de la funcién de Green G(r’q/- P) yel

ya los calculamos antes, Sec. 3.2. El residuo del integrando

enel polo P'= P es

Res w — litm (P-P)G(r0;P)
P~ P CpP s
P';P‘ o e P ,P

es decir

sustituyendo estevalor n (343) tenemos

e - N
[ ERAP g S
R

Qe P~ P

N t G(r,a;P)
Pn-P
¢ o
(5.4.5)

Donde en son los residuos de G calculados antes ec. (3.2.14)

los cuales, considerando la normalizacidén (3.2.15), podomos cs-
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cribir como

En(ra) = l!ﬂ.ﬁll;gblllﬁz. (3.4.6)

combinando las ecs. (3.4.6) y (3.4.5) obtenemos

i Z&JVMMO | G(ra;P)
G gD 25 (P- In) 21 PLP
n=1 ¢
(3.4.7)

Sﬁstifuyendo esta expresidn en la ec. (3.3.5) obtenemos para 1la

func1on de onda % en la reglon Y <G

m - &,z/ (r e G (147 P') yp
y z " ) fo/ P"F,
¢

| (3.4.8)
Donde el coeficiente @y es
; L i
Pe " tata)
2P0 (P - /’)

Gy =

(3.4.9)

‘,‘»}?Cdmb podemos ver en (3.4.8), el desarrollo obtenido

pai‘a' 1a""funci6n de onda en la regiém interna { r<a } , cons-
ta de un nimero finito de términos discretos y de un término in-
tegral. El nimero N de t&rminos discretos, claramente es funcién
del radio R de la trayectoria C de integracidn pues a mayor tama-
fio de R corresponde un mayor nimero de polos de (3¢ Y, Qa, ?) con-
tenidos en el interior de C. Puesto que el nimero de polos de

6 ( 4, ’0) para un potencial de alcance finito, es infinito*, si ha-

cemos tender R a infinito tendremos un nimero infinito de términos dis-

* Ver Ref. (3) p. 361.
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cretos en el desarrollo de %} . Para tener un desarrollo pu-
ramente discreto, la contribucién integral en (3.4.8) debe des-

aparecer en el limite -~ co , para que esto suceda es sufi-

ciente que

G(T,Q;P) — O euando [P| — oo

por tanto, para saber en que casos desaparece el término inte-
gral, debemos investigar el comportamiento de G,(r/a/-/v)
cuando el momento tiende a infinito. Para esto aprovecharemos
1o§ resultados obtenidos por Peierls10) al estudiar el compor-
tamiento de la matriz < cuando f’ tiende a infinito. Vale la
pena hacer notar que los resultados obtenidos por Peierls se
refieren a potenciales cortados cuyo valor en el punto de corte
es distinto de cero. La mayoria de los potenciales de interes
satisfacen esa condicibén, ademis, todos los potenciales de larpo
alcance se pueden cortar de acuerdo a ella.

Para utilizar los resultados de Peierls haremos uso de
la relacifn entre la matriz § y 1la funcién de Green valuada

en r=r'"- a , G (CL,Q;?) obtenida anteriormente cc. (3.
3.6) ' ‘ '

(3.4.10)

De 1la ecuéciﬁn”(3}3{5);bﬁtenemos;ﬁfra7réléci6ncq&cih];u

serd muy Gtil,
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N, W)
) / -~ "
Yp (@)

Los resultados citados obtenidos por Peierls para po-
tenciales de alcance finito son que la matriz j;(fv se com-
porta para grandes valores de f’ como ayPZ:szcpa en la

. . ') ‘h’/’(k 2 ’
parte inferior del plano /— y como (3 ,/(?P en la parte
superior. De lo anterior y la ec. (3.4.10) resulta que G(G,G/P)
para f’ grande, es proporciona a /7 en la parte inferior del
plano 7J mientras que en la parte superior es proporcional a
/P . Ademis, puesto que para / real S(p) tiende a la
*
unidad cuando f7 tiende a infinito, de 1la ec. (3.4.10) vemos
ue ([ . tiende cero cuando o — =0 1o 1 del
q G(a,q, ?) a cero cuando a lo largo de

cje real,

Necesitamos ahora conocer el comportamiento del factor
/%g(ryééfﬁ) de la expresidén (3.4.11) para obtener el comporta-
miento de <; (r'q; })) . Debido a que seglin la ec. (2.2.29)

}/g,.(r) /)q(r)
A (3.4.12)
s Yo (%) 4, (4)
P0d¢m9§ utilizar el comportamiento dg ;4;(x),/g£(a/ cuando
/{ -~ == para conocer el de ,}ng%//;C’(“) . ‘Esto resulta
muy conveniente gracias a la analiticidad de }Dp en el plano
77 . La expresidn integral para ﬁéP“7 ec. (2.2.1) para el

caso de ondas SS se convierte en

, r
/fé/,(r} = Sen pr ,L/a’r’se., P(r-r') I/'(r')ﬁf()”')

(3.4.13)

* Ver Ref. (1) p. 192,
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*

Es posible demostrar que cuando /FV-—A oo la integral, que
describe el efecto de la interaccidn, tiende a cero (esto es vii-
lido para potenciales mis generales que el que estamos conside-

rando), es decir, que ‘g& (r) tiende a su valor en ausencia

de interaccidn

/d(r) Sen Pr | [Pl — e@ (3.4.14)

sustituyendo (3.4.14) en (3.4.12) tenemos

(r) Seu Pr

¥ (a) T Sau PQ r<a (3.4.15)

Para el caso 1V Zq@ , escribiendo Sewt Pr y Seu PG como

exponenciales, se encuentra que en la parte superior del plano,

{IMP>O}

’

%P(r) ﬂslkiP(er)

Yp(a) 1m-= C

y en la'parttb'

,Es dec1r, tanto en la mltad superlor cc n
el factor ?@7(72/@/ (4) decae a cero exponenc1a1mentc Es
claro también que esta cantidad oscila 1ndef1n1damente a lo largo

del eje real. Puesto que ( (4,4, divergia sélo como f°

cn la parte inferior del plano '77 , tenemos que a lo largo de

* Ver Ref, (3) p. 332.
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cualquier direccidén en el plano vﬁ) la funcidn de Green

C;(r) a,‘/o) tiende a cero cuando el momento ticnde o infi-

nito, es decir,

G a;p) = © cundo [H =2y 1

Y por tanto la contribucidén integral Qeila» : 4.8) des-

aparece cuando el radio R de la trayecﬁb?;: ‘

En consecuencia tenemos el resultado
[> ]

}!; ('r) = Z ,f",; Z’/'T (r): -":"(‘3-.’4.17)

Dondé'los coeficientes ﬂu_

dlca en (3.4.16) y (3.4. 17)
En el caso 7f—§

cribir como

.%“‘7 = ﬁ: (’nl{, ‘

traves de hacer tender el radlo R do 1u tra-
yector1a de 1ntevr idn'a infini to, la 1ntogra1 de (3 .4.18) di-

vergiri, Por tanto, si queremos obhtener un desarrollo puramente
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discreto de }%; en Y = ¢ debemos introducir un factor de¢
convergencia proporcional a l//Pz en la integral para que Gs-
ta converja a cero al hacer tender f a infinito, es decir,
debemos introducir dos substracciones.

El desarrollo de y%D con dos substracciones sc ob-
tiene mediante el procedimiento ya descrito partiendo dél teo-

rema del residuen. La integral que debemos evaluar ahora cs

(3.4.19)
4.¢

Donde hemos introducide ya el factor apropiado para

que el integrando converja a cero también cn Jomo-in -

P

tc un

tes, el integrando tiene polos en les polo!

y en el punto ,D'; p  pero ahora tenemos.

{

polo doble en P": O + Conel método‘Q¢;;;z do.antes pura

evaluar los residuos obtenemos,

N
[ cmesey

Qai | Pt p-F

o (%a .20)

En esta expresidn, e,q'

esti dado por la ec. (3. 4, 6) y c1'u1t1mo tcrmlno no qo pucdc

evaluar por el método que hemos utilizado porquc el polo es do-
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*
ble, por tanto, lo haremos utilizando la expresidn general para

los residuos

S(r, & P G ?)
RQS Elgb-—~—l = ' (&4.m)
PrCe-f) | P (P' F)
P-o Co

donde {, es una trayectoria pequefia que contle‘

btenenos

(3.4.22)

Calculando;ié7d: ,‘enémos fi-

nalmente Es

/ﬂci(r Q, )

[ e

(3.4.23)

Elifesul;ado
dri el nuevo .

en 1a,ec.,(3.

¥ Ver Ref. (9) »n.
a% ver Ref. (9) p
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CAPITULO TV

POTENCIAL DELTA

4.1 Introduccién y solucifn exacta.

En el capitulo anterior quedo establecido que existe
un desarrollo para la funcibn de onda }g en la regiéﬁfihterna
de un potencial de alcance finito, consistente cn una quﬁn dis-
creta e infinita de eigenfunciones correspondientes,aiéstadoé

® L A
resonantes m@ltiplicados por los coeficientes apropiados.

En este capitulo y el siguientc nos Pfééif

ne también algGn interés prictico. Concretam

en el capitu]o VI los dlscutlremos y presentnremos<1as conclusnoncm

En lo que resta de esta secci n obtendremo< ]a func1un

de onda exacta en la regidn. interna para el potcnc1a1 Dvl;a, e

decir, para el potencial

También a estados ligados y antiligados, si los hay.
Forma breve de designar al potencial consistente en un
pozo cuadrado entre " = 0 vy r = a y una delta de Dirac en r=a,

h#k
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v’rkf(r_q) (4.1.1)

Podemos obtener la funcién de onda )4} en la repiln
interna { T L QA } en la forma convencional, es decir, re-
solviendo la ecuacifn radial de Schrledinger en la regidn inter-
na y externa del potencial y uniendo las soluciones asf obteni-
das y sus derivadas* en r = a para conocer los coeficientes cd-

rrespondientes, Sin embargo, resulta m3s ccondmico obtoncr,}&

aprovechando lo visto en el capitulo II. Primero obtenomoa_}a‘

solucidén regular )éP . La ecuacidn radial para- la T¢

{ Y <& Ot , en la cual el potencial se anuls:
}

’

La-solucifn general de esta ecuacién es una combina

Sen(fr o fos(pr) pero, por definicidn, laSSOiQFiGh,régu—

lar se comporta, cerca del origen, exactamente com “(1a

func16n de Riccati-Besscl correspondiete a / )}

\/ /,r/ = Segr /or

Puesto aue

tencmos que ,1,‘~"

de: Jost J

tenemos

* En realidad, debide a2 que el potencaal

r = a, la condicidn a satisfacer en: cstc puntk
rivado de la furcidn de onda es

Wrn S SR
; (4] = pCa-) = ) ¢, (4)
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J(/D) =/ F ?’;-o dr ef/’”/\c/’(r_ 8) Sew pr (4.1.4)

Por las propiedades de la funcibn delta dec Dirac inme-

diatamente obtenemos de (4.1.4)

f//b) ! + TL’szu/va o waw

F1nalmente, haciendo uso de la ec. (Z;T.Zé) tchcmog

la. soluc16n fisica %{) exacta

(4.1.0)

5 encon-

cen {({au p)
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-ipa | .
Y =-pe [e(r,a;o) FPET Y o)

N Plen + _Lw
PL(P-Pw) 2r{

Haciendo tender el radio R de la trayectoria de iﬁtegfacién a

infinito, la anterior expresifn se convierte en
c/..(«) nr)

o= e fern 5

Donde sustituimos el valor (3.4.6) de {Z, . Elvdc arrollo (3.

(".4.24)

4,24) para ;/;,( r) es vﬁlﬁdo para. : )ﬂ;f U

queremos recalcar que para 7 £ Q no son

4.17) es suficiente.

El material exruesto en este capitulo es bﬁs1gamcnto
el contenido de los articules citados como rcfcrengxas (11) v

(12), principalmente éste Gltimo.
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La ecuacifn que satisfacen los ceros fﬁ de la fun-
cién de Jost, o equivalentemente, la ecuacidn que satisfacen

los polos de la matriz S y la funcidn de Green G, de las ex-

presiones anteriores vemos que es

iR - FBeorrd -\ 1.9

4.2.- Desarrollo de la solucibn en estados resohéﬁtéé(?f

En esta seccibn establcceremos el desarrollbvobtenido

en el capitulo 3 para la solucibn /& corresp ndien 1 poten-

cial que estamos considerando. El desarrol iente

:(f4.'2". 1)

o w0 ~(pd e
y/(’) N P e ’(/n 0,) ”n (7)

& = 2/0" '" ) .

En el caso particular que est' ‘ando las

funciones 7/, (r) satisfacen la ecua;;Q
57244(”4'/"u"17i

2

pues en la reg16n r < a el potenc1a1 es nulo

]/n (7’) = /1"” Sen B 7 ’ Y c'\q (4.2.3)
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El1l eigenvalor ﬂ, es: tal que la funcién (4.2.3) sa-
tisface la condicibén de onda saliente (3.1.3) o equivalentemen-
te, ﬁ, es una solucién de la ecuacibén (4.1.9).

El coeficiente /), que aparece en (4.2.3), sc fija de
manera que la funcidn 7/, (r) satisfaga la normalizacidn (3. .15),
que en nuestro caso significa lo siguiente

¢ c 5,2 2 ’ R :

”nzﬁenz/’n rdr & { Fn 5;);1 /eCL -] a2

ga a la ecuacibn

(4

2 [P" 4= Senf

factorizando el términ

P | s_g.t»i"'

desarrolls (4

Y

F(“ Serw /2 7

LI

, /r\.,.z . . .
) - . -7 ‘\‘( ( L2, )
% fpp‘\(‘k c\:i’/?'a e ’.A> '

ha . "
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Este resultado evidentemente es exacto si se toma un
ndmero infinito de términos en la suma, sin embargo, si la suma
(4.2.8) converge lo suficientemente r4pido, un nlmero finito de
términos de la suma nos dari una buena aproximacién para }Z(r),
Como anunciamos a2l principio del capitulo, consideremos sumas

finitas (parciales) de (4.2.8) para comparar con ;}Z;, exacta

y asi encontrar las condiciones bajo las cuales.

/4b“fpuede ser

aproximada mediante sumas finitas de (4.2:8)x

en la siguiente seccidn.

4.3.- Resultados

Antes de proceder a evaluar 1as sumds f1n1ta< de (4.2.8)

nos da la N - esima aprox1mac1 I

N-1-esima mediante

e (43.2)
ST ey
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Donde F7<’f;Aﬁi/ es la parte izquierda de la ec. (4.3.1)
evaluada en /)nﬂ-/ y F,(ﬂ,”-') es su derivada. El

proceso iterativo se inicia cuando sustituimos una primecra a-
]
proximacidn }a , encontrada por alglin medio, en (4.3.2) la

cual nos da f;‘ éste, a su vez, se sustituye en (4.3.2) para

2
obtener fi , etc,
Con el método esbozado arriba calcumos 100 polos de
la matriz § para el potencial delta correspondiente a.).= 100.

Estos 100 polos se encuentran en el cuarto cuadrahte'dél~p1ano

ya calculados.

La precisifn con que fueron'calcﬁladéy_ os_poibs es
de 9 decimales y como valores iniciales utilizamQS'los obtenidos
en la ref. (14) siguiendo las lineas indicadas'por Nussenzweig142

Estos valcores estin dados por

f=

d

c ° ©
m -
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° (o)
y el primer valor In para este proceso es,
Ty ~ l (4.3.5)

Bastan muy pocas iteraciones para obtener una buena aproximacién
de ?;: por este método.

En la tabla 4.1 se muestran los primeros 25 polos del
cuarto cuadrante. Como mencionames antes, reflejando &éstos a
través del eje imaginario, se obtienen 25 polos situados en el
tercer cuadrante.

Sustituyendo los valores calculados de los polos ﬂ1

en (4 2.8) podemos evaluar sumas parciales de (4. 2,8jﬁde dis-

tintos 6rdenes, es decir, podemos aprox1mar' }”(( p§f>£ﬁmas
finitas que contengan distintos nﬁmeros de térml' '
1ado, conocemos exactamente a }4; J
tablas 4.2, 4.3 y 4.4, comparamos losivalore
con las aproximaciones dadas por las sﬁ
las cuales denotaremos por )’4, aprox. -
té calculada para un valor del moment§
posicién T , y cuatro valores de A Gmer. %minos

que incluyeklé~5uma finita. . término a oTTespon-

de ev1d ntomente a un nolo f f= s 1os ‘polos

cada suma corresnonde al prlmer polo derecho‘ff : ‘scgundo
férmlno corresponce al primer polo 1zqu1crdoff25 : _
- Como podemos ver en la tabla 4.1, 1a tabla 4 4'fuC

calculada para el valor del momento corrcspondlente a-la pri-

. ) 0P ;
mera resonancia, c¢r decir, al valor [ = /1p= 3.1105268
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Es interesante también construir tablas andlogas a las
anteriores considerando solo términos correspondientes a polos
derechos pues, observando la construccién del desarrollo para

)éb hecha en el capitulo III, resulta claro que podemos repe-
tirla de manera que en el desarrollo resultante solo aparczcan

G(r,a;7')

polos derechos, por ejemplo integrando -F—?fr——— a lo largo

de la trayectoria que se muestra en la figura 2.

Puesto quefeI interior”de eSta'trayectoriafno‘incluyc

a nlngﬁn polo 1zqulerdo, elidesarrollo de ,'ii¥;&QF)ﬁ

tendrd términos covrespondlentes a ellos. hi'iﬁfér s de las
tablas arriba menc1onadas es conocer cugl dc los dos déqarro]lo\
es dec1r el que contlene polos derecho~ e 1zqulerdos altcrnados
¢ el que solo contlcne polo° dnrcchos, convcrgc mis ripidamente
Las tablas 4 5 4.6y 4.7 comparan a ‘?”' exacta con }4;

/7

aprox. considerando polos derechos Gnicamente.
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En las tablas 4.4 y 4.7 hemos considerado el compor-
tamiento de A aprox. para el momento correspondiente a la
primera resonancia. Esta resonancia es la mis definida de to-
das las posibles para el sistema bajo estudio pues, el polo al
cual estd asociada es el mids cercano al eje real. Es probable
que el comportamiento de /%Z aprox. para valores de /9 corres-
pendientes a resonancias menos definidas, m&s anchas, difiera
del comportamlento de y& aprox. en la prlmera resonancia.
Para es;udlar esta. p051b111dad en. la tabla 4 8 comparamos %P
aprox.,con o

'Sép exacta para e1 valor de ff‘correspondzon-

te a la 'onancza.i E1 prlmer término d
correspon

ciado

'para evaluar una'cantldad de 1nteres fi51co._ La cantidad que

0 o |
a/r/%“)/ (4.3.0)

Esta cantzdad interesante en si-misma puesto que cs

ut111zaremos es.""

rproporc1

Ma la probabllldad de que la. narticula 1nc1dentc se

encuéntr en la reglon 1nfe*na 2 Y 4L (lg s aparece tamblen cn

,expre51ones que nos.dan otras cantidades de 1nteres, por cjemplo,
(4.3.6) aparece en la expresidn para el tiempo de dcmora,,'r, ,
dufaﬁtci91'éu€lklaypérticula incidente csfafrapadh;éniﬁq;eétudo
meta estabie para ser rcemitida una ve: transcurrido ége’tiempu.

Esta expresidn es
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2(r0 +4")

a.
Y T ,
T'\T:Iﬁ—uz dr/%

(4.3.7)

Si sustituimos en (4.3.6) el desarrollo completo para %%
(4.2.8) que podemos escribir como

oQ
%(r) = 2 /{;(Y? , TAO (4.3.8)
| "=\

donde

ot | . -/'F({
'%(r}: - S:;ap =(fadi . 4.3.9)
(P-F) (X% g%y 432

7 , }é(r)}/ (r) +/d,—£ )D(r) l}é",':(r)

A (4:3.00)

a ihtéé*éir(4 3l6) es la suma

xamlnar el peso rclatlvo dc cada

aluarlas. Evaluar las dos contrxbuu1o-

ﬂ,mxembro 1zqu1erdo de la. mlsma ecuac;on, el cual podcmos evaluar
utlllzando j}kg cxacta N Hecno 10 antor101, el sogundo término
dcT mlembro derecho de (4.3.10) oue 11ama*emos de 1ntcrfcrcnt11

scvobucndrld q1mplcmentc calculando 1a difercncia dp los otros

términos va o\~1u»00< os decir,

4 = .( & ‘ *
/“’5“ Yo 400 = [y J o) = (e 2 fr0r) o 07)
ﬂrh\ ! ' / " ‘

0 (4.3.11)
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Sustituyendo exacta, ec.(4.1.6), en la primera integral del

lado derecho de (4.3.11) y evaluando directamente se obtiene para a = 1

/ 2
arlir)) = QP‘SLMZP (4.3.12)
It / Y[P+A(sen 2Pt )5l %))

La segunda integral del lado derecho de (4 3, 11) se puedc CSCI]

bir, intercambiando 1la suma y la 1ntegra1 ut111zando (4 3 9),

como

:25,.;; R Y I d

la contfibuéiéﬁf(d ncia (4.3.11)

para >\

: _;éfhihos en la
Quma (4 3 14), obtenemos la

11la aparccen las

cantldades eva1uadas paraft es dif

lores del momento

p v para cuatro valoro< de V.
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TABLA 4.1.- POLOS DE S

PARA EL POTENCIAL DELTA

Re P Im Pn

1. .311052682722E+01 - .956145500968E-03
2. .622128580288E+01 -.380333005225E-02

3 .933249932504E+01 -.847933052840E-02

4 .124443700988E+02 -.148853208223E-01
5. .155570749238E+02 -.228925124700E-01

6 .186707505815E+02 -.3235000712518-01
7 .217855368332E+02 - . 430932373058E-01
8.  .249014866723E+02 - .549518480029E-01
9. .280186584519E+02 - .677565947888E-01
10  .311370743108E+02 - .815448436576E-01
1. .342567333230E+02  -.955645721072E-01
12, .3737761587615+02 - .1102769489055400
13;fiifA,".404996879128Ef02 253576874624

14, = .436220047849E+02
15. . .467472145951E+02

16. ° .498725609631E+02

- .529988852710E+02

125357687462E+00

187390286974E+00

18, .5612612836805+02  =.202949726432E+00
19, .592542318696E+02  -.218419689605E+00
20. .623831390864E+02 -.233761811112E+00
21, .655127956568E+02  -.248945248280E+00
zzki;ﬂi,5?f;6864314995205+oz | 'Ff2639455318445+oo
25, .717741533120E+02 - .278743833489E+00
24.vjfff”}f,7490576013125*oz . =.293325601280L+00
25, .780379278704E+02 ©.307680308175E+00
NOTA: £%n = 10 °"
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TABLA 4.2

COMPARACION 'DEYP EXACTA CONY  APROX. PARA EL POTENCIAL DELTA.

P =
N =

=2
[}

1 POLOS ALTERNADOS
1 T "f;exacta
0.2 .1286989E-01; ~,1961230E-02
0.4 .2522671E-02 -.3844273E-02
0.6 .3657781E-02

10 0.2 .1286989E-02

-.5574056E-02.

% aproximada

.1545440E-02  -.2252023E-02
.2512327E-02 - .3659884E-02
-.3615851E-(2

.2538660E-02

1811618E-02

948LE-02.

60

3414502

2 -.1961230E-02 1278 947334E-02

2671E-02 -.3844273E-02 250201 812267E-02

657781E-02 -.5374056E-02 5510214E-02

160 0.2 .1286989E-02 -.19612305-02 .1284581E-02 - -.19574785-02
0.4 .2522671E-02 -.5844273E-02 .2517012E-02.  -,3835459E-02

0.6 .3657781E-02

.5574056E-02 .3

555899L5-02

NOTA: Las columnas

zquierda y derecha bajo
t’fvamervytsa I,QS;’Y;;Q@S de Rey'p y 1LY

contienen-respec-

Yoo 000

TP
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TABLA 4.3

N=1 T }qfiii_ Yéexacta fuf- 'ﬁ;§ér6ximada %

9066124E-02 -.3450688E-01 .4471883E-02 -, 1812556E-01

1127118E-01 -.4289964E-01"

Z
fl

N = 60 .3450688E-01 79635-01

,4289964E-01 4306718E-01

882681E-0
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TABLA 4.4

n

3.1105268

1 r \ﬂ, exacta
0.2 .1152364E+01 -,1871735E+02
0.4 .1872945E+01 -,3042148E+02
0.6 .1891746E+01 -.3072681E+02

10 0.2 .1152364E+01 -,1871735E+02

0.4  .1872945E+01 -,3042148E+02

0.6  .1891746E+01 -.30

*;aproximada

.1147395E+01
.1869040E+01
.1897149E+01

.1152938E+01

.1871661E+0

-.1871784E+02
-.3042197E+02
-.3072678E+02

371732E+02

60

.1872945E+01

2. 3042148E402

18730648+01

3042143E+02

0.6 .1891746E+01

160 0.2 ~.1152364E+01 -.1871735E+02
0.4 .1872945E+01

-.3072681E+02

-.3042148E+02
.1891746E+01 -.3072681E+02

1891983E+01

1152378E+01
.1872978E+01

-.3072680L+02

- 18717355402
2143E+02
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TABLA 4.5

COMPARACION DEq/p EXACTA CONﬂ'p APROX. PARA EL POTENCIAL
DELTA. POLOS DERECHOS

1

S R Tt RERIONO i n b
252023E-02
659884E-02
95851E-02
10 0.2 S6275E-02
: 2593487E-02
572362E-02
765-02

2633E-02
368596 1E-02
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TABLA 4.6

o _*ﬂf?PT?XiH‘lac‘ia
4471883E-02  -,1812556E-01
7272222]3-02 i

Loy

2945860K-01

7354274E-02  -,29752071-01

N =100 .3601716E-01
461741901

£3€§7982Ef01

-.3584271E-01
<.4577980R-01
-.2382138E-01
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TABLA 4.7
P = 3.1105268
N=1r \K, exacta %aproximada
0.2 .1152364E+01 -.1871735E402 .1147395E+01  -,1971784E+02
.1872945E+01 -.3042148E402  .1869040E+01  -.3042197E+02
1891746E+01 - .307 897149E+01- --.3072678E+02
N =
N =

1875549E+01 1:
1896141E401 26745402
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TABLA 4.8

COMPARACION DE YW _ EXACTA CON YW _ APROX. PARA EL MOMENTO
CORRESPORDIENTE A LA TERCERA RESONANCIA

N

]

i

9.3324993

1 T \+; exacta ﬁ;aproximada
0.2 .1878915E+01 -.10166503+022'f1884SQOB+01 '-.1016646ﬁ+02
0.4 -.1095081E+01
. 1240674E+01

.5925209E+01 -.1065351E+01  .5931401E+01
.6713082E+01

1282829E+01  .6706029E+01

10 0.2 .1878915E+07 -.1016650E: 1881335E+01 016607E+02
0.4 -.1095081E+01 -.5925299E+01 -.1100429E+ 9243495401

-.1240674E+01

.6713082E+01 -.1230899E+01 18345401

60 0.2 .1878915E+01 1879071 564 8E+02

1095081E+01 -.5925299E+0 5925340E+01
1240674E+01 239963E 3167E+01

160 6649E+02
)253085+01

13101E+01
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TABLA 4.9

05,%(7)137 exacta 05(1[7%-%:%% , dYZ Yn* \K,.,

nim
P =1 N =1 .3801595E-04 .1109331E-04 .2692264E-04
‘ N =10 .3801595E-04 .1894995E-04 .1906600E-04
N =60 .3801595E-04 .2021265E-04 ,1780330E-04
N.= 160

.3801595E-04 .2029757E-04 ~ .1771837E-04

.9897567E-03 .5182836E-03  ,4714731F-03

.9897567E-03 .9565180E-03  ,3323869E-04

 .9897567E-03 . .9844261E-03

- .5330566E-05
.9897567E-03 .9861519E-03  ,3604832E-05

P = SRR
.5229429E+03 .5229532E+03°  -.1034018E-01

© .5229429E403 .5229533E403  -.1043389E-01

52294298403 . 044657E-01

9429E+03 044737E-01
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CAPITULO V

POTENCIAL PICASSO

5.1 Solucibn exacta.

En el presente capitulo estableceremos el desarrollo
(3.4.17) para la funcién de onda en la regidén interna del po-
tencial Picasso a fin de compararlo, con la funcidn de onda
exacta. El prop8sito de hacer este estudio para el potencial
Picasso es el de detectar posibles diferencias de comporta-
miento respecto del observado en el capitulo anterior, para el
potencial Delta ya que el potencial Picasso es un ejemplo de
potencial m&s realista a cuando menos no tan ideal como ¢l po-
tencial Delta.

En esta seccidn obtendremos la funcidn de onda exac-

54; de manera distinta a como lo hicimos para el caso del

potencial Delta. El potencial Picasso se. puede e:crlbxr como

-V’o’{ )J(r a

donde VG

es coro en. la reglon extcrna

La forma en que obtendremos ' exacta es a travis



de 1a funcidén de Green (= (Q, aQ; ?) La solucidn regular }Z,P

en el caso que estamos considerando satisface la ecuacidan

?,, [P V;_/%P 0, T (5.1.2)

Esta ecuac16n ‘es ﬂ v‘ "forma a 1a correspondlen-

te al- potenc1a1 Delt

Gllare 0;0) = Gle-€,6,7) + Pl eraspdr-

wl- €

G- €

jv‘m\,w ;p)dr =

4——-———-



Al tomar el limite cuando ¢ tiende a cero en (5.1.7)

‘ésta se convierte en

G/((M-/a)i’) - G’(Q_/a,' P)-A G(o\/q;?):l (5.1.8)

Ahora bien, en la regibn interna { Yy < 0;% la cc.
diferencial para la funcién de Green es idéntica a aquella pa-
Ta ¢P , como ademis G"(r":"a\j ) satisface la condicidn

(5.1.6) tenemos

G,

Sengr . reg  (5.1.9)
derivando
(5.1.10)

Tomando e

Sustituye

despuds-

G(\Jlo\}.?) e S

. (5.1.12)
/P - @ f.ot?a - A



75

Haciendo uso de la relacién (3.3.5) y del hecho de que )%'y

9éf son proporcionales ec. (2.1.29) se tiene
- \ (r)
Gr,aP)= G(aﬁ;?)gf—- (5.1.13)
@)

Sustituyendo en esta ecuacitén a la funcidn de Green

(5.1.12) y a la funcidn g%fﬁ) ec. (5.1.3) obtenemos

G(r q P) = Sendr,/Saen 40
o ip- Geotga = A

y volviendo a hacer uso de (3.3.5) tenemos*fiﬁé

, rLo (54 .14)

la so-
lucibn exacta
-t PcL

( ) —PS<V[ Pf e ’
}// - ;{"P.SM ga - €05 ga;}\s"g g

(5.1.15)

De la expresidn para la. func1o 1;);te-

nemos 1a ecuacidn para sus polos
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5.2.- Desarrollo de la solucidn en estados resonantes.

Procediendo como en el capitulo anterior establecemos
[ . P . .« -~
el desarrollo para }WP para el potencial bajo consideracidn.

El desarrollo para el caso general es

o0 ";F'C(_
PO Up) Un(r)
14 ,§ re ¢ 5.2.1)
%\T)—ﬁzl ZPn(P"-P) <4 (

Para el potencial Picasso las funciones un('i")' satis-
facen la misma ecuacidn que aquella para el potencml Delta

reemplazando P por g s asi tenemos

(5.2.2)

normaliza-

y de (5 ~2.‘4)

T .4 f?n (-h, -,Qr Z CL Sarz ?,, r : S :
(J&ln(r} = 7 T (5.2.5)
R? - Sen G0 P oS0 - 1 8, Sam En U\.()
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tando b{ y usando como primeros valores los polos corres-
pondientes al valor anterior de V; se obtienen los polos
para el potencial Picasso. El valor de iG para el cual fueron
calculados es yg:_z . Al usar el método anterior para calcu-
lar los polos obtuvimos la informacién adicional de que al ha-
cer mi&s atractivo el pozo, es decir al incrementar el valor de
{/o ,» los polos se mueven aproximadamente a lo largo de una
recta paralela al eje real. Como sabemos, al hacerse mas atrac-
tivo un potencial los polos correspondientes a resonancias sc
moverin hacfa el eje imaginario para convertirse en estados
antiligados y si 21 proceso de profundizacidn del potencial con-
tinuo, se moverin a lc largo del eje imaginario hasta cruzar cl
origen y convertirse en estados ligados. En el caso particular
que estamos considerando, observamos que al variar la profundi-
dad del pozo desde b;-: ¢ hasta Y, = 9.671, el primer polo
se mueve sobre una recta paralela al eje real, la partc imagi-
naria del polo correspondiente a Vo= O es -.9561E-03 y la
correspondiente a V; = 9,670 es -,9570E-03, como podemos ver,
la diferencia es muy pequefia y el movimiento sobre la recta
‘}/ = -,956E-03 es Dastante aproximado. Este primer polo llega
al eje imaginario, es decir, corresponde a un estado antiligado
‘para un valor de V, entre 5 = 9.671 yi,V;, =k9:67i;
o En la tabla 5.1 se muestran 1qs:bfime;6§f25'polos co-
fréspondientes a bg =2y A =,100;‘ | ;; | _ rb
- o En las tablas 5.2, 5.3 y S:4rééxbiééénténrios resul-
tados de evaluar }ﬂ} exacta ec. (5.71.15) y }é’aprox. a tra-

vés de considerar un nfimero finito de t&érminos en la suma (5.2.6).
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Sustituyendo el resultado (5.2.5) en el desarrollo
(5.2.1) obtenemos

o

-{Pa.
(r) = Z ?Q( #n Sen o SenFnT .
% r) B n=t (ﬁ\-?) Fn?.,(\' Senqna(ﬁ\ Cosi,\(l-{?nSQn?n(l) )

Y<a& (s.2.6)
5.3.- Resultados

Antes de presentar los resultados correspondientes al
potencial Picasso hablaremos un poco del cilculo de los polos

de S para este caso. La ecuacibn para los polos de S ec.
(5.1.16) es

(R-%0t-Az0 2.7k G2

Esta ecuacidn al igual queylé correspondiente al po-
tencial delta se puede resolver por el método de Newton-Raphson
el cual describimos brevemente en el capitulo anterior. En el
presenté caso, a2 diferencia del anterior, no usamos cxpresiones
aproximadas para polos f% como primeros valores Fi° . En
cambio, aprovechando que ya conocemos los polos del caso delta,
le damos a bf' , la profundidad del pozo, un valor pequefio y
usamos los polos del caso delta como primeros valores. El mé-
todo de Newton Raphson usado asi converge répidamente pues si

DC es pequefioc la diferencia entre potencial delta y Picasso

también es pequefia. Repitiendo el proceso, es decir, incremen-
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Estas tablas fueron calculades para tres valores del momento
P y cuatro valores de /// . La tabla 5.4 corresponde al va-

lor del momento de la primera resonancia.
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TABLA 5.1

POLOS DE S PARA EL POTENCIAL PICASSO

1.- .277044031291E+01
2,- .605840320208E+01
3.- .922470676464E+01
4.- .123637282853E+02
5,- .154926342784E+02
6.- .186170906763E+02
7. .217395503953E+02
8.- .248612567784E+02
9.-  .279829032482E+02
10.- .311048975076E+02
11.- .342274835984E+02
12.- o © .373508050278E+02
13.. . .404749405645E+02
14, - {‘_ 435999260928E+02
15;5 .467257687359E+02
16. - .498524563663E+02
17.- .529799641813E+02
18. .561082593304E+02
19.. .592373041880E+02
20. - 62367058664 8E+02
21. .654974818384E+02
22,  .6862853307761+02
23,- . .717601727984E+02
24.-  .748923629680E+02
25.-  .780250674024E+02

N 1 [] [ 1 ] ] ] ] (] ] NN | 1 ] t [} 1 ] 1 1 1 ' ] 1

.956330635704E-03
.380405940069E-02
.848093217832E-02
.148880837901E-01
.228966392840E-01
.323556623262E-01
.431005114942E-01
.549607715307E-01
.677671457312E-01
.813569575208E-01
.955781520560E-01
+110291875554E+00

=+125373827528E+00

.140714635785E+00
.156219510056E+00
.171807406257E+00
.187409894044E+00
.202069876480E+00

.218440270377E+00

.233782720679E+00
. 248966395034E+00
. 2639668842495+00
.278765219569E+00
.293347007955E+00
.307701680569E+00
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TABLA 5.2

COMPARACION DE Y | EXACTA CON

APROX. PARA EL POTENCIAL PICASSO
POLOS ALTERNADOS

10 0.2 .1892734E-02

1 T Y; exacta *ﬁaproximada
.1892734E-02

2
0.4 .3560603E-02
.6 .4805455E-02

.2883740E-02 .2058962E-02 -.3021079L-02

.5424878E-02 «3347047E-02 -.4909777E-02

.7321515E-02 .3381996E-02 -.4958150E-02

.2883740E-02  ,1794178E-02  -.2733160E-02
.5424878E-02 378 202

.3560603E-02 . 5762104K-02

66863815-02

60 2869841E-02

3539935E-02  -.5392866E-02

 .4764195E-02  -.7257658E-02

.1890326E-02  -.2879988E-02

.3554944E-02  -.5416064K-02

.7303357E-02
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TABLA 5.3

4.5

1 T
0.2
0.4
0.6

10 0.2
0.4
0.6

60 0.2

0.4
0.6

160 0.2
0.4
0.6

‘fé exacta

.9265519E-02
.1087846E-01
.3506683E-02

" .9265519E-02

. 1087846E-01
.3506683E-02

.9265519E-02
.1087846E-01

.3506683E-02

.9265519E-02
.1087846E-01

.3506683E-02 .

.3520258E-01
.4133067E-01
.1332297E-01

.3520258E-01
.4133067E-01
.1332297E-01

.3520258E-01

.4133067E-01
.1332297E-01

.3520258E-01

.4133067E-01
.1332297E-01

?; aproximada

.3982211E-02
.6475570E-02
.6547865E-02

.9483453E-02
.1039065E-01

4423144E-02

,9282001E-02
.1091658E-01

.3583266E-02

.9269738E-02
.1088840E-01

 +3527250E-02

.1636321E-01
.2659448L-01
,2685972E-01

.3604963E-01
.3943770E-01
.1686950E-01

.3527534E-01

.4149825E-01

. 1365721L-01

.3522220E-01
,4137676E-01

So=013417928E-01
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TABLA 5.4

=207
1

N

o o o
1S SR N )

N=160

704403

T : \H, exacta \H, aproximada
.7271323E+01

.1728366E+02  .7267913E+01  -.,1728529E+02
. 1181814E+02

1

.2800128E+02  .1181603E+02  -.2809249E+02
.1193680E+02

.2837332E+02 .1124236E+02 ~.2837131E+02

of; . .7271323E+01 .1728366E+02  .7271796E+01  -,1728347E+02
0.4  .1181814E+02  -.2809128E+02  .1181709E+02  -.2809172E+02

1936805402 -

‘7.233733234921";1193829E+02_17—.2837249E+02

L 1728365E+02
809124E+02
2837324E+02

. -1728366E+02  7271335B+01  -.1728366F+02
4E+02  -.2809128E+02 . .1181817E+02 -.2809127+02

1193680E+02  -.2837332E+02  ,1193685E+02 = -.28373201+02
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CAPITULO VI

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Observando los valores que toma %@ aprox. para los
distintos valores de ﬁ/ y de P en 1as tablas 4, 2, 4.3 y 4.4
obtenemos la primeraza conclusidén. El desarrollo de la func16n
de onda yg‘en estados resonantes en la regidn % Yy < Q.H
converge mis répidamente,pgra,valores del momento /?»ceycanos a
la f’ de resonancia. Déihecho, para la P de roéoh;ﬁéia, tu-
bla 4.4, el prlmer térmlno dé la principal contr1buc16n al des-
arrollo de /ygf En camblo, ‘para los otros valores de /? consi-
derados- aunque la convergenc1a es ev1dentc,'esta s notablemente
més lenta Este resultado f151camente plau51b1e, se debe ‘a la
~forma: del coef1C1enue del desarrollo, ‘el cual estd dado por
“wf<jv; _ F>E§lﬁ¥£/a41(a)
T 2P (-P)

y su magﬁitﬁdiﬁbr'Jiy P
r.;'",'ﬁ

de estég‘dosj;xprééibnes~vehos que--lCn[ exhlbe un pico para
valores der P en la vecindad de Pﬁ , s decir para valores
de T en la vecindad de la parte real de F% y es més grande
conforme la parte imaginaria de R\ sea menor, - En realidad, el
pico de ’ﬂnlho estd centrado en P= FER ﬁik= RQRJ sino un po-
co a la derecha de ecste valor dehido a la presencia del factor

P ¢n el ntmerader do Ifw!
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Otra conclusién importante se deriva al comparar los
desarrollos que incluyen solo polos derechos. Tablas 4.5, 4.6
y 4.7 con aquellos que incluyen derechos e izquierdos, tablas
4.2, 4.3 y 4.4, Con excepcidn del desarrollo correspondiente
a la F> de resonancia cuya contribucibn principal proviene del
primer polo como ya vimos, los desarrollos que incluyen solo po-

los derechos muestran una. convergencia mis lenta. El caso f) L,

tabla:4 5v 'hlbe esta caracterist1ca més evidentemente. Con-

sonante correspondlenuf k,un polo derecho ) aquel correepondlen-

te a su 51metr1co eStén relac1onados entre si por una 1nvcr916n
temporal es dec1r, la contr1buc1on al deqarrollo prOVCnlentc
de un estado ‘resonante es debida a los dos polos, uno- izquierdo
y Otrp;derecho, a los cuales estd asociado.

"Cuando la parte imaginaria de”un polo de la"matriz S
crece, la resonancia correspondiente se. hace menos definida, mis
ancha,‘ También la magnitud del coe£1c1ente /Qn/ del desarrollo
dé”lé‘funcién de onda muestra un pico menos definido alrededor
de la f> de resonancia. La‘;abla 4.8 estudia numéricamente
resﬁeyféhémeno. En ella Qbéeffémoskefectivamente uﬁa cohvergen—
cia menos fucrte que aquella para la primera rcsonanciu, tabla

4.4, aunque la diferencia no ecs muy notable. Por ejemplo para
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la primera resonancia en N=/0 y 7=0.2 1as partes rcales de
yg exacta y P apToOX. ccinciden en lés primeros cuatro digi-
tos mientras que en el mismo caso para la tercera resonancia
coinciden en los primeros tres.

La tabla 4.9 nos muestra, como era de esperarsc des-

pués de los resultados dlscutldos hasta este momento, que para

evaluar 1la 1ntegral del modulo cuadrado de‘ra’func1on—de onda

cia, mlentras mas cerca'estemos de resonanc1n mcnos tcrmxnos

nece51t remos con51derar de hecho,-para el momento dc 1esonun-

acercamos al momento de resonanc1al el termlno d

nterfercncia

toma valores més pequenos.
Dlscutlremos ahora nuestros re:ultadosi acién a

1os obuen dos por J. Bang et al para un problema imilaf.d. Rang

utlllZO el teorema de Mlttag Leffler para desarrollar 1n?rnuci6n

iG : x
de: onda '}”n~, esta func1on d1f1ere de- 1a func1on }/P
-(P : . S

por el factor f)ff “es. dec1r,

ados reso-

¢, }ﬂ {r)

P P.,

Yl (6.1.1)
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Bang utiliza, al igual que nosotros, un potencial delta
para estudiar la convergencia de (6.1.1), para este potencial los

desarrollos con una y dos sustracciones son

I R N N ()
Y/ (P) T) l1‘—\/ 2 ,‘Z: ‘_"P_"'(_%\F‘—‘—/——— (6.1-2)

‘Pro _ p P
'f'-—'“ - - i f u(
\'V C;”r)—lH’d (1+ voa)2 ’fﬁ'g(r’n}ﬁf‘(‘%‘:}ﬁ (6.1.3.)

donde las funciones ¥, son las eigenfunciones Un correspondientes
a los estados resonantes.y V =A es la intensidad de la ‘delta.

Los desarrollos para 1 funcidn de onda con'Sﬁéfraé-
ciones, en: el caso general de un potenc1a1 de alcance flhlto, se¢

obtienen tamblen utlllzando el procedlmlento prescntado on el

capitulo IIIi
12)

el cual fue propuesto por primera. vez por G Carcxa

Calderon

dondeiademas,,se demuestra que doq sus‘racc1onos

son suflcientesi :que,él desarrollo converJa en {rca}fy nin-

guna es n 'onvergenc1a en {rcagr‘

Aompara,T’,exacta con las aprox1mac1oncs dadas por

“Viy‘f con51derando un nﬁmero‘f1n1to de términos. Dc sus resulta-

dos numerlcos J Bang concluye que con pocos termlnos su’desarrollo
reproduce bastante blen a la func16n de onda exacta, sin: cmbargo
Bangyno»espec1f1ca~cual esfla contribucidn del desarrollo propia
mente'diéhd; és decir de las sumas en (6.1.2) y7(6.1.3.), y cudl
la- de las sustracc1ones. Para contestar a esta iﬁtérrdganté hemos
reproduc1do los cédlculos de Bang, los cuales fueron hechos para A
=40, v en la tabla 6.1 comparamos para un solo caso P=1 vy r=0.2,

sus resultados para?”, con la sustraccidn cxplicitamente ovaluada,

con los nuestros. :
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Puesto que la primera sustraccidén solo contribuye a
la parte real de la funcidn de onda en la tabla 6.1 solo mostra-
[
mos las partes reales. 77 aprox. designa tanto al desarrollo nues-

tro como al de Bang

TABLA 6 1

COMPARACION DEL. DESARROLLO DE BAVG CON _EL NUESTRO
MOSTRANDO EL PESO DE LA SUSTRACCION DE BANG ’SE
~ MUESTRAN SOLO PART“S REALE

~sustraccidn

Desarrbilg i B  02 5804E 02 48785¢Q2
Desarfoiloﬁz“ j";;  r e
tracciones (nuestro) 5806E-02

Desarrollo'

Desarrollo. sin=:
sustracciones:
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Las dos primeras columnas de la tabla 6.1 muestran

que el desarrollo de Bang aproxima mejor a la funcién de¢ onda
Vr , sin embargo la tercera columna nmuestra que la contribu-
cidén mas importante al valor de V’Ies la debida a la sustrac-
cidon, de hecho, la sustraccidn contribuye en mis de 80% al va-
lor de %’I. Esto significa lo siguiente: puesto que las subs-

tracc1ones constltuyen informacidén sobre el problema que ~debe-

funcibn

cular por ot: medlos. En camblo el desarroilo raccio-

Tenlendo esto en consid racid

1nformac1on de entrada.'

no dependen del momento P -, o sea que para una

o o
‘flJa v {o,r)
i

es constante, 13 contr1buc1on de ella al desarrbllo }, seré
relativamente menor para valores de [ para “los cuales 1a fun-
cidn de onda yfb tome valores mis grandes,~’PUesto quc'los Vi~
lores de f) a los cuales corresponden mayorcs valores de %’G
en % r<ja\k son los cercanos a la P de resonancia, obscr-
vamos que en el desarrolle de Bang ?D'I cuando‘FD ‘sc aproxi-

-I
ma a resonancia la centribucidn principal al valoer de y es 1o
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debida a la suma sobre estados resonantes lo cual concuerda con
!
los resultados obtenidos sobre la convergencia de yc aprox.

en funciodon del valor de P

. //Lr
El desarrollo de Bang con dos sustracciones }/ ex-
. . . I A i
hibe un comportamiento similar al de y/ . Debido.a-que la

segunda sustraccidn es puramente imaginaria,

PRt i ,
(f/(o, T - C(6.1.5)
(!r\fd) ‘
su contribucibn solo afecta a la parte 1mag1narla de ;%{' \

Los resultados numéricos mueStran ~analogamentc al caso,anterior,

que la contr1buc1on de ‘la segunda sustraccién a la partc 1magl-

: TS S8 g
narla de yf'; es funC1on del valor de P 5 51cndo mi< 1mpor-

5 3 y S 4 nos muestran que para un

Las”tablas 5 2

potenc1a1 un'poco més. real es dec1r el potenclal plCdsHO el

e una parte atractlva, son vélldos todos los rosulta-

dds'obten;dos para el potenC1a1 Delta.

YHResumlendo 1os resultados obtenldos, podcmos decir

que el desarrollo en estados resonantcs presentados en el capi-
tulo 111 para la funcién de onda 'fp en la reg16n ?ﬁfr< G&

nos da una aproximacidn de ésta cuando con<1dcramos un nlmero
fln;»o de términos en el desarrollo. El nlmero de términos ne-
cesarios para reproducir razonablemenue la funci6n dec onda, de-
pende del valor del momento P Slcndo cste nmero menor para
valorcs de cercanos a resoenancia y mayor o medida que se

aleja de resonancia.
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