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INTRODUCCION 1

Cuando las moléculas de un fluido presentan momentos dipola
res permanentes, aun en ausencia de un campo externo se estd en

presencia de un fluido polar.

El estudio de la estructura de los fluidos polares aonduce
directamente a la nécesidad de construir una teoria precisa y ri

gurosa de la constante dieléctrica de dichos sistemas.

El objeto de este trabajo es el estudio de las principales
teorfas en torno a este tema (sistemas polares) que Se encuen-
tpan contenidas en los trabajos de mecfnica estadistica de flui-
dos polares, estos trabajos se deben principalmente a J.S. Hdye

y G. Stell.

En el primer cap{tulo se presentan los antecedentes princi-
pales en torno al cflculo de la constante dieléctrica de siste-
mis polares, esto es, se hace una breve mencidén de los métodos
tradicionales para tratar el problema fluidos polares y como es-
tos métodos obligan a pensar que la forma de las ecuaciones obte
nidas dependen directamente de la geometria utilizada para ela-

borar 1la teoria.

Se esboza también brevemente la metodologia general emplea-

da para el cdlculo de la constante dieléctrica para la cual se



obtiene una expresifn muy general que genera una familia de ecua
ciones en donde la ecuacidén de Clausius-Mosotti es el elemento -

mis simple de dicha familia.

En el segundo capftulo se define el sistema polar a tratar,
que en este caso es un medio dieléctrico de esferas dipolares,
se parametriza el potencial de interaccidn dipolar bajo un paré-
metro cuyo significado fisico se puede asociar con el difimetro -
de las esferas dipolares y otro parimetro llamado pardmetro de
nlicleo cuyo significado ffsico se puede asociar con la naturale-
za dipolar, esto es, si se estudia los dipolos como partfculas
con estructura o sin ella, Una vez obtenido este potencial se
trabaja en el espacio de Fourier para mayor facilidad en el mang

jo posterior de dicho potencial.

El tercer capitulo consiste en una primera parte en el cil-
culo de el campo producido por un dipolo y en la segunda parte
consiste en el cdlculo de la interaccidn eléctrica entre cargas
y dipolos prueba, esto es, la interaccidn eléctrica entre una -

carga y un dipolo y la interaccidn eléctrica entre dos dipolos.

En el cuarto capitulo se encuentra la forma de obtener las
diferentes interacciones entre dos cargas, una carga y un dipolo

y entre dos dipolos a través de los formalismos de mecinica es-



tadi{stica. |Esto se hace por medio del cflculo de la funcidn de

correlacidn |por pares.

El quin'to capftulo consiste en integrar los dos capitulos
anteriores para encontrar la expresidn formal de la conséante -
dieléctrica, |pudiéndose expresar &sta en dos formas diferentes;
una en funcidn de un parémetro z y la otra en funcifn de un po-

tencial dipolar efectivo definido por los fisicos Nienhuis y -

. Deutch.

El capitulo seis es un breve analisis de como las expresio-
nes obtenidas lanteriormente a la teoria de Hdye y Stell pueden
ser obtenidas Lel formalismo general planteado por estos autores
bajo determinaflas condiciones en los parémetros de dicha expre-
8ién, diciéndonos mucho &sto de las condiciones en que fueron

obtenidas las %xpvesiones clésicas para los sistemas polares.



ANTECEDENTES 4

Se tiene gue la expresién para la constante dieléctrica € -
de un sistema polar no polarizable -fluido, cristal o sdlido-, -

viene dada por la ecuacidn de Clausius-Mosotti ((1))#

(6-1)/(6+2) =

ol &

Bon’ ¥

donde 8 = (KT)—i, m es la magnitud del momento dipolar y ¢ es la
densidad de nfmero. Esta ecuacidn fue deducida bajo suposicio-
nes simples pero muy restrictivas que son cumplidas, por ejem-

plo, por un fluido de esferas dipolares.

Através de los procedimientos de expansién de mecénica es-
tadistica ((1)), se llegd a interpretar formalmente a la ecuacidn

(1) como un 1lf{mite de bajas densidades, en forma precisa se tie-

ne

(6-1)/¢6+2) = £ ™ p n? g (1-0()) (2)

(*) Los nfimeros encerrados en doble paréntesis indican re-

ferencias biliogréficas o de articulos.



de donde se puede interpretar formalmente a la ecuas}én (1) como

un limite de baja densidad, @ -+ 0, lo cual deja mukho que de--
. A}

sear al tratar el caso de liquidos con esta ecuacidéni~ Aln en -

¢l caso de gases, se tiene el hecho de que por ejemplo

¢-1=3mpon’ (3)

et una expresidn de limite de baja densidad tan vilidad como (1).°
Pero conforme Q crece la disparidad entre las expresiones (1) y

(3) va en aumento.

Los métodos tradicionales de tratar la ecuacidn de Clausius-
Mosotti obligan a sospechar que la aparicién de la combinacidn
particular (8-1)/(642), es m&s bien un resultado de la geometria
utilizada en la derivacidn de la ecuacidn (1) que una diferencia

intrinseca entre &sta y la ecuacidn (3).

Se piensa que todas estas discrepancias se deben a que la
ecuacién de Clausium-Mosotti es justamente un resultado de cam-
po promedio para €, y se prueba en la misma forma en que otros =~
resultados de campo promedio han sido precisados en mecdnica es-

tadistica, introduciendo el pardmetro de alcance inverso de Kac &



y considerando el limite ¥ -3 0. En el lfmite ¥ -+ O, la ecua
cibén de Clausius-Mosotti es obtenida justamente en la misma for-
ma en que la teorfa de van der Waals es recobrada para fluidos
simples ((2)), la teorfia de Debye-Huckel es recobrada para sis-
temas ibnicos ((3)), y las teorias de campo promedio de Weiss y
Bragg-Williams son reccobradas para sistemas de redes simples ~ -
({4)). En el caso de cada una de estas teorfas se pueden dar -
una expresibén formal de las funciones termodinimicas de los sis-
temas de potencias de ¥ para dar correcciones de mayor orden a

los resultados de orden cero.

Este lfmite de campo promedio, ¥ -2 0, es una condieién -~
sobre una expresifén general formalmente exacta para €, que es de
rivada en los siguientes capitulos de este trabajo. Esta expre-
gibn puede ser comparada con los resultados de otras expresiones
debidas a Kirwood, Ramshaw y Nienhuis y Deutch por ejemplo. Se
prueba que estas expresiones alin siendo expresiones diferentes,
dan la misma ecuacidn para € en el caso de fluidos simples dipo-
lares, en los cuales la parte no dipolar del potencial se supone
que es independiente de la orientacidn molecular o bien se tenga

simetrfa cilindrica en el término dipolar.

Para la obtencién de una expresién general para 6 se ha he-

cho uso de los formalismos ((2)), ((8)), ((9)) y ((10)) en los



cuales se establecen funcionesauxiliares clave que dependen de -
la forma en que se descomponga el potencial por pares dado; en
un término de referencia y un término perturbativo. Se estudia
la significacién dieléctrica de esa dependencia en detalle, es-
pecialmente en conexién con su potencial de referencia de’ esfe-
ras duras y un potencial perturbativo que es parametrizado por
¥ , de tal forma que su dependencia en r (distancia entre los
centros de las payticulas) es de la forma Kaf(ir). Para pasar -
al limite de campo promedio,.el rangovdel parémetro ¥ es de c!-1
a 0. Se hard referencia a la parte del término perturbativo, -
para el cual ¥r {1, como el término de nficleo; cuando ¥= d'l,
estd enteramente dentro de la regifn del nficleo rigido del poten
cial de referencia, pero conforme ¥ ~3 0, &ste emerge del nfi-
cleo. En una teorfa exacta cantidades como la constante dieléc-
trica deben de ser claramente independientes de la eleccidn que
se haga del término de nficleo cuando ¥ = d'l, pero cuando ¥ -3 0
0 en aproximaciones formuladas que sean sugeridas por este limi-
te de campo promedio, la eleccidn de un término de nficleo puede

ser relevante dieléctricamente hablando, como se mostrari.

Se introduce un pardmetro de niicleo 8, definido por una in-
tegral de volumen sobre la proyeccidn sl.sz (§i es el vector uni
tario en la direccién del momento dipolar del i-ésimo dipolo) -

del término de nficleo. Con este pardmetro se obtiene una expre-



8ibn muy general para €, que muastra en forma sencilla relacio-
nes previamente obtenidas para otros tratados. Cuando 6 = 1, la
expresifn general obtenida queda reducida a la primeramente pro-
puesta por Nienhuis-Deutch ((6)). Cuando 6 = 0, la ecuacién que
da reducida a una expresidén en la que € queda en términos de un
pardmetro denotado por z (este parimetro resulta de tomar § / 0)
Cuando el pardmetro z es escrito en términos de la funcién de co
rrelacién directa, c(12), el resultado generaliza una expresién
para 6, primeramente propuesta por Ramshaw ((7)), en términos de

la funcibn de correlacién directa.

El par&metro de nficleo 6 aparece en la expresidn general ob
tenida para €, ecuacibn (61), de tal forma que la expresidn es
exacta para cualquier eleccidn de 8, y las elecciones particula-

res de 0 ((11)) y 1 se distinguen solamente por su "naturaleza".

Existe una eleccidn de € que esta asociada por la condicién
de nficleo de que g(12), la funcidn de distribucién radial, debe
ser cero dentro del nficleo rigido de potencial por pares. Con
la eleccidn de 8 bajo esta condicidn, encontramos que en el mis
bajo orden de ¥ la expresién general de € queda reducida a la -
aproximacién esférica promedio de esferas dipolares, derivada -

por Wertheim ((13)).

Las expresiones de Clausius-Mosotti, Onsager y Wertheim pa-



ra G son resultados exactos para tres diferentes modelos, cada -
uno de los cuales se encuentra dentro del limite de campo prome-
dio y todos pueden ser interpretados como modelos continuos de
fluidos polares. En realidad se muestra que el limite ¥ -3 0
representa una forma natural de pasar al limite continuo en el

caso de un fluido polar.

En un fluido dieléctrico infinito de esferas dipolares, es
razonable pensar que es posible calcular la constante dieléctri-
ca ¢ de ese medio considerando la funcién de correlacién por pa-
res para r -» oo de dos cargas prueba, una carga y un dipolo -
prueba o dos dipolos prueba que sean puestos dentro del liquido.
Esto automfticamente da un resultado independiente de la forma
del volumen. La constante dieléctrica es entonces determinada
comparando la correlacién por pares con la expresidn correspon-
diente de la interaccidn via electrostitica macroscépica. Enton
ces, puede ser calculada explicitamente. Se muestra que las -
tres combinaciones de las particulas prueba dan la misma constan

te dieléctrica.

Las interacciones entre las partfculas testigo obtenidas -
por métodos de mecénica estadistica y las obtenidas por electros
t4tica, serdn comparadas mediante sus expresiones en el espacio

de Fourier por medio de sus transformadas, ya que esto permite
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obtener en forma sencilla una expresidn para la constante dieléc
trica 6. NO&tese que como r -3 @ en el espacio real, k -3 0 en

el espacio de Fourier.

Para denotar la transformada de Fourier de una funcidn A se
usar& una tilde A sobre la funcibén A. Si la funcibn tiene cas-
quete g, su transformada serd denotada por una barra sobre dicha

’

funcibn g.

Con el objeto de tener una idea més clara y global del pro-
cedimiento general empleado en el cdlculo de la constante dieléc
trica de una solucién polar, se muestra una representacidn grafi

ca de dicho procedimiento.

ELECTROSTATICA MECANICA ESTADISTICA
PARAMETRIZACION © PARAMETRIZACION v(12); 0
DEL CAMPO

" ]
FUNCIONES "URSELL" Fa(12)

INTERACCION CARGAS PRUEBA

INTERACCIONES EN EL INTERACCIONES EN ESPACIO DE
ESPACIO DE FOURIER FOURIER

L CONFRONTACION DE POTENCIALES

CONSTANTE DIELECTRICA
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Es interesante notar que la constante dieléctrica es una -
propiedad del sistema que se estudia y por tanto no importan el
tipo de distribuciones de carga testigo que se usen para medirla.
Por otro lade, al calcular los potenciales de interaccidn entre
las diferentes particulas testigo en estos se encontrard presen-
te la constante dieléctrica y si se calculan estos potenciales
por métodos de electrostdtica o por métodos de mecénica estadis-
tica via funciones de correlacibn, la constante dieléctrica sera
exactamente la misma. Esto va a permitir igualar las interaccio
nes entre las diferentes particulas testigo para encontrar la

constante dieléetrica.



POTENCIAL PARAMETRIZADO 12

MEDIO DIELECTRICO DE ESFERAS DIPOLARES

Considérese un fluido infinito de particulas en ausencia de
un campo externo de tal manera que la densidad de probabilidad
91(i) asociada con una particula en la posicién r; con orienta-
cibn n; es justamente Qtfl, donde @ es la densidad de nfimero y
H = fdni. (En forma mis general, se tiene e - _[91(1) dani
si el fuido se encuentra orientacionalmente ordenado y si fuera
dada una distincién en orientacibn, por ejemplo, un campo 'e-
1léctrico. externo).

Seala densidad de probabilidad acoplada asociada con una -
particula en T;, Ixi y una particula en rz,llz definida por -~ -
@2(12). Esta estd relacionada con la densidad de probabilidad

acoplada ,(12) para particulas distintas por un té&rmino aditivo
de la funcién § -

8,(12) = p,(12) - 8(12) (1) )

donde § (12) es una funcidn delta tanto en posicién como en orien

tacién: 8(12) = § (ry,ry) ) (111,112). Bt R

Siguiendo el formalismo empleado por Lebowitz, Stell y Bear

((15)) se tiene que la funcibn F (12) y la funeibn F(12), funcio



13.

nes "Ursell" o de cfimulo, asociadas con 52(12) y e(12) respecti-

vamente son

F,(12) = 8,(12) ~ p, (1) g4(2) :

F,(12) = @,(12) ~ g (1) ,(2) (s)

con estas funciones se definen dos funciones mis; la funcién de
"auto-energia”, ):(12), y la funcibn W(12), ambas funciones de-
finidas en términos de la descomposicidn del potencial de inter-
accién por pares 4(12) en dos partes; un término de referencia

q(12) y un término perturbative w(12)

é(12) = q(12) + w(12) (6)

Las relaciones obtenldas en el formal;smo de Lebowitz, Stell

y Bear ((15)) son 1ndepend1entes de cémo sea hecha la descompo-

sicidn del potenelal

Por conveniencia- se introduce la funcién
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v(12) = - @ w(12) (7)

ya que w(12) siempre aﬁarece con el factor - B = —(KT)-i'
PARAMETRO DE KAC
Si se tiene un fluido cuyo potencial de interaccién entre
las particulas es por pares, consistente en un nficleo rigido y
una atracecifn débil de largo alcance, entonces podemos parametri
zar la parte atractiva del potencial ((2)) y suﬁoner que tiene

la forma

wir:®) = ¥3y@r) (8)

donde Y es una funcidn que depende del tipo de ﬁotencial consi-

derado.

w(p)

wlr; 5

Fig. 1 Pdtencialétpabtlvo.de largo alcance parametrizado.
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En la figura anterior d representa el dilmetro de la esfera dura.
El potencial entre las particulas 1 y 2, v(12) juedaria represen

tado entonces para toda distancia r como

-¥% w5 14
va2) ={ (9)

r{d

Si las particulas interactuantes son esferas rigidas dipola

res tendremos que la interaccién (ideal) dipolo-dipolo entre los

dipolos 1 y 2 tendrd la forma

ve12) = »7% (1) (10)

donde e

D(12) = 3 (5,°8) (8,"®) - §,'%, (11)

y los vectores unitarios s; dan la orientacidn del momento dipo-
lar del i-é&simo dipolo, r es el vector unitarioc paralelo a la

distancia relativa b = 51 - 52, segfin se esquematiza en la figu-

ra 2.

Bajo estas condiciones el potencial de interacecién dipolo-

dipolo puede ser parametrizado con el pardmetro de alcance invepr
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go de Kac (% ) y tiene la forma

V(12) = $° F(s1) (12)

dipole 2

"I
. d
’ -

dipolo 1

Fig. 2. Geometria asociada a la interaccidn dipolo-dipolo.
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pero como se puede ver de la ecuacidn (10), ¥ va a desaparecer
completamente de la ecuacién (12), por tanto tenemos que modifi-
car a (10) para poder tener una parametrizacién con significado
en la interaceifn dipolar. La modificacién consiste en definir

la interacecibn

V(12) = HGr-1) v~ D(12) (13)
donde H es la funcidn escaldn definida por

0 x 40 :
H(x) x (1)
1 x20 .

La ecuacidn (13) ahora si puede ser escrita en la forma de la

ecuacibébn (12) sin que desaparezeca .

La ecuacidn (13) define un corte en la interaccidn de tal -
manera que no hay interaccién para r < ¥ -1. Con este corte esta
mos considerando potenciales moleculares en los cuales V(12) tie
ne que ser sumado a un nGecleo rfgido, por tanto V(12) dentro del
nlicleo es fisicamente inaccesible y podemcs identificar el signi

Fficado fisico de ¥~ con el didmetro del nficleo de las.esferas
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rigidas dipolares.

Finalmente tendremos que la interaccidn dipolo-dipolo es es

cogida como un dipoloc ideal con un corte de esfera rigida ((11))

w(12) = - m? D(12) »~3 ryd (15)

w(12) r'{d

n
(=]

Nienhuis y Deutch en su trabajo ((6)), en lugar de utilizar
el dipolo ideal con un corte de esfera rigida en r = d, escogen
el dipolo ideal completo para r # 0 mds un té&rmino singular en

r =0,

Si hacemos que el potencial tome la forma siguiente

w(12) = - m2 D(12) 3 ry 81
2 ) ” (16)
w(12) = m° A1) ¥ r¢ ¥
donde
a12) = 8, . 3, an

en el 1imite §” -5 0, es claro que la ecuacidn (16) es equiva-

lente a la usada por Nienhuis y Deutch al tomar el dipolo con un
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término singular en r = 0. La forma de escoger w(12) para r(l—l
es tal que al tomar la transformada de Fourier de la eﬁuacién -
(16) se tenga exactamente la misma expresidn de la transformada
de Fourier del potencial de Nienhuis y Deutch. N&tese que en el

1{mite ¥ -2 0 (d -» c0) se tiene el potencial de Hdye y Stell
((15)).

El querer construir un potencial general se hace con el ob-
jeto de poder generar una expresidn que, dependiendo de las con-
gideraciones sobre ¥ , nos de las diferentes formas de tratar el
problema de substancias polares. Para esto se tiene que definir
un parémetro, llamado pardmetro de nficleo @, el cual genera una
familia de expresiones que reflejan las distintas formas de tra-

tar las interacciones dipolares.

PARAMETRO DE NUCLEO
Una vez obtenido el potencial (16), que def@ne las dos for-~
mas de tomar el potencial dipolar dependiendo de los limites so-

bre el parfmetro ¥, se puede generalizar esta expresidén a

w(12) =83 w, (¥ A12) -5 w (FrIDC12)

(18)

para r¥%1, w, (¥r) debe ser cero y w (¥r) gerd - M2 ((P)_s,

con el objeto de que w(12) sea el potencial de un dipolo ideal



fuera del n@icleo rigido; pero para r¥{1, W, (8r) y w‘(lr) son -

funciones arbitrarias.

Se define el parédmetro de nficleo @ como

w|&
4
=]
N
[
u
0%
8
w
=
>
~
=
2]
o
]

(19)

La eleccién més simple de la funcién w,(yr) es justamente -

una funcidn escalén

w,(xr) =

[
3

8 ¥r1l
(20)

)
o

W, (¥r) = §r>1

Mientras que la eleccidn més simple de la funcién wb(Kr) den

tro del contexto de este trabajo es

w () = - n® 73 Xyt

(21)
wy (¥r) =

1
o

yr(l

Bajo estas condiciones la transformada de Fourier de la -
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ecuacidn (18) serd

~
w(12) =f(e/y) D(12) -, (k/y) A(12) (22)
donde .
D(12) = 3 f%l.k) (sz.k) - 31 .8,
(23)
Lrd >~
A12) = 5, . %2
con k el vecto unitario K/ K|, y 1a funcién f es
£ 00 = Ta? s
3
(2w)
a0 sen k _ cos k
f(k = 3
K’ x>

Utilizando la ecuacién (20) se puede escribir a wya(k) en -
términos f (k) y se tendrd la expresidn general para el potencial,

al substituir el resultado en (22), dada por
= %o 2 %
w(12) = 3 " m® f(k/g) | D(12) + @ A(12)} (25)

Con el potencial ya calculado y en el espacio de Fourier se
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pueden calcular las interacciones de las partficulas testigo des-
de el punto de vista estadistico, pero antes se hardn los calcu-
los de interacciones carga-carga, carga-dipolo y dipolo-dipolo

desde el punto de vista electrost&tico.



INTERACCION ELECTROSTATICA 23

CAMPO PRODUCIDO POR UN DIPOLO )

Si se tiene un medio dieléctrico cuya constante dieléctrica
es 6, y se quiere calcular la interaccidn entre dos cargas testi
go A y B {(que pueden ser dos cargas, una carga y un dipolo o dos
dipolos) se tendrd que la interaccidn electrostdtica entre dos

cargas q, ¥ q, serd directamente

oo = (1/6) (g4 qy / 1 (26)

El problema de la interaccidn carga-dipolo y dipolo-dipolo
no es trivial. El campo producido por un dipolo o su interac-
cibén con otro campo va a depender fuertemente del medio que le
rodea para distancias microscépicas, esto es, no se puede hacer
uso de la electrostética para medios contfnuos a nivel microscd-
pico. Por tanto el dipolo testigo no puede ser escogido al azar,
tiene que elegirse de tal manera que pueda utilizarse electrosti
tica pura. De acuerdo a la exposicién de ¥ para la interaccidn di
polar, esto se puede hacer de la forma siguiente: el dipolo tes-
tigo m, tiene que tener interacciones dipolares ordinarias con

el medio que lo rodea para distancias r)d, y para rdd.

Considérese (d = 1/¢) -3» . Con esta interaccibn suaviza-
da el medio dieléctrico puede ser considerado como un continuc

y se puede utilizar la electrostdtica pura.
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Calculando primero el campo producido por el dipolo prueba,

interact@a primeramente con un campo kK = - grady, donde

m,‘,co:asal):'2 ryd
Y, =
k 27
Bmzrczossld3 r{d

la fuerza kX va a polarizar el medio dando una polarizacién P que
a su vez producird un campo eléctrico ¥ (ademés de K). La polari

zacién cst& dada por

4w P = (6-1) (F+R) (28)

El desplazamiento eléctrico D= F + 4 ™ p y el campo eléc-
trico T deben de cumplir div D = 0 y rot T = 0 que implica que
la componente r del desplazamiento eléctrico y la componente 0

del campo T deben de ser continuos en r = d.

2

a cos 8 r ryd

\Pf: (29).

brcos 8 r¢d

ay b se determinan por las condiciones en Dy F en » = d.
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Bajo estas condiciones, el campo eléctrico total producido

por el dipolo es € = F + X, para r =4

E-Q-®e+2+8 ¢ (30)
3¢ .

INTERACCION ENTRE CARGAS PRUEBA
Una vez obtenido el campo eléctrico total que produce un di

polo (30) la interaccidn buscada carga-dipolo estd dada por

. dp= - (1@ 6+2+8 a5 my (3,.7) r?

36 (31)

y la interaccidn dipolo-dipolo por

2
& = ((1-8)6 + 2 + 8) -3 - )
DD e (-my mp) v 7 (3 (8,.3,)) - 31.32 (32)

donde §i es el vector unitario que da la orientacidn del dipolo
m; Y T el vector unitario en la direccidn de 9, am, en el caso
cde una interaccidén dipolo-carga, y de m, a m, en el caso de la

interaccién dipolo-dipolo.
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Una vez obtenidas las interacciones entre cargas prueba, se
tendrd que la transformada de Fourier de cada una de ellas es -

respectivamente

= (4 7/g) q 9, k_z (33)

Sep= - (€2-8) 6 + 2.+ 8)/36 ((qy my 4™ 1) / (K., (3w

bopt ((1-836 + 2+ 2/ g6 AT m) P12 (35)

DD 1 M

Estas ecuacion son precisamente las interacciones electros-
tdticas que van a ser igualadas a las interacciones obtenidas por
métodos estadisticos para la obtencién de la constante dieldctri

ca.
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FUNCION GENERAL DE CORRELACION A PARES

Para el cdlculo de la constante dieléctrica € solamente se
necesita la transformada de Fourier para k = 0, ya que € estd -
dada por la correlacién a pares entre las particulas prueba pa-
ra distancias grandes, i.e., para r -3 © . .

La expresidén general para la correlacién a pares o interac-
cién efectiva entre dos particulas prueba a y b inmersas en un

fluido polar, en una expancién gréfica, estd dada por ((11))

-8 o, ar——b + a «b + a b (36)
ab 3 P
donde
e = - B veces la interaccidn directa.
At = h(34), funcidn de correlaciédn.

El primer término de la ecuacdn (36) da la interaccién di-
recta entre dos particulas testigo a y b. El siguiente término
da la interaccién via una de las moléculas del fluido polar, y
el (ltimo término da la interac¢idén debida a la funcién de co--

relacién a pares del fluido polar,(con h(12)}=1, dentro de las
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esferas duras por definicién). Los puntos negros sobre los que

se integra dan un factor o cada uno.

Entonces, de acuerdo a la ecuacién (36), se puede obtener
la transformada de Fourer para los tres tipos de interaccién. Y

tomando en cuenta que k es pequefio

-2 . . 2
Poe =4 T, q, k -(-B) (W™ im) 2 e 32, T
cc 1 42 94 49 k (k 53) LT dag

T -2 e ~ .
¢B) % (4T i m2qy qyk f[(k 533 h(aw) (Res,) (u W2 8% da

(37)

_ . -1, 2 . -1
Bog = -4 T iaym kK (kesy) - (-Q)s:(u"m) iqmyk

X (1/3%‘5&-33> Beaem™ - ?um? 1 gy m, KT (1/3)

ot -~ _2
# (kes4) h(34) D(42) (4™)"° da, dny (38)

Para el caso de dos dipolos my ¥y m, vemos directamente que
los tres términos juntos de la ecuacibén (19) dan la cadena dipo-

lar

Faa = (mmy) (-ppm)~2 P he12) (39)



2y
El problema se reduce ahora al clculo de la cadena dipolar

para ¥ diferente de cero. En el caso general, la funcidn de co-
rrelacidn a pares completa debe ser expandida como sigue, hacin-

do uso de graficas ((15))

2 iz - OO0
p 8 a0 - " n12) = Oy + O + P00+ -

(40)

donde

——= = -@ veces el potencial para la interaccidn dipolo-dipolo
(el cual es tratado separadamente del resto de las inte-

racciones de acuerdo al esquema de expancién .

1Oz

= pepresenta todas las grdficas compuestas permitidas -~
que no estin conectaas por una sola unidén con ligazones
de potencial dipolar entre los puntos 1 y 2, denotada

por § (12).

La ecuacidn (40) da entonces todas las grdficas, incluyendo
las que estdn conectadas por una sola unidn con las ligas de po-
tencial dipolar. Las graficas que contribuyen a Z(12) son de
corto alcance, en contraste con las que contribuyen al resto de

los términos en (u0).
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Se tendrd entonces (definiendo una funcidn W(12))

Lan = O, swan = fan -efan @

La dependencia de r en la ecuacidn (40), permite el uso de
la transofrmada de Fourier. La cadena es una convolucién por -

tanto tendremos

2 = ~ - ~ & -2
e° h(12) = W(12) + [ ¥ (13) V(3u) T (u2) (4w)

" - o (42)
~ -y
dag am+f F(13) V3w) T eus) ¥(se)  F (62) (4MTaNy o okl

V(12) es la transformada de Fourier de la Interaccién dipo-

lar multiplicada por -8, v(12) = -8 w(12), o sea

V(12)= -3 y (£(K)/p) P12y + 8A(12)) (43)
donde
y=%wm2ee (uy)

- .
Por comodidad se define D(12) = D y A(12) = A.

W(12) es una funcidn de las orientaciones Ei v 32, de las
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particulas uno y dos respectivamente, y la distancia r. De a-
cuerdo con esto, W (12) puede ser expandido en arménicos esfé-

ricos Ylm

wei) = XAium‘m Yy vy Gy Yy B 6
1.mgq 1, my

Lm, I,me
1.me

Como el objeto es encontrar una expresidn para la constante
dieléctrica 6, entonces se necesita la ecuacidén (40) r -3 ®, es

to es, se necesita la transformada de Fourier para k -+ o.
De acuerdo al formalismoc desarrollado por Héye y Stell -
((11)) se tiene que todos los términos en la funcidn w(12) no -

tienen contribucién a €, excepto el término

B(r) a(12) = B(r) S4:S, (47)

donde B es el coeficiente del término Pys A(12), cuando se expan

de la ecuacidn (46) en polinomios de legendre.

Bajo estas condiciones la ecuacién (42) es una cadena dipo-

lar que tiene la forma ((11))
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@
Rz = g7t Z 2" (D (0 + aa)" (4

donde

B) .

N
"
<
-~
-
i
Wi

Al efectuar la convolucidn (D - 8a)" para cohtener una expre

pién mids explicita de h(12) se encuentra que (APENDICE A)

P R(12) = a8 + bA (49)

donde las constantes a y b estin dadas por

a = -3z
(1+(2+8)2) (1-{1-8)z2)
(50)
-3z2(8-(1-8) (2+B)z)
b = (1+(2+8)z) ((1-(1-8)2)

INTERACCION EFECTIVA ENTRE PARTICULAS PRUEBA
Con estos resultados se puede integrar ya las ecuacidnes

(37), (38) y (39) y obtener las interaccines



n
= -2 (1-(1-8)2)

o= 4T q, q, k% (1-3y-2ya-yb) = ~azii=®iz) -2

e te2 (1+(248)z) 1 9q g KT 5D
- . -1 ,A o~ 2.1 -4 i q.m

#2.47 - 4Tigq m k- (k.5) (1-%Fa-3b) = 1Mo aa

ed ) ) (1-3a-3 e (ke8p)

(52)
¥34= MyM, (—@Qm)z(aD—bA)= uTrm1m2
(p-228) (53)

3(1+(2+8)2) (1-(1-8)2)

Notese que el (iltimo término en la ecuacidn(53) no influye
en #dd para r grande ya que es un término de corto alcance, por

tarto se puede conciderar cero.

Confrontando estas expresiones (51), (52) y(53), que fueron
obtenidas por métodos de meclnica estadistica , con las ecuacio-
nes (33), (34) y1(35), que son los potenciales de ineteracciones
puramente electrostiticas, se puede obtener ya una expresidn -

para la constante dieléetrica 6.
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EXPRESION GENERAL DE LA CONSTANTE DIELECTRICA

Para obtener la expresidn de la constanta dieléctrica € so~
lamente se tienen que igualar las diferentes interacciones de -
cargas testigo obtenidas por electrostitica con sus correspon-
dientes interacciones obtenidas por métodos de mecdnica éstadig
tica. Asi, igualando (37) con (51), (38) con (52) y (39) con -

(53) se obtienen

1 =1-(1-68)z
GCC 1+(2%6)z

(1-8)€pp + 2 + 8 _

.1 (5%)
365, TH(Z78)z

((1-8)6pp+ 2 + 8)2 _ 1
%6, TN (19

Al resolver estas ecuaciones para 6 se encuentra que las -

tres ecuaciones en (54) tienen una solucidn comfln

Scc = Gcp = €pp 7 € = %{%%}%}% (55)

Resolviendo para z en la ecuacibn (53) se encuentra



35

(1-8)c+ 2+ - 2 : (58)

Donde -
z =y (1 - % B)

El resultado de la ecuacién (55) muestra claramente que un
fluido polar para el caso ¥# 0, la constante dieléctrica € ser&
la mfsma no importando que combinaciones de cargas testigo se
usen como base de los cflculos. Aun mis, la ecuacidn (55), da
una expresibén explicita para € como funcidn de z, donde z estd
dada por la ecuacidn (u48) y QB es el coeficiente del término Pi’
A(12), definida en la ecuacién (47). Esta consistencia en la

ecuacidn (53) sirve como una poderosa comprobacién en la evalua-

cidn de 6.
MOMENTO DIPOLAR EFECTIVO

Nienhuis y Deutch definen el momento dipolar efectivo ((6)),
((11)) y ((14)) como

) = @) + (0/p) [ W @) an! (57)
Fef w e f ‘P' :

donde!l=(e,w.?), lVi = m%i y Wiada) es la parte de corto alcance
de (Q/8x2IN(12).
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El pardmetro z se puede expresar en términos del momento di

polar efectivo y tiene la forma

2z =

%v QP‘ Hjef ® . (58)

Este resultado se puede obtener de la siguiente manera, como

)] =4 2
3 y v g-w e em

donde pB es el coeficiente del término P,, A(12), en la expresidn
3 1 P

polinomial de Legendre de W(li), definida en la ecuacidn (47)
@ BPy(8,.8) =pB (8,.8, = £ B a(12) (59)

La equivalencia se sigue notando simplemente que solo la -

proyeccidn de §1.§2 de W(12) va a contribuir a € en

l @ . "Jef @) =\ @ ey (_ﬂ-lq)j was;e) “J(Jl.). tp(n‘) dn!

(60)
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. 37
expresién (60)

Por tanto la ecuacidén (56) se sigue que la expresidn gene-
ral para la constante dieléctrica, para toda 8 y¥ , se puede es-

cribir como

e -1

=u/97 go Per(@-p 0 (61)
(1 -8)e+2+8

donde
(u6)= (@) + (/)] wae;s) U ) and
Pet r e] ¥ *
6
l}xefce)=axpfz (asie) P da (62)

La ecuacién (62) es una consecuencia de substituir la --

ecuacidn (41) en la ecuacidn (57).

Con esta expresidn general, ecuacibén (61), o su equivalente
expresada en funcidn del parémetro z, ecuacidn (54), se puede ha
cer un estudio comparativo con otros modelos desarrollados, para
el cldlculo de la constante dieléetrica de fluidos polares, tales
como los obtenidos por : Wertheim, Neienhuis y Deutch, Onsager,

la ecuacién de Clausius-Mosotti y Ramshaw, etc.
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Existen otros tratamientos de fluidos polares no polariza-
bles que obtienen la constante dieléctrica € de expresiones 1li-
geramente diferentes a la ecuacidn (61). Sin embargo, todas -
ellas pueden ser recobradas de (61) con las diferentes formas -
de tomar los limites sobre ¥ y los diferentes valores que el pa

rémetro ® asuma.

Si el parémetro de Kac asume el valor %= d~1 y el parémetro
de nficleo el valor cero, 8 = 0, esto es, que fisicamente se esti
tomando como interaccidn dipolar la ideal y considerando la fun-

cibn de correlacidn general, se obtiene la expresidén

30‘)

1

[y
i

=z (63)

que no es mids que la expresidn obtenida por Hdéye v Stell ((11)).

Si el parametro de Kac toma el limite de campo promedio,
¥ -5 0, y el pardmetro de nficleo el valor cero, § =0, fisicamen
te estin considerdndose las interacciones dipolares directas en
las que el difmetro de las esferas dipolares tiende a infinito

d ~» ®, estas condiciones conducen a la expresién
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ojn
*[: :
nof
11

<

(64)

que es la ecuacién de Clausius-Mosotti ((1)).

Si el pardmetro de alcance inverso de Kac toma los valores
t?'d-l ) ¥ -y y el pardmetro de nficleo 8 = 1, fisicamente es-
t&4 tomdndose el dipolo completo con una singularidad en el ori-

gen, entonces la ecuacifn (61) toma la forma

T:%*@euj.nl (65)

siendo esta la expresibén obtenida por Nienhuis y Deutch ((6}).

El tratamiento que hace Wertheim a los fluidos polares estd
desarrollado en la referencia ((13)) y es un método en que el mo
delo a usar son esferas rigidas con una funcidn de distribucibn
a pares dentro de ellas igual a cero, esto es, lo que utiliza es
la aproximacidn de Percus-Yevick. Nienhuis y Deutch se encargan
de demostrar que este método es equivalente al que ellos obtie-

nen en ((6)) por medio de un estudio comparativo entre las dos

teorias ((16)).
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La expresibn de Ramshaw es obtenida por medio de la funcidn
de -correlacidn directa, c(12), por tanto para llegar a esta ex-
presién por medio de (61) hay que utilizar 8 = 0 (interacciones
dipolares ideales) y expresar el pardmetro z en términos de la
funecidn de correlacidén directa, estos cdlculos estédn desarrolla-

dos por Hdye y Stell en ((11)).

La teoria clésica de Kirkwood es obtenida via la funcién de
correlacidn, la férmula para € estd dada en la ecuacién (55) del
articulo de Wertheim ((13)) de esta férmula se ve que solamente
los té&rminos de corto alcance de h(12) van a contribuir a €. La
integral corresponde a la transformada de Fourier para k = 0 -
(¢ independiente de la forma del volumen). Cuando la férmula de
Kirkwood es usada se consideran esferas finitas. La equivalen-
cia entre esta ecuacidn y la ecuacibn (61) para 8 = 0 se enéuen-

tra desarrollada en ((11)).

También la expresidn de Onsager puede ser reobtenida de la
ecuacidn (61), esta aproximacidn es evaluada por medio de una se
paracidn de la funcién de correlacidn por pares y la funcidn de
correlacidn directa, los c8lculos son hechos por Héye y Stell en

.
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Las distintas expresiones para la constante dieléctrica € -
no se deben a una diferencia intrinseca de los diferentes siste-
mas polares, sino mis bien dependen de la geometria dipolar uti-
lizada en el tratamiento de dichos sistemas. Esta geometria pue
de ser la de un dipolo ideal (esferas rigidas) o un dipoio com-

pleto con una singularidad en el oringen (puntos).

Con el objeto de poder conjuntar las diferentes formas de
tratar las interacciones dipolares se construye un potencial ge-
neralizado en funcidn de dos parimetros; pardmetro de alcance in
verso‘x'i, que fisicamente est3 asociado con el difmetro de las
esferas dipolares y un pardmetro de nficleo 8, que fisicamente es
t& asociado con la naturaleza de la interaccidén dipolar (esferas

rigidas o interacciones puntuales).

La parametrizacién se funda en el hecho de que el potencial
de interaccidn dipolar puede ser separado en dos partes; una in-
teraccidn fuerte de corto alcance y una interaccién débil de lar

go alcance.

Se puede considerar continuo el medio dieldctrico por medio
de la interaccidn suavizada (d -3 ©) o ¥-» 0, donde d es el -~
difmetro de las esferas rigidas, y asi poder usar la electrosta-

tica pura para encontrar las interacciones de las diferentes car
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gas prueba - interacciones carga-carga, carga-dipolo y dipolo-di

polo.

Al considerar las funciones de correlacién se toma el 1imi-
te r -4 ® con el objeto de encontrar una 6 independiente de la
forma del volumen. El tomar este limite hace que la variable X

en el espacio de Fourier tienda a cero, k -3 0.

Debido a que la mayoria de los cdlculos conduce a resolver
convoluciones se trabaja en el espacio de Fourier con el objeto

de hacer posibles los c§lculos,

Para encontrar la expresidén de la constante dieléctrica €
se han igualado las tres diferentes formas de interaccidn de car
gas prueba obtenidas por métodos puramente electrostiticos con
sus correspondientes interacciones obtenidas por métodos de me-
clnica estadistica, esto se funda en el hecho de que la constan-
te dieléctrica es una propiedad del medio y no importa cuales -
sean las cargas testigo y cuales sean los métodos para calcular

su interaccidn mutua.

Se obtiene la misma expresidn para la constanta dieléctrica
no importando el tipo de cargas prueba, esto es un método poderg

s0 en la comprobacibn del valor de €6,
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El expresar al pardmetro z en t&rminos del momento dipolar
efectivo solamente conduce a que € quede en términos de un prome
dio de los momentos dipolares de las difer:ntes partficulas del
medio dieléctrico dipolar, es decir que € es funcidén solamente

de las orientaciones relativas de i>s dipolos.

El hecho de que la ecuacidn (61) sea una expresién general
de la cual se pueden obtener las diferentes ecuaciones para 6 ob
tenidas por otros métodos, comprueba la afirmacidén hecha iniecial
mente de que la combinacibn particular (€-1)/(c#2) o la combina-
cibén (6-1)/3 no son mds que una consecuencia de la geometria usa
da en la interaccidn dipolar. En los tratados en que Se usan es
feras dipolares rigidas aparece (6-1)/(842) y en los tratados en
que se usan potenciales completos con singularidades en el ori-

gen aparece (6-1)/3.



APENOICE As CALCULG GE LA FUNCION DE CORRELACION h{12) aa

El chlculo de la funcién ds corzslucifn a pares h{12) em sl espacio dn weeee
fourier se reduce al problema de enzontrar la n-fsima convolucifn de la funcifn --
(0-CA), Para éstn s encuentra que las convolucionss dnicae entre O y A soni «=--

AA w A/3, AD =« D/3 y G0 = 1/3 (D-2A). Aaf miemd se definen las funciones Jl- A-0

y Jyz2a- 0, que Técilmente se ve satisfacen las combinaciones JJJ1= J

1'
Jsz £z .J2 y JlJZ = B, con el objeto de construir una funcidn cuya n-fuima convos

n
sea equivalente a (B~0A) y assu ves sea facilmente calculada.

o ————————

a -ji’m)’i’(az) /4% o0y = 14w f".l'“:”’a"z’ dp, di-cos 8,)

§,8, = cos By = cos8, cosd, - coslf g, Jeand, ..néa i =1,2.)

A0 = 2w/dw j[cosal ;maz cmze:‘ -~ 1/2 cos (’2-'}!1) senBl aanez safrze:‘]d(—cosez)
* 1/2 (coel, cosB, - coalg,-d ) senl, send,)

= 1/3 cona‘lz = 1/3 '.\"2

= 1/3 &

av -]'E(n) 02) wam g = U"f[3“1"3“‘3‘;”'2';’ - (gl.sa)ua.az)]uns
- (/3 [308-R) (8,0 - (c,.8,)]

= (143) O
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00 -fo(m €(32) 14w dN, = L/4W [9(1{) (80K} (8,.K) (8,0k) ~ 308, k) (8,.k)
: ?
x(la.lz) I a(sl.ssi(aa.k) (8,.R) - (31.43)(33.a2;]a:\3
= (1/3) [9(11.”(32.2) - 3(8,.R)(E,.R) - I8 RIER) - "1"2)]
~ (1/3) 3(8,.R)(8,R) ~ (8,.2,)

= (1/3) (0 ~ 28)

Flcilmente ss puede ver que

3(D-8A) = (2+9)J1 - (2-8)42

dond-.llnlfﬂ y J2-2A-0

por tanto la cadsna dipolar tendrd la forma

hi12) ..Z[(-(zmz)" I 1 () %)

nel

=232 u, 4 __(1-8)z
C T Ie(248)z 1-(1-B)x 2

—_— - -
* a(248)20(1-(1-8)2) [D . (81 a)(z*a)x)n}
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