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INTRODUCCION l 

Cuando las moléculas de un fluido presentan momentos dipol~ 

res permanentes, aun en ausencia de un campo externo se está en 

presencia de un fluido polar. 

El estudio de la estructura de los fluidos polares oonduce 

directamente a la nécesidad de construir una teoría precisa y ri 

gurosa de la constante dieléctrica de dichos sistemas. 

El objeto de este trabajo es el estudio de las principales 

teorías en torno a este tema (sistemas polares) que se encuen

tran contenidas en los trabajos de mecánica estadística de flui

doG polares, estos trabajos se deben principalmente a J.S. H0ye 

y G. Stell. 

En el primer capítulo se presentan los antecedentes princi

pales en torno al cálculo de la constante dieléctrica de siste

más polares, esto es, se hace una breve mención de los métodos 

tradicionales pat'a tratar el problema fluidos polares y como es

tos métodos obligan a pensar que la forma de las ecuaciones obt~ 

nidas dependen directamente de la geomecría utilizada para ela

borar la teoría. 

Se esboza también brevemente la metodología general emplea

da para el cálculo de la constante dieléctrica para la cual se 



obtiene una expresi6n muy general que genera una familia de ccu~ 

ci.ones en donde la ecuaci6n de Clausius-Mosotti es el elemento ' 

más simple de dicha familia. 
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En el segundo capítulo se define el sistema polar a tratar, 

que en este caso es un medio dieléctrico de esferas dipolares, 

se parametriza el potencial de interacci6n dipolar bajo un pará

metro cuyo significado físico se puede asociar con el diámetro -

de las esferas dipolares y otro parámetro llamado parámetro de 

núcleo cuyo significado físico se puede asociar con la naturale

za dipolar, esto es, si se estudia los dipolos corno partículas 

con estructura o sin ella. Una vez obtenido este potencial se 

trabaja en el espacio de Fourier para mayor facilidad en el man~ 

jo posterior de dicho potencial. 

El tercer capítulo consiste en una primera parte en el cál

culo de el campo producido por un dipolo y en la segunda parte 

consiste en el cálculo de la interacci6n eléctrica entre cargas 

y dipolos prueba, esto es, la interacción eléctrica entre una 

carga y un dipolo y la interacción eléctrica entre dos dipolos. 

En el cuarto capítulo se encuentra la forma de obtener las 

diferentes interacciones entre dos cargas, una carga y un dipolo 

y entre dos dipolos a través de los formalismos de mecánica es-



tadística. Esto se hace por medio del cálculo de la función de 

correlaci6n por pares. 

El quin o capítulo consiste en integrar los dos capítulos 

anteriores p ra encontrar la expresión formal de la constante 

dieléctrica, pudiéndose expresar ésta en dos formas diferentes; 

una en funci n de un parámetro z y la otra en función de un po

tencial dipol r efectivo definido por los físicos Nienhuis y 

Deutch. 

El capít lo seis es un breve análisis de como las expresio

nes obtenidas anteriormente a la teoría de H0ye y Stell pueden 

ser obtenidas bel formalismo general planteado por estos autores 

bajo determinahas condiciones en los parámetros de dicha expre

sión, diciéndol\os mucho ésto de las condiciones en que fueron 

obtenidas las Expresiones clásicas para los sistemas polares. 



ANTECEDENTES 

Se tiene que la expresi6n para la constante dieléctrica G -

de un sistema polar no polarizable -fluído, cristal o s6lido-, 

viene dada por la ecuación de Clausius-Mosotti ((l))i' 

(G-1)/(G+2) 4 ,, 2 
9 ~ ~ m ( 1) 

donde I;¡ = (l<T)-
1 , mes la magnitud del momento dipolar y~ en la 

densidad de número. Esta ecuación fue deducida bajo suposicio

nes simples pero muy restrictivas que son cumplidas, por eiem

plo, por un fluído de esferas dipolares. 

A.través de los procedi~ientos de expansión de mecánica es-

tadística ((1)), se llegó a interpretar formalmente a la ecuación 

(1) como un línite de bajas densidades, en forma precisa se tie-

ne 

(G-1)/(G+2) ( 2) 

(~) Los números encerrados en doble par~ntesis indican re

ferencias biliográficas o de artículos. 
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de donde se puede interpretar formalmente a la ecuaj.6n (1) como 

Ull límite de baja densidad, e -~ o, lo cual deja mub);lo que de--

scar al tratar el caso de líquidos con esta ecuaci~~ Aún en -

al caso de gases, se tiene el hecho de que por ejemplo 

G-1 (3) 

e.ti una expresión de límite de bajF! densidad t<1n válidad como (1). 

Pero confonne ~crece la disparidad entre las exprP.siones (1) y 

(3) va en awnento. 

Los métodos t1•adicionales de tratar la ecu<1d.ón de Cl.ausius-

Mosotti nbli~an a "ospechar que la aparición de la t.:ombinación 

particular CG-1)/(Gt2), es má::; bien un resultado de ld geometría 

utili7.nda en la derivación de la ecuación (1) que una diferencja 

intrínseca entre ásta y la ecuación (3). 

Se piensa que todas estF1s discrepancias se deben a que la 

ecuación de Clausium-Hosotti es justamente un resultado de cam-

po promedio para G, y se prueba en la misma forma en que otros -

r·e:rnltados de campo promedio han sido precisados en mecánica es

tmli:o.T.ica, .in tr•oduciendo el parámetro <le alcance inverso de l<ac t 
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y considerando el límite ~ -~ O. En el límite l'" -~ O, la ecu~ 

ci6n de Clausius-Mosotti es obtenida justa~ente en la misma for

ma en que la teoría de van der Waals es recobrada para fluidos 

simples ((2)), la teoría de Debye-Huckel es recobrada para sis

temas i6nicos ((3)), y las teorías de campo promedio de Weiss y 

Bragg-Williams son recobradas para sistemas de redes simples - -

((4)), En el caso de cada una de estas teorías se pueden dar 

una expresi6n formal de las funciones termodinámicas de los sis

temas de potencias de ~ para dar correcciones de mayor orden a 

los resultados de orden cero. 

Este límite de campo promedio, ~ -t O, es una condición 

sobre una expresión general formalmente exacta para G, que es d~ 

rivada en los siguientes capítulos de este trabajo. Esta expre

ai6n puede ser comparada con los resultados de otras expresiones 

debidas a Kirwood, Ramshaw y Nienhuis y Deutch por ejemplo. Se 

prueba que estas expresiones aún siendo expresiones diferentes, 

dan la misma ecuación para G en el caso de fluidos simples dipo

lares, en los cuales la parte no dipolar del potencial se supone 

que es independiente de la orientación molecular o bien se tenga 

simetría cilíndrica en el térmi~o dipolar. 

Para la obtención de una expresión general para G se ha he

cho uso de los formalismos ((2)), ((8)), ((9)) y ((10)) en los 
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cuales se establecen funcionesauxiliares clave que dependen de -

la forma en que se descomponga el potencial por pares dado; en 

un término de referencia y un término perturbativo. Se estudia 

la significaci6n dieléctrica de esa dependencia en detalle, es

pecialmente en conexi6n con su potencial de referencia de· esfe

ras duras y un potencial perturbativo que es parametrizado por 

11" , de tal forma que su dependencia en r (distancia entre los 

centros de las partículas) es de la forma ~ 3 fC1r). Para pasar -

al límite de campo promedio,. el rango del parámetro '6 es de d-1 

a o. Se hará referencia a la parte del término pertu'.C'bativo, -
para el cual l'r ( 1, como el término de núcleo; cuando ""t = d -i, 

está enteramente dentro de la regi6n del núcleo rígido del pote.!! 

cial de referencia, pero conforme t -~ O, éste emerge del nú-

cleo. En una teoría exacta cantidades como la constante dieléc-

trica deben de ser claramente independientes de la elecc56n que 

se haga del término de núcleo cuando t = d-1 , pero cuando 't --\ O 

o en aproximaciones formuladas que sean sugeridas por este lími

te de campo promedio, la elección de un término de núcleo puede 

ser relevante dieléctricamente hablando, como se mostrará. 

Se introduce un parámetro de núcleo e, definido por una in-

tegral de volumen sobre la proyecci6n n 1 .~ 2 (si es el vector uni 

tario en la direcci6n del momento dipolar del i-€simo dipolo) 

del término de núcleo. Con este parámetro se obtiene una expre-
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si6n muy general para G, que muestra en forma sencilla relacio

nes previamente obtenidas para otros tratados. Cuando 9 = 1, la 

expresi6n general obtenida queda reducida a la primeramente pro

puesta por Nienhuis-Deutch ((6)). Cuando e O, la ecuaci6n que 

da reducida a una expresión en la que G queda en términos de un 

parámetro denotado por z (este parámetro resulta de tomar a" j 0) 

Cuando el parámetro z es escrito en términos de la función de c~ 

rrelación directa, c{12), el x-esultado generaliza una expresi6n 

para G, primeramente propuesta por Ramshaw ((7)), en términos de 

la función de correlaci6n directa. 

El parámetro de núcleo 0 aparece en la expresión general o~ 

tenida para G, ecuación (61), de tal forma que la expresión es 

exacta para cualquier elección de e, y las elecciones particula

res de O CC11)) y 1 se distinguen solamente por su "naturaleza". 

Existe una elección de e que esta asociada por la condición 

de núcleo de que g(12), la función de distribución radial, debe 

ser cero dentro del núcleo rígido de potencial por pares. Con 

la elección de e bajo esta condición, encontramos que en el más 

bajo orden de ~ la expresión general de G queda reducida a la 

aproximación esférica promedio de esferas dipolares, derivada 

por Wertheim ((13)). 

Las expresiones de Clausius-Mosotti, Onsager y Wertheim pa-



ra ~ son resultados exactos para tres diferentes modelos, cada -

uno de los cuales se encuentra dentro del límite de campo promo

dio y todos pueden ser interpretados como modelos contínuos de 

fluidos polares. En realidad se muestra que el límite ~ -~ O 

representa una forma natural de pasar al límite contínuo en el 

caso de un fluido polar. 
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En un fluido dieléctrico infinito de esfer3s dipolares, es 

razonable pensar que es posible calcular la constante dieléctri

ca ~ de ese medio considerando la funci6n de correlaci6n por pa

res para r -~ oo de dos cargas prueba, una carga y un dipolo 

prueba o dos dipolos prueba que sean puestos dentro del líquido. 

Esto automáticamente da un resultado independiente de la formo. 

del volumen. La constante dieléctrica es entonces determinada 

comparando la correlaci6n por pares con la expresi6n correspon

diente de la interacci6n vía electrostática macrosc6pica. Ento~ 

ces, puede ser calculada explícitamente. Se muestra que las 

tres combinaciones de las partículas prueba dan la misma consta~ 

te dieléctrica. 

Las interacciones entre las partículas testigo obtenidas 

por métodos de mecánica estadística y las obtenidas por electro~ 

tática, serán comparadas mediante sus expresiones en el espacio 

de Fourier por medio de sus transformadas, ya que esto permite 
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obtener en forma sencilla una expresi6n ¡.>ara la constante dieléE_ 

trica ~. N6tese que como r -i ai en el espacio real, k -i O en 

el espacio de Fourier. 

Para denotar la transformada de Fourier de una funcí6n A se 

uaará una tilde A sobre la funci6n A. Si la funci6n tiene cas-

quete g, su transformada será denotada por una barra sobre dicha 

funci6n g. 

Con el objeto de tener una idea más clara y global del pro

cedimiento general empleado en el cálculo de la constante dielé~ 

trica de una soluci6n polar, se muestra una representaci6n gráfi 

ca de dicho procedimiento. 

ELECTROSTATICA 

1 
PARAMETRIZACION O 
DEL CAMPO 

INTERACCIONES EN EL 
ESPACIO DE FOURIER 

MECANICA E¡TADISTICA 

PARAMETRIZACION v(12); O 

l 
FUNCIONES "URSELL" F 

1 2 (12) 

INTERACCION CARGAS PRUEBA 

1 
EN ESPACIO DE INTERACCIONES 

FOURIER 1 

L CONFRONTACION DE POTENCIALES 

1 
CONSTANTE DIELECTRICA 
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Es interesante notar que la constante dieléctrica es una 

propiedad del sistema que se estudia y por tanto no importan el 

tipo de distribuciones de carga testigo que se usen para medirla. 

Por otro lado, al calcular los potenciales de interacción entre 

las diferentes partículas testigo ~n estos se encontrará presen

te la constante dieléctrica y si se calculan estos potenciales 

por métodos de electrostátic.a o por métodos de mecánica estadís

tica vía funciones de correlación, la constante dieléctrica será 

exactamente la misma. Esto va a permitir igualar las intera·<!ci~ 

ncs entre las diferentes partículas testigo para encontrar la 

constante dieléctrica. 



POTENCIAL PARAMETRIZADO l2 

MEDIO DIELECTRICO DE ESFERAS DIPOLARES 

Considérese un fluido infinito de partículas en ausencia de 

un campo externo de tal manera que la densidad de probabilidad 

~1 Ci) asociada con una partícula en la posici6n ri con orienta

ci6n .ni es justamente en-1 , donde e es la densidad de nGmero y 

.{'),: J d.ni. (En forma más general, se tiene~= j e1 Ci) d.!\.i 

si el fuido se encuentra orientacionalmente ordenado y si fuera 

dada una distinci6n en orientaci6n, por ejemplo, un campo e-

léctrico- externo). 

Seala densidad de probabilidad acoplada asociada con una 

partícula en ri, .n.i y una partícula en r 2,.a 2 definida por 

~ 2 C12). Esta está relacionada con la densidad de probabilidad 

acoplada ~ 2 (12) para partículas distintas por un término aditivo 

de la funci6n S 

(4) 

donde 6 (12) es una funci6n delta tanto en posici6n como en orie!!_ 

taci6n: SC12> = S cr1 ,r2 > 6 c.n. 1 ,A 2>. 

Siguiendo el formalismo empleado por Lebowitz, Stell y Bear 

((15)) se tiene que la funci6n F (12) y la funci6n F(12), funci~ 
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nes "Ursell" o de cúmulo, asociadas con ~ 2 (12) y r¿iC12) respecti

vamente son 

(5) 

con estas funciones se definen d~s funciones m~s; la funci6n de 

"auto-energía", LC12), y la funci6n W(12), ambas funciones de

finidas en términos de la descomposici6n del potencial de inter

acci6n por pares 0(12) en dos partes; un término de referencia 

q(12l y un término perturbativo w(12) 

0(12) = q(11) + w(12) (6) 

Las relaciones obtenidas. en el formalismo de Lebowitz, Stell 

y Bear ((15)) son independientes de c6mo sea hecha la descampo-

Por conveniencia se introduce la funci6n 
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v(12) = - Q w(12) (7) 

ya que w(12) siempre aparece con el factor - Q 

PARAMETRO DE KAC 

Si se tiene un fluido cuyo potencial de interacci6n entre 

las partículas es por pares, consistente en un núcleo rígido y 

una atracci6n débil de largo alcance, entonces podemos parametr~ 

zar la parte atractiva del potencial ((2)) y suponer que tiene 

la forma 

w(r:J) = "ll 3 'f C'trl (8) 

donde 'I' es una funci6n que depende del tipo de potencial consi

derado. 

w(r) 

d 

w(r; l>) 

Fig. 1 Potencial atractivo de largo alcance parametrizado. 
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En la figura anterior d representa el diámetro de la esfera dura. 

El potencial entre las partículas 1 y 2, v(12) quedaría represe~ 

tado entonces para toda distancia r como 

{

- 1! 3 'f (ll' r ) 
v( 12) = 

o 

r>d 
(9) 

r(d 

Si las partículas interactuantes son esferas rígidas dipol~ 

res tendremos que la interacción (ideal) dipolo-dipolo entre los 

dipolos 1 y 2 tendrá la forma 

V(12) r- 3 0(12) (10) 

donde 

(11) 

y los vectores unitarios si dan la orientación del momento dipo

lar del i-ésimo dipolo, r es el vector unitario paralelo a la 

distancia relativa r = r1 - r2, según se esquematiza en la figu

ra 2. 

Bajo estas condiciones el potencial de interacción dipolo

dipolo puede ser parametrizado con el parámetro de alcance inve~ 



so de Kac (~ ) y tiene la forma 

dipolo l 

X 

V(12) = 1 3 F(1Sr) 

r 
---------·-

l 

' 
/ 

.' 

/ 
I 

dipolo 2 

16 

(12) 

Fig. 2. Geometría asociada a la interacción dipolo-dipolo. 
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pero como se puede ver de la ecuación (10), ~ va a desaparecer 

completamente de la ecuación (12), por tanto tenemos que modifi

car a (10) para poder tener una parametrización con significado 

en la interacción dipolar. La modificación consiste en definir 

la interacción 

V(12) H(i r-1) r- 3 0(12) (13) 

donde H es la función escalón definida por 

X ( 0 
(14) 

X) 0 

La ecuación (13) ahora si puede ser escrita en la forma de la 

ecuación (12) sin que desaparezca 

La ecuación (13) define un corte en la interacción de tal -

manera que no hay interacción para r < l' -l. Con este corte est~ 

mos considerando potenciales moleculares en los cuales V(12) ti~ 

ne que ser sumado a un núcleo rígido, por tanto V(12) dentro del 

núcleo es físicamente inaccesible y podemos identificar el signi:_ 

ficado físico de ~ - 1 con el diámetro del núcleo de las esferas 
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rígidas dipolares. 

Finalmente tendremos que la interacci6n dipolo-dipolo es e~ 

cogida como un dipolo ideal con un corte de esfera rígida ((11)) 

w(12) - m2 DC12) !'-3 r>d (15) 

w(12) o r <. d 

Nienhuis y Deutch en su trabajo ((6)), en lugar de utilizar 

el dipolo ideal con un corte de esfera rígida en r d, escogen 

el dipolo ideal completo para r # O más un término singular en 

r = O. 

donde 

Si hacemos que el potencial tome la forma siguiente 

w(12) = - m2 D(12) r- 3 

wC12) m2 AC12) i 3 

A(12) = ~ 1 • '6 2 

r > lS' -1 

r <. '6 -1 
(16) 

(17) 

en el límite ~-l -~ O, es claro que la ecuaci6n (16) es equiva

lente a la usada por Nienhuis y Deutch al tomar el dipolo con un 
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término singular en r = O. La forma de escoger w(12) para r<~-1 

es tal que al tomar la transformada de Fourier de la ecuación 

(16) se tenga exactamente la misma expresión de la transformada 

de Fourier del potencial de Nienhuis y Deutch. Nótese que en el 

límite ~-~O (d -~ oo) se tiene el potencial de H0ye y Stell 

((15)). 

El qu~rer construir un potencial general se hace con el ob

jeto de poder generar una expresión que, dependiendo de las con

sideraciones sobre ~ , nos de las diferentes formas de tratar el 

problema de substancias polares. Para esto se tiene que definir 

un parámetro, llamado parámetro de núcleo e, el cual genera una 

familia de expresiones que reflejan las distintas formas de tra

tar las interacciones dipolares. 

PARAMETRO DE NUCl..EO 

Una vez obtenido el potencial (16) , que defi.ne las dos for

mas de tomar el potencial dipolar dependiendo de los límites so

bre el parámetro ~ , se puede generalizar esta expresión a 

w(12) = '6 3 w ... ( '{ r) A(12) - ir 3 w
0 

(lír)D(12) 

(18) 

para r~) 1, w A (irr) debe ser cero y w0 Ctr) ser.1 - M2 (~r)- 3 , 

con el objeto de que w(12) sea el potencial de un dipolo ideal 
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fuera del nGcleo rígido; pero para r~(1, w
6

(gr) y wb(Kr) son 

funciones arbitrarias. 

Se define el parámetro de nGcleo 6 como 

t ir m
2 e= 1~ 3 w4(tr) dr 

o ( 19) 

La elecci6n más simple de la funci6n w4 (rr) es justamente -

una funci6n escal6n 

w,. (~r) ~ r < 1 
(20) 

o IS r> 1 

Mientras que la elecci6n más simple de la funci6n w~ Ctr) deg 

tro del contexto de este trabajo es 

~ (tr) 
( 21) 

o '5 r ( 1 

Bajo estas condiciones la transformada de Fourier de la 



ecuación (18) será 

~ ~ N 
w(12) =fCk/lf) DC12l - w

6 
(k/b) A(12) (22) 

donde 

0(12) 

(23) 

:A.c12i 

con k el vecto unitario K/ IKJ, y la función f es 

f (k) ~ ,,. m2 f(k) 
3 

(21¡) 

f(k) = 3 [ s:; k _ co:
2 

k ] 

Utilizando la ecuación (20) se puede escribir a w,,.Ckl en 

términos f (k) y se tendrá la expresión general para el potencial, 

al substituir el resultado en (22), dada por 

w(12) t TT m
2 f{k/~) [o(12) + e A(12)J (25) 

Con el potencial ya calculado y en el espacio de Fourier se 
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pueden calcular las interacciones de las partículas ~estigo des

de el punto de vista estadístico, pero antes se harán los calcu

les de interacciones carga-carga, carga-dipolo y dipolo-dipolo 

desde el punto de vista electrostático. 
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CAMPO PRODUCIDO POR UN DIPOLO 

Si se tiene un medio dieléctrico cuya constante dieléctrica 

es G, y se quiere calcular la interacci6n entre dos cargas testi 

go A y B (que pueden ser dos cargas, una carga y un dipolo o dos 

dipolos) se tendrá que la interacci6n electrostática entre dos 

cargas q 1 y q2 será directamente 

(26) 

El problema de la interacci6n carga-dipolo y dipolo-dipolo 

no es trivial. El campo producido por un dipolo o su interac

ci6n con otro campo va a depender fuertemente del medio que le 

rodea para distancias microsc6picas, esto es, no se puede hacer 

uso de la electrostática para medios continuos a nivel microsc6-

pico. Por tanto el dipolo testigo no puede ser escogido al azar, 

tiene que elegirse de tal manera que pueda utilizarse electrost~ 

tica pura. De acuerdo a la exposici6n de í para la interacci6n di 

polar, esto se puede hacer de la forma siguiente: el dipolo tes

tigo m2 tiene que tener interacciones dipolares ordinarias con 

el medio que lo rodea para distancias r)d, y para r(d. 

Considérese (d = 1/t) -~ co. Con esta interacci6n suaviza

da el medio dieléctrico puede ser considerado como un continuo 

y se puede utilizar la electrostática pura. 
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Calculando primero el campo producido por el dipolo prueba, 

interactúa primeramente con un campo k = - grad 'jJ k donde 

r, d 

( 27) 

r<d 

la fuerza k va a polarizar el medio dando una polarización ~ que 

a BU vez producirá un campo eléctrico r (además de R>. La polari 

zaci6n está dada por 

4 1T i.> = <~-1) C!' t JO (28) 

El desplazamiento eléctrico Ii = f + 4 '"' p y el campo eléc

trico F deben de cumplir div Ii = O y rot F = O que implica que 

la componente r del desplazamiento eléctrico y la componente O 

del campo Y deben de ser continuos en r = d. 

r)d 
(29) 

r(d 

a y b se determinan por las condiciones en Ii y Y en r = d. 



25 

Bajo estas condiciones, el campo eléctrico total producido 

por el dipolo es G : F + K, para r "' d 

(1-6) G + 2 + e 
3G 

INTERACCION ENTRE CARGAS PRUEBA 

(30) 

Una vez obtenido el campo eléctrico total que produce un di 
polo (30) la interacción buscada carga-dipolo ese& dada por 

0CD - (1-e) G + 2 +e -2 
________ q.

1 
m

2 
Cs 2 .~> r 

3G (31) 

y la interacción dipolo-dipolo por 

_.IDD 
(32) 

donde si es el vector unitario que da la orientación del dipolo 

mi y r el vector unitario en la dirección de q1 a m2 en el caso 

de una interacción dipolo-carga, y de m1 a m2 en el caso de la 

interacción dipolo-dipolo. 
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Una vez obtenidas las interacciones entre cargas prueba, se 

tendrá que la transformada de Fourier de cada una de ellas es 

respectivamente 

(~.,,. m m
2

) 
3 1 

...J 
D(12) 

(33) 

(35) 

Estas ecuacion son precisamente las interacciones electros

táticas que van a ser igualadas a las interacciones obtenidas por 

m~todos estadísticos para la obtención de la constante dieléctri 

ca. 
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FUNCION GENERAL DE CORRELACION A PA~ES 

Para el cálculo de la constante dieléctrica G solamente se 

necesita la transformada de Fourier para k = o, ya que G está -

dada por la correlaci6n a pares entre las partículas prueba pa-

ra distancias grandes, i.e., parar-~ co 

La expresi6n general para la correlaci6n a pares o interac

ci6n efectiva entre dos partículas prueba a v b inmersas en un 

fluido polar, en una expanción gráfica, está dada por ({11)) 

donde 

- ~ ºab= a-b + a----.. b + ª' 
3 

........ b 
l¡ 

B veces la interacción directa. 

h(34), función de correlaci6n. 

(36) 

El primer término de la ecuacón (36) da la interacción di

recta entre dos partículas testigo a y b. El siguiente término 

da la interacción v~a una de las moléculas del fluido polar, y 

el último término da la interac9ión debida a la función de co--

relaci6n a pares del fluido polar,Ccon h(12)=1, dentro de las 



2B 
esferas duras por definici6n). Los puntos negros sobre los que 

se integra dan un factor o cada uno. 

Entonces, de acuerdo a la ecuaci6n (36), se puede obtener 

la transformada de Fourer para los tres tipos de interacci6n. Y 

tomando en cuenta que k es pequeño 

Pee = 4,,.. q1 q2 k-2 -(-B) (4,,. i m )2 q1 q2 k2 ~k·s3)24 ir d.JI.:¡_ 

(-B) ~2 (4 'TI' i m) 2 q1 q2 k-2.ff (k' S3 j h(34) (k• S4) -(4 "T1~2 d<l.3 d4¡ 

( 37) 

2 -1 (-~) ~ (4.,.. m ) i q
1
m2k 

X (1;3'.h(k•s 3> DC32)(4'1T')-1- C-@> \> 2 (41'1'm) 2 i 

{ (k•s3> h(34) D(42) (t¡••.,- 2 ~ dll.ti (38) 

Para el caso de dos dipolos m1 y m2 vemos directamente que 

los tres términos juntos de la ecuaci6n (19) dan la cadena dipo

lar 

( 39) 



El problema se reduce ahora al cáculo de la cadena dipolar 

para ~ diferente de cero. En el caso general, la función de co

rrelación a pares completa debe ser expandida como sigue, hacin

do uso de gráficas ((15)) 

r s c12> - ~ 2 h(12) M. + {Jr-¡f'J2 + ~ + • • • 

donde 

(40) 

-@ veces el potencial para la interacción dipolo-dipolo 

(el cual es tratado separadamente del resto de las inte

racciones de acuerdo al esquema de expanción 

representa todas las gráficas comouestas permitidas -

que no están conectaas por una sola unión con ligazones 

de potencial dipolar entre los puntos 1 y 2, denotada 

por [ (12). 

La ecuación (40) da entonces todas las gráficas, incluyendo 

las que están conectadas por una sola unión con las ligas de po

tencial dipolar. Las gráficas que contribuyen a [C12) son de 

corto alcance, en contraste con las que contribuyen al resto de 

los términos en (40). 
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Se tendrá entonces (definiendo una función W(12)) 

[ (12) w (12) [C12) - ~ S (12) (41) 

La dependencia de r en la ecuación (40), permite el uso de 

la transofrmada de Fourier. La cadena es una convolución por -

tanto tendremos 

~ 2 hC12> = wc12i + f f C13l ~C34> [ C42> C4.,,>- 2 

f (115) \1(56) 

.., (42) 

[ c62> (l¡'''>-l¡d"J,4,s,6+ .. 

~(12) es la transformada de Fourier de la Interacción dipo

lar multiplicada por -{I, v(12) = -~ w(12), o sea 

~(12)= -3 y (f(K)/p) (0(12) + BA(12)) (43) 

donde 

Y = 4 ... m2 
9 ti e (44) 

Por comodidad se define 0(12) 
oJ 

D y AC12) A. 

WC12) es una función de las orientaciones 51 y 8 2 , de las 



partículas uno y dos respectivamente, y la distancia r. De a

cuerdo con esto, W (12) puede ser expandido en armónicos esfé-

ricos Y1m 

W(12) L A1.m, (r) 

10 m0 11 mt 

1, m., li,m L 

1LmL 

y1 m (r) 
Q .. 

Jl 

Como el objeto es encontrar una expresión para la constante 

dieléctrica G, entonces se necesita la ecuación (40) r -~ ro, e~ 

to es, se necesita la transformada de Fourier para k -~o. 

De acuerdo al formalismo desarrollado por H0ye y Stell 

((11)) se tiene que todos los términos en la función w(12) no -

tienen contribución a G, excepto el término 

B(r) 2.(12) (47) 

donde Bes el coeficiente del término p1 , AC12l, cuando se expa~ 

de la ecuación (46) en polinomios de ]J!gendre. 

Bajo estas condiciones la ecuación (42) es una cadena dioo-

lar que tiene la forma ((11)) 



donde 

h(12) 

O) 

e-1 L (-z)n (3)n (1) + QA)n 

n = 1 

z=yC1-iB> 

32 

(48) 

Al efectuar la convolución (D - BA)n para obtener una expr~ 

aión más expl!cita de h(12) se encuentra que (APENDICE A) 

.,¡ 
f hC12) = ae + bA (t¡9) 

donde las constantes a y b están dadas por 

a = -3z 
(1+(2+6)z) (i-(1-B)z) 

(50) 
-3z(6-C1-B) (2+9)z) 

b = (1+(2+e)z) ((1-(1-B}z) 

INTERACCION EFECTIVA ENTRE ?ARTICULAS PRUEBA 

Con estos resultados se puede integrar ya las ecuaciónes 

(37), (38) y (39) y obtener las interaccines 



(1-(1-0)z) 
(1+(2+9)z) 
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-4..,,.. i q
1
m

2 
c1+(2+e)z) k Ck.s2> 

(52) 

lo-2zA) 
3(1+(2+0)z) C1-C1-0)z) 

(53) 

Notese que el último término en la ecuación(53) no influye 

enpdd parar grande ya que es un término de corto alcance, por 

tarito se puede conciderar cero. 

Confrontando estas expresiones (51), (52) y(53), que fueron 

obtenidas por métodos de mecánica estadística , con las ecuacio

nes (33), (34) y1(35), que son los potenciales de ineteracciones 

puramente electrostáticas, se puede obtener ya una expresión -

para la constante dieléctrica G. 



CONSTANTE DIELECTRICA 

EXPRESION GENERAL DE LA CONSTANTE DIELECTRICA 

Para obtener la expresión de la constant.3 clieléctric<'. € so-

lamente se tienen que igualar las diferentes interacciones de -

cargas testigo obtenidas por electrostática con sur; correspon

dientes interacciones obtenidas por métodos de mecánica estadí! 

tica. Así, iiualando (37) con (51), (38) con (52) y (39) con 

(53) se obtienen 

1 = 1-(1-G)z 
Scc 1+(2+e>z 

34 

c1-e>ecn + 2 + 8 1 (54) 
3€CD 

CC1-8)€DD+ 
gsdd 

Al resolver estas 

tres ecuaciones en (54) 

i+c2+e)z 

2 + 9)2 1 
(1+(2.¡.9)z) 

ecuaciones para € se 

tienen una solución 

1+(2+B)z 
1-(1-B)z 

(1-&)z) 

encuentra 

común 

Resolviendo para z en la ecuación (53) se encuentra 

que las -

(55) 
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G - 1 
(1 - S)G + 2 +8 = z (56) 

Donde· 

z = y (1 - t B) 

El resultado de la ecuación (55) muestra claramente que un 

fluido polar para el caso lS f. O, la constante dieléctrica G será 

la misma no importando que combinaciones de cargas testigo se 

usen como base de los cálculos. Aun más, la ecuación (55), da 

una expresión explícita para G como función de z, donde z está 

dada por la ecuación (48) y ~B es el coeficiente del término P1 , 

A(12), definida en la ecuación (47). Esta consistencia en la 

ecuación (53) sirve como una poderosa comprobaci6n en la evalua

ción de G. 

MOMENTO DIPOLAR EFECTIVO 

Nienhuis y Deutch definen el momento dipolar efectivo ((6)), 

((11)) y ((14)) como 

JIJ (A) 
11 ef 

donde .a.= (e,'\' 1 ~ ) , ¡pi 

de C~/a,,.2)h(12). 

(57) 

msi y W"1.Al es la parte de corto alcance 
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El parámetro z se ouede expresar en términos del momento di 

polar efectivo y tiene la forma 

@ <'. lf ef (S) • ¡p (58) 

Este resultado se puede obtener de la siguiente manera, corno 

z = y (a - 1 lll 
3 y y= ~.,,. ~ e rn2 

donde ~8 es el coeficiente del término P1 , A(12), en la expresión 

polinomial de Legendre de wc.11.iJ, definida en la ecuación (47) 

e_ B A.(12) (59) 

La equivalencia se sigue notando simplemente que solo la -

proyección de 51 .5 2 de W(12) va a contribuir a gen 

rCL) . lfef (n.~ = IP(!I.) · \PC.l\) + (.sL/l()J W(.11..~;9) rll..)· 1r<n'> d.11.! 

(60) 



debido a que el factor ¡p(JL). ¡pc.n.), multiplica a WC-!2.;0l en la 

expresión (60) 
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Por tanto la ecuación (56) se sigue que la expresión gene

ral para la constante dieléctrica, para toda e y(, se puede es-

cribir como 

G - 1 (61) 

c1 - e>G + 2 + e 

donde 

!Pef c.n.;el= f ca> + c~1e{ wclUl!;el 111 c.ri.'> dA' 

ó 

(62) 

La ecuaci6n (62) es una consecuencia de substituir la --

ecuaci6n (41) en la ecuación (57). 

Con esta expresión general, ecuación (61), o su equivalente 

expresada en funci6n del parámetro z, ecuación (54), se puede h~ 

cer un estudio comparativo con otros modelos desarrollados, para 

el cálculo de la constante dieléctrica de fluidos polares, tales 

corno los obtenidos por : Wertheirn, Neienhuis y Deutch, Onsager, 

la ecuación de Clausius-Mosotti y Ramshaw, etc. 



OTRAS EXPRESIONES PARA LA CONC'l'ANTE DIELECTRICA G JB 

Existen otros tratamientos de fluidos oolares no polariza

bles que obtienen la constante dieléctrica G de expresiones li

geramente diferentes a la ecuación (61). Sin embargo, todas 

ellas pueden ser recobradas de (61) con las diferentes formas -

de tomar los límites sobre t y los diferentes valores que el p~ 

rámetro 9 asuma. 

Si el parámetro de Kac asume el valor~= d-l y el parámetro 

de núcleo el valor cero, 0 = O, esto es, que físicamente se está 

tomando como interacción dipolar la ideal y considerando la fun

ción de correlación general, se obtiene la expresión 

G-1 = z 
~ (63) 

que no es más que la expresión obtenida oor H0ye y Stell ((11)). 

Si el parámetro de Kac toma el límite de campo promedio, 

~-~O, y el parámetro de núcleo el valor cero, 9 =O, físicame~ 

te están considerándose las interacciones dipolares directas en 

las que el diámetro de las esferas dipolares tiende a infinito 

d -~ co, estas condiciones conducen a la expresión 



G-1 
Gt-2 

y 

que es la ecuaci6n de Clausius-Mosotti ((1)). 
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(64) 

Si el parámetro de alcance inverso de Kac toma los valores 

'( "P d-1 Ó lf-_,co y el parámetro de n(tcleo 9 = 1, físicamente es

tá tomándose el dipolo completo con una singularidad en el ori

gen, entonces la ecuaci6n (61) toma la forma 

(65) 

siendo esta la expresi6n obtenida por Nienhuis y Deutch ((6)). 

El tratamiento que hace Wertheim a los fluidos polares está 

desarrollado en la referencia ((13)) y es un método en que el m2_ 

delo a usar son esferas rígidas con una funci6n de distribución 

a pares dentro de ellas igual a cero, esto es, lo que utiliza es 

la aproximaci6n de Percus-Yevick. Nienhuis y Deutch se encargan 

de demostrar que este método es equivalente al que ellos obtie-

nen en ((6)) por medio de un estudio comparativo entre las dos 

teorías ((16)), 
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La expresión de Ramshaw es obtenida por medio d~ la función 

de ·correlación directa, c(12l, por tanto para llegar a esta ex

presión por medio de (61) hay que utilizar 8 = O (interacciones 

dipolares ideales) y expresar el parámetro z en términos de la 

función de correlación directa, estos cálculos están desarrolla

dos por H0ye y Stell en ((11)). 

La teoría clásica de Kirkwood es obtenida vía la función de 

correlación, la fórmula para S está dada en la ecuación (55) del 

artículo de Wertheim ((13)) de esta fórmula se ve que solamente 

los términos de corto alcance de hC12) van a contribuir a s. La 

integral corresponde a la transformada de Fourier para k = O 

(S independiente de la forma del volumen). Cuando la fórmula de 

Kirkwood es usada se consideran· esferas finítas. La equivalen

cia entre esta ecuación y la ecuación (61) para e = O se encuen

tra desarrollada en ((11)). 

También la expresión de Onsager puede ser reobtenida de la 

ecuación (61), esta aproximación es evaluada por medio de unas~ 

paración de la función de correlación por pares y la función de 

correlación directa, los cálculos son hechos por H0ye y Stell en 

((14)). 
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Las distintas expresiones para la constante dieléctrica g -

no se deben a una diferencia intrínseca de los diferentes siste-

mas polares, sino más bien dependen de la geometría dipolar uti

lizada en el tratamiento de dichos sistemas. Esta 5eomet~ía pu~ 

de ser la de un dipolo ideal (esferas rígidas) o un dipo~o com

pleto con una singularidad en el oringen (puntos). 

Con el objeto de poder conjuntar las diferentes formas de 

tratar las interacciones dipolares se construye un potencial ge

neralizado en función de dos parámetros; parámetro de alcance i~ 

verso '6 -l, que físicamente está asociado con el diámetro de las 

esferas dipolares y un parámetro de núcleo e, que físicamente e~ 

tá asociado con la naturaleza de la interacción dipolar (esferas 

rígidas o interacciones puntuales). 

La parametrización se funda en el hecho de que el potencial 

de interacción dipolar puede ser separado en dos partes; una in

teracción fuerte de corto alcance y una interacción débil de lar 

go alcance. 

Se puede considerar contínuo el medio dieléctrico por medio 

de la interacción suaviza da C d -~ oo ) ~ ~ -~ O, donde d es el 

diámetro de las esferas rígidas, y así poder usar la electrostá

tica pura para encontrar las interacciones de las diferentes car 
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gas prueba - interacciones carga-carga, carga-dipolo y dipolo-d:f. 

polo. 

Al considerar las funciones de correlaci6n se toma el lími

te r -~ co con el objeto de encontrar una G independiente de la 

forma del volumen. El toma1• este límite hace que la variable K 

en el espacio de Fourier tienda a cero, k -~ O. 

Debido a que la mayoría de los cálculos conduce a resolver 

convoluciones se trabaja en el espacio de Fourier con el objeto 

de hacer posibles los cálculos. 

Para encontrar la expresión de la constante dieléctrica G 

se han igualado las tres diferentes .formas de interacción de ca!:_ 

gas prueba obtenidas por métodos puramente electrostáticos con 

sus correspondientes interacciones obtenidas por métodos de me

cánica estadística, esto se funda en el hecho de que la constan

te dieléctrica es una propiedad del medio y no importa cuales 

sean las cargas testigo y cuales sean los métodos para calcular 

su interacción mutua. 

Se obtiene la misma expresión para la constanta dieléctrica 

no importando el tipo de cargas prueba, esto es un método poder!2. 

so en la comprobación del valor de G. 
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El expresar al parámetro z en términos del momento dipolar 

efectivo solamente conduce a que G quede en términos de un prom~ 

dio de los momentos dipolares de las difer~ntes partículas del 

medio dieléctrico diFolar, es decir que G es función solamente 

de las orientaciones relativas de l~s dipolos. 

El hecho de que la ecuación (61) sea una e:cpresión general 

de la cual se pueden obtener las diferentes ecuaciones para G o~ 

tenidas por otros métodos, comprueba la afirmación hecha inicial 

mente de que la combinación particular (G-1)/CG+2) o la combina

ción (G-1)/3 no son más que una consecuencia de la geometría us~ 

da en la interacción dipolar. En los tratados en que se usan e~ 

feras dipolares rígidas aparece (G-1)/(G+2) y en los tratados en 

que se usan potenciales completos con singularidades en el ori

gen aparece (G-1)/3. 
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------· 
APENO!CE fu CALCULO CE: LA fUNC:lON DI: CORRELACION h(l2) 

El cUculo de la función de cor:rel11Ci6n • pues h(l2) .,, el espacio dn -----

rourler se reduce al proble:ma de en-:cntr•r l• n-4sima convoluci6n de la funcidtl -

(O-OA),. lla•·• o!atn so encuentra que las convoluciones anicae entH O y A eon1 --

AA • A/3, AD • D/J y 00 • l/3 ID-2A). As! misD10 ae definen lms funciones J1• A - O 

y J 2 : 2f. - O, que flcilmante ª" ve a•ti&face11 ln c011bin•ciones Jil: ~l' --

Jiz é J
2 

Y J
1

J
2 

• O, con el objeto de constr"1r una función cuy• n-ftdJ11• convo;. 

aee aquiv•lents a (6-0A)n y asau ves se• facilmrmte c•lcula<U. 

- l/3 .. 

"'º. j 'A<l3> 0132> l/411 ~ • 11•,,. j[J<11.a31113.k1112.k.1 - u:1.¡3 i113.11
2

1Jdl\.i 

- (l/3) [ J(ll.k)(§2.k) - (!:1·'~'] 

• (l/J) o 



• 
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oo. f 0<1Jl c<J21 ll•r d1\. 11•r (91ti> 113.iC> u13.k> 112.kl - J<•.1.·kl 1113.kl 

. - ~ J X(l3.l2) "l(Sl,S3l(e3•kl 11z' 111 - (C:l.&3)(13,f2) dl\ 

• (l/3) [ 9(8
1
.Rll8

2
,Rl - 3(C

1
.RHl

2
.RI - 3(1

1
.RHll

2
.R) - 11

1
.1

2
¡] 

• (l/3) (O - 2A) 

f&cilment• •• puede ver que 

3(0-8') • (2t9)J
1 

- (l-B)J
2 

donde J
1 

• ! t D y J
2 

• 2A - D 

por tanto la cachlna dipolar tendrl la foX111a 

oa 

eh(l2) • L [t-(2.+B)z)" J 1 t ((1-Blzl" J 2] 

n•l 

-(2tB)z Jl t (l-B)z 
• l-t(2 .. Blz l-Cl-&lz 
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