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Hi'l.'HODUC:JIO:; .-

para 
dad del hombro hol:ire lü "'6c1.üna, 9ero es verdSd ts'.nbién 
nue aquH ()lle tiene ~cceso ·a ,nayor informaci6~_ ~U,~de evi­
tar caer en errores ·en o ue otro a h.aci caído, siguiendo ad~ 
lante sobre la base oue ello~ est~blecen. 

Ahor:,; bien, el ho:ubre orc;an1Z8. Y condicionlil. u.ti: siste 
ctrnlnuiera citie éste se8, riara poder ext~á~~ d~ á1 ol: 

guna infor.ueci6n, ésta es clmacenada de ti:il rJanera nne l::i 
,1er,ion:-• n ue deseara revioar dicha información pudiese 
P-iempre h!1cerlo, esto eR 'l!UY evidente en las bibliott'cas, 
Al nlmoccrrnje de la int'or;:i1;\ci6n debe establecerse p•1r tal!_ 
to >1rden::id:. :;ente, y:;. nue de otra 11anera podría decirse 
0ue no se tiene informaci-1n ~lguna 9or lri complejid1:1d de 
su obter1c dn • 

.::n lG nctualidud, el desarrollo teonol6e:ico :•er.'li te 
n ue un~· IJl"::>n cantidad de :ier:;onos tenga félcil acceso a 
una co~~utadora, es por ello que, oersona& dedicad8e ol 
eé tud i·J de éote 1.•robleiaa i::e lrnn valido de ellflo ;iar1.1 el 
~r.rrnjo do inform~·ci6n, yo "-.Je por .;u copacidnd de me.nori!:l. 
w1,, :.;Olf'; de ellao nuedo nlmacenar gran co.1tidad rle tnfor­
·,1pci611, .;in 01~bari':J, el co.'tc, :lol tie·n"lo de uso de LHl? 

co.nputHlorr-. 'll' ·iu¡ elevrido, :-ior tonto, el investi,.:edor d~ 
be recurrir "' for11'lu de bú,n1Judo nue minimicen _ef1e tie·n-

o • . ,..: o .. :to ol ohjc:ti.•1J r'-'· , .. Jlnl del trnb;»jo :hli::•rPoll!!_ 



2 
do a continuación, analiz~·ndo dos for1nas de oreanizeción 
de datos y varios método:3 de búsoueda de los :nismos. At:ií, 
en el capítulo l se diséutirá una estructura de árbol, m~ 
todos de minimización entre vértices, donde las vértices 
re?resentan dato::; y dos f~rmas de búsoue.da; en el cariítu­
lo 2 r-:e analiza la estructura de anillo y algunos métodos 
de búsqueda; en el capitüiC> 3 métodos de obtención de da-



3 
JAdiULO l.-

t:n este ca ·Í tu.lo se a11alizará w1a de las formas de º!: 
ganizaci6n de datos, lo nue se conoce con el nombre de 6r­
bol. Ln raz6n por la cual se le considera de gran importa~ 
cia so basa fundamentalmente en el ahorro de tiempo y por 
tanto en el costo necesario para la bósaueda de aleún de­
terrninndo dato o información~ Es claro, nue la recupera­
ción do información alcanza un nivel ~reponderante para el 
desart'ollo técnico y científico, ya que al tener la infor­
:nación en un corto intervalo de .tie111?0, .la eficiencia debe 
incrementarse. Así pues; es'té capítulo estará enfocado a 
los diversas formas de ar:reglc¡s,de .datos oue per.nitan una 
rápida manipulación de iOs ifsmos-._ 

Definici6n y notación~Üsual: 

Gual1uier organización de datos puede ser representa­
da por una gráfica' donde por ~áfica ~e; entieiide ü.n con­
ju.nto de :,untos finito o infinito Y nU.iierable a ios o ue se 
denoJJina vértices y n ue se encuentran conectados nor lí­
neas orientridHl a las nue se designa :arco.a. Luego 'entonce:>, 
una gráfica puede representar estructuras de la más. diver­
sa naturaleza. 

En las grLlficas es posible distinguir varias .caracte­
ristices generalefl riue par.ni ten clasificarlas, por el mo­
mento, se definirán loa conceptos necesarios para llegar 
al objetivo deseado, definir lo que se entiende por árbo!.. 

110! entonces, se definirá por ca •1ino una aerie de ar­
co:; odyacentes oue conducen de un vértice a otro; !>or cir­
cuí to un ca .1ino en el cual los vértice:; inicial y flnal c,g 
inciden, e;i decir, el ca·Jino ¡iaru un ciNuito eo i.¡nn tra­
ye;itod' carr»dt_~; .. or lazo, un circLlit:J con un solo vérti­
ce; cor longitud de en ino, el n~nero de nraos de conexión; 
y en el ce''º de ~uo do;; vértices se e11contr,.ran conect•idoo 



'. 

por erco>J en una y/o en la otr:~ dirección se dirá oue se 
presenta una ligadura, siendo una cadena una serie de li­
gadurao consecutivas. 
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Como se ve, no exi,;te restricción en cuanto a l~ s CE_ 

nexiones entre vértices, por l~.oue una gráfica se encuen­
tra conectada siellpre oue axis.ta, entre .dos vértices una C_!! 

dena y fuertemente conectada si,exiete siempre 

entre los vértices considerag~fj·:> . . .. ·· .• •··.···•· 
B1101fodose en lo anterior"\oe~define' árbol' 

:!::~:::~:~~::::::. ~~::~::·t:i~!~itÍ~~~tt~~l;1iL . 
dose al conectarse con otro~ vértic~s y ol.l~:finJi.i'Za··eri un 
conjunto de vértices a loa 'cíue se derioifdri~;,zi;;'doá<.te~~i~a .... 
les u hojas. , ··· · . ,. c,y;,,. '·"-' ·~:.; ' 

Una re9resentacf6n grl.tric~ de Ta' ¡;:at~u~t;i;'i•'~é é~b~l ... ·. 
se :nuestra en la figura i. lJ \., ..... " <}· '• ~~~:;:. . 

·---Á-: =~:, -:'L • ~: ·:~~-~~:':· . __ \;:~~::;_\~~;-:·.~~-"'" 
'. >·-~-:.: '--/ ~--> ·-:~~- :·~·:_·_,, :__ -·' " 

E J 

En la figuro se observa nue el vértice A corres~onde 
a la raíz o nodo pPdre y rl:lpreaento un elr.1acén de dátoe, 
es decir, el total de informnci6n se encl.lentrf.I ahí conten,! 
da. La raíz se conecta con dos vértines (B y G) ror medio 
de aruos o ramas. L8 rama 3 ue divide e~ trec arcos conec­
tándose nuevamente por arcos orientedos a otros vértices o 

nodos (J, D y?), Ob~érveae oue los nodos J y F no vuelven 
g ranificarse, esto indi0a nue con los nodos ter~inales u 



hojno de diclms rY.nfls. iü ,:;n{!li'=lis par:; las restante,·; ri;­
:nas es si.Lilar. 

~e puede ta~biéa, clPsifiaar los vértices por niveles 
de rn1dficacl5n, se dice eatoncea oue la raíz A tiene ni­
vel 0 1 los siguiente;; nodos B'y G conectados a A nivel 1, 

los várt.:.ces e, D y F conectados a B, ~·sí como los vérti-
ces H e I ::onectados s Gf riiyef 2 y ha]. 

ta agoterlos todos. 
Lo razón por la cuaFa este tipo de ~áfica,se le co­

noce como árbol,·· estriba' en 5\l.gran par~cido'Óciii~~ árbol 
ngturol invertido. E;; esta la cáu;;a ,ior 1~ n~e lfl''terrÍlno­
logía usada corresponde a la empleada ::,ar~ cÍeÜgAa~ l~~ 
partes de un árbol natilrol; 

Hay verlos autores nue:encuentran .similitud entre es­
te ti90 de v-6ficlls y 10s [J?ienter16os o relácio¿esfamili-ª 
res, consideranclo>"'¡:,ica un .árbol como una faTiilia~~ ::>e' teri­
tir~ ::is! nue la rn!z. es el LJEdre, los nodos del nivel 1 los 
hijos, los del nivel'2 los nietos, y <'SÍ sucesivamente. E]. 

te tipo de notaci.S:n e2i lnuj usual por lo "Ue se han propue]. 
to ~iert:>s vari~ciones, de estfl manero- se usa la relación 
:1H dre, hija, nieta, etc,, o tu.~bién la forma neutrfll 1 e o.no 
es la sie;uiente: padres, de~·cendientes, L0tentes, etc.; 
todos estos tár.uiuos !l!uy apropiados pare denotar ·una rela­
ción aue corresvonde a una estructura de ~rbol de varios 
ni ve leo. 

Une característica import~nte, ea el hecho de no hP­
ber circ ui toe, esto implica o ue en este ti ¡io de ectructure 
no puede presontar,;e un cruce de ramas. Aoi, si el misPO 

nodo e"' necesario pare uoL< remas, Cfid<: r~.na debe tenor f.'ll 

vártic~ corres~ondie~te, eón cuPndo estos ::iean lo~ mismos. 

Forn~3 do renresentoción. 

f!p. t!l eh•)rB se lte:i dN1o do. ori clones de la · e¡.tructu­

r", ::iin c.1b· r,-:;o, ª"' 11ec<:> ,, r L1 LUHI vez e~·ti• bloc ido el len-



g11aje, dior u.na repre;;;entoci6n :natemática o bien uirnb6lica 
de lln árbol. 
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Anteo de iniciar le explicación de las formos de re­
presentación nue se conocen, obaárvese, oue este tipo de 
estructura es un método de numeración de datos, ya oue eH­
tablece un orden de a9arici6n y ejecución de los miómos. 

Je ve oue dada la estructura, fijamos una cierta se­
cuencia en la aparición de nodos, esto sugiere un tipo de 
reµreeentaci6n secuencial, oue ?Uede eHt8r dada por ramas 
recorridPs, o bien, por diferentes rf•mas corresriondientes 
a un mismo nivel. As! entonces, se dará en el primer caso 
ene-ades ordenadas, donde el primer tér:nino seria la raíz, 
el segundo el nodo del siguiente nivel y as! sucesivamente 
por ejemplo, pare el árbol de la figura 1.1 se tiene: 
1.- (A, B, ;;) 

2,- (A, B, D, E) 

),- (il, G, H) 

4.- (J., G, I, J) 

De este ti¡:.o de represéntaci6n el número de niveles 
corresponde al nú:nero de coordem•d¡,a y el número de ramas 
e"luivale al número de relaciones coordemidr1s encontradas, 
~i en dos o m6s relaciones se re9ite la misma ene-ada in­
dica, nue de ellas parten, o bien se puede entender como 
los padres de los subárboles contenidos en el nivel n al 
oue corresponden • 

. ~i se recorren distintas ra::ias de un '!lismo nivel, en 
él, ee encuentre nue el primer t~r~ino vuelve e ser la r~ 
iz, el oegu:1do, el nodo de nivel 1 de la ra:na 1 (numeran­
do las r~mas de iznuierda a derecha), el tercero, el nodo 
o vértice del nivel l de la segunda rama y as! suceoiva­
~ento. for eje~plo, eete ti>o de reoresentaciSn para la 
figura 1.1 cocrec.:iontle El l··u ::ili;uiente;:; ene-<•ª''ª ordenFt-

dr>s: 
1.- (A) 
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2.- ( 13' G) -
3.- (e, ;:i, l, H, I) 

4.- ( B, J) 

E:ata ra;>rasantación no as lo suficiÉmtaaíante ~clara ya 
que no puedan datarminarsa.da.allaa las relacionas' entre 

. padres, hijos, nietos del árbol, es por~Úo ~u~ nocse usa 

com~:~:ª;or~ que ~e presenta muy' fracuantei~nt~J~~nsis­
te en hacer uso da la notación y' répresant!lciÓri grÜ{<l~ en 
teoría de conjuntos. En cuanto a la notación, se c~n~:l.dera 
rá como el conjunto universo a 1a rafa (ya. nue, todos los -

nodos o vártices subei,;;uientes se encuentran cóntenidos en 
ella) y cada nodo padre contenido en ál, cor.10 un elemento 
del conjunto universal n ue está formado por otros conjw1-
tos a SU vez. ']On el ffn- de dar un ejemplo de aste tipo de 
represent1c1ci6n ,3e rnueutra en la figura 1.2 el di!'lgrama de 
'lenn y la noteci6n de conjuntos para al árbol de li:i fie;ura 
l. l: 

Figura 1.2 

A ::iri.nera vi::;tH en lci fi¿lll•a 1.2 :;e ~)uade decir aue 
este tipo de notación establece un orden de contención y 

1or tanto en un diagromn de árbol la cone:d6n de ;.:us ranfls 
orl1311tadas se re·>reaantft por ella, 

Je hril1lnr~ •.1horn ;:iare. .fl:inltznr, de 1rn1' forJrn 1mtri­

cial nue reprenanta lr. ~ co:1e:üo:ies pra:;a11to.:l eatrti lnci di!! 

tiritas 1rértlr.ell, ::;e llnmf'r<~ a una ;natriz riue Cltnpla ()00 e_g 
tD en roe teC'Í!..iti•)n, '11'-' triz Ailj unt1J o , . .Joc i:c1cJt• n U(la c'r•~fi-



8 
La infor:ni1ci6n n ue se de::ea obtener de lR matriz aso-

c iRél:.1 eu, en pri,,1ere in:Jtancia, el saber '3i existe un arco 

o !'a nn de coneición entre dos vértices dados. Para oue lFl 

relación establecida sea fácil de manejar y entendible, se 

unará pnrn eete tipo de matriz, arcos de longitud l, entre 

loa vértices nue se desean analizar y dado oue todos los 

vértices pueden tener e onex:i6n coa alg1m otro, se debe re­

lac lonsr a cada elemento de la gráfica (ya oue es a plica­

ble no tan sólo a un árbol, sino a una gráfica en gener"11) 

con todos los restAntes • .Jomo nuestro punto de partidB es 

lFJ conexión rre>jente entre vértices de longitud 1 se 'lro­

pondrá aue para el caso de oue ésta exista, se asocie a 

ese elemento de :natriz el valor 1 y en el caso contrario 

el valor O. Por taato, es posible observar oue la matriz 

esociada a una gráfica es cuadrada con magnitud N x N don­

de N eG el número de vértices presente en la gráfica. Por 

ejemplo, la tabla 1.1 muestra las conexiones de longitud 1 

en la gráfica de la t'igllra 1.1 y la figura l. 3 muestra su 

matriz asociada •. 
Tabla 1.1·· 

a A B 

iJel A ,/ 

B . 
~ 

D 

e: 
F 
G 

H 

I 

J 



e 

u 
o 
o 
o 
o 

l 

o 
o 
o 
o 

o 
l 

o 
o 

: o 

o 
1 
o 
o 
o 

o o l o 
(, l o o 
o o o o 

o 
o 
o 
o 
O. 

1. ·º o o 
ó 'º' ,Cl ;9. . 

o o~ o. o''o···ó;;o 0.9• 
ó · o '°'b': ··aj·' éF: ·0 o;· :i: '.1 

.ó•·¡f . 
···~>.o· d~;f~;>~¿s··.@Í

1

'
1

~\;~t'•.~i~ 
o . ·o o .cio· .'(jF o''lii:h! o':''º 

'"<~l~~-~( íf j}:j/ ·• ... , 

o 
o 
l) 

o 

ilóte;,e oue en. la fi~tÜ.~.i.J::i~s!~á~1;'{6~~ iniciales 

g 

cor-responden a los renglones,Y:lÓ~ finales a las columnr-s, 
de t1ü manera nue aquellos renglodeh cujos elementos son 
todos cer-o representan vértices que no. tienen conexión al­
guna C0!1 otroa, 90r lo flUe~ Se aJU:st~n. a la definición de 
nodos ter-minales 1.1 hojas. Esta informsción será de gran a­
yuda en ,:,acciones posteriores, cuando se analice un reco­
rrido :1ar8 un diagrama de esta forma. 

Ahore bien, se podría ~andar en encontrar una matriz 
asJciada nue dé arcos de longitud 2 existente entre dos 
vér-tices, aG.'.Jciándole a cada elemento e1 valor resultante 
de la c~~a de todos los caminos presentes entre dos vérti­
ces de longitud 2, te tabla 1.2 muestra si existen o no e~ 
te tipo de conexiones o arcos. ?ara la gr:~fica de la figu­
ra 1.1, la figura 1.4 muestra la matriz asociado, 



Tnbli. 1.2 10 

i"t A B J D E F G h l J 
Del ,, ./ ./ I ./ 

B 
() 

D 
e; 

F 

G 

JI 

I 

J 

Jabría preguntr;ir<>e entonces si existe una rel0ci6n e_!! 
tre ln :natriz onterior C y ~sta. Paramstrioes se hrn def_! 
nido vrrlAs O)erecioneu y teniendo en mente el hecho de 
oue la gráfica re¡iresentsda en t: ea una subgráfica de lP 
re~Jre::ientnd· on 'J, es ol,·ro oue no puode tr;;t"roe de unei 
rmna yn nue esto eouivaldría a la unión de gráficas, en 
cuanto nl ::roducto e<i .nuy •asible oue corre¡¡riondc> ?· la o:-i~ 
r2c i6n indicad:; y1~ nue ::ie reoro:.ent:?rá por la composición 
do sr:'fic:•:; que dar:! la conexión de longitud .nny.)r o i~unl 
"Ue 2. An11liZP11do el producto "'º ver~: 



I:= 

a, + ªs 
b, + bs 

e, + Cs 

d, + ds 

e, 1- es 
f, + fs 

g, + gs 
h, + hs 

i, + 1s­

j, + j r 

a, + a,­
b, 1- b, 

e, + e, = 
d, + d, 

e, + e, 

r, + r, == 

g, + g, 

h, + h, 

1, t 1, 

j, + j 7 

o 1 o o o o l o o o 
o o 1 1 o l o o o o 
o o o o o o o o o o 
o o o o l o o o o o 
o o o o o o o o o o 
o o o o.o o o o o o 
o o oo o·o o i i o 
o o o o o o o o o o 
o oo·o~o'Oo o o i 
O O .. O·O·O-o O O O O 

a b e d e f g h i jl 
a, b, e, d, e, f, g, h, 1, j, 
aib,c,d,e,f,g,h,1,j, 
a1 b, 0 1 d1 e, f, g,h, i, j, 
av b,.c., d., e,. f, g.,h. i,. jj 
ªr b, o, dses f, g, h, 1, j, 
a, b,o,d,e.f,g,h,1, j, 
a, b,o,d,e,f,g,h,1, j, 
a, b, o, d, e,f, g,h, i, j, 
a,b,o,d,e,f,g,h,i,~ 

o 

11 

~e~olvie6do ·olts ú~rla de eouaoionau ro~ultnntea del 

producto 0nterior,·~e ~ricuentra la aieUieate wetrit busca­
d&: 



n b e J e f ~ h i j 
~·, b 1 c1 d, e, f, g,h,i, j, 
a 1 b,c, d, e, f, g,h,i, j, 
ó'J b,c, d, e, f, g,h, i, j, 
a., b.,,c.,. d ~ev f"" e;.,, h-vi.,. j,.. 
a, b,c,. dses f,g,hsis j, 
a,b,c,d,e,f<!:~·h,i,j, 
a,b,c,d,e,f,g,h,i,j, 
n 6 b 6 c~d.e,f,g.h.i,j.; ' 
a,b,c,d,e,f,g,h,1,j,. 

o 1 o o o o l o o o 
o o 1 l o 1 o o o o 
o o o o o o o o o o 
o o o o l o o o o o 
o o o o o o o o o o 

._ o o. o o o o o o o o 
o o o o o o o l 1 o 
o-o o o o o o~ o o 
o o o o o o o o o l 
o o o o o o o o o o 
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Lo oue implica nue i'.iÁe matriz adjunta de longitud 2 
es igual a c•c = c2 • - . 

Anteriormente a~ rnenéion6 que el producto representa­
ba gr6ficamente una b~mpÓsÍoión, 8B! si s~ analiz~ ~é:t'.tice 
por vértice tJe en.contrará c:~i.>; operación de. conexióli entre 
vérticen está representada por [):/ ,¡ • .>: 
8ntonces I (x) = Ot;Jeraci§n~n l~;~áfica>a6b~e eLvértice x 

De donde r (x) - •/~~~;t~ii:¡~~i;()~~it~-~~?- c;~ •x/ <'~;•,- ·.• 
p t t ' ' i - - ' ·¡.¡.··.· .. ·· ... ·.• ····.·-·. i :;. \{ ,~. -

. or an ° [iA ,J:_ [Mz}f~'[4-:'J~;-~it~_f(7~~::: cWt!fi;~q-~·:_ 
Y oorno ·' .··.·· •:·.·:~:•· ,·i·')"''•i'. •· .. '<;.•_.,, -- •.·,,.,, · · .·. -

í; • !(.(~) ;,;¡;(/;,(x)t e• • '¡! \_fr • 
. · ...... >::: •)_ ····•··•.• y 

r·r(~ :fc;c~r· ····~ ·-.· i•2 ·t-<'.·.·> 
Ad, parr el vértice A, 3, ? '· l);;),\F; 'd';':;,k;,~f .• ·~9J ·ele le 
figurH l~-1 s9>tiene: ,,- . · .. ,-.:~;;<: :<.:/~ .. :: .. -,:,, .;,-~:,, 

;¡~¡ fü :;¡ ~: K :)i:r~wrri~$J~1~~~ ..... -
r<r<-.:i> =r<fl) = fJ ·- .. • •.. , •. 1 

' ' '.'· 

r(í(!))) =F<E)::fr 

r<r<Fll =r<M = ~. 
r(r(H)) =r(J>} = ~ 



r <r< r > > = r (J J = p 
r(r(E)) =r(Jl) = fJ 
r <r< J l > = r <JJ > = fJ 
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Por tant.o los Wiicos .eleinentos ~on ercos de lon¿µ tud 2 Ron: 
A~ 

·A 

... :,:e~.:·. 
'd .• '.~}·,;:·;\·~··· 
<:;>)•J 

que son los vértices co~:·V:0ib; 1' en la''ínStriz ~d~ ·1a fiBÚra 

l.
4

• Si se generaliza lo oue se ha Visto,~11Íla mat~i~ cle{ar 

cos de lonei tud 3, 4, 5, ••• s~rá dada por l¡~"pot;~noÍ~s;d-; 
la matriz e que originalmente se organizó. 

As:! rmes, las matrices reaul tantee de las potellci.as 
de e corres,10:1den al número· de arcos preneates de•lÓl'l~ifud 
igual R la potencia de 111 mntriz asociada, 

•.-.e debe aclarar, aue no todas las matrices de lne gr.!! 
ficas tienen gran cantidud de ceros como ha sido el del c_g 
so que se ha trata:lo. Para el tipo de estructura de árbol 
se tendrá presente una matriz ~imilar a la anterior a la 
que se llamará 11 di f1wa" y o ue servirá como runto de -di<>ti_!! 
ción de entre otrus gráficas, cuya :natriz ~1djunta resulta 
:•.er 11 com: leta 11 • 

~anceptns generales a.:ibre ~inimiERoi6n. · 

En las »eccionea onteriore., .oe hor1 an::ilizaclo •?leunot 
concert11s guneralea p1~rG gri'ific~ s, oentr.'ndo:e en un til')o 
de estructura .nuy es:·eo:!fica c.:>mo es lL'l. :'irbol. En eetR 
sección se rmali:oará [lflr>.1. grE'íficss el 9r.:>ble::m lle lo ::1\111-

~izoci6n ~e Dh~:nnL entro v6rtiaec. 
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Para ini.c LL\r' e o te desarrollo se dará una definición 
de ::iini1nizaci6n. Jomo su nombre lo indica, el minimizar es 
considerar el menor de una serie de valores est9blecidou, 
asi: 

~in (a, b, c) = el menor entre a, by c 
esta función claramente s.e observa o ue es simétrica, ya 
que: 

min (a, b) = min (b, a) 

es decir, es equivalente a co;nparar los dos o-más elemen­
tos bajo cualquier orden, basándose en esta carocteristica 
se podrán dar algunas propiedades de esta función, por.e­
jemplo: 

min (a, b, c, ••• , n) 
o bien 

min (a, min (b, c, ••• , n)) 

min (a, b 1 c, ••• , n) = min (b, min (a, c 0 •• .-, ·n)) ·· 
en este tipo de características se nota oue es posible si~ 
plificar lRs expresiones tomando mínimos entre un cierto 
conjunto de números y desp.ués volver a aplicar la misma 
función, equivaliendo su resultado final R tomar la fun­
ción mínima para el total de pu.~tos manejados. 

Se propo~e entonces, una mini~ización entre las tra­
yectorias posibles de un vértice a otro de una gr~fioa. SB 
póngase oue la gr6fica a enaliza.r es la oue se presenta en 
la figura 1.5. Todas las trayectorias posibles aue se en­
cuentran presentes entre los vértices serán los siguientes: 
l.- l--'l2 2.- 2-----,1 ).- 3__,.1 

1~3 2-3 3~2 

i-- 4 2~~4 3-.,.4 

t •

1

'. I~·· .·_ ....... ·:·_:(·,_::··:,._··:x .. ·.·_'_';.·.· .. •.·.~-· •·_[_._
3

·_.: ~ }':/···· 1 · 
-t •J 

l:'igurn l.5 
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.3i se .:iro;:;one nhor::i '"1Ue el vértice r,l cual se desea 

lleg•'r eH el nú.nero 4, es decir, oue fije:nos Wl extremo 
de nuestro tr8yectoria y el otro el inicio lo dejemos li­
bre, las trr-•yectorills posiblef:. ahora serían: 
1.- 1 _, 3 --)4 2.- 2 __., 4 ).- 3---? 4 

Los árboles lógicos p:;ra estos trayectorias se mues­
tr?.n en les figuraa l.6A, 3 y~. Se ouiere encontrar de 
las trayec torins n ue se preGentnn en _cada ce so ( cad!:1 vért.!, 
ce) la nue sea mínima, en cuanto al tiempo recorrido, ya 

n ue se conoce o ue pora ir de 1---> 2 tardará t,,, , pnra 2.-.,4 

tardará t~y y así sucesivamente para los 4 arcos. Entonces 
considerando las trayectorias y bajo la notación de una 
función mínima, se tendrá para el v6rtice l: 

r 1 = min (ce mino entre 1 Y 4) = min ( t,,, + t,,v.•·:t~, _ ... e- t 1,v) 

1 

,A, 
4 l 11 t,,04 

A 

pi:ira el 

f 2 = min ( t ,,, · + 
p11r1o< el vérticé 
f3 .• :nin(:t,,,_-+ _t,,._ + t,,~,--t,,vl-~~~- .. - ... 

r;viclente.nente e1::1 posible eacribir una ounrtf1 funoi6n 
'!líni.i:a para el vértice flnal cuyo volór es cero (O) ya oue 
no exinte tiempo de recor1•ido para el mis:no vérti.ie, ns!: 

f4 " o 
Je esta w1nera Ge define: 

fi tie~po níni~o de recorrido entre el vértice l y el de 
do.Jtino .~. 
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,;i :;e reúnen lns tres gré.ficaa con todas ous posibles 

formas se encontrarán leo tres siguientes gr~ficas de la 
figura l.7A, By . .;, 

3 

4 

+ ft' t,,1 + fJ ) 

siuiilr rmente perf! lo s fieuras 

!~u~um~:~ :~'·~r:.~:~·v:;~ice (vér~¡~:e ¿·se escoge la fun-
ción ~íni:oa, 

f3 = min (t,,, + f, 1 t,.~) 
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Baoándose en lo !Interior, se ·;uede generslizar enton­
ces 111 función mínima par¡.; cualo1lier vértice de i a j, ya 
que las funciones escogidas tanto par& f1 como para f2 y 

r 3 son las mismas, exceptuando la final cuyo valor es: 

fN = O 
por lo tanto 
f i min ( t.;¡ + fi ) 

j 

o 

i O, 1,.,., N-1 

( 1.1) 

Teniendo en cuenta de esta manera, las funciones co­
rresnondientes a las trayectorias mínimas en el recorrido 
de un árbol lógico. Con ello se presente entonces, una fOE 
ma matemática oue será de swna utilidad posteriormente en 
la representación de este ti~o de estructuras. 

~o evidente entonces, que puede ser establecido un m.! 
todo de minimización en cuanto a las ireyectorias seguidao 
en el análisis de un 8rbol. 

Un método matemático .n_uy usado en la resolución de a]; 
gunos problenas en física y .natemátioas es el llamado mét,2 
do de aproximaciones sucesiv~s. Este método consiste en 
que dada una función determin?da oue se establece para la 
solución de un problema en general, ae obtenga mediante un 
proceoo iterAtivo de sus soluciones Ernuel c1;yo Vfllor sea 
su límite de convergencia, en donde este limite encontrado 
es el valor esperado como óptima solución. El dominio de 
la función, depende estrict1:1mente del problemn oue se ata­
que. Ahora bien, la consideryc16n de los v~loreo inlcialas 
de. dicha función es de grut. im1>ort1Jnci~1, ya oue do elloo 
de pende lA r:,; pidez de convergenc in y uún .limple;nente la 
converee11cia de 111s soluciones de 111 función. 

i::n este caso la fu11oi6n en cuesti6n ª'·' 1.tno fun.1i6n de 
:nini11izació11 dndH ¡ior lA ecuHción 1.1. Lue~:o entonces, 111 
a1roxim~ci611 caro vendrA oiendo eate valor inlci~l y •orá 
ri' = mi~ (t.:¡ + fJ ) i::: 1, 2, .. ., N-1 

11¡ 



rÑ' = o 
donde fj = los valores inicieles establecidos 

La ;:iri1nera aproxi:naci6n 

ri' = 
r;¡' = 

f (ll -
l. -

f "' N = 

1 (t r,!"') :IJ;J1 t.j + 
o 

par~· la segu.1da 
( . r"') ~¡p t.;¡ + / 

o 

.. i := l, 2, ~; •• J~-1 

,,. ,v• ~'-·~•,,:.,' 

= 1,. ;¿;.·. ;;,• N-1 
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ObaérvafcJe nue el nlor obte11ido inÍcifllme.át~ e::Luti­
lizado p8ra su cálculo en la pri.nera aproxt~c'i6!l.Ci.i.le es 
el renuerimieuto del método sugerido. Pareí'ia:sieui'~~te el 
valor calc1..tlado en esta :f'u.no16n correapo!ld.e ~1 'valOr antes 
obtenido, a3!, para la k-ésima a)roxir1aciÓn J~ ·teria;~i 
ri' = n:;7 (t.;¡ + r7") i = 'l,. 2·;·~~~e·,·} 11.::1 
fÑ'=O k=l,2r~~/ (1.2) 

--. :~ ':'- .- ~~ ._ 

doilde en la relación l. 2Jk toma valores .desde' l~ya·<1ue el 
cálculo iniciAl es la B[>rOXi;'DaO.iÓrt cer~, .ii.iego ~~toncas la 

¡¡rimara a,1roxi:naci6n obtenida será fi, .. " . 

t:l fundamento matemático del .mé;tod~c ~.e ~fr?x:!JW.oiones 
suceai vaa para f•mcionea de este tipo, he.· sido·, desarrollado 
por BelLnan 1 proponiendo los. s1gti:i..enta~·te~~~ml{~ :y;:~J ~·ea-

< f[,9 'F;:W,;,,: 
:·<\·;/;~--~, ,., .. ~.-

[Ja eouac.i6n - · --· , "· ._, .. -·. - _._, · · ;~_-.:-~,»:'"-·.-_·' ... : 

{~~~ ~~1?·~~~¿;~~~-11·;)~%;~;;cr?;~~~:~~t;é ~7.2~'/~;< N:1 

tiene al mcnos;F1ª ~Ol\¡0~1d~; ,:'.,:'.;i>'{·,;. ··\ ,.. 

'B•ll onn, uook•, ~,;,,;;.0i~.:~·~iill\;•• J~;,h: ~iil ''°"'"""'' 

?activa 

TeOnit'llA i.1 

:1cade:nic Pre:,s,tlew York; 1977, ~ác. 123 - 137. 
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De 1oO•Jtrc.oi6n. 
LA función de la nue se habla corresponde al valor mi 

nimo de una tr~yectoria entre el vértice i y el vértice 
terminal N en una gráfica. Se sabe también nue exiote un 
nú,nero finito de caminos presentes entre los dos vértices 
pasnndo por algW1 otro de la grñfica y ain pasar dos vecl:ls 
por ninguno de ellos. Este es el ún.ico tipo de recorrido 
oue interesa. El problema de determinar el recorrido míni­
mo, es por lo tanto el de encontrar la lon~itud mínima (b2 
jo consideraciones de tiempo e~pleado en el recorrido en­
tre vértices) es decir, el menor de loa valores obtenidos 
de loa recorridos ¡:>ropuestos. Gonsidére¡¡e, oue existe un 
camino mínimo nue depende del vértice inicial i y del vér­
tice final N, siendo este valor denominado por g 1 con 
i = 1, 2, ••• , N-1 y gN =o, ya que no se indica en el n­
ési.no vértice ci ue exista recorrido alguno, 

De lo anterior la trayectoria entre 1 y cualnuier vé~ 
tice j será 

gi = tr;¡ + g.i 

donde t~j = tiempo entre 1 y j 

gj = valor de.l recorrido minimo entre j. y, N •. 

y N, 
~Ot:IO gi es el'lllÍniaiottempo reciueridd,para&<entre i 

j debe e.ar e~~cigido como el \,'alor illíiiimo ·~~\;;¡ + g/ 
por lo tanto; ··.··. · .... ·•· · .:'.:e·:': :''\:,};- .. /::::;· ··- ,. 
gi = ~~9' (t/,]+tj)';.;.~.: .•y;.::1~·.2,.;.,',····N'.;;1 

~~e=e~ lo aue eed~ael~~~l~~~~J./·< ~::.·: <······. 
, , ··. .. ·.. . . .. - \.} :~.,;;;.~;;~~;c:cc_+~,.c 

TBOll&MA l, 2 -~·i',..4<:',:;;:i::ci~~i'°· ·~·~~~~~.:/.~·\•< '·' 
El empleo del mátodo • J~·~·P~~ii~g{~~~a ~Jo~~:!.tas cie la e­
ouaci6n 1.1 converge a ;,J.~~}a'~'.fuoi~lla~· d~~e~das• .. 

: . ·~:.::.(f~.·>~-~-'::~·~ 



20 cenivao A la ecuación 1.1 se obtiene una rela<:i6n de recu-
rrencia aiguiente: 
f1~'' = min ( t · · + f '.''"'1 

··u '·/ / 
rit = o i = ,1, 2, •.• . N-1 

.. 

•U!lóngnse oue la apro:drnaci6n oe~o,'.e~'úiG'~j_;~Í.tie:n­
po empleado en ir desde i·hasta:N, E!~;~óridE!,}·ld~f~~I~nes 
iniciales del problema en oad~ vért'iceij' e~\cero > 
entonces .· .. ;··" { :·:->>•> O' C 

fí:' ti,, c,'i.:=f/2t:~:;N~l 

k ==: l; 2, • . 

ftí"' o 

Por tsnto para k = l se tendrá comb fÍ1' el ~:!nimo 
tiempo requerido cuando .se tiene. aró mi~ ~ ;értÚe inte.! 

:ne dio entre i y N. Generalizando entonces f {"'. signittcará 
el mínimo tiempo requerido cuando a lo :riás existep kvért_! ces intermedios. 

Dado o ue el ca;nino de tiempo reo uiere á 1() más N-2 
' • ,, # - ''--~ - '. - ,_ - tlfJ--"' -vértices inter.nedio:3, es clero, o ue los l1uma,I'o.s f i ~.debe-

rán empezar a reoetirse, PJr tanto ~ara_ un valor k se ten-drá: 

De donde se ve nue la repetición de los valores de la 
función de S]roxirnación k para valores mayoren oue k = N-1 
''or lo tanto podremos flfir;nar cue, el método de aproxi·o¡¡­
ciones sucesivas em;lleaao aou! converge en un nú'lle1•0 fini­
to de ¡~sos ~ la ~olucl6n deueRda. 
IiO,tL,A l.J 

Les soluciones obtenidas por la ecuación 1.1 forman un 
conjunto monótonamente creciente• 
De.nostrnc16n. 

01 
f: 

l 

Je sabe riue: 

=:nin ( t ,~1· + fJ·'º' ) .;; t,~.v = f í:' '"~! 

i = 1, <. , ••• , ,'/-1 

( 1.3) 



f 111 = o .. 
y :>e encontrar(El tainbiún riue: 
f1"' = •u.in ( t,

1
· ) ~ 

il/ ' 

inductivH !le11te 

rr' ( ft°" 
pere lí = l 
rf' ' rr 
pr.ra k '= J 
J: f,_,, 

f
,~, 

i ' 

ci6n 

otra 

f1 = 

f;¡ = 
entono es 

f i " f i'"' 

por tanto 
f1 ~ tí") 

fo -= Jlill (t.,¡ 
·~,/ 

por lo tanto 
r.) ~ r.;'1 

i = l 

f, :nin ( t._1. + f/·) ~ ;uin ( t,,/. + · 
'"/ ti/ 

rf'' 



entonces 
:f1 .;;; f1"' 

i = M + 1 

:f · 1 = min (t ... ,. + :f/ ) .t.+ '"'""'~./ ... .., 

.;>or lo tanto ,,, 
:f.Y.+l < fM+l 

así nue 
:f i,., ~ f í" ~ 

T!';OREi\iA 1.4 

La solucion 
superior. 

Demostración. 

como 

gi = min 
llj 

gN = O 

entonces 
1•1 

gi ~ f1 
entonces 

5i = 19):}1 
por lo tanto, 
gi .. :rtº 
y dado aue f11N·O 

T imRE:rlA 1. 5 

De' la ecuaoi6.ri 

De noRtroc ión. 

Por el método 
F1

1
º

1 = min t 
·~./ .;¡ 

¡,, ,,., = '.) 
" 
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entono es 

gl - h1 :). gi - h1 
de ucuerdo a 1.1 

t!:1 uin ( t,,j. + e/ 
'-/ 

h1 rnin ( t,_
1

. + h1· 
11/ 

... 

23 

i 1, 2,. •• , N-1 



Ahora, si se supone oue j 

gl " t,,¡ + e;¡ 
h1 = tp + h, 

entonces 

h1 ~ t \) + h¡ 
por lo tanto 

gl - h1 ~ (t,,, 
co:no gl - h1 4-
entonces 

gl - h1 = g2 - h2 
Repitiendo 

'tf ( t,,¡ + g/ 
min ( t, 

1
. + h,. 

ll/ . ¿ 

el valor 
t,,, + h, = t,,, + 
de donde 
j=),4, •• ,.N 

por lo tanto 

g2 " t '·/ + g/ 

h2 = t '·' + h, 

h2 " t '·/ ... h,­
entonces 

como 

g¡ - h1 ~ gi 

gl - h¡ ~ g3 -
entonces 

gl - h¡ = S3 - h3 
poí' lo tanto 

gl - h¡ = g2 - h2 

tendrá entonces oue 

gl - h1 = g2 - h2 = ••• ' 
de donde la solución 

24 

2, 3, ... , :1, e1ttonce::. 
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aolución de la ecuación 1.2 es la misma y por tanto única. 

T J>l) H Ei1iA l. 7 

Ff.'1 es el mínimo tiempo reCl uerido para realizar k i terse~ 
nes en el método de aproximaoiones sucesivas. 

De·noetraci6n. 
Se ha definido co:no limite inferior de las soluciones 

de la ecuación 1.1 a: /' · 
/ol 

Fi = ~~ t;; 
fOJ °IJ 

i = 1 1 2, ~; ~, _ N-1 

F¡.¡ = O < , ··-.·.:-",;:::~;[; •• ~ ·>-::·~(l.4) 

1 tera ti va.•i/: .. _·.l:,· !-2\,·.;t.~_-•. -_._·-,L_: ' zl' ' prO?Oniéndose la ecuación 
{t+t J lJ' J Nir .. ,. F i = 111~~.; ( t ¡; + F; · • 

FN1•"> = O ·ce•;•• :•(1.5) 
,-· <: ~/' ': 

como solución. 
(o) -- --~- -~ --

De la ecuación l. 4 se observa oue Fi : ea. el tiempo m.f 
nimo para un ca.nino de longitud l originado e-n.f; ·05:¡¡-o es, 
el camino desde i al vértice adyascente que pueda ·a~I' al­
canzado más rápidamente desde él. 

Si se define e~~' como el conjunto de todos los' cami-
nos originados en i y oue también: '"-,e';_ · 

a) tienen exactamente longitud k y no contienen intername.!! 
te el vértice N o también 

b) tieHei1 el vértice N poco deep11ée de un arco de .longitud 
k y sin el vértice N interno. •-

' l<·ll . ' 
Ahora se define gi co:no el tiempo.minimo.entretodos 

on r ""'' . los ca:ninos en la clase C1 y gN = O para k = 1, 2, ••• se 
lll (o) (oJ - l~I • • ._ : 

tendrá oue c 1 y gi = Fi y para gi las siguientes relaci~ 
nes de recurrencia: 
s't'> = m+JJ (t-ij + g;~J) 1 = 1, 2, ... ;"'ti.:.1~-
gN1~i = O 

:Joneidéreee i f: N y. k > O y sea P un: o amino 
(~HJ · ·. · · ( k<IJ 

Ji con un tiempo mínimo de g1 
Je tienen 2 casos ~analiz~r 

i) .:3ea j =-.N . 
Entonces P ter.nina en N y el tiempo reciuerido será: 



IJ') 
t¡µ = t;., + g., 

ii) ::iea j I= N 

I' 
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Bntonces el tiempo reouerido por ? es t.j más el tiem-
, (~+IJ I ' 

po para algun ca:iino en '.J j 1 donde de hecho este ultimo 
l~l debe ser 6ptimo, será gj ya que de otra forma P no sería 

6ptima; por tanto pera alguna j se tendrá 
( ~·" t (~) gi = ij + gj 

así oue 
1 ni) ( l~J ) 

gi ?- ~¡r t¡j + gi 
de donde para algún vértice J 
(l<H))t· +g(j<) 

gi 'J J 
lo que indica que existe un camino oue va de 1: a J, oue e_!? 

(~iZ) - ' 
ta en la clase Ci y a ue toma el menor .valor en P, Esto 
contradice la definici6n de 

1Hll • ( (~) ) gi = min t.· + g. 
j fcj 'J J 

oor otra parte se sabe que 
• !Kl (~) .. 
Fi = gi 
de donde, la inter9retaci6n 

-___ .-\~e, :~C-=-. -_:_ - . 

o:>.·.. ·' ' •. ' :,:, .... " . 
de gi: como el minimo tiempo 

. ..· • - l~·+I) · l/<.I 
reci uerido pera treyectoriB.B de ele se ~i .~e ªP-~~~<l :'3. Fi • 
Esto es, la i teraci6n:FrJae:• la me~or solución .definida en 
los ecuaciones 1.4 y 1.5 es el iienor tiempo obtenible de 
tOd8S las trayectorias de clase C(r•l Y donde 1=,1.1 2 1 •,. 1 

N-1 y k = O, 1 1 2,~~. -(~) 
Su'.)óngase ahora, aue se tiene un conjunto Ci de to-

dos los caminos oue se originan en el vértice i y también: 
a) tienen exactamente k ligaduras o bien 
b) ter.ninnn en el vértice N p?co después de k ligaduras. 

Por su definición, todos los caminos deben pesar por 
el vértice il 1 sin e:nb~rgo, se ?uede obtener un ca:nino m~s 
rá Pido 9nrendo en :~ cunndo uoa alcanzado, el resultado de 
esto sería oue el ca:nino más rápido ze e:1cuentra en ln cl11 

~ l~I l~J -
r.o .;i , pero tanbién on b clase ~t • Por tanto se reco-
nooe nue el comino o trayectorio óptims con respecto o J!~ 
eo ta1bién óptima coa res~ecto a 

Ltl Fi e~· tsnbi~n el mínilDO tie 11po 

l~) 
J1 , o en otras rulab~as 
entre todos los caminos 
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........ (¡..-ti) 

de clase Ci 
Por lil ti"º, podría proponer.;e ta.~bi.~n un nuevo conjUE; 

/'- ()t+I} A. (.~J 

to ci donde ~i es el conjunto de todos los caminos o-
rieinados en i y aue también: 
a) tienen exacta.nante k li¡;;i:tduras y 110 tienen.a· N.oomo un 
vértice interno; o bien 
b) termimi en el vértice N des¡¡•.tés d_e. más 'ae k ligaduras y 

····'····-·---. ··- -- -

no contiene . } ,· e 

concl ~:ni:~ 1~~a~~:~:s~e s~:e s~~l!~~f~frff ~¡-if t::~:~:s e~-
,. ( tc.+tV - .::,~/)::~ . . , · .. -

tre todos los ce.minos en ~i >: ;J;; _i(Y 
TEOREMA 1.8 • ' ' · 

La solución en el método de aproxi2ci<iness~oe~ivas debe 
presentarse después de a lo -má~~(T/iY:.'. I i.t~;a~:Í.;~~~. ·- -

-

Demo3tr[lci6n. 
De acuerdo a lo analizado.~nteriormente,;es.posible 

definir un conjunto T como limite all.perior.~sc;br~'c~l~;,tiem¡lo 
requerido por una trayectoria .. -de ·u:n máximo de"N""'l'lfgkall;.;; 

ras y ningCm circuito, terminando en el vér:Úce:N• .. 
El tie:npo ó¡¡timo fi• deberá cumplir con la siguiente 

desigualdad 
~-. ~ ,.: -~; :.;~~~:, -.····. 

fi ~~hora, el camino ópti.no de 1 a N,donde'~e.:tiene un 
-_· -- ·: · .. - -·, ·. <·-:. ·. -~--:-: .... cJ,.;.,, -

máximo de N-1 ligaduras, debe ser de clase: Ji.• , y de he-
,. t•l ' ' . ;· .. ' .·: '_.,. ' ' ': 

cho ea ~1 para k ~ N-1. En. consecuencia, el tiempo óptimo 
"" (kJ .. - º. - '._." h' ,_ '( it~,, 

pnra un camino en Ci el oual es fi . no !)uede exceder a 

debe 
cual 

( i<•l) 
Por otra !)l.1rte ai aupone1:1os oue F l es menor n ue f i, 

. "' \~) ( ~-1) 
entonces existir W1 camino en ;~i con tiempo Fi el 
es más rápido oue el óptimo; este canino no puede Rl-

cnnzar a N, dltdo que se tendr!a unn rutt> mojar oue ln 6pt_! 
ma. 
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Si la transición entre dos vértices es mínima enton-

ces 

-z: = !Jlin t ,;./ . . ·.· ... 
luego ~l camino, reouiere k;;; de .tiempo, Y.a que 'se tiene un 
camino de k ligaduras y así~]_'' tteiiipo' Ffº'.~::~.~.:p1>':i• id menos 
k;: , entonces 
k;: r>Fi"'"º < fi < T 

o bien 
k o: < T/;;; y k j.. N-1 

pare. cualnuier k oue satisfaga . . 
k ,¿ N-1 no puede suceder lo antes descrito, ya :~~~ y;í."·'J no 
puede oer diferente de fi' por tanto 

Ff"' ~a~~ que T) (N-1)& la coridic:Lón k;~Tf~~-irnplicri. 
k ,). N-1; por ten to se concluye n ue la iteración ·para una 
política inicial de < :' 
F ,., = min t ' l '::,; l~' .2·, ~ ;'~~.; N~,'.· 

i ' •.) i,j . ···• .r.:;c.• .~ ., .••.• ~. •· ... '·'. , ... 
debe ser 

.'' '-::·-

F(' = fi 
Luego entonces, la 

después de cuando mucho 
respuesta co1•rec~a debe producirse 
(T/-;-) - 1 iteraciones~ 

Reeresaodo a la ejecución del método de aproxi:nacio­
neo sucesivas, es conveniente seílalar aue existen varieo 
técnicas para su realización. ~ay que apuntar, antes de 
continuar nue este .11étodo es un proceso algorítmico nue 
puede ser fácilmente realizado por una co:nput1u'lor11, cuyo 
capacidad de :nemoria es variable y dependo de ln técnicf' 
de ejccuai6n e1pleuaa. 

'.Jo:no , ri1;wr tiunto se tendrá el c•Hculo directo <le 111s 
eounciones 1.1 lo oue implica el desarrollo del nlgorit~o 
nue ae d1 n continunci6n. En edelnnte ne prenenta 111 rela­
ci6n o ocuaci6n nue ne trata, el 8l~orit~J ~ 0e~ulr y ~n 
diasra~& de flujo para aer imple~Dnt~Jn An un~ 0omputador~ 
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ALG03IT/.l0 1.1 

fi''J = min (t.;¡ + f~N·r; i = 1, 2' ... ' N-1 
i,Jj ) 

ft1'ª' = o k = 2, 3'. • .. 

1.- Dato:;; de entrada: N, n6:nero de v6r·ticesí T(I, J), ma­
triz de tiempos de conexiófü ~i(J), ~lamento,~ iriici~les 
del vector FK(J). ;,, 

2.- :::alcular para I =-1, 2,.F~. ti~Ú. :'' 
FJ.JIN(I) = min (T{I, J)'+;Fil(J)~ ~, ,'.\-?' •<' , , 
donde H = K - l y K= 2; '.,)/,.~\/ ••:-,c.•• 

!~~º:ª~!~i~::t:~ ;:ii:~;>'::?&c:~~a~~;:~~)~t!cd~tr::. :~t:~ 
to 2, de otra fÓrm~~egtát~~~ este -i;!iior,(;omoel minimo de 
la trayectoria buscada. _ 

Diagrama de Flujo. 
ver fie;lira 1~8. 

~omo segunda forma ;>ara la obtenci6n por el mátodo de 
aproximaciones sucesivas se hará uso del concepto que se 
manej6 con anterioridad en-cuanto a las matrices asociadas 
a una gráfica. Existe, como se ha visto una relación entre 
éstas y la longitud del camino o trayectoria, es por ello 
que puede establecerse una conexi6n entre los elementos de 
dicha matriz y loe tiempos respectivos de conexión entre 
vértices; consider!llldO lo anterior es posible asociar a c~ 
da elemento de la matriz c •./ los siguientes valores de la 
nueva matriz de tiempo N, asi: 
w,,1 = t,~/ u! c.¡¡= 1 

l'I <./ = Q l-li C '~/ = 0 
y Lioncle wl" l = O ya q (16 corresponde al tiempo empleado para 
ir del vé;tice i al 'llh>rno 1 lo que implic[l que, no habr!n r.2 

corrld: :!~~Ul~~nbién tíue por lei ª~&ei~~óilY.~ 
rKJ (1(•1} 

ft = 111in (t,1 + f;· ) 
il.J , 
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Fisura 1.8 

;lubrutinn :·1úm. l 



f (i<I - Q 
N -

si K k + l se tendrá 

ff."'1 = 1,f.P e t.:/ + ft > 
fri"''' = o 
sustituyendo t.;/ por los 

a una gráfica. 

ALGORITMO l.2. 
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¡ 
elementos de. la matriz R oe llega 

Otra manera de con.~i.d_¿~~r el problema será la aplica­
ción de arcos fictj_cios:;E~te método consiste en suponer 
aue para todoslosvérÚcesexisteuna conexión directa a­
sien6ndoseles a los mie:mos las funciones de la pri;nera a­
proximac i.5n un valor inf'ini to, exceptuándo el último v'értJ:. 
ce cllj'o valor es conocido y es igual a cero. 

De lo anterior, este.método se puede expresar oomo 
t•I 

f1 = ce 
f .. "i o = 

y 
f (~) min i = 

l<I i,lj 

fN = o 

rtLGüilI'l':1m 

'ti 
ft = = 
r .. "J - () 

y 
t•I 

rnit1 fi = 
f;¡ 

1.:1 i¡/f 
2·, 3' ... = {) = 
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1,- Datos de entrada: ~. número de vértices; Fl(I) = oe (o 
bien un número sumamente grnnde) y Fl(N) = O coi~() valores 
iniciales. 
2.- ~alcúlense con estos v~lores 

~:~::r) = min (T(I, J) + FH(J)) ,i = 11 ,, 2 ,.~.r,NSl'( 
H =: K\;;i:f.\~c·} i . 

~;~º~·~:·~:· ,::,:=~~:i~i~tt!~tt~r~t~~~1~~r~r:l º~:! 
to 2, en caso contrario ;egl~tr~'~s'te ~aÍ~~:'é'ófiié{'eÍ; 6pt{,u-; 
eD pera do. ?:::}~';>,;~~~ l~'.~~~i; r,:,: 

Diagrama de Flujo, 
Ver figura 1.9. 

Otra forma da clasificación, que re~;D_fa también en 
algunos casos de gran utilidad, conRiste en seleccionar de 
la eráfica presentada una serie de conjuntos de tal manera 
que los elementos del priméro estén contenidos en el seg~ 
do, los de éste en el tercero y así sucesivamente, hasta 
tener el conjunto de todos los elementos de los vértices. 

El aleoritmo y diagrama de flujo ~tiles en este caso 
es el 1.1 donde en los datos iniciales se han escogido los 
conjuntos. 

for último, cabria seualar que en el método de aproxi 
maciones sucesivas es posible encontrar un .nátodo oue per­
mite acelerar el proceso de convergencia hacia la sol11ci6n 
buscada, En lon casos anterior~s se han calculado todas 
lm:; funcioneEl solución bnRñn,L)se on loo nnteriores valoreo 
obtenidos, la idea ~ue eu este proceso se maneja es la de 
utl li?1:1r no tau sólo loe valores obtenidos antos de la k-.§. · 
eima uproxi.nac i 6n, sino los cf)rrespon:lientes a ésta para 
valores :aonJre8 oue i y ,, 11e deber. je haber oid:> ya calcul,:! 
do1.1, ::on eet,) en :ncnte la co•1ver~e<iciu a un valor aoluci6n 
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dado se obtiene acercando la solución por dos curvas dife­
rentes, las de aproximaciones menores que i en la k-ésima 
aproximación y las superiores para la aproximación ante­
rior k + 1, as! la ecuación por resolver será: 
r{"''= min (t,·,, + r,'(J , .•. , t;,,:., + f/.lt: 't,·,,·.,.,+ f/:;" , ... , 

'l.) r/(·t) ) 

t,,N . ., + fN,, f t i,l'I/ 

donde 
f¡/~ 1 = o 

El orden en que deben considerarse los vértices debe 
ser inverso al empleado con anterioridad ya nue de no ser 
as! éste método resulta de igual velocidad de convergencia 
oue los anteriores. Esta caracterietica tiene sentido si 
se piemm oue los vértices finales son loe más cercanos a 
N aue se ha fijado como fin de la trayectoria. 

ALJOR!Tl\O l. 4 

ri ... '== ~1~ (t,·,, + r/lt'' , .•. , t,.,,_,+ f~.:~ ,-. t,· .. ,·,,+ 
'"/ (!(•') " 

t1,N•I + fN•I t t ,·,N ) 
1.- Escoja el orden de los vértices que se va a ~Orlsi.d~~S'r 

- - - - -· - - . -------- ----

(de lo anterior se ve que el oZ:.den debe s~r 1l1J~~~~ ai em-
pleado comurunente, por tlUltO i = N, N-1, , •• , 2, 1), 

2.- Datos almacenados: n, número de vértices; T(I, J), ma-
triz de tiempos de conexión, 
3.- Asígnese a los valores iniciales (primera aproxi~a­
ción) de la función Fl(I) = oo y Fl(N) = 0, 

4.- Para cada vértice i calcúlese la relación PK(I), supo_!! 
ea el ~!nimo como FY.IN(I), 
5. - ObrJerve ui oo ;ireoenta al5ún cu·nbio 9n los~;va1ore~~,dEL 
e::ita función, en c11so de Aer cierto regrese al pW1tO 4, de 

otra f:)r:na registre er1te valor como ol 6ptL110 pnrl:l oadu 

vértice. 

Diegrn110 de ?lujo, 
Ver flr,ura 1,10 
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BlisnuedA en orden natural para la estr•ictura de árbol, 

Uns ve~ '!Ue se he comprendido la estructura de árbol 
e:i , 1eneoter encontr8r mátodos o ue permi ton el onrí lisif; de 

los :!lis:noo con r:l fir1 de extrfler alguna información conte­

nida en un nodo o bier1 inclublve, para la ::ipdificación del 

mimno. 
La búimueda en orden natural con<-d·;te en efeutu;;:1r un 

recorrido 9or ramas hasta encontrar lea hoji:HJ o nodon ter­
ninalefl Y. reGrer.;ar al nodo ;1adre del ::;ubérbol nue fje e:1-

•! :ien tre t> 1 tár.nino de la prime re ra¡¡¡a de la estructura. T,o 

pri'llera ra,~a ~·or recorrer será le nue se e:1cuentrc m{.<· a 

la izn uierrla. Ls.- bú.s'lueda continuará por la siguiente r~1ma 
de houicrua a uereche del subárbol localizado haute loce­

lizar nuevamente las hojas. Este proceso se efectúo conti­

nua·nente ho:;ta encontrar el nod·:> deBearlo donde se iwspende 

el recorrido y :.ie extrae la in.formación, es [10sible nue no 

se encuentre la información buscada en el ~rbol entonces, 
~e terminar~á la búsnueda al regresar nuevB'.Dente a la raíz 

~· el t~rbol habrá sido recorrido en orden natural. 

Ppro le: figure 1.11 se tendrá entonces el recorrido 

completo tle la oit;niente manera: A - B __,.:: ~ D .-,-'t E'-"-'> F _, 1 

- li~ I _,J~;.. 

e 
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·.10-.00 r.:e vi..S en secci.ones anteriores existe una rm1tri:--
a:soch1d::o a lodr,, §.Táfi.cr,i. 'lue en el caoo de la figura l.11 

ne repre•3E:Jntr:tr~ en lfl fie.ur~ .1.12. 
o ;l -o o o l l' o o o 
O ·.O.·• r> l\o.fo .o" .c):1Q 
o- ó·)~o<o3o'~b:o.·o··óéo 

.. ·,;·,·.- -!·;..', 

;O .o:: ó i.i :o••.· o\Ló ,O, 

· o> e{ ?i .. ;·,~~·.fi 9( o~ ·••o. 
B?Ho> º"''o_., o. 'º o >o 

, e, .. :.'01. ','•' _, .••• 

• o· __ -ó: o_,~cfr:•ó · o1; ,_1 :)l' Xo 
/O;' ó :o· o :() fo ·:o ;o: 
-o•• oLn o /o o ,o-· o 
º:º o o o o b o o 

·Figura 1.12 · 

:i se ve· le matriz'asociada se ve nu:e loa·nodos oue 
lon nodos que corresponden a una misma columna son loa no­
dos bUsCadOS,. tretH!1cl0 de encontrer BHÍ CUBl es la tr8yeC­
tOria ··1!nim!'l entre la r::.!z y el·nodo deseado. En el coso 
de oue oe localice un ::iolo nodo del ti;>-) ronuerido la tr:?.­
yoctorin r:er:l única. Un punto i:nportonto :i0r oclur8r 1 0:.3 

el hecho do nue el n:ls:;¡o nodo se encuentre en i5u8l nivel 
y uujo el -1is=ao padre, esta oircw1at1:1ncia no tie-'le :::entirlo 
.:! se prohíbe en este tipo de gráficas ya nue oe for;nar!<i 
tlll uircui to, 

¡,;;¡ frictible hacer uoo de una computadora, como so hn 

vi•;to, !'"•t'•• reoli~or e.1te tipo de recorrido. A cori1.im:8-
c l. Sn oe 21uc:~trt1 on al. fll2:L1icnte di.11gra;nt1 tli; ['lujo que ci· 

l.1 oJocuol~n tlol ·tzJrltno tloacrlto nntorior~onte, 
()b::.',cveuo ruo l" pri ¡¡ora C<>1..uin11H rlP- la mutrlz asocia­

~~ tl~ao w~lor icu~l • a~~u yt rue aorru1 ontlo ~ lg r81Z. 
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Búsoueda por niveles para la estructura de árbol. 

En gran cantidad de casos se presenta oue es mucho 
más sencillo analizar una estructura nivel ~or nivel ya 
oue si el nodo buscado se encuentra en la última rama en 
el primer nivel, la búsoueda en orden natural implica el 
haber recorrido todas las ramas en todos los niveles y 
la suspensión de la búsoueda en el nivel 1 de la n-ésima 
rama, esto lleva un ~ayor consumo de tiempo de búsqueda 
oue si el análisis se realizara nivel por nivel y de iz­
ouierda a derecha. 

El tipo de árbol a analizar por este método puede 
ser aauél cuyos nodos son todos diferentes o bien aoue­
llos arreglos de estructura en el cual no se forme ningún 
circuito. 

Se analizará el árbol de la figura 1.11 y su resoec­
tiva ~atriz asociada proporciona información y una estru~ 
tura de recorrido. 

El recorrido nivel por nivel será entonces: A-"' B-'> 
F~ G -e --..,D --..,H _, r- i::- J-A. 

~i el recorrido finaliza nuevamente en la raíz, la 
búsoueda habrá terminado y se registrará aue no se ha en­
contrado el nodo reouerido, en caso contrario se hará el 
registro en la salida y se calculará siguiendo este proc~ 
dimiento la trayectoria ~ínima. 

~e analiza el primer renglón y en seguida los rengl~ 
neo de igunl valor n la columna inicial siguiendo este 
prooedi~iento hasta encontrar el valor del nodo deseado o 
bien localizar el vértice c,,,,, donde se registrará en la 
salida oue la búsoueda ha sido infructuosa. 

A continuaoi6n se dá el siguiente diagrama de flujo 
riue ejecuta el algoritmo anterior. 

Diagrama de flujo para la búsaueda por niveles. 
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.::on ésto il0 ha det:cri to uns estructura de árbol, oue 

es la :ná>c' usual y dos for;nas de bt~squeda. Gomo se ha vü1-
to, este método es muy lento y por tanto conveniénte sol~ 

nante 9are siatemas de po~os ~nálisis 

de datos 
búsoueda es ~or ra:ias 
nueda es por niveles. 
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Lú'I ~ULO ¿. -

_¿.;~auc:rU.-!A D3 iu'iILLO 

~n .:il uapí tul o 1;1n terior l:le analizó l..i el:ltl·uctur.;. de 
ál·bol, uon lo que :.rn encontró un tipo de 01ig¡mizaci6n d~ 
cuenchll, numerable y r!gid1;1, <iui mismo, ~e estucli~ron 
dos fo1•1:1.:.s e.te búsqueda para ,fu misllll.I; .~ i·ecor~ido en º.!.:. 
o.en natural y el .o.tro '.nivel'•, j,Jorn,ivelj' elii~~i!Jido,tiri cada 
caso, que ue' t\J.~i~l'a ~u astruc-turh,eié'~eÜte.{t:i.péi;, eLre-
c:ol'l'ido ui.Js conve~i~nt~. , '.'·. / <>J,>. -

En áste c~pítulo i.l~ a!lliÜzárá >s:i1111iarmarité;\11a• mie­

va t!Stl.'UC tura, q~e Bd 'conoci como anillo;'. J)eed~ ei punto 
ó~ vist<> de te'or:Ca:de:gráficas, .un anillo ·..is·'wia gráfica 

fu.:irt.:irnen te conectada -iue presenta por lo m::inos un cir­

cuito. ALvártice,dond.a -tar:aina e inicia-el· cfrcuito·se 
la Nconoce como cabeza d•Ü anillo, -!IAe CO:t!Ó la ·raíz en 
un á1'bol, collti~~~ t-oda la informaci6n neuasaria p~!'a i­

niciar o dar por te,-1ünadu la búsqueda~ 

De lo :mteri.or, se entiende entonc,iu que, ·en wia 

.:istructura de tinillo no -~xiste rJpetición de vértices, 

ya .:¡ue en pl'incipio todo el anillo debe l:ler recorrido. 
La imugen ~ás simple '1ue se encuentra par~ un anillo es 

la de un sólo circuito, es decir, los arcos de unión en­
tre los vórtices .tienen todos, lu mismcJ orientación; _la 
fii;;ur..; 2. 1 muestra un <millo .:te ésta fonnu •. 



:,:1 problema que en esta est:cuctur!l ::;e ve, consiste 

en ,,,¡ necho de .:¡ue .ii alguno de los vértices se piarde, 

la información total con tenida 1.m el anillo t .. unbHn se 

pierde, ya que la únic<.t .. conexión que cada vérticll prese!l 

ta e.i con el siguiente: _ 

~ate probleina podrí.a ser resuelto si cada uno de -­

los vértices 

111en te u la 

tices podrá 

riorruente 

.:le observa de e.itu fi5ura que el ú1 timo vértice; es 

el único que tiene como única coné!.:d.Ón el arco de unión 

entre él y la cabeza del anillo. ::lin 'embargo , .:1unque lu 

pérdid¡; d.i informución no e:.l tot¡;l, en c·,;so de perderse 

ltl información de un vértice, la racuper·.ición de infol'ma 

ción no es eficiente, por ello comiidt1r·amos de SU!lltl 1:4-

por¡; .. mcia un anillo con ¡;u·c.;os bidL.ientiion.ües, ól:J decir, 

-iue e.<i s tu si empre lln tr·e loo vér·ti Ctll:l un arco de ida y 

otro dd re.jr·eso, d.J .3at ... rucmtu·..i di ¡,¡e ua.itr ... ye alguno de 

los véx·ti ces del .. nillo, lou dernús .iie,;uen si dlldo acueai­

bles ¡ la fi¡;ura 2.J ¡¡¡ue1:1tl'a un ,.millo uo date tipo. 
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'·'.:.: ._-,;~·:.>'.. :'.-~-3 
-· - ~- ( _-

31 tieiÍl~o~em'i)leadC> en larecuperaci6n continúa sien, 

do considerable_,. sin embargo la informaci6n almacenada 
es siempre recuperable. 

La.i dos\Utima-s formas de conexi6n con tienen a la 

primera, es decir al anillo simple, pe:i:o aseguran la ob­
t mci6n de informaci6n, de tal manera que será posible 

r~alizar una cocbinaci6n entre ellas paru mejorar la es­
tructura estaolecida. De tal maneL·a que tendremos una e~ 
tructura lhunada anillo coral que aporta las vent1:1jas de 
lc1s <antt?i·iores; la figui.·a 2.4 muestra un anillo. c-0ral. 



51 

En este ti-'º de estructura están contenidos varios 
circuitos, uno externo, otro interno, y otros que se di­
rij¡1n cie:n¡>re a la cabeza y corresponden a aauellos aue 
no han sido relacionndos con el circuito interno, 

Uno de lae 1rinci ?al es desventajas :··resentes en es­
tructuras de anillo es el tlem~o empleado en la b6.s~ueda 
o tte ,senoralmente es :nuy largo. 11 .'.i en una cadena (o ani­
llo) existen R0 !te~c (vértices) y cada !tem tiene la 
:nis.na orobabilidad oue los de·:nás de ser requerido, el n~ 
!!!ero •,1edio de registros oue han do ser exaL'.linados antes 
de hallar el buscado es: 

l!•_f: 

Ne + l 
··~ 

11 

N 

donde N = N6.mero~medio· d~:~-;~~i;~~~os ciue deben ser e.xami.:.. 

nados antea de focal:Í.zar"'el'bÜscado. : 
k ~ nume~aci6ri d~'.io~registraa· ., ... ,,.,,."'"'uu 

l/Nc -;;: Probabinae.a.,ae 
_, - _;;=-o• __ , __ -'"'-': __ ·,....-=-- . __ ;_:_o-;7 

11inado 
ya oue 

N. 

N = r ... 

ghora bien 

.r ,. ·::er. 

Hall 
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lo que implica que rmhi da lu mi to.id de lou ·1~rtices uab1.m 

ser L'üCOL'!'idou antas de locali~ar • .,i vuloi· deseado, dato 

imJ-lic..i 0 r.;n consurao de tiempo en lti ree;up;L·ación ue re-

6Ü1tros. 
En uu:..n :.o « su i·a¡,iL·e.;1mtación, i-octewou rdcu1·rir nu!!. 

va111ente a las watricds tH30ciadas a un" c;l'tHi<:a, así pdra 

lau 1'ie;ural3 <:!.1 u 2.4 su re~resentauión wat!'i<:ial ¡¡e 'uti 

en ld fii:¡ura 2. 5 d b e d 1•;:1::1pect.i. varuen te. 

o 
1 

o 
v 
0 

u 
\) 

1 

ü l) ü 

u u 
u ü o 
u u () 
l) o o 

() 

1 o 
ü o 

u 
u 1 u 
u u 1 

u u l) 

o u l,¡ 

u (.¡ u 
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<;e observt1 que en lue wi;tL·ic:es, t3e tm1.:\.lent"'ª pres.i!:!_ 

te si Jlllpi·e una diagont1l de unos, lo 1:;ual nos indica que 

lu vrimeL·a estructura de anillo :.ie encl.<entra sieu.IJre pl'.!!. 

sen te. 
,· 

Búsquedt1 de Inforwt1ción en lu .:::.:it1·uctui·u de Anillo. 

t;omo en el c:apí tul o an t~rio~;ct\e-~u1'vi'3to que ~11 ne­

cdsari<-1 ld c:reación ue algunaáitéÓni~lis;o wétodo~ de an!!_ 

lisis que dis111inu;¡en al tie1npo 1·~c¡ue'l-r<Íi'~aru Úlocali-
zac:ión de algun registro ( véL;ti:ce)--ci~J(i~.; - . 

t:n éste caso, se .iutudi!ii;~ á 7métoifb''>di!~~x!Jiélración 
!'OL' salteo. Es te ·con si .i té coii10- ~J. no;nbi·e~_J.o indi e~ en :­
raali zur la búsqueda. sal tundo 'o. pái!ando' vo'.r áit6 varios 

re6hi ti·os, lo cu..il se conei.;ue ai vitiie1{áU :ei anillo en 

vurios isn1pos de re6isÍa•os y-;ióncie 11;; tn~t~i:eaii'sd e'iec'­

tuará en t11mtido:i.guai 1.1 ci~_lu ~~cucinci:d-ct~··elloa,• ••.•. 
Al?IÍ po ... · ejt!mplo, en un.unilio :;ie terid.i•á•la siguien­

te búsqueda: 

ii'tgurn ?,6 
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rouría pre~Wl t.irsl! uv.ál :;e!'1Í el nÚl!itll'O de el tillien to:; 

!JU!' 6l'U!JO óv timo l'"'L'éi Y.ue el reuori·ido ;;e¡;¡ mínimo, a cou 
tinu .. uión tie lliUc3o!'a el vroc<idiuiiento tidguido .iJOl' .i. u.u:_: 
tin 1 para encon tl'.il' dicllu longitud. 

Je¡;¡ :fo til núui<H'O ue rc¡;i:;tros dt! uua_cu~t!ll .... cf.!C.ix­
!Jlor.Jción Sul tuda (,ili que UU!nU pUddd Obd~'.rvarse)n:la fi_ 

5urn 2. 6 W1 unillo puad e i·e..,resdtur:'iá úo,ino.'l.u1u' cadena) 

Y Nq ~~ ~::~:: ~:d~:é::t:~:P1:-~fi!-~:~~~j~~f.t'.fg~f:Lo~ 
p:m1 d.Jl' con el i·egiatro .ti'Üsri.;ídb'.e~r- ;-¡ e,< ; '.',•:c. 

[~.1, ----.··' .. '/-':.· +j;: ....• _(>r-·{ :'_ 
·=.·f: .. ·.-.' --.; \'' -'~"' '.=~~'.rn~ 2r'..'.·._,.f·tt ~L' .,,:~~-":, N 1 L.;;_ IÍ:;,.L,i -- '· , ' ~'•¡¡;~-. ·. ,. , 

' ~ ~ 1 !:.'.~.·_;~~ )\< ¡ -.':'.· ... ·:_·,·.~··.-': .•. ',·,· .. ', ·" ,' -.\~_.,'.\.~.-_.,._._,,'_'.•.·· .. :,; <: t ''',' '-.·•_',.--- :.- ' 
:. ·. . - '':.':':.,.;.,_-;;!·:~ ~. ·:~~:':'->- ~-~~'. .. 

ctond ti ( ~1~) =. ~i~;;~l~~t~~~~J;~~*~"~~~z;~:~-~~Í{º~,:~~~~~~~.º~te~6u -

:::.:~~=:~~~& 1tf ~~~t * :i~;ri~~~!~·~!;~~~i~r~~~~:~:, 
regi.i tro el llwnerü r;~~~~r'.t~ q~e q'~eil~j:~~f analizar ea º2. 
mo ¡¡¡,jxizno N-1 d~ tal' Uian~:r::a que el riilinero medio de .regi!! 
tras p.:ir examin~~·'e~"('; 

:Ji Ne ea el número dti rei;úitroti '.{Utl deben :Jer e:cam1 

nudo;;i t!n totu1 ul t!)Cploi•ar la cudena~y~Z(Nu) tiil~tilciiúme­
ro 1111~dio de ellos. ·sntoncea, éste ~l til.10. ú.ioe aer lu su­

r..a d·~l ::,Juio dti t,;r·upoc: exuu.inadolil N 1 y ttl nú111Jl'ó Ut! t'<l­

¡;1~ :.!'Oü .;_Ud J·Jnt.:.:o de un t,;l'l.41JO .. H! cxuutllUillt ·~u.:• :o tuuto 

.f'.';nes Martin, Organización de .las Bases de Datos, !'ren­
tiae Hall International, Madrid, 1977, P~g. 235, 
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i~c + 1 
!lo No - 1 

+ 2 

+ Na 1 -r - ~. 

. ~ . ' 
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:i se minimiza l~ ~xp.r~~iÓn pára obtener. el. míni:10 

nú.noro do roBif3tros 9ori i,rdr)túi;·(í .Üeni.n ·· 

por lo tanto · ·· 
= - --: ..• ,; -~ 

De dondecÚ .~6.,y;'e~~ 6pÚmó de regi2tros por ert.ipo del 
ª'iillo es··igunl'!lia·~af~ cuafu-ada del nWÍl~ro·t~t9.rá.e re 

~~ ~~~:ª º ~: 1d,:~i~º·rm~f Íi::~~?~?tai~i~!e~~~tª!~~~~~·:~:~ 
B(Nc) = Jr (~)·~ ,,., ... ··.· ·•· .~2: 

'e:·.· vNc ,, .. ··. ··· •\•· 

;.lVNO" + rv'No< ':,.~·&i:··~.L······· 

r1nillos pora representar estructurar. de {lrbol. 

IJe 1.00 EHitruct·.1ri.1t1 oue uo hnn ·1i~to podría ahora 
·n•e:;w1tat•Re si es noni.ble pasar de una a otra, es deoir, 
!Ji eo po~ lble nue un 6.rbol se reprecente 001:10 anillo y u 
la iuver.'ti. 
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En el ,primar cduo, ui fJe tiene L.llU trnt1·uctur..t de ár­

bol como el Lle la figura 2.7, e!I ;•OBible L'Bl:JL'i?Uentarla 

como Wlei eu true tv.ru de <millo. 

D 

E 

' I 
/ 

' 
- / ./. 

Pari:I ellÓs; !le e:un.ic t•utin los nuuos lil!l uüuillo ñi v..il 

del uüuu.o 11udre con:üde1·e1nuo como dL.bcC1beza de cHda n!_ 

Vdl ct.il anillo el e:i..ii~ento ue u.ás a ¡., izql.lierdci, La i·e1-

í z, !le c..iloce1 sobJ·e lc1 u ... ocu be za ct.ii bi¡;ui en ce ni V•ll de 

la ;ll'.imer..t l'<Jllid de u.Ju J lc1 i .:qi..i Jrda. l.uda un1llo ue cg, 

necta cun JU pudL·e ,·J:.l}ucr.ivo, co~10 lo uiuest1·u lu fie;urJ 

2.0. 
lle ld f161.t1•a 2.tl, la decci6n 1 co1•1·euilonde e1 lu ra­

e.a n° 1; la oecci6n 2 u la I'dü.d n° ~. ;¡ l::i sección 3 a 

ld rawe1 n° J. <.;Jd..i nivel dJtá int•H·cunactado u1 coL'!'BB­

¡.onde al 1..i...;1:.0 iJádre ex1Jti.muo un unillo t}l..d t'<llac1ona 

I 
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las r!iW!Hl c:oi· ... ·es;.1ondi.mt.:is, lat1 subrullidu tH.! e:onectun cun 

el !Jadi·e l'et1,.,ectivo uin llegar li conect<1rt1e dii•ec,tamente 

con ál si lle tr;., t!i de .Hi raJUa seuundaria. 
La set)unda .forma tendría repetición continua de la 

raíz y de al5unoe1 v~rtice1:1 .:in .iu e.it1·uctur·a y el reuorr:!:_ 

do implicaría un 1UUyor tiempo, por tanto no tiene senti­

do ale;uno su 1·ealiz!ici6n. 
c;on Jsto se üa dado un e u bozo 5eneralde' lou tipos 

de 01·gunizaci6n de datos ,¡ue generalw1mti:!'fie.utilizari¡' y 

albunaa de la ti formt1a de recuper.ac16n de:.iÜooque' s~ u2 
nocen. En capÍ tUl08 lJOtlteriOl'eB se Úa.rá • U~O: d;; li:t··~ infor­

m<1ci6n lléiUtd SIIOra reCOJ!iltlda, y 13~ CO~,Í~.1.¡~~árl:l'.Cls ~éto­
UOS an te.i wencion<tdos cori lOs dé ¡;:r;;_,'gri::i;JaC.:i6n' ~;é'~í~ti~a 
{'4\J .ie tlec;urrolla en 
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GA.t' l 1'U1ü J. -

PHOGHAMACIUN HillitI..HlCA. 

Jill .il Ca!JÍ culo que a t:ontinuación ae desaL·rollu, se 

tra tur<in a16unOll 111é touos de ;irog.t•awación u.iurísticu, ..¡ue 

aerán de gran utilidad en .i. análisi:,1 u.i e::it.t·uccuruo uomo 

los :¡ue .in cavítulos anteriorei; se uan desarrollado, :.:J. -

po.t·quJ, ue la necea:.;.1:1d ael empleo de ~atoa mJtodos !J"'due 

r·eswuirue en la reducción de tiempo ewpleauo en .i1o< uelec­

ci ón y por tanto en el increweu to de la eficiencia del --

mismo. 
En los tres m,Hodos que se desui·ibdn, el procJi;o a -

ue,;,.lir es el acoc,1;S,llli,6n50 del conJunto. conV.?XO formado POl' 

las ecu.aciont!s que :á.esci·i ben el plano de aolucion.is de la 

es u·uctura q~e lle.Jinaliza• 3std auo1'<1u.1en to se .afee túa en 

va.!'iou ;ir·ouesos•• de diuw.inwci:Sn del co~jLlllto soluci6_n por_ 
reutao úe per1u:l.ertte:va.l'i.lbie. 

El p.!'ii;.er · ill~toc.lo por discutir será. e1de Dan tzing -­

!Lann.i. 
Ddúo .i1 cónjunto ciónv¿xo.de soll.i.c.íone~ se~tiene;un -

vr·ugr«nt1 de la .Oi.;,ui en te foru.i:i: 

1) [.MIN) f fe]' [ xJn.í<t" 
2) [al.,.n. (xJ~~··"~" r:t>1;.;~1 t)' ·· .. 
J) [ J . [OJ . ' . ii't/ ···· i .~p.~) 

X AX/-~.··--·~·~:)'.'.:"-'-'"''"·~·~-·~;~:;.~- ... 't_--.~::~¡:--;i~''"··'« 

:~ ~=~d;• lo'a fthcJs·~a'J 1°~,.~~·~~~gfd'ri ~·e .. ~ios ~·~ti>1:ios 5en,e~ 
rados de los m 1' n coridÍci~n~s de~c_i;rOi;~~m~' son .PWltos t!~ 
treu.os del cl.lnj~1tó cón~e~ó',~oiucl.Ó.ri:dei '~~~ ~e nabla, é,:!. 
to indica _que ...... i:"~~g".'.~i;i~',:'~~~;_-if;~' ,:~;:;:~ .'.':::'.::"-' ·· · 

:. -,,,; 
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;:>i en el algori two e:.qireuado pOl' la JCU!lción j.l se_ 

desean en los esvacios UlÍniwos cow.Jiuer¡¡dos, es !JOl:li bl.i -

establecer la igualdad con la ayuda de las llawadau vari~ 

ble.3 tl.i desviación que .;e denotan en .ista sección con.o S¡, 

obviamente la cantidad n.icoHJa1•iE1 ,ti<1ra e.f.ictuar lo antJriar, 

de variables S¡ es i¡;v.al a w + n , d.i tal wanJrU que: 

[a],,.,._" [x]~x, - s, = fb J "'"' 
y yor t..1n to 
;:) ; E fR + 

a.J.n más 1H1 ,¡iosiblt! 

.il ul5or·1 two J.l 

fa] MXl'l 

y y .. que 

to que 

s ¡ "' IN 

,¡ior lo :¡ue n ""'""'"""'"'-"'T"'-·••ª·-------c· 

[X)~ ~I 
y dado que la 

[xJllXI ?.[o]l'\l<I 
para t1a tisfacel!i_ 1ld 

[x ].,XI >[o J l'\l\I 
al menos una de l:rn 

se pueden 

s,+s.+=··+ 
., '1 

!JO!' 
en uonde ... r 

l'or otr.J parte ea evidunte .¡ue la l:lolución d~ 
[ x]Pxl depenue de lau condici6nes (2) y (J) del al5ori! 

11.0 .>.1 y !JUL' ti.lnfo e1:1t¡¡u v .. riuble::1.dt! ú•HIVÜtción tawbien 

úJb..:11 de!JJllUdr de latl Vúl'l<illleu del !'L'utirama, 1rní: 

.::i; = ~; f x] i = 1, ¿, ••• , m+n 
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:Ji de la ecuación J.2 se desea obtener su líwite, ue 

artade una nueva v1:1ri1:1ble de desviación t f x], de tal ma-
P . 

nera 

f 3.J 
ttA. ~: 

esta es la restL·icción que en el _método de_Dantzing -

. dianne se propone ;iara. encontrar la solución·. del ;irograwa 

lineal que se lla plan tt!ado'. 

(;ubrí1:1 uhora, ~N5untar -~i ~ste fué t~d() ea siempre vá 

lido' es uecir, di en un l1úm~1·0 -Úni to dd pa-sos es facti= 

ble iu obtern.:ión de 11:1 sa1·u~~óll b~á6actii. La respuesta. ev~ _ 

d<int.amente depende de. la ~011va1;tiá1icia de ll\s .:ioluciiories 
b<Jjo t!l einpleo de és~a:~átJcl~~.Asía cozi:tJ.nuacii.ún;a-.fen~. 
ci<an dos taorewua y w1 lema que son de gritn iwp~~t~nci1:1 
en cui.n to a la conver~ericiia · oeí .la solúcióri •. ',L'· '-~~; __ _ 

·~' ;-:-::_· __ ~'.··~\-:;~~·-.. ~-?-, --. -.-•. --.:.-~-- '.t' ,, .. ., ·' 

Lema 3. 1 ---···•-f-=•-°•-·-·'.- ___ . -'-·"-=-- -.-.-=-.-=----_--

»<=:~:::7 ~,~··e •]":··"·.~::'.:r;~= :~:'~;iofon" 
[aJ,..,.~ [ xl,.~ -~L. __ .~\';_\,, ';,''L 
y > ; 
[ j ~ [ (J J " X I .-. ·.~"·", 

X 

11 ~~alCÚlet.1e loa Valore~ _d~ ldS m'.+n Jbhabrl~ a~ det.1VÍ!!_ 

ción :>,IiJ con i = 1 1 2~ •• :.-~iti+'íi. 
Considérese qu~ :;)'.~ [{); = ~()~ :k=-1 {2/{;;, :~ ... i·,; 

n, n+1, ... , n+m son las lnismcis_.vúriÍ:Íblt:Ís iit!i·ii~~vi.~61.ón 

reoremu J. 1 

t ;..:auf:nann, !!enry-Lnborrlere. Integer ond ~.axed Proeramr.iing 

'l'heory Hnd A;iplic::.tion:;, .r1cadonic Fre .. m. ,iev1 York. 1977. 
":.'\;:;. 249 - 252. 
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:Ji [X. J ~ e;.i un punto dd ht i;ol ... ción en td1·a ÓJJ Cima 
··~ . 

del <il¿ori tmo J.1, enConl.:eB el :udtodo cid .Jantzin6 - m:mne 
conv~rée oolwnente si loi; (n-1) valureu m.ii; pequefl.os tle 

las vueiable.:i tle desviáci.Sn :>;[ x] i = 1, 2; ••• ' ru+n i;on 

u. 

·.reo rema 
Jeli fx 

(a 1 [X ) 
"'"" 

[X J n "' 2. 

1 ) 

2) X + x1 1 

3) x, + X3 

4) X J + X3 

5) X¡ ~u 

;:)i Jd :iiíaden 

t:ión r<l..i¡ • ..i1.:tivas 

¡,re.> en tu como: 

1 ) [ MAX] z = x, 
2) x, + Xa + s, = 
J) x, + X~ + ª~ 
4) x, + XJ + ·a J = , 
?) X¡~ o 
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x, + x, == 1 

X, + X 1 = 
Xz. + X 3 = 
la solución 
( X 1 1 X 2 1 

s, 

.:;.ue no eti una solu.ci 
restric.:ción de Dan 
te ecu.aci ón: 

S, + S ¿ + s
3 

entoncei.i 

d = 1 + t' 
si Sd 

da ue ( 3) y 

x, + X¿ + Q + 

x, + o + x,+ 
ü + l: l + X3+ 

por tanto 
2x 1 + 2x, + 2x 3 .+~t 

o, en tonc.:.ii.i 

euta ecu;.¡ción eu un 

condición ue llé!ntzing-A1~ru1e; 
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::ie ui lu intersección de ai.ite. piállo .í:on' lóu .~ t~oB tres dá 

~n" :>1Jli.:c1ón antera, en caso u~' que lai.i tr~a ~ol~CiOnes 
iu.dden .in taras tia sel1:1cci:ona l~·iq;e pi·G~~·i~~é IÍ.rihllá.X:Ímo en 

lc1 fu.nci ón de costo. Así, analizando ·lo~; tr.!~: c~s~~d!e) 
ti.me: 

X , + X~ = ··1, 

X, + X
1 

= ., 
de donde 



1: 
x1 

1: 

1: 
X 

2 

1: 

por tanto 

( x·, ' 
z = 1 

b) :.;i 

2x 1 

x, + 

¿ 

u 
2 

u 

2 

Xz. + 
enton~~l3 

x, 

1 
~ 
ü 
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~1 
1 

~I 
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'~ 
2 

21 1 

~ l 1 xl 

I~ 
2 

~' l 

1 

,~ 
2 

~I 1 

o 1 
X1 

I~ 
2 

~I 1 

1 

por tanto 

( x,' 
Z = 1 

e) Si 
2x, 

x, 

entonce;; 

2 2 

1 o 

x, 



X 
> 

por tanto 

( X 1 ' X 2' 

z = 1 

de donde el 
soluciones 
matl son: 
( 1, 

todo lid 

A,x, + B,x, + A,_x,_ ·+ 

donde X; con i = 1, 
x, t{ü, 1} 
,:.ara el 
CdllOS: 

i) ::ii A, 

entonces 

A; x, 
que se 

ii) Si 

.!JOdría 

y, = X¡ si 

por lo •1ue 

B 1 

A;x, + ll,x, 
ct.mde (A, /\ B; ) 

:5i e; = j A 1 - B : { 

entonceu 
~ 

l_ A·X + .ll. X, 

65 
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si D = k - L (A. A B ; ) 
~ j-i::t 1 

2- e,. Y; = D 

~~acomodando loo coeficientes de tal manera oue 
e,· z e; 2. 
entonces 
~ . 
~ C U·= ¿_ 1 • 

por lo oue 

no 

la 
u, 
Si 
entonce e 

u'= u1 = 
Si D > O y 

a) 

es 
b) 

u, 

Si D 

u, = u 2 = u, = 
Si D > O; ;.: : <. 

r\ - - - -

y .1'. l... D 
~ ·'J 

ántoncea 
u 1 = 1 y 

:Ji D > O; O! t. 
j_ ~· l D 

.;.:i _, 
entonced 
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,, 

¿_ e/ u J D 
1 e, 
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o bien u, 

u, o y ~· C'u.=D 
~ ¡ J 

(3.11) 

~omo mueRtra 
guiente ejemplo: 

Ejemplo 3.2 

; ~"' 
de este desarrollo se presenta el si-

Se analizará un algoritmo oue ha sido desarrollado por 
Kauf'mann y oue muestra clara:nente nue no ee cumple la 
condición del teore~a 3.2 y nue por tanto no puede ser r~ 
suelto por el .11étodo de Dantzing Mann, sin ernborgo, se dá 
una solución del mismo por el ~étodo de arborescencia an­
tes visto. 
Considérese el siguiente algoritmo 
1) [ r.íIN) f = -4x, - 3x2. - Jx 3 

2) 3x, + 4x>. + 4x 3 ~ 6 

3) o = x, ~ 1 
4) o !: x,, ~ 1 

5)0~x.~l 

6) X 11 Xz' X.l 
E ¡)/ 

Es posible comprobar 
por [l, o, OJ =[ij, 

oue la solución mínima estará dada pJ 

de donde la función de costo es igual 
a menos cuatro, del teorema J.l se tiene oue las n-1 pri­
meras variables de desviación deben se~ igual a cero, por 
lo que las condiciones del problema cumplen con éste, 
En cuanto al segundo propóngase 

ix"J = f 1/2, 1/2, 1/2 J entonces f = -5 
Si 
l) 3x, + 4x~ + 4x, + s 1 ... 6 
2) x, + ªz = 1 

3) X¿ - a, = 1 

4) X; - s., = 1 
5) x, + s.- = o 
6) x, + s, = o 



7) x 3 + s~ = O 
entonces 
s, [ x"'"J 1/2 
s, [ x,.] = 1/2 

s,cx"J=l/2 
8 ~ [X_,, J "' 1/2 

s.-[ x"'J = 1/2 
s,[ x*] = 1/2 
ªl ( x.,..J = 1/2 
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de las cuales las dos menores deben ser ieual a cero, lo 
cual no se cumple y aún m~s se tiene oue r s(')[x~J =(1/2) + (1/2) = l 
,1:1 ),.J 

y donde se debería tener que 
:±:' 8 lll [X; j ¿_ 1 
¡.::1 ,H. 

YY. C]Ue 

[c)' [x~] L (cJ'f il 
[C ') [X• J = [ """.4 :-J 

[cJ' [ x] 

de d::inde 

-5 < -4 

ar b ores e ene i a - así •: _:~:--:":c:º'h~'';:~~~~-"'-:c-~:;-;"-'~i,-é":;'-,~: 

Jx, + 4X 2 + 4xl ~ 6 
y donde 
i, = o 
enLonces 
B¡ = O 
poi:' tonto 



e = 3 
(A;/\ B, o 
en toncas 
Jx, + 4x, + 4x 3 
ahora bien 
D=6-f._(A;/\ 
y como l:.1 

e, 2 U, Z 
entonces 

Ju, + 4u2. + 
d<>do nue 
D = 6 > O 

J 

l.. ~, = 3 + 4_ 
J:, 

entonces 
u,= l 

4U¿ + 

y si 
por 

de donde 

u.z=uJ=O 
para la 
o' = 6 > o 

l 
y ¿ C; = 

- • J de donde la 
u'-= l-
por último part~ 

D=2>0 y 

ent•ince:J 

u 3 = o 

= 4 

por tPnto la~ doo 8oluciones 
Cu,, u, , u,j = [o, l, O J 

,, 
v3 = 4 
1 = 1, 2, 3 
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y 

8 
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[u,, 11J, uJ = [l, O, O J 
el árbol de solucioneo se muestra en segllida, con líneas 
continua~ se representan ls~ soluciones obtenidas anteri~r 

mente. 

,: 
' 

como u 1 = Y1 =. 
por lo tanto 

fX 1 1 X 1 1 X 1) 

[X 1 1 X 1 1 Xd 
De estas sol11ciones 
lo nue la solución bmícada 
[x, 1 x, 1 x,} = [ l, o, o) 
ya oue f = -4 
con lo que se resuelve el fllgori tmo satisfactoria.mente. 

Otro método útil en la 'resoll1C:i.6n de algoritmos line.f! 
les cuya solución sea entera.ea el de las cortaduros de GE_ 
mory. 

;,imilarmente. al método .deDantzing-Mrume, éote 9ro::ion 
drá oiortas restricciones nuo se conocen como cortaduras 
de Gomory para el acotamiento del conjunto convexo de sol~ 
e iones. 

Supó:ignse el sig1üente progra.na lineal 

l) ( i.-_l\X) g = f c)1 '~ ~ [ X ) ~ J<.I 

2) la] [x J ¿ [b J 
""""" n KI - r'kJ<.1 
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~ 

3) [x Jn~ 1 f lL (3,4) 

4) fXJ., X/ .2 [O]n¡..¡ 
en donde [a], [ b] Y [ cJ' son matrices enteras. 

E:n principio se ignora la cuarta restricción del nlg~ 
ritmo 3,4, en tal caso para nue 

[X ) , "' t lf h 

se cu1npla ;meden tenerse dos casos: 
1) oue la soluc.i6n [ x1J '<ea entera, en cuyo caco la solu-nv, 

ci6n 1náximR del Ftlij,oritmo se ha encontrado 
ii) aue la solución [x'~.~o sea entera, en este caso es 

factible el empleo de algún método como es el del caso 
de Dantzing-íi!ann en seguida por otro lado el de Go:no­
ry. Este es el caso que se discutir~. 

Como en el caso anterior es posible añadir ciertas· 
restricciones al conjunto solución, que en el método el~ G.Q. 
~ory se conocen como cortaduras. 

Ahora bien, es posible ail.adir al conjunto solución v~ 
riables de desviación u, de tal manera oue.ee ~bteii~;~l 
::iáxi1110 conjunto posible, entonces: 

[a J.,.,., [ x l • "' + [ 1 J,,,, 11 [u],,.~ 1 [ b] """' .: ·\ : 

~~ 6 ;:~,desi~::i:~~:s consideradas .de •[~l.•i: N~Tu;:.H/: todas 

(x N J ~xi :~;7:~~:: ::n~~a::::as de {t'~.}·;;,~i~}(~J~:r toda e 
no elementos de la base .. 'i .. i "',.: '' " .. ~J: ·':< · 

coeficientes [a J y ri J ·, todos eiellle~tos 
~x.n "~""' . " de la base 

[ N) "'. \'\ 
-~-~--

coeficientes fa] y 'lTJ -;-:todo~~ric)'jelemen-
too de la baoe. m~~ ."x~ 

El algoritmo 3,4 se expresa oo:no: · 

1) [MAX)e=[o(..,fx 0 J + (oJ,'xJxJtixi 

2) [BJ.,,., [X 0 )~,, + [!']"''" [x,J.,~ 1 = [b)l\<~1 
3) [X 6 J f ,, ., [X J E 71 ., 

""1C1 /L. " ti XI .ti.. 



4) [x 8 J,.,,, ,) [oJ.,,, Y [x,,]n,, ~ {o]n., 
Jor:io [B]'""" es rogular, debe existir [BJ;,,',m 

ent•mceu Poro lo see;u.nda condición: 

[aJ::,,, [BJ,..,,., [x0J,.,~, + [B]~';;,, [riJ.,-,,, [~.;¡]~.~ ~J~J~:,,, [b],,,,, 
portento · --,_ .. _ .··•;_.)-\¡• 
[X a],,,., = fB1:) t9t~P ···~JB).;~:;, jrü2,,ú"tx.~I;~h ' 
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si [se ldeno[tla 
1
r>Ór •..• 

1
>; .• ,,·é.' '·: ·.L·. : ;_'._• ... :.:, __ .-.: __ .:·/ '- ' · · X ~ .. [ __ ,, º.. - -:·:>;:~+,~_-_>.-~ 

donde 'f:~j :;n~1:'i:.-2~,,.":~ ~r~,- :~e ·j--~--·1, -~·,::z~~- n -es un e-

lc:nent~ de [ XJ,,,,~ 'J'!·~,f '\>•<-: '" 
y rior b¡ con i = i:,?2;~i.;:in•ái.eielllento de la {-ásima lí .. 
nea de lP. matriz fst;Jl>.Z.,;ae/t~n#~á Ciue para la 1i...ásirnr:i lí-

::,8 = = l;, - .. 't,e.;fx4D>.L~>·•···.····<_1~"1,:2,>·DJ.~ (3.6) 
Co:no x 0 . debe ser;en~era'.poz._de:f'_iiiiCi61lc•.bajO•"la=-09er!! 

-- -~ -_e -,~e --- ~- '·,--:-=-:~~:-;··:O'--~~---:"'·~~~==-~---~0 -"'.--'-'.;= '- -.,:;-~--- - ~- - ,~-~·T ~'.-=: ;-: .- -,_-- ::-·:º~--~'.'.' ·--~~-":O=_o:·-~~ / · =-·: =·~:.',-; ' 

ci6n de coni:;ruencia;•m6dulo'•p se reduce;la.eóuaci6nJ.6 a 
b; -f, a,;j x"l =; O-~<··-·- ~Q{ci'd.~ l' .i;=;á,~2~·.::~,?¡n:;,; '; (3;7) 

ai se dencMin. a.· .. P ___ o __ r_ .. _·__ · .. ·._:;_,_±_'( ·-' _;;~,¡.;,;;¿. ;:.~;;i_.~; je-:.¿;,.-_'.' .. > __ - -- . . ~';.'.-_-_;,;_;__<~ ~ . 

<ii,~1 ) =mayor eiiter6'~enórciue-~1~¡'-]t'ii-:.1f':2;;;:~ m 

entonces 

)'ii•,¡ J = ª·~j 

donde se ve claramente n ue 

o ~ ¡ a.,1 ¡ < i 
por tanto 

b, = l b1 l + <b¡ > 
''\; = ]8,;¡I + <ñ•;;> 

• · ,j :;e,;: i~ :2/.\ ~·. n 
.::: ... :<:-~ 

. ·-:: ,:.~ L~- -s,. ._,_ . ., 

_ ... - , .··.. ·¡ º•;,~+,·~~ •' m 
:~-~~-:-~.->~--: '::,,:_ .. __ ·{ ·-·-··· -,, -·.:··'. - ... ' -

> C·'j ~= ·:1;<2; ~-~ ~, n 

_,4:_~-:·:~~--~ ~~:j{:~ ~~ :~ ::~_:: -~-°= 
.::.> ;.~ __ >_: .. -~.~-.:_;_.,_• ... ~: ... _._,: '.--·;·~-~¡ ':<'.>_,:~-y.·:''.:·, 

:.;·.·:~:---. _;;· ··. 

eunti tuyendo en 3 ~ 7 ,, . 

}b1¡ + <'b¡> -.L l;:;•¡·lXH' - 2._<.,e,¡.·/ 
J_tt . / '/ j:I_ ' 

mocl. 1 
( 3.'1) 

co:no ce donean_ 011contr:?.r tr;¡: c1Jnd i ci•Jnea riecesorias y su­
ficientCC\ par::. oue :;oluci.Jnt-3 no (•ntoran lo net·n, lo!' v~·­

loron ent<Jl"Jt <le 3. ·; no .~.:mtribuycn y 901' tonto 
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lb¡/ - f(fi¡¡·/ XH. = Q 
J'') "I ') 

ya que 
N 

xN. ~o Y:t:fñuJxN·~º 
I .J•t '-' / 

y bajo ll'I 3uposioi6n de oue [x8). es no entera se tiene oue 

o < 7t,,. l < 1 
entono es 
¡"b,.¡ -f¡a,.

1
.¡xN. <o i= 1, 2, ... , m (3.?) 

J':f I J 
Donde la eouooi6n 3,9 representa la constriooi6n buc-

eada y es conocida como cortaduras de Gomory. 
Bs nosible expresar lo anterior en función de los e­

lementos de la base con el fin de facilitar el empleo de 
las mismas, para ello reg.rásese a la expresión obtenida p~ 
ra [x9).,., 

(xa)'"" = [BJ~.... [b]m., - [BL'.m [NJ,.,. [ x .. J.,. 
por tanto 
x8, = [al;,~ [b},..., - [BJ,-;,., {N},.,.. [ x,,J.,. 
si x 8,. es solución óptima debe entonces ser un. entero- y ya 
oue cualouier combinación line~l :formada por enteroa~como -
coeficientes proporciona enteros; si se d efi:nefOc:J,,,;, con 
c;x,;€a. i=l,2, ••• ,m > 
rot.] [x 8] = un. entero L' ,.,., "'XI 

9or tanto 

[ eXJ,,,., [xa],,,., = [ ocJ,,'¡;,[BJ...:: [b},..if 
un entero 

entonces . . .. 

(foeJ,",JnJ;,~[b],,,.J+} [oc},,,., [BJ~; ... JbJ,.,., f -([~ .... [a X:. [r1J,.,,~)[xJ. •• 
- f 'Cx.J [B 1"' {H] / [xN] , = un entero . . · ¿e ,,,., 'J'"•"' ,,,.,. ,,, . __ 
como on este caso loe enteros no-córitr1bü.}rén -

J [ ,x:J,,hl [a}~~"' {b},..,, / - f [ocl,,JBE:,., [N},,,on f [~L .. = un entero 
y yo <'UO 

o~ ( [o<.J,,"' [BL: .. [b],.,,, I < 1 
.Y 

)f ~J .. )i3J~'.,,, [:O,,, •• / [xNl,,'qo 
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entonces 
] [oc),.,., [BJ~;... [b],,,., J - 1 [=J...., ~1: ... [r1 .... ,, l [x,,] .. ,, ~o 

oue es la ecuaci6n de las cortaduras de Gomory en funci6n 
de los elementos de la base. 

b:s f~cil de:nostrar oue el conjllllto ][ de cortaduriw 
bajo le. operación* forma un grupo abeliano, simplemente 
observando oue es un espacio homom6rfico del grupo (A, +) 

y aún m6s se puede demostrar aue las cortaduras de Gomory 
bajo ciertas condiciones forma un grupo cíclico. 

Un ejemplo oue ilustra el empleo de las cortaduras de 
Gomory es el siguiente 

Ejemplo 3-3 

Considérese el siguiente 
1) (MAX)g = 3x 1 - X 2 

2) 3x, - 2x 2 (: 3 
3) -5x, - 4x, ~ 

4) 2x, + x, i¡; 5 
5) X, 1 Xz € J'. 
añadiendo las 
oue 
1) 
2) 3x, - 2x2 + 
3) -5x, - 4Xa + 
4) 
5) 
de 
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1 2 3 4 5 6 
g x, x. u, u, u, 

o g o 1 3 -1 o o o 
1 u, 3 o 3 -2 1 o o 
2 u¡lO o -5 -4 o 1 o 
3 u, 5 o 2 1 o o 1 

La primera columna representa las variables básicas y 
las siguientes los coeficientes de las variables del algo-
ritmo oue se analiza. 8mpleando el método dual-simplex 18 

solución g no es máxima ya que la linea cero tiene elemen­
tos negativos, es poRible entonces calcular elementos de 
una nueva tabla considerando nue en la columna tres 
min (3/(-2), -10/-4, 5/1) = -3/2 

entonces tomando como elemento de pivoteo el elemento de 
la linea r = 1 y la columna s = 3 se puede calcular la ta­
bla siguiente sabiendo que: 
b;° = ti /a~, ... 

ª'í) = a.,¡ /ii-,s 
b/'" = bl - a,;s b;'° 

cj = ~ - e, ª~Í 
ai¡ - .. a.;¡ - a.,;s a.,,; . 

1 2 i] .4···· .5 6 
·;;:g. X1, )t.Z: Ui U, u,. 

o g Jo/7 :{ ·o· o.·5/7. o }11 ·. <> . 
l X 1:3/7 0 1 '0 1/7 0 2/7' (:c¡;. ,':/}' /" ' 

2···&~Ji/7fo '¿··-oúl7~1~22;1<,:y~··/•.•·• ., ;\~{:~· .. 
3 xl 9/7 O· O ·~ t -2/7 O J/.7~ Tcr··oe·.1 

' ·' -:·.,,. _;':": .:·;~~~- ;:.{; ;:·,:i·:--_. 

n ue provee una solución x 1 = 13/7 < ~¡•;.. '9/7 , g, = )Ó/7 
u - u - o u - 31/7 ·::'.~!::.:_;.,-,· 

I - ) - J - . . . . ' ::., •. : ... :OC:··c;:,«· '<•Oé·i'·•·'·· '·> :' 

n ue no eo iu1e solución entera .. por"'-lO·(l'~e'c.eá~po~ible"'ge'rfe;:.;; 
rar una cortadura de Goinory nuo ayiicl~'ai~·~'oiúoió¿ del 
pro Ulema, de la tabln se ve :.:', .. --:<··.,:.;~'.,,:e:.~· (.-:' -· 

~ ·: --,;· ,'-;-' ._. ' 

x, = 13/7 - u,/7 - 2u1/7 
de donde 

< 13/7 > = 1 < 117> = o <.2/7), = o 



¡ 13/71 = 
f 1/7( 
¡ 2/7/ 

( 13/7) - 1 = 6/7 
( 1/7) - o = 1/7 
(2/7) - o = 2/7 

la cortadura generada será 

f 13/7/ - (1/7/ U1 - f2/7/ U,1 ~ 0 
6/7 - u,/7 - 2uJ7 
6 - u, - 2uJ 
o bien 
u 1 + 2u, 
ya oue 

entonce.e 

entonces 

-7x 1 ~ 6 -
por tanto 

x, " l 
que es la 
riable de 
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X 1 + u,,. = 1 ,· 

introduciendo ásta en las re.stricciones del algi:>rftJi() ori­
ginal, o bien, como 

-u1/7 - 2u1/7 + u.,, ~=>·~6/7 
-' '., 

resolución oue se pro9one en otra tRbla para la del siste-
l!lU ?Or el :ná to'do · · d~al,;.simplex, así: 

l 2 3 4 5 6 7 
-~ •. ~.c-.~---c--g - X¡ -x1 u,-u¡ur 

o e 30/1 l o o 5/7 o 3/7 o 
l x,13/7 o l o l/7 o 2/7 o 
2 ul)l/7 o o o -3/7 122/7 o 
3 -X~ 9/7 o o 1-2/7 o 3/7 o 
4 U.¡-6/7 o o 0-1/7 0-2/7 1 
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nuevamente por el :nétodo de pivoteo se selecciona en este 
cas.J el re:ic;lón r = 4 y 1::: co1Ulllll8 s = 6, donde el eleme!.: 
to de pivoteo es -2/7, lo oue genera la siguiente tabla 

1 2 3 4 5 6 7 

º g 3 · ~ ~· 6 2 ~(h~t.~3::3~~r&t;c · 
O l ·.'O O.; o·: . 0,,,•i/F:.· 1 l ·x, 

2 u,~5 

3 x, o 
4 U;¡ 3 ~i~ ,,g;~1íB!i~,~~~~;,;c: . 

::: ::,i~:::~:;¡~¡~~~íi~i~~t~!~f ;¡~f ~~!i;:hb:r:::-
la siguiente tablar< f, /:i ' : ;; . y .; . 

. <~i:7:;.:i,l)/2I.~jt;~;c;•.5~}6L 

O ;~~7;t:~y4~;6·~~d~1~'citi b'fi74 .· 
1 ~/1 - O'j o o o o .1 .. 

. 2 ti;t0/4;}>. C) '.O :{ .. 2(4 0_~22/4 
. 3 :;t:;5/4'~o ·o i º'"lt'4 o -5/4 

4 u,7/4.0 O O O 1/4 1 -3/4 

n ue no da una solución entera, pero. como todos loe elemen­
tos son mayores aue :ero.se puede generar una nueva corta­
dura de Gomory,.as1 1 para u, se tiene 

u, = 7/4 -. u,/4 f 3u,.¿4~ 

<7/4) = l <1/4.> 
por tanto 

?7/4j = (7/4) 
l lí4l = (1/4) -
entonce!J 

l-3/41 = -3/4 -
po" lo tanto · :,> '>'':: ·, • " 

/7J 4 ( - f 1/ 4 J tl2 - f'"3J4!u./~ b •: 
3/4 - ·.i¡/1 - uv/(~o· ·•'·' .. 
3 - Uz - \ly ~ 0 



por t9nto 

u, + u,, :? 3 
como 
u, = -10 + 5x, + 4x, 
u, = -7/3 + u,/3 + 4u,/3 
o bien 
11., = 1 - x, 
entonces 
u, + u., = -l::l 

de donde 
4x, + 4x, ~ 12 
por lo tanto 

x, + x, ~ 3 
añadiendo 
mo 

X 1 + Xi 

o bien 

con esta 
bla 

o g 7/4 
1 x, 1 

2 u,10/4 
3 x, 5/ 4 
4 UJ 7/4 
5 Us-3/4 

1 

o 
o 
o o 
{) --o:, 
o o 

utilizando el renglón 
de u 1 como :iivote 
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1 
~ 

·3 1 1 

1 x:, 1 o 
o 

2 
x, 
o 

. l 

3 4 5 6 7 8 
~i u, U1 U1 Uv Us 

000014 

o o a o o l . 

.o' 1; '.) .• o 2 .. c-5 

3 x, 2 •. a •. o"i''o•o,: . .ti·i.-í· 
•I UJ l ' :J í:f' 0 ;o• Q .. l' -ii~l 
5 u.i 3 •··· º" ;d} q}(O. (i:,; ól'::4 i'; 

u, 4 o .. 

.. ;-.;. ' •·.-.o.·.~· ·. -~;3 ,•_,_-. - ~'.-\:~-~),_--:· --

que d3 la :ü~ti~oiit~i,~)Oluc1Ó{i: .;~;<·'; e, ¿': . :,: 
x:, = l X.i ~2.> .g;,;:l, .,:íl; ;·4. ;:~Uz = . 

. "<"·~-~~,·:: 
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Uv = u_,. = O . 
nue cumpla COnlas reÓt;i.ccÍ.one~del pro~ieÍnay·eS:.1JOr tP!_! 
to la noluci6n 6¡1ti;ne del' mismo •. -', .-. ·. '''.· 

Con 6ste se concluye la'síntesis de lot:l ~ltÓclo~ccie · 
9roff?'rinaci6n heurfatiéa, ~ ue pueden·· ~er ·de grari u:tilia:o;d · 
en ln re;:oluci6n Jo. ~1cor1 tmos lineales con soluciones en­
teras, ;ior la facilidad de su manejo, en eLcapítúió·~1-
guiente para 18 resolución de los algoritmos tor'múiaéÍo~ el 
método de la·: cortti°dures'dé Gomory, 



80 

CAPITUi.O 4 .-

AfLlCi\CION!>.; Y ~ONJLU.:.iIONES. 

Una vez analizados diversos mátodos de solución en 
prot:ramación heurística se puede preguntar si son ástos ~­
plicables a las estructuras de información vistos en los 
primeros capítulos. En especial, la atención se centrará 
en las estructuras de árbol y se comparará con las formas 
de búsaueda oue en el primer capítulo se desarrollaron. 

El primer problema nue se presenta es el estableci­
miento de ecuaciones aue correspondan a una estructura de 
árbol. Así, para ello pártase de la gr6fica de la figura 
4.1. 

Recordando las dos forill8s de recorrido oue se estudi~ 
ron, se pueden formular ecuaciones por rama y por nivel, 
as!, suponiendo que los nodos son las variables y conside­
r8ndo que la longitud entre cada vártice es igual a 1, ese 

siguientes ecuaciones: 

XI + Xz ~ 2 

x, + x, + Xy ~ 3 
X.r + x, 
X¡. + 

2 

Figura 4.1 
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Estos sistemas de ecuaciones forman el esµacio de so­
luciones de la estructura de árbol antes mencionada. Ahora 
bien, puedo establecerse una funci6n de costo mínima nor 
cada vértice, proo6ngase entonces que el vértice oue se de 
sea localizar sea el sexto, para éste se tendrá entonces 
las siguientes ecuaciones: 
i) nor ramas: 

~) [Mm] z = Xs + x, 
2) ( 2 

3) 

4) 
5) 

+ x,, ~ 2 

~ 2 

< 2 
6) X 1 + X, + 
7) X¡ é .Q' 

x,.~ 3 

8) x,· ~O 
i = 1, 2, •••• 10 

1, 2, •••• 10 

Para resolverlo se propondrá u¡~ o, con i = 1, 2, ••• , 
5, variables de desviación,,, el sistema de ecuaciones rel:luJ: 
taria entonces ser: 

ÚHriJ Z = X s + X.: • 

x, + x. + u, 2 

x, + x, 
x,. + x, + 

x,. + X 1 + 

x, + 

si Xi = 0 

es 



1 2 
z u, 

o z o 1 o 
1 u, 2 o 1 

2 u, 3 o o 
3 11, 2 o o 
4 Uy 2 o o 
5 u, 3 o o 

3 4 5 
u, u, Uy 

o o o 
o o o.· 
.l: o :,;;o~ =---
o 1 o 
o o 1 
o o o 

6 
Us 

o 
o 

;:q;, 

.o 
o 
1 
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7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
Xi x, Xj x., x, ·x, X7 x, ·x' x,. 
o o o o 1 1 o o o o 
l ·i; o o o o o o o o 
i' 'o i:·2J.¿.:o:.;·:p' ~"o. ;o-:<o o 
o. ;o"'io;: Ó: iY 1 so- o· o o 
o º'·º o: ,i' o .o l o o 
o~ o o o: o 1 ·o o l l 

Como en el renglón O se tienen valores negativos la 
soluci6n no es 6ptima, por tanto el menor valor en la co­
lumna 2 corresponde al renglón J, considerando r = J, 
s = 12, a~s = ª~u = 1 como elemento de pivoteo se puede 
obtener, co..10 se ha explicado en el capitulo anterior, la 
siguiente tabla: 

7. 

z 2 1 
u 1 2 o 
u, 3 o 
x, 2 o 
Uy 2 o 

o 

u, 
o 
1 

o 

u, 
o 
o 
~1 

1 O O :0 O· O 0,,0. O c,O•O O ·O 
o o· ··o 1:.c:ú,,-0~ o o• o· ·-.•o·~ o ~o· o~ 
·º :~•o:·ó" 'i' ·ü?,-J'.:'-~1;~¿-;-.b 1·a·H;*:' o ·•.-·o 

11.r 3 

o o 1 o.:. o ó to .>o/ o r 1 :o o < o o 
º -º· _ º· 1 º to º 'oc:o :;:~·;~º ·1 º º º 
o .o o· o· lcó o() o o ·o -01 

por tanto la· mt~ima so1uct6~; si~~ ~. - ~< . . JA' .. -. . . ' _.:_.:,._ 
x, = x, XJ = x,,. = Xs = x, = XI = x, = X10 :,x,.= 
z = 2 u, = 2 UL = 3 u, = o u~ = 2 ·Us· = 3 

que por ser entera y poeitiva no reauiere de ~6todoe res­
trictivos más complicadoe. 

Obaerv¡1ndo oot~~ aoluci6n se ve oue le eleooibn so ha 
efectuado do tel :na:ioro o uo e 1 recorrido .ninimo sea alcDn­
zedo, lo nue imnlioe oue para encontrar el oexto nodo no 
l :n noceL aru ... lr<· <loe ;iri:nerao rameo t•nterioree -1,,ra su lo­
co lir.2c i6n, de hecho con lo ~nterior se establece nue exi.::! 



te un ca;nino de lonei tud 2 oue encuentra el nodo bu;;cado. 
ii) por nivel: 

El sistema de ecuaciones formulado por niveles e;; uca­
do en este ceso y la función mínima para encontrar el 
sexto nodo deberá Eier MIN z = x + x , por tanto 
1) [MIN] z = x 5 + x, 

2) X 1 + X 5 + XI " 1 
3) X, + X3 + X, + X7 + x, ~ 2 

4) x.,, + x,. ( 3 

'" .• E.:: ~: ...•. ~·~:~ii~~l:~BtiV.~tr~l~~~•1•; 
desviación u,. 4·. o,fq~~{ i.!::O•i;.'.2'/.i~.:~l?'~lgofÚ~o;eriterior 
se transforma .en:', . .• 2· .:):;:;\;;. ;j¿>' c .• ~:;,~})''····~~--·:: ·'•:"' ;.:: 

[ 
:1 -, ;-_,, ~ .. '·~",,_r_,.,.,_._ .. -,-··;. ,">IT"_,_ - :{;:~\,i, >:~·~-. . ,.,.:· 

1) MIN.J z =··'xsi+'tJf{i.~~tt·t.~.2I¿ ·~';'.:;:b,c.~> ·:_' .... - .-
. - .• ,. . . . . .,- - - - - . ~ .'.: :i~---- <,-. ' -

2) x, + x5 + x/+ u,.~}1;~"-> · ,·.:>:. ··. 
3) x 2 + x/+ .:~\·Í·~~;:;f;;,~~~·-f .li;:,~);2 Y'~, .. 
4) x + x f: u< j l<f;;.S;.~ \ ·' •> .·•·.···: ··.;,;•; ,- -

si x,- = ;·. '{;.·i.~-¿i~·.;ii'•9S'entriiii;;~· zu;~~·~:lé'.ec,- li~=-2 

Yu,p:r
3 
tanto la"-t~~1:2 ~I:dg~~;~~~ ~}~~p~: {<:·i_ ·.· .. ·. - ' ~~<-:º .. ,o'.'--•'- ~-· - ----~--.-,:\:" '.\<f,;,>--- ~<: ·,- --.---.,·: ..:_ .;·., ''·.: .. ::··j,\~j~: 

1 :2.·:•J~•:4 :,,5;;}'6:.~7 • 8 '9ÚO• úl2'(i314:. 

·~ ~: .. ~-'1:6;•··61 • •• ¿~,.::b·1 Y6;'.~j:.'..i_s'.·•~:· .~; [.b:~d~.···~ 1;0 -

O 1 O O LO .. O i(>; f .0 O l• e) O 

º º i · º . º · 1··· .. 1 .a:• º · ~• 1 ::A<i · º 
o ···~-- Q •·. 1 0c.li>_.;;;"g_L~~-·}L~2_..¿~~l;~.Q.~~Q.i~+l_,L. 

o z o 
1 ú, 1 
2 u, 2 

3 u,. 3 

oomo la soluoi¿x~~.~~ 6pÜma·>es~~j~~e a·'~.·~:;2. 's.;,, 10 

:;:a:r:~{~:a~ con·. este . e{J~e~~~\o~~º ~i~~:z·;~·} obtiene 
·' .... ·'"- :'.' -,,:".,'_ ·-." '·1'.• 



l 
z 

o z 2 l 
l u, l o 
2 X¡ 2 o 

o 

2 3 
u, u, 
o l 

1 o 
o l 
o o 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
U 1 X ¡ X~ X, X~ X11 x, 
o o l l l o l 

o l o o o 1 o 

x,. 
o 
o 
o O O T T~. O ;~o;:· l. l O l 

l o }.8 .~o ' i: o .i ()e o o o l 
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ya aue la soluci6n sigue· s:l.~~~Ú'ri6.'.-~'p:~i.~ se considerará~ 
hora n ue r = l s = · 9 .. ~ .• :~;;·~'.;~:.;W0!i.ú) ;é • 

3 UJ 3 

considerando a éste como pivote":se:••obtiene 'la. Siguiente t~ 
. ~~~:'. ~',-)D'.'f '~ :·:.::~¿?:'.<~{~:~.)~/;:: ·, ·:: ·:::~ bla: 

z u, u, u3 x, ~x:'x,·._x,::Cr .. x~_x, lfi:•x,_x_,0 

6 i 6 .· 6': i,,;~~i~ii!~.~;;<i.>6~;6>' ~-- 6 .• 6_ •.. _ 
o o l cr ·º l. l o º=--i.i=7i;:~:o. :l o 
o o -o · '1·-xo" 6;;~;:~ ·Ci :1Mfo' 'o f<Y'~!o'~~·1 ---- --
so1uci6n 6p~i0:-~~~á;: -. ·;--c·o_S 

x1 = x" = xt:= ~iB~é'==Y ~,é;::o· ~ ·x~ = l 
z=3 u,=u

1
:0.-·•·us=3 

z 3 
X; l 
x, 2 

ul 3 

tanto la por 
x, = x. 
x, = 2 
en este 
mino de 

caso la información obtenida será aue existe un ca 
longitud 2 para el punto 6 y oue.debe éste pasar 

por otro vértice, en este caso xr' cuy~ longitud (tomada 
desde la raíz) es igual a l. Por tanto nuevamente por este 
nedio se ha localizado el camino de menor longitud y loo 
puntos del recorrido oue deben seguirse. 

Al proponerse nue la longitud de conexión entre nodos 
sea igual para todos se está de hecho estableciendo nue la 
~robebilidad do alconrar ~ualouiern de loe vértices si­
guientes OH lo misma. 3up6ngase entonces nue la probabili­
dad de encontrar cada camino no es ieuR1 1 para ello analí­
cese el espacio de soluciones generado de la& ecuaciones 
del 6rbol de la fieura 4.2, las ecuaciones generadas nor 
rema ouedun como: 
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1) 2x, + 3x, ~ 2 
2) 2x, + 3x, ~ 2 
3) 3x~ < l (4.1) 
4) x. + 4x, ~ 2 
5) x, + 2x, + 3x, < 3 

2 

---
' -- .. _ .. ,, 

- , FigLITa 4;2/"':c~'-: :_n-~~\'~-~ ~'- e 

escogiendo la func16~ mÍn1~1 pko~ 'e1 v~~.Ú~~-7-~ como --­
[~:IN] z = x, + 2x, y aff~df~~d~ l.~i!Jv~i;~bi'e~~<fe desviación 
correspona tentee a1 siateDía~a:~ ~-ciiW.cic>ri~l'3 hlite~L>res ªª 
tiene nue; 

l) (MIN)z = 
2) 

3) 
4) 

5) 

6) Xs + 
el sistema 
tabla: 
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l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
z u, U¡ u, u~ u, x, x1 x, Jtt x, X 

' xt x, 
o z o 1 o o o o o o o o o l o 2 o 
l u, 2 o l o o o o 2 3 o o o o o o 
2 u, 2 o o l o o o 2 o 3 o o o o o 
3 ut l o o o l o o o o o 3 o o o o 
4 u~ 2 o o o o 1 o o o o o l 4 o o 
5 u, 3 o o o o o l o o o o l o 2 3 

como el renglón cero tiene elementos negativos la 
no es óptima y es necesario aplicar nuevamente el 
de pivoteo, de acuerdo con ál se tiene que r = 5 

solución 
mátodo 

s = 13 
a = a = 2 tS \, 11 

donde a ªr,•J = 2 es el pivote que genera la siguiente 
tabla: 

t1.~~u.~.x, x, 
z 3 o 1 o o 
u, 2 o l . q.co .. o{<> 2 3 
u, 2 O. ·~o .if 1 O .O .. O 2 O 

: : ~ ~se• ~ ;,,3~g~~·ii :;;~ ~ ~···. 

z Ur: u· u, 
~ 1: 

l o o o· 

x,3/2 o oio·o'. ·o 1)2 o o 
de donde la s~lució~··óptiula será: 

x, 
o 
o 
3 
o 
o 
o 

xf x ... X ·X Xr 
' ~ 

o o o o 3 

·º o o .·o·,o 
o o o bo 
3 o o 6 ó 
o 1 4 ·º o 
o 1/2 ºº l 3/2 

x,=x,=x 1 =X,i=x~·=·x,=x~=O x 1 3/2 z=3 
u,=2 u,=2 u,·=·l u~=2 u.,= O 
sin embargo, ya que los vártices representan puntos ente­
ros en el espacio de soluciones, la solución obtenida 8nt~ 
riormente no ea válida para este caso, As! entonces, será 
necesario hacer uso de los rnátodoa discutidos en el oanít.!:! 
lo J, como ha sido fácil observar el de mayor facilidad de 
manejo es el de cortaduras de Gomory, pura ello de lo ta­
bla anterior damos la ecuación ~ara x 1 : 

:t 
1 

+ l/2tis- + l/2x > 1 3/2x
1 

= J/2 
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por lo tanto x, = 3/2 - l/2u,- - l/2x, - 3/2x 11 

como < 1/2 ) O < 3/2 ) = 1 
entonces (2/3! = (2/3) - O= 2/3 

[ 1/2} = 1/2 •· .. ;. '' 
y la ecuac i6n de la cortadura de Gomory será por•·tanto: 

¡3/2l - ¡1;2lu,-- ¡1;2~x. - f3/2li;~~· ~r-

oue 
ser: 

1;2 - (l/2)u, - (li2)x, - (l/2)x~ ~ O ,;¡;!( 
ai'Iadiendo su respectiva variable :'de 'de.~vi.aoi6n résul ta 

'--~:·-.;e··-: ·.-r-t.,; <.~,.~~.~:.~.:~< . 

1/2 - c112>u.- - c112>x,- cy2>xv·.;it&i.;P\c>·,, 
por tanto ~i·~·.'.;",-.,-:: .. \1:·.;~~:·: ,~\<~-~~~-:-:,:.~ · ,-.' .-

(-1/2) u.- - (l/2)x.- - (l/2)x;;f-;~\'~.~t'.=l't';J.;/~~C';c,<· 
aunentando esta nueva ecuación de:reatriÓ()Í6ri:~á la.tabla 
anterior se tiene: _:~c.,; •:::: • .<e::'''· 7··'~'-~c: ..• ~··.' -, . -- . --:- .~ ... ~:.:_:::_·:L··:-:' __ ,_, ·~,:~-:~<":~- .. i -: 

1 
z 

o z 3 1 
l u, 2 o 
2 u, 2 o 
3 UJ l o 
4 uv 2 o 
5 x, 3/2 o 
6 u,-1/2 O 

2 

ó· ól ó'. ciyii':8·'-·:.?_F6~J'~1;;,~<~~~:~<t-_6'~ ·' 
l o º· o'~lci_í2~- 3;0 ,;B'f-~Q.'.'.0:}() :o o 
o l o o o ''2 () <) o ; o ó ' o o o 
º· º r º º º.o· o· 3'.o-.:dXc> º º 

• ~· ·~·.·· ~· ?~ Eii~ ,~':.~;~;1~~f ~~~i~r ~·· · 
en donde el elemento d~ pivot~o está Játio;!por'~ .;;,5 
s = 11 a,, = ª•.,, = ""1/2' , ::, ( ;: / J 
realizando las operaciones·· ne~es_ariaa :se opt1e11e. la si­
euiente tablal -•-~:L·-c::L::: -=- --- . -·- ~,;;._:y,,c;_ ,c_c:;;.-,,,.:;.-:_º'.éoc·_~c .. ~-.--'--
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u.- x, x, X :': ~ u • • 
z 3 l• o o o 3 o 
u, 2 o 2 3 o o o 
u, 2 o 2< o·: o o o 
u, l 

u, 1 

X¡ 1 
Xr; 1 

encontrando 

x, = x. x, x., = X ,= xlf = o x, = 1 X7 = 1 

z = 3 u 1 = 2 u, = 2 u!= 1 u.,= 1 u = ,. o 
u, = o 
oue por ser entera es la óptima aoluci6n para el especio 
generado oor el Blgoritmo 4.1. Esto establece oue el míni­
mo recorrido necesario para encontrar el séptimo vértice 
debe ser xr seguido de x

1 
, ambos de longitud 1, el valor 

de la función de costo es la suma de las probabilidades 
oue existen entre ambos vértices. De lo anterior, nuevame~ 
te se observa que la búsoueda de vértices (datos) ha dism1 
nuido a un .11inimo su recorrido y por tanto eu tiempo. 

El análisis anterior puede efeotuarse también para 
las ecuaciones por nivel, así el sistema de que se parte 
será: 

1) [ MINJ z = Xr; + 2x 7 

2) 2x, + 3x~ + x~ ~ 1 

3) 3x, + x 1 + 4x, + 2x 1 ~ 2 

4) 3x 1 _~cL~"" 
5) X; 1 Z X¡ 2 0 

de donde se tiene la sigUiente = 
2, ••• 1 8 y u 1 = 1 u = 2 U· :.; 3.'· • J 



1 2 3 ·4 5 6 7 8 9 10 11 12 

o z 
1 u, 
2 u, 

3 UJ 

z 

Xs-

X7 

il J 

o 
1 
2 

3 

3 
1 

1 

3 

z 
1 
o 
o 
o 

l" 
o 
o: 
o 

U I tl._ U J X 1 

o o o o 
1 o o 2 

o 1 o o 
o·,· o 1 o 

X~ X 1 x,, X :r x. x, XV 

o o o -1 o 2 o 
o 00 3 1 o o o 
3 1 o o 4 2 o 

'. 

o o o o o o 3, 
-

s.=· il~' 

la solución óptima es 

X, = X, = X 1 = X,
1 

= X, = X~ = 0 • X;,= J.~.;.~",~i:=,'l 
z=3 u,=u,=0 u,=3 
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es la mínima solución encontrada y oue coinci.de con la·B.!! 
terior encontrada y es por tanto el camino_~Pt.!_111<?.~P.ª?'ll_ 

llegar al vórtice 7, 

De lo anteriormente expuesto, se puede observar oue 
el empleo de loe :iótodos para soluciones enteras en nro­
gramaci6n heurística dan trayectorias :ninimae, por lo que 
el recorrido se efectúa en un tiempo ~enor que el renueri-
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do, empleando algunos de los otros mátodos de búrrn,,cdo PH­

ra la estructura de árbol oue se estudiaron en el capítulo 
l. Debe recordarse que estos mátodos acotan, por medio de 
planoo de pendiente variable, el espacio de soluciones ~o­
neradas por el algoritMO y por ello hacen converger la SO­

luci6n, dada una. función de costo, a un punto entero. 
Cualouiera de los cuatro ~étodos discutidos en el ca­

pítulo 3 puede ser empleado en la resolución de algoritmos 
de este tipo, sin embargo, aauel cuyas ecuaciones de ros­
tricci6n son fácilmente obtenibles es el de las cortaduras 
de Gomory, es esta la razón por la cual se he. hecho uso de 
del mismo en el ejemplo anterior. 

Otro punto oue debe notarse es el hecho de oue si las 
probabilidades de conexión entre vértices son iguales para 
una estructura de árbol, no es necesario el empleo de nin­
guno de dichos oétodos, ya que la solución es obtenida di­
rectamente de la aplicación del método de pivoteo present~ 
do en prognunaci6n lineal, esto se debe a aue las tablas 
generadoras de soluciones están formadas de los coeficien­
tes de las variables que al ser todas i~uales proveen de 
una solución siempre entera bajo la aplicación de este mé­
todo. 

Por último, como ya se sabe la elección de· la función 
de costo depende del problema particular aue se trate, oue 
en el caso de la estructura de árbol debe ser la de su tr~ 
yectoria mínima, la elecci6n de otra función de costo em­
plearía un mayor tiempo en la selecci6n de la trayectoria 
mínima, pero es siempre (oue se cumplan las condiciones do 
convergencia) factible la localización de la misma, 8sto3 
n6toc10t· de '>ro 1~r•'·llBC t6r1 heurística y lineal oueden uer i 'll­
ulementaclos en unn comr>1ltadora 1 ya oue co:no se ob~ervn t.2_ 

do>i son treib,,jofl de tino matrici'll n los nue se imponen 
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ciertas restricciones oue dependen del ~átodo oue se use, 
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