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INTRODUCCIOR

La funcidn ‘de Green, es un método general ut:l

truceidn de soluciones de ecuaciones difercnciales linezles no-ho-
mogenead, tanto en derivadas ordinarias c¢omo en derivadas parcia-
les. En fisica, las ecuaciones diferenciales no-hcmogeneas, s.r.
cuando se tienen problemas en 193 que se¢ tienen nque conslderar

fuentes., Ejemplos de estas ecuaciones son: La acuacion 46

ecuacibn de difusidn y la ecuacidn de onda no-homogeneas; las <ugz
le3 aparecen en varias areas de la finica como; electromagnetismo,
conduccidn de calar, teosrfia de Tluidos, teoriz de ondas, mecdsnice
cugntica de una particula, ete,

En todos eso:z casos, las

‘:ompletarse con condiciones de fronterz y/o iniciales, para tener

ia solucidn vnica de la ecuacidn correstondiente

. Las condiciones
de frontera soan sugeridas pcr eil problema fisiecs y pueden caer on
cualquieras de las tres <}

condicionegs de Dirichlet

ge 4a el valor de uno

tera. En las segunia

(5]
[}
@
T

ooy

a
valor ae une funcion sobre laz fron
tere. En las terceras

2]
43
o
13
)

bre la frontera.

-

Ls funcidn de Gr

e sico determinade, sa-
vieface unza ecuacidn diferencial del mismo tiro que la due satic-

face la solucidn totsl del problema, pers el término gue contiene

La inhomugencidad, es regularmente una

de Dirac, Las onntii-

ciones de rrontera y/o iniciales que se imponen a la& soluzidn

PRECSOR

R

Toval,



. .muonen también a la funcidn de Green correspondiente. La solu
ciin tolal se construye como una ecuacidn integral mediente la
- - 1
Ti.ziun de Green.

En la mecédnica cudntica de muchas particulas idénticas, la
funcidén de onda gque describe 2l sistema, es simétrica o antisimé-
irica, dependiendo de que 1as particulas obedezcan la estzdistica
ie Bone.Einstein o Fermi~Dirac resnectivamente. Laec particulas
idénticas son aquellas que muestran propiedades idénticaz (mesa,
carga, espin, ete.) bajo las 2isma

oW

corndiciones (camno externo,
sresencia de otras particulas, temperatura, etc.).

Para un sistema de @ particulzs idénticas que interaccionan

-
z0lo nor pares, con potenciales V(x,x’) y estan sometidos a un po-

-
wennizl externo U(x), el Hamiltoniano =xectc es

® H}i[i‘— 7 w] + 2> Vi) 03
—/(:l am Vo TH 2 Ty = »

conde m s la masa de cada particula ¥ x

<! k=1,2,2,...,N; denota
taz uoordenadas espaciazles y de espin para cada particula.

Il Hamiltoniane (J.1) puede utilizerse en la ecuacidn de

A
}

I_I \@’{XI‘X”“'I X»{ ) t ) =1 {i %lf-(x';..x», [S ) : (0.2

= ovtener la funcidn de onda que contisne ia informaridn sobre
.

ars 1a mayorfe de 1os gistemar reales de muchas

“Esta construceidn, as? come un tratemiento wic amplio de

vro~iedades de lag funciones de Green y sus aplicnciones en

+Y

vuedz verse en: Arfkesn (2),30.4310-413,740-047; Wyld
4; Sommerfeld (73) y Imvidov (9}, . 374-381.




‘articulas, hasta el momento, no ha sido posible dar métodos de
solucidn exactos para la ecuacidn de Schrddinger. En cambio, se han
desarrollado métodos de aproximacidn para atacar el problema de mu~
chos cuorpos. Entre estos métodos se tienen: Hartree, Hariree-Fock,
calculo de energia de correlacidn de Wigner, métodos que se basa
en la introduceidn explicita de coordenadas colectivas, para deacri-
bir modos colectivos del sistema? teoria de perturbacidn, teoria ser
mifenamenoldgica para fermiones normales de LandauJ, funcidn de
Geen, etc.

La funcidén de Green que aparece en teoria de muchos cuerpos
tiene comportamientos similaies a los de laz funciones de Green que
aparecen en otros campos de la fisica; por ejemplo, es necesario im-
ponerle condiciones de frontera y/o iniciales, cumple con relaciones

, gimetria, Per& también' tiene grandes diferencias; por ejeaplo,

‘ funcién de onda exacta del problema puede ponerse en términcs de
la funcidn de Green a través de una ecuzcidn integral que es acopla-
dz ya que contiene a la solucidn en la iatepsral; es discontinu=; se
édefine como valor esperado de operadores expresades en segunoa cuan-
tizacién y ordenados cronoldgicamente, entre =2ztados exactos del :
sistema; satisface una ecuzcidn acoplnoz no lineal en operadsras de
creacidn y anigquilacidn y da origen a un c¢onjunto infinito de ecua~
ciones diferenciales acoplndag en funcionen de Treen de ordench su~
pericres; da informacidn schre (directamente): 1n energia del ostado

tese del sistema; ¢l espectro de energiaz Az

_excitncidng el valer

eaperado del operador de nimero de ocunacicn v de nuimero to de
particulas; calor especifico; conduvcetividad: viszoeidad, ete,

o

“Veagse por ejemple: Tomonas: o., Proc, Theoret, Phye.

Livoto), 13, 467 (19%%)., Bogoljubov, i.H. and Zuvarev, N., Scviet
Q's. JETP, 1, 83 (195%5). Bohm, D. nand U. Pines, Fhys. Rev., %2,
W9 (1953). Este \ltimo articulo se encuenira veproducido en Pines (20).
“L.D. vandau, "The Tneory of a Fermi liguid*, Sovieil
Pnys. JETP, 3, 920 (1957). L.D., landau, "Oseillations in a Fermi 1li~
quid ", Soviet Phys. JETP, 5, 101 (1457..



Existen varios tipos de funciones de Green, dependiendo de
‘ naturnleza de las funciomes de és’cédd que se usan para construir
el valor esperado mediante el cual se definen.y del argumento del
cual dependen. ' ‘

5i el valor esperado se toma entre el estado vacio, se tie-
ne le funcidn de Green de teoria de campo cudntico. Si se toma entrs
un ensamble estadistico, se tienen funciones de Green termodindmicas.

S5i las funciones de Green tienen explicitamente el tiempo co-
mo argumento, Se llaman dependientes del tiempo. Estas pueden depen-
der de dos o mds tiempos. Si dependen explicitamente de la tempera-
tura sin depender del tiempo, se llaman funciones de Green de Mat-
subara5 ya que éY fué quien las introdujo.

Atendiendo a la relacidn. entre los tiempos de los que depen~
den las funciones de Green, doblemente dependientes del tiempo, es~

pueden ser de tres tipos: retardada, avanzada y causal. la re-
‘dada es cero si t¢t’(t y t’son los tiempos gue contiene la fun-
cién como argumento); por lo tanto solo propaga excitaciches para
t>t. La avanzada es cero si t>t, por lo que solo propaga excitacio-
nes si t<¢t/ Ia causal propaga excitaciones tanto para i<t como para
tyt!

El presente trabajo ec una monografia en la que se incluye el
siguiente materinl: une somera descripcidn del método Hartree-Focl,
er. 21 capftulo 1, que se incluye debide a que conrduce a ecuaciones
para la energia de un sistema de N fermiones, que interaccionan so-

io por pares, del mismo tipo de las que se encuentran al desacoplar

4 , ek
Un tratamiento para expresar la ecuacidn de Schrodinper

n través de una ecuacidn integral acopluda a partir de la funcidn de

Green, puede verse en: A.B. Migdal, Theory of Finite Permi Systems

; Applications to Atomic Nuclei, vol.XIX, vp. 29-314, Interscience
¥ishers John Wiley and Sons,1967. fTambién en W.A. Harrison, Soligd

State Ttheory, McGraw-Hiell Book company, 197v, pp. 217-2183.

oy, Katsubara, Prog. Theoret. Phys. (Kyoto) 14, 351 (145%).
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s primer orden,las ecuaciones de movimiento de-.la funecidn de Green.

, En el capitulo 2 se describe el formalismo de segunda cusnti-~
zacidén, en el que se reformulan operadores de una y dos particulas,
en términos de operadores de creacidn y aniguilacidn; este formalis-—
mo. facilita el tratamiento del problema de muchas particulas idénti—
cas y @c aplica en los czpitulos 3y 4 ean los cuales, se utiliza el
Hamiltoniano reformulado en segunda cuantizacidn.

En el capitulo 3 se describe el método de la funcidn de Green,
estableciendo zlgunas propiedades matemdticas y su relacidm con can-
tidades fisicas,

En el capf{tulo 4, se incluye un bosquejo de como se constru-
ye'la funcidn de Green para un sisiema de N fermiones que interac-
ciongn so0lo par pares mediante potenciales tipo oscilador armdnico

e encuentran sometidos a un potencial externc tipo oscilador ar-
ménico. L& construccidn se nace, utilizandec la ecuacidn de movimien-
to de la funcidn de Green {que se describe en el capitulo 3) y la
aproximacidn Hartree-Fock para linealizar dirha ecuacién (esto tam~
bién se describe en el capitulo 3;. Ls funcidn de Green que se obtie-
ne, tiene polos que estan relacionados cor el espectro de encrgias
de excitacidén del siatema, Los polos se cxnresan en términos de coe-
ficientes Clebsch~Gordan, coeficientes 4o Knsninskv-Brody y funcio-
nes Gamma. 3¢ dan ademds referencias de donde encontrar esos coefi-
cientea y funcionec.

El prablema con: que se trabaja en el capfitulo 4, ec un monde-
lo .teérico que tiene solucidn exactm y puwde usarse £ir gse desexn, pa-
ra obtener el intervalo de validez, del método de ia funcidm du
Green que como yn se menciond antes, et un método que da ung g6lu-

.n aproximada solamente (al menos por ahors).



n

. 1l trabajo estd restringido a’sistemas que se encuentran a
temperatura cero y formado por fermiones. .Que se trabaja a tempera-
tura 1%=0, se refleja en el hecho de que ge utiliza una funcidn des
onda que no depende de la témperatura para definir la funcidn de
Green. Cuando se quiere el formalismo a temperaturas diferentes de
cero, ue utiliza, para definir la funcidn de Green, una funcidén que
corresponde a un ensamble estadistice: gran canénicoé.

El trabajo se desarrolld con la finalidad de familiarizarse
con el formelismo de la funcidn de Green para aplicarlo mds adelan-

te a problemas fisiceos reales, especialmente del area de estado
sélide. '
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S4PITULO 1
EL METODO -H4ARTREEZ~POCK

INTRODYUCCION
El método Hartree-Fock que se describe en este canitulo ex
un método de aproximacidn dtil pera la obtencidn tedrica de anli-
nas propiedades fisicas asociadas con un sistema de& muchos feranio-
nee. . s
El método Hartree—Pock es una generalizacidn del método de
Hartree (cempo autoconsistente), el cual tiene como »iedra angular
le hipdtesis de que cuando .se tiene un sistema de N fermiones zome-
tidos a un potencial comin y con intersccidn entre pares, cada nar—
chla puede tratarse como 8i estuviera sometida ~ un potencial
ectivo, que consiste del potencial comin, mds un potencial nrome~
dio debido a la presencia de los l~-l1 fermiones resiantes. Matemdii-
camente, es0 se logra aproximando la funcidn de onde exactr del
sistema, por un producto de funciomes de cnda ortonormales, de nar—
t{cula independiente; el cusl se conoce como "products de Hartree'l
Después se utiliza un prinecipio variacional pars optimizar le ener-

gia, calculada como valor esverado del

i

ianiltonianc entre aroductos
de Hartree., Como resultado se obtiene un conjunto de 1 ecuaciones
integrndiferenciales,acopladas en las funciones de onda de particu-
la independiente, que ge resuelve en formas autoconsistente parn ob-
tener la energia y la funcidn de onda del sistenmp, aproximadas.

La generalizacidn de lo anterior y que conduce al métode



‘!artec~l-‘ock, consiste en usar en lugar de un producto de Hortree,
un determinante formado con funciones de onda ortonormales de var—
tfeule independiente. Esto- se hace ‘con el fin de tomar en cuenta
1a indistinguibilidad y la estadistica de las particulas y vor lo

tanto, el orincipio de exclusidn.

DESCARIPCION DEL METODD }

Supdngase que se tiene un sistema de N fermikones,que inte~
raccionan solo nor pares. La ecuacidn de Schrédinger inde_pendiente
del tiempo para este sistema es i
H "gf(x”x,,m,x,,) = E W (%% xa)

(r.1)

Aond 8o
onde B g Yoy
H H(X) £ > Vixux)
J)‘ K=t
es el Hamiltoniano del sistema, rr(x) representa el Hamlltonm.no de

Hrie)

una particula dentro de un campo externo (x), V(x_exj) representa
el notencial de interaccidn enire pares de rparticulas y X renresen
ta el conjunto de coordenadas para caracterizar a una particuls,
incluye nor lo tanto coordenadas easpacialez y de espin. La funcidn
'\P'(X,,,\‘.A-,'(,,)’es la funcidn de onde exacts del sistemn y £ e8 la ener
gia exacta total para los ¥ fermiones.

En Hartree-Fock se aproxima ‘4;’( e, N/’ DoT una tlmmon

.
(,E(/\r," X ¢ada por el determinante




. 1 PxI ) D)

d)(x_ A= M!) d.)(Xr.) (P(X ¢(X’-) A[(b{x)d)(x‘) 43&\,:}(1 )
cP(x., ®x) - - Pix,)

donde lan funciones @‘("3) , con Jyk= 1,2,3,...,N, son funcionex

de onda ortonormales de particukas independientie que se conocen co-

mo "espin-orbitales"; k y J simbolizan el conjunto de mimeros cudn
ticos nectsarios para caracterizar el estads de una particula. EI

A < . : Pl 2 :
onerador A es un operador de antisimetrizacion definido vor

T
(N!)’i(—i) [ : (1.4)

et

A

il

’ie B indica las permutaciones de los indices 1,2,3,+..,N. ET

opecrador % tiene las siguienteS'propiédades7

A=t A '
T (1.5)

A= A"

L(1.8)

(1.7

_ . e
donde B ez un operazdor comnletamente simétrico.

7 it A - . A s
La demostracidn de estas proviedaders se obtiene Tacil-
mente uvsande la definicidn de &, 1a definicidn de onerador hermi-
tigen v e comnletumente simétrico, Si se desea nuede verse la de~
52 i 3 )
m woidn en 5.M. Blinder (5).



. Deapués, ‘sé toma el valor esperado del Hamiltoniann entre
. S : : .

las funciones cI)(x.,---x,,) ¥ qJ(x.,uXu) y.conayuda - lnms” relaciones

(1.5), (1.6) y (1.7) se-obtiene * S - i

. K.m {1.1)
las integrales sobre las varisbles x v x* inéluyén intesracida sp
bre coordenadas esvaciales y Vsumtt 's'obre coordenadasrd,e espin. Les
integrales J_i_i se conocen como integrales directas y represent:n
cnergias de interaccidh entre pares de particulas 4 o
ranleza de las particulas sin tomar en cuenta el esnin. ILa? inte-
srales thse llaman integrales de intercambio v miden la ensr~ia
de repulsidén ontre dog narticulas, debido 2 que tienen ei mizne va
lor de eguin,

in energia dada vor (1.3% depende del conjunto de funzionse:
esnin-orbitales que se usen. De ncuerdo a un principio variacion:!
el mejor conjunto de espin-orbitales eg el ‘gue mirimicd 187 expro-

2i6n (1.8) para la energia,
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. Asi, el siguiente paso consiste en deteraminar el conjunto
de funciones CP(X) (k=1,2,...,N) que minimizan (1.8), sujeta n las
L -
restricciones )

* = e
x) bix) dx = S

j"ﬁ ¢ d?( ),-: % (1.12)
Para ello se util’izafely_método de multiplicadores de Lagrange, ha-

ciendo variarile fuhcién'auxiliar P(¢,(E’) construida como sisue

‘.-)ZH ZZ( S ) X{Axgb(x;gﬁ/xm 11)

I wer i%1
Pidiendo que g?=0 y tomando en ruenta que S<p v gd) son inde-
pendientes, se obtiene un sistemr.de N ecunciones intesrodiferen-
.’:iales acopladas en las funciones q>(x) . Para sistemas de cApng
} % !
cerradas, la matriz asociada con los multivlicadores de Lagrange,

nuede diagonalizarse y entonces el sistema de N ecuaciones es
Ly V | ) : (1.14)
H. (R(X) =E QK)o ten AazEiy kel et

A~

H = °rx1 +Z [Ax ¢>(x’)\f(u<'/(l 7)4:_‘,(;«) Caas

Jer,d
Zn {1.15%) ;88 un overador. yue internamoia los mdlces kv jde

ie las func1one=; que apareccn a:su derpcha, e"xto es



. E?(X')?‘XJ,S,‘E(Xf’@(X) . (1.15a)
kqshb“‘ 7

Multinlicando (1.14):por: ’oryla'izqﬁierda,e;integrando sobre

x ge tinne

éxz ng +Z(J‘ : —I’K E (1.16)

> Kjrj oo ":{j»c) yiRsL23
NEZES

La interpretacidén fisica

de 1z cantidad” €_, se obticne utilizando

8 s
el teorema de Koopmans , Este teorema puede enunciarse en log si-

guientes términos: si se calculan las energias totales dé N y K-1

ferainnes, utilizando determinantes de Slater de N y H-1 funcisnes

¢e unn pnrtinula_independicnte<(rcspectivamente) y se supone gue
funciones de une particula son las mismas en anbos .casos, la dife~
renciz entre esas doo caergias totales,es el pardmetro de Hariree-
..‘r: €. , vara &l estado gue ha sido omitido.

De esta mancra, bajo las condiciones de validen del teorem:n

&e Koopmans, éh‘es urna anroximaeidn a la energia o potencial de ic-

nizacion del sistema de ¥ fermiones.
PR .
el teorema es vdlids para capas cerradns

™ entudo oflido, el teorema es vdlids

siempre que las funcionsys o5

=)

in~orbitalen ¢wsean funcioneg extendidas o de tipo Bloch y gue ¢
*

13

nice sea muy grande” . Para un sistems como €l que o

steinn

caraidern en el ecanituila 4, on el que losz fermiones estan dentro e

un o numo de potencial tipo ogcilador armdnice atractive e infiniva,

sl tearemn no es valido ya que al arvancar un fermidn del vistems

lan fanciones de onda de una particuls, se modifican conniderablemente’

" ”m

T.A. Koowmangs, Physica 1, 104 (191313}, . :

. Wenne Blinder (5), D.426,
1

4] -
Vease, ©. Kittel, Quantum Theory of Solids, p.S2.

(John Yiluy and 3onz, Tne, 1962,
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’ " : .o
Notese que (1.14) es la ecuacidn de Schridinger para
fermidn aue se mueve en el caaoo vroducido ror el vatencial

pe
no (zontenido en H(x))_y el notencial promedis-

JP = Z_ dx' D) Vixx) (I-F 5 by,
it - y 4 )
detido a los K-l Termiones restantes. Asi, ¢l nroblemn de U

culnn nconladas por 1la interanccidn, se transfTorme en X probil

de una varticula, cads une de las cual
comin determinado por el resto gfe Jas partic

Los ecuaciones de Hartree-Yook (1.14) son ecuacignes
rrodiferenciales aconladas en lss funciones e oands qZ{X) :

en el Hemiltonisno, el términn {1.17] de

nde de 1° solucidn

cintemr (1.14) se resuelve en forms

naistonte de laoei

s oeon ento naeds g

e {7.14J para obtlener un nueve zornjunin de

conjunto, ne repite el cicle anzerior

cue 1as funciones oue se utili-=n nara esleuiny (1.17) difieran

&,

et ge muave . ep un potent

forma: se caleula {1.17) ecn an conjuntc de funciones di(x) 8

un

exter-

nero -

o

int
IS
>

T ey

-

terninedn {1.1%) vy ge utilisr
fanciones: con el nu. -

v eri sucesivamente n=stn

) Lot o
las nuevas tunciones ouc st obtienen con (1,14, en menos de una
contidad vreviaments cotlablec:ds,
Unz ver que =o ha deterninadn el conjunis de funcionen eo—
nin-orvitales desmeasdnn ) ST
Hi
¢ (,):—} — C('X}‘ N

|
4
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e muecen calcular: las integrales directns (1.10) y de intercam-

'hio (1.11), los elementos de matriz del Hamiltoniano sin interac~—
cidn entre espin-orbitales, la energia total (1.8), el potencial
de ionizacidn (1.16) siempre que se pueda hablar de ionizacidn del
sistena y la funcidn de onda totel del sistema (1.3).

El método Martree-Fock no da une solucidn exacta del proble-
na de muchos fermiones, sino udnicamente una de las mejores solucio-
nes aproximadas en foraa de determinante; que garantiza que la
aproximacidn a la energia del sistema sea la dptima. En general
pueden existir funciones de onda gue representan una mejor ayroxima-
cidn a la funcion de onda exacta del sistema, comparadas con la
funcién de onda Hartree-Fock, pero que conducen a una aproximacidn
parz la energia, mAs mala que la que proporciona este método. Por
otra parte, no exiasten teoremas que garanticen la unicidad de las

luciones Hartree-Fock, por lo que desde este punto de vista,este
‘todo es aun un problema abierto,

la diferencia entre la solucidn exacta y la de Hartree-Fock
se llama correlacidn y estd asociada con 1 hecho de que en este
nétodo, las interacciones entre pares de particulas se toman en
cuenta solo a través de un campo promedio, En este método, el ais-
temz de N particulas con interaccidn se trata como un sistema de H
cuasiparticulas independientes, como se refleja de la ecuacidn (1.13)
caiculada con las funciones (1.18). Por cuasiparticula se entiende
una particula cuyo comportamiento se modifica, respecto de cuando

¢z independiente, por la imteraccidn con otras narticulas.




CAPITULO 2
SEGUNDA  CUANTI ZACION

INTRODUCCION
BEn las dltimas décadas; los métodos de teorfa de campo han
tegudo a jugar un papel importante en el problema de muchos cuer-
pos, no relativista. Estos métodos, entre los que se encuentra el
método de funcién de Green o propagador, utilizan la formulacidn
de segunda cuantizacidén de la mecdnica cudntica. La formulacidn
3e segunda cuantizacidn fué introducida primero por Dirac11 para
un sistema de bosones sin interaccidn. Después Jordan12 y Xlein
¥ Jordanl3 extendieron este trabajo a sistemas de bosones con in-
eraccidn. LgAgggunda cuantizacidn para sistemas de fermiones fué

4 15 16

desarrollada por JordanI y Jordan y Wigner Fock™ ha demostra-~

2o la equivalencia de la formulacidn de segunda cuantizacidn con la
mecédnica cudntica de muchas partfcules, introduciendo lo que se ha
Ylamado "espacio de Fock", que es ine representacidn en la que el
operador de nimero de ocupacién17, e3 diagonel,

En este capitulo, se desarrolis ol formalismo de segunde
cuantizacibn comenzando con la introducciin de vectores de estado
en el espacio de nimero de ocupacidn; después se introducen opera-
dores de creacidr y aniquilacidn para fermiones; finalmente, se
‘roun boazcuajs de cums expresar operadcres de una y dos particulac

. -

no:1 Cormalisme de gegunda cuantizacisn, Eatos resuitados seran

LA Dirae, Proc, Poy. Son. (London). All4, 243 (19227)

12 - s cp e
’ =, Jerden, 2, Phyoilk 45, T4 (LT
P, Jordan y O. Klein, 2. Thy=lu 45, 751 (1327).

- P P fen n

R ] . -

LI
Tty

dordan v B. Wigner, I, Pooik 47, €31 (1928..
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usados en log capftulos 3 y 4 en los ue se utiliza el Hamililonia-

0
no expresado ea segunds cuantizacidn.

ESPACIC -DE HUMERD DI QCURPACION

Supdngase que se tiene un sistema de N fermiones -sin interac-
cidn. EL comportamiento del sistema puede ser descrito en principic
dando los estados en que se encuentra cada particuia que la fornu.
Debido- a que las particuias sca indistinguibles, en lugar de decir
en qué estado estd cada particule, se puede decir cudntas particu-
las estan en un estado determinado., De esta manera se postula que
los estados de un sistema, como el gue se menciond al principio 2e
esta seccidn, quedan caracterizados por vectores en el espacio de
Hilbert, de la forma:

Inonan,-n,-. > (2.1)
donde np es el nimero de partfculas gque 3¢ encuentran er el estado
p, Y P es el conjunto de némeros cudnticcs recesarios parg carac-
terizar el P-ésimo éstadp de-una particula. De esta manera, el cor
junto de nimeros de ocupacién n pasan ‘a ser las nuevas varigbles
en esta representacidn.

Para ser-consistentes con la mecdnica cuintica, se necesita

gue los vectores {2.1) sean ortonormales y formen un canunto con-

pleto; esto ea

”1 operador de nvmero ﬁe oc
vagina 18, ecuacidn (2.7).
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genta por

l0,0,0,- (2.0

Para ser consistente con el prinecipio dé exclusidn, se nece-
sita gue cada numero n; solo tenga dos valores, uno o -cero; lo cual
cisnifica que los estados so0lo pueden estar ocupados por una parti-

‘la o no estar ocupados. Asi, se necezitan operadores que conten-
Fan al orineipio de exclusidn y que al operar sobre los vectores
de estads (2.1), nagan variar el nimern de ocuvacidn de cada estado

de una particula, los cuzles son lag v=riables en este formalismo,

OPERADORES DE CREADION ¥ AHIQUTLACION
PARA FERMICHED
¥n esta seccidn se iniroducen nmeradores de creacidn v ani-
zuilacidn que contienen la estzdistisa asociada a fermiones v one-

ran nobre estados de unn particula. La importnncia de estos onera-

ires e vers mas adelanle cuando se expresc:cl Hamiltoniano en tér

minng de secands cuantizacidn,



o~ Af . . .
‘ Scan (, v (. oneradores de aninuilrcidn ¥ creanidn ran-
pectivamente, gue oneran sobre el estado r de una narticuls. Jordan
: 18 k3 . =
v Wigner”, demosiraron cue esos oneradorss cumnlen von-las sieuincn-

tes reX¥aciones de anticonmutacidn

{a,, ﬁ:} = 4,6+ 4 g, ':'gs%

{a.a]

El onerador de mimero

(.55

‘p)

2, ~F

N, =04
.se construye

In,y ¢ esto es

N = o

Y

(2.5}

Fuede demostrarse fdcilmente, wsando 1a definicidn del‘ operador de
mimero v las relaciones de anticonmutzcidn, que el opersdor de mi-
mero es un operador i:’zempotcntelg v por lo tante sus eingsenvalore:
son cero o uno, lo cual demuestra ocue Los oneradores de creacidn v
aniquilarsidn aque cumnlen con lss relaciones {2.5) v(2.6) contienen

in estadistica avociada con los Termiones.

14 R (s . . L
"Vease la demostracidn en ln obre citnda en-la nota 19,

S aparece en la pdgina 15 de éste traoajo.

19 . . . :
“ln operpdor linenl ﬁ,sc dice que ecs idempotente 5i v
snlo i cumple con b =i,cara todo vector sobrs el cnnl opera.
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‘ Lus reglag de operacidn de 1os operadores de creacidn y ani
ouilacion pueden obtenerse usando 1as relaciones de anticonmuta-

cign v aplicando el operador de mimero 'n, las funciones

ar I, 3 estas reFlas son:

C‘r 'V’r,o\ UY‘ + J‘ O ,nr’

Aty v

(2.10}

d; | nr> =

(2.11)

dornde An o ¥ S RYSE LY deltaq de Cronec ern,

Los vecmres de estado tmo (2. 1),sp oueden constmur a par
tir ael estado vacia (2.4}, aprllcan,do sutesivamente -operadores de
creacidn: esto es

2

® @ EE) 00

0, (2.12)

In el caso de fermiones, cuando un operador de creacidn y,/o
aniguilacidn actia sobre un vector e estado in, n,,ns...> es neceoz
rio considerar un factor ocue aparece dependiendo del ndmero de ner
mutaciones gue es

es necesario hacer vara llevar a log oueradaoves Ur

20
iuger {r-ésimo) gue les corresnonde. Puede damoutrarse
ursEndt lna relacionens

de snticonmutncidn vy

{?.1%) oue €L factior

(2.1

. Lon detellen de laﬂdemélﬂtraCién s¢.dAn. en ei-anéndice



cidn esta renresentado vor. el vector
L Atat. At AT
@B by al a; ',“O;.LQF ’O:

es un estadn en que los ¥ estados, de una-partieula, de menor

;

energia,estan ocuvados, mientras gue los restantes estan desoguna-
dos. La energia miAximna EF de los niveles de energia de una parti-

cula, ocuvados en el estado base, se conoce como energia cde ferai

Para bosones £in interaccidn., el formalisme eg aimile-, =0l
gue los gperad:

de creseidn - o

s s .
iquilacion cumplen con resl.
B s . . .
Je conmutacidn v loo numerss oe ocupacidn de los veetores de ecta-

do, no tienen regtrizeidn en suanto 23 valoer rue osuedan tomar. ln
tratamients rura bosones en sepunds ouantizgecidn nuede verse en
fettoer v Waleeka ( 302), Zimnn (29) v Davidov {( 35).
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A continuacidén se dan zolo un resumen de laei relaciones gqua

satiofacen los operadores de bosones

w

(P 18]

3 i3

En lm siguisnte seccidn se procede @ expresar oversdores de

una y .08 particulas en términon de oneradnres de creacidn ¥ ani-
auilacion para fermiones. k
CPERADORES DE UNA Y U03 PARTICULAS
PARA FERMIONES CON INTERACCION EN
SEGUNDA CUANTIZACION

En general, para un sistema de N fermiones con interancicsn
ia funecidn de onda que deseribe-al sistemi, en el formalinmo de

Sehrddinger, no es un determinante de funciones de onda de una
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._aartl’cula, sino- un desarrolloien términos de dichos determinantes,

Wlop a2 ) Comet) Blrond o

£€ST0 @9

o

. dz("‘n) l
by bl 1
donde g_)-‘(:'.'.).(""'x',') =3 . 3 : =A[¢,’{x‘)'"'%(x‘ﬂ (2.23)

dz(x.) . (jg(x,,)

¥ {#(xd[@x:&&wﬂi, es un conjunto completo de funciones de onda orto-
normales de una particula. Los numerosa 1,2,3,...,N, como subindices
de funciones de una particula, denotan el conjunto de ndimeros cudn-
ticos necesarios para describir el estado correspondiente. & estd
igfinido por (1.4). Los conjuntos de nidmercs cudnticos se supone

e enstan ordenados segin el mimero cuintico asocizdo a la energfajy
esto ea, si E,es .el numero cudntico de energia asocindo al esatado k, ..
(2=1,2,3,...), de tal forma gque E{ECE(... entioncem 1<2<3<¢....Las fun~
cignea (2.23) forman un conjunto completo de funciones de onda de
zuchas particulas. Estas funciones scn orionormales, antisimétricas
e independientes del tiempo. Se conocen como determinantes de Slater
Fa jue Slater2 lo utilizd por primera vez para atacar el problem=
de zuchog cuerpogs.

F1 espacio formado por funcionec de onda de N ifermiones se

espacio de configuracidn mientras que se llama espacic &7 ni-
mero de ocupacidn al que estd formado por funciones cuyas variables
aon los nimeros de ocupacidn de los diferentes esiados de una par-

.
ticulsu.

hel

1 X
. J.C. Slater, Phys. Rev. 34, 1293 (1929).



. Puede construirse un isomorfismo entre el esprcio de confi-
ruracidén y el espacio de numern de ocupacidn, deé tal manera aue si

T define el ‘isomorfismoise tenga

(r @ (x-/ X‘;

L RS )

Xy ) 2 )y g T M (s 0y

£

ﬂ define un isomorfismo onuesto aque nréserva el.products interna

'y transforma una base ortonormal en el espacic de confieuracidn en

alguna base ortonormal en el espncio de nuimero de ncupacidn.

Supéngase que se tienen operadores de una v dns narticulas

en el esvecio de confizuracidn definidos nor

D= 5 Aoy

izt LR TR

¢ o
VW’?'E Zﬁ()“g‘xnﬁ,

$x

S (D 26

Para obtener las exptesiones corresvondientes en el ezpacio de nu
mero de ocupacidn, orimero se encuentrs como U(x) v ?(x,x') ac-

tuan sobre lms funciones (2.21) v dezndén se anliea la trensforme-
cidn ’u‘ . En loz epéndices By C se Gan un poco mdg de detnlles
de este vroce=o que conduce g la sisuiente forme par2 loa oneradr-

res, en segunda cusntizacidn



n
2

v, (2.28)
donde

(2.27a)
N

U b de GRS ) e

Con euto se estd en condiciones de escribir cuaiquier overador,
gue pueda ser exoresado -.en términos de oneradores de unc ¥. dos par
ticulas, en el lenguaje de segunda cuantizacidn. En particular, el
Hdamiltoniano para un sistema de N fermiones gue interaccionan solo
por pares y aue-viene dado vor (0.8) o (1.2), estd en funcidn de

reradores de una y dos particulas y por lc tanto su expresidn en
sesunda cuantizacidn es

f-> f.84 .+-A~Z Lalala a e

i M T

’-

dende
(2.29a)

H., zfce’”(xjﬁ blr) dx

sen los elementos de matriz del Ham11t011ano sin 1nteracc1on entre

1oz esiados q’(x) y CP(X) de una pariicuia, y

<:/mk Jq)(x)cﬁ(x} Vix,x') ¢(X)¢’(X7JXJ)< .
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‘on los elementos de matriz del overador asccizde a’la interacciodn
entre parca de particulas. »

Las integrales en x y x incluyen Fumn sobre variables dis-—
cretas e integrazcidn sobre variables: continuas-de las qu= dependen
las funciones ¢IX) de una particula.

La funcién de onda exacta del sistema coﬁ interaccidn tiene

en segunda cuantizacidn, la siguiente representaéién

qf(xn,xz ) = Z )('(n nt,.-‘)'l H.,m,ﬂ,...}

wn,.

.(2.30)

donde f{n,n,...) se comporta como un numero anté'ldé opeiafores de
crezecidn y aniquilacidn. ) :v
Para bosones,en lineas generales,. lo uue;sé ha diéhb en es-—
seccidn es aplicable aunque los detalles del tratamiemto: son
‘ferentes. Para un trataniento de overadores de una y dos parti-
culas, de bosonss, en segunda cuantizacidn vuede verse: Fetter y
Waleeks ( 15 ) y Davidov ( o ).
£l método de segunda cuantizacidn reformula el »roblema de
N cuerpos pero no intenta resoiverlo {(nec er un método de solucid n):
la ventaja de esta reformulzcidn es que el manejo del problema e:
t4s cdmodo y que los cperadores de creacidn v anicuilacidn - en
téraino ée Los cuales se exoresan los onerzisres en segunda cuan-

tisacidin- contienen la es istica osociaga z las particulas que

forman el sistema,
Para resolver el problema, aun cuando va haya sido
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‘efomujudo en términos de segunda cuantizacidn, se necesita calcular
los vlumentos de matriz del Hamiltoniano entre vectores |n,n n,,...>,
y después diagonalizar la matriz infinita resultante, para conocer
la enerpgin del sistema. Un proceso similar debe seguirse con otros
operadares, agsociados a otras cantidades fisicas que definan al sis-
tema( #Momento angular, espin, nimero de particulas en un estado,etc.).
Hacer oote cilculo es tan complicado como resoiver la ecuscién de
Schrddinger y por lo tanto,s€ hace necesario tener y usar métodos de
golucidn que permitan obtener los eingenvalores de los operadores
en forma mds directa. Por otra parte cuando en fifsica se tiene un
problema, existen dos alternativas para intentar resolverlo: una es
busecar v crear métodos que resuelvan ese problema en particular; la
otra es buscar o crear métodos generales gue reéuelvan un gran nume-
s de problemas gimilares al-que se tiene, del area due se esté ata-

‘do o de otras .muchas areas. )

La funcidn de Green es un método que da en forms mas o menos
directa la diferencia de los eingenvalores del Hamiltoniano para N
vy Nia particulas. Ademds los eimgenvalores del operador de numero,
7 de otras cantidades fisicas. Bste método es aplicable a muchos pro-
blemas que estan relacionades con la teorfa de muchos cuerpos, teo=
*i{a de campo, etc. De aqui gque junto con la formulacidn de segunda
cuantizacidn sea una herramienta util para atacar problemas de mu--

chos cuerpos. BEste método se describe en el siguiente capitulo.




’ CAPITULO 3

FUNCIONES ‘DE GREEN -

IHTRODUCCION
le teorfa . de muchos cuerpos es el estudio’ de la forme en
que 1#a interaccién . entre particulas, en-un sistema denso, altera
el comportamiento de las particulas sin interaccidn. -Las pronie-
dades dec esos sistemas que pueden determinarse experimentalmente v
que por lo tanto son de interés desde el punto de vista tedrico,
son lns sifuientes:
l.- La energia del estaco base.
2.~ El espectro fie excitzciones ciementales. in genersl,
Loy 605 clases uve estados excitadsns parz sistemas de muchos cues--
‘93; cuasiparticulas, las cuales son excitaciones modificadas de
sna particula; y modos colectivos, los cuales surgen de las corre-
laciones en. 108 movimientos de.Las'partlculas,;producidos por la
interaccidn entre estas.
3.~ Pendumenos dependientes de la temperatura y propiedades
termodindmicas: calor especifico, transicién de fases, conductivi-
aad, viscosidad, etc.
Bara un sistema sin interacciéf, 1z enerpia de una poriici-
0

l1a con momento p v mnse m es E(p)= « Oomo consecuencia de 1o

m
interaccidn entre lag narticulas, el movimiento de nna nertienl-

libre, se modifica cosiderablemente. Cuando una patfcula con
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..m.eracr.-io'n, se mueve, empuja a otras particulas fuera de su cami-
a6, arrestra consige particulas, etc. Se puede hablar de la parti-
culn modificada como una.cuesiparticula; ésta puede tener una re-
lacidn E vs. p muy diferente de la de particula libre, A bajas
temnernturas, el sistema puede tratarse como constituido por cua-
sinarticulas indeoendientes,

La nocidn de cuasiparticula puede ponerse en un lenguaje
matemsitico, usando el concepto de. propagador también. conocido con
¢l nombre de funcién de Green. Las funciones de Green dan una des-
cripeidn comnleta de los estados que se alennzan alterando los ni-
veles de uns y dosg particulas v estan relacionades con cantidades
figicas tales como: la energia del estadn base, espectro de ener-—
~{as de excitacidn, el notencial quimico, densidad de varticulas

o los diferentes estados de una varticula, calor especifico, con-
‘ctividad, viscosidad, etc.

n este capitulo se define la funcidn de Green causal para
unz partfcula, que es la que se usara en el capitulo 4 norgue es
1a mis seneral, las funciones retardada y avanzedsz ovueden obtener-
se a partir de la causal?‘ Se da la interoretacidn de la funcidn
de Areen como propagador de informacidn. Se mencionan mipunas pro-
riedades matemftican de la funcién de freen, Se establecen relscig
nes en*re la funcidn Ae Green ron cantidadea f{micmn. Se obtienex

ine ccuncignes diterenciales que cumnlen Lae funciones de Green,

" -,

2eunciones de movimientn", En vizta de aue las ecuscio-~

nes 1o 7ovimiento son un conjunto infinite de ccuaciones acopladas

"

'?Pnrn la definicidn de les funciones de fGreen retardn-

sae verse Zubarev (30 ). Lo relacidn entre las funeciones de

.mr: retopdnsda v avenzada e~n 1a funcidn de Green cuusal puedn
ree en Koritasey (1 ) p.S87, Thavles (77 ) on .

pac e ercontrarce 1o def

.

e e Do i
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‘en lap funcionea de Green de diferentes ordenes. Para hallar la fun-
cidn de¢ Green de una particula es necesario desacoplar el conjunto
de ecunciones de movimiento mediante aproximaciones. Por lo que se
ingiuye la descripcidn de las aproximaciones R.P.A. y R.P.A. gene-
ralizadae que forman parte del método de linealizacién23 para desn—
coplar .ecuaciones de movimiento de la funcidn de Green.

Todo el capitulo se deserrolla para funciones de Ureen que
no dependen de Ia .temperatura, lo cual se refleja en el hecho de
que la funcién que se utiliza para definir la funcidn de Green, es
el estudo base -exacto del sistema a temperatura cero ya que no tie-
ne como argumento la temperatura. Fara un desarrollo de la funcidn
de Green a temperatura finita diferente de cero, se usa un ensamble
estadistico, regularmente "Gran canénico"ed.

‘ ) DEFINICION DE LA PUNCION
DE GREEN DE UNA PARTICULA.

Considérese un siptema de N fermiones que interaccionan ini-
N :
camente por pares, Sean:; Hel Hamiltaniano-exacto,'“{ el ‘estado ba-

se exacto y E, la energia del estado base exacto del sistema. For
1o tanto -se cumple ‘

~ £ - : -
F{ ;;3 g 51%2 ; R : ’i, S (3.1)
~t ~
Supdngase que (, y , son opersdores de

t

creacidn y aniqpi;gcidn

23E1 método de linealizacidn también se describe en este
cap{tulo.

24Vezise Zubarev (30), Abrikosov (1) vp. 97-153. Ademds
en dste capitulo svio se trata la funcidn de Green para una parti-
cula. Para un tratamiento de funciomes de Green para dos particulas
pueéde verse: Kittel (14) p. 399; Ziman (29) p. 1ll2z.
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para formiones; los indices incluyen el espin de los fermiones co-
rrespondientes. Como se vid.en el capitulo 2, los operadores de
crgacidn y aniquilacidn, operan sobre estados de particulas sin in-
teraccidn y cumplen con relamciones de anticonmutacidn (2.5) y (2.6).

los aperadores de creacidn y aniquilacidn cumplen con lan
ecuaciones de movimienio

4G, =£1A, aJ ""(F’ar Oil)

it i '(3‘.2)

(4
>
-+

.

AT d
P -La]= 1

La funcidnide“Green causal doblemente 6épéndié deiftigmpc,

a temperatura cero,. para. una partlcula se- define c emento de

"I'xriz

e a "4, S 1 A’ ,’.' : 4
(¥ ) = KAL; a.a)» = LU Tlaw af({,)J}ﬂg Soo

como. puede verse, por cada par de operadores se define una funcidn
de Green. En (3.4):el doble paréntesis es una notacidn que utiliza
Zubarev (30) para designar la funcidn de Green.

A continuacidn se identifican y definen los diferentes ele-~

mentus que aparecen en la funcidn de Green.

T(Gwé ({') JEIG waﬂJd,(t' ot-1) a, () a,.(f) (3 5)

es el producto cronoldgicoe de los operadores CI(Uy a ﬂ)- el
f
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.transformador T ordena los operadores con los tiempos menores a 1a
derecha.

Los OPBradores q W.Y G,(W son'los cov'remondientes je ‘ani-
quilacidn y creaeién en el esquema de Hbisenberg,25

definidos por

(3.7)

donde H es el Hamiltonieno exact6 del zistema y ék h a: son los
operadores de aniquilacidn y creacidn en el esquema de Schrédingen
B(s) es la funcidn escaldn que to:ﬁa los siguientes valores: uno

Q,uw, cero si pqo y no estd definida pars M=0, Esta funcidn ﬁug
e representarse por la relacidn siguiente

—ax}i

O(M) = an\ ——f dx . Qs

x + (€ (3.85

Puede verificarse que la funcidn asi definida tiene las propieda-
des requeridas para la funcidn 9(/‘) Considérese » como variable

compleja; para Myo puede integrarse sobre el entorno, de 18 figura

2. !‘ |
A , . |°
pap l-e - 7 7 \\'!r/

Fig- 1 (Mc0) ¥ iq 2 (,«1)0)
sz‘am un tratamiento y descrinscidn de los esquemas

@i Schrodinger, Heisenber y de interaccidn, puede verse:
.tter y Waluwcke (10 ), pp.53-59; Ziman ( 28), pp.56-62.




. este caso, el integrando tiene un polo .en -i€ ¥ por lo tanto

usando el teorema de la integral de Caucby se tiema

_ . ?_’LL —((_16)/4 L
B(K) = - ;le_wv o €

Cuando M<0, Se integra sobre el contomo de 18. figu' e ege

caso el integrando no tiene discontinuidadee nor 1oitanto usando

el teorema de Cauchy—-Gouraat, se tiene

O(m)=o

con lo que (3.8) representa a lar;ftméirdnl escald

Sunde la funcidn delta de Dirac puede representarse po 1a fumeidn

%Un tratamiento ‘Figuroso de la funcidn delta de Dirac
puede verse en Lighthill ,N.J.,Introduction to Fourier Analysin
‘Generalised Functions, Cambridge University Press (1958).



.. g(zr):'i'- f‘ém‘ dx . : | (3.12)

—e

Un onerador A(t} en ex esquema de Helnuenberg,‘ cumple con la siguien-

te ecuncidn de mov:.mxento

a. e e
e =

Adt) ra a2yt
4t y[A.AL

o TH, (H“‘M

que ne obtiene d:rec‘.amenre dﬂ (3'6)" : 3 ' ei ihecho de

INTERPRETACION FISICA -
Dz;mlmzcmz DE &azm

' Usando (3.4) ¥y {3.5), la funcio'n de ‘Green puede escrivirse
o e e .

G (ot By G >-Loc- L>'<ng|a‘j(v)ahmwt S

i

-

4 x » s 3 o
Cuando t»t, el segundo término de (3.14) es cero y. Solo oneun el =ri-

mero.En este.casn, al tiempo t se crem o se suma una particula i

ir . . ] , .
estado bage 'Li del sistema, formando el #otado excitado ’ GRS

i R
i

deja evolucionar este esiad> de N+l particulas hagta que 2 tiem:o

' . g o .

t' se destruye unz particuls en el estedo{fobteniendo con esto ei es-
. !

dr "’J" de N particulas. Le proyeccidn de dste estado sobre el esin-
[3

d0 bra¢ ez proporcional = la funcidn de Srecn, Pers por otra parte



.-Aa proyeccidn es la probabilidad de qize eztando el sistema en el
estado base en el tiempo t se encuentre en el eatado yﬁ al tiempo t.
Cuando t¢t,se aniguiia .al tiempo %, uma particula en 21 eztads base,

el estado de N-l particulas asi formado se deja evolucionar hasta el
tiempo t en que se crex una particula, formando asi, el estadc ?H;;

por lo. tanto,la funcién de Green es prouvsrcional a la probabilidad

o

e que, estando el sistemz en el estado basc al tiempe t/se encuentre

D

e 5 . s .
n el estado Wﬂ al tiempo t. De esim manera, la funcidn de Green
tiene el efecta de transporter una execitacidn de un sistema de i fer-

miones en ¢l tiempo.

REPRESENTACION ESPECTRAL O DE
LEHMAN,” PARA LA FUNCION DE GREEN.

‘ Esta representacidn es importante porque permite establecer
la reiacidn entre lm funcidn de Green y el espectro de energias del
sictema. ;
Considérese la componente de Fourier de la funcidn de Green
cau=al :
AL v
3 e B .
G(m_\e yeodr

-

{3.19)

Usando (3.6) v (3.7) en (3. 14), se tiene 1a siguiente:

xpresidn pa-
rz la funcidn de %reen '

€ ey o b G e
G,(( e = Bt o Tt (T e reN




l. t" )T

Ten-> cpia w«r\a«mé?“ G

En' las expresiones (3.17) y (3.18) se usé la propiedad de comple-
téz de las eingenfunciones del sisteme de N particulas. Debido a

que la funcién de Green depende de la diferendis t-t” solamente,

se puede trabajar con coordenedas relativag, introduc1endo la de-
finicidn :

= - . . —~o0, O [
‘ T=t-t 5 Te< 2 > o Gaw
Introduciendo- las" siguientes,deflniciones

g0 = Z@rla Wmf{al;ms(é"_—i ) (2o)
BNES

ZW’IG /ww;a ;ws({._, bg) 130

las funciones CFT(T)Jﬁrkdjpueden escribirse como integrales de
FPourier

“(3.e2)




(3.23)

‘ 0;«(1‘)_( (;)6 d;

Sustituyendo (3 22) v, 23) en (3 16) y el resultado en {3,15) se

tiene

¢ ?« ‘n:v 5 ‘ ar in
C;;luz):ﬁ—ﬁ—e(r)‘;]'(!)e J; (_? i /4 9(.,y J,)CJ 4)6,/;(3“24)

Usendo (3.8) e integrando primaro sobre T ¥ deSpues, usando (3 12)

e 1ntegrando sobre x se tiene.

cue ec la representacién de Lehman para la funcidn de Green.

G:,(ﬂ)':g{‘?’ I(é‘)a’! S - T(UJ; 2 (1.25)

G-)o_ﬂ_§+:é * E-QO A2~ f4l£

44s adelante cuando se tenge que hzcer la conexidn de la. fur
cidn de Green con cgntidades fisicas, se celculard explicitamente

la expresidn (3.25).

comwonramts 170 nsanOTxco’
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(3.26)

-

G =i | T E s

Usando (3.20):y-(3.21) y-1las »p;-op“i_(ed’ai.dgt:a de‘lle’f delta'de Dirac se
tiene e il

Ca.(—a)~—{2<wa lvr><v\a*/w>+ Z<‘/’l nvxw &}

que usando la completéz de las fu.ncionea i’l}f} .y las: re1a01on8° de

anticonmutacién Ge los operadore toma 1la ;oma

Gy () L

ey
Fa f(3 )
‘ara Sl muy grandes,‘
RBLACIOJES DI‘- SInXETRIA
DE LA PU’\YCION DE G“’Ex:.N
Intercembiando ‘Loz operadores con que ge defi 18 funéidn
de Green (3. 4), se tiene :
¢ g
! - ' (3,09
G »KWT(G.(UG m)W 3.2

Usando (3.5) ¥ comparando-con (3.4, se obtieng.v




. C;:‘("fc') ==G () (e

que es la relacidn de simetri de 1a. Sfureidn de Green. En términos

de la transformada rier,’ esta - relacidn toma 1 orma

con relaciones de simetna, aunque difnrentes ‘en- cada c 3027

ECUACION' DE MOVIXIENTO
DE LA FUNCION DE GREEN.

La ecuacidén de movimiento: que cumple . la .funcion de Green de
-pa-rtl’cula, es importante porque es una forma de calcular dicha
tcién, aunque como se verd mds adelante, -en.la mayoria de los cas
s0s sola puede resolverse haciendo aproximaciones.
. Para obtener la ecuacidén de movimiento, se deriva (3.14) 'y
se usan (3.10) y (3.11) junto con la definicidn de la funcidn de
Green para tener k - :

46"“” L St-v<yaw, a.w}H’>+G ¢ f"i) G

*"yedse por ejemplo, Wyld. (27), pp. 258-334:



donde

€ i) = Aau) ﬂf,
G;,(t,tli)zé@}ﬂT( ))l ia2)

es ung funcidn de Green de orden-uno, en 13 derlvada del operqdor C]&)

ElL orden se denotard. con el nimero entero que aparece e

el argu-~
mento de l1a funecidn de Gieen Lorrespondlente.,k' i

Bn general, se puede definir una funciédbd'i ‘ e orden

a2 ¢como
GLftIn) = 4 <H T dﬁc':“ or.(u))l“if) (3.33)
donde ” g . R .;—'fl' .fﬁffVLPv‘l
1 ;am PR . ) R S
o = =) M a.0]-] G

La ecuacidn (3.31) es la ecuacidén de movimiento de la fun—
cidn de Green C%{MLU. Esta ecuscidn eontiene una funcidn de Green
de orden mayor en una unidad, en el spegundo miembro. Parz la nue-
va funcién Gi}hﬂ!i)también se puede eseribir une ecuacidn de movi-
miento tipo (3.31). El procesc puede seguirse con cada fuacidn de
Green de orden mayor que vaye aparcciends: con lo cual se obtiene
un conjunto infinito y acoplado, en las funciones de Green de di-
ferentes ordenes, de ecuaciones de moviniento, 21 cuzl es necesa-
rio sumarle condiciones de frontera para regolverlo. En zenersl,

nu en posible resolver dicho sistema de ecuaciones en forma cxacta.




._aolo haciendo aproximaciones es posible hacer avances y obtener la
funcidn de Green a partir de is ecuacidn de movimiento.
A continuacidn se esScriben algunas ecuaciones de movimiento

para funciones de diferentes ordenes

! dG‘ ¢t . 1 ' A
ot [—ﬁSa-u(u;;{Jf;“’, &l + &, f’fﬂ
d G

’
. . .

J’t §(L U<W{°~‘—q§-) 7 ({')}[ \+‘G- ((;{‘[3) (3.35)

d (-,v. (Lt ) Cral i ‘ ‘,‘,
d_i ‘g(" v) <¢]{Ja;lt) : *({')}}\g >+G;1(t,t'ln*l)

.

Las ecuaciones (3.31) ¥y (3.35), son ‘ecuaciones de movimiento
las funciones de Green en términos del Vtiempo o de coordenadas

.ativas temporales 7° . Estas ecuaciones pueden ponerse en térmi-
nog de 1la frecuencia -f- mediante la transformada de Peurier. Es
conveniente tener esas ecuaciones en térainos de St , porque loz
métodos para desacoplar las ecuaciones, generalmente estan .referi-
don.a la representacidn {1 y por otra parte, como se .verd mds a-
delante, varias cantidades fisicas pueden obtenerse a partir de lz
funcidén de Green dependiente de (1 ,

Tomando la .transformada de Pourier miembro a miembro en

(3.31) y escribiendola en términos de coordenadas relativas, se
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o bién

S d G, I(T)

Se integra- el miembro 1zqu1erdo por partes y se’ exige que para [T|
muy grande la funcion de Green tienda a ‘cero, Esto. es equlvalente
a pedir que la propagacion de ung. excitacidn en. el sistema esté lo-
calizada en un intervalo finito de tiempo, esto es, que tenya vida
media finita, De esta manera se tiene

® G5 6 a9 -L ey

y similarmente para las ecuaciones (3.35)

G, 0 <av|{°‘q* &Yy - Gl a2

[3

(,‘!(nl?_)- Jz<‘*s E d-” ’a’]}%> _'#L 6"‘(51'3): - ‘(3.38)

3 ' ‘"‘ ~ ‘ c :
Gt = A aiw g chay
donde, @ ine

( S (3.39)
oz Ve (e 4T
CZJ QQI\) jm e f 7 ; ;

¥ G:,('unl estd dada por 3y
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’ Debido a que las derivadas de los operadores se obtien co-
@0 eonmutadores del operador correspondiente con el Hamiltoniano
y dado que en la funcidn de Green se utiliza el Hamiltoniano en
términos de operadores de creacidn y aniquilacidén, las ecuaciones
de movimiento: de 1os operadores de creacidn y aniquilacidn son no
lineales en dichos operadores, Como consecuencia de lo anterior se
tiene un conjunto de ecuaciones de movimiento acopladas y no-linez
les para las funciones de Green.

Las dos caracteristicas que se mencionan en el parrafo an-
terior, marcan una fuerte diferencia entre las funciones de Green
gue se utilizan en teorfa de muchos cuerpaes y las qQue aparescen en
otros campos de la fisica tales como electromegnetismo, teoria de
calor, teoria de ondas, mecZnica cudntica de unz particula, ete.,
en las que puede haber funciones de Green retardadas y avanzadas,

 cumplen con ecuaciones diferencialec lineales y no-zcopladas.

RELACION DE LA FUNCION DE
GREEN CON CANTIDADES PISICAS

VALOR ESPERADO DEL OPERADOR DE HUMERO

De (3.14), tomando €l limite cuando t’tiéndeja 1 bér la de~
rechz {( t° —— £y ’t-’g*, se tiene el valorrgspepadq dél opera-
dor r: &1 ; esto es ) S

< 1
A\mf”(;'“”.,i) = -[—‘; (%] o
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‘_or lo tanto, el valor esperado del operador de nudmero asociado

con estados de una partﬁ’.cuia"fq::a‘ﬁ, 88 T

(3.41)

(3.42)
que es el valor géﬁetadbrdel operador. de nﬁmerqrtotal; 

Poniendo GiIgtﬂén términos de su’ transformads de Fourier
(3.41) toma la forma.. )

donde el contorno C. consiste del eje real y un semicirculo de ra-

RO z‘rrc G arda (3.23)

dis infinito en el semiplano superior.

Aasi ouede verse que los elementos diagonales-de la matric
de Oreen, dan el valor esperado del operador de nimero de particu-
las en cadg estadc de uma particulsm.

Para un sistema sin interaccidn, el valor esperado (ﬁ,}eﬂ
uno o cero; es uns si k 2std abajo del nivel de Permi y cero si e:
tZ sobre este nivel. Cuando se tratz un sistema con interaceidn,
el valor esperado (ﬂ‘) , en general eS mMenor qué uno ya que lag

particulan ertan oscilando entre dog o méds estados de una particula,
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‘nin cunndo el sistema esté en equilibrio; esto significa que los es-
tados de una particula no estan bién definidos. Esto es una de las
czusas que impiden obtener la funcidn de Green en forma exacta, co-
mo se verd mds adelante, cuzndo se trate el desacoplamiento de las

ecuaciones de movimienmto de las funciones de Green.
ESPECTRO DE ENERGIAS

Usando (3.20) y (3.21) en (3.25) e integrando sobre ¥ se

obtiene

CICA

e N

EXLE; e 54 N - g) e (3.44)
# " F3

L5 <\g,;axw><m}1w> R RS HA R ALAN Ay

o5 polos en cada sumatoria contienen informacidn sobre el especiro
‘ energias del sistema. E! segundo sumando en cada denominador de
(3.44), puede escribirse en la forma siguiente:
En el primero
Nt N
E,- E; =&

1,

+ My (3.45)

” : (3.46)

. p
donde £ :E:/__',_EB‘

o M- Gut)

En el segundo  ' :

BV Ef €, G




‘) el _H)
n £ -Eg (3.49)

¥ ﬂ,:.E:“- _E: (3.50)
Las cantidades M, y Mz son los potenciales guimicos del sistema.
Representan la energia que es necesario invertir para hacer variar
el numero de particulas de un sistema de N particulas, en unz uni-
dzd; esto es, repreéehtan la energia necesaria para pasar de un

sistema de N particulas a uno.de N-1 o de N+l perticulas. Natural-
mente, existen sistemas cuyo nimero de particulas no puede variar-
se. k : i

Con la syuda de laskre}acionﬁs'(3.45) v (3.48); (3.44) pue-

de expresarse como

RO A AR

B b pe - e -331).

< (o) =Y <BIEIYCUIEIED
"" AN tn~£,__ﬂ,‘+::te,5

w

T o]
-

De aqui puede observarse.que Iog,poiqs de. la funcidn de Green en x;
la representacidn de energia -fl";/dan losespectros de energfa i
para sistemas con N-1 y N+1 particulas, ademds de dar informaciéh»,’
sobre el potencial quimico o energia de ionizacidn de los sistemas
mencionados., Los polos son

hst= €+ M
g wen:leprimera:sumatoria; -

. S S :
haot - "Em" M, y'en lal segunda sumatoria,
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‘ De esta manera,rsri' ﬁe aléuna manera se obtiene la funcidn
de Green de un sistema de N particulas, se calcula la transforma-
da de Fourier de esta funcidn y de los polos de esta se obtienen:
directamente los espectros de energias de excitacidén y las ener-
glas de ionizacidn de sistemas de N-1 ¥y N+1 particulas.

Puede observarse en otras areas de la fisica, donde apare--
cen funciones de Green asociadas a problemas de eingenvalores, que
los polos ée dicha -fundidn, dan los eihgenvalores del problema,28
similarmente a lo que se encuentra con las funciones de Green de
teoria de muchos cuerpos, donde los eingenvalores.son las energias
de excitacidn. k

ENERGIA DEL ESTADO BASE -
Si sé toma el lfmite cuando t tiende a t por la derecha

et ), en (3 29), conslderando solo los elementos!diagonales,
se tiene

fim G(t,t'li)g;,<,qr| [ﬁ

v £

(3.54)

~(3.55)

(3.56)

2 vease: Wyld (27), pr271; Davidov (g .
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" <V> < Z_\ a’a ﬁ.;W') g (3.57)

ezpejando <V> de (3 55}y sumgndole <H> ‘a ambos miembros de
la ecuscidn resultante, ‘se tiepe Ia energla del estado_base "

= f”m

tst

(3.58)

1 . g : : o g i
w 2 }_ h G (titlt)+ ] Z H, l,'m o Gt t') '
« = x t'
Esta expresidén puede expresarse en términos de £ ,'expresando
(,L(() L) ¥y G:'QE,L‘}en términos de G(2ll)y G () e integrando sobre

un contorno C, formado por el eje real y un semicircule de radio

infinito en el semiplanc superior; asi se tiene

Eec ii(h’“ nﬂ)fG () e s ' o359

L3

. Hemos visto a lo largo de los tres apartados de esta sec-
cidn, que la funcidn de Green estéd relacionada con el valor espe-
rado Jel operacdor de ndmero de ocupacidn de partf{culas en un esta-
dv de una particula, el valor esperado del operador de nimero to-
tal de particulas, el espectro de energias de excitacidn, la ener-

-

z{a de ionizacidn y el estado base del sistema.

[h

Naturalmente las expresiones (2,42), (3.43), (2.51), (3.58)

3.59), son exactas y son Utiles sole cuando la funcidn de Green

n

y o3
exacta ha 3ido encontrada.
En general no es posible (al menoz hasta ahora) encontirasr

1% funcidn de Green en forma exacta, por 1o -que es necesario -
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‘currir n aproximaciones. Los métodos de aproximacidn para evaluar

funciones de Green caen en dos categorias: 108 quc se basan en la

teoria de perturbaciones los cuales utilizan dimgramas de Feymaneg
y los que se basan en el desacoplamiento de las ecuaciones de mo-
vimiento.Esta dltima alternativa resulta conveniente en algunos
sistemas magnéticos para los cuales el método de diagramas resulta
complicado de utilizar. Ademds es ésta aliernativa la que se sigue
en £l capitulo cuatro. Por esto, en la siguiente seccidn se descri
ben algunas aproximaciones que pueden utilizarse para desacoplar

las ecuaciones de movimiento de las funciones de Green,

DESACOPLAKIENTO DE Li
ECUACION DE NOVIMIERTO

‘ Existen varios procedimientos para desacoplar ecuaciones deﬂk
movimiento de la funcidén de Green, basados en diferentes formalis—.:
mos. Jprgensen (13), discute un procedimienio basado en el forma-~ '
lismo de superoperadores de Goscinski y Luckwman ( 17). Roth ( <7),
discute el método de linealizacidn, fundamentado en un prineipio
variaeional. Tahir-Kehli y Harret {27 ), evpresan una funcidn de
Green de orden superior en términos de una de orden inferior e im-
conen in conservacidn de momentos de frecuencias de la funcidn es-

sectral de lu funcidn de Gre

Varios de esoz procedimientos forman parte de una clase =e-

neral conocida en la literaturs como linezlizacidn, El método ce

.

““Un tratamiento del méiodo de nerturbaciones con dia-

; de Feyman y ou ra ealcular tunciuvner de Green, puede

.se en: Fetter y W £ (7)Y pp. 97-116, Ziman ( 22) capftu-
" v &, Abrikosov { 3 J.pp. 68-9% y Hittel ( 1) p., 415.

™"
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‘;inenlizacio’n conaiste en lo siguiente: Supdngase que se tiene un
”~ ~
sistemaz con Huailtoniano H y sea C un operzdor daocxado al sistema,

25

-~ . "
3¢ exige que R satisfaga una ecuacidn movimients; Lineal, en el

de

~ - R ~
sentido de que el conmutador de H con { sea proporcional a Q; esto
es,

A, 8]=p0 (3.60)

~ . .
Si esto se cumple, Q"}: es un eingenestadc del sistemn con energia
de excitacidn g sobre la energiz del esiado base E‘ s COmMO pue-
de verse de lo siguiente

[A,6]1> - HOY -QLY=p3% = [OY-(re) Y

(2.61)

Sn general, no existen sistemas en los sue la ecuacidn (2.60) se
‘.\mpla en forma exacta, de tal manera que se hace necesario intro-
dueclir aproximaciones perz obtener una relscidn lineal des este tipo.
K continuacidn se describen las aproximacionss Hartree-Foclk,

.

/4. (Random Prase Aproximation) y R.P.A. generalizad

.
Taln

»

2, para uL
siztema de N fermiones. En el caso de que el Hamiltonianc esté en
funcidn de operadores de creacidn y sniguilacidn, como en lno eCuc-
cidn (2.29), y si Q= &, . 1a ecuacidn (3.87) ne se cumple come

puede verse de la ecuncidn (D.7) eér &l apé kv esa reolacidn

el primer término ec una zuperposicidn de términcs oroporcicnale:
n nperadores de anigjuilacidn ¢, , Dere €. zefupdo térming es unn
superpogicidn de términos sroporcicnales a un preducto de tres ong

vadorer, dos ce los cumles gson de anjiquilacidn y ung de ereacion.

&
jele
79 Se supone que en el tr'xt'xmle 34 el sistena, @c traba-
. con la ~cuncidn de wovimiento de 3, (LIR37:¢ S ). Por ejemplo.
¥. este trabajo %8, v 1a ecuacidn de povisients aparece en {142
y {3.347). Linealizar el conmutador Fit, 6 Gue cparect en in Tl
zidn de Green u(‘lli‘ de primer orden, perwzite encontrar Gx\L! en
téruinos de (vm .
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término con tres operadores, solo aquellos que pueden linealiz=mrne,

En la aproximacidén Hartree-Fock se procede a retener del

esto es, aguellos pera los cusles el suvindice del estade de uno
de los operacdores de aniguilacidn coincide con el corrcspondiente
del de creacidn. Ia combinacidn se sustituye por su valor de espel

tacidn en el estado base, con lo cual se llega a tener

LA,6.]~ }H 4 +22(

En general, el valor de espectacién (ﬂ]fﬂ;é&Jgpo se conoce30 Pue-

-V

we»)“ﬁlafé,m/r)a (3.62)

L " 8 G

de entonces hacerse una aproximscidén adicional, consistente en re-
emplezar el valor esperado por sus valorec acropiazdos para un sis-

tema sim interaccidn, esto es, ceroc gobre el nivel de Fermi ¥y uno

‘ba‘]o.

En la aproximacidn R.P.A. €l procedimiento que se sigue es
similar al de la aproximacidén Hartree- Fbck, g0lo que. el operador 6
es un operador de particula-agujero ( G a/ a diferencia de la
aproximacidén Hartree-Fock, en la que % es operador de una particu-

la. En este caso se tiene

. A+‘ o o

A.8.4, : A

[A & a} %H L8, ZH Q a 'szllf,,l,f\’,fp,“) :(;Lqﬂ (3 63)
P

_+-‘.~. Oor ) -
£) (Voum o) G U dufy b

)Ver comentaric sobre-el valor eSperado ( N P en la

‘ icinas 43-44.
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. En estas dos aproximaciones, el procedimiento seguido para
eliminar términos cuyos subindices corresponden a estados diferen-
tes, puede justificarse mediante el siguiente argumento de"tacec
al azar": En una suma muy grande de términos del tipo (‘}{[d:[(),.}’g),

aquellos para los cuales s# u, Se suman con fases al azar, mientras

que los términos tales que s=u,.se suman en fase puesto gue son py
sitivos definidos. De esta manera, muchos términos para los cuales
s#u, se cancelan, o0 su suma es pequefia respecto de Z(‘l}f’aia,’%) ,
esto es s

D <HIA Ay =) <yt a 02 UGN ~§<w;@a;v> (3.60)
Spm 5

Suhl y Werthamer, han usado une segunda aproximacidén gue
nsiste en retener no soio los términos que interesan en Hartree-
QCX o R.P.A., sino también algunos términos residuales. Témese el
caso en que 3 es el operador de aniquilacidn de una particula. En
ezte caso, uno de los términos contiene operadores de itres parti-~
culas de la forme
A ~
3=8/a, a,
(3.65)

Se toma el conmutador de B con B y se'exige la"condic:Lon de
inealizacidn o :

[H/ 4 ar‘ AV] :Fa:anau o

(3.66)




‘ El término del conmutador del operador de una particula es

< -,
sroporcional a B, pero el conmutador con:.el operador de dos parti-

"

. PR atats
culas, conduce a la superposicidén de términos de la forma A Q aad

>

De estos términos, Se retienen las siguientes dos clases:
s P At L.
I.- Pérminos en los que el indice de uno de los (4 K coinei
de con uno de los de los a's , reemplazando la combinacidn, »or

su valor esperado en el estado Dbase.

II.- Términos en los que el momento total (suma de fndices),

. 5 at ;
de dos operadores de creacidén ( , sea igual a.la suma de los in

dices de los operadores de aniquilacidn a . Cualquier combina-
cidn qféfaa , tendréd en general, un valor de esnectacidn diferente
de cero en el estado base, ya que llevea momento neto cero.

Todos los términos gquintuples que no cumplen con I.y/o II,

‘a se toman en cuenta,

La validéz de las aproximacionee que aqui se han-descrito,
no ran sido encontradas en general, por lo que-es-necesario inves-

tigarlas en cade problema concreto.




. -CAPITULO -4

APLICACION DEL FORMALISMO DE-LA
FUNCION DE. GREEN AN N PROBLEMK SOLUBLE:

INTRODUCCION .

En este capltulo, se da unxbosqueao de-como se punde aplicar
1a herramienta desarrollada en. el capitulo 3, a un problema con-
creto?o

El problema con el que se trabajard en este capitulo, con-
sigte de N fermiones que se encuentran gsometidos a un potencial
comin, tipo oscilador armdnico atractivo y que interacciosnan solo
por pares, mediante potenciales atractivos, tipo oscilador armdni
co. Por le forma de los potenciales que aparecen en éste problema,

.v imposible arrancar o agregarle particulas al sistema. Por lo
anto, para este sistema, el teorema de Koopmans mencionado en el
capftulo 1, no tiene sentido.

Este problema tiene la caracteristica de gque es soluble
exactamente mediante una transformacidn de coordenadas conocida
como “"coordenadas de Jacobi" y resulta util comparar los resulta-
dos gue se oblienen con ia funcidn de.Green con los resultados
exactos., Este models tedrico no ha sido usado audn, para describir

sistemas reales,

S aplicacidn se-reduce a construir-la funcidn de
Green para dicho problems y expresar sus polos en términos de canti-
dades algebralcas como coeficientes Clebach-Gordan, Moshinsky-Brody,
v funciones Gamma.
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‘ SOLUCION EYACTA DEL PROBL
En el esquema de Schr8d1nger, elkHamiltonlano para este sis

tema es

(4.1)

donde w es la frecuencia'de osc1laclon de cada partlcula en el
campo. externo'y 1) es la frecuencia de osc:L..acmn de la interac-
cién entre pares de partlculas. El Hamilto'uano (4 1) en coordena
das T y D no es sepanable debido a que la interaccidn denende de
ias dos coordenadas. 3

Las coordenadas dre;!e‘.coﬁbi »s:e'rdrerfinenk'p'or, las:relaciones

Paede verse que en-coorden



erarnble en N-1 osciladores armdnicos con frecuencias w Nu?

y un ogscilador arménico con frecuencia w .

. . 1
El problema de un oscilador arménico cuantico es sc:lu‘nle,3

por lo tanto, el problema que aqui interesa, es completamente so-

luble. La solucidn viene dada por un producto antisimetrizado de

funciones de onda de oscilador arménico de una particula, ‘esto es.

"l})"(P,G,Q’) EA}:CPL(E,R,‘E)...({)v_('g_le._“ﬁ") ‘{)‘(“‘gﬂ’%)] (45) :

Twigm

donde N es el numero:de particulas, £ estd definido por (1.4), o, 1
subindices de las funciones de onda de una particula, 1,2,...,N,
representan un conjunto de nimeros cugnticos que caracterizan- es—
tados de oscilader arménico, esto es, k-—-{n,‘,lmm_}; vara k=1,2,...N.
.s subindices de la funcidn total representan un conjunto de,mi-
Eros cuidntices, esto es, n=fn,,n,... n,,} y 1= 21‘, 1, ...1~} '
m:{ @, mz...m“} . Las funciones de una part:’.culaVq)i(ﬂ‘e,,l(m,estankd_e_
finides”“ por ‘ SRR e
®i.0,9) =R (6) )9’(9.-,0‘.)
tm

+

(4’.6)

donde
) Lletiw S
R (&)=p'P= :
i = Z a (4.7)
X =0 ‘ ‘ »
¥ o fmwl o (4.8
1l - \’I f1 - ’L" - R ’ FaF ot "Tr"'”':‘ ':"" T
31

Vedse, Beard, D.B., y G.B. Beard, Quantum Mechanics
I"Lth appications, Allyn and Bacon, Inc., Boston, 1970, pp.114-115.

k]
“'2Ver, Ter Haar, D,, Selected problems in Quantum
Wechanics, Academic Press, Inc., New Tork, 1084,
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Qs funciones Y!( 8, 9. ), son los armdénicos esféricos. Los coefi
. "

cientes en la sumatoria de (4.7), vienen dados por33

CEON (Qv)) Nnesbi+2)

: v(a.‘g)'i
ncbiw et ﬂ(mn—) (m_.c)’/"(aul-r’) et

Las primeras N-1 funciones en (4.5), tienen frecuencia \lw +N.u B
mientras la funcisn @)(6,8,¢)tiene frecuencia W .o le energ:.a o
exacta del sistema es :

F . =t(wifnuz)l‘[ 2(N-1) + Z(zn +; )] "f;w[z +2Y1 +9,¢] .

w (4;10)

1=}

lo cual se encuentra en forma directa, como consecuencia de la sg

paracicn del Hamiltonieno. La importancia del resultado es que

~ermite tener un marco de referencia, para comparar resultados que
‘ obtienen con métodos de aproximacidn, en particular, los resul-

tados qQue se obtienen con la funcidn de Green.

APLICACION DE L& FUNCION DE GREEN
En esta seccidn, se procede a hacer la aplicacidn de la
func{dén de Green al problema. Se utilizs el método de la ecuacién
de movimiento y la aproximacidn Hartree-Fock para desacoplar dicha
ecuacidn, con el fin de evaluar le funcidn de Green.

El Hamiltoniano en segunéa cuantizacidén, para este problema
es

13 N At~ e n : N RS R P
egdad )y adas

)
PR s

. 33Ver, i, Moshinsky  (

)y pa 5e
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(4.13)

(4.14)

(4.13), son fuﬁcioh

La ecuacidn”

‘;5() Wf]{q” },

La funcidn de -Green de primer orden VG;ﬁJIIQ, contiene ‘el ‘operador

de Green causal

[ﬁ,a‘] , cono puede verse de las ecuaciones (3.34), (3.32) ¥
(3.2). Por esto se analiza a continuacidén dicho conmutador.

Segin el método de linealizacidn, cuando se ha hecho lineal
el conmutador ' H con el operador de aniquilacidn, se tiene la ener
gia €, sobre el estado base, esto.es:.

[Q,G.J:E‘ a.

Tomando el antlconmutador con C}, en ambos miembros

o:1la ecuacidn




,,_(4,.17)

-{4.19)

donde se ha usado el Afguméntb de 1a aproximaciéﬁ 'X;ira‘rti'kee-Fock
ira eliminar términos para 10s cuales el estado del bperador de
creacidn es diferente del de sniquilacidn. Adn:el término (?ﬂﬁ:&[ﬁ’)
no se conoce, por.lo.que se volverd mds tarde a tratar sobre él.
Conocido g,; , se estd en condiciones de utilizar (4,16) en
la funcién de Green de primer orden, para tener

C"““’f <7*’1~T([H a}a(e))/ € ur

o
= F‘ T

(4.20)
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,

Puede verse’'que .con- esto,-la ecuacidn de movimiento queda .

desacoplada, - esto es

(a.21)

[y) ‘h.ﬂ. + 6 :
Como puede verse, esta funcidn es: diagonal sus polos:dan las
energias de excitacidn del s:.stema.k .

La ecuacidn (4.21) es una ecuaclon acoplada, ya. cue la ener
gia £, depende del valor esperado-del operador dg nuu{ero y éste se
puede obtener solo si se conoce la funcidn ‘de Green, como.-puede
verse de la ecuacidn (3.43).

La funcidn de Green puede evaluarse comnletaménte, siguien-‘
do cualquiera de lams siguientes alternativas:

(a) Aproximando la funcidén del estado base l}f; , por una
funcidn de onda que tenga los estados de una particula bién defing
dos, de tal manera que <N,“) sea cero si u<f y uno si usf, sien
do T el indice que indica el estado gue corresponde al nivel de
Permi. Una funcidn que puede servir para este proposito es la nque
corresponde al estado base del sistema sin interaccidn; otra puede
ser la que corresponde a2l estado base 42 Hartree-Fock, &ado por ia
ecuacidén {(1.22). Naturalmente, dpueden encontrarse mds funciones
que puedan utilizarse.

En el caso de utilizar la funcidn de onda del estadorbase
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.del sistema con N fermiones sin interaccidn, la energfa (4.19) es
una cnerg.a tipo Hartrec-Fock, ecuacidén (1.16), a primer orden de
aproximncidn o primer paso de autoconsistencia. No coincide con la
enerpin de Hartree-Fock, yz que (1.16) se obtiene después de reali
zar varios pasos para lograr la autoconsistencia y por lo tanto,
las integrales que all{ aparecen, se calculan con funciones espin-
orbitales de una particula, tivo (1.18); mientras las integrales
que aparecen en (4.19), se calculan con funciones de una particu-

le de osciledor armdnico

1 -}eg n 24 , ma
8,¢) = F g =i
(%(j' 0 =Pe Za.m P ),/,,{9/‘/’)‘ ol : (4.22)
d=o : RANIE RN
En el caso de que se ut»i'lic,je:‘ la. ftyxrnrrcién,defes'trackib base de

“ortree-Fock, (4.19) coincide ¢on'la enérgia de. HartreeFook,
. (b). si se caleula. (f,) mediante la expresién (3.43) se
tiene : e : -

€= '[H:" +.Z(me ann) f(’n,(‘“) d'“_] R (4.23)
” s ,

con 1o cual se tiene, que la funcidn de Green y la energia €., se
determinan en forma autoconsistente, en el sentido de que para ob-
tener (;“{JL)es necesario conocer &, y para calcular EV.; se usa

G”(n).l‘h este proceso se puede comenzar con la energia ’

C ey (4.24)
€ = —Z HM +Z-Lvuunk - vu..u»n )J Gt
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.obtener a primer orden G—“Q’L); 'iueg‘or utilizar esu funcidn en (4.23)
para calcular una segunda aproxiﬁacién para &, . Huevamente, susi:
tuir esto en (4.21), obténér una nueva funcidn de Green y seguir
asi el proceso hasta que éé le logre la autoconsistencia. Puede na
tarse que la alternative (a) es el primer paso de 1la alternativa (b).

En este trabajo, se:ha optado por quedarse en el primer pa-
gso del proceso de autoconsistencia 0 dicho de otra forma, con la
alternativa (a ), utilizando como funcidén para calcular la funcidn

de Green, la del estado base del sistema sin interaccidén. En este

}_H(r)+2 E_(V(") (rf/) | L (4.25)

l"‘#

nde se ha hecho uso de. due, 163 ohera&bféé del Hamilzoniano
‘.l), no devenden del espin y que por lo tanto, las integrales
que aparecen en (4.23) para £, , pueden separarse en dos términos:
uno gue depende de coordenadas- espaciales solamente y otro gue con
tiene la dependencia en el espin, Ademds se he usado el hecho de
que las funciones que dependen del espin son ortonormales.

Las integrales H ~ , V y Vv se calculan en
Ll g LT Y SN

el apéndice E y estan dadas por

H:: = t UJ(QK +2N 4+

=/ e e (4.26)
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4 ran; bt

b z Lo ST | nepeg)
' i (mw);Y"‘B("/ln"ﬂuI;).B(ﬂn':f,"ﬁ 5’&{ ,-I(F,,;'*__) ey +

J p(y,z) n{e+2) - : ,. 15000 CLit 1.
2 i Cboon I bomm) Qb LamiCu oo
(- gn)_/"(_"*i’,_’l(_’":’ﬂ [eas, (~ﬂ)ng-m‘)0(1ltl‘31n“m
r(ee)riges)
« Qg M;ooo) C(t .. s000) }

%‘H‘ . omy (i) ZBM 5 tep) B(n‘lg,v\ll'ly)ia: r_’%:z';l) +J.J ’_’_,1%;;’%

r’(nz)/'/m ' e
2 W )Lcm.g.,.amm ) ecLy i om0l AnJS

; (4.27)
¢ “ul LA le._;l-:/nm:].

(4.28)

fr-dotr [ X
S B a4 Z'f.)’cézr tm‘m)]
* Ct89;5000) € (1t h-ooo)}
P 2 € L3ML 40y Lo tujst 411 w]

ionde{'(fuj) , son funciones Gamma B(m,n 1°, p) son coeficientes

35

lados por Brody y Moshinsky”” y estan definidos por la relacidn

(£.16). Los coeficientes C(1,,1,1 , m. m,m,) son los llamados coefi-

6 . .
3. La parte de estas integrales que esta

cientes de €lebsch-Gordan

en términos de la funcidn Gamma, puede evaluarse, si se conoce el

argumento, utilizando propiedades de ésta funcidén y buscando los
37

vzlores en tablas? Paras evaluar 108 coeficientes de Clebsch-~Gor-

édan puede utilizarse una expresion hallada por Wigner”, que es

o o @by (8,8 ) b, 1 em)) (B W
COOL 0 momemy ) = Cu o, ””9‘”’ (L - LD emdl (3w )l B )]

la siguiente

T DA T T (V| E— , (+.29)
‘.L_ pER] (} [,! _u)l(?;M-U”(Utf f-m‘ E i
34

Un tratamiento de la.funcidn Gamma, puede verse en

Arfken ( o ),pp.450-455; Erwin Xreyszig, Advanced Dagineering Ma

natice, John Wiley and 3Sons, Inc., 1272, pp.328-330, En ésta
ima referencia aparecen tabulados algunos valores de la funeidn
jzmma en la vpdgina 8215,
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‘nde v , puede tomar valores para los cuales ninguno de 108 argu-

nentos factoriales sea negativo. Ademds, existen algunas relacio-

nes de simetria de los coeficientes, que se pueden utilizar.39

De esta forma las integrales H:‘, directas y de intercembio
han sido calculades en principio, ya que han sido reducidass a expre-
siones algebraicas, las cuales pueden evaluarse completamente cuan-
do se requiera, como se menciond en los parrafos precedentes. Sin
embargo, no se puede cuantificar cual ez la exectitud de los re-
sultados obtenidos con la mproximacidn Hartree-Fock de la funcidn
de Green,respecto de los exactos, tal como estan los resultados por
el momento en este- trabajo.

6
b2

-
35 8rody, T.A. y M. Moshinsky (8) pn. 16-17; T.A. Brody,
. Jacob and M. Moshinsky, MNuclear Physics 17, 16 (1960). En 1a
imera de estas referenciasg, se dan tablas de valores de los coe-
icientes B(n 1, n’1] p), pp. 125-175.

jbi’nm un tratamiento de los coeficiente Clebsch-Gordan
en cuanto su detfinicidn, propiedades y referenciss sobre tablas de
e=toa coeticientes, ver M.E. Rose, (21) pp. 32-47.

- . .
3Wlalores de 1la funcidn Gamma pueden encontrarse eny i,
Abramowitz and I.A, Stepun, Handbook of Yathematical functions, Do-
ver Putlications, lne,, New York, 1968, pp. 255-287.
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‘ CONCLUSIONES

Utilizando 1la funcién”ge'Green;sé;pﬁéde obtédei:;a energia

de excitacidn de un sistema de:N'fermiones’que inféraécibnan'por
pares solamente. SR :

Utilizando el método de llnealizacion, se encuentra en . for-
ma aproximada, la funcidn: de Green.r‘” £ _1,

Con la funcidén de Green,se reproduce el'reéuitado que se ob-
tlene con el método de Hartree-Fock (e un sitema de fermiones con
interaccion por pares), a un orden que depende de la funcién de on-
da {(del estado base) que se usa para calcular la funcidn de Green.

¥l grado de validez o exactitud de la aproximacidn usada pa-
ra linealizar la ecuacidn de movimiento de la funcidn de Green del

bleme que se atacd, no se cuantifica en este trabajo pero estan
.as las condiciones para hacerlo.

Lo que se menciona en el parrafo anterior, se piensa hacer
al atacar problemas fisicos reales, especialmente del area de esta-
do s86lido, que es donde Se piensa trabajar aplicando el método de
la funcidn de Green,

Han surgido. problemas tales como: investigar si existen re-
laciones de "suma" para la funcidn de Green causal, similares a las
que existen para las funciones de Green retardada y avanzada. Inves-
tigar s8i la aproximacidn a laz funcidn de onda del estado base exac-
to estd contenida implicitamente en 1a linealizacidn de las ecunacio-
nes de movimiento (de los operadores de creacidn y aniquilacidn que

definen la funcidn de Green) o por el conirario ea necesario

38E.P. Wigner, Gruppentheoric, Friedrich Vieweg und
ln, Braunschweig, 1931, (Tomada de M.E. Rase (21) p. 39 ).
34

Para mAs detalles respecto a las relaciones de sime-
trie ver, M.E. Rose {21).



hacer una aproximacidén adicional, para evaluar lan funcidn de Green.
Investigar la posibilidad de dar una jussificacidn fisica = las -
aproximaciones, para desacoplar ecuaciones de movimiento de la T
cidén de Green, que se basan en argumentos. pragméticoa, por ei ma-
mento. ]

De esta manefa, se vislumbra un ‘amplig campd de accidn, en
el cual trabajar, para continuar con la actividad que se ha comen-

zado con este trabajo,







APENDICE A

CALCULO DEL FACTOR DE: FASE (2 13), ASOCIADO, :
A OPERADORES DE CREACION Y ANIQUILACION

‘ kA.l)

.r lo tanto Vsérrtﬂike:ne ’
a.a ) -(u ( ,)(a*)"' m(a*) a,( , s;}‘: (4:3)

De agui se ve, que por cada lugar que a, oasa hacia la derechsa,
aparece unm: signo’ menos. por lo tanto

(al)- (4 (a) a (a:)"'""‘= CrEa @

La ecuacidn (A.4), es vdlida para cada indice 1,2,3,.;.,ykque fsea

diferente de r; como.existen r-1 de esos simbolos, se:puede
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.;’: eribir
n,m,-r:--’",-"l

a'ln. Moo ”r“'), :(—i) (a‘f) (Cj )"1 (d ) af ) tn, 0}“ .5)

por lo que, el factor de faae'

sta.dado por la ecuacion (2.13).
Para un operador de creacién, se obtiene el ‘resultado de
forma mds directa, utillzando 1a relacién de anticonmutacidn (2.6)
v siguiendo un proceso si:n:.lawa séguldo para el operador de ani-
quilacién. ) :




Afznnxcz B'

OPERADORES DE UNA PARTICULA
EN SEGUNDA CUA‘(TI”ACION.

Primero se va obtener 1a forma de operar. de un operador de
una particula M{x), sobre las funclones 4)()( Y de partlcula inde-
pendiente, utilizando el hecho ae’ que éstas func:.ones forman una
base completa para funciones de una partlculaj

rar puede representarse por 5

M B0 =5 C(1) ¢

.ltiplicando pdr' la izquierda por
ene i

(%)

{#o u(x)qtg(k).
de donde se tieue

}..((x)cb(x) Z/.L qb(x)

Aplicando (2.25) & (2.23). se tiene-

U o n"’ ) Z Aldun)- cp(z,.. ¢(x.)¢/x*

4 i (BL4)
M (9K il
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como los subindices estan ordenados, por cada . permutacidn de éstos
un signo menos.. Asi, para colocar

la funcidn con-subindice -k, en el lugar que le éo:respohde; apare-

simbolon, que se haga, anarece

ce un fnctor
(-1)%ER e

L (8.5)

(3.6)

(B.7)

(B.8)

aparezca

g;(i <) -Z M. (;) (i (.9)
« (X3S

agui el factor (-1) i se conv;erte'en*(—l), porque:n pafa que

aparezca una vez menos.,
En el tercer casc's¢-tiene’

LF uw@jN) = ”‘ ‘O:

~ ~(B.10)




7
. Aplicando la tfahsfofmaéiéri T = (8.8), (:B.9i) y (3.10), se
ticne L i A T
[ Px-x :E: 5 1) (Ba1)
T gt ~>] A )

l#k

) {B.12)

7[[/ (}D_(X., ,x,J)V

unn‘

‘forma de opéi"ai‘?d, I(x b3 - de ibir como

[Sml

(B313)

uLUéawn]:;‘u,Fa 2
oL 0L 1% "', P ; '

y entonces,



. APENDICE C:

OPERADORES' DE: DOS PARTICULAS -

forman una be.se ofto‘n"o"r
particulas., Sea 'U(x,x )'
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D!;ul pe puede pasar a lo sirgui:entye

Aplicando el opé
tlene ‘

. 1) éy(x. X)) Z
(Rl TR Rl A '1,‘

lfk

-V-(‘,)") 5("-/ /\',v _

““:\(

)( im)'{ Af @ é(x )

TR At

donde se usé. el hecho de que n=1. ..O ¥y nz0.

Apllcandg 18 transformacidn: - a lo anterior

T[Vfw’)i)(x,..m)]-—z_(v - U;M (1)(f(1) (1) ne mn’w Mokl

Lo s T
e
Law .
= JZ ( atat ) 4. Moo ot ot S
4 - iy G, . a; a,‘ ,M"_G,a ‘_) ' e Mol e ‘.-t’m_.../
(ke g i
s Sl
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S PP VI‘ o

sl
= [ Ve @ (i) -

My




APENDICE D

L) CONMUTADOR |

‘en 'segunda

"'quq*as +a$ v
=244, a,}a +4 J, 254,
> [a ag’a““]-_ L g

Para el conmutador en el 'xegundo término
: :(D 1), se tlene :

: +[a, an]c‘zf d,‘a, -

~4 A ~ PR < :
vers ., [8h,G,] =6, 0,00+ S - (5.4)

(0.5)
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Qsmdo (D.4) y (B.5) en (D 3). se tiene

[a'd 0.4, 4,] - 2a at a,.a,a‘ + 24144, aﬂa,n d; (Jt,‘ 24, a*) a,a,
"'{S Za&as )afﬁ# ﬁ-r i V

Aatoy A Al -\ S i
= [a a:a,‘a,,,a,_ | =d;

Sustituyendo (D 2) y

[H.6.]: 2




APENDICE E

! abajando con el a.nnconmutador del segundo término del: segundo :

ziembro se tiene

~

+dpav &\: + af ax*aMQ\r aJ a’“ (J;U q“ a"') a" a' a‘“ e : : =

9)

Ll gku' - af a’- aﬂ aAV +a»&\; a,« av

i
o e
D) O

Ao At at o S I
» Jew - A, avé;,k.;Q‘asqﬂa‘,a-d,‘a,"ggarr g
At a o~ At ~4 af - - Ab A :
= 0:0,3,080 4+ 0 /4.4, = G4, Sw - O:Ga tf
Sustituyendo (E.2) en (E.l) se tiene

k:-H _ "f«
E '™ Z(\S/nvM t:lll;l) a; q;(lw) —I%Z lVy ,VKJVM
v F
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=V - V
Sere ‘éu.n,‘ KspMe ¥

w2 (Y I\ e
‘e es la relacidn que '




APESDICE F

CALCULO DE.LAS mmcmx,ss, H, VoYV

Para calcular est ks :m egrales se utilizan funciones de on-
da de une part:.cula, tiuo oscilador armomco, dadas por (4. 22)
LA INTEGRAL

La integral H L8e encuentra facxlmente. ya que (4 2”) es
eingenfuncidn del Hamilton1ano sin interzccidn He z& + w

con eingenvalor E _‘t,w IR 4, , por lo tanto
N " J

[y

‘e n,=0,1,2,0.. =y }=0;1,2,...,0-10

INTEGRAL DIRECTA

La integral directa est{-definida como

HL, = boo(foran+2)

(F.1)

““ j\¢(r)4) (%) _\'7_12_ (F- l)¢(f) 4)(,/)d3—c| r

(F.2)

" ) ;
puede quitarse la constante "%) y trabajar unlcamente con la in—
tegral cue queda, El calculo se inicia. eﬂcriblendo (r—r f

denndas esféricas

en coor
x=r senB cos ¢ (P.3)
o (F.4)
= (F.5)

y=r seng sen @

2=r C0S O




8G

‘sustituir esto-en (F,2) para tener™

Y.
PANES

donde

[ :

E zJ $17) TP TeiCae G
4 o

3.
¥ d Y =

tntes de prosegﬁir.tée calculard ﬂﬁ;tiﬁo‘d',intéézél:qﬁ,‘
para evaluar las-anteriores integrales. El caleulo se realiza s

guiendo el trabgo de [lMoshinskyi-

19 ' o
8. Moshinsky ( 18), ppsS=6.7 .



‘ Do {4.22) se-sabe que
AN &
R,0)=¢c*

entonces

Trabajando con lo anterlor se’ tlene

EZ < 9, JC‘E al g()J

PETY }!.:a

@2

donde
Pz —(9+9+:La' +2;B) :
i=d (i)

Sel {1+ 4) +n'4n

as{ se puede escribir -

ol

(F. 1¢)
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.:ndc

B(n, wi' p) = f’(”*') Z o ean

A ’1' (f)}

La 1n§gera1 I "J.GE( ZP’J‘ )clP ’iﬂ'”. esduua integral tipo
Talmi. TN SR

La funczon Gamma 'y el nimero -2 . en la relaclon (F 16), ‘g€ es
cogen de tal manera que cuandc‘g(P )~1 la integral sea ‘uno.
En este trabajo, interesa ‘un: tipo: de las integrales de Tal-

=i, aquellas en que g( f£:)= P° 4, por lo tante

I,&) fp”z 2 -?‘AFQZ o "1(?*5 )

, e

91, Talmi, Helv. Phys. Acta 25, 185 (1952), Integrales
¢e Yalmi para cuatro tinos diferentes de funciones g(¢ ), se en-
cuentran tabuladas en M. Moshinsky (18 ), p. 6.
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ag

4 fn DR r*ar frw)f R e

M
—~~
3
A
N—
B

por lo tanto :
© A

g F\ (r) | r? Rw(,r) T Jr:(ﬁ-wf

. Los operadores que aparecen en (P.6) a (F 11), son multipli”

cativos y por lo tanto, nueden ‘ser separzdos en cuatro integrales

& V F(F*,_ rz) :
&”’ ! )ﬂ(r,« Z) (R 19)“

sobre r, r ,gyg ABl se- tiene :

A= fr R mrur)( (r') dv’ U pa20)
0 g
para 1o cual se usd el hecho de la ortonormalidad dey los arménicos:-
esféricos, Utilizando (P.19) y tomendo A =2 en.la integral. sobre r . ..
¥ A =0 en la integral sobre >’ se tiene

0;¢2m, 3 [ F2Mx

g
A=(fw) L Blntnt; p ),C({;,:f 'Z:z)) B(m,n.y,,..
70

e



o
pis

Bl Pl

{: +2n; let2fe | 5)
rr IF+3
A_(;n_w) 2 ZB(M,, s )3(n,1,)nn!n, .,.) /1(/’ 23y (R

r, por lo tanto o
1 exir fut2ng: -

B =(£&>)4z Zg(n =

(P.22)
T e
Para la integral C's ter
) f el )8 M) ﬂ(mz)
“’ F(f+;) ﬂ(Pf-")
j= ; f=]. - £
(F 23)

o o el

dynde se usé (F.19) para la parte dependiente de r y r’, y se ex-
presaron las funciones trigonométricas en términos de arménicos eg

. , A ;2,61
féricos, mediante la siguiente r81301534

' 3¢ i 2
\/,{_{);) B Y” ()= ¥ér 5“916 € ﬁ:z‘ghn flesy “(F.24)

For otra parte, los armdénicos esféricos cumplén, con la ’siguiente
-5

: L 42
integral

ﬁmy(;)y(;);fg, Gaielel COUL s m)c(‘u.oo") |

w'.l ‘lM ’1"’

“Ve'xse, Arfken ( 2 ), p.5T1; en: donde aparecen tabula-
dos algunos arménicos evféricos. :

o .. g ' T A ‘4 L
. 4”Un analisis detallado para obtener ésta reldcion, pug
de verse en, M.E. Rose ( 21) op. S7-62.



,m,n), son coeficientes de Clebsch-Gor
. o e 1 ,

Uzmndo (F. 25) en

t2n; lutu
A Z
Mu))

?‘!l fu :l,, z L (

T’[C(U,l,;(l)m m; -

I

(P.26)

Para integrar D y.E, nuevar
trigonométricas en términos.de

gaientes relaciones

(P.27)
T
Cos® = ‘P; o (R.28)
asi, se tienqe 2 1
o4 Lren L U 2) ),
Dl )" 2t ﬂ([’f?.
(Mu) /) 2_/ B(n" ) ,'l ) )B(” "’nl,"P ) P(F"J) /7(&f
€’=’ Rt (F.29)
(g

ey ) ) ]J; / )’(.*’/( ! / 5 [ yLr)+)’(;')]y@J;'



Lop 2, fut2an k k
‘ JhoET : /7(?;2) p(Pu)
el 1 B, b, vy
( )J P)B(ﬂ ”,P /’(f‘l £) F(m')

(e 2y

"(F 30)

que usando (F.25) se transforma en
jtan; l;“"x .

(»w) B(ﬁ l,,n,l, B ) B("J.L,n-’ 4

al P.‘J

(m es2). (0
i) T ( )

[cm, !, Hmpm; *a(u, 1 ,(.umjm,-)];.{’(i 5 S (F.31)

[Cul l,‘,lm m.g)+ C(HJ

(m) /'( fw)
e ﬁ(h,_—) /7(l’!»2 )"
: (?-32)

3y (;2.32), se




‘ INTEGRALES DE INTERCAMBIO
Usando (4.13), la integral de intercambio puede escribirse

(R

("F'.34)'

(P.35)

“(ra36)

< f OV AL Vig) 5 A1) y(;) B ey der'drids dy (- )
g, 2 o x g 2

Separando en (F.35), las partes que dependen de r, T, gy £y uti-

lizando la ortonormalidad de los esféricos arménicos y la relacidn




an

9) so tiene

reE) /"(?*
MuJ ﬁi AT‘J ZE 3 (, ,,AJ B(" 'u";” ?)p(ﬁﬁ) ﬂ(gf" (¥.28)

sonse Pe[z(“f):'w )wn] eliton omnd >

Analizando® (F 36), puede vezse que es igual que.A, pero con

ryr’ 1x1tercambiadas, por 10 ta.nto ;

B8 4, | i ,,1(,,) S
x n B z . .
' "“’)Z (",'v'"“'“'” B(” "“ )r'm,) nrw) i 40)"

G

X * ‘,, 2 ,A ; 1""] 'V‘: Ay
¢ s fﬂj(f/z./f) NI @?,,ﬁ[r){f;)@/ré}@ ,’,,';{};(F.m

¢, = [Rnf Ry r/Y'f: s o), ’;(r)},"/f)@/rﬁf/;y rédritdd g 4;/

(P.41)

jx (/)v/;/ur')y (}"}I‘I'Jlueiuke’.&uqzlmf f(r)y/}/g/,% ry,,,d/, ey
; , : / J} Ay
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cidn (F.19); mientras que para las integrales sobre f y £ , se eg

Pura obtener las integrales sobre r y r, se utiliza Ya rela

criben lns funciones trigonoméiricas, en funcién'de armdnicos eafé
ricos, utilizando pera ello las relaciones (F 24), (F 27) y (F.26),
Despuén se utiliza {F.25).

De las integrales sobre  §- en’ C se txene'lz‘

[0 Y lds - Yy oy ofEds

(29, +t g g
Wmu u)) [_C“UJ:’(")'"“"‘JJ‘C@'?} L

De las integrales sobre ¥’ en C/se tiene

\/ (57 lf/' y ) Y(f'/ d¥r - fY (8. ‘fm |

Asi, se tiene finalmente -

T .742)
1) ZB(",’,,"-L,F)B(”r'iv"f‘f <) F((;: )) Z;m)

ﬁ
Vet s (i)mm ) e smr, )JCM -°°°XP an

[CC b comm,) - c(u L,m.i m;)] cu
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‘ ]K(f)r/f/r)r*alr]/\’ (f)r Ripro dr! r2 .,
jY R Y. (s) 45 f\/ 1k') Sne! Sang! yfs‘)i}’

,*'fzfxrf{/{wp s

W) e

)

)

Para.C se- tie'

¢, fx/r)rf{(r;f’dr

RI1IT R e f \//r/ eY(:)aL* f Y r:') (we’}’#’)df’




‘e aqui

Jyof? y/t)Yr:)J; 2kt Crur somam;)CCu

ik -(_,F,~,5é,) e

| (R53)
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