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INTRODUCCION 

La .función de Green, es un método general út.::..l r.;ar-:.~ l·.:. e:;;·.::_ 

trucción cie soluciones de ecuaciones diferencia.leo linee.le>! :;o-r«)-

mogeneas, tanto en derivadas ordinarias co::¡o en .ierivada.:J pa.re:ié­

lee. En física, 111s ecuaciones diferenciales no-hcmogene;is, s ,, .. _ ...... 

cuando se tienen problemas en l:>s qu~ e~ tie:1e:1 rr.HJ conz~de!·r1:­

:fuentes. Ejemplos de estas ecuaciones son: LP. •;cunuión de Poi~~1..::, 

ecuación de difusión y la ec;.iaci6n de onda no-ho:nogeneas; la:; ,:u~ 

le3 aparecen en varias areas de ~a fíntca como; electromagneti.s:no, 

conducción de calJr, teoría de fluÍdo~, teoría de í1ndas 1 ~cc~nj~a 

cuá~tica de una partícula, etc. 

En todoz esos casos, :as ecuaci0ne~ j:_!"eret'lcla:c2 ne~esi t~~n 

~o:n;üetarse con cond~ciones de fronterH y/o irüciales, ¡:,ara te:o~!' 
la solución 1Jnica de la ecuación corres:-.or.=iente. Las condiciont;2 

de frontera son s~geridas ~cr e~ prot11e~a f{sic0 y 9ueden caer 0n 

cualquiera je las tres ~lase:J 3::.gtJl·en:t!s: ~-:nd:...eione2 de Ce.uc!i,~-, 

condicione.5 de Di:-icnlet y conj1cione.:i ~f: ::r:umar •• Er. lnz pr~rr~~r;.:: 

se óa el valor de une. función y au der1 ·;a~l: normsi sobre la f::-on-

'tt=;ra. F.n lao s egur15a.s se da f:>1. val o~ úi::: "j;'}.8 :unción sobre lP. frr);}_ 

tera. En las te:-cerz.~ se '.ic ~ ~ óeri Vé.da no:·:r.-:i¿~ áe una :-u ... '1~1 ón ::;r -
bre la frontera. 

La. función je Gret>:1. de _a1 ;:.rrJOl13~~ :~!'~sico dt.~ter:njnar.ic.:, sa 4
• 

~isface une ecu~'iC!.Ón diferenCi11.:l del ::•is.-.; ~=-~o que la :;ue n~:~.~ -._ 

~ac~ 1.A ooluci6n total del problema, oero_ el t~rmino que cont1e~~ 

la inho1n~eennidod, PS re~llnrmente un~ ~e:t11 de Dirac, Lqs c 1 11:·~~-

ciJnes de fronter:i j'/o inic.iale::1 que !.1~ im~vn~n ~:a S(1:u::i()r¡ 1, .'t.-:-\~' 

e 



e e·c .. o;uonen también a la función de Green correspondie11te, La sol]!_ 

:_·:. .):1 tD ~al se constru.yi:! como una ecuación integral median ~e ln 

... :i•jn de Green~ 
En la mecánica cuántica de muchas partículas idénticas, la 

!u.-ici.ón de onda que describe al sistema, es si:nétrica o an-~isimé­

:rLca, de?e11diendo de que las partículas obedezcan ln estadística 

-le Bo:Je-Einstein o Fermi-Dirac resnectivn.mente. Laf! partículas 

idé!1ticas son aquellas que muestran Dro;iiedac'ies idénticas (masa, 

·~a:r·¿;n, espín, etc.) bajo las mismas cor.~iciones (cam:>o externo, 

:rcsencia de otras partículas, temperatura, etc.). 

Para un sistema de !l par~Ícul~s id~nticas que interacciona~ 

2010 ~or pares, con potenciales V(x,x') y estan sometidos a un po­

:0:J::ial externo U(x), el i'.a::iilto:liano exactc es 

(0.1) 

.:•onde :n es la masa de cada partícu~.n y x~, k:.1,2,3, ••• ,N, denota 

;~~ 2Jordenadas espaciales y de espín para ~ada partícula. 

Sl Harniltoniano (J.l) puede utilizarse: en la ecuación de 

s~·h ~·Cid iGger 

1-1 lJ!rx .. x., .... xr/, t) = 
~ ~.JP"(Xi;··X.,, t ) 

dt (O. 2) 

:1r~ obt~ner lR función ~e onda c;ue contiene ~a información sobre 

.. t f~::i··:.. PnrD. ln mayoría de los siste::1Fi!7 reales di? mucha~ 

· r~::ta c:onstrucciÓ~, µ,_si como :.i:i tratr..:niento mú~ a!:Oplio de 
· · -- ·1r~ · 1 c-1:1:.1.es de lu.,L: fun::;ioncs d1:.i Green J~ suE aplicacioncn en 

-~_1~.:":· . .le cn~.o:·, :'lnin.s, ;·.;_;.¡.:·:L>~, ·1~: 1~án1:'.'.'! ~uá:1ticq d.e un,1 p;.~r­
,..,~ _1, :.r:., pued~ ve:rse en: A.rf~e:: (?),~~.~:2-.!l?,·1.:(i-.!:lJ; 'i'iyli'i 

;i.' :,~: ·,:,.!¡ Sorr.::Jerf~32.d (~3) ~~ '..,>;t•liílov (9) ,··· .3'1-4-381. 



9artículas, hasta el momento, no ha sido posible dar métodos de 

solución exactos para la ecuación de Schriidingcr. En cambio, se han 

d eaarrollado métodos de aproximación para atacar el problema de mu­

chos cuorpos. Entre estoo métodos se tienen: Hartree, Ha:rtree-Focl{, 

calculo de energía de correlación de Wigner, métodos que se baaún 

en ,la introducción explÍci ta de coordenadas colectivas, pa~ de:ci::ri­

bir modos colectivos del sio•ema~ teoría de perturbación, teorÍq se~ 
mifenamenológica para fermiones normales de Landnu3 , función de 

C-een, etc. 

La función de Green que aparece en teoría de reuchos cuerpos 

tiene comportamientos similares a los de las funciones de Green que 

aparecen en otros camaos del~ física; por ejemolo, es necesario im­

ponerle condiciones de frontera y/o iniciales, cumple con relaciones 

simetría. ?na también tiene grande o diferencias; por ejemplo, 

función de onda exacta del problemn puede ponerse en términos de 

la función de Green a través de una ecuac1ón integral que es a:opla-
A 

da ya que contiene a la solución en la intceral; es discontínue.¡ se 

define como valor esperado de operadores e~nresados en segu..~a.a cuan­

-ti ::ación y ordenados cronológicamente, entre >:'!2tados exacti:L-J del 

sistema.; satisface una ecuación acoplr::c:; no lineal. en operad~!"(!S de 

creación y .aniquilación y da ericen a un cnnjunto infinito ~P. ~r;ua­

ciones: diferenciales acoplndns en funcione:::; rjc ';:-can de orde~l\ .... ;J su­

periores; dn. info.L.Dación scbre (d.ire(!lf!~!lr::1t•J): -1~ energía de}. i;~;tFldo 

base del aiotcma; 01 espt:ctro de 0nerr,¡n::: n2.cxr'!t,uci.Ón; el v-:1loi:-

e3perado del operndor de n1ímero de t'J•':\17-aci¿r, .,. r](' número tot:-:.l ;1c 

pcrrtículns; calor enoecíftco~ conduct1v¡r!a,l:-;. vi:;<::;ocidnd, etc. 

2 v(~nse poi" e,iemnlo: ~·oroonrH:~! W., Pr~H·. Theoret. 1.'h/r-. 

-

'Kvato), 1), 467 (19~~). Bogolju\Jov, il.N .. ;t,'Hi Zuo::rev, N., So~i,ot 
•s. JETP, 1, 83 (1955). Bohm, D. nnd D. !lUl•:J, ,-hys. Hev., :1~, 
9 (19'.'3). Este Último artículo sn enrcucntra re;:iroduciC.o en P1nco (2J). 

-··1.D. Landau, 1111.1he Tneory of 3 1-~·rmi liquid· 11
, Soviet 

Pilys. JETP, 3, 920 (1957). L,D. lenC.au, "O~cüll&tions in a Fern:i li­
quid ", Sov.iet P!JY<:. JETP, 5 1 101 (l'-<57 .. 
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~ Existen varias tipos de funciones de Green, dependiendo de 

9i .naturnleza de las funcioires de estado que se usan para coruitruir 

el valor esperado mediante el cual se definen.y del argumento del 

cual dependen. 

Si el valor esperado se toma entre el estado vacío, se tie-

ne la función de Green de teoría de campo cuántico·. Si se ·toma entre 

un ens::unble estadístico, se tienen funciones de Green termodinámicas. 

Si las funciones de Gre·en tienen explícitamente el tiempo co­

mo argumento, se llaman dependientes del tiempo. Estas pueden depen­

der de dos o más tiempos. Si dependen explícitamente de la tempera­

tura sin depender d•ü tiempo, se lla'lln.'I funciones de Green de Ma.t­

subara5 ya que él fué quien las introdujo. 

Atendiendo a la relación. entre los tiempos de los que depen­

den las f1U1ciones de Green, doblemente de0 endientes del tiempo, es­

~ pueden ser de tres tipos: retardada, avanzada y causal. la re­

Wctada eff cero si t<t'(t y t'son los tiempos que contiene la fun­

ción como argumento); por lo tanto solo propaga excitacio~es para 

t;>t: La avanzada es cero si t;.t; por lo que solo prope.ea excitacio­

'rns si t<t: La causal propaea excitaciones tanto para t<t 'como para 

t>t: 
El presente trabajo ec una monografía en ln qttr; se incluye el 

siguiente material: una somera desc1·ipción del método lbirtrec-Focl:, 

Pr, el cnr:Ltulo l, que se incluye d<>birtc a que conduce a ecuaciones 

para la energía de un sistema de N fermione=, que interaccionan so­

lo por pares, del müimo tipo de las que .~e cncuentrn.n al donacoolar 

4un trnt:imiento parn exprenar la ecuación de Schriidi.nr.or 
n. travé'J de una ecuación integral etcoplnda u partir d•.: la función de 
Green, puede vernc en: A.Fl. :Hcdal, 1'hcory of Pinite l'ermi Syutom;} 
AApplic'ltions to At')mic Nuclei, vol.XIX, pp. 2')-1~. Interocienc" 
-ishel':J Jolln ll'iley nnd Sons,1967. 'ln:nbifn en W.A. !l.'<rrison, SoC..id 
:.;tate 'l'heory, D!cGraw-H.dl llook compan:¡, l"rl•J, pp. 21·i-'.'13 .. 

?T. rtat:>uh::u·t;, l'ro~. 'l't1e11ret. i'h.'ffl. (Kyoto) 14, 3~1 (FJ'.))). 



e 
a primer orden, las ecuaciones· de movimiento de .la función de Green. 

En el capítulo 2 se describe el forma1Lm10 de segunda cuanti­

zación, en el que se reformulan operadores de turn y dos partículaa, 

en términos de operadores de creación y aniquilación; este formali3-

mo 1'.acilita eJ. tratamient0> del problema de muchas partículas idénti­

cas y se aplica c!'l los ca:pÍtulos 3 y 4 en lou cualec, se u'tiliza el 

!lamil 1¡on1ano reformulado en segunda cuantización. 

En el capítulo 3 se describe el métoco de la función de Green, 

estableciendo algunas propiedadec matemáticas y su relación con can­

tidades físicas. 

En el capítulo 4, se· incluye un bosquejo de como se constru­

ye· 1a función de Green para un cisterna de JI fermiones que interac­

cionan solo por pares mediante potenciales tioo oscilador armónico 

~e ancuentran sometidos a un potencial externo tipo oscilador ar-· 

mónico. lit construcción se hace, utilizando la ecuación de movimien­

to de la función de Green (que se des-erice en el Cf!.'¡JÍtulo 3) :r la 

aproximación Hartree-Fock para linealizar d1oha ecuación íesto tam­

bién se describe en el capítulo 3;. La función dé lireen que sr; ontie­

ue, tiene polos que catan relac1onaclon cor.· ~l espectro. de e!le:rgías 

de exci taci6n deJ sistema. Los polos Sf' '1x-::resan en tér:ninos cte coe­

ficientes Cl.ebsch-Gcrdm~, coeficienten "1~ ftils'ru.ns\;·;-Brocy :r f-.ir .. ~:io­

nes: Gamma.. 3c dan ademrís ref'crencinn df; ,.inrd'ie e:1contr1r esos cotfi-

cientes y funcione~. 

El problema con: que ne tra.ba 1ia E.:"i t:!l c:apitulo l, e.e un mniJJ'­

lo te6rico que tiene solución exacta y pu~de usnrsc ci sa d~~a~, pa­

ro. obtener el intervalo de vali<.lez, del método de la función d" 

Groen que '~01110 yo. sP mencionó. ant.eG., cH1 un rucit1Jdo que dn unn aolu-en anroxiinudn solamente (al menos por nhorn \. 
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I~ trabajo está restringido a sistemas que ae encuentran a 

tempera tura cero y :t:ormado por fermiones •• Que se trabaja a tempera­

tura 1"=0, se refleja: en el hecho de que ae utiliza una función de 

onda que no depende de la temperatura para definir :ta funci.Ón de 

Green. Cuando· se quiere el formalismo a temperaturas diferentes de 

cero, uc utiliza,. para definir la función de Green,. una funci6n que 

corrooponde a un ensamble estadístico: gran can6nico6
• 

El trabajo se desarrolló con la finalidad de familiarizarse 

con el fol·malismo de la función. de Green para aplicarlo más adelan­

te a problemas físicos reales, especialmP.nto del area de estado 

sólido. 
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eLochin8ki, (1), pp. 'l7-15J. D.N. Zubarev, (30). 



0,1.PITULO l 

EL !:IETOllO HARTREE-POCK 

INTRODIJCCION 

El método !lartree-Pock que se describe en este canít•ü0 e:: 

un método de aproxirnación útil µAra la obtenci0n teórica ce :ü;<t­

nas propiedades físicas asociadas con un sistem!l. de '.!luchos fe!' üo-

nee. .... ' ~ 

El método Hartree-Pock es una generalización cel método de 

Hartree (campo auto consisten te), el cual tiene como '.)ie:!rn an¡;ular 

la. hipótesis de que cuando se tiene un sistema de N fer:niones so:ne-­

tidos a un potencial común y con interacción entre pares, cana ~~r-

Acula puede tratarse como si estuviera sometida ?. un votencial 

'llllllllrectivo, que consiste del potencial común, más un potencial nr~me­
dio debido a la presencia de los N-1 feM!iones restantes. Mate•críti­

camente, eso se logra Rproxirnando la función de once. exact2 Gel 

sistema, por un producto de funciones de onóa ortonor::ieles, de .,2_r­

tícula. independiente; el cual se conoce co::io "producto de E-'lrtree•: 

Deerpuée se utiliza un principio vartacional par:• onti:ni=ar la ener­

¡;Ía, calculad"- como valor esperado del !'a:nil toniano en~:-e nro.iuctos 

de Hartree. Como resultado se obtiene un conjunto de :: ecuAcione2 

intei:;rodif erencüllen, acopladau en lns fCtnciones de onda de nartí cu­

lo inderendiente, que se resuelve en forma autoconni¡;tc-"lte pn~n ·:ib­

tener la. cnergÍa y la función de onda del siste:w., apro:d:nnda:i. 

La generalización de lo anterior y que conduce al método 
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elartec-Pock, consiste en usar en luea.r de un producto de &rtrec, 

un dcter:ninante formAdo con funcionas de ond11 ortonormales de nar­

tículP iruleoendiente. Esto se hace con el fin de .tomar en cuenta 

ln indistinguibilidad y la estadística de las pe.rtículas y por lo 

tonto, el principio de exclusión. 

DESCRIPCION DEL ME'fODD 

Supóngase que se tiene un sistema de N· fermiones que inte­

racci onnn solo !Jor pares. La ecuación de 3chriidinger inde.nendiente 

de] tiempo para este sistema es 
......... 
H lJ!(x,,x,, .. ,x,.) = E 1J! (x .. x~,..:~,.) 

(1.1) 

<lande e +1 i vrx~,x,.) (l. 2) 

j> I< K = 1 

sistema, H(x) reoresenta el Hamiltoniano de PS el .'lamil toniano del 

nna nPrtícula dentro de un cn:noo externo Ú(x1, V(x,x'.) renresenta 'ti w,; j ' 

el "JOteneinl de interRcción e.-:tre pares '"!f' :;artículr.1B y x re~reDe!!. 

·e~ c1 con.junto de coor~enadas pRrn r:nr::tc:.eriz1.r a ung part:ículR, 

incluye nor lo tanto coori!enAd!ls esoacial1;c .7 de esn:ln. La función 

lf'"(X.,~rX,,),es la función ,;p onda cxoctn de.'. »istema :1 E es la ene~ 
exnct:--i. total p;:i.r:i los :.¡ fermiones. 

E.>t ~lartree-Foc>: se aproxima -p-(x,,x,,. .X,.) 
f<x,, · ,XH) C:::.1d~ por el determinAn te 

por unn función 
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rh (x ,) <P. (X,_) · .. cR (X~) '+{ 1 ,,. 

.+-e ) 1 <P.rx,J rhfx1) .. . "'(x 1 ,. r,.i.. ,i., cr 
I!." x.,x,,..,x,, = (N!)t· : 'tJ. ~ 11-= Ac1:rx.J~(x~>····1/xNj (l. 3) 

cp1x,,) <jJ(xH) · · · <Ptx,,) 
' i • 

dond~! Juo funciones t<xj) 
1 

con ~i,l{;::: lt2tJ, ... ,N·, son funcione::i 

da ondn ortonormales de partículm independiente que se conocen co-

m0 "cnpín-'>rbi tales"; k y j si::ibolizan el conjunto de números cuá¿1_ 

ticos ne~-;ne.ricra· ppra· car11cteri,rnr el est'ld~ de una partícula. El 

O'.Jerador A es un operador de m1tisimetri;':ación definido 1)or 

1 IH ' A= (N!)Z ¿_ (-i) P.- (1.4) 

Ale P indica las permuta·ciones de los índices 1,2,3 1 ... ,N. El: 

W'rad:r A tiene las siguientes· propiédades7 · 

(1.5) 

A=A 
(1.6) 

(1.7) 

donde H en un operador comnletamente simétrico. 

71n demostrnción de entns prooiodndes se obtiene fncil­
:neilt •' tl:mndo la dcfinició.i cie ~. ln 'lefinición de O"erador hermi.­tl' y > comnletromentC' simétrico. Si ee dese>1 .,ur.de verse ln de-
"' ··cinn '"' S •. M. !llinrler (5 ! • 



.lC 

e Doepuéa, ae toma el valor csnerado clel- ih~til toninnn &litre 

l8s funci.ones p*cx,, ... x,,) y plx,, ... )(.) 

(1.5), (1.6) y (1.7) se obtiene 

y con FiyudFt d.l l?.s relaciones 

(H) = !1-r c+i I·(J 
1\:1 ~-·-.f'.\I<. .-·<j)f( k•I · . . 11.Jrt.¡-

(1. n J 

c. 011, 

(1. g) 

(1.10 

(1.11) 

Las integrale~ sobre las variPblen x 'I x' incluyen inte.<;ración SQ 

bre coordenadas esnaciales y sum•t sobre co.1rdene.das de espín. LP..s 

integrnleo J..¡,.; se conocen cor:io inter;:raleo directas y represent·{n 

cncrgÍas de intera:cciót1' entre pares Ce partículas debido a la n.:d-!! 

Y'r?leza de la:-: pnrtículas sin tomar en cuenta el esriín. LP.::: ln~e-

erales Klljj/3€- '..lam~n inte~calec !]C L'1tere~mbio y ::ii~ien la en~"!'--.Í:=! 

de repulsión i::ntrE: dos nnrtícula~, debjtlo !"! oue tienen eJ mi::::!!o v~ 

lor de enJÚ~. 

La enc1·gÍH dada nor (l.~' deoende del co~ju~~o de funcion~: 

e:~~-.ín-orbitale::i que sa ueen .. De ncucrdo a un principio variacjon:~~ 

e1 mr:"jor con,iunto de enp{n-orbi tales- en el cp1e mi!1imi~i;;i ·r:i.-- n:·~r.rr1 •• 

~.6n (l.k) pRrA ln energía. 
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Así, el siguiente paso consiste en detP.r:ninar el con,innt.n 

de funciones ~(X) (k=l,?, ... ,N) que minimi~an (l.R), su.ieta ~ la:; 

res tri ccionos 

(1.12) 

?ara ello se utiliza el método de :nulti'>licadores de Lagrange, ha­

ciendo variar Ia función auxiliar F( <P., t'I construí da como Sifl"Ue 

Pidiendo que Sf= o y tomando en nuenta que Se¡! v ~cp son inde­

pendientes, se obtiene un sistemr de N ecunciones inte~rodife~en­

A.~iales acopladas en las funciones cP-txJ • Para sintemAs d.e c":o~s 

W'corradas, la matríz asociada con lo; multiulicadores lle Lag¡-anee, 

uuede diap;onalizarse y entonces el sistema de N ecuaciones es 

......... •f. 

H. ~(X) "E. <P,Cx) 

y 

-"" <f N f Í ...... A A H .. = R'i.KJ + L dx' <j?(x~ Vcx . .x'J(I- ~JiP. fx') 
J '1'1<,I , J 

:::n (1.15), P,ies un ooerador ~ue intercambia J.os índices k :r 
~e las funciones que aparecen a su dorP.cha, eato es 

(1.11;) 

(l. 15) 

dr· 
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P. cp(x') cp¡xJ = cp (x~I cp(x) 
J;.J J k. t:. j 

(l. l~a 1 

:.?n:lcnlicando (l.14) por 4>(x), por.la·izquierdae.integrando sobre 
'~., 

x ;;e t inne 

~I 

(."' H~~ + L_ ( ~¡~j - I\.1;~) 
JfK,J. 

; 
(1.16) 

L~ interpretación física de la cantidad E., se obtiene ut.tli.za.'ldo 

"1 t.eore:na de Koopm:uin
8 • Este teorema puede enunciars·~ en lon si-

¿;uientcn términos: si s~ calculan las energías totales dé N y i{-l 

fer~nitJn11s, utilizando de"terminantes de Slater de H ;r U-1 funci·"Jnr:s 

(e unn pnrtícula ;ndepcndicntc. (respectivamente~ y se supone qu~ lan 

fun•..:i.onc:J d8 una partícula son las ?ni.1m:'l.'.J eri. n11bon ,casos, lFI. dife­

renci ~'- entre t1::Ja2 ~loo cnargíns total8u, e!! el purámotro de Hartree-

-c,. ~., , nar" el. estado que ha :Jido omitido. 

D~ C3ta manera, bajo !ns cond~cione3 de validez del teorernn 

.:.e Koorma11s, i~,_ en \~no anroxim?..ción a la cnert;ía o l'otencinl de ie;­

:1j za'::-.i 0n Le~ !:1iste:nc ~ie ~·; fi:-rmiones. 

nlr:-o:-bi t~:i.le~ dv{·1 .'Jea!~ 

' 

.., 
cerrad ns,. 

ttpn oncilndor an.ión1<~n qtra('tivc. e in:'in~io, 

:~:-.1rE::nn. no crJ v~lirio yn que al nr1'.'·anr:rir u.n fermión <l¡:;l r.Jintem.c;!, 

ln~ f 1 1nr~ionc~ ~e undn de una pnrtíct1la. se mndJ.fLnan connidcrubl 

'l~'.A. Koonmnnn, l'hysicn 1, 10~ (193<). 

Ven~1e Blincter (5), :p. 1t3(~. 
l'' 1 

Vu:-1Be, C. Kittcl, Qunntum 'fheor,v ot' Soli.dr.;, p.8]º 

(.Tolui \'H '.._•:.Y :1n:.l 3:)n:::, lne. 1C!6,1 ). 



.l, 

e . . , llÓtese que (l.14) es la ecuación de Schriidln¡~cr para un 

terrn.l..Ofl oue ~e ~nucv8 en P.l camoo oroduci.rio r·o!' el n11tene5r:.1 AXtP.r­

nn ((:ontcnido en fi°(x)), y e:-1 !')Otenci2l :iromedi(1 

f f J x' cp~!x') V(X,X') (í- ~j) </J. tx'J 
it·"- - J J 

(i. 

detido a los i>-l fermi.ones restRnte.s •. ~iií. ül nrobl•mr d11 :.¡ ~··r 

culPil nconlR.dPs po~ l?. interf:?cci Ó!1, sr: trnnnfrir!Il~. rm ·.r u rob!•":':". 

d0 una unrtículB, cn.d2 unP. óe J ns cu:?le~ se nuAvr~ on un "OOten1:~. 

cnmún deter:ninado por· el reRtn r!e 1 RS partí.::v!.~1.:.. 

Lns PCUAciones de Mrtrer~-Yock (l.lt;) ~nn P.CUtH~iorH~!l ~n:-.• _•~­

rr0di ferencial ea Aconl?.dRs Pn 1 ~s funciones d~· 'Hldory <f!íxJ : v·~ r:u-=' 

eE e"l fa.• .. miltoni~1no, r:-1 t_érmin·" (1 .. l7J '1e:-·~nd1?. 0e 1.o:i aolucj0n. -,., 

cir:tf":!mr• (2- .. ll!) se re3'Jelv~ P.r. f'nr'I!? ::v.":.n,..:0r·~i~tr·z:te ,le 1!'1 Fi,:r~;i ~!i-9, :ormn: se c~leulB (l.17) ccn 1111 conjunt.0 de f·wcionf!s cJ:.(x) c'c 

n!"'ueb:~, conoC'ir:ltts; con ~~~to 0:..!i:.dn r:r:ter<tinrfiq (}_.ltj) ~r r~P u1:1.1:i"~· 

.... (~ ... 1,~) n3r:q obtr~nPr an nuE:vo ~-·or:,!un":",r:· r:-.. f·n1c-:ionen: con el n·.i. -

ve conjunto, ne rHni tf' el cicl0 !!L~~rio:~ '! r·t"Í mice~ivAnent.o n-·:~ r:.~1 

1;1Je- 1:-1;:¡ funciones o.u~ se util.:-~n -:Jq1'~ ~~d 1'.'uln~~ (l.17) ciifie:-~1 ~~ 

1~8 nuevqs funcioneD qu~ se obtienen con (l.14;, en meno~ ~e 1~~¡ 

~í11-oroi~nlns de~enrl~~ 

(1 • ] '., 
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-(~ '>Uf.«,•cn calcu1ar: las inter:ralee ñirectns (1,,10) y de intercnm-

-bio (1.11), los elementos de matríz. del Hnmiltoniano sin interac-

ción cn1.re espín-orbitales, la energÍa total (1.8), el potencial 

de ionización (1.16) siempre que se pueda hablar de ionización del 

cistc:na y la función de onda total del sistema (1. 3), 

El método Hartree-Fock no da une. solució11 exacta del proble­

lla do muchos fermiones, sino única'!Jente una rle las mejores solucio­

nes aproximadas en forma de determinante, que gara.~tiza que la 

aproximación a la energía del sistema sea la óotima, En general 

pueden existir funciones de onda que representan una mejor a,roxima­

ción a la función de onda exacta del sistema, comparadas con la 

función de onda Hartree-F'ock, pero qu~ conducen a una aproximación 

para la ener¡:;ía, más mala que la que proporciona este método, ?or 

'.ltra ;-¡arte, no existen teoremas quE> ear?,nticen la unicidad de las 

.illlliluciones Hartree-Pock, por lo que dea~e este punto de viata,eete 

-todo es aun un problema abierto. 

La diferencia entre la solución exacta y la de Hartree-Fock 

c;r, 111>.r:ia correlación y est<Í asociada con el hecilo de que en este 

~étod~, las interacciones entre paren de partícula~ se tornan en 

cu en t11 ~olo a través de un ca:npo prornPc1i o, En e!lte :oétorJo, el sis­

tema de N pr-i.rtículns con interacción SP. trata co:no U..'i siste':na cte U 

cuaeipartículas independientes, co:oo se refleja de la ecunción (1.3) 

cüculnda con las funciones (:.lil). Por cun,sipartícula se entienrle 

un~ ~Hn·tí cul.::t cu:ro co1~porta:ni en to se r.io"l i fi en, re~p ecto de cu<tnd o 

'2.": in~lependiente, por ln in.tterac.:.ción c0n otrar-:i ~artículns. 



CAPITULO 2 

SEGUNDA CUANTIZACIO!! 

INTRODUCCION 

lli las Últimas décadas, loa métodos de teo:rÍ!i de campo han 

::ccad0 a jugar un papel importante en e:.. :p!'oblema de muchos cutl:r­

;:ios, no relativíata;. Estoe métodos, ent!'e los que se encuentra el 

método de función de Green o propagador, utili~an la formulación 

de segunda cuan:tización de la mecánica cuántica. La formulación 

je segunda cuantización fué introducida ;:irimero por Dirac11 para 

un sistema de bosones sin interacción. Después Jordan
12 

y Klein 

y Jordan13 extendieron este trabajo a sistemas de bosone3 con in-

~eracción. La segunda cuantización para sistemas de fermiones fué 
- ... . .. . !4 15 16 . 

desarrollada por Jordan y Jordan y Wigner , Fo<:!k ha demostra-

eo la equivalencia de la formulación de segunda cuantización con la 

:necánica cuántica de muchas partículas, introüuciendo lo que se ha 

~.lacado "espacio de Fock", que es una representación en la que el 

operador de número de ocupac1ón17 , os :.!iagonal. 

En este capít»..tlo, se desa:rroll:· e: !'ormalismo de se~da 

~uanti~aciór.1. comenzando con la introduccifn de vect:ores de estado 

en el espacio de número de ocilpac~ón; des;iué~ se intToducen opera­

~ores de crcRci~r y aniquilacicin rnra fer~iones; finaloente, se 

·r" 1 ;~1 b·):::r:::..1.·~.i:.:. <l~ ..:· . .>r.io tD:prúsa-r· c.pe:-aCcre~. tlF. una y dos partícula~ 

~:-. ·:; f·n·~~ll.ismn ·lt: ue~~-~ntla 1:1.1.ar.ti.~a,~i._); .• E::itos renu~ta.Jos seran 

- ']',,\,:.!. Dlt·nc, l'ruc, p,y, ~;o;,. (London) Al1·1 1 21,3 {1927) 

l:7.., Jcrd:::.n, z. ?hy::·il: ·~5, 7.:0 ~:~ .. ~;). 
-,'. .To1·u<>n y 0, Klein, '-• ?!-.y.:,, 45, 751 (1927) . 

• 1or:h:....!l ."l ::.: .. WiL'Tlt.J', 3 . .!'t ~k .~7, Cjl (1928.:. 
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e 
usadot; en lot~ c&pÍtulos 3 ~ 4 en :os <:tte Be ~tiliza el Ha.mil tuniB-

no exprcsuc\o en segunde. cuan ti zae;lÓn. 

ESPACIO DE 1l;J!.lERO D:S OCU!'ACIO!I 

Supónease que se tiene un sistema de N fermiones sin intE~·ac­

ción, El comportamiento del ~·is tema pueó.e ser descrito en princl pi~· 

dando loo estndos en que ;.e encuentra cada partícula que la f•Jrn.a. 

Debido· a que las partículas sen indistinguibles, en lugar de de~i.r 

en qué estado está cada partí cala, se puede decir cuántas partícu­

las estan en un estado determinado. De esta manera se postula que 

los estados de un sistema, como el que se mencionó al principio ~e 

esta sección, quedan caracterizados por vectores en el espacio de 

Hílbert, de la forma: 

e 
donde nr es e:L número de p·artículas que ae encuentran en el estado 

p, y p es el conjunto de números cuánticos r.ecesarios para carac­

terizar el P-éeimo estado de una partícula. De esta manera, el co~ 

junto de mimaros de ocupación n pasan a· ser las nuevas variableP 

en esta represent~ción. 

Para eer ·consistentes con la mecánica cuántica, se necesita 

que los vectores (2 .1) sean ortonormales y formen un conjunto cor.i­

P~ eto; esto ea 

16 v. Fock, z. Physik 75 1 622 (1932). e 17 El operador de número 'de ºº'""'ª"'1ó11, :¡e de'fine <::. :a 
r'cina 18, ecuacidn (2.7). 



( Yl, VI._, ... J Y/1
1/I.,_', .. ) 

y 

el vector que 

senta por 

1 'I 

(2. 2) 

Para ser consistente con e1 princioio de exclusión, se nece­

?itn que cadn ndmero ~solo tengn rlos valores, uno o cero; lo cual 

~Pnifica que los estados solo pueden estar ocupados por una nartí-

9'1R o no estar ocupados. Así, se nececi tan operadores que conten­

r:o.n al nrincipio de exclusión :r que ,,1 operar sobre los vectores 

r.e estado (2.1), hapn variar el númer'J de ocunación de cadn est(Jrlo 

:lr: 'Jnn partícula, los cuc.les son las ·1:-..riables en est'J forr.iali2mo. 

OPERADORES llE CREA:JIO!I Y .~.'íJ'{UTLACIO'.i 

l:J1 esta sección :se introdu·:f·n ,.., ... :er?«1ores de creación :r ani­

.i l~rión qac contienen 18 e3t~.jÍstir;n. º.::>ociada a fer:r?ione:~ ,~ or.~·-

:-::-:i :-:ot)r°ü estado3 Ge unn partíc•1lrl. La L11nor-tr:.nci:r de catan orierr:­

:!·:1ro~ ~D .,~erá más adelAnte ~;_.tando ae e;q)reFJe ,el Hamil toniRrio en t~r. 

";2n,1!-; OP ncr~.tnrl;; r:-.uantiz:1cir.n. 



a! 0Der.qcJoref1 de n.nlnui.lPPiÓn ,,f Or€'Flf~~ón rer.i-

r>ectivnmente, que operan so'nre el entail'o r dP. unq u,qrtículr!.. Jordan 

y Wigne1~1 ~ demostraron que esos oner:::tdorBs Óltmnlr.m con 11'-ln p,j r."td <?n­

tes relnciones de anticonrnutación 

{a a+} - ,.. a+ ,<'¡+ -- == 
r 1 s = 0, .s + U 5 0, (? • r. ; 

~ ,.... > ] r ,_+ ~ tJ La,, a, =la,, a .. _ (2. 6) 

EJ. onerndor de ntlmero de 

('.'.7) 

construye 

¡n,.) esto es 

(?,;:,) 

h1eae demontrarHe fácilmente, uaanño la definición del ooer1'dor ée 

n~mero ~ las relaciones de nnti~onmutRci6n. que ~l ope~~1or de r1ti­

mcro es un operador it~emnotcnte19 ~r por lo tanto BUS einP"en 11~10~"''.-; 
son cero o urio, lo cual demuestra nue lo~ o~erndnres de creaci6n ~ 

aniquilar:ión f'!UC cumJJ er. con 1:->:o relaciones (,?.5} y(?.ó) contl.cnr;; 

1n e~~adísticn noociqda con lon fer1ninne~. 

li~Ve:1se lrr de:nostraeión en l:i otrP. citiidn en ln not~ !': 

-

"'lP. anar~C'e <'!l J:::i pó.¡:;in11 15 <le éste trnb:J,10, 

lCJ . . "' d. • . · IJn oµerraor 11ne'll N,sc "ce ~un c::i 1de!!!Pote1,,;e ~1 '" 
~3cJlo ~i cumule con f; ~fl, L:~ra toiio vector uobre el cn:-11 opP-rA.. 
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A l.r1n rer;la::i de operación de los operadores de creación y aui 

W'ouiJ¡,r;111n nuoden obtenerse usando las relaciones de 1mticonmuta­

cirín y nr>licando el Operador de número n l!lS funciones a! 1\1,) Y 

ét 1 )1,/ 

(2.11) 

donde s. 0 y J" ,1. son del ta" de Cronecker .. ,, ' 
J,or.; vectC>res de estado,ti110 (?..l),sP. l)Ueden construir a par 

t j r ''el cotado vacío ( 2. A), auli cando !'lllnesi V'!.mente o;ier,,ao~es de 

crcncl611: es~o es 

(2.12; 

~1 el caso de :fer:niones, cuando un oper11dor de crenC'ión y/o 

Rniquilación actún sobre un vector Ce estado lri-., :il,nJ •• ·) es neccn_::. 

rjo c':"lr:.s:idcrnr un factor ~!ic ::\!:'arece depf!ndie!1do del númern ri? nt:"~ 

;3~taci0ncn q11c es nPceRario hnccr nqra 1Jev~~ P LOS 01ie1·~do1·~~ b~ 
... ~ 

·.· Q, 

e. 

~] lUg?r (r-~·iimo) aun les corref;nonrie. ~Jede 
'.) ~ '~ 

demo~tr;oi,rsP · 

( ;'. .1 1 J 

;>OJ,o~ detPllP.R de ln demo11t-ración se dán en el aoéndicr.' 
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e nor Jo que la i'orma como actúan a. ' a~ y Íi, iiobre·. 111 .. 11,, ... > es 

.... t 
0,IYJ •. 

El 

ción está representado nor el vector 

e 

(?. i4) 

P.l<:J 

(? .16) 

l.nternc-

(?.17) 

Ci'l un estad') en que lOS f estados, de une !JA.rtÍcUla, de •nenor 

energía,eatan acunados, mientras que loa restantes estan desocu•1n­

rion. L::t enerf¡'Ía mrlxima EF de los níveles de cner1;ía de una n~i.r+.1-· 

cula, ocupados en el eutado bRse, se conocQ como energía de ~errai. 

Para bosones sin interacción. el fo~rn::ilin~o es ~imilr:~--, s0'..o 

que lon oper~Jd,;re;~ ae crp~ción : ... ~ini~tlilriciÓn cumplen con re.,.:__~.:· 

.:~ conmut?..c:.0n y 108 números ne ocupBc·i6n de .l"."'s ve~tore~ dt: r:r·t.~-
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X continuación se dan solo un resumen rie lr"· rel>1cionr.:-• <1"" 
Hn1.infncen los operadores de bo1'10nes 

[~ "'tJ ... "'t "t ,. r b... J:,. = b. b. - 6. h ::. Ó. 
, J ~· J . J . ·. •; 

(?. lf~ i 

-onde b: y "b1 son operadores de-.crencion y ~1~:11.nción p11ra bos2_ 

nea. 

En lrr sieuif.'nte sección se µrocede a ex,ireser onero.1'lo1•eF ""' 

una y .doé partículas en términon de O]'leradore.i de creación v ani­

·~uil nci ón parir fermi.ones. 

OPERADORES llE UNA Y DOS PARTICULAS 

PA1l.A FERhUONES CON U:TElUGGIOlr EN 

SEGUNDA GUAHTI?.ACIO!< 

En e;enerRl, para un nistem?. d!" ti fermionefl con inti:i•nc~dó;, 

ln función de onda que descrl.he al si.s1:ernfl, en el formalinmo ,;~ 

::ichr(idinger, no es un determinMte de funcionmi de onda de unH 
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~1artíoula, sino un deearr61~o:en términos de dichos determinan•es, 

esto º" , . -<!' 
iJ.rcx,,x,,...x., t) =..f,:C (11.~ ..... ,t) ~ •• ~::~" , .. . x,. l {2.22 J 

cP,(x,) 

<P. (X,) 

Q)(x,) 
H 

(2.23) 

ó" [~íx,)/i,~=t,t,.-t1J, es un conjunto completo de funciones de onda orto­

nol"!Dales de una partícula. Los números 1,2,3,.,.,N, como subíndices 

de funciones de un.a· partícula, denotan el conjunto· de números cuán­

ti c1s- necesarios para de:rcribir el estado correspondiente. Í: está 

~finido por (1.4). Los conjuntos de números cuánticos se supone 

-e estm ordenados según el número· cuántico asociado a la energ:'.a+ 

e.st<:i es, si E,es .el número cuántico de enereía asociado al estado k, .. 

(k=l,2,3,. .. ), qe tal forma que E~E.<E,<· •• e:nt•onéés 1<2<3< .... Las fun­

ciqnen (2.23) fq:i:man un conjunto completo de funciones de onda de 

:::uchac: partí culaG. Es tas fnn e iones son ortonormal es, an tisimétri cas 

e independientes dol tiPmp-o. Se conocen como determinun·tes de Sl.9.te::­

ya que Slater21 lo utilizó por primera vez para atacar el probleCT". 

de ~ucho3 cuerpo~. 

El espacio :~armado por funcione~ <le onda de N f ermione? n fo 

: "ª"º"· enpacio de confi&'llración oientras que se llama elrpacio ti: nú­

t:ero de ocupación al que entá formado por funciones cuyas variables 

~on J º'' números de ocupación de los diferentes esta<los de um\ par-

21 
J.C. Slater, Phys. Rev. 34, 1293 (1929). 



Puede construirse un isomorfismo entre el eA!>eci o ele confi -

ryraci<Ín y· el espacio de nú'llero de ocupAci.ón, de t11l menera '""' Ri 

T define el isomor:fl.smo ;·se 'icme;11 

(?.:>t.} 

""( define un isomor:fismo nuPsto que nreservP. el nrnductri ínt,,rn" 

y trflllsforma unfl b'!se ortono:rmal en el esriA.cio de confip¡1r'lc;6n en 

aleuna base ortonormal en el esp~cio rl~ número de ncu0Pción. 

Su0óng•rne que se tienen operP.dtlres de una v ".lri!'l ,nartfo'.>1'"'' 

en el e~nPcio de con~i~r~ción Oe~tnidns por 

""' ~ ,.. LJ(X)= L µ (x, ) 

í:¡ 

,,....... N 

V~~ L V(x:, x,.:) (?.'ól 

lh 

Para obtener lns expresiones corrennoncii entes en el eznacio do n'1_ 

mero de ocuoación, orimero se encuentr" rtl!".o Ú(x) ~r V(x,x') ?c­

túan sobre lRR funciones (?.?~) v ile;:;~.0é:.: ~l' anlicr-i lP. tr.c:.nsf0r!i1:-·­

ción 1r . En lo::J ?pé!ldices By C n12- d::-•.'1 ~1;i poco m¿s de r:letril l~'."'! 

~:e estB nrncA.QO quf! c~!'ldUr.P a l~ si.r.J:_rmte f0rm-::i p~r~ lo!1 or.erBrlr,_ 

reJ, en fie~nr1n cuP1ntí7.Pf'iÓn 



,,... 
V= ( 2 . 28) 

<lundc 

y 

cualquier ooerador, 

que pueda ser exoresado -.en términos de onera.dores de une~ y. dos Pª!: 

tículao, en el . lenguaje de segunda cuanti7.r.ci ón. En particular, el 

íiaml.l toniano para un sistemP. de N fermi-~nes qu e inter<iccionan solo 

oor pares y que·viene dado oor (0.8 _) o (l. 2) , está en función de 

e ·e radores de una y dos partículas y por lo tanto su cxi>resión en 

c.:1::1;u nda cuantización es 

+ fl_. 't.,, aJá! ak a: , ,.,,· .. (2.29i 

dünd c 

i (2.29a) 

!30!1 !.o :; eleznento3 de"' ma-tríz Uel Hamilto:u.nno. sin iritCr.aCCión entre 

lo(-; e:-:tarlon ~(X) y <P,fxJ de una ;:iartíc~ln, y ,~·=· · · - -- · · 

V . =: J <P"rxJ ~~cx/ • Víx,x') ~ix)-~/;,];ÜJx' .. 
J"1•"" -- I - n . ' - . /( _ -- ..-._ . (2. 2'.lb ) 
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9an loo oleinentas de matríz del ooerador asoci&tlr. a la· interacción 

entre pares de oartículas. 

Las integrales en x y x 1 incluyen _sumn sobre variables dis­

cretas e integración sobre variables cantínuas de las_ que depencien 

las funciones cptxJ de una partícula. 

La función de onda exacta del sistema con interacci6n t.iene 

e!1 se~da cuantización, la siiruiente representación 

(2.30) 

dar.de f(n0 n,, .•• l se comporta co!Ilo un número ?..nte los one1"1\dores de 

creación y aniquilación. 

Para basanes,en lineas generales, lo aue se ha dicho en es­

.illll sección es aplicable aunque las detalles del tratamie~to son 

~ferentes. Para un trata..JJiento de aneradores de una y dos partí­

culrú,, de bosonas, en se¡;unda cuantización nuede verse: Fetter y 

( i.J ) y Davidov ( ~ ) • 

El método de segunda cuantización re:'orcula el ;-iroble::a de 

N. cuernos pero no irn.eui;a resol.verlo \no e,- '.tn método de solución.); 

la ·1entaja de cst:i reformulación es qU'3 el :::ane,jo del prnb) ema es 

T.tis c:imodo y que lon operado!'t!S de creaciór~ ·¡ anicuilación - t:·i 

1.ér:.1ino de :!.os cuales se exurouan len oner~.d<·re:: en segunda cuan-

for~~n el njste~a. 

P:ira resol ver el problema, nun cuanrt-o .va haya Eüdo 
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eefomui 11do en términos de segunda cuantización, se neccsi ta calcular 

los olrnnontos de matríz del Ha;niltoniano entre vectores jn,,n .. n,, ... >, 
y deopuóo diagonalizar la matríz infinita resultB11te, para conocer 

la t!llül'f~Ín del sistema. Un proceeo simil'ar debe seguirse con otros 

opernrl oros, asociados a otras cantidades físicas que definan al sir.r­

tema ( ilomento angular, espín, número de partículas en un estad O"·, etc.). 

Hacer oute cálculo es tan complicado como resolver la ecuación de 

Schréidi neer y por lo tanto,, se' hace necesario tener y usar métodos de 

solución que permitan obtener los eingenvalore11 de los operadores 

en formo más directa. Por otra parte cuando en física se tiene un 

problema, existen dos alternativas ¡rera intentar resolverlo: una es 

buscnr o crear métodos que resuelvan ese problema en particular; la 

otra os buscar o crear métodos generales que resuelvan un gran núme-

A de problemas· similares· al - que se tiene, del. area que 81! esté ata­

•ªº o de otras· .. muchair areas. 

La función de Green es un método que da· en forma más o menos 

directa la diferencia de los eingenvalores del .llamil toniano para N 

y ?-(.! l partículas·. Además los ei~envalores del operador de número, 

y de otras cantidades físicas·. Este m,;todo es aplicable a muchos pro­

blemas que estan relacionados con la teoría de muchos cuerpos, teo• 

ría de campo, etc. De aquí que junto con la formulación de segunde 

cuan ti utción sea una herramienta Útil para atacar problemao de mu-­

cho" cuerpos. Este método se describe en el siguiente carítulo. 



CAPITULO 3 

FUNCIO!lES DE GHEE!I 

WTRODUCCIOH 

La teoría de muchos cuernos es el estudio· ele la form2. C!'. 

q'.<e ln interacción.entre partícul~s, en un sietema denso, altera 

el comportamiento de lns partículas sin interacción. Las pro~ie­

daden de esos sistemas que pueden determinarse expcri~entalmente y 

que por lo tanto son de interés desde el punto de vista teórico, 

son lns si~ientes: 

1.- La energía del estaao base. 

2 .- I:.J. espectro lle cxci tacionci:; elementales. lZl general 1 

A,2Y dos cl.anes 1.:.e estaOOS ('XC}. trrc!.:JS pnra S1Stema,:; OC mUCh0.3 cuer-­

,..,~3: cuas1partículas, las cuales son excitaciones modificadas de 

..:.::a ?Hrtícula; y :nodos colectivos, los cua.Les surge:i de las cor.:-e-

1.aciones en loB oovimientos da las partlcuJ.as, oroducidos por la 

interacc16n entre estas .. 

J.- Fenómenos dependientes de la temperatura y propiedadeLl 

ter:nodiná::nicas: ~a.l..or específico, tra..n~ici.ón de ffases, conductivi­

üad, viscosi<lad, e~c. 

P:\ra. U'1 sistc11a nin intArAcc:ión, Jg enl?r("Ía ne 'lnq n~rTJ í:'i-

"" l~ C'l!'l mo:nento p .v mnsri m es E(p )=:: , r.o'llo cnn:1PCu~nr.ín. df' l~· 

intPr::!f'Ci.ón Pntre lri.n n~rtícuJ~~, P.l rnovi'Tliento ii~ ;1nn. !JPrt{,...,1 .... 

l; hre, se mod i fi C>'! coriicl er'lblemP.nte. Cuendll un1t nR t{ cul~ co,, 
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se mueve, empuja a otras partículAs fuera de su c~mi-

no, 0rrrntrn consleo partículas, cte. Se puede hablar de la partí­

r.•;1n modificada como una. cuasipartícul:;; ést11 puede tener una re­

lación r:: vs. p muy diferente de la de partícula libre\, A bajas 

temner,.,tur,,s, el sistema puede tratarse corno constituido por cua­

sinortfculas indenendientes. 

Ln noción de cuasi n?:rtí culR puede ponerse en un lenguaje 

rnatern!Ítico, usando el concepto de. propagador también, conocido con 

<:l nombre de función de Green. Lrrn funcirrnes de Green don un::; des­

cripción comrileta de lar:: estp..dos q1_¡e se ~1.cnnza.'1 nl.terando lon ni­

velA!--, iJm- un;.i y do~ partículnn y eRta.--i relacionadP-s con cant:íidBder.: 

físicns tRlee ~orno: ln energía del est~1n base, espectro de ener­

~ía~ el~ ex~itaci6n, e~ ~otencial quí~i~o, densidad de URrtíc11laR 

.4111111i 1os diferentes est8dos ñe una nartÍ~Jla, cnlor específico, con­

'9ctiviñ::id, viscosidad, etc. 

En este canítulo se de.fine lP. función de Gre8n cnusR.l pnrA­

unn ~~rtícula, qup es lR que se us~r~ nn Al capítulo A norque o~ 

ln !'l~E P:eneral, laD funciones· retardada y f:fVflnze.dé. pueden obtener­

se a partir de la causal~ 2 
Se da la intcrnretación da la función 

de ·1-repn comn ?roo;'.!r,::.dor de inform~cid!l. S!.l 11~r..cicno.n 2lr.i.1nP.R pro­

~ie1il'!des mAtemP'.ticftfl de lP función de '~re?n. Si: e:;tnblecen r~·l!.1c.iQ_ 

ne!1 pn.f:-.rP lP. función d~ Green r.on c~~i.~d~ñi:-:::i ::ír:dc~n. Se ohtie:ní'!:' 

:i p" ,, r: "1ovi. mi P-n tn r.on un con ,iun to ínfini tn de ccun.ci oneB ncopln.das 

'>0 
'l:nrn lrt cte~'inJ.ci:'in di;: lr~~~· funcioneti dC' 11'.reen rt?tnrn~-

'fl q·¡r--··''' vcrnr. ?ub.'1l'PV ( ::- ) • Ln rel~r.ión entr0 lns f~1ncionn~~ (1P 

·~~'~.·· ;.~1 ri1'·rl:)'~~ v PV..,n?::H11' C''n 1 ~ funr:ión rlp (fr(l':ln C~!U~~)_ n11e-r~r:i 
-- .. "~' r1·f',..i 1.r,-isnv ( l ) p.i;;í',. Tl1nu1 ...... q ('· ) n. • !.:-, ··-:t~:.~' :··~·· 

P-1'. ~~- ~1.r_ .. .;::t1·:..~1·~·e 1:-. 11_·:·.!.::· : ·.:: ~e.:·_.:! ·i.:·n•::.: .~1~ Gr1::·u 
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e en laa flmcionea de Green de diferentes ordenes, l'arn hallar la f1rn­

ción du Green de una partícula es necesario desacoplar el conjunto 

de eourwiones de movimiento mediante aproxi1aacioncs. Por lo que se 

incluyo la descri¡rción de :tas aproximaciones R.P.A. y R.P.A. e;ene­

raliznda que forman parte del método de linealización23 para desn­

coplar .ecuaciones de movimiento de la función de Green. 

Todo el capítulo se desarrolla paru funciones de Green que 

no dependen .de la .temperatura, lo cual se refleja en el hecho de 

que la función que se utiliza para definir la función de Green, es 

el estado base.exacto del sistema a temperatura cero ya que no tie­

ne como argumento la temperatura. Para un desarrollo de la función 

de Green a· temperatura finita diferente de cero, se usa un ensamble 

estadística, regularmente "Gran canónico"24 • 

DEPINICION' DE LA PUNCION 

DE GREEN DE UNA ?ARTICULA. 

Considérese un sistema de N fermianes que interaccionan úni-
A 

camente por pares. Sean: H. el Harniltoniano· exacto,~ el estado ba-

se exacto y Ea la· energía del estado base exacto del si:stema. Por 

lo tanta se cwnple 

(3.1) 

,._ 
Sup<Íngaae que Clp san operndareu de creaci6n y aniquilació~ 

23El. método de linealización también se deircribe cr1 este 
capítulo. 

- 24 veñse Zuba·rev (30), Abrikosav (1) up. 97-153. Además 
en éste cnpÍtttlo sólo se trata la función de Green para una partí­
cula. Para tm tratamiento de funciones de Green para dos partículas 
puede verse: Kittel (14) p. 399; Zima.n (29) p. 112. 
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-para foru1iones; los índices i11cluyen el espín de loi:i fermionea co­

rres¡iondien"t;ea. Como se vió .en el capítulo 2,. los operadores de 

creaoirÍn :r aniquilación, operan sobre estados de partículas sin in­

teraedón :r cumplen con relaciones de anticonmutación (2.5) y (2,6), 

Los operadores· de creación y aniquilación CUIJ!plen con laR 

ecuaciones de moNimiento· 

(3.2) 

d At . • "'Af ~t H~ ) 
-~ =l. [H a~]?!'-} (Ha, - a,, 
d.t t, I " 

La· función de Green causal doblemente dependierrt·,~: ·del. tiempo, 

(3.4} 

como. puede verse, por cada par de operadores se define una función 

de Green. En {3.4) •el doble paréntesis es una notación que utiliza 

Zubarev (301 para designar la función. de Green. 

A continuación se identifican :r definen los diferentes ele­

mcn toG que aparecen en la función a.,, GrP.en. 

ea el producto cronológico de los operadores 
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-ransformador T ordena los operadores· c0n los tie:n;ios menoreo a ln 

derecha. 

Los operadores a.ttJ y éii1t1J son los correspondientes de ani-
·.· . . . .... · ·. .· . 25 

quilación y creaci6.n en el esqu.ema de Heisenberg, definidos por 

,.. iíh . ".1íit 
O~(t) :.e" 8. e• 

y 

at e~Rra· t -.ií1t' 
teJ = • . e~ 

1 - J (3. 7) 

donde Íi es el Ha.mil toniano exacto del sistema 'J' o. ~· a! son los 

operadores de aniquilación y creación en el esquema de Schrodinge~ 

Blfl.J es la función escalón que to!lla loe< siguientes valores: uno 

.. 
11>º, cero si µ(o y no está definida para fl-=-0. Esta función p·,1~ 

representarse por la relación si¡;uiente 

( 3, 8) 

Puede verificarse que la función así definida tiene las propieda­

des requeridas para la función ()(11). Considérese r. como variable 

compleja; para t'->º puede integrarse oobre el entorno. de le figur,.. 

2. 

25 Para un tratamiento y doscri:oción ~e los esquemas 
A Schréidinger, Heisenber .Y de interacción, puede verse: 
Wtter y \Val<tck" (lo ), pp.53-59; Ziman ( ?9), pp.56-62. 



32 

e este caso, el integrando tiene. un polo en -i~ y 

usando el teorema de la integral. do Cauchy se tien:B 

1 .:m; 2 -i(-H)µ. · 
e<µ)= - "''"' - e i E<-'>º :z.rr '= 

por lo tanto 

C,'u?-'l.do fHº, se integra sobre el contorno de la ·figural y ezr. es·e 

caso el j.ntegrando no tiene discontinuidades, por lo tanto usando 

el teorema de Cnuchy'-Goursat, se tiene 

f)(µ) =o 

con lo que (3.8) representa a la 

La función escal.ón está 

~ac;6 
a travéz de 

:>.onde ln función 

de 

(3.10) 

(3.11) 

2· 
~Un tratamiento riguroso de la función delta de Dirnc 

~e verse en Li¡¡hthill .M. J., Introduction to Fourier Analysi::i 
.Gcncralised Functions, Cambridge Univcrsity ?reas (1958). 
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s (lf) =A S""e.¡.,. ... di<. 
-<» 

(3.1?) 

Un op,.r:idor Á(t) en el esquema de Heinsenberg,· cu.mple con 1:-t sigui en-

tE ccu:1ci6n de movimiento 

que 'lf' olitiene directamente 
' .+,. ·itl L i1. c_fr· .J: o. 

hecho du 

DiTERPRETAC!ON l'ISICA 

DE ÍiJ. l"JNCION DE GRE!::N;. 

lhmndo (3.4) y (3.5), la función de Green puede escribirse 

Cuando t>t', el set,"tllldO término de (3.14 J es cero y solo º"'!'"' c .. · ,-:,-

:nero. En este .ca.uo, n.l tiempo t se crea o se suma tu1a 31art{r:·.1la r:~ 

est:ldo brrne 1tf del sis-tema, form9..rtdo el '~UtRdo exei ta.do ·,,~, , ~ . 

·.it.:"ju. ev<;lucionar e:Jte e:3~ad.:- de Ií .... l partícuj..as hl":lGta que ~.::_ tie:_.1;·..:. 

t 1 
se destruye una p!.ir'tícula en e: estadoyr ob°'v(;ni.ond.o con cst. 1; e~ e:;,­

••' 
dr 1J/~ ae r; p~trtíc•Jl?..s~ Le. pro,vecc.ión de Ós"te estado sobre el e.•:l,:t-

dfJ b:-~;;1..· r:c proporclona.1 n la fw1ci ón de Gre-Bn.. Pero por otra part..:: 



ea proyección es la probabilidad de que estando el sistema C!l el 

estado base en el ti¡·mpo· t se encuentre en el estndo 1V. al tier.ipo t.". 

"' Cuando t<t;se .aniqui'La .al tiempo t; una partícula en el '-'"tRd'.' hRse, 

el est'1dO de N-1 partículas así formado se deja evoluc:ionnr ha8ta el 

tiempo t en que se crea· una partícula, formando así, el estaáo 1i[ ; 
(K 

pO:!' lo. tanto ,la función de Green es propord nnal a la probabiliñad 

de que, estando el sistema en el estado be.'rn al tiempo t;se encuE'ntre 
1tr ,, 

en el. estado Y¡, al tiempo t. De esta mRnera, la funcion de <;reer, 

tiene el efectQ de transpori;ar una excit(lción de un sisterr.n d¿ ,l fer-

m:..cnen en e: tiei::.1~0 .. 

REPRESENTACION ESPECTHAL O DE 

I,EHMA.N, ?ARA LA !"UNCIOJI DE GREEN. 

Esta representación es importan~e porque permite establecer 

la relación entre la función de Green y el espectro de energías del 

siste~a .. 

Considérese la componen•e de Fouri~:!' de la función de Green 

cau~al 

} 1·: i .. tl."t' 

=IG~CT)e d'l 
.-· ..... 

(3.15) 
.... cr. 

Usando (3.6) y (J.7) en (3.14), se tiene i1J.si-~-i
0

Ónte.e:xpreaj6n pa­

ra la función de Green 
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donde 

y 
. • ·¡/ _, .. , 

a-" . \ . r . . . . . .. -~é - J; rr 1i: (-7 > =L <ti 61, 111!' ><"t 1 a .. 1 ~>E-1¡ • " c3.1'l) 
., 

En· las expresiones (3.17) y (3.!8) se us6 la propiedad de comple­

téz de las eingenfunciones del sistema de N p~.rtículas. Debido a 

que la función de Green depende de la diferentlia t-t • solamente, 

se puede trabajar con coordenadas relativas, introduciendo la de­

~inici6n 

; T é <-U'./ '° > (J.19) 

Introduciendo las siguientecs definiciones 

J;..cn =~<~1°t1~><~1 a.111{ >ciri::¡ E, ~1)' 3 • 21 > 

J.as funciones r<f.{rJ :/J::'erJ pueden escri birn e como inte¡;rales· de 

"' . '"" Fourier 

(3 •. ?2) 



... wr 
(3.23) 

:;twtitu:rendo (3.22) y'{J~2J)-en' (3.16) y el resultado en (3.15) se 

tiene 

Usando (J.8) e integrando- primero sobre 'T y después, usando (3.12) 

e integrando sobre x se tiene. 

(:/ (.Jl) "'~['P" ... 1r1JJt. +ifi.:.. irrJ 4!. (3.25) 
A ., 1i ~""º .n.-s+iE t ~ .. ., ..n.-t~rl 
- -tD -co 

~ue eo la representación de Lehman para la ~unción de Green. 

Más adelante cuando se tenea que he>,cer la conexión de la fuz..:. 

ción de Green con c¡¡ntidades físicas, se calculará explícitamente 

la expresión (3.25). 

COL!PORTA!JIENTO ASI!!TOTICO 

De 

ne 
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e; c.n..>~1J
00

-;:r,;/rJ+ J.i .. (.t) d.!: 
•I i¡ --<"l. _,,,, (3. ?G i 

Usando (3. 20) y (3, 21) y las propiedades de lá del ta de Di rae ze 

tiene 

&:, (.n.) ~ {1.n_[4.<~1a~11t><t\a;r9f > +¡ <%1a:rvD<tJ a.111{ >} ; 
que usando la completéz .de las func:l.onea. t1J:!' J y las relaciones de 

antíconmutación de lo·a- operad.ores; toma-la forma · 

&:,(Jl.) ~ S.i J_ -
. .¡¡ .n. 

9ara: Jl muy grandes. 

RELACIONES DE S!ñ!ETRIA 

DE LA: PUNCION DE G~EE!f, 

(3.27) 

Intercambiando loe operadores con que se define ia función 

de Green (3.4), se tiene 

Usanao (3.5) y comparando con (3,4) 



(J.29) 

que en la relación de aimetr:i'.a de la :fwtCión de, Green. En términos 

de la transformada .de Fou;l~~. ~sh. relación to_ma' la forma 
-. ' ,.'~'' e 

(3.30) 

-- - . ': ~ -, . 

En otros· campos de la· f.Ísica también aparecen ·funciones de _Green ~ 

con rolaciones -de simetría, aunque diferent~s en c~da Óaso 27 • 

ECUACION' DE MOVB!IR!ITO 

DE LA FUNCION DE GREEN. 

Le ecuación de movimiento• que cU.'llple la función_ de Green de 

¡a,¡: pa-rtícula, es importa.."lte, porque es una forma de calcular dicha 

~ción, aunque como se verá más adelante, en la mayoría de los ca~ 
sos solo puede resolverse haciendo aproximaciones. 

Para obtener la ecuación de movimiento, se deriva (3.14) y 

se usan (J.10) y (J.11) junto- con la: deUniciÓn de la función de 

Green para tener 

27 veáse por ejemplo, Wyld (27); PP• 25B~334. 
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e 
donde 

( }. 32) 

es una !unción de Green de orden uno, en la derivada del o¡ierndor a .. <tJ. 

El. orden ne denotará con el número entero que aparece en. el. arfiU­

mento de la función de Gtleen correspondiente. 

~ general, se puede definir una 1'unción de Green de orden 

donde 

e d"da~~o "(¡F[RJR.[A,. ... [R. E4 • .<iilJ..J (3.34> 

~~. 
La ecuación (3.Jl) es la ecuación de movimiento de la fun-

ción de Green G;.¡t,t:), EstR ecuación contiene una función de Green 

de orden m13.yor en wia unidaé., en el segundo miecbro. Para la nue­

Vll función &jt,t'li) también ee puede escribir um ecuación de movi­

miento tipo (3.31 ). El procese puede sE:guirse coin cada f'."~ción de 

Green de ord~n r.iayor que va;.·E. apareciendo; con lo cual se obtiene 

un conjunto infinito y acoplado, en las fu.~ciones de Green de di­

ferentes ordenes, de ecuaciones de moviniento, 21 cu~l es necesa­

rio sumarle condicione3 de frontera para resol VP.rlo. Zri .:enero.l, 

n:, lHJ posible renoJ.ver dicho siotema de ec:..1Qciones en forma e~ncta, 



40 

-lo haciendo aproximaciones es posible hacer avances y obtene!' la 

función de Green a partir de la ecuación de movimiento. 

A continuación se escriben algunas ecuaciones de .movimiento 

para funciones de diferentes ordenes 

· d G~t,t'11i ~ 
-d·--t - " ,¡ ~ (i~t'l < 1P. /{J a..,rti ata,1/'P. > + &' <1 er;.J 

'" • d t , J J • ..i , . 

d &:,({,1'1;?.J 1 , Z• "' . . ·.· < . . .. 

el t ",-¡, á (l-t.J<~ll J"~tJ , o!ci'J}I~ > + G,,,ct,t'/.3) . . 
d. (,.' (t,t'ln) · . . . :~. ·. 
~- = i.[(i-l') <iP.¡{· Ja&lt> 

d.t. •1i • • dt 

(3.35) 

Las ecuaciones (3.31) y (3.35), son ecuaciones de movimient·1 

~las funciones de Green en términos del tiempo o de coordenadas 

~ativas temporales 't' . Estas ecuaciones pueden ponerse en térmi­

nos de la frecuencia ..n.. mediante la tranofor-.nada de Fcurier. Es 

conveniente tener esas ecuacione2 en términos de ..D- , porque los 

métodos pura desacoplar las ecuaciones, generalmente este.n .referi­

don 'ª ln representación ..D.. y por otra parte, como se .verá .más a­

delanta, varias cantidades físicas pueden obtenerse a partjr de la 

función de Green dependiente de .fl . 

Tomando la .transformada de l'ourier miembro a miembro en 

(3, Jl) y escribiendola en términos de coordemdas relativas, ae 
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o· bUn 

J"'d(.,, 'CT) in.'?" · · t .• ' 
___!!.-e .\'f.= :!.< .. 'P.i{ó a,Jl'I'.> + G (.r.L11) d l . ·il; 6 L • B <I 

-11' . 
(3, 3&) 

;>e integra el miembro izquierdo por partes y se exige que para 11: l 
mu~ grande la función de Green tienda a cero. Esto es equivalente 

a pedir que la propagación de una. excitación en el sistema esté lo-

0alizada en un intervalo finito de ti.empo, esto es, que tenga vida 

media finita, De esta manera se tiene 

(3.}7) 

y similarmente para las ecuaciones (3,35) 

r< (11.}lj= _!_ <<P ¡i JQ. a'] l lj)) - .!. r:.'- (n.¡2.) 
\.::{1 itJ1. a ldl ' r 1,a ¡I"/. ~, 1 

&_
0

(f1.l2)=..!...<'L'lltg_L A-ljllV'>-j_ <;c 1(Stl3) 
•J 1;Jl. 1s l d{' ''-1/ Is' ;n. •. 

G-~ (Al~):l (Ull{J"Q. ajjl'f".) _·_._ 
ll, tiJL Is ~ 1 ~ 1 ¡, ¡~ 

donde, (3.39) 
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e Debido a que las derivadas.de los operadores se obtien co-

::io c11nmutadores del operador correspondiente con el Hamil toniano 

y dado q:te en la función de Green se utiliza· el Hamil toniano en 

términos de operadores de creación y aniquilación, las ecuaciones 

de movimiento; de los operadores de creación y aniquilación son no 

lineales en dichos operadores. Como consecuencia de lo an~erior ae 

tiene un conjunto de ecuaciones de movimiento acopladas y no-lineg. 

les para las funciones de Green. 

Las dos características que se mencionan en el parrafo an­

"erior, marcan una fuerte diferencia entre las funciones de Green 

que se utilizan en teoría de muchos cuerpos y las que aparecen en 

otros campos de la física tale3 como electromagnetismo, teoría de 

calor, teoría de ondas, mecánica cuántica de una partícula, etc., 

~n las que puede haber funciones de Green retardadas y avanzadas, 

~ cumplen con ecuaciones diferencialc~ lineales y no-acopladas. 

RELACION DE LA FUNCIOU DE 

GREEN CON CAN'?IDADES FISICAS 

VALOR ESPERADO DEL OPERADOR DE HUlf.ERO 

De (3.14), tomando el límite cuando t 'tiende a t por la de-
<+) (t) 

:::-echa ( t' ~ t o "?:-.o ) , se tiene el valor esperado del opera-

:ior Ó~ 6,; esto es 

(3~40) 
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~or lo tanto, el valor esperado del operador de número asociado 

con eotados de una partícula N !fJ.10 , es 
~ - - - 1( )l. - 11:_ 

< Ñ. > = - .. ~ t.f:t~ &:fü,i'{ (3.41) 

Sumando aobre'todos'~osestados 

(N) =L_(Ñ.>:_c¡{}_J,1~ • &:jt,t') 
" ·• : ..... l!-t t(•) 

(3.42) 

c¡ue es el valor esperado del operador. de número total.. 

Poniendo G:Ji,l'J en términos de su transformada de Pourier 

(3.41) toma la forma 

< Ñ > =l G. (.ft) J .n. e ~ ~t .. (3.43) 

donde el contorno C consiste del eje real y un semicirculo de ra-

di~ infinito en el semiplano superior. 

ABÍ ~uede verse que los elementos diagonales de la matrí~ 

de Green, dan el valor esperado del operador de número de partíc~•­

las en cada entado de wm pa!'tÍc:úa. 

P3ra un sistema sin int.-::!~ac-:íÓr.:., r~~ valO!'" esperado (Ñ,../ ~!'; 
uno o cero; es uno si k estP. abajo Jel !1ivel de Permi y cero si e:_ 

t2 sobre este nivel. Cuando si:; trat~. 1ir: nister::a con interacción. 

el valor t3p~rado < N.) , en gs::neral P.3 menor qu·:= uno ya. qu~.:: 1~12 

;.:irtículan e:·tnn oscilnndo entre dos o rn&:;; estétdos de una part.ícul.a, 
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e1Ún cuando el sistema esté en equilibrio; esto significa que los es­

tados ñe una partícula no estan bién definidos. Esto es una de las 

cau3n:i que impiden obtener la función de Green en forma exacta, co­

mo se verá más adelante, cu&ndo se trate el desacoplamiento de las 

ecuaciones de movl.mierrto de las funciones de Green. 

ESPECTRO DE ENERGIAS 

Usando (3.20) y (3.21) en (3.25) e integrando sobre '; se 

obtiene 

(3.44) 

llllÍ!ltí,.º polos en cada sumatorila contienen información sobre el espectro 

•"energías del sistema. El segundo sumando en cada denominador de 

(3.44 ), puede escribirse en la forma siguiente: 

En el primero 
•·· ~ E,- E:~= E1," +#J. (3. 45) 

óonc!e E. '° E."·'-1,n 

y 
N•I 

.E, -

En el segundo 
_!(+I - ~ 
.t. - J:.¡¡ :. 
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é ..,.= ..t ~ - .E s 

y 
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( 3,49) 

(3. 50) 

Las cantidades ¡J., y µ.,_ son los potenciales químicos del sistema. 

Representan la energía que es n~cesario invertir para hacer variar 

el número de partículas de un sistema de N partículas, en una uni­

dad; esto es, representan la energía necesaria para pasar de un 

sistema de N partículas a·. uno .de N-1 o de N+l partículi;is. Natural­

mente, existen sistemas cuyo número de partículas no puede variar-

se, 

Con la ayuda de las relacicmes (3.45) y (3.48), (3.44) pue­

de expresarse como 

De aquí puede observarse que los polos de la función de Green en 

la representación de energía ..D.; ¡ dan los espectros de energía 

para sistemas con N-1 y N+l partículas, además de dar información 

sobre el potencial químico o energía de ionización de 

mencionados. L~s polos son 

.en la primera sumatoria; 

en la 
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De esta manera, si de alguna manera se obtiene la función 

de Green de un sistema de N partículas, se calcula la transforma­

da de Fouri er de esta función y de los polos de esta se obtienen 

direetamente los espectros de energías de excitación y las ener­

gías de ionización de sistemas de N-1 y N+l partículas. 

Puede observarse en otras areas de la física, donde apare-­

cen f11nciones de Green asociadas a problemas de eingenvalores, que 

los polos de dicha func1ión, dan los eih:genvalores del problema, 28 

similarmente a lo que se encuentra con las funciones de Green de 

teoría de muchos cuerpos, donde los eingenvalores son las energías 

de excitación. 

ENERGIA DEL ESTADO BASE 

Si se toma el l!mi te cuando t' tiende -a- t. por la derecha 

9-_t''1J, en (3.29), considerando solo los el.ementos diagonales, 

se tiene 

,,.""" G-~ft,t·11J=-~<1i1;1a.:(A a .. JI~> : 
L'-"I t" 1 1 º·::: .. ~, (3,54) 

que usando (D.7) del apéndice 

(3.55) 

donde 

<H >:; <~12. 56) .. ,-
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9, (v> =<~1.L \C a:a.ta,_a,,111p (3.57) 
t<J><" l'-

Der;pejando (V> de (3. 55) y sumandole <A> a ambos miembros de 

la <ecuación resul.tante, se ·tiene la energía del estado·· base 

l- i' 1¿· ' . :6: ,,., - ti G (H'li) .¡. .!. '\" H Í.' Gr (l t') 
l'~ t(t-) 2. -~ 1 2 ,¡::.. ·~ /:!I .... (JJ l<I< I . • 

"' " ...., t 

().58) 

Esta expresión puede expresarse en términos de ...t"L , expresando 

&~f !, l'l 1) y &:.(<,l'}en términos de G!J?.I!) y &Cst) e integrando sobre 

un contorno C, formado por el eje real y un semicírculo de radio 

infinito en el semiplano superior; así ae tiene 

(3,59) 

~ Hemos visto a lo largo de los tres apartados de esta sec-

c1or., que la función de Green está relacionada con el valor espe­

r0,do ,:el operador de número de ocupación de partículas en un esta­

do de una partícula, el valor esperado del operador de número to­

tal d~ partículas, el espectro de energías de excitación, la ener­

;;ia de ioni2.ación y el estado ba·se del sistema. 

Naturalmente las expresiones O.l2), ().43), (3.51), (3.58! 

)' \ 0 .• sc;), son exactas y son Útiles solo cuando la función de Green 

exocta ha sido encnntrndn. 

En General no es posible (al men~3 hasta ahora) encontrar 

fc¡nción de Green en forma exacta, por lo que es necesario 
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~currir a aproximaciones. Los métodos de aproximación para evaluar 

funciones de Green caen en dos ca'tegorías: los que, so basan en :a 
teoría de perturbaciones los cuales utilizan dingrnmas de Feym,m 29 

y los que se basan en el desacoplamiento de las ecuaciones de mo­

vimiento. Esta Última alternativa resulta conveniente en alguno:> 

sistemas magnéticos para los cuales el m6todo de diagramas resulta 

complicado de utilizar. Además es ésta alternativa la que se sigue 

en ~l capítulo cuatro. Por esto, en la siguiente sección se descri 

ben algunas aproximaciones que pueden utilizarse para desacoplar 

las ecuaciones de movimiento de las funciones de Green. 

DESACO?LAIJIENTO DE LA 

ECUACION DE !.JOV!MlElHO 

Existen varios procedimientos para desacoplar ecuaciones de 

movimiento de la función de Green, basados en diferentes formalis­

mos. Jtrgensen (13), discute un procedimiento basado en el forma­

lis:no de superoperadores de Goscinski y Luckman ( : ~·). Roth ( '.:'), 

discute el método de linealización, fundamentado en un principio 

variacrionnl. Tahir-Kehli y Harret (;~ ), exp~esan una función de 

:;re•;n de orden superior en tér:ninon de 'J!'l3 de orden inferior e i::::­

;ionen 12 conservación de momento~ de frec:Jencias de la función es-

pEctral de la funci6:l rle 3ree~. 

Varios de e:~os -;">r.::iced1mien01'H f·:ir.:1.-=tn part'J de una clase .'-:e­

neral conocida en ln l.i teratura cor.10 li.r¡e&li~ac.:ión. El método de 

~.'
1

)L:n i;ratamient.o del método de perturbacionef> con dia­
&"'ªs de Feymm y "~ uRo p2_r·a cnlcular t\1nduner do Green, puede 
9se en: Fetter :r "'!ú•o·--:" :-·) pp. 9?-1:6, Zimnn ( :~) capítu­

"·'"" :: ;t ~. Abrikosov ( ;., ). pp. 68-9(. y ¡;¡ ttel ( : :) ;>. 415. 
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e, inenlización e onsiste en lo· siguiente: Supóngase que se ti ene un 

si:;tcm'l. con Ha::iiltoniano H y sea Q un oper"'-dor asocí_;do al sistema, 

3e exige que Q satinfagft una ecuación de movimíentó? !.ineal, en el 

sentido de que el conm1üador de H con Q sea proporcional a Q; este 

en, 

Si esto se cumple, ~~es un eineenestado del sistema con energía 

de excitación 13 sobre la energía de1 estado base E, , como pue­

de verse de lo siguiente 

(2.6,.) 

lllifii ¡;en eral, no e>:isten sistemas en len c;ue la ecuación (3. 60) se 

9impla en forma exacta, de tal manera q·ciE se hace necesario íntro­

dud.r aproximaciones pare. obtener una relación lineal ª" este tipo. 

" ~ . ... • r • .tt. ~ 

A continuaciOn se describen ln.s a;¡roximaciones E.rtrtree-Foc!:. 

(Random Pha:ie A:iru>:im8tion' y R.?.A. generalizada, para ur, 

sistema de N fermior,es .. E."1 el caso óe que el Harailtonic..no esté E:: 

funci6n de operadoreD de creaci6n y ;1niqu::aci6n, COQO en 1~ ec!~2-

ción (2.29), y si Q = á.:. , lr. ecuació;, (3.6:r·_; no ;;e curup]C cc1z::c 

puede verse de la ecuncici~ (D.7) en tl an~~d1ce L. ln ena rcl~c1dn 

n 0~erHdu!'es cie ~n1 ;-¡1.lilacl.Ón é~.... , ::H:!·o f:~ 9et.".lni1~1 tt~.r1;;-:1'H1 e~ u1;~-. 

rur1r:rf•osición ::le térriünon oropot·cionnJ e:; a. •.Jn proGi_¡cto de tr('.:;, 0:1:.:, 

?9J't: 

e · Se supone que en el tr:;:tamien.to de) :üntei:m, !'le trnba-
'"'HI ln ,.,cuaci~n ,de movimiento de Q,({;[R.:,'! 0 }~ ; •• Por ejemplo. 

# este trt'lbn.jo Q~ C!'< y la ecuaci6r~ de movirr.icnto npnrcce en {,l .. i'.-? _; 
.Y e~. 34 ), Linoal~Za!:" el conmutc'ldor [f( Ctw.J c;ue Gµnrecc en ln :tu.-~ 
~ión de Green L7r-c1 !t.1 de primer ord~n 1 pe~ite c-ncontrar G-.'.-";1t·· en 
tér:ninov de (-.;,,flt· 

-------
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En la aproximación Hartree-Fock se procede a retener del 

término con tres operadores, solo aquellos que pueden lir.,,nli ,,,,,.,,.:·, 

ecto es, aquellos para los cuales el nu.bÍndi ce del es ta do de unci 

de los operac.ores de aniquilación coincide C'on el corrc~.pondj ,.,,,_' 

del de creac'lón. La combinación se sustituye por su valo:::- d~ es:o8~ 

tación en el estado base, con lo cual 13e lle¡;a a tener 

LA a .. J ~- ""Hº a , "'< · f .. , f + iL- '-;:. 1 ,,-~}l,...)<~1á!a .. 1~»a'i-
}I $ 

(3.62) 

, <''' At 4 30 En general, el valor de espectac16n Tala,. a,..../~)no se conoce; Pue-

de entonces hacerse una anroxim2ci6n adicional, consistente en re-

emplazar el valor esperado por sus valore<: aprooia:los para un sis­

tema sin· interacción, esto es, cero sobre el nivel de Fermi y uno 

6'bajo. En la 
W aproximación R.P.;.. el procedimiento que se sigue es 

similar al de la aproximación Hartree-Fock, solo que el operador ~ 

es un operador de partícula-agujero (~"'c(O.) a diferencia de la 

aproximación Hartree-Fock, en la que Q es operador de una partícu­

la. En este caso se tiene 

'') '~ > 
)' Ver comentario sobre el vr.tlor esperado~ (N, · en la 

9''cinas 4 3-44. 
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En estas dos aproximaciones, el procedimiento seeuido para 

eliminar términos cuyos subíndices corresponden n estados diferer.-

tes, puede justificarse mediante el siguiente ::i:c¡;umento de"fa~eco 
~1 ... 

al azar": En una suma muy grande de términos del tipo <"-Y,/Qil/µ)~>. 

aquellos para los cuales si u, se suman con fases al azar, mientras 

que los términos tales que s=u,.se suman en fase puesto que son P2 

sitivos definidos. De esta manera, muchos términos nara los cuales 

slu, se cancelan, o su suma es pequeña respecto de I<tlo~a,¡~>, 
esto es s 

Suhl y Werthamer, han usado une segunda aproximación que 

~nsiste en retener no solo los términos que interesan en Hartree­

~ck o R.?.A., sino también algunos términos residuales. Tómese el 

caso en que Q es el operador de aniquilación de una partícula. En 
ez~e caso, uno de los términos contiene operadores de tres partí­

culas de la forma 
... ~ t 
B :: Os et,.... CI., 

Se toma el conmutador de H con B y se. exige. la- condición de 

liaealización 

_(J.66) 
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El término del conmutador del operador de una partícula es 

proporcional a Íi, pero el conmutador con '.el operador de dos partí­

culas, conduce a la superposición de t~rminos de la forma átd+&,&q 
De estos términos, se retienen las siguientes dos clases: 

I.- Términos en los que el Índice de uno de los é)+~ coinc!_ 

de con uno de los de los a·s ' reemplazando la combinación, ryor 

su valor esperado en el estado ·case. 

II.- Té:'.'minos en los que el momento total (suma de indices), 

áe dos operadores de creación f:i , sea igual a .la suma de los Í!!. 

dices de los operadores de aniquilación Ci • Cualquier· combina­

ción atataa' tendrá en general, un valor de espectación diferente 

de cero en el estado base, ya r¡ue lleva momento neto cero. 

Todos los términos quintuples que no cumplen con I y/o II, 

se to~an en cuenta. 

La validéz de las aproximaciones que aquí se han descrito, 

no r!a."l sido encontradas en general, por lo que es necesario inves­

tiearlas en cad~ problema concreto. 



CAPITULO 4 

APLICACIO!f DEL FORMALISMO DE r,A 

FUNCION DE GREEN A UN PROBLEMA SOLUBLE. 

INTRODUCCION. 

En este capítulo, se da un1bosquejo, de como se puede aplicar 

la herramienta desarrollada en el capítulo 3, a un problema con-
30* creto. 

El problema con el que se trabajará en este capítulo, con­

siste de N fermiones que se encuentran sometidos a un potencial 

común, tipo oscilador armónico atractivo y que interaccionan solo 

por pares, mediante potenciales atracti •tos, tipo oscilador armóni_ 

co. Por la forma cie los potenciales que aparecen en éste problema, 

~ imposible arrancar o agregarle partículas al sistema. Por lo 

~ante, para este sistema, el teorema de Koopmaru, mencionado en el 

capítulo 1, no tiene sentido. 

Este problema tiene la característica de que es soluble 

exo.ctamente mediante una transformación de coordenadas co11oc1da 

co:n.:> "coordenadas de Jacobi" y resulta úti::.. comparar los resulta­

ªº" que se obtienen con la función de. Green con los resul tad:is 

exactos. E2te modelo teórico no ha sido usado aún, para describir 

sintcmas reales, 

* 30 ta aplicación se reduce a conatruír la función de 
Green para dicho problema y expresar sus· polos en términos de cnnti­
l1Adc:.J alrrebraicas como coeficientes Clebsch-Gordan, h!oahinsky-Brody, 
,V fun~1onen GArnmA.. 
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SOLUCION EXACTA DEL PROBLEMA 

En el esquema de Schr8dinger, el Hamil toniano para este si,e 

(4.l) 

donde W es la frecuencia de oscilación de cada partícula en el 

campo. externo y J.J es· la frecuencia de oscilación de la interaeo­

ción entre pares de par-tículas. El Hamiltoniano. (4.1) en coorden~ 

das r y p no es sepanable debido a que la interacci6n depende de 

las dos coordenadas. 

Las coordenadas de Jacobi se definen por las relaciones 

(4, 2) 

(4. 3) 

(4.1) t0~a 

13. forma 

H '°f ±[ ~~ (4. 4) 
i~ f 

?!1ede verse que en coordenadás de J1lcobi1 _el !!amil toniano es 
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-eparnble en N-1 osciladores armónicos con frecuencias 

;¡ un oacilador armónico con frecuencia LLl 

1::1 problema de un oscilador armónico cuántico es solublet
1 

por lo tanto, el problema que aquí interesa, es completamente so­

luble. La ~olución viene dada por un pr~ducto antisimetrizado de 

funciones de onda de oscilador armónico de una partícula, esto es 

(4.5) 

donde N es el número de partículas, A está definido por (1.4), los 

subíndices de las funciones de onda de una partícula, 1 1 2, ... ,N, 

representan un conjunto de números cuánticos que caracterizan es­

tados de oscilador armónico, esto es, k=ln l m }•para k=l,2, ••• N. l 1'11 W1 11. " 

.mlls subíndices de la función total representan un conjunto de nú-

.ros cuánticos, esto es, n=¡n,,n,. .• n.J , l= ti,, 1, ... lHJ, 

~= { m1 m, ••• mNJ, Las funciones de una partícula ..h(f.. e,cp,¡ estan d~ 
32 'iC··''' 

finidas por 

donde 

:r 

(4.6) 

(4, 7) 

/mi.u' 
\
¡-- 1:. 

- . h ' 
(4 .8) 

31 voúse, lleard, D.B., y G.B. Deard, Qu'1ntum Mechanics 
nppications, Allyn an<i Bacon, Inc., Boston, 1970, pp.114-11;1. 

: .. iechanics, 

32 ver, Ter Haar, D., Selected problema in Quantum 
Academlc Presa, Inc., New Yo!'t:, :96.:. 
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tls funciones Y ( e f.. ) , son los armon1co2 esféricos. Los coefi 
,,, .. L 

cientes en la sumatoria de (4.?i, vienen dadoa por33 

Q -:: (- J. )C( [ (2 11¡) J J f1 ( YI; + 9 i + ~ ) 
"d1<\ o<! 11(,,,.1,+fJ (r¡,--<.JJN«+L+V 

(A ,9) 

Las primeras N-1 funciones en (4.5), tienen frecuencia h~w2+N7 
mien7ras la funci,)n <B<~,a .. ,~)tiene frecuencia u.l •. La energía · 

exacta del sistema es 
11-1 

E,.,
11 

= t (w1.+ Nu'} [ ~(N-L) -;I<211,+U) + 1iwU+zVJ>ti] 
L-:J 

(4.10) 

lo cual se encuentra en forma directa, como c,nsecuencia de la s~ 

paración del Hamiltoniano. La importancia del resultado es que 

ner:ni te tener un marco de referencia, para co::iparar resultados que 

- obtienen con métodos de aproximación, en particular, los resul­

tados que se obtienen con la función de Green. 

APLICACION DE LA YúNCION DE GREEN 

En esta sección, se procede a hacer la aplicación de la 

func!ón de Green al problema. Se utiliza el método de la ecuación 

de movimiento y la aproximación P.artree-Fock para desacoplar dicha 

ecuación, con el fin de evaluar la función de Green. 

El Hamiltoniano en segunda cuanti?.ación, para este problema 

es 

A ~ ...... +"""" O 

H =) a. a, H .. 
,¡;.....- ~, (4 .11) ., . 

33ver, M.Moshinsky (:~ ), p. 5. 
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(4. l;:) 

(4.13) 

y (4 .14) 

Las y 

(4.13), son 

es 

(4 •. 15) 

La función de Green de primer orden G.
1
(.1"1.IL), contiene el operador 

rn. ª~J ' como puede verse de las ecuaciones (3,34), (3-32) y 

(3.2). Por esto se analiza a continuación dicho conmutador. 

SegÚn el método de linealización, cuando se ha hecho lineal 

el conmutador H con el operador de aniquilación, se ti&ne la ener_ 

gÍa E. .. sobre el estado base, esto es 

( ,... ~J -. H, O. ~E .. a~ (4.16) 



58 

-(4.16) se tiene 

{[A, ªJ, a:J ~ é.._ Jkf (4.17) 

Tomando el valor espe~ado cié' c4.17) en el estado base, se tiene 
.· '--. :-., ':, ,, . ·, ., 

<~llTA,a~JtJ!}--li>f~E~'.J'_·_•·, '/'· (4.18) 
l!..! I . I ·' . "' 

lo cual permite calculár L•. Los :de~~i1~~- de ;s'te': ~~~ulo se dan 

en el apéndice D; el :resultado es _,,, .. 

f .. = -[ H:. + i('(~.,.-v .. ~}(J <1Jr1á; ª~ 1 ~>} (4.1s> 
µ 

donde ne ha usado el argumento de la aproximación Hartree-Fock 9"ra eli~inar términos para los cuales el estado del operador de 

creación es diferente del de aniquilación. Aún el término <'f./Q;:q,./~) 
no se conoce, por lo que se volverá más tarde a trataT sobre él. 

Conocido &~ , se está en condiciones de utilizar (4,16) en 

la función de Green de primer orden, para tener 

()O 

c,;.p~i 1 > =j~i <i;lf T([R, D.~] o.:<e~/ 11{ > e':nr J?: 

-;> 
(4 .2,o) 
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.. , Puede vurse que con esto, ·la ecuación do movimiento queda 

d esacopllada, esto es 
--·· -

&~l"' • fA <i/;/{O:,qf)1i~g~~É[G.;i!\~\ 
{4.21) 

=-.> G <.n.> = J'~ 1 ·. - )§';;n;', . 
KI 1;SL +é .. 

Como puede verse, esta función es. diagonal· y',s~s/polÓs dan las 

energías de excitación del sistema. 

La ecuación (4.21) es una ecuación acoplada, ya que la ene~ 

gía f:. depende del valor esperado del Ollerador de número y éste se 

puede obtener solo si se conoce la función de Green, como puede 

verse de la ecuación (3,43), 

La función de Green puede evaluarse comoletamente, siguien-~ 

do cualquiera de las siguientes alternativas: 

(a) Aproximando la función del ec;tado base ~ , por une. 

función de onda que tenga los estados de una partícula bién d8finL 

dos, de tal manera que ( N,..) sea cero si u< f y uno si u >:f, sie!:!_ 

do f el índice que indica el estado qu8 corresponde al nivel de 

Fermi. Una función que puede servir para ezte propósito en ln ~ue 

corresponde al estado base del sistema sin interacción; otra puede 

ser la que corresponde al estado base -J.~ l'.artree-Fock, dado por ln 

ecuación (1.22). Naturalmente, llUeden encontrarne ~ás funciones 

que puedan utilizarse. 

En el caao de utilizar la función de onda del estado base 
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-el sintema con N fermiones sin interacción, la 

una cncrg::a tipo Hartrec-Fock, ecuación (l.16), 

energía (4,19) es 

a primer orden de 

aproximnción o primer paso de autoconsistencia. No coincide con la 

ener1:ín de !lartree-Fock, ya que (l.16) se obtiene después de reali 

zar varios pasos para lograr la autoconsistencia y por lo tanto, 

las integrales qu.e allí aparecen, se calculan con funciones espín­

orbi tales de una pa.rtícula, tipo (l,18); mientras las integrales 

qu<~ annrecen en (4 .19), se calculan con funciones de una partícu­

le de oscilP.dor armónico 

J .1e• " 2 rp ( (,fi,qi) = f é' }_ a,..
1 
f " y_ ( B, tp) 

"J,., ""º '"" 
i 

,¡;;;;;¡ 
f:y-¡;r (4. 22) 

En el caso de que se utilice la función de estado base de 

.rrtree-Fock, (4.19) coinCide con la eli.ergía de Hartrece:.:Ft:>cit, 

W (b), Si se calcula;, <Ñ,.) mediante la expresión (3.43) se 

tlene 

con lo cual se tiene, que la función de Green y la energía é._ , se 

determinan en forma autoconsistente, en el sentido de que para ob­

tener &,_1.n.)es necesario cono::er t,. y para calcular é,~ se usa 

G.{"J· En este proceso se ;iuede comenzar con la energía 

(4.24) 
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-obtener a primer orden G-... ~·M; luego utillzar esa f:mción en (.;.23) 

para calcular una segunda aproximación para (;,.. Nuevamente, sus t.!:_ 

tuir eoto en (4.21), obtener una nueva función de Green y se¡;u:r 

a•sí el proceso hasta que se le logre la autoconsistencia. ?uede n:!_ 

tarse que la alternativa (a) es el primer paso de la alternativa (b). 

En este trabajo, se ha optado por quedarse en el primer pa­

so del proceso de autoconsistencia o dicho de otra forma, con la 

alternativa (a ), utilizando como función para calcular la función 

de Green, la del estado base del sistema sin interacción. En este 

caso 

(4.25) 

•

de se ha hecho uso de .. que, loa operadores del Hamil toniano 

.1), no de?enden del espín y que por lo tanto, las integrales 

que aparecen en (4.23) para éK , 9ueden separarse en dos términos: 

uno que depende de coordenadas espaciales solamente y otro que co~ 

tiene la dependencia en el espín. Además se ha usado el hecho de 

que las funciones que dependen del espín son ortonormales. 

Las integrales H' , V 
Jr.k lo.p.rc,..._ 

se calculan en 

el apéndice E y estan dadas por 

(4.26) 
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J·tlltjfatZ'ilc.. 

V (i.)1I_' ¿ {rrP;1v {l(f.,!) A J···• ~ 1>1U.1 l3(n¡l¡,'1j~·, p J3(n,.J.,.n~l ... ,P,..) ~) + (~ ... J.,,. + 
- j !\"a. fl ,,.,~) 

~ *'j fKrJ,._ 

1 z rfP¡12> n(r.~ C(Ll1i,. 1omi"'"i)C'/l/1 f,...OP1.nr ... ) CtJD;f,::odoJCr1t1.;oooJ+ 
fl(f¡+!Jfl(f.t¡) I •. ·. • (4.27) 

+- < .;irr) f'(r, 121 ru ... 12J re (L\.t,. 1 r-·J~t>t;) er11.1.;1111Km • .) +Ülf.J .. ,,,,.,,,: 1Pr1 l t •1.,r;w .. 1 
rrf+UNt;/V r:. 2. "'.') ,Al • ., ~~'"21" 

J } TnJJ . 
• C'. (J ~·~·1000) CCl l,D .. :oooJ T .. ·. 

-V:",.. :u(.!Y I... B<~;l¡,~.1.,P) u~.1~, .... l¡,fJ~{ r(r•{L ... J;.i (1(1+%2 .¡. 
r.'I . ('(,.,,) l'(ld;.J 

Z fl!P+ 2 !f'l'+-2l fc(tlt C( J ) " 1 n ,._\-
+ f'(M~jl'(fl~)l.'. •¡;Oltl,~¡) ili <;0"1¡1'1"- +J~(!l¡.;L~"l.h.(il.~;llf¡J (4.'28) 

_ • ( ¡/;·'·'' ("-'¡ ")~ ¿ l.·1¡11 zl.+!¡' z 
1
7 

l - 21,.., C (iljldrr1¡111 .. J-~(-1) (iJFi/C~.l¡;lr'lf.rn_·)j' 
• CCH.9Hooo) CO~·l.¡ooo)} 

P, ~ E [i{lj+l.)1 i-O-+I .. }•~ j,f""j 
inder(p ... :¡), son funciones' Gamma, B(nl,n'l', p) son coeficientes 

lados por Brody y Moshinsky 35 y estan definidos por la relación 

(E.J.6). Los coeficien1'.es C(l,.1,,1,, m.,m._m,) son los llamados coefi­

cientes de Clebsch-G0rdan 3~ La parte de estas integrales que está 

en términ~s de la función Gamma, puede evaluarse, si se conoce el 

argwnento, utilizando propiedades de ésta función y buscando los 

valores en tablas~7 Para evalu~r los coeficientes de Clebsch-Gor­

dan pt¡ede utilizarse una expresión hallada por ?ligner 3 ~ que es 
1 

" fc21,i1Jr;,.1,.1.;. 1v,-9,tl,J. u .. ,-1,1111,m,.1. , .... , .• :'..?. siguiente , '/! / ) l(i 1í. 
C (R, O, O,;""·"'<"" ) = º"'•·"'·'"'• ~ (!, t 9, +1, t•)! (1, - ,,,,)((!, +01,)I O.- w.)I (f,t>ll,) ! 

vrO._-t~t 

• > (-.i) -
.L. J.)! 

(:.. 29) 

)• 

Un tratamiento de l" funci.Ón Gam.'Dn, puede verse en 
A:'.'fken ( .: ),pp,J50-.!5": E:"win KreyM.i1: 1 Advancec! Englneering M~ 

A!:latic~·, John Wiley and 3ons, Inc., 1'!72, pp .. g2s-~30. En ésta 
lllllll'ima referencia aparecen tabulados algunos valores de la función 

''''""'ª en l" página 9J5. 
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ende J,J • puede tomar valores para los cuales ninguno de loa argu-

~eotos fnctoriales sea negativo. Además, existen algunas relacio­

nes dtl simetr:i'.a de los coefi.cientes, que se pueden utilizar. 39 

De esta forma las integrales H:,, directas y de intercEtlllbio 

han sido calculadas en principio, ya que han sido reducidas· a expre­

siones algebraicas, las cuales pueden evaluarse completamente cuan­

do se requiera, como se mencionó eo los par.rafas precedentes. Sin 

embargo, no se puede cuantificar cual es la exactitud de los re­

sultados obtenidos con la aproximación Hartree-Pock de la !unción 

de Green, respecto de los exactos, tal como estan los resultados por 

el :nomento en este· trabajo». 

35 Brody,T.A. y M. Moshinsky (8) pn. 16-17; T.A. Brody, 
G. Jacob and M. liloshinsky, Nuclear Physics 17, 16 (1960). En la 
,,.rimer:'!: de estas referencias, se dan tablas de valore!'! de los coe­
fi ".!üntcr. S(n 1, n 'l; p), pp. 125-175. 

3bl'nra un tratn~liento de los coeficiente Glebsch-Gordan 
en curuito ou definici6n, propiedades y referencias sobre tablas de lºs coenc:eute'" ver M.E. Hose, (:'l) pp. 32-47. 

3 · Valores de ln función Gamren p·~tPden encontrnrse en: M. 
Abraciowj tz and I .A. Stecun, l!andbook of Y.athematical functions, Do­
v0:- Pul:Jic!ttions, lnc,, New York, 1968, pp. 255-287. 
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CONCLUSIONES 

Utilizando la función de Gre~~ .se. puedé. obt.ener la energía 

de excitación de un sistema de Nf~rmÍone~'que'foteraccionan por 

pares solamente. 

Utilizando el método de linéalización, se encuentra en for­

ma aproximada, la función, de Green. 

Con la función de Green,se reproduce el resultado que se ob­

tiene con el método de l:!artree-Pock (en un sitema de fermiones con 

interacción por paresi, a un orden que depende de la funci6n de on­

da (del estado base) que se usa para calcular la función de Green. 

lil grado de validez o exactitud de la aproximación usada pa­

ra linealizar la ecuación de movimiento de la función de Green del 

.illlllliblema que se atacó, no se cuantifica en este trabajo pero eatan 

~as las condiciones para hacerlo. 

Lo que se menciona en el parrafo anterio·r, se piensa hacer 

al atacar problemas físicos reales, especialmente del area de esta­

do sólido, que es donde se piensa trabajar aplicando el método de 

la función de ·Green. 

Han surgido problemas tale~ como, investigar si existen re­

laciones de "suma" para la función de Green causal, similares a las 

que existen para las funciones de Green retardada y avanzada. Inves­

tigar si la aproximación a: la función de onda del estado base exac­

to eatñ contenida implícitamente en la linealización de las ecuacio­

nes de movimiento· (de los operadores de creación y aniquilación que 

definen la función de G:recn) o por el contrario es necesario 

A 3SE.P. \Vigner, Gruppentheorit ,. Priedrich Vieweg und 
9'"• Braunsch"eig, 1931. (Tomada de IJ.E. Rose (21) p. 39 ). 

3él Para más detall ea rP.npecto ,, las relaciones de sime­
cri2 ver, M.E. Rose (21). 
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e 
hRcer unR a?ro:cimación adicional, para evaluar ln !'uneión de G.~een. 

InvesL.lgar la posibilidad ·de dar unn justificnci<Ín física ~· ~Rs 

a;iroximaciones, para desacoplar ecuaciones de :novi mi er, to tl" l n :· _ 

ción rlc Green, que se basan en arg:i.mentos pragm::!tico:J, por el :tD­

mento. 

De esta manera, se vislumbra un amplio campo de acción, ~·· 

el cual trabajar, para continuar con la actividad que se ha comen­

zado con este trabajo, 
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APEIWICES 



ó? 

APE:-IDICE A 

CALCULO DEL FACTOR DE FASE (2.13), ASOCIADO. 

A OPERADORES DE.CREACION Y· ANIQUI~ACION. 

De (2.12) se~abe qtle 

a~ 1 ·.;,, .>·.·. ; ;..., r~t,~•J,At)..; •(.::t)• "····'·:''•· .. ,:::··'' ··::' • "· 11,., .... ,,.;,. = ~( 1 as1.<4; ::, q, ·'.··lo.o,o,,i:), 

pero debido a que r• e~~IÍ il}~n\d~~Jl'lll~ri~ci~·;~~~~;l;/~e, t'iene 

er lo tanto se tien.e 

(A.. l) 

(A.2) 

De aquí se ve, que por. cada lugar que O, pasa hacia la derecha, 

aparece um signo menos, por lo tanto 

(.A..4) 

La ecuación (A.4), es válida para cada Índice 1,2,), ••• , que aea 

diferente de r; como existen r-1 de esos símbolos, se puede 
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-•cribir 

por lo que, el factor de fase está dado por la ecuación (2.13). 

Para un operador de creación, se obtiene el resultado de 

forma más directa, utilizalldo la rela:ci6n de anti conmutación (2. 6) 

:r siguiendo un proceso si:nila~ al. seguido para el operador de ani­

quilación. 



A'PEHDICE B 

OPERADORES DE UliA !'ARTICULA 

EN.SEGÜNDA CUANTIZACION. 

Primero se va obtener la forma de operar de un Óperador de 

una partícula )1{x); sobre las funciones ~(X ) , de :partícula inde­

pendiente, utilizando el hecho de que éstas funciones ·forman una 

base completa para funciones de una partícula~ Esta·.forma de ope­

rar puede representarse por 

µex> ~(xl (B.l) 

Altiplicando por 

.rene 

_x , se 

J (B.2) 

de 

µex) cl¡>r.x· J = I. J .. t <P._cxJ (3 .3) 

I< 

Aplicando (2.25) a (2.23), se tiene 

U pcx,,x,,..;x.) 
1(1 ... ,,,..,, ..... ,,. ·~n.., 

w ,: =l A[~(X,)···f..O'.; .. )~(X;)~[<.·.,)·.··t(~2f{K¡ 
i11<. - -·-·~ 

(B.4) 
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'mo los subíndices estan ordenados, por cada permutaci6n de éstos 

;,:.mbolo'1, que se haga, anarece un signo menas. Así, para colocar 

la función con subíndice k, en el luga:!" que le corresponde, apare-

ce un fnctor 
(-l )s,-e,;-n, . si 

(-l ¡s.-s,-n, ,. 

y 1 

En el primer 

~término (-l)n~no cuenta, 

~ vez más, se necesita que 

En el segundo caso se 

aquí el fnctor (-l)n¡ se 

aparezca una vez menos, 

En el tercer caso 

i > k ' (B.5) 

(B.6) 

(B,7) 

(B.9) 
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Aplicando la transformaci6n 1Í a (B.8), (B.9) y (B.10), se 

ti tne 

y 

'7í[U 

como 

y entonces, la forma feJ: operador U(x) en segunda cual1~ización es 

u = "' ".< o. ___ t ___ º------. L'-..14 ... ""·" t; t< "- .-- ,- -



APENDICEC 

OPERA'lJORES DE DOS PARTICULAS 

EN SEGtJNDi CUANTlZACION 

Las funciones,.":>,"""'" """"J<'"" 

~!x,, x ... > ~ ~ [~t;.J~r1k}_:~rX.~Í~rx~J] 
forman una base ortoriormal:, para e:i".espacio de funciones 

partículas. Sea" V(x, x '} i.ul' (;per~dór de dos partículas, él 
i ...... . 

de este operador, sobre un producto de" funciones de una 

~()(¡) <P,.cx ... ¡, puede expresarse 

Multiplicando (e .1) .yor 

bre x. y x, se tiene 

J ~*"(J.,,;.._,V-cx,x .. Jcktx;J~(t,;JJ1)x ... ="' c(i,,,l(S J _ r·f·)·~ 'r ' I< ,,e_ i... "" ,, ..... . .. ' er : 
f..,. 

-= e c ,>, _ e r 1
1 

!:. ) 
!jr q 

y por lo tanto , 
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D~u{ oo puede pasar a lo siguiente 

. - -,,.-, 

P rx,,. .. xN J . =. i~(V - 'lJ . )r-1}'r-jf1(-1Í'"<-1)· iforx, .. -xNJ 
Wl¡··"•"'f •••IA.•"'rf•"·'·.··4-L- ""!1'1"' ..... k- . • •lftJ ........ 1 .. ~.-t ... '1 .. -I ... .... ~.. _- ~ lf.·~ __ .. : ··~ t ·' ...... ' ' ./ 

J.p ... 

donde se usó el hecho de que ~.=l, n.t =0 y n_;;O. 

Aplicando la transformación: '71' a lo anterior¡ se· tiene 
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'1( [ Í/1 .. •'J p Í'.,· x.) J 
"\, ... J1 ••• ~'" .... 

que 



APENDICE D 

CA'LCULO 'DEL coN~ruTADOR .·[íl, d.J 

Uanndo l.a expr~ÚtSri )~·.;29/,};~J:: ei Hamil tóniáno, en segunda 

cuantizaci6n, se tiene·<,·>;:·:·:.f)' •I'/'.( ;·•' 
-.e·~~~··~ o'i-'-•.', ,_,_ .~ 

rn, a.] "f tt;, waÍ1,~~4~[~l~~%?f ~~'R!~~~~ :, . ,· (D.l, 

El conmutador que .a!l11r~~e~e~;eJ,~Pi-~~~·; términ~··'del se~nco,miembro 
et .i·:>.>·::· .. _:·:,-~~-:>·,;_:·"·~,_.·:-<'.···, ,· . -. _ -.... -./.· ·:~' -"t 

ra,+ a, AJ =a; ra,,a~Jda;;a~Jaf=a:rá,a .. ~ctaf)+r;i.-a .. q,')a, 
'· "-·> - ., _- '-- ', . - _- __ : -.-- ' 

pero (D,4) 

y 



Sustituyendo (D,2) y 

lQ.d~J =- "° H0 ~· •••• 

¿;_ 'f ., 
f,~ .. 

=-.l. H" 
r.' ,, 
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APENDICE E 

,;, '. ' >" >~\::'~·-: .. : :,' ; 

t • "-? ~; {. + iJ. (~ •. E\i.< J <I 1af a,.r,J:,á:a: i.r.1 ~ >'"·1 >: 

.. bajando con el an:iconmutador del segundo término deL segundo 

::iembro se tiene 

·f·· "' :1t~t •• • t•(f' ·+·) •t•I•• o.a,.ci.,a .. +u.a1 a,.c¡.,..a,q .. d. 11-a~a" .. -a~u,a.,a .. 

Sustituyendo (E.2) en (E.l) se tiene 

¡; o - ti' ... l I (V V ) <'''/. t" 1 > cf 
.... .,,.. 2. Sk.~/'4.- .lt.Hf¡ll r, CI, QJ.( lJ "'" 

•µ • 
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Siendo u y V Índices mudos, se puede escribit 

tf,,, ()\Xt)~i éil<l1P.: I 
,/f.Sµ1<: .,.~: .:.:JJ . . O 

- S'4 We es la relací6n 



APENDICE F 

. 
CALCULO DE_LAS INTEGRALES H.._, V Y V 

Para calcular estas. in_tegrales se utilizan funciones de on­

da de unr. partícula, tipo o'sci1ador armónico, dadas por (4.22). 

LA INTEGRAL !(, .. 
La integral H:Lse encuentra fácilmente, 

eingenfunción del Hatniltoniano sin inte!'acción 

ya que (4.22) es 

~ 1: + w~i'z 
.. Z"' 

, por lo tanto 

(F.1) 

-e n~=0,1,2,, •• y l .. =0,1,2, .•• ,n;l• 

INTEGRAL DIRECTA 

La integral. directa está-.definida como 

V_ " ( cP.olc'r> ~.1-(Y''J -mil (r- 1 1/<fi.rn <f?ri1J d3r dª?' 
J•¡• J ) .. ;l. J ~ (F.2) 

puede quitarse la con>Jtante 'o/"' y trabajar únicamente- con la in­

tegral que queda. El calculo se inicia escribiendo- (r-r·_f en coor_ 

den~1as esféricas 

x=r sen 9 cos <!' 

y=r sen e sen cp 

z=r cos O 



80 

e sustHuir esto en (F,2) para tener 

V. gA+B+ 
}Kj K 

donde 

: '_' 

;.ntee de proseguir, se calculará un tipo d~ ¡;t:~;~;l 
para evaluar las anteriores integrales, El 

¡;ui e11do el trahtjo de 1Joshinslcy?9 

39 
M. Mosliinsky ( l'l ), pp,5-G. 

(F,6) 
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e De (4.22) se sabe que 

e~ 

R~, ( f)-= e-¡- \e.~Z.<.J.#J<( f':!~ 
• e•• •'o(•=o•·': 

entoncea ci ; . 1 . . : 

11 .. f~/e)drn~d~~)Yié'=ÍÍ_J
01

eezf 111!+2-«+ 2 f+~ fj(fJ Jf 
O .···>:• .:·,c, .: Cl::o p~r> .O . • ·<· 

donde g( P ), es· algun~.f~nci6n de f' , completam~nté'a,z:bi~raria. 
Trabajando con lo anterior ae tiene 

t,.-:. i t' ª"lot ª~·1•,s f"¿ e'i•f+~ ~(f} ~·~. 
o(•o p~o O . .,., .. ,.:·"··•c. -6 =-.g ~ a,.1" O..,.,r,l J¿eL(r+z ~· 

,•O 

donde 

P: l {9t 2'+:i.« +:zp) 

~=-:f. (p+ 9') 

S a i ( j f f 1) -+ VI ' + J1 

así se puede escribir 

(F.13) 

(F,14) 

(F,15) 

(f. 11.) 
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~ndc 
8 (nQ.-1'9', P) .:: (1(P+-i) f Q Q . / (F.17) 

~ L '"" •'J'/W 
"' l . o(.::o . /· 

La integral I,:=íere""'"qrrJol{' , es una integral tipo 
Talmi •JO 0 el 

La función Gamma y el número 2 en la relación (F.16), se e~ 

cogen de tal manera que cuando> g( ~ )=l, la integral sea· uno. 

En este trabajo, interesa un· tipoide las integrales 

~i, aquellas en que g( p )= e2 , por lo tanto 

IP (?.) =J"'lr~z f~\~r'.J.p ~ = r(P+ ~ .. ~) 
º Nr+~ J r1( P'" tJ 

_· - ~-·~-·,_-. -~' ---:_'". -
sustitUyend0-~(4.8) :-en:·cF:Ia_-)-:.s;.ti~ri~: -·· __ '._-~ __ 

de Tal-

(F,18) 

00 ' e •.• • .. ·. · .. ·. ' •.. ·····' e; < ' • .·. •', ..•... 

f (,( f) r' R .I,~) e; ~e • &~J~g f ~?~ g·'%1[> #., f 'J f ·(t) ¡ 

c.t· '1.'nl.rni 

• entrnli 

40 r. Talmi, Helv. Phys. Acta 25, 185 (1952), Inteeraleo 
para' cuatro tinos diferentes de funciones g( P ) 1 se en­
tnbulndas en M. Moshinsky ( 18 ) , p, 6 • 



por lo tanto 
()O 

i P\~~r) 
aº 
• Los operadores 

ca ti vos y por lo tant_o, pueden _ser separados en cuatro 

sobre r, r',&'Y.S'·-Así se.tiene 

t:P "" 

A=Jrl.Rª (Y)rl.Jrjr''í((r') dr' 
~Q¡ ·~• .. 

o o 

para lo cual se usó el hecho ne la ortonormaiidad de loa armónicos 

esféricos. Utilizando (F.19) y to:nando ). =2 en la integral sobre- r 

A =0 en la integral sobre ~· se tiene 

~ ~ ~zn, ~) 1 1.11rt. 

A.= (..L)~ '\ J3( rf~t ... (J_ )')- ra d-) 
.,,.,, L ~l¡.'!,·l¡,~)~.111uJ- 8{H.J..,11.J,1 P..)-_-~.-'=- _ 

~di , ~ f,Q fl(P~ d..) 
~ ... 



84 

donde se usó {F.19) para la parte dependiente de r y r', y se ex­

presaron las funciones trigonométricas en términos de armónicos e! 

féricos, mediante la siguiente relación41 

y (s) _y (J) ~ yr¡ff'foele'"+e;cp7=2 ff:su, e Co.s 'f 
1(-•) 11 L J Bli (F.24) 

Por otra parte, los armónícos esféricos cumplen con la siguiente 

in10e¡:;ral 42 

fr~J r~? r~ )J5 ~ ~:·;;t::+;1 C(tJ,J, ;~.M.rM,)~(1.f.J_~t?_~~L .c~. 25 l 
41 Veáse, Arfken ( 2 ) , p. 571, en donde aparec'en tabula­

do~ 11lr;unoH armónicos esféricos. 

e 42 un análisi~ detallado para obtener ésta relación, puf_ 
de verse en, M.E. Rose ( ?l) op. 57-62. 



85 

-nde lou números C(l, l,_-~; -m, mL~), son coeficientes de Clebsch-Gor_ 

U1mndo (F;25) en (i;23);e tiene --
l·rzn· (.,, .... -. ¡ '. .- i > --·-· ··-·-· --~ I'(P,.+2.) 

e =(~w >'
1 
):_ 'l_ &K.:,,.,~;,.,~ S Ec»~9~;4~. r :1 I/J. :~)> .. : _r(r,._¡._~ > 
1';$1¡ r,.. rl-. . ., o"•.-:,< _., ,-,, ,J· .. ';l. '. 

·~[ce u, l;, ,.,¡ •; •J) .~ c«if;.,;•.:~f ,;,¡,¡, oo~}/ ... 
• [ C(iU.;HJn1._rn._)- ~0Ú~;1111]~~Cc~Li .. ~oo~) 

(F.26) 

.-: - ,-; 

Para integrar D y E, ·nuevamente .se expresan las funciones .. 

•!"igonométricas en términos de _al'l!lónicos esféricos, usando las si­

¡pientes relaciones 

-. s."e s.11 '!' = -f iW" rfr.;J+ y (s)? 
- < .. [11 ·1{·1) 'j (F.27) 

Co.s 9 
(P.28) 
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(F.32) 
' C (i I¡ o,. ;ont;"'j) CO{~:;C>oo)C(l.f..J.)om.m~) C(i l~t.;ooo) 

tiene el valor de 
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INTEGRALES DE INTERCAMBIO 

lluando (4.13), la integral de intercambio puede escribirse 

como 

V "'(q!rr") <f!r1 1r~JJ'"cr-P'lrf;_tihf!frJJ,rlr 1 

J•~j ) J ... . . J . . 

con laa tf>trJdadaa por (4~ 22). P'oniendo elpotel!h111 de' interacción 

en términ~s de coo~deli~da·s __ .esf¿z.i_ca~-~ ,S_e _::Pu9d·a-.·~e~·~;:i.~i~\-

donde 

... -_,'\,' 

''··-

-t .. ::.,.·· <<\_::·:·:.: ·:.,: ,:· ·.":' 

A = f R:ro ~rtH(rrt/J!~r:2~JrJr~J~([2fJtid<A 

. ·. (p,34) 

• 1l 'Í R;ro f n ~'.tr1(t>,•Jt1i ~{;~(l~M~f.ii~~~i:1·Wi! JI J~, (,. 
361 

• > • ••• • __ •• -'---

~ =flrr) Yf!)~"(r') Yfff'} (-.f' n fr)f(.k)ff.(r'Jf(!')r';irr'~r 1J; Jii(F.3?j 
.,._ J j ~ (~ t ~ J j 

.:iPparando en (F,J5), las partes que dependen de r, r; s·Y ¡'y uti­

lizando la ortonormrllidad de los esféricos arm6nicos y lá· relación 



donde 

Analizando (F,36), puede verse que es igual que A, pero con 

r y r intercambiadas, pór lo tanto 

(F,40) 

Por otrn parte, 

~ " e, + e, .;. .e (F.41) 

e, ~ J ~(r}r.~IJ ~jrij(rf9ifs~;ie~co3~c¡Y 11i~9'·~v1K¡r> [rtl~fr~1/rrJ.~~'Jj;'( F .42 l 

c1 ·JK.,(f}y''rn ~jr~ (rn rr'sr.te~e'.i...f lt.1f' (¡rJ Yff J~J/r'J)'r¡') rlJrr'1Jf.' < F •41. l 
J I " Í b dj' 
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ción 

Pnra obtener las integrales• sobre r y r; se utiliza l:a rel~ 

(.f'.19); mientras 1ue para las integrales aobref y~', se e>!, 

cr-i ben ln::i funciones trigonométricP.s, en función de armónicos esfi 

ric~>~, »lllizando para ello las relaciones (P.24), (P.27) y (P.26), 

Despué~ ne utiliza (P.25). 

lle las integrales sobre J en· e, se' tiene 

J ~irr) f!Y,,.ff1~r,JJJ- -j~ívUk>trsdff1Ji = 

-1rif'1fm-;:;;r f, ) .... · . · .. _ . · \J · ·.·_ ·····• .. ) (P.45) 
.. u3 l:fi{21,11J L((iq.; (-L m"n1iJ-C(19,1;;1n1~"'.iJSf!!~k;?ºº 

De las integrales sobre 5' en a,se tiene.~. 

(F.46) 

Así, se tiene finalmente 

_/_j_ ~ \ , · , ·. ' • f'(f¡Z) J!..!!..!!L. • e, •t¡,,.,,) L sr~,.1,.,n.I., P) B(n,.t,_ ,,,J¡,~J NNV fl(f +f) 
P,, 
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e.; (ro r~,J!Jf'dr ffi,,_ff')11 ~¡(Y') df' r'l • 

.J (w :;,.,e J....,.. '1' ~ • ..{~) J.s JyJ~·J á-1-o1e' s.i..v.'f'' ~.(J')Í:y' 

Jy,+(k) 5«"'6 .S•".'~Y,!tJJ.tji1~)'dft,rNf(JJJp í/ffrJ~'/ftJ((1)1J (F • .i~) 
J . :;·:; .. ' . . I<. ¡ ,,.; .. 

(o": 

J ~~(t) ScVltJ Jc-i ipy)!JJ.s=iffk~;J) 
1

[cr11 .. ~.~nr • ..,_¡)iCM.~·:<-1>111 .. ~)· (F. 49 > 

• C(H.I. .ooo) 
J , 

· [e c1 e. lj ~ l ~~ ~; ) t ccg, ~-\e- t) m~m¡JJd'i1 ·iJJ,.·j j:~) .. · <F. 51 l 

· [e <1 Ji9~ ;ill1j~~J ~ccÚJ·,~:r-tf~~ .. J]é 
- ;· " ·: " ·:-:: ,.,<. ~ ·.· .... · ··, .. -

·<~·:-.---~=:<~··:_ ..-' - ·!:_-~ ·--~.'.-." 
Para e; se ·tien~: ~/: -·· .. > 

CJ 1r-;rrJ r (_fr) f JrjKJt'l>.~{J~r':J tj rfI)(~etrI)dJf rrt~) ("'ª'! {t:J Jp 
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-· -·-· - --- '" 

estituyendo (F,52),'·(P.51) ;<(P,4.7) en (F.41), se tiene C y por 

lo tanto, sustituyendo (F~4~·),c(F.40)f {F.3SLen (P.J4), se tie­

nP, el valor de las i~te~¡iesde;flltercambio. 
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