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HOTACIONES Y CONVENCIONES,

(£,0,... ) Los indices griegos van como 0,1,2,3.
(1,3,.++) Tos indices latinos van como 1,2, 3.
Indices repetidos sifnifican suma, a menos que
ge indice lo contrario,.

(V) La barra significa dereivada covariante .

regpecto a la métrica base,

e ) El punto significa deriVada parcial
respecto al tiempo,
3 ) La coma significa derivada parcial

respecto a las coordenadas espaciales,

.
-
=

Signatura del Espacio-Tieupo ( +2 ).
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1. TUTRCDUCCION,

Los caleulos en Relatividud Generdllgon .dificiles,
debido en gran parte a 1o no-lincalidad de 1o teorin,
esto s, ui s.monos dos solucionss esia no os selucidn,
en contragte con otrog canpos coio el -eléetronashétis..o.

Por ejemplo, el caino oléetrico debido a dos carzas saps

T
) - —

radas por une distoncic dada es la swna de los'ca;yoséeﬁ;

des 0. cada carga independientenente. Bl cauno giravitacional

de dds masas no es la suna de los carnosg indepen&ienbesf
de las dos masas.

La situacién es zun mas critica cuando se ineluyen.
Los efectos del sovimiento de law masas;.en espeCial’la,
radiacién gravitacionol.

Zn este travajo broronemos un modo de caleular de una
manera aproximada camposgve en wna tuoric lineal sean la
suna de dos campos. La idea es gue si sumamos 1o cannos -
en una situacidén en lo cual le intersccién entre estos
dos cainnos es péqueﬁa, el resulitado no va a diferir GIueno
de lg solucién‘rcal; En este caso se puede sumar una

Ppequeiia correceidn o la suna de Los dos cam - os.
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El caivo gravitueio.owl o deseribe  por uedio de le
"~ ’ - N .
nétrice 9, , en <onde el eleuento de linea se escribe
cono :
f AN wo, i
ds = %r‘ de SR %
¥y la métrica obedcce les ecunciones de Einstein en vacio
~
@»JLCMO):O
T od
La nétrica 3. @ vamos & expresar colio lii suna 9.vd e -
donde la métrica Que va o corres.onder a la suma B

de dos solubiones;en vaecio ; nor Lo ianto esta suwa
no satisface la solucidn de linstein en vacio, vnoro
guponiendo que s« encuentra corca de una solucidn en
vacio, wee debe ser pequeiio.
Si temanos solo térainos de Gov { Bup o)

primer orden cn W , la ecuacidn

G,g(%ot *\"50)20

nos dara una ccuacida para las cantidedes WM. que

sera ulg ficil de resolver jue la Ecuwcidn de Einstein

-

5

. general para la wméirica correspondicnte a la situa-
cién fisica.
Para probar esta idea calculaios una a' roximecidn a la
radiacidn gravitacional emitide en la colisidn de dos

hoyos negros. La méirica base 9., describira lu situseidn

de acercamiento de las masas puntuales con la scparacidn
entre ellap dependicndo del +%icupo la cuel ajustauos

para producir la colisidn,




Suronicnio gue csta mé rics no estu nuy lejos do wag
golucidn intentaremos culcwlar h,, . Hste probiema re—
sulta uuy Jificil pora cie ntrar uns colucidn analitice.
Pero linealizando lao métpiou bage se logra cncon rar
una expresidén cnalitice uara W, o Bste solucidn revie-
senta les ondes srovitacionales caitidas en 1o colisidn
de log dog hoyos ne;ros.

~

Eg obvio que paora digstaiacics peouefins cntre las nasas
la néirica base se encuentre lejos dr unz solueidn, pero
los resultados de todas nancras no estan lejos de la
solucidn exacta nuzéric.. de Swarr. Isto implice que

el uétodo es vrometedor y nercce nes estudio.

Ia tésis se divide en las .siguientes secciones:




% . ECUACICHES D& BILITSTHIN,

Las ecunciuvnes de binstein se expregsun wediante
la igualdad~tcnsoriul

Gpu= 8T Tpv (2.0
donde Gpy @3 el teusor de ¥ingstein y T cs el tensor
de Lnergfa-lionento.

Escribir exnlicitumente el tensor de Einstein
en térninos del teusor &,e €8 couplicado, por lo
tunto se dcfineh otras cuniidad.s auxilisres para
expresar el tensor de sinstein en forna conpacta. Asi
el tensor de Xinstein se define coio

. G’u = Rr_v '-.‘,-_%'.J‘&
siendo R,,el -ensor de Ricel y R el escalar. de Riéci.
Bste Wliino se define cuiio
R = %‘0 P\d(’
dQnde g‘ﬁes el tensor métrioorcontravariante,~éste a
su vez se¢ relaciona con cl tensowr méirico covariante
nmediunte la relacidn
%57, (74
dondéitcs el teusor wixto conocide cono simbolo de
Kronecker § delta d.o Kronecker. EL tensor de Ric.i se
define cowo .
-~ d
Rype= .:q,a.—r»é,d *r:“ r‘\("r:ﬁ r"f ( 2.5
siendo{:tklou llamaaos zimbolos de Cyistofiel, que se

expresizil Cono




Ty =9 (Bepe 2ot Bpa,) (e )

Con eghtas wnelinicionus voderios visunlizel cuno

lag c.mponentes del tensor wéirico [,y sus deriva-
das aparecen en el tensor de Zinstoein.

Asi vemos rnqua ¢l te.sor de Sinstoin es unae cen-

<

tidad.tgnsUrial’en derwvadas parcicles, haste sejun-—
do orden, ew . los tensores wéiricos., Pues los sin-
bolos de Cristoffel tienen una dricers deriveda v el
tensor de Riceci ticne unu segundd deriveda de los sin
bolos de Cristoffcl, es decir, ol tensor de Ricei ti€-
nne una segunda deriveda de los tensores méiricoa.
Couo el teisor de Binstein se construye algebraice-
sente a partilel tensor de Riccil, este tiuvne Ldnbidn
derivadas hastu segundo orden, Podenos ver que cstas
ecunciones son no lineales. wssto le poduns conpro-
bar observando gue las componentes del tenior métri-

co y sus derivad.s estan nultivliceudas entre si.

La solucidn general, a losg ecunclones de Zinsitein

aun no ha sido encontrada, solamonte se han eucontra-
do unmas poeas solucionas particulares, como por ejem-
plos; la de Schwarzschild en 1916, jque corresponde a
una uasa puntucl estdtica y la de Kerr en 1963, que

describe el ca.po gravitacionnl de une mosa nuntual
. (&) -

con espin,

e



3. ECUACIONES PERTURPADAS DE EINSTEIN A
'PRILER ORDEI,

Debido u la dificultad de encontrar soluciones
particulares trataremoé de ccercarnog lo mas posible
a ellas,

Primeramente escogeremos wuna nétrica q,, que no
ge ehcuéntre nwy lejos de una golucidn particular -
real, si estanos lejos 6 cerca de una solucidn real,
lo podremos lograr gsolamente esclziendo con sabidu-
ria nuestra métrica 9,.,

Después, vawos a suponer gue ia néirica g, ¢\

es nés cercana a la solucidén real, que esto sea nece

saricuente cierio, queda por nrobuorx,, e
Entonces escogicendo nuestra métrica %ly«:omo
Bus s Gt s ( 3.0
vamos & perturbar la ecuaciédn de Binstein en vacio,
s decir el tensor dc Energfa llonento es cero,

Asf, la ecuacidén de Einstein es

’C;,..\‘Le): g,' \%AQ + \"“(’5 = 0. 1.2
cuyo desarrollo es
Q_)’J&%’.VB + 3G 20 (3.3 )

Entonces nuestro problema se reduce a encontrar 1a
perturbacién 3dG6,, del tensor de Bistein., Bsta re-
swltara wia ccuacidn en derivadas parciales para la

perturbacién  h,,

—ete LERITIES S S

LB ey



Direnos que la perturbacidén ol tensor néirico

' s%n = L\FV ( D4 )
Perturbando la ecuacidn (1 2.4 ) obtcnenos o
primer orden 8%‘"‘%“ *%'*3 140 = O

y despejondo Jg**, tenenos
3.%*:—%»1*%‘/(' \'\A(’ < (3.5
Esta expresién representa la perturbacién al -
ténsor.métrico contravariante, en términos del tensor
uétrico base §_, y la periurboeidn el tensor méirico
covariante h,, .

Estamos suponiendo que podenos despreoiCr nro
ductos cuadraticos,cubicos ,ete. de las cantidades
Yy sus derivadas. Es decir solo cdservamos términos @
primer orden.

Para obteher la perturbacién de los simbolos de
Cristoffel debemos recordar que estos no son tensores,
pero su variacién si es un tensor, esite hecho nog -
permite escoger un sistema de coordenadas de tal =
forma que cstos sean faoiles‘de calcular. Asi de la
ecuscién (2.6 ) tenemos

o) F:_, s "i‘%‘?’k%§q,'~ #%»h‘.‘ -%"r;/(')

donde heuwos seleccionado un pistera de coodenandas de

tal forme que los tensores méirices sean congstantes
Y sus primeras derivadag sean cero., Para expresarlo
en general, la derivada parcial se debe cambiar por

derivada covariunie. Asl en general <%enemnos




S b

&lup = 197 (Qupye + dayp o) (3.4 )
donde la barra significa deriveda covaeriante respecto
a la métrico bage Gy .

Obtenemos pura lo perturbacidén de tensor de Ricedl

§Rpo =805, L - ST,y
en donde hemos usado lu expresién ( 1.5
Esto se calculd en un sisteua de coordencdos, tol =
que los simbolos de Cristoffel son cero.La exprecién

eneral. en cuzlguier sistema de coordenzdes esta dado

o e le
R, = arw \e “S\M W

Sabeuwos' que la derivaeda covariante del tensor-
cero y por tanto se pucde escribir
‘ot o o 1
. ]
SP'N :i(v‘ V\p-*\'\'s \WV "\"'r )
introduciendo esta expresién en ( 3.5
pera la perturbacién del tensor de Ricei
é : L 4
Y AT %Ut\ virin ¥R iyt e
“ Ay
-L\“_‘,A\v e *\«)»' w)
quedando finzlmente
A
P’ 4 e
I

donde se ha definido h como
a4 Ay
\f\:\ﬂ ds'-'-% \'\.g(a
Bl escalar de Ricei se perturba de ( 2.3 ) como
A 4
aa-.q," § Rap + Rugp 5%9

utilizando ( 3.5 ) obtenecnos

5h= 4% 50ap - & hag




Perturbando ahors e} tensor de Einstein,( .2 ),

ge tienc
56,‘-\) :‘SQ\,‘J-‘.‘;Q\"\’V'X%W‘EP\ ('5.\0 )

Utilizando ( 2.3 ) y ( 3.4 ) la perturbucién al
fengsor de Binglein se cqcribc como
&Gy = 'U'\ VI»M*\“» win ' ey - R

%Y

= @ . §- Gh‘”“(’*x%‘“" Qi RGN BT TN

I NPRION )

gsimplificando obucnomos

56;«4 2 ’(\'\ w\»\t TR \vm '\’Wr R PN

ae
- &\r\,.“ » Qv g \u(. -,‘b,..;(, W Wi the

~
A W L)

y finalmente
‘36’40 s ikb\“u\»

18 e

s aw 'Lvr\i . JAVETAYY

P 1 1+
< Rh *”éw[ﬂb“’\"("\"avw FR'S ul )
Para si’mpl‘ificar le exvresibén de la perturbacidn del
tensor de Einstein, se define la cantidad .\:\,,.,v como

\’\uo' =\"\n~' °lz \'\ad»n’

e donde definimos h cono

O NN (313)
Asi We-\A Vi kMV - \A,..a - }‘,%,‘w "N (3.“‘)
Introduck#ndo estu expresién en ( 3.4t ) obtenemos
(L3 - - o -
EICTVER \\r\vd.\» -3 dve PRSI + \A,».xw‘ .%%»o\f\w“
V&

-

-\v\»v“w ?}L%r" Clk rheiv o Ry 5 RO

- I\ - T Y|
#%,,Y_‘{‘"W(wi“ %d,\/\ -\A,Q + ‘3 W _,\n ..;1)




‘o'

reecgcribiendola lleganons o -
A " - - ‘& -
36,y :i("‘u\r‘ -%_)?w dlapewv L v« W (e

. by - bt “
Y A e

v
at~ - T b R L
&%,‘41“ ‘/\‘P - §.'§\\A -\fsﬁc: .,}\/a/“ " -» lf] )
y finnlmente obtencrios '
86'“"& %L\:\V'v\v“ fc\». \VIA_ \/\“w“"‘ - a\/\'q

' "~ -— \*\(’
Vo (0 e ) )

Sabemnosg gque la derivada covarisnte no es conmutativa
v q ’
pero satisface

- " - & » 4 ~ > ¢ -

APVIT S WA SR S TS SL S AR
y sustituyendo ( 3.'®) en ( %.15 ) obtenemos

A ~ e » & - P S B

SGpez f-‘(\'wa 8w W yR7vp W

- *» 4= . e~ T e

+‘§»d"w ¥y R, \n,..; +& Ly \WMas My Py

‘O\A- Rl d‘,-

- R‘c\r{' #%vv‘.e’" C‘te‘ ’\"‘df‘ (] Wax

a4l
ARSI,
que se puede reescribir cono

" S
6@,,’._ ‘ik"““’ & 'ev\..a +2 Rx»v \Aa.&

.~ — ‘ ™ . v
+ 3\» Wva + @ v W s ¥

-ﬂ‘:,.v 4, (({‘(’\‘;“ - ga\‘)

en donde se ha definido fu como
o

2,».; ;'»A‘ (‘5.\6)

Puede observarse que el tensor perturbado de Einstein
Sy iguuledo a cero es uvna ecuacidn lineal en

derivadas parcicles pura la perturbacién V..,




4. TRAUSPORIMACTION TUFIIITESIUAL EY LAS ECUACIONES DE
BINSTELN ¥ ELECCICH DE oA,
La ecuccidn que tenenos que resolver es
~~
G = Guy +36,, =0
Observando de ( %13 ) que 386,, vo nuy complicada,
vamos o sinplificor lo exeresiin 8§G,, nedionte un -
cembio de coordenudas imponiendo la condicién 2,:;0.
Demostraremos a continuccidn como se puede lozrar esto
Realizaremos una transformacién infinitesimal
de coordenadas, a saber { SO R
~~ .
Como G&,, lo eonsiderauos como un itensor y es cero,
o~ . c as ~!
G,, taubién es cero,pidiendo que G,y tenga la forma
~\ ] \
G,.u = G)'.J & 5(:),\, (4.\ )
Yy debemos de buscar la forma en que ecambia la cantidad
€. conte esta transfornacién,.
Asf{ hemos dicho que nuestro tensor métrico es
~ ,
FYPICO I SIS S (WA D)
¥ queremos que ante el cambio de coordenndes, este se
transforme en
~ ' ' )
'y o 2y 4 ()
%pq(*) = %»u( Al (4 (‘{.1 )
como es una transformacibn infinitesimal,tenemos
N\ ~
. ’ \ -
D, (2 B ) = Lo
es deeir
\ A \ \
%rd(ﬁ\)‘f\"\uv(*‘) = %04(13 *MW(i) N 2““"1““
Observando que £..\,,'* solo depende de W,., ¥y no de

. ,
es eonveniente no modificaer la forma funeional de %49

y modificor solomente h¢° untonces pidiendo

by
/
-

»

e sty

ce
A

ppes ]

£ -

-

g~

e tsg



A = F,y (1 (4.3 )

tenenos que
‘\\’J(%\):‘ﬂrv(")‘?rl\\l"?V\V‘ (u.4 )
que es la ley de trangformacidn de los contidades W,
en wa transiormacidn infinitcsimal,'con lz ndtrica
base invariante de forma.
Definiendo h' como
W= %‘P \r:o\(’
vemnos que

) A
W e - T - Torad=n-2 T

o -22 e

- A ] .
La expresidén hwuezhpee-4 30\ ge transforne

T : -
\A‘;w_: Wov =Tty < Toimn 2L 90 (=227 1)

-\ o
»\',U t\'\rv —z.uv ‘fV\*‘* + %v‘l ? \&

¥y la cantidad

N\ \d

L \of
clain +%a Tox

\ .
\d
‘?» 2 ‘“»o - ?»W
simplificando verfios que

\ s »
£»= tr°2»“\¢ - ?dlM + T oae

(u.4 )
La derivada de un campo vectoriel satisface

ANTSTRY L NP N




entonces

\J

o
‘e”:f»‘f,t“ " + R ‘»f"'-'.

y finalmente la ley do eransforaneidn def,os
’ a
{v
‘Q»: E» 't» te 'p‘ (o ?d (q'" )
Agi venos gque si en un sisicna de c¢.ordenadas ‘p
no es c.ro, nodemos buscar. un: transformacidn infi-
\
nitesinal con ¢~ , tal que ha“afg%f ?” debe de cum-
plir la ecuacidn
o o
O:’?»-?» “-R'A?a (u.‘l)
Por lo tanto iiponiendo la condicidn fg;o, nuegtre

ecuacidn del campo gravitacional es

—

1o

Gy ﬁ_i‘_pfr- R;v + «'Y \:d» AR
*1‘{‘»49 \7\,(; - Q \:Nv ¥ Qv R‘e\:,p] =0
Bste es nuesira ecuncion naestra, sin eubargo to-
davia esvcomplicada.
Una simplificacién ocurre cuando la metrica base
satisface la condicidn GQV:O N4 la ecuncidn se sin-
plifica a

.\(\»v ‘**1‘{“"" \‘sug,no




5¢= FORIMALISMO DE NEWMAN < PENSOSE,

Es comun escribir el intervalo al cuadrado como -
dd=q,, (%) dx"dx" (s.v)
donde: q,, son los componentes del tensor métrico. Em
le literatura de andlisis tensorial moderno, 9,.esta
dado en Qna base de coordenadas. Podemos escoger una

base no-coordenada si hacemos la siguiente transfor -

AL, W (51)
donde ﬂz~es une matriz invertible y w' es una forma
diferencial. Asi

ésf:,%,n". L'w';u"; ’l.::w'{w(. (5.%)
donde decimos que 1‘Qesta expresada en una base no
coordenada. Esto no es una transformacidn de. coorde
nadas, sino una transformeacidn de baée.

Es muy frecuente utilizar la base no - coorde
nada ortonormal, a saber una base en donde la métrica
tona la forma

Qyuz N L-1000) (5:4)

a cual podemos llamarle la base no- coordenada de
Minkowski,
Como ejemplo de cambio de base usaremos la

métrica de una esfera, en coordenadas polares.,




\S,

los coeficientes métricos son
LY o
R DY
Wi\ o Tan9
. v ¢ 1 el ( ‘)‘
haciendo W,.cd0o ¥y w={4mbd 3¢ tenemos 45z (W) 4w
Y la métrica en la base no - coordenada es
v O
'lyw"kO\)

En principio podemos escoger cuaquier otra base,
Newmen 4 Penrose escogieron una base cuyo coeficiente
métrico es

o -1 o o

- ) o ©
%M" ] o o 3
© °© 4 o (9.5')

la cual se conoce como una base nula,
Si M, ¥ §,.estan dados en bases no-coordenadas,la

base de Minkowski y la base nula respectivemente,tenemos

WL AV v
35z v w = G, W w (¢e)
la relacidn entre W~ y W" es
N B G . ‘e LITP-W')
Wea —\Ww < W ) ’ W Lv W
ﬁk k3
W LT Ry W L S0 (s5.3)

donde ~, son reales y " son comple jos, Observese que w?
es el conjugado complejo deuf'. Lo interesante es
que las cantidades O son complejas y este hecho lo
explotaréh Newmany Penrose.

Teniendo'la base y les formes diferenciales w”,
puede uno calcular los componentes del tensof de
Riemanhen esta base y observar que algunos de elles
se obtienen & partir de los otros, ya sea utilizando
las propiedades de simetria y antisimetria de los

- indices,




6.

¥y por <l he:ho d. que son cantidades complejas, por
ejennlo, conjuzandolos se intercanbia todo indice 2
por el 3 y viceversa, Utilizando adoen..g la identidad

de Dianchi, sclaunente es necesario calcular 12 de ellos
para obiteuer los otros. Cucndo wno se regirinsue al
vacio l,;,; %“"9\

a b,

STELE S reaucen los indeveadientes de 12

HewmangPenrose construyen 5 escalares coaplejos,

gaber

4‘: . Ra(,,AQ Ql Mv 1“ Mv
Ay, Reperv £ 5% e
'*‘\.: _g"(‘”‘" m
dyo Rotee B0

""{;, &'P“‘
o4 o YN — ak M“)* i s .
donde & ,w,m m"=( gon tales que la ndétrica

eals hese de coordenadas se vscribe cono

%;»’0: fone en,, Qv CcYNU Ay - Myt

~

Nevaian y Penrose llegan a demostrar que si unz fuenie

del caivo gravitacional es cero fuera de uno resl

pequefia Lag cantidedes *mﬂ,+143 *W o distancias

L ]

C~

n -
muy grendes de la fuende tienen la siguiente forna

[4 . |
A - L o \ do ,OLF
TS Lo

<

¢ L o(3)

<4

t,

-
-




VA,

0 .u
"‘(’;: ¥a, oly
,‘-l

Ay, 0l
R 4

°
r\#‘i: dr—i' 4 OL-"
R

<
donde 4* no Irpeaden dz r giendo » la distancia del

punto de obgservoacidn al ceniro de L.. Tuente,




6. CALCULO DE LA RADIACION GRAVITACIONAL,

Las formuwlag de radiacidn se dividen en dogs grandes
claseg; log fornulas de curvatura y las fornwles de
conéexidn. -

Las formulus de curvatura uiden el flujo de ener-
gla de wna onda gravitecional por intesracidn tempo
ral del tensor do curvetuwra de Riecmanr,

Las formwlas de conexidn conbinen centidades de
conexidn cowo cl simbolo de Cristoffel tridiuensional
¥ la curvatura extrinsica de una hipersuperficie, pe-
ra obtener el flujo de enersia,

31 encerramos la fuente de radiadén sravitaclional
mediante una egfera de radio », uno puede medir ol
Tlujo de energfa gue atraviewa estia esfera, calculan-
do la expresidn

e _ .‘_% E e
A\"qns

. €
donde 3L s el elemento de dren de la esfera y P es

( 6o\ )

el mowmento normal a la egfera,

En el formalisgno de Hewsan-Penrose uno calculea
! . &
el rowmento P como
’ g t A3 \ L .
P, [ {0 Alr08) 1 (6-1)
z ! 3
Couo observamos esta formula corresponde a una for-
mula de curvatura.

Como un cjenplo de formula de conexidn tencmnosn la

siguiente

P'-- Q“#'“EM"_ G%{K)K'me\m-bi\f\m) (6.3 )

L
8




1«

Donde X;; ¢ la 3-netrico h’;; : e‘i *\"ii

, con £'\3
to la ndtrica bLase \r\\', la perturbacida, by es la
deriva e covuriecnte cespecto & la wéirica bage

e e

Esta formula esta dzda en el formelismo A.D.il,

se conoce cono el vector de Poynting.

Cco-
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Segun la formula (6,2 ) debemos calcular el escelar
de Newman-Penrose ¥, & grundes distincius de la tuen
te de radiecidn gravitacionsl, La expresidn a grandes
distancias de la fuente es

MazRiAA5 45 RABLE (64)
donde los componentes del tensor métrico de Riemann
estan caléulados en una base ortonormasl, en coordena
das ecfericus,

Hagamos un cambio de base, pasemos a una base de
coordenadas y calculeﬁos los componentes del tensor
de Riemann.

La distancia propia en coordeﬁadas ezfericas es
J;‘.;.M“;h"g Fis o < o lo 3t (‘;"5>

seleccionundo las formas diferencizles w” como

< . . (6:¢)
w‘;h Cwz dF W T s vs‘.,;ma o}
» . .
tenemos que . L%, 44 con V7 .z dey (1,16, ne0)
-~ ' \
a inversa de 1", es W g g (VY e, [enns)
Y : ArAa » v (9, \_",. (\ N
por lo tento RUBLY =L ikslide B of

donde Ruvup  estancalculados en la:béeeade-coordena-

» . AAAA .
das. AsiRiet s es %tﬂ‘oio

Y RL§ €8 " Riety
< M-8
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Pare transformir los componentes del tensor de

Riemann Ruote y Reoty al sistemu de coor=-

denadss cartesianas tenemos luas expresiones

» v ¢ 4 Py - aKP
ax” 9k 0% K . L) R..
Risto: ""at ;‘; ;t" ’a O. R,.”p R R*OW- 5 TOTIEY poaf

3 )
con )(°=t. )C.=)L, X=Y,y X=2.

ademas X= I sene cos ¢
y= T sene sen+
2= T COSwe

)

. ™ °¢
. , Wy Ryt v Rypar o
Rrove: %ﬁ(Rktil To T T 2 29

: ot
+ %KR@%# xRy %%,* Rewgd? 55

o3
Q 24,y Razid "“3
4 .%%(@k%{ﬁ o Ry 35 °0

] )
.R«\Qil& - S-_OQQ'\I\‘K 34) b¢

2.
(v ex 28 4 Ry )
%KR&\, * 2 114

| 2y Ryl ‘—’1)
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Te—= CHOQUE DE DOS HOYOS NEGROS (ANTECEDENTES)

Es mds amplio el problema de los dos cuerpos
que el problemz de la colisidn de dos cuerpos.

Los primeros intentos por encontrzr uha solucidn
estédtica que nos describiera el problena de los
dos cuerpos fuerdn desastrosas, Bach, Weyl y

a tratarén de obtener una solucidn
estatica aximetrica pero fracasarén. Hoy se
sabe que este problema es dependiente del tiempo
a menos que una fuerza no gravitatoria equilibre
a atraccidn gravitacional.

Debido a que hasta la fecha no se ha encontrado
una solucidn exacta que nos describa a los dos
cuerpos, el problema se ha reducido a calculos
numéricos a partir de una condicidn inicial.

En I960 Misner investiga un problema de condi-
ciones iniciales describiendo dos objetos de masas
iguales instentaneamente en reposo. Este problema
contenia dos parametros libres la masa‘total y la

separacidn entre las masas,
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El primer intento de obtener informacidn hacerca
de esta condicidn inicial fué hecha por Hahn y
Lindquist en I964, este trabajo demuestra que se
puede obtener informacidn de este problema mediante
la computacidn pero en sus calculos tienen problemas
numéricos debido principalmente al escoger mal su
sistema de coordenadas,

En I960 De Witt comienza a estudiar le colisidn
de dos hoyos negros mediante la computadora y tiempo

después a este trabajo se ariaden Cadez, Smarr y
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8 . IETRICA DASE,

Querenos aproxicarncs al problena de Ll co--
lisidn d. dos hoyos nesros, los cucles oe encuen
tran inicialiiente en revoso vura posterioruoente
aproxicarse el uno al otro y foruer 'un hoyo ne-
gro unico, enerandose en este vroceso radiacidn
gravitacional.

Ta ubtrica gue nroponemos debe acercorue lo nasg
pogible a la situccibdn ffgica descrita lineas
arriba, aunque no satisfegn la solucidbn en vacio.

La nétrica de un hoyo negro en reposo fud
dada por Schwersshild en 1916, esta w:édtrica no
presenta radiacidn gravitacionel, esta nédirica
es diagonal y su elenznto de linea en coordena-

igotrdnicas es
AR L datad dnsady (8.1 )
donde W, ®& son funciones unicgmentede usyocio,
S el povencial newtonicno ¢ de ung nasc puntual'
tiene la forna . i
b dom = (Fame’ Y,

—

f

SaoN Y B B8 exXnresan Coro

_ =" . R Q* \;:':‘.-)1
1™

-
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Guiandonos en la ndétrica de Schwurwshild vrovoneiios

la siguiente nétrico:

sgcogernios ¢l elouento de linea coro ( 8.4 ),

donde H y B son fun.iones de ticnno y eswnacio. I

dadosg por .

e -¢ , &= (HQ;)L (8.2)

"

agui. ¢ - sera
wi

1330V \#qato)
Observese que cuando ¥ sea cero obteudremos la né-

trice dc¢ Schwarzshild con masa total 2u.

Esto no significa sumer dos uéilricas de Sciwarzshilad, bero
mastién el espiritu de la teoria linealizada

es decir sumar los pobunciales Newlonianos

pondientes o les masas puntuales.

La forma funcional de E'r@speoto al tienpo debenmos

egcogerla sabianente, |
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uisten en lo literatura formuwl.as pura colcular
los siitbolos de Crigtoffil, teusoveg do Rienany,ete,,
gin embargo calculamos cs”es cono ejercieio, para uti
lizar el rornaliswo de fornas diferenciales,poro debvi
do a que no creo gue los detnlles sean de interes pa-
ra el lector simplemente escribire los pasos y resul
tados cuconirados parea la métrica dizgonal ( 8.\

|

4 [
Con la wétrice diajgonal en la forna

SYCHENE BYLINE T ¢ 1Y R S

donde ey fy iy, Wzt oy 2,8 funones de k),
¢e selecciona la base de liinkowski coun lu wétrica
Dmoz diog (-1, 1Y), Asi las foriaes difere.ciales
. o) L . oo
son Windt | wip axd (84)
el elemento de linea se renresenta cowo
N —
()S:'],\v w” WY (8.5
Se calcula la derivada exiterior de los fornas diferen
ciales W, donde se debe cunpnlir
» ' o |
‘d/Nﬂg ‘_‘\g)““ AW o W,au‘*'\*)v'\: A",Av ( e'b )
Calculando estas derivadas en (8.4 ) y utilizando (8.6

se obtiene

w"-;_: A;:bf*E w' . w‘;:F;w‘-F:w‘ 8.1 )
donde LE £ O L Fus g%
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Desnuéy o

( 8.8 )
2

donde R z;@ cs el te*Jor de Riemann en Lo boge de

Hinkowslti. Realizando las opercciones indicadas en

( 8.8 ) encontranon

- . . FLILR

°, e 2%aan oAl CALAy - Alhy . X
R Q;’.:z%’_‘_ e P\ .lp:FuA‘ 3 o uo““"-‘o

[ : . . . 3 A;: g'q \
S i A ) ( '

. » a .
T N SR L

Podem og calevlar el ternsor de Ricei en esta base conio

-
Rl - Sul

‘Realizando las operaclones, oblenewos

. 1 * B . 3
I [ weemetd
an P X (34 . . te - Elu
ao;g_l%; : RinzFiAw-Aihy-Ale S (3.10)
B . wws _TIS
:'l: ‘Ef % AUFM." $s .“ “A ~L—.- 1‘“‘“ .FT’ ——G—
El escalar de Ricci es g=.;?g:3 que nos da

$

S, (8e')
Rzub s 08 apfuabbe c2hoe (R FL L Al
Calculando asors ci vensor de Binstelin 5% couw
w2 REV3,. 0 obtenenos
2feer ¢ OOl - ’%‘

(g.\2)

(N

l' >
ey
»
[
"
o
r‘
-«
P
>»>
T
ﬂ
¥
-’-
-y
4
b
o
]
-
>
¥
>
b1
P
>
s
§

L LN Sl OB

S ALFLL Appy - R

_pstas expresiones estan culculadas en la base de liin

kowski.y vara transforsorlos o la base de coordenadas

tencemos gue caubiar de basec.
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Con w”= A", 4o’ y huecotra motriz Ay eg

v . )
R, s doy (9,8,0,8) (e3)
pedimos que pora tensores de gesundo orden se cunnle
-
R4 Ww': Rap 34 A8
esto implica que
» v »
Rapz AuPh o ®0%
es decir
L ooan
Reoz vy Koo
Rois W& R3%
Rij: & &%) (.14 )

De la misma mancra, para tensores de cuarto orden

egcribinos
A NS4
B W S s Rpva e 48R’ AR

que implica
» oY o ¢
Ravxe =AM ahxhc Ag Ravat

Con este expresibn escribiwos los tensores de Riewmann

AnAA

Roim\ = N D Roimy
kSR Y - ~
Roetom .z Vb RYTom

: L

Rolel= W& RBIAA
L} nahn

'\..M.b :B ‘Ltf‘\

Los simbolos de Cristoffel tge. calculan - de la
siguiente manera.
Dado el lazrangiano g.i(-d¥,¢& i)

1
e e e . P . - . N [ ]
calcuwlonos la ecuacién de Buler -~ Lagrange

2 g-1t
ﬂ;;?)-%i;=° ( )

" En las ecuaciones (8.16) y (8.17) el punto sig-
nifica derivada total respecto al intervalo s.
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reagrupando téruminos - expresandoles en la forua

[ 1] . ‘
Wern Wi 5 (810 )

identificanos log simbolos de Cristoffel, los cualces

son: . . i it
X BT O S IEE L LI S -3 \ NGO semde
r:--‘--g- :r.-\:.;’- ) r‘.’.—-:‘: s Poe —;;.-‘ yPot = e
LT WL A S - (814 )
Fie® s M= 0 T o
Cucndo N y B los exprescmos como (8.2 ) con ¢ arbitrg

rio, ¢l tensor de Binstein se expresa cono

Goo: 351- .‘—‘-’—-—%é’ S AR R 1 X

Lnb)? ’
Gh-_ut.zi+_,__(¢ww“x¢,”u,3&l¢‘3 Uow».:ul
T e g
S (8.20)
Gia, .EZG‘L b -34ida)

‘donde o 2
E- %'é& R
l—

(+.v,2)

+
L 3 Ra

. ||‘ . ‘ 1 “l
donde Ri=[®vie (3-031] S TP UIRE NS SPS

w2
Alora cuando ¢ es  $= i

agui Rz 1F-32) 7 Rual®ad) donde o se esmuvenlra

solo en el eje 2,

3) En la.ecuacidn ( 8.I8) el punto significa deriva
da total respecto al intervalo s.




obtencmos que

1
3 AQ&
3mlt.'$l L ..'-.l ; Goozdt - k\"*)‘
G2 e m’: R RY
[}
LY SRR ’i.a—o">
am b = "y 1
Cus= :¢3 un;K“L & W (8.2")
3

\___. \ 2 vv\o- 2*’41"
b= -2€ - 2 .se,‘ qaa; BT e el e

Y & 4 4

e vl 2 ome_ 1Yo 0¢
G- -bt-“" TN a‘\' X T

c -

on 4.- .zmx{S(-I-a) L 5LF13)

Como se observe esta métrica no satisface las

ecunciones de Binstein en voacio,
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9. TEORIA LINEALIZADA,

Pars la determinacidn de las perturbacionzs ;”
debemos resolver la ecuacién (4.13) yu que lu métri
ca base no satisface las ecuaciones de Einstein en
vacio.,

Queremos determinar hasta que punto el tensor de Ri
cci, el tensor de Riemann y el esculer de Ricci afec
ten a la radiascidn grévitacional del sictema,com=
parando’ la solucidn hecha por computacidn de esta
ecuzcidn, efectuada por Smarr ( |43} ), y una
aproximacidn linealizada hecha en estd tésis,

para una colisién de dos hoyos negros.

Suponiendo que nh.. sez del mismo orden que ¢
Yy conserVando unicemente términos linezles en
la ecuacidn (4.I3) se transforma en la siguiente

G"u + i-_\‘\r,’““:o
Esta es una ecuacién de onda con fuente proporcio=-
nal Ql-tensor de Einstein.
Linezlizando el tensor de Einstein obtenemos =&
primer oriden en ¢

’
Gooz -4 bum : Goiz=-44d:

("‘; =z O L) Gine -y (80 Sar o)

éhh: vlci»; _ﬁlmi_ 3(“7:’.‘) #b(i‘a)l

7
Yook

Y

badrwre T gt
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10, CALCULO D& LO3Z COEFICILNDES [THYRICOS PERYURBADOS.

Los coeficientos nétricos pextirbados debun setvisiacor

-t

la ecuzcion de onda con una fuente pnrovorcionnl ol
teosor de Binstein de la ~éirica base
C 10.)
O, =26 ¢

la golucidn de esta ecuacidin es

;\.m:-—'-g q_@.—_______u-e,¢\ J‘(‘ + S os
4 f

e, ~ -
donde @.32-1 ¥y R es la longuitud del vector R

Suponicndo gue la integral de superficié se cancela

en prinCipio uno tiene que coleowl unicouente la
integral de volumen nara enéon%rar la periturbecidn,
Observando la forma,delvteuscf de Einstein‘de 1n uibtri-
ca base observanos que solamente la componentce Qo

que e una délta  puede introducirse en lukin egral .
Y calcularla en f.rie cerrada, los otras coutwonente
%q;;uo-se;dejan nancjar en forwa cerrada,

Nos interesa calcular principalmente el valor de la
.pertgrﬁaéién lejos de las masas que generan la

radiacidn gravitacional,

Vaiios a evaluar estas integrales suponiendo que solati.nte

una. regidén cercena a las nasas es la que enera la
radiacida srevidacional  en su puaste uds imporianta.
Entonces supounicado R~ tencuog que
- -0 \ U
hpo:- L 'Gv‘tk'("f)- Ke,
)Tuf :

Y



3%,

Integrar a Goo es relativamente facil: por eso es con=-

veniente expresar los otros componentes del tensor de
’

Einstein Gi; en terminos del componente Goo.

Para esto partimos de que la divergencia del tensor

de Einstein es cero.

PV _ (to.er)
G" =0

el cual podemos escribir como

- (900

)© + (90'\': =0

- Gloo 4 Gimom =0 |

berivando parcialmente con respecto al tiempo la pri-
mera ecuacién tenemos
Geo,0,0 = Cocm,m,o

¥y derivando la segunda ecuacidn con respecto a la
componente i ; tenemos que

Glo,e,! = Glm,m 1
combinundo estus ecuaciones tenemos que

Goo,0,0 = Gim,m \
Sea ahora

,%.\‘36.‘\’."= 1:‘ y\'; 600)9,0

es decir que

3 L3
(K K 6!03"‘9‘: *‘K G‘M'K,M
. . .
. ; ' .t N by,
pero; (%‘L‘, 6 gen ),l-‘- oy Gem,u * VRO K B CIT

v ) RN N > )
(K\’b.“\,w *‘ﬁ‘ C’)lﬁ'l,k 4 “,C”:;P\,” + % G\HJM

o (% Gim 416D

i

'y
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Y Gum, v~

entonces

-

Q}‘;‘G’“\,l,ﬁ - (‘.\*“ 6003'0'. &261; + 21’*&63» *ﬂ‘(o‘\u]'”

- 46y

(R Goo) 0,0 = (KK Gu) p e 12635 - 2 (K565 4000

integramos esta expresidén en un volumen dado y apliean

do el teo'rema de la divergencia, y haciendo cero el

valor del integrando en esa superficie, tenemos final-

. 3
26t s | (5 a0

entonces ?['\ »
T\oa: -2 &LG"'J dc

- - .
'-\;\.i')z - Lr&ub'\ﬂ T & &‘\"'G'Aﬁﬂl A

w e

Goex 8““‘{ 3(‘?';) *‘ (X xe)d t

v \ - - B
koo—."_"}-et“ t= sq-

) - R ) ¥ed
= L B gnewd (SLRRY HITHO
T W

; :
2061 ¢ 2{_ K omimrt G:M’”] (10.10)
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En nuestro caso solo a; es diferente de cero.

Asi que so0lo queda In .

Tenemos la constriccidn sobre las perturbaciones W,. ,
v “ .
a saber, W%us :=o es decir que

""ooo o\ao\ 4 \Aoz,a. *‘N’l 1 =0

-c\.)o 4 %n \-\\0’{‘2 L\\//', = (‘o.‘\.)
‘\A'po- %‘%\ 3,1—0
\‘\t!o 0\7(' 0\7({'1 #‘7{1.; -~ 0

Yy vemos que Wor y \'A.,, no dependen del tiempo.,
¥y a€¢  WKoyyo: W13,3
R'!$ 4_‘_’0\_‘"91___, o~ olt-t)
entonces - \«m— TEY ;“ hasta términos de pri-
mer ordencw <.

Y por lo tanto

W o
Wos3 - ‘L cnd i

finalmente nuestras métricas perturbadas son:

. LS —
el [ ) QQ... . D“
: Wos ““: oo wt ! \"35:. ‘Li-: 2t

Asi la métrica perturbada h,., es :
Moo = Rest it = e 1aa B4 _ _as im Bm
eoz betihh = -8 e - 7‘ L7 ¢ e @
21
1 —— o~
[ X ! . A ey 22
k'l':k‘l’.“r\f :—q.— 4 -E-_‘ b'\" ) ol= < b,t,_
WNaga gy Ll == s dmpim TE e g D
N13:2 W3- TR L LR A U S S U




11, 0ISTLHCLA EUTRE LAS PLRTICULAS COIO IUNCION DIL
TYIBIPO,

Hemos dicno que el escoger sabinmente lo néirica base
nos acercdra mas a la solucidn weal, pues bidn, la
separacidn de las masas cono funcidén del ticupo ecsta
contenidea en la cxuresion do ]a métrica base. Bg du
interes investigar varias ol y ver iue tanto nos
acercan a la solucidn reé}, calewlo que fué eciectuado
por Smarr,

'Vamos & investigar tres casos e interes, el primero
sera usar la teoria de Newlon pars encontrar la separa-
cibn enbre las masas, cl sesundo caso es ubilizor una

nezelz de relatividad es Jeci“] c:.i reluavivided general

vy el Gliimo caso sera el uulljuu “la relot 1v1dgd vun 12l




CASO NEVTONTANO,

El problena de dog cuervos en mecdnicen cldsica, utili-
zando la teoria de Newtorr, ha sido extesamnents estudi-
ada. Pr:idice gue la secoracidn entre low nasas vuntuales

egta dada sor la ecuvacidn

T

L SN (wa
a <t

siendo M la masa total del sisteua, y r la sevaracidén

-

-ensre las wmasas puntuales.

la solucidn a esta ecuacidn, exsrescda en forma _arameLrica

oK
v ;(“ ‘9'”

- ES‘!: ew >
"'2 u\[q*s i
donde 1 es un paracmetro gque varia de o &,

n.1

Expresado de esta forma R es la separacidn inicial
¥ -sucede cuvando .0 Y t:=0,
CASO DE RELATIVIDAD ESPECIAL.

Cuando estudiamos el movimiento de una particuls uio-

viendose en un camnpo gravitacional de Schwarushild

‘Ob.t. R R Ny ot A & M N . R
obtenenos la expresidn o donde » es 1.
: <

separacidn enire los masas. 2L liemge gopis  2sta dado
: . . 1 7 -t 2
por-la expresidn 0 = (\-UW)at -y U
Vanos hacer una cowbinacidén de relatividad general con

relatividad esoecial y proponer cowo ecvacidn para 1o

- 2
separacidn entre las nasas la exnraesidn ‘i{%-% (“'”
: o <

; . 2
Y oscoger como \\emgv ?\oe'!’o o, A’tl= A Mz - e, (un4)
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A partir de ( W4 ) obtenemos que
\:g e 8" g
utilizando el hecho que conocemos ¢ como
podemos escribir ( p.5 ) como
PRI\
k- g- \ < ° of

w_oan

TR
haciendo el cambio de variable =00 §)

T
LI S &\‘ L %) a2
n

t como

A bt

11
cuya integracidn es

\:-A“ fi-e ‘%b;‘@{ LI

3

- (-2 -k [&
I N E

Pls

expreswmnos

Para determinar la constante hacemos <t== R, 2 =@

cuendo t = 0, — e

finolmente t es:
) T L =t e X
&:A\—r‘,n F g
| betinledo © como
Yong- 2-° d)

'3

)

(u.b )
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obtenemos que
foale | W 20 I

: —_— ) - =

e PR 17

Yy con el camboio de pavomelro £.7T-10
llegamos a expresar t como
":;‘ﬁ({ﬁ 5&««{3 i (ub )

de ( 4,3 ) obtenemos

'cosla = % = o0- &)

P(- £)= fOiremzo)
y despejundo ¥ obtenemos que

. R 201 & (et

’2?( ‘ )
La relacidn entre este pardémetro g y el usual del
tiempo propio n es

sen % ¢uae)
AN T ﬁ g :li
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CASO D¥ RELATIVIDAD GEITERAL.

El jiemeo Prosio en lo MéLrica de Schwzrazshild, para caida

radial, se exyresa collo
L3
3 Qo MY 4 Gy dF .
con Sy -y
0 Qez -2 ;A= -0
Un lagrangiano aceptuble pors el movitiento eg
R DR
L:il%.o'\ + 3 f )
donde ¢l punto siznifica dOerQdQ total reswnccto al
ticmpo propio.
Como el la_r:ngiano no denende expnlicitancnte del
tiompo wne. eonstunie del woviniznto es
[LEFE SR W G
CISE " a2
La otra constante cs 4= %o 4 4
. N L]
Sustituyeado t de (w14 ) en (nS ) obtencnos
t 2
4: Ly

despejando <  obtuncumos

'a
1;‘.\_42_!]
Por otra parte despejando t da: ( w.' ) nos da
K t
L 2
\-L’!

asf el tieupo provno se expresa en téomino de la posi-

cién cono la integral siguiente

N | 3 Xy
v el Caey
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¥ haciendo ¢l cutibio de variable

E~gz=\~2§ (g )
expresamnos Lt como
*“'g i'_‘}—'a_’___‘
€eHghe)

pero utilizando la identidad
) _ N () ¢+ ¢
" ] - 1
(e ¢ )L r-o) ¢~ ¢? (£%-)

. . \ . ()
nos gquecdan las sigsvientes intesraleg Peve ©

a 2
&:«nig '?1 ¥ ~«t(\~b)§ i

iem o0

: (g-e) (7-®)
de cuya solucidn obtenciios Jue el vienpo S¢ expresa

£E-¢ 2

*2“9#\\E"\* REC ”gf;kuqn)mrm ¢ e
teiz

aliora definiendo I |
Nk - bﬂa_ TL-’{’—'
y utilizando ( W.8 ) llezhuos a que

’hmealgﬂ
V¢
de la cual podeutos despejar € couo
2z §L1aem 29) (n.a )
sl haceios el cambio de paracetro =@ vodenos expresar

§ como $- S"{ o 2

, ¥y finaluwente escribir para la distancia <
: i, o)
- Bl1d eos (.
= S0 1)
El {iempo se escribe a swu vez como
1 10‘ “My
TSI N

Q.T-wa

(v2e)

e85 g REO R




4?.

12, RADIACICH GRAVITACILUIAL,

In este trabajo unicavente se va a calevlar la con-
tidad de Nevman-Peurose ec. (6.4) evaluan.ola
en oy y la razon de esto, es que guarenos couparar-
lo con un calewlo nwalricou hecho por Suarr utilizando
las ecuaciones coupletus de Binstein, ellos dan una
gréficaz'rw{‘q contra tin en ¥, con 51y 8:6‘6.

Veaiios que forua adquiere 4 en nuestro trabajo, cuwnido
e:M,

Observenos que %=f¢0$9°m¢ ) 7%%,:'(05" sew son ccro en o=
23 _
56\ . 2 ¥ SNB\ =¥
o 9%
?-l\ -.fscvxoyué\ z-fsend P—j\ 2 TCwO to>¢\ o fwon
LR T ey L R M "y
oYy o g

Entonces los compunentes del tensor de Rieumannn
Riose  + Ruouy en  eam, son

) 2
: 2 =+ Raed
Ristas (”\ Rajrg = ?
: 2t L4 Ry 3 3
R&ot#—.(tox Raitx 26 ¥ 5%
l .
=< (-md Rutin ¢ cond Rnw)
Bstos comgonentes del teisor de Riemann en teoria
linealizada tienen le forma siguiente

Nig = }(‘hu,m IR R A ER! *\"‘\‘;*.‘)
. )
R\Hnl(\n Jib o ot -Wen? +hae,

2 ©
BN
Rutea = (0 9,2 -L‘/:.t,f - e 4 b))

g
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Cuando vulag cantidades las calevlamos .o e:%2 , nuchas
de ellas son de sesundo orden cen  Ye 6 vién mon cero,

Juedando final..ente

. \
k‘!t} =';M33,§,§' b} QQ*§‘,\ R“~\7~.O
Muestra cautidad by so couvierte cntonces en
\ )
Vus Rigpg=-4 LYIRN; (123
e introduciendo el valor de Wiz obtoncuos
42 12.4)
A'q- LANOY- N ew ©:T, L
- »
T ot
I masa total del sisteuna,
L distancia entre las nasas.
Obtencuos que
U .
Ao MDY (\1.5
g+ ot
Dada esta foruwla para Ay querenos vexr la

radia0i6n 5ravitacional predicha por egta Iornwle
analizando los tres casos nencionados en el (11),
a saber, caso MNewtoniano, caso d¢ Relatividad Bzpeciol

v finalmente el caso de Relatividad General ¥y coupararles
cog'la radiacidn gravitacional predicha poxr el calculo
nuiérico exacto de Smarr.

Para*el att) Hewbtoniano, 4y se calcula cowmo
*‘A": M.‘:(\O-Q.E) Ul.‘-)
: gt L R
Para el o) en Relatividad dupecial el &q g

ol

2 2
wy S -f‘_‘TA_{-‘”' y Bl }\w\zmd , oA
< . :
¢ < Sawmey st

(FRY)

(W@t (et




qq.

Y

[

>t

GEL ¥ vicmes 3 e

’

P
»
3

Para el al) ¢n Relatividud General el celculo de fa

es bastante complicado y tuvo que rezlizarse en la

computedora y solumente presentimos los resultidos

en la grdificc numero 2. .
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Smarr da une grifica de su resulicdo

Y
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vamogs huacer es grafic los resultedos

cegos arriba mnencionoadas

nora la

Y v
grafic

(15, URM e
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a lhiecha ox Snnrr »a

nasas y racidaes iniciales,

presentan cn la fig., &
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Solucidn numérica de Smarr.
Caso de Relatividad Generwl,
Caso Newtoniano. ‘
Caco de Relutivided Especial.
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Se nota de lu grdfica que los casos Yewtoniano y el

de Reletividad bswecinl difieren radicalnente del
resultado nuiérico efectuado por Saarr cuanto ..ds nogs
alejamos del instante iniecial, .ientras el de Rolatividad
General presenta cl mis.o tivo de couporianiento que la
golucidén nwidrica de Siarr aunjue csta presents un
cOrrimienfo de fage y una anplitvd ligeransnite diferente,
Bra ya de esperarse gque el casc Wewbtoniano iba a ger
diferente del caso real porque‘esta presenta una pendien

te iufinita de alt) y tanbién norque rebasa la velccided

de la luz.
Dado que en Relatividad Especizl | @) no nucde
tener una velocidad %% sgayor 1 ( 1=velocidad de la

luz) no seria irrealist

&
]
6!

o]
o
x]

o4
L1

cional tendiera a cero ¥y :ue 2or lo menog uno de los

picos del caso nunérico de Sumarr se reprodujera.

todos modos el hecho de nue la velocidad %ﬁ
tienda a una consiante, las nas altas derivadas de QW) -
no van a cero y aungue ‘}3{’; ¢s finito, es grande v
no se ‘acerca a cero,

BEn el caso de relatividad Genexrwl la wodificscién del

»”

tiempo debido sl cauvo gravitacional es muy importante
causa, como e ve en la srdfica, la mavoria de 1.
’ - H

estruciura en 1o radiacidn gravitaciounl,

que la radiacidn gravita
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Bate calculo taubidn provee une justificacidn pura un
caleulo efcetuado oY Rufiini y Vhoeler quicenes calcula-
rén la radiceidn cnitida en 1. colisidn de dog hoyos
ne;ros utilizondo el {ensor de Energfo-llom.:nto de don
nasas puntuales acercuandose y lo teoria linealizuda de

la _ravitacidi.
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CONCLUSIONLS.

Degpuds de confroatur nuestros re.uliados,utilisando
la ginvlificada aproxinccidn que heo realizudo en
este trabajo’ coun los caleculos cxactos hoechos vor
Smarr en el problemn de la co.isibda de dos hoyou ne_ros,
podemon daciyr gque este ndtodo siwnle si resvonde a
degeribir en rassjos gencrales  la estructura de la
radiacién guravitecionol. Ssto innlica que el rétodo

de acercarse o soluciones conenzando con no-soluciones
ey pfomctcdor pero que reguiare ucho trabajo por

1
y 2]

-

"~

aplicarse en Iorma satisfactéria a este tivo de caleulo, .
Una vez probalo este tipo de ealculo se vuede utilizor en
calculos prelininares de le radiacidn grivitacional -espe:

radghn diferentes situsciones fisices,
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