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THTRODUCCION

Hasta finales del siglo pasado, el estudio microscépico de los
gases involucraba unicamente el anilisis del gas ideal. Hacia 1880,
Van der Waals y algunos otros autores empiezan a considerar qases -
reales, entendiendo por gas real, aquél en donde debido a la proxi-
midad entre las moléculas, la interaccién molecular es apreciable,
debiendo tomarse en cuenta. Sin embardgo no fue hasta hace alqunas -
décadas cuando se inici6 el estudio del efecto del campo aravitacio
nal sobre los gases,

Para hacer un breve anflisis de cbmo actfia la fuerza de grave-
dad, consideremos una colisién el&stica entre una molécula y la pa-
:ed_dél-recipiente,que la contiene en ausencia y presencia de campo
gtdvitacional. En el primér caso; después de que la particula ha --
chocado la velocidad final tiene la misma magnitud que la velocidad
inicial pero sentido contrario. En presencia de campo gravitacional
la velocidad final de la molécula es distinta de la velocidad ini--
,cial,éahtd_en magnitud como en direccién por lo que la partfcula ex
perimenta una aceleracién, modificandobasi la presiénvdel sistema.
As! mismo, al cambiar la velocidad, la cantidad de movimiento se mo
difica repercutiendo en un cambio en la energfa total dél gas.

De aqui La importancia de estudiar los gases reales en presen-
cia de campo gravitacional y hacer las correcciones debidas en las
ecuaciones ya conocidas.,

‘Los primeros trabajos que enfocaron la influencia de la qrave-
dadlfuérdn realizados con gases ideales., En 1979, Lj. Kolar-aAnic y
BQMilic (_ab) reé11zan el primer estudio sobre un gas real en pre--
fsencié de cahpo, obteniendo una aproximacifén de la funcifn de parti
cibn del gas, al considerar sélo losbprimeros sumandos de una serie.

El prop6sito de este trabajo es encontrar y analizar las ecua-
ciones que desctiben la termcdindmica de gases reales moderadamente
densos sometidos a un campo gravitacional constante, considerando -
en su totalidéd la. suma que Kolar-Anic-Milic truncaron en los prime
ros términos. Para este fin se ha dividido el trabajo de la siquien
te forma:vEn'el cap!tuloAI se encuentra la funcién de particién aque

caracteriza ‘al gas estudiado. En el capithlo II se obtienen a par--
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tir de la funcién de particifén las funciones termodin&micas. Fn el
cap!tulo IIT se analiza la ecuacién de estado obtenida en desarro--
llo del virial, en relacién con la conocida en ausencia de campo, -
Ast. mismo, en el capftulo IV se estudian las mocdificaciones a la e-
,cuaci6n calérica debidas al campo qravitacional. En el oapftulo Vo
se’ detalla el analisis anterior al tratar tres modeloq de potencial
de interaccién. En el capftulo VI se obtiene la capacidad calortfi-
ca a volumen constante corregida por la presencia de la aravedad, -
Finalmente el capftulo VII muestra las conclusiones obtenidaq de es
te estudlo.



CAPITULO I.,~- FUNCION DE PARTICION GENERAL.

En este capftulo vamos a encontrar la funcién de particién ge-
neral qgue representa a un gas no ideal (interaccibén meolecular no --
despreciable) de N moléculas monocatémicas idénticas de masa m en un
recipiente cGbico de volumen V = 03 en presencia de un campo gravi-
tacional constante con aceleraci6n g.

En nuestro gas de N mol€culas idénticas podemos escoger la mo-

"lécuia i-ésima, cuya energfa estid dada por una contribucién de ener

gfa cinética debido a que se encuentra en movimiento, m&s la ener--
g!a'potencial correspondiente a la presencia de campo gravitacional
la interaccién con otras moléculas.
De aguf el hamiltoniano de la molécula i-€sima es:

2 N =
=Py 4 MZ ‘-*‘(ri;j) ,

h e j#l

i

donde z; es la altura a la que se encuentra la molBcula 1 dentro --
,del‘récipiente , que varfa entre [0,D}, Se supondri que al tener --
al-gas.contenido dentro de un recipiente se estd aplicando un poten
c;a;_c51, gue en las paredes tiene una valor e y dentro vale 0. $ -
es el pqténcial-de interacci6n entre dos moléculas aue se supone --
‘central, '

Cohsidéfgndo las N moléculas, el hamiltoniano del sistema aue-
da expresado como :

N° , N N .
H=2 Py + 8 mgz +65 & (ri,j) .
i=1 Zm . i=1 irj=1
. Como podemos observar los hamiltonianos,dependén del momento y
la pos1é16n de cada molécula, de aguf que si consideramos la fun---
ciQh'de partici§n;de una de ellas, 1la podremos separar en una tras-
lacional y otra de posicién, gquedando escrita como:
Q= Qtgaslzq .

léor‘gtro lado debemos de considerar éue nuestro sistema estd -
fqrmadd pd:'N mo1éculas idénticas indistinguibles, por lo que si el
’nﬁmexprde‘espados,cuanticos moleculares posibles para una molécula
:ésthQho mayor que el nfumero de moléculas en el sistema, se puede -
entonéés'ﬁomar para la funci6n de particidn, la exnresién clisica -
(Ver ref.'1 ).
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Esta condici6én se satisface si consideramos temperaturas del -

orden de 300 K.

Q(N,V,T)

gg-te)
' 2z

Se puede demostrar (ref. 3 ) que:

NNz
om,v,m) = L (2nm§q) a

2 N 5
Zq =5 . j e-mg£ 2 /KT -5% (ri'j)/2k'1i-g-l dx;dy de;

Podemos introducir la funcién de Mayer definida como:

£(F; ) = exp i;_%b (?i'j)} -1
’ : - r = £, £, .)E(F +
pado. que exp{'E%Tj $ (ri,j)} ‘1 + ﬁ f(rllj) + 5 f(ri,J) (rk,l)
ff(fl'j)f(i:’k'l)‘....‘.f(_i"m'nf)

¥ 1+ 5 £(F para N3 12321,

1,3 o
Dicha aproximacién puede hacerse si se considera que el gas es
moderadamente denso, ya que si -la densidad fuera muy grande no se -
podrIan desprec1ar los términos de orden superior.
Sustltuyendo en la definicién de Z tenemos:

j Jexp{ __9_‘ zi}{l bif(r ,j} Tt% dx dy dz, .

i=1

q J' JEXP{_‘J.‘? {1+§_(ﬁ__%_];)_.f(rl 2)}“- dx;dy dz, .

2

Si,nptamos que para N»1, N(N - 1) N vy hacxendo el producto
-9 v ——

2

q =VJ “'jexp{ _mzz,}lﬁ-l dx jdygdeg
+ %ZJ ."..‘If:xp{ "I‘ £, i} TT' dx,dy dz, j jexpi-r;(:_%(zﬁ 2,)

‘ﬁ(;l,zf dx,dy,dz,dx,dy,dz, .

obtenemos:

-Envesta expresién aparecen integrales de la forma:

D D D i »)
3;,5‘ § e mI%/KT axdyaz = b2 {‘e‘“‘gz/k'r
0 0 ' “mg /KT
_ DZ( )ﬂ)(l _ e—ng/kI‘)
mq
= (k'l‘-)(l - ¢"MgD/KT)
mgD




2q = v"( kq,)ti{l _ e—mqD/kT‘}rl L+ sz ...j exp :;i tz) + z,)} ‘(?1 U IEEE
[XRe = X - X3
mah w2 kT { e—mryl“','P. }w
mab
A 11 Intearal aue falta por resolver en (" la vamos 1 Jiamar ¥

v se puede expresar como:
: -

k= ¢y 2 [ (2 * 2y
i ( r‘nq)j‘

Dado que el potencial entre dos itomos es central la funeidn -
f(r:1 2) tiene la forma fl(xy - x2)2 + lyy - 3.,) bolzy - z’)-.)l/z

i

i

f(?l'z)dxldyldzldxzdyzdz "

it

Yy tenemos ademis (z + 2z ), vamos a introducir un carbic de varia--
bles. '
+

Sean z~ = (z; - z,) y ‘2':5-(21*22)

fe puede ver que el Jacobiano de esta transforracién es iaual

Los\lihi_tes‘de inteqracién van a carmkiar ceedando de !a ni-w-o
guiente manera:

para z~ (9,D) y. ( ~D, 0)

para z* . (=27, -

THD Ela) v (2T, 274 D) E Qo).
0T

"

)
A‘tusr.i tuyenr‘o en Ki

b e
Xy = 1“”0 y dx ) {If(xl'z,yl'.z,z')dz—;’ (2zH %z +

a

tenemos:

.+ J i:‘(x1 2 ‘1' .z yaz” ,’ (2z -17."} .

S co'nsic‘emmos que ‘(r) es centtal, la forma Sel rotencial -
qumxx ~1a'icrxda de acuerdo alaricg lyde ar ut cue (%) tenaa la -
‘orra neneral uue ‘se 1lustra en la th 2, dJonde se-ve cue rara ?»l“

z)-oG, (nrde € tiene un valnr c‘.el oru.n da amjestrame. v ot r‘: ar
ta dada Dor e = (XLZ) +(y 7)‘ + 227)2 con - macroscrica rocemos
haccr la.y u.‘oclc;én que 27/2 & Dy Eesprcctu este térainm on las -
e*(preqioneq ante eriores para la evaluacién de la 1’\*»(‘.:\1. &1 resul-
tado es:

= c, (2p)t*!

D
i i - jj f(xlz,ylz,z )dxldyldxzdyzdz
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Denotando por I la Gltima integral e introduciendo la defiﬁi-~
cibn de Cy resulta:

K, = (-l)_i_(mq“ Pemittt g
iy ') i+l
1+1

DI

i

1 ( 1) ( ) 1+l

Si‘consideramos que para i=0, K, = 2DI, te %iche —cue:

;= -0t rmepytat ok,
&kT (I+17 .
Por otro lado la ihtegral J =J J f(x?l 2 dxy . ..dy,dz, gV

donde ‘es. una funcién que supondrenos conocida y que queda dada por.
el potencial de interaccién entre las moléculas, estando ralaCLonada,
como»se.demos;rara mis adelante (Capitulo 3) con el sequndo cocfi---
cieh§e deI Viriél en ausencia de campo de acuerdo a la relacibn ----
BpfT) = -8
N
‘Por lo tanto se ve que KO = J y obtenemos:

cr e (gt e

- 1
rONTUEE )
gnalicemos la suma, para ello sea j = 1L + 1
é ( 1)j j -1 zj"i =
= 1

) {l )|
T it




SL en la Gltima suma se usa: i (Zx)j e2x
3=0 J
nos queda: K = v 1 - e-2ng/kT
)

Introduciendo estos resultados en la expresién de Ir obtene--

mos: N
- - - @
Zq = yN { 1 - e ng/WP} N { 1 + N2 1 - o~2mgD/kKT .
ng 4VE kT (l_e-mqD/kT)2

maD
Con lo cual la funcidn de particién queda dada por:

A, v, = VN § ammer PV 2 e \N § ) - e"“‘JD/kT}N
' ' _—;r— mgD /

{1 + NZB ( | - e~2mgD/kT

av _mgD/KT, 2
‘ (ng)(l e - !
Haciendo x = mgD se tiene:

amnv,m = W fommkr 3””(,_1_)”( 1= e )N {1 + # x(1 - e”?% |, (29
| | TRE x Vil n-e? )

h
La'ecuaciéﬁ (:2 ) representa una mejor aproximacifn a la fun--

2

éién de partxcxdn que la realizada en trabajos anteriores ( 2 ) don

de 5610 se han considerado los primeros términos de la serie en K,

BOE ‘lo. aue: dicha ecuacién reflena m&s la realidad del gas estudiado.n‘
En el sxguiente capitulo utillzaremos la ecuacxcn (.2) para ob’

tener las funciones termodin&micas del gas.




CAPITULO II.,- FUNCIONES TERMODINAMICAS

En el presente capitulo vamos a obtener las funciones termodi-
n8micas del gas real en presencia de un campo gravitacional, cuya -
funcién de particién fue encontrada anteriormente,

Dichas funciones termodinimicas se pueden encontrar a partir -
de 1ln Q (Ver 2péndice B)

De acuerdo con la ecuaci6n ( 2 )

In Q = 1n yf +. 1n § 2nmkT e in <1®N + ln (1 - e-x)N +
N1 he X

-2X
+ln{1+N§~((1-—e )}

Para el desarrollo de 1ln N} se utlliza la f6rmula de aproxima-
cién de Stirling:
In N¢ ¥ NInN -

Se tiene:
InQ@=N]14+1nV + 3 In (ankT + 1n (l) +1n (1 - e %
) N z hi X

+ 1n {1 + g_e x(l -~e : )} (3)

Dado que 'las funciones termodin&micas involucran derivadas --
parciéies, calcUlaremos la deriVada'baréial de 1In 0O con respecto a
x, para’ tenerla como un resultado para los’ desarrollos siquientes:
o'lngQ= {alnl+Bln(l-ex)}+31n{1+§;@_x(l—t2x) .
AX. ox ; X, 2 }
8 f&cil ver que. el resultado es:

33'lﬁv0 = =N + Ne % + Nzﬂll - e"%X . 2xe-x)

x - avir - @)% s n?gxii- e
Con ayuda de las ecuaciones (3 ) Y {4 ) podemos ahora hacer

el’ calculo de las funciones termodinamlcas

De la ecuacién (1) del Apéndice (A) se tiene para la Energfa
Libre;de Helmholtz A:

A= -kT 1n Q-

A

= —kTN.{l +1nV + 3 1nf 2nmkTY) + 1n (3:)‘+ In (1 -e™%
"N Z ";f_— X

-2x%
-kT ln 41 + N x(l - @ . (5)
R




La Entropia S del sistema estd dada por:
S = k1lnQ + kT(Ean) .
M,V

oT
5 = kN{ 1+ InVv + 3 lnf 20mkT + 1n (_l_) + ln (1 - e_x)}+
N 2 h X

2

kln{l+N
v

x(1 - e—2x)} + KT {}ﬂ P:) 1n( 2ka'1‘) + 61

(1 - 0 %2 2 3T 12

+ Ox (N Inlo#NIn Q- ")) +_@_1n(1+N2 x(l—e“zx))}_

OT % 3T (1 - e %)
Deri t do ¢ ent e B = ), 0 X = -
erivando y tomando en cuenta que e @( ), y que ’%’)I(" ')It‘

se obtiene:

S=kN'{).+ln;K +31n(2nka +.ln(_1.3+1n(1-e-x)+5
N z he X 2

- xe X + NBoTx(l - e72%y N x(l - e 2% - 2xe”¥) } +

(1 -e X  av(l -e X2 4 §2€ x(1 - e 2%
k:ln*{1+usx(1 -T2y 4 7))
4V (1me %) ? }

La Energfa Interna es:

'r2('a 1ncz)N .

)
k2 { 3N .3 lnf2wmkT) + dx [ N in L) +N1ln (1 - e
2.3T e AT 3% X

E

fl

-X

o
fl

)

+ Dan {1+ N2 Bx(l - e7%%y }’}
T av (1—e")2 ‘

Como se ve, este resultado es. el mlsmo que el requerido ante--
riormente para la Entropia r‘l rebultado es:

= NkT;{ 5 - xe % + R XT(L - e72%) - Nax(l - e X - 2xe”¥) {8
2 (1-e7%) Vavi - e"‘)2 + NOB (L - &™)
El: ‘Pote'ric':'ianu'Imico 4 es:
-’1=*-k'r Ban)
oN
N = -kT{__a_' N‘{'). +1nv +3 ln( 2emk?T \ + 1l (1 + 1n (1 - e %
aN N 2 b2 i)

-2
+ ln{l + %_Q_ x(l—— ex ;) }}

)




ltaciendo las operaciones se encuentra el resultado:

M= -kT {1ny +§_’1n(2nmk'1‘) + ln(_l_) Foln (1 - e

N 2 h2 X

INBx(L - e %% } . (9)
av(l - e %2 4 Nzgx(l - e %%

La presidn P es:

P = kT/ 91nQ
(592) won

P=KkKIN d {1+ 1nV + 3 1n [ 2wmkT +1n(}_)+ 1n (1-e“"))
v ( N 7 h 2 X
+ KT 91 {1+N26x(l-e—2x)}.
X2 A} -
av av(l - o %)?
P = .1+ 9x o) { in L + 1n (1 - enx)}
N 3V 2 2 2%
1_9x 3 NAjax(l - e x)) + N°@ x(1 - e ) 9 1
kr 4 iV 2V S‘( (1 - e 2%2 U1-eX2 3V (?ﬁ/"

Desarrollando las deriyadaé parciales y simplificando
tienévléjecuééidn para la presién:
= kTNI 2 + _1xe ® 4+ 288 (-x + xe ?% . x2e—x) } .
V. 3v"1-e-x 3V 4V (1 - e ¥)2 4 §? @ x(1-e*)(10)
Las ecuaciqnes (5), (7), (8), (9) y (10) son v&lidas para el
tratamiento clasico de un gas monocatémico moderadamente denso’'en -

presencia de”’ un campo gravitacional constante de magnitud arbitra-
ria. En particular, las. expresiones obtenidas incluyen resultados
ya conocidos para el qu en dos situaciones definidas:

a) Gas ideal en ausencia de campo (ver Ap. B); en este caso -
Xy :
b) Gas real en ausencia de campo (ver Ap. C); en este caso X0,




CAPITULO III.- ECUACION DE ESTADO. DESARROLLO DEIL VIRIAL.

En este capftulo analizaremos en detaile, las consecuencias de
la ecuacién ( 10 ) para la presién; para lo cuel es conveniente en-
contrar el desarrollo del virial de la ecuacién de estado.

La ecuacibn de estado es la forma de relacionar tres variables
termodinémicas de un sistema, de tal forma que determinando dos de
ellas, la tercera queda especificada.

Por ejemplo, el caso del gas ideal, cuya ecuacidn de estado se
representa por:

P =
= 8

Sin embargo si la densidad del gas aumenta, las partiéulasvse
encuentran mds cercanas en promedio y la interaccién molecular em-=
pleza a no ser despreciable, dando’COmo consecuencia que la ecua---
cién del gas ideal ya no represente la ecuacibn de estado del gas.
Una forma de expresar las desviaciones que existen entre el gas i--
deal y el gas real cs haciendo un desarrollo en serie de potehcias
de la forma:

2 3
P = 9+ B,(T) + B, (T) F e
s 9 BMy 30

en donde BZ(T), B3(T), -+.,etc, reciben el nombre de segundo, terce
ro, etc, coeficientes del virial y dependen solamente de la tempera
tura y de la interaccifn interatbémica del gas en consideracién.

En el presente capftulo vamos a encontrar la expresidn en tér-
minog de los coeficientes del virial de la ecuéciSn de estado del -
gas real en presencia de campo gravitacional; lo que nos permite --
ver las variaciones de éste en relacibn con el caso del gas real en
ausencia de campo.

El resultado obtenido en el capftulo anterior para la ecuacidn
de estado es: (Ver ecuacibn ( 10 1)

P=kTNf2 + 1 xe ®* + 2vg (-x_+ xe 2% - x%e7%) } .
= - { . -
v v 1 - e X 3v Wl - e x)2 + NZ@ x(1 - 2\)
Reescribiendo este resultado en términos des7tenemos:
p = {2 +  xe ¥ }S: + {25 X (=1 ¥ e 2% . e
1w T - Ay - T
k1 T3 - e™) S a0 - TR wpNp (1l - o)

n estna expresién el coeficiente e § os:

e R -\
23 x (-1 4 e °F - xe™¥)

13
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I

Bx(-1 + e™?* - xo™¥) 4 (—1ﬁ‘(l§b%3x(1+-e'x)) N
=0

6(1 - e ¥)2 N 4 (1 - ™%
= Jdx(-1 + e %X - (07X { 1 -1 Ne x(L+ e ™) @+ ... }.
6(1 - e %)° L) (1 - e %

De aqul. que la ecuacibn de estado del virial quede dada por:

P = 2 + xe ¥ ¥ x(-1 + e % - ) 2 ( 11)
{3 “”“_TQT}f {@ ﬁzm} }f b

(1l - e 6(1 - e
donde B, (T,x) = % + xe‘”_ , (12)
3(1 - e
By(T,%) = @Ax(-1 + o7%X _ 4e7%) ( 13)
6(1 - 0 %)°

Para encontrar los coeficientes del virial de la ecuacién de -
estado de un gas real en ausencia de campo, hacemos x-0, de donde

By (T) = lim.{ 2+ xe X } = 2+ 11lum __ xe *
X -0

P - e™ P xs0 (1 - e7¥)
‘El limite que aparece en esta ecuacién se evalGa aplicando la
regla de L'Hopital:

1lim xe X = 1lim e * - xe =

X

x—=0 (1 - e % X —0 e

Por lo que By (T) = 2+ 1 = 1 ( 14)
3 3
Consideremaos ahora el segundo coeficiente del virial:
= - =2x _ -X
st(T) = lim Qx(vl + em‘x - xe 7) _, %
X0 6(1 -~ e ")

Aplicando la regla de L'Hopital se obtiene:

(T) = lim P(=1 + e”?® - xe™) + Bx(-272* - e7* + xe7¥)

' T12(1 - e %) (e %)
2%

lim B,
X0 X~ 0
2%

X

= 1lim @(—2e— ~e X+ xe ™) + g(-2e7F - e7* 4 xe™*) + Bxde’F 4+
. = — - - \
X =0 12(e®)(e™®) - 127 X(1 - e %)

+e X+ e X xe™) = (-2-1f + B(-2-1) = -68
S TX

e donde B, (T) = ;@ . ( 15)

»Cbﬁsidétemos las funciones £({x,7T) v g(x,1) definidas como:

f(xf‘IT) = Bl(T;”F)

ByglT

2 _xe™® X ( 16 )
2 :

3(1 - 7%




Bx(-1 + e 2% _ yo ¥
gx,1) = Bp (T - Vsl - %2 = x(1 - e X 4 ke (17)
- -, 2
By (1) N 3(1 - 7%
Entonces la ecuacién ( 11 ) se puede escribir como:
2
p {B mwﬂxTQ + {n (Daix,m} ¢4+ ..., .
T 1s 4 ? 2s }

De las ecuaciones ( 16 ) y {( 17 ) se ve que f y g representan
las correcciones a los coeficientes del virial de un gas real debi-
do a la presencia del campo qgravitacional, De las mismas ecuaciones
vemos aue solamente depquen de x, ésto implica que para dos gases }
reales con diferente potencial de interaccién, el efecto de la ara- |
vedad siobre la ecvaci6n de estado es el mismo. . |
En la Fig. 3 y Fig. 4 re muestran las grdficas de £(x), g({x) =
como funciébn de x, respectivamente.
|

De la Fig. 3 vemos que f(x) ¢ 1 para x>0, De la misma figura
oodemos concluir que para Xx» 1.0, el primer coeficiente del virial
expérimenta una disminucidn en un factor del 25%; y que x superio--
res llecan a disminuirlo en un factor del 33%; oor lo que si consi-
deramos un gas ideal con x »5.0 la ecuacién de estado quedarfa:

P = 2
e 38
la cual es muy distinta de la conocida en ausencia de campo.
De la Fig, 4 vemos que g{x))» 1 para xY»0, De la misma fiqura -
vemos ‘que para el sequndo coeficiente del virial, con x» 1 la cor--

rreccién es del 75%, alcanzando para valores de x » 10,0 una correc-
cibn del 100 x% .
——

Se puede predecir que las correcciones f(x) y g{x) del primerd
vy sequndo coeficiente del virial de la ecuacién de estado vor efec-
t05>graﬁitacionalés satisfacen una ley de correspondencia de esta--
dds;‘éSto'es, que para dos gases con diferentes masas, temperaturas
y sometidos a distintos campos gravitacionales, las correcciones a
éierta x,‘siempre‘caen dentro de las curvas nostradas en las Fias,
3.y 4,

‘Como se ve de dichas figuras para condiciones de labkoratorio -
donde las‘x‘son'pequeﬁas las correcciones pueden ser desmreciables;
sih‘émbargo en situaciones, como por ejemplo, la . tsrisfera en donde
X puédebtomar valores grandes, las correcciones son aprecialiles .

deben tomarse en cuenta,
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£(x) PIGURA 3,- CORRECCION AL PRIMER COEFICIENTE DEL VIRIAL DE LA ECUA~

CION DE ESTADO DE UN GAS RFEAL DEBIDA A LA PRESENCIA DE
CAMPO GRAVITACIONAL,

En ausencia de campo gravitacional

~=--~~~-- En presencia de campo gravitacional
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CAPITULO IV.- ECUACION CALORICA. DESARROLLOC DEIL VIRIAL

vimos en el cap!tblo pasado que al aumentar la densidad, las -
moléculas del gas se encuentran. en promedio m8s cercanas, experimen
tando una interaccién molecular ya no despreciable, lo cual repercu
'fe én que la ecuacibn de estado se ve modificada. De esta misma ma-
nera las demds funciones termodin&micas también experimentan un cam
bio: por ejemplo la energfa interna del sistema se va a incrementar
en un cierto factor.

A continuacifn vamos a determinar c6mo cambia la energfa inter
‘na de‘un;gas real en presencia de campo gravitacional, .en relacibn
con'el mismo gas en ausencia de campo. Para ello vamos a considerar
el desarrollo del virial de la ecuacién calBrica encontrada en el -
Capftulo II.

Seqgdn la ecuacién ( 8 )

= NKT § § - xe™* + NB' XT(1 - e”2%) . Ne x(1 - e 2% _ 2xe”¥) }.
LA e X vl - e %)% 4 Nzex(l - e %X

- ,
o bien:

_x . -2X -2X% -xX
- xT(1l - e “%) - Aax(l - e - 2xe ") lpl 18 )
W {I 1 - "‘}; {4 4(l—ex»2+\fN@x,(l-e‘2x) y
Consideremos el coeficiente en P : '
BxT(1 - e 2") Bx(l - e™* - 2xe™) =
4(1-e" + fN@x(l-ezx)
1 ;(xT(l - a 2x) - Bx(l - e 2% . 2xe”¥X) } =
a1 - e L+ EuBx1 v o)
41 - e %)
'xP(1 - e %) - Bx(1 - e”%* - 2xe”¥ f_ (- l)N(IS’N@x(l + e7%) )“
41 - e %2 N =0 4 1-e™
= __e‘x'ru -e?X) - Bx(1 - e - 2xe”¥) { 1 - 13> ex(l + e ") o
4(1 - e-xfz 1 -e %
De donde el coefic1ente en 9 en la ecuacién ( 18 ) es:
_‘PXT(I - e’ 2") - Bx(1 - e %X - oxe”¥) |
a1 - e

Sustituyendo en la ecuacién ( 18 ) se encuentra la ecuacibén ca

'"lérica del virial, hasta términos lineales en ¢
2

~-2% -2X -X
= -  xe + xT(l - e “7) - ax(l - e ~-_2xe ") e
{7 1-e“"} {'e 41 - )2 i
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E C,{x,T) + C, (x,T) ¢ . ( 19)
qr ¥ Qi+ Gl g

‘Aquf Cl(x,'l‘) Y C2(x ,T) son los dos primeros coeficientes del -
virial respectivamente de la ecuacibén caldrica; tenemos:
5 - _xe X ( 20 )

7 1 - e ¥

]

Cl(x,T)

2X | axe™™) (21

il

Cy(%,T) Q’x'r(l - e _ ax(l -e”

=
A1 - e %2
Para obtener los coeficientes del virial de la ecuacidn caléri

ca 'en ausencia de campo gravitacional, hacemos tender x a cero,

C4(T) = lim {5 - xeX }= 5 - lim _ xe ¥
x-0 1 -e* x-0 1 -¢e X

segn vimos en el capftulo anterior 1lim _ xe %~ = 1
X

x40 1 - e
ClS(T) = % { 22

ElL limite de Cz(T)ven ausencia ce campo, CZB(T) es:

Cp (T) = lim @xr(1 - €72%) - Bx(1 - e”®* - 2xe™) 0
x=0 4 (1 - e 0
Aplicamos; por lo tanto la regla de L'Hopital
Tim BT - e %% + @xr(2e7%%) - a1 - e™?X - 2xe”¥) - Bx(2e”%¥ - 2e7%)
B \ . [ YR
X0 " | 81 - e N (e™) ‘
0 = lim AT2e”%%) + AT2e™®*) + @xri-4e”) - B (2672 - 227F 4 2xe”X)
O xwo V gle™®) (e™*) - e X(1 - e Xy
B(2¢7%% - 2e7* 4+ 2xe”X) - @ x(-4e"%¥ + 2xe X + 227X - 1xe™¥)
\ -x\

gle ®) (e™¥) - Be™X(1 - 7%
_Q‘T(z') + e’méz) -~ @O - 30 = 1@@; = g‘i_'g
Cog(T) = e;g ( 23)

Si consideramos dos funciones h(x,T) y. j(x,T) definidas como:

1

5 - xe X
h(x,T) C,y(x,T) = 2 1 -e* = 5. xe’¥ )
| T, 3 3o - e
a'x7T{l - e %) - ax(1 - e %% _ axe"¥)
Jilx,T) = Cylx, ™) _ '\ 401 - e %2
C25{Tj @.T

L .
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J(x;T) = @Axr(l - e ?¥) - gxa - e %% _axe™) . (24
\ 2 e.T(l - e-x)2
de donde la ecuacién ( 19 ) se puede escribir como:
E =, (T)h(x,m) + {c ('I‘)j(x,’l‘)} o (25 )

Como en la seccibn anterior h(x,T) y j(x,T) son las correccio-
nes: a log coeficientes del virial debido a la presencia del campo -
Qraﬁitacionalf Dado que j(x,T) depende de Y '(facto;es relaciona
dda_con la témperatura'y el potencial de interaccidn} vamos a deter
minat_esté‘valdr pa:avtfes modelos en el sigulente capftulo.

C AL 1gua17que las correcciones para la ecuacifn de estado, h(x)
fsatisface una ley de correspondencia de estados, sin embargo J(x,T)
debido a que depende del potencial ya no cumple dicha ley.

En la Fig 5 se presenta una grifica de hi(x). De esta se ve -
que h(x)) 1 para x} 0. Vemos tamblén que la correccién debida al ~--
'campo gravxtacional en la energia interna para el primer coeficien-
te del virial es un aumento del 25% para x» 1, alcanzando un incre-
mento.del Gstbpara x 25, |




En ausencia de campo gravitacional

_____ -« En presencia de campo gravitacional

FIGURA 5.- CORRECCION AL PRIMER COEFICIENTE DEL VIRIAL DE LA ECUACION
CALORICA DE UN GAS REAL DEBIDA A LA PRESENCIA DE CAMPO GRA
VITACIONAL. : T




Vo= CORRECCIONES A LA ECUACION CALORICA PARA TRES MODELOS
DE POTENCIAL DE INTERACCION.

Como se vio en el capitulo anterdior la ecuacibn calédrica de un
gas real sufre correcciones h(x) y j(x,T,3 ) debidas a la presencia
del campo gravitacional. Mientras que 1la éuncién h, s6lo es Euhciﬁn
de %, la correccién j(x,T,p ) dewmende tamhién de la tcmnefatura'y -
de los £actores 6v e', de donde, para distintos potenciales de in-
teraccibn, j(x,%7,@ ) tiene distintos valores.

"En este capftulo se estudiari la forma de j(x,T,@) para los -
siguientes modelos de potencial: a) Potencial de Esferas RIgidas, -
b) Pozo Cuadrado de Potencial y c) Potencial de Lennard-Jones.

a) Potencial de Esferas Rigidas: Este modelo de potencial es -
el mis simpie; si bien no refleja totalmente la realidad yé que no
contiene la parte atractiva, s{ simula la parte repulsiva de un po-
tencial real.

Este potencial esté dado por:

i(ﬂc{m six
0 siryq
de donde el'corfesppndiente segundo coeficiente del virial sin cam-
po es: q

B, (T) = -1 ”(e‘ b,k fr, = -1 | ~dariir = 2 ne
s v Y R 2 T
De la ecuaci6n ( 15 ) B, (T) = -
. 3 '

de donde = -4ne” =0

‘ g 4 y @
de aquf que de la ecuacién ( 24 )
jx,m, B) = @xra - e?¥) - Bax(1 - e ¥ - ™) L.

« ¢ _

28 T(1L - e™¥)?
Este resultado proviene del hecho de que segGn la ecuacién ---
( 23'), para e'# O,ZCZS(T) = 0; y dado que el‘coefiCiente en ¢ debe
set.una>cantidad finita, entonces necesariamente j{(x,T,Bf ) -»m
De aqui que el tratamiento para este modelo de‘potencial debe
‘ser un poco-diferente.

Cpnsidetgmos el coeficiente en @ de la ecuacién ( 25 )

CZ (T)j(x’T'% ) =g'T B‘XT(l - e-zx) - Bx(l - e‘ZX' - 2xe "X
s Cr 17 1z pxrit .
ze'r(l - e ML
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Y como.e'= 0, Czs('l‘)j(x.'l‘,ﬁ) = —Px(l - e > 2xe” ")
(1 - e 7)

Sustituyendo el valor de (5y definiendo w(x) como:

wix) = C, (M3x,T,B) = ne’ x(1 - e™* - 2xe™®) ( 26 )
3 (1 - e—x)2
'Sil.bdefinimos o = VWJ/J podemos encontrar los valores de w(x)/-
.Dadd que o es una propiedad del gas que se estudie, distintas efy
determinaran distintos valores de w(x). Sin embargo en la tabla I
se: muestran los: valores de w(x)/o( los cuales son generales para --
—cua}quier gas.

TABLA- I
X wix) /e
0.1 0.003
0.3 0.030
0.6 0.119
1,0 0.323
2,0 1,178
3.0 2,322
5.0 - 4.726
7.0 6.923
10.0 9.992
. 13.0 12.999
15.0° 15.000

De la- ecdaciéh ( 26 ) se puede ver que para x> 5.0, w(x) tiene
la, forma w(x) c(x. De la tabla anterior se concluye que. la coxrec—
‘cién w(x) no es despreciable para x» 2.0, ya que si bien es cierto
que al multiplicar por o, siendo ésta del orden de 10 =30 m3, el resul
'tado ‘es muy pequeno, también es cierto que w(x) es el coeficiente -
,.de g la cual es ‘del. orden de 1029, por “lo que estas dos cantidades
practicamente se anulan y el valor de w(x) resulta de ‘consideracién,
para el segundo coéeficiente del virial de la ecuacifn calbrica de -

un gas real con potencial de esferas riqidas.

b) Pozo: Cuadrado de Potencial: Este modelo de potencial es una
-extensiGn del de: ‘esferas rigidaq, en la cual se considera un térmi-
»no atractivo de potencial- estd dado por:
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[ o]

si r¢«g¢
§(;)- ~€ Si O4r ¢ aA
0 © 81 ry&A

de fdonde el correspondiente segundo_coeficiente del virial en ausencia de carpo’

_ 3 3 ~ & /xT
T) = 2 1 - - - = -
26(1) = 2me { (22 - 1) (e 1)} -8 .
4

es: B

. 3 3 ~ E/KT
e aquf = ~4ng. 1~ - 1) (e - 1)
e L I i
' -~ &
Y @'=:_4_na'3{_§_2_e /KT (1->3)}.
3 kT
por 1o.que la ecuacibn ( 24 ) queda expresada como:

I ) = '_g.nd"s{ € e S/KT(y 13)} xT(1 - e~ 2% +

2f-ane’\f& o ¢/KT (1 - x%}wu - e ™2
3 kT2 |

+ 4 o‘:"_{ 1= (X3 - 1)(e” B7KT 1)} x(1 - e"2% _ 2xe™¥)

,,4-3 e BRT (L -3 (1 - e7%)2 )
3. ):r—? '

€ e e/kT‘x(l - e_zx) + (1 - o /KT -2

-X

+ 1 y x(l - e - 2xe.

IxeT, = (AT - 1)

2ike_T e”&/XT (1 - e"‘>2} |

»Dadofque j(x,T,e ) es funcibn directa .también de la. temperatu-
ra, para'cada‘Valdr de T vamos a obtener un resultado de j(x).

Para el caso del argén, en ¢ohde /R = 93.3°K A= 1.7 |

|L1

Lo . [ ‘
Para T = 50 K~ |
g : : -2x. ; =2x s
J(x) = 0,2887474358 x(1 ~ e ) + 1.100817004 x()l - e ~ 2%xe )
0.5774948716 (1 - o %) 2
De la mlsma manera se obtlenen los valores para T = 100, 300,

600 y 1ooo K.

En la Fig, 6 se’ grafican las diversas 3( Te &sta vemos Luc
para cl ”ozo Cuadrado de PoLcncxal )P L para ) 0,
cre.cnto en el segundo coeficiente del vifia’ de

siende el in
1y ecuzeidn caldzi
ca” mayor del 100% para x >1 dentro del 1nt01walo

de temperatura ce
50 a 1000 Ry




Para x suficientemente grandes x 7 10
j(x)~§{l+_}§$e£/kT-}_<_'I_‘_+_k_’_P_ eé'/kT}.
2 £ & & A3 4

Para estas x, notamos que j(x) crece linealmente con x.

c) Potencial de lLennard-Jones: Este potencial es uno de los mo
delos m&s realistas usados en la actualidad, se encuentra dado por:

$ () =4s{(o;‘)12— g_)6 :
’ x x
Esta expresién es diffcil de manejar analfticamente, pero se -

han determinado valores numéricos (. 1) para el segundo coeficiente

del virial, dado por'

= 3 '] AR 1 - . * me
B* = 2s(T) , B2S(T) %11N(r B 5(1 ) = ByB s(p ).
g e ———
gn:JGJ
3
Donde‘la.températu:a reducida T* estd definida como:
T* = KT
€
- = - 3 = -
Dado que. st(T) = @— __g_nvNu' B* (T*) = -2B _B*_,

@‘la‘calchlamnn a oartir‘de considerarla como las diferencias:
g= gz @1
\ AT
A continuacién se presenta en la Tabla I¥los valores de B*
para el nrgdn, donde E/k = 119 8 Ky B = 49.8 cc/mol (1 )

P A part;r de los valores de la Tabla 1I ahora procederemos a --
calcular los valores de j(x) para el argén a distintas temperaturas

Sabemosvde la ecuaciébn ( 24 ) que:

j(x) = @ Tx(L - e ?¥) - ax(l - e ¥ - 2xe™¥)
\ -
2 (3"1‘(1 - e¥)?

- Q ) B

‘Para T = 53,91 K
J(x) = =50.61243005({53.91) x(1 - e 2%) - 1071.19551 x(1 - e 2% - 2xe”¥)

2(=50.61243005) (53.91) ( 1 - e %) ?
j(x) = -2728,516104 x (1L - e"2¥) - 1071.19551 x(1 - e 2% - 2xe”¥)
X, 2

-5457.032208 (1 - e ")
Slmilarmente para T = 101,83, 29%.50, 599.00, 718,80, 838.60 y
958 40 K.
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PIGURA 6.- CORRECCION AL SEGUNDO COEFICIENTE DEL VIRIAL DE FCUA~
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Los resultados de j(x) para distintas temperaturas se encuen--
tran graficados en la Fig. 7. De esta se puede concluir que para el
potencial de ILennard-Jones, la correccidn j(x) del segqundo coefi---
ciente del virial para la ecuacibn calbrica, toma valores desde 1 -
hasta 13 para x en condlciones atmosféricas dentro del intervalo de
temperatura de 50 a 600 K. Se obhserva que al aumentar la temperatu-
ra el valor de j(x) disminuye, 6ésto es que los efectos gravitaciona
les que siente un gas real disminuyen al aumentar la temperatura --
del sistema. Asf mismo se observa aue para temperaturas cercanas a
720 K, la correcciébn j(x) vale | para x <10, lo que implica que el
segundo coeficiente del virxial con campo y sin €1 cadi coinciden; -
fisiqamente, &sto significa que los efectos qravitacionales han si-
do'¢dntrarrestados por las fuerzas del sistema a esa temperatura --
critica para ‘el caso particular del arqén.

Para temperaturas mayores que 800 K empieza e tomar valores ne
gativos,bésto,es, la energfa total del sistema es menor que la ague

tiene gas real con potencial de Lennard-Jones en ausencia de cam

Es importante hacer notar que si bien estos resultados mues---
tran un comportamiento general en cuanto a una temperatura critica
en la cual la correccifn 3 (x) es iqual a 1, y a vartir de la cual -

la energia’total del sistema es renor que en ausencia de campo, tam

bién es cierto que para cada gas el valor de esta tewperatura es ci.

ferente.
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TABLA II
T* T B* P ﬁiwé'
0.30 35.94 -27.880581 2776,905868
0.35 41.93 -18,754895 1867.987542 ~151.7392865
0.40 47.92 -13.798835 1374.363966 ~ 82.40794257
0,45 53.91 ~-10.754975 1071.19551 - 50,61243005
0.50 53.90 - 8.720205 868.532418 - 33.83357129
0.55 65,89 - 7.2740858 724.4989457 -~ 24,04565481
0.60 71.88 - 6.1979708 617.3178917 - 17,8933312
0.65 77.87 - 5.3681918 534.6719033 -~ 13,79732694
0.70 83.86 - 4.7100370. 469.1196852 -~ 10.94360903
0.7% 89.85 - 4,1759283 415.9224587 - ©.881006093
0.80 95, 84 - 3.7342254 371,9288498 - 7,344508998
0.85 101.83 - 3.3631193 334.966682) - 6.170645659
0.90 107.82 - 3.0471143  303.4925843 - 5,254440401
0.95 113.81 ° - 2,7749102 276.3810559 - 4.526131619
1.00 119.80 - 2.5380814 252.7929074 - 3,937921285
125,79 - 2.3302208 232.0899917 - 3.456246361°
131.78 - 2.1463742°  213.7788703 3.056948481
137.77 - 1.9826492 197.4718603 - 2.722372287
143.76 - 1.8359492 182.8605403 - 2.439285476
1.25 149,75 - 1.7037784 169.6963286 - 2,197698114
1.30 155.74 - 1.5841047 157.7768281 - 1.989899917
1.35 161:73 - 1.4752571 146.9356072 - 1.809886628
1.40 167.72 - 1.3758479 137.0344508 - 1.652947646
1.45 173.11 - 1.2847160 127.9577136 - 1.515315058
1.50 179.70 - 1,2008832 119.6079667 - 1.39394773
1.55 185,69 - 1,1235183 111.9024227 - 1.286401336
‘1. 60 191.68 - 1.0519115 104.7703854 - 1.190657312
1,65 197.67 - 0.98545337 98.15115565 - 1,105046703
1.70 203.66 - 0.92361639 91,99219244 - 1,028207548
1.75 209,65 - 0.86594279 86.24790188 - 0.9589800601
1.80 215,64 - 0.81203328 80.87851469 - 0.8963918514
1.85 221.63 --0.76153734 75.84911906 - 0.8396319917
227.62 - 0.71414733 71.12907407 -~ 0.7879874775
233,61 - 0.66959030. 66.69119388 -~ 0.7408815008
239.60 - 0.62762535 62.51148486 -~ 0.6977811386
251.58 - '0.55063308 54.84305477 -

0.6401026786
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T* T B* 3’
\
2.20 263.56 - 0.48170997 47.97831301 0.5730168414
2,30 275.54 - 0.41967761 41.79988996 0.5157281344
2.40 297.52 - 0.36357566 36.21213574 0.4664235576
2.50 299.50 - 0.31261340 31.13629464 0.4236929132
2.60 311.48 - 0.2661334% 26.50689162 0.3864276311
2,70 323.46 - 0.22358626 22.2691918. 0.3537312287
2.80 335,44 - 0.18450729 18.37692509 '0.3248970292
2.90 347.42 - 0.1485021% 14.79081414 0.2993414816
3.00 359.40 - 0.11523390 11.47729644 0.27650874541
3.10 371.38 - 0.08441245 8.40748002 0.2562451102
3.20 383. 36 - 0.05578696 5.556381216 0.237988214
3.30 395.34 - 0.02913997 2.902341012 0.2215392491
3,40 407.32 - 0.00428086 0.426373656 0.2066750715
3.50 419.30 0.01895684 1.888101264 0.1931949015
3.60 431.28 0.04072012 4.055723952 0.1809367853
3.70 443.26 0.06113882 6.089426472 0.1697581402
3.80 455,24 0.08032793 8.000661828 0.1595355055
3.90 467.22 0.09839014 9.799657944 - 0.1501666207
4.00 479.20 0.11541691 11.49552424 0.1415581215
4.10 491.18 0.13149021 13.09642492 0.1336311085
4.20 503.16 0.14668372 14.60969851 0.1263166603
'4.30 515.14 0.16106381 16.04195548 0.1195540042
4.40 527.12 0.17469039 17.39916284 0.113289429
4.50° 539.10 0.18761774 18.6867269 0.1074761319
4.60 551, 08 0.19989511 19.90955296 0.1020722922
4.70 563,06 0.21156728 21.07210109 0.0970407454
4.80 575,04 0.22267507 22,17843697 0.0923485709
4.90 587, 02 0.23325577 23.23227469 0.0879664207
5.00 599.00 0.24334351 24.2370136 0.0838680225
6.00 718.80 0.32290437 32.16127525 0.0661457566
7.00 838.60 0.37608846 37.45841062 0.0442164889
8.00 958. 40 0.41343396 41.17802242 0.0310485125
9.00 1078, 20 0.44059784 43.88354486 0.0225836597
10,00 1198.00 0.46087529 45.90317888 0.0168583808
20.00 2396, 00 0.52537420 52.32727032 0.0053623467
30,00 3594.00 0.52692546 52.48177582 0.0001289695
40,00 4792.00 0.51857502 51,65007199 0.0006942435
50.00 5999, 00 0.50836143 50.63279843 0.0008491432
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0.49821261
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0.47979009
0.47161504
0.46406948
0.41143168
0.38012787
0.35835117

49.62197596
48.66960872
47.78709296
46,97285798
46.22132021
40,978595233
37.86073585
35.69177653

0,0008437583
0,0007949643
0,0007366575
0,0006796619
0,000627327

0.0004376231
0.0002602553

0.0001810483
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"IGUR}\ 7.- CQRRECCION AL SEGUNDO COEFICIENTE DEL VIRIAL DE LA ECUACION
: - CALORICA DE UN GAS PFAL CON POTENCIAL DE LENNARD-JONES DEBI
DR A LA PRESENCIA DE CAMPO GRAVITACIONAL,
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CAPITULO VI,- CAPACIDAD CALORIFICA A VOLUMEN CONSTANTE DE UN GAS --
REAL EN PRESENCIA DE CAMPO GRAVITACIONAL,

Como una aplicacifn al estudio presentado en los capitulos an-
teriores, en &ste se va a analizar la capacidad calorifica a volu--
men consta‘ng:e para un gas de esferas ;r!gidhs en presencia de un cam

po gravitacional.
( az:)
9T/ N,V

De la ecuacifn ( 18 ) sabemos que hasta primer orden en [ 4

= NKT .{_5_ - xe * (_%x'r(l - ™%y _ x(1 - @ 2¥ _ 2xe"x))9}
N, 2 '

2 (1 - e %) 4(1 - e )

Dado que vamos a emplear el médelo ‘de esferas rigidas:

.3 '
= -4ne y = 0
b=t ¢
Por lo tanto E queda expresada como:
xe ¥ + (4/3 n03x(’1 - e"X _ axe™¥) ) ¢ } .
(1 - e a(r - e“x)2

E = NkT. {§_ . _xe X ‘g_‘!éx(l - - 2xe *) }
2. (1~ e™¥ 3(1 e

- -2x
= Nk S =~ -xe ® +en¢-x(1-—e - 2xe
}YT N,V { o

1 - e % (1 - e X)¢

+ NkT O f -xe”X +m'3x(1 - e"2x 2xe'x_)_}
3_'1"{ (1 fe‘x) ' (1 _e-x)l‘

Haciendo las operaciones se encuentra que:

= Nk_i_s_ - x%eX + 2?“0‘3 x2(2e - 2e - xe X —.xe”?¥) } (.27)

A continuacién se consideran los casos extremos:
i) En ausencia de campo gravitacional (x = 0)
De la ecuacidn ( 27 )
Cyg = lim c, = 3Nk
vx—vO» 2
i1) Bn ,pr_es’e'ncia de un campo muy intenso (x- o )
De la ecuacibn ( 27 )
lim -, = 5 Nk

X - au 2

-X ~-2X -X

v




Podemos considerar el cociente Cv/cvs

como la desviacidn expe-

rimentada por la capacidad calorffica a volumen constante por efec-
to del campo gravitacional con respecto al caso de campo nulo.

x%a™%

+ 200

3 TX L eTeX -X _ xe—Zx)

Xe

{z
2 (1 -e%?

x2 (2e
3(1 - e %)

} ( 28 )

si pénsdmbs que 4/3we

w N W

representa el nlmero de moléculas con

tenidas en el volumen ocupado por una esfera de radio ¢y &sto es -~
del orden. ‘de 1 podemos escribir la ecuacifn ( 28 ) como:

5 - xze x. + x? (2e7F - 2e-2x - xe™* - xe”?%)
Cv = 2 (1 -e™* (1 -e*)>
3
2

En. la Fig. 8 se encuentra graficada la funcién Cv/Cvs para dig

»tintas X, De ésta vemos ‘que para x €5.0, Cv/Cvs < 1;

lo que implica

que la capacidad calor!fica a volumen constante en presencia de un
ﬂampo gravitacional es menor que la correspondiente en ausencia de
‘éste.»Para.x >5, Cv/Cva %1 tendiendo a saturarse en 5/3 para x»7.0.




FIGURA 8.~ COCIENTE ENTRE LA CAPACIDAD CALONIFICA A YOLUMEN COMGTRL-
TE DE UN GAS REAL CON POTENCIAL DI' ESPLRAS RIGIDAY DN PPE
SENCIA DE UN CAMPO GRAVITACIONAL Y LA CORPPRESPOMDIENTF CA-
PACIDAD DEL MISMO GAS FN AUSENCIA DE CAMPO,

‘_-______¢—--
w
-




CAPITULO VIT.- CONCLUGSIONLS,

Del presente trabajo se obtienen las conclusiones que en sequl
da se detallan:

l.- En la ecuacién de estado de un gas real en presencia de --

campo qravitacional debe considerarse lo siquiente:

a)

b)

En

a)

b)

.c).

Para el coeficiente en ¢ se tiene cue para toda x, la -
correccién f(x) es menor que 1, produciendo un decremen
to del 25% las x comprendidas entre (1,4), Para x5 la
disminucién alcanza un valor del 33% saturindose en‘es—
te valor.

"El coeficiente en fz tiene una correccién gq(x) mayor -

que 1 para toda x, debiendo tomarse en cuenta para x)» 3
donde el aumento es del 50%, llegando a tomar valores -
del orden de 100 x%t para x>5.0

=

la ecuacibn calérica de un gas real en presencia de cam;
gravitacional se tiene:

Para el primer coeficiente, la correccién h(x) es mayor
que 1 para toda x. El-aumento que causa es del 50% para
x entre (2,5) y para x mayores alcanza un valor de satu
racién del ‘661, mostrando un comportamiento similar al
del coeficiente en r<de la ecuacibn de estado.

El'segundo coeficiente depende del potencial de interac
cibén molecular, por lo que varia de acuerdo a &ste.

En el mbdelo de esferas rigidas, el sequndo coeficiente
del virial Cé!#Nx) tiene un valor no despreciable para
x> 1, dependiendo linealmente de x para x?5,0

Para el pozo,Cuadrado‘de-potehcial, la correccién j(x)

del seagundo cogficiente“dél'virial depende explicitamen
te de 7. Para el caso particular del araén, dentro de -
ud‘inﬁervalO'de terperatura (50, IOOOnK) j{x) Y1 para -
X 70, mostrando un incremento superior al 1002 para x7l

En el caso del potencial de Lennard-Jones se observa --
que- j(x) es funci6n inversa de lu temperatura; &sto es,
que al aumentar la temperatura 1a rmorreccién al seagundo




. 34 -

coeficiente del virial por efectos gravitacionales dis-
minuye. Para el arqgdn se tiene que dentro del intervalo
de temperatura de (50, 600°K), {(x) toma valores desde
1 hasta 13 para x grandes. Para temperaturas cercanas a
720°K la correccién j(x) es aproximadamente 1 para x¢10
ésto es, que el segundo coeficiente del virial con cam-
po y s8in &1 casi coinciden; lo que significa fisicamen-
te que log efectos gravitacionales han sido contrarres-
tados por las fuerzas del sistema, Para temperaturas ma
yores a iOOOK, j(x) €0 para x»4, por lo que la energta
totalydﬁl gas es menor que la observada por el mismo -~
gas en éusencia del campo.

3.- Para la capacidad calorifica a volumen constante de un gas
con potencial de esferas rigidas en presencia de campo gra
vitacional se observa que para x €5 &sta es menor, hasta -
en un 128, que la observada por el mismo gas en ausencia -
de efectos dravitadionales. Para x »5 la capacidad calori-
fica en presencia de campo empieza a aumentar tendiendo a
saturarse en 5/2 Nk para x>»7.0

4.- Se encontraron leyes de correspondencia de estados para --
las dos correcciones de los coeficientes del virial (prime
ro y segundo) de la ecuacién de estado. Asi mismo para la
ecuacifn calérica el primer coeficiente del virfal corregi
do por el campo gravitacional satisface esta misma ley. --
Por el contrario el segundo coeficiente del virfal de la -
aéhaclbn calbrica y la cépacldad calorffica a volumen cons
tante no satisfacen la ley de correspondencia de estados -
'por depender explicitamenﬁe del potencial de interaccién,

~ De los resultados anteriores, se pueden iniciar nuevos tra
bajOS‘tendieﬁtes a analizar las modificaciones de algunos
efectos”termodinamicos, por ejemplo, el efecto Joule-Kel--
vin, la eficiencia de un motor con ciclo de Carnot, etc.

6.~ Finalmente se puede decir que si bien todos estos resulta-
dos son despreciables para X pequefias, por ejemplo condi--
ciones de laboratorios terrestres; no es as! en el caso de
x grandes, las cuales se pueden alcanzar en condiciones at
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mosféricas y planetarias, por ejemplo para JGpiter donde -
la gravedad es grande y la temperatura pequeifa.

Esto implica modificar, como se presenté en este trabaio,
las propiledades termodindmicas de las atmosféras de dichos
cuerpos celestes a causa de la gravedad,

Otra cohéecuencia. serfa la correccién a las lineas espec-
troscépicasbemitidas por los gases de planetas y estrellas
debida a los efectos gravitacionales,



APEHDICE A

ECUACIONES PAPA LAS FUNCIONES TERMODIMAMICAS.

ENERGIA LIBRE DE HELMHOLT? A = -kT 1ln O
ENTROPIA €=k ln O + kT alnr,)'
' LY

ENERGIA K= kT [ dlno

) aT M, V,
POTENCIAL QUIMICO 4\ = -kT (3lnC

ON )v,'r

PRESION p o= kT _Blnn)

T v )u,r

1=

[ £S]



APENDICE B

FUNCIONES TERMODINAMICAS PARA EL GAS IDEAL,

[

A = -NkT 3 Inf 2erkT +1ln Vv
,hz N

é:Nki}_ln 2WmkT +1ny_}
2 hz) N

3 MeT
2

= -kT 3 1n§ 2/mkT + 1ln Vv
s 3n(2amkr) s an
2 h M




APENDICE C

FUNCIONES TERMODINAMICAS PARA EL GAS REAL EN AUSENCIA
DE CAMPO GRAVITAC IONAL,

= -NKT { 3 Inf2amkT) + 1ny | - kT in { 1+ N:"e |
2\ h? N 2v. |

S = kN 3:1n f2AamkT +1InV +3 + N?T +
12 Y ) N 2 2v + N°@ }
K ln{ 1'+,‘.n2@'}
2v )
E = NkT } 3 N(g’l‘
{2 2V + Ne}
1
~ —k? iz,ln'(ank'P + InVv + ZNe
2 ' ,hz N 2V '+ N°
p=NkT{1 - NG
1 g,
vV * vi{(2Vv + N
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