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Introduccibn 

La física contemporánea no sólo se ha distinguido por el desarrollo de la mecánica cuántica y la 
teoría de la relatividad, sino también por la Incorporación de nuevos elementos a la mecánica clásica, 
entre les que destacan la mecánica no lineal, la teoría ergódica y el uso de nuevas herramientas co-
mo la computadora electrónica. Con esto, la mecánica ohmios se ha vuelto un campo de vanguardia 
de le física moderna: algunos viejos problemas ee han podido resolver y han aparecido nuevos cam-
pos de estudios. 

El uso de la computadora electrónica en la solución de ecuaciones diferencial** en forma numéri-
ca abre al físico la posibilidad de estudiar el comportamiento de sistemas complicados, ya sea por el 
número de ecuaciones a resolver en forma simultánea o por la complejidad de éstas. Gran número de 
problemas mecánicos anteriores a la aparición de la computadora se tuvieron que simplificar agre-
gando hipótesis adicionales o simplemente se abandonaron. El problema de los tres cuerpos es un 
ejemplo de la limitación que presenta no poder resolver algunas de ecuaciones diferenciales. 

•Por otro lado, en la mecánica, las ecuaciones de movimiento de gran número de sistemas no tie-
nen una solución analíticas solamente en forma numérica se puede estudiar su comportamiento. En 
otros caeos, aunque sean conocidas en forma exacta las soluciones a las ecuaciones de movimiento, 
Olio Importa el comportamiento global del sistema y no el saber la posición y velocidad de cada partí-
cula del sistema a cada tiempo, como es el caso de la mecánica estadística, donde si promedio sobre 
un ensamble sirve para agrupar y clasificar a los diferentes acroestados del sistema. Otro ejemplo 
es la teoría ergódica que, respaldada con el cálculo numérico, ofrece nuevas formas de tratar los 
sistemas mecánicos sin recurrir a nuevas hipótesis para simplificar y ha dado como resultado que la 
nueva mecánica clásica ha retomado problemas de la mecánica estadística, a veces solucionándolos 
sin agregar ninguna suposición. As( se ha mostrado que en general los sistemas mecánicos tienen un 
conjunto de propiedades más amplio del que as conecta antes. 

De estas propiedades destacamos las de tipo estadístico (en sistemas mecánicos). En esta tesis 
revisaremos, en forma de monografía, algunas avances en este campo. Mostraremos cómo puede de-
tectarse azar en un sistema mecánico; en particular estudiaremos las propiedades estadísticas en 
cadenas de osciladores inarmónicos (que es un modelo utilizado en la teoría del estado sólido). 

En el desarrollo reciente de la mecánica no lineal, se han obtenidos resultados sorprendentes, ta-
les como los teoremas sobre estabilidad de los sistemas, *reversibilidad en sistemas dinámicos, etc. 
De loe resultados más Importantes destaca el sistema de una cadena de osciladores con un poten-
cial tipo Lennard-.iones, que es similar al que existe entre moléculas ( modelo de un cristal monoató-
mico unkilmendonal). Este trabajo fue realizado por un grupo de investigadores Italianos (23,26), los 
cuales afirman haber obtenido, por medio de simulaciones numéricas, una distribución •de energía en 
función de la frecuencia similar a una distribución de Planck, sin hacer ninguna hipótesis cuántica. 
Esto por ir solo abre le posibilidad de pensar que los aletea» cuánticos pueden ser descritos con 
hipótesis puramente clásicas, donde las bases de la mecánica cuántica estarlan en la mecánica olib- 
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silo. Dado la importancia de este modelo de cadena de osciladores, decidimos analizarlo con todo 
cuidado. Se estudiaron los diferentes trabajos relativos a cadenas de osciladores no lineales y sus 
resultados, se buscó reproducir numéricamente las distribuciones de energía que se habían obtenido 
en el modelo antes mencionado. Apoyandonos en los resultados que obtuvimos numéricamente llega-
mos a la conclusión de que el sistema con potencial Lennard-Jones no posee propiedades estadísti-
cas a energías bajas y medias (aproximadamente e una tercera parta de la profundidad del pozo da 
potencial) y por lo tanto no posee ningún tipo de distribución, ya sea equIpartición o tipo Plan*, de-
bido a que este sistema es fuertemente dependiente de las condiciones iniciales y no posee fre-
cuencias resonantes que le permitan tener un comportamiento inestable (indispensable en un siste-
ma con propiedades estadísticas). Así concluimos que los resultados de estos autores no son correc-
tos y además mostramos que nuestros resultados no contradicen a la mecánica estadística a la teo-
ría ergódica. 

Para poder estudiar la cadena de osciladores y determinar sus propiedades estadísticas refleja-
das en la distribución de energía como función de la frecuencia, tenemos en primer lugar que pregun-
tarnos qué es un sistema mecánico y cómo se relaciona con el azar. Definida la forma de detectar 
propiedades estadísticas en los sistemas mecánicos Introduciremos la herramienta matemática que 
nos asocie propiedades dinámicas del sistema con la aparición de azar. Con estos elementos podre-
mos estudiar con cierta profundidad a un oscilador enarmónico y determinar qué parámetros Implican 
la aparición de las propiedades estadísticas, y finalmente extrapolar estos resultados a una cadena 
de osciladores, teniendo así la teoría suficiente para analizar y simular diferentes formas de poten-
ciales en la cadena, en especial el tipo Lennard-Jones. 

En el primer capitulo nos Introduciremos al estudio de sistemas mecánicos y la forma en que es 
posible detectar azar en tales sistemas. El siguiente capítulo contiene algunos resultados y teore-
mas de la teoría ergódica que nos serán de gran utilidad para estudiar y entender problemas no line-
ales. En el tercer capitulo iniciaremos el estudio del oscilador enarmónico, sus propiedades y las con-
diciones para que se muestre como un sistema agite:Initio°. 

El último capitulo está dedicado al estúdio de cadenas de osciladores inarmónicos; mostraremos 
el desarrollo de algunos trabajos relativos a sistemas similares realizados por diferentes autores. 
Analizaremos numéricas que realizamos sobre la cadena de osciladores con potencial Lennard-Jones, 
mostramos finalmente las Inconsistencias que existen en las conclusiones del trabajo de los autores 
Italianos. 

Esta tesis está orientada a introducir al lector a la mecánica de sistemas no lineales y a las he-
rramientas matemáticas en que se apoya. El capitulo tres muestran, con ayuda de ejemplos, cómo se 
aplican tales herramientas. 



1. Propiedades Estedetices de los Sistemas Met:tricot 

Supongamos que observamos un fenómeno físico y que al cabo de gran número da mediciones no 
nos es posible predecir el próximo valor; aún más. Incluso oon un conjunto infinito da observaciones , 
no es posible predeok al siguiente valor. Dealmos entonces que este proceso as azaroso. Por otro 
lado, un sistema mecánico es M'UNO/Mico, ya que podamos predecir su posición y velocidad a ca-
da momento. Los juegos da azar, como los dados o la ruleta, son sistemas mecánicos, entonces, cómo 
podemos hablar da azar en un 'lotera& meolknico?. Aparentemente azar y sistemas mecánicos son in-
compatibles, paro los juegos de azar, que sos estrictamente sistemas mecánicos, son los que nos 
llevan a pensar que al "azar" as una propiedad da los aleteaseis usectinioos. En este capitulo discuti-
remos la forma an que un sistema risecilmlno puede presentar comportamiento azaroso y cómo es pus-
de detectar. 

a) Azar y Determinismo 

El jugador da ruleta siempre tiene la Incertidumbre da donde caerá la esfera en la próxima juga-
da, no importando cuántas jugadas antes haya empezado a observarla. La secuencia de resultados 
no da ninguna información sobre los próximos lugares donde caerá, sin Importar que tan larga sea es-
ta aecuencia, pudiendo ser Incluso infinita. Igualmente, al observar varias tiradas sobre la ruleta, no 
podremos decir qué resultados precedieron a estas tiradas. El pasado y futuro del juego s'armero son 
un misterio, sin embargo se Puede afirmar con seguridad que la probabilidad de que la esfera caiga 
en algún número será un treinta y cuatroavo. Esto es un "juego de azar". 

• Nadie puede negar que al juego de maleta es un proceso miecánioo, donde intervienen choques 
elásticos, momentos de inercia, fuerzas, etc. •Sin embargo, ningún jugador de ruleta puede determinar 
todas las condiciones iniciales y proponer haralitoniano que describa al saeteaba antes de apostar; es 
Imposible lograrlo: dilo podrá decir con que probabilidad caerá en tal o cual cabilla. La única ahueva-
alón que le Interesa es el casillero donde cayó la esfera y pasar por alto todos los demás paráme-
tros. Además es consciente de que aunque pudiera proponer un modelo y midiera todas las condicio-
nes iniciales, una pequeillehma varlaciln en d'u Navarra a resultados totalmente kliferentes a los que 
hubiera pronosticado. 

La moraleja que nos da el jugador es que todo proceso azaroso tiene tres elementos importantes: 

1) La observación restringida de parámetros que intervienen an el sistema mecánico. 

II) La Inestabilidad eh las condiciones Iniciales del sistema. 

lit) A todo sistema con comportamiento azaroso se le puede asociar una distribución 
de probabilidad. 

Iremos discutiendo estos tres elementos en todo el trabajo y mostraremos las características 
que deba tener un sistema mecánico para que posea propiedades eatad4ticas. 



- 4 - 

Para establecer tales propiedades debemos primero definir qué entendemos por un sistema me-
cánico y a partir de eso determinar cómo debe observarse para poder detectar en el sistema un 
comportamiento azaroso. Como se dijo arriba, el observar al sistema en forma restringida, sin medir 
todos sus parámetros, nos puede llevar a detectar azar, así que estableceremos más adelante qué 
se entiende, en forma precisa, por observar al sistema en forma restringida. 

Los sistemas mecánicos son aquellos que se rigen por las leyes de Newton. De la segunda ley 
resulta un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo grado, las Calda* se conocen como 
ecuaciones de movimiento del sistema. Cuando se resuelven las ecuaciones de movimiento de un sis-
tema mecánico, las soluciones fi  quedan en función de las condiciones iniciales y del tiempo: 

(<1) I  

1.006 

pN  f 2 r4  O 	O to  O I p  O N  t 

Siendo xes(qi„pN) las condiciones iniciales de posición y momento en el espacio fase, y xt■(gt , 
	,PM) la posición y momento al tiempo t. El sistema de ecuaciones 1.006 puede ser considerado co-
mo una transformación del punto xe. al  tiempo t■0, al punto x en el tiempo tot. Visto como transforma-
ción, podemos momear cualquier punto del espacio fase G en otro punto sobre el mismo espacio G. 
Entonces la transformacion va de G a G y depende del tiempo. Para diferentes tiempos, el punto xe  
en 43 será guapeado a diferentes puntos en G. La transformacron 1.006 la representaremos en la for-
ma compacta (1}: 

	

1.005 	 xt e e-tHx0  

donde 

	

1.007 	
Hf = [H,f] 57a,maq!  - agolf 

La transformación 1.006 (o temblón 1.006) forman un grupo en t, ya que cumplen con las tres 
propiedades: 



1.008 	 e-t,h(e-t„liso) 0-(t,• tjHso  

II) (3-43"xo  = 

III) d-f-t)14(0-tHs3) 

Por otro ledo, la distancia entre dos puntos en 0 la definimos como la distancia euclidiana: 

1.009 	 d jAh C121 • 42) 

Formalmente definiremos un sistema mecánico conforme a los siguientes elementos (2): 

I) Un espacio que Mamamos de fase, O, de 2N dimensiones con coordenadas atii(q1. 

rrn") 
it) una medida definida en 0 

ill) Un grupo de transformación que va de Gi a 0 con un parámetro que ~aremos 
tiempo t. 

Llamamos órbita a todos los puntos generados al aplicar a se  todos los elementos del grupo e-t/i  
(que se equivalente a definirlo como todos los puntos por los que pasaría el punto x al aplicarle el 
*propagador haislitonieno• para todo tiempo). Como las órbitas no se cruzas (3), todo punto pertene-
ce a una sola órbita (sal las órbitas son Mimes de equivalenola). En la figura 1.10 podemos apreciar 
una parte de la orbita generada de ~ a t.t a partir de se. La hipersuperfrole L que observamos en 
esta figura (parte sombreada) forma un volumen de dimensión menor a 0. En ella veremos que la órbi-
ta la cruza varias veces en diferenteei puntos. Si la órbita es cerrada el número de puntos será fini-
to, en el otro caso sera infinito. 

Cada uno de loe cruces de la órbita en L corresponde a un tiempo t en la transformación 1.006, 
que en conjunto corresponden a mediciones hechas en esos tiempos. 

SI nos restringimos a observar solamente a 1, tendremos un número de parámetros menor que 
(la dimensión de L es menor que 0). Físicamente tenemos en L una descripción reducida del sistema 
mecánico: un punto de L no ea suficiente para describir completamente al sistema mecánico. Simple-
mente hemos reducido la Información sobre el sistema a un número más pequeño • incompleto de pa-
rámetros. Llamaremos a este proceso "observación restringida de pulizostros0  y a L lo nombraremos 
"plano de corte". 

La secuencia de puntos que van apareciendo en el piano de corte puede ser muy variada. Cuan-
do en 0 las órbitas son cerradas, en L tendremos solo un conjunto finito de cruces (figura 1.20(e) ). 
Pera órbitas abiertas, el número de cruces en L será infinito (suponiendo que el sistema es limitado 
en energía y acotado en posición). Los puntos de cruce pueden estar sobre una región en L de di- 
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mansión menor, como en figura 1.20(b), la cual podría describirse en forma algebráica. Tambián loa 
puntos de cruce de la órbita pueden llenar densamente a L sin seguir algún patrón de aparición, o 
sea, conociendo únicamente los puntos aparecidos) en L al tiempo t, es imposible saber el lugar donde 
sucederá el siguiente cruce, como en la figura 1.20(c). 

El caso (b) de la figura 1.20 define una región que podemos describir con una función analítica 
de dimensión menor a L. SIL es de dimenalón dos (una superf(cie), estas regiones serían curvas sua-
ves, ya sean abiertas o cerradas. En este último caso decimos que son cussiperi6dicas. Diferentes 
órbitas en G cruzarán a L en diferentes regiones, las cuales pueden traslapares en algunos Jugarse. 
SI estas regiones son de dimensión menor que L y se pueden describir analiticamente, se verían co-
mo en la figure 1.30. 

El caso (o) en la figura 1.20 ee el más Interesante; cada órbita en 43 cruzará en todo L, no habrá 
región en L por donde no cruce la órbita. Además la secuencia de cruces puede no tener ninguna re-
lación una con otra, como al aparecieran azarosamente aunque la órbita está bién definida en 13 por 
el punto ", y art/s  . En el capítulo III estudiaremos bajo qui condiciones una región de dimensión menor 
que L, como la figura 1.20(b), puede oonvertlrse en una región oamo la figura 1.20(c) al cambiar al-
gún parámetro. Tembibn examinaremos cuando la secuencia de aparición de puntos- para regiones 
que llenen densamente a L (figura 1.20(c) ) puede considerarse azarosa y las propiedades del ha-
mlitonlano que genera tales órbitas. 

Concluimos lo siguiente: Cuando en un sistema mecánico se detecte un comportamiento azaroso, 
quiere decir que el observador está restringido a observar al sistema en una hipersuperfície de 6, ya 
que si observara globalmente al sistema en todo 6 concluiría que dicho sistema es datenninístico. 

Falta sin embargo definir cuando una sucesión de puntos que aparecen en todo L la podemos Ma-
mar azarosa. Necesitamos un método preciso para hacer esta decisión. En la siguiente sección pre-
sentaremos un algoritmo para decidir cuando una sucesión es azarosa, precisando • su vez el con-
cepto de azar. 

b) El Azar y como detectado 

elupongaisoe que tenemos una sucesión de datos, normalizados entre O y 1, y descansos encon-
trar un algoritmo para decidir al es aleatoria. El primer problema es determinar qui entendemos por 
azar. Utilizaremos le Idea de Knuth (4) para determinarlo. 

Tenemos entonces una sucesión, definida como un conjunto ordenado de elementos (ui), donde 1 
va de 1 a co . Llamaremos a (ul) uniformemente distribuida al para todos números a y b entre O y 1 
cumple con: 

Pr(a < 	< b)■1;!m (Vbs/n) ■b - a 
1.020 

a. 
Vba(n) 	 f(a,b,ui) (1 el a<ui<b, 0) 
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La cantidad P,. representa la probabilidad de que se encuentre entre a y b, y ea Igual al inter-
valo o medida entre b y a. Esta condición no implica azar, ya que una sucesión del tipo: 

u,, 1 	(t1 + a) Mod 1 	a Irracional 
1.030 

la cumpla, y tala es totalmente predecible a partir de 
Llamaremos a (ui) k-distribuida si para toda pareja de números si y bI  entre O y 1, y con je1...k 

se cumple que: 

1.040 	 P,(ii1<14<b1„eit<144.4<bk)010(14-14) 

Esta condición asegura que no se repetirá algún patrón en le sucesión de menos de k elementos. 
En estadística se prueba le oorreleción‘de los terminas (uould,) utilizando la siguiente ecuación: 

1.060 co(ui,k) 	(1 /n)2u,u,4, - (1 /n)ztutZusi, 

f((1 in0u21-((1 /11)tui)2) ((1 /10u2i.11-((1  /11) 4.4.at 

Se demuestra (4) que no existe correlación entre ui y uke, con je1,...k (o sea Ce(u4,0a0 jel,..,k ). 

Cuando k --> oo ,entonces el producto en 1.040 tiende a cero y e (u1) la llamaremos 
oo-distribuida. Bajo esta situación no existe correlación de ningún orden entre todos los tiaminas de 
la sucesión (u1). 

Por último, para'asegurar que la sucesión (ui) sea azarosa, pediremos que toda eubsuasslón (u1 ), 
donde los elementos urea eligen con alón algoritmo definido uniceasente sobre loe indices, sea uni-
formemente distribuida. 

~Amos llegado a una definición de sucesión azarosa oamo aquella que es o* -distribuida y que 
cualquier subsuceslón de ella es uniformemente distribuida. 

Hay que aclarar que esta definición de azar eirdo se aplica a distribuciones uniformes. Sin embar-
go, para otras distribuciones donde exista una función kavertible qué conecte sea distribución con la 
uniforme, la definición de azar aquí expuesta puede ser aplicad.. 

Debemos entonces aplicar esta definición de azar a las sucesiones de puntos que estén en todo 
1. 
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o) Herramientas matemáticas adecuadas para estudiar el azar 

Regresemos a la figura 1.20, ?Qua podemos decir de la sucesión de puntos en L? Dado que en la 
sección anterior definimos azar, trataremos de aplicar el criterio en sucesiones de puntos sobre L. 

En L podemos definir un conjunto de coordenadas independientes vis(vi ,v2,...") donde M es la 
dimensión de L. Cada punto de la atices ión tendrá entonces una coordenada vasociada y al 1-istmo 
punto lo denotamos con las coordenadas vis(vi,v2,...,vid). 

Se dice que la sucesión vi. ea aleatoria si la sucesión de número* es azarosa: 

1.080 
	

{Vi} para cada i 

Suponemos que las coordenada* vi las tenemos normalizadas entre O y 1. 

Así definimos a una sucesión aleatória de puntos en L, generados por el cruce de una órbita con 
asa hipersuperfície, si cumple la propiedad del párrafo anterior. 

Esta definición de azar no es tan práctica como hubiíssemos querido, ya que generalmente es muy 
engorroso probar que una sucesión as °o-distribuida y que todas sus subeucesiones aun uniforme-
mente distribuidas: necesitaríamos infinito número de días de computadora para confirmarlo. 

Será útil conectar tal definición de azar con propiedades del sistema mecánico que asan más fá-
ciNea de medir, de tal forma que el valor de algún parámetro, por ejemplo, nos asegure que la suce-
sión en L es azarosa. 

La teoría ergódica será el medio de concebir los conceptos de uniforme, k e Infinitamente distri-
buido de las sucesiones en términos de propiedades de transformación de volúmenes de 0 en G. Así, 
observando cómo evokiciona un volumen en Gi al aplicarle la tranformación 1.008, podremos determi-
nar cómo se comportarán las sucesiones de puntos de cruce en L, decidiendo directamente si son 
azarosas o no. Como aseguramos al principio del capitulo, la inestabilidad • independencia de ie. 
condiciones Iniciales en un sistema mecánicos dan plá a comportamientos azarosos en el sistema. 
Tales ideas y su relación con el azar se definirán con mayor precisión en los dos siguientes capitu-
lo.. 



2. Elementos de la Tacas Ergbdica 

a) Teoría Ergbdica y Azar 

En esta sección esbozaremos algunos de los principales teoremas de la teoría ergbdice y senala-
remos su significado dentro de la mecánica y su relación con el azar. Las demostraciones de los teo-
remas no se darán; referiremos a la bibliograffe. 

En forma sencilla podemos decir que la teoría ergbdica en la mecánica estudie el comportamiento 
de volúmenes de puntos en el espacio fase al ser transformado por el propagador heuelitoniano en •1 
tiempo. Es •l concepto de medida del volumen y su evolución en el tiempo lo que conectaremos ( de 
una forma muy simplista y sin demostración) con loa pasos seguidos en el capitulo anterior para ob-
tener una sucesión azarosa. 

b) Sistemas Mecánicos 

Empezaremos redefiniendo un sistema mecánico de la siguiente forma: Debe poseer un espacio 
tase 03, una medida definida en 43 que llamaremos m y un grupo de transformaciones r. que corres-
pondería al grupo formado por el propagador hamiltonlano con el parámetro t. Denotaremos al sistema 
en forma compacta como S(0.m,r). Pediremos además que el grupo r conserve la medida (teorema 
do Llamee (5,7) ) y que el sistema está acotado en energía y confinado en la posición. Esto signifi-
ca que el sistema está acotado en el espacio fase O. La medida en O la definimos mato el producto: 

2.010 
dji dp1dqidpedq2 . 	dpNdq.4 

Entonces la medida del subconjunto A en O la calculamos como: 

2.020 	 PM ■ fXA(s)dX f Ads 

XA(x) •(1 si x A, 0 en otro caso ) 

y del teorema de Liouville tenemos: 
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2.030 
s(A) a O( 41-tH(A) ) 

Esto significa que la medida se conserva. Ademas la transformación e-1/4  debe ser canónica nace-
8 arlamente (2). 

c) Teorema de Poinear& y With«, 

Consideremos un sistema 15(0,ai,r). Sabemos que un punto en 0 generará una órbita al evolucio-
nar en el tiempo: 

2.040 	
xt • wtHx. 

Si si sistema es acotado en A, el teorema del retomo de Palmeará (8) asegura que a  pasará. 
para alguna t, tan cerca de se  pomo deseemos. Podemos deo& que 8 es un sistema cuaelpergodloo, 
aunque el periodo pudiese ser arbitrariamente grande. 

Definamos el promedio en el tiempo de alguna cantidad fálica observable f(x), con x en 61, de la 
siguiente forma: 

2.060 Uno (1/T)f 	)alt a T 
• 

y el promedio sobre el ensemble de f como la Integral de f sobre todo Os 

2.080 
	

f f(x)d0 < 

El teorema de eirkhoff (2.7) nos asegura que f(x) existe (no diverge) para casi todo x en G. que 
es una función Integrable (esta propiedad vale sólo con excepción de un conjunto de' medida cero), 



no depende del punto inicial de la órbita (x) que se haya elegido: 

f(x)at(e-ffixo) 
Además cumple con la siguiente propiedad: 

	

2.070 	 < > <T> 

Lo cual nos dice que el promedio de la función en el ensemble es igual al promedio de todos los 
promedios temporales•en el ensemble. 

d) Sistemas Eroklicoe 

Se define que el sistema 8(0,1ie.r) ea eroódico al los ónices conjuntos invarlantes en O son los de 
medida O y 1. Por Invarlancla entenderemos que la transformación 1.006 al ser aplicada a un sub-
conjunto A de cumpla con: 

2.090 
ex e A 

para casi todo it en k o sea, la imagen de A es A. 
tiellalaremos que para oesi toda órbita en un sistema ergódloo, Gata pasar& tan cerca de cual-

quier punto en O como queremos. En otras palabras, casi toda órbita en O llenara densamente 0 (3). 
De esto se concluye que si 8 se erg6dico, no puede poseer ninguna integral aislada de movimiento 
(10) (como integrales aleladas o uniformes entenderemos a aquellas funciones F(q,p)oconstante 
que son univaluadas y que conmutan con H), ya que una Integral alelada de movimiento en 8 repre-
senta un conjunto Invariante en O de medida diferente a O o 1. 

Cuando 8 es ergódlco, toa promedios de 1(x) en el tiempo y en el ensemble son idinticos; a partir 
de 2.070 esta propiedad queda escrita como: 

	

2.100 	 (1) • < f 

En mecónioa estadística, 2.100 se conoce como la hipótesis 'módica de Soltzmam (744 (da ahí 
el nombre de teoría ergbdica). 

Cuando S ea conservativo en la energía no puede ser ergbdico, ya que Implicaría que tiene una 
Integral aislada. Sin embargo, por el teorema de Hopt (7), podemos redefinir a O y in en la hipersu-
perfrcie de energía constante (de dimensión menor) y aplicar sobre esta nueva O y m los teoremas 
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arriba mostrados. Para más integrales aisladas da movimiento se sigue el mismo procedimiento. 

SI en la ecuación 2.100 substituimos a f(x) por la función característica XA  de A en G, el sistema 
ergódico cumplirá con: 

2.110 
Lbs (1/T)tXA(e- thico)dt M(A) 

40 	
i 

 

Donde la integral en la Izquierda representa el tiempo promedio en que la órbita permanece en A 
al evolucionar en el tiempo y es igual a la medida de A. Esto significa que si el sistema 8 es ergbdico, 
la probabilidad de encontrar al punto x al tiempo t en A será igual a la medida de A (la medida está 
normalizada a uno). Esto nos muestra que la sucesión de puntos de la órbita forma una sucesión uni-
formemente distribuida sobre G. 

Sea L una hipersuperficie en 0, entonces 2.110 se transforma en una ~matarla, ya que tendre-
mos una sucesión de puntos generados por los cruces de la órbita con L, los que están ordenados en 
el tiempo, {x.). 31 el sistema es ergódico, la sucesión {xt  ) seré uniformemente distribuida, puesto 
que si B es un subconjunto en L, la probabilidad de que los puntos de la sucesión están en 13 será 
igual a la medida de B (medida definida en L). 

El párrafo anterior liga el concepto de ergodicIded con el de sucesión uniformemente distribuida 
expuesta en el capitulo enterio. 

e) Sistemas Idezolantes 

Cuando en un Sistema 3 el subconjunto A de puntos en 0 evoluciona en el tiempo de manera tal 
que la probabilidad de encontrar al tiempo t órbitas de A en otro subconjunto B, es igual al producto 
de las medidas de A y B (2,3,9), esto es: 

2.120 	 um s((orts'A) n 	p(A)K(B) 

decimos que tal sistema es mezciante. 
Visto en otra forma, en un sistema mezclante oil cabo de un cierto tiempo (quise* muy grande), 

cualquier subconjunto de Q tendrá la proporción de puntos provenientes de A y B en to0 igual a le 
proporción que guardaban la medida de A y B con respecto a 0 en VEO. Este proceso es similar al que 
sucede cuando una gota de•tinte se mezcla en un vaso de agua. 

Se puede probar que un sistema mezclente es necesariamente ergódico, pero lo contrario no ea 
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cierto (2,3). 

Extendiendo la definición de mezclaras a mis subconjuntos de a que se mezclen uniformemente 
al transcurrir el tiempo, la podemos poner de la siguiente forma (2,3): 

Sea el sistema S; lo llamaremos n-mezclante al para cunlquler colección de subconjuntos Ai en 
con 	y con una sucesión de tiempo* definidos como «.h.i  y jan ,...,n creciente para todo k: 

2.130 
	 t I  k tak  	< tisk 

y con la propiedad da no convergencia: 

2.140 
Llm 	( 	- tk/-1  ) » oo 
14~, 

se cumple el siguiente límite: 

2.160 	 Lbs 0( ile-g"(Aj)) * 

En otras palabrea, cualquier conjunto de n subconjuntos en G ce mezclarán uniformemente; la 
ecuación 2.160 nos asegura que despidió de un tiempo grande, en cualquier volumen pequen* de 
tendremos una distribución de puntos de las órbitas generadas en los conjuntos Al igual a la relación 

de la medida de los volúmenes de 11l  con respecto a la medida de G. 

Un sistema que sea n-mezciante será a su vez m-mezciante, con m menor que n. Cuando ne22, te-
nemos un sistema ~pimienta mercante (2.120). Ahora pensemos en una hipersuperficie L ene, y 
definamos los puntos de la sucesión (t'ad  como los tiempos en que las órbitas cruzan a L. Tomemos 

los subconjuntos 81, con 	, definidos en L. SI S ea un sistema n-mezciante cumpliré con la 

ecuación 2.160: 

2.160 	Lim p(e-tNeon . . . ne-CH(m)7.1-10B,) 
gmlb 	 1.• 

CCntlk<t:tt...Cthk  

Esta ecuación 2.160 nos da la probabilidad de que en los tiempos tik ,t7k ,...,ek, la Intersección de 

los conjuntos el  transformados por el propagador hamiltordano sea igual al producto de las medidas de 

loe subconjuntos B. 

La ecuación 2.100 nos relaciona el sistema n-mezclante con las sucesiones n-distribuidas. La 
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probabilided de que loe n elementos consecutivos de la sucesión se encuentren en n regiones deter-
minadas, es Igual al producto de las medidas de tales ~lonco. Por esta razón, podemos decir que si 
un sistema es n-mezciante entonces tiene sucesiones n-uniformes en L. 

f) Sistemas K y Sistemas C 

Cuando un sistema es n-mezciante, con n arbitrariamente grande, llegamos a la definición de sis-
tema K. Una álgebra a da un sistema es la colección de todos los subconjuntos medible.' en 6, sus 
complementos, Intersecciones y uniones. O sea es un conjunto contable de subconjuntos de O. La 
definición formal de sistema. K es la siguiente: Dada una thigebrae6a 1.4 en O con una subtalgebre U,, si 
cumple las siguientes tres propiedades el sistema: 

2.170 

1) e-11/ (/1) 	Ale  

2) ; v ritiN(M,) ■ " 

3, 

Entonces 8 es un sistema K (2,41). Esto equivale a pensar que todos loe subconjuntos de la 
M'obra e Alle  ee mezclarán uniformemente al transcurrir el tiempo. 

Los sáneme. K están reiectionedos con las sucesiones Izo-distribuidas en alguna. hipereuperficie L 
en 6,  diside loe puntos de cruce  de las órbitas en L forman la sucesión de puntos. Además tenemos 
la propiedad de que cualquier subconjunto de la sucesión de puntos de cruce será distribuida unifor-
memente en L. 

Estas Idees nos hacen notar que es suficiente tener un sistema K para que las sucesiones de 
puntos de cruce de las órbitas en L aparezcan en forma azarosa, tal como aparece en la figura 
1.20(c). De seta manera se conectan propiedades de transformación del ~acolan* con las propie-
dades estadísticas del sistema. 

La entropre K es una medida de qui, tan rápido se alejan dos órbitas inicialmente muy cercanas al 
transcurrir el tiempo. Sea I la distancia entre las dos trayectorias al tiempo t y 11.1 distancie de tales 
órbitas al tiempo tia, la ~era K se define entonces como (11): 



-10- 

2.180 

K 	Lim Ln(90 	caso discreto 

K a U411 ( (1/T) Lna-VT) ) 	ceso continuo 
V+ • 	4. • 

Todo sistema K "tiene una entrante K positiva, diferente de cero. Esto da por resultado que dos 
órbitas contiguas (muy cercanas) se alejarán exponencialmente al transcurrir el tiempo: 

2.100 

isext 

Entonces. un sistema con entrante K positiva será necesariamente inestabie, ya que una pequeile 
variación en lea condiciones Iniciales conducir[ a comportamientos muy distintos del sistema al 
transcurrir el tiempo. 

Un sistema C as define mimo aquel sistema cuyo raspeo debido el propagador hamiltonlano es un 
difama:odisea C (2). Este difamarnos» significa que cualquier volumen en si espacio fase Y tendrá 
una dirección en la cual se contraer[ exponencialmente y otra dirección en la que se expenderá ex-
ponenolalmente, conservando naturalmente la medida del volumen. Dicho en otra forma. el volumen se 
"estirarla" amo una goma de mascar al transourir si tiempo, tal como lo podemos ver en la figura 
2.10. 

Debemos señalar que cualquier volumen de a llenar[ ~miente a U ripidemente. ya que se es-
tira en forma exponencial. Por esta razón un sistema C tiene entropla K posithra y además es siste-
ma K. al el propagador builltordium tuviera algún punto fijo (tal que al tiempo t*T regrese al punto 
Inicial) &Km ami repulsivo, tal como se requiere en un sistema con propiedades estacar:dices. 

g) Azar en Sistemas Meolknioos 

Para demostrar que un sistema mecánico se comporte azarosamente en cualquier hipersuperficie 
L de g. bastaría demostrar solamente que tiene entrapa' K positiva y ea por lo tanto un sistema C. Ya 
no tendríamos que verificar que toda sucesión en la hipersuperficie fuera oo-distribulde y que toda 
subeuceefon fuera al menos distribuida uniformentente. El examinar numéricamente el comportamiento 
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de dos órbitas Inicialmente muy cercanas nos podrá dar un Indicio de si la entropfa K es positiva o 
cero. Por lo tanto el calcular numéricamente las órbitas del sistema será un método de estudio de les 
propiedades liatadórticas de sistemas mecánico* siempre y cuando podamos seltalar sl el sistema 
tiene propiedades de sistema C. 

En el siguiente capitulo utilizaremos los conceptos desarrollado• en la teoría •rgbdica para estu-
diar las propiedades estadísticas de osciladores enarmónico*. 
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3. Análisis de algunos Sistemas Mectinicos con 
Propiedades Estibasteis 

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar cómo surge , la estocesticided en osciladores enar-
mónico*, lo cual es un buen ejemplo pera mostrar la utilización da la teoría *módica para la detección 
de estocasticidad. Mostraremos paso a paso las condiciones para les cuales los osciladores enarmó-
nico* van de un comportamiento determinista a uno azaroso sobre los planos de corte. La importancia 
de utilizar al oscilador *inarmónico como ejemplo reside en que gran número de problemas físicos se 
pueden reducir a un sistema de osciladores no lineales. 

Dentro de este capitulo introduciremos un teorema fundamental en el estudio de sistemas cuasi-
periódicos, el teorema de Koigomorov-Anuld-Moser (KAN), el cual esté orientado a determinar cuan-
do un sistema ea estable. 

Loe ejemplos son esencialmente cálculos numéricos sobre osciladores no lineales, ya que calcular 
en forma exacta o aproximada las soluciones de las ecuaciones de movimiento es muy complicado (o 
no se conoce su solución). Así, la intención de este capitulo es ejemplificar con sistemas •espeoffIcos 
la teoría ergódice discutida en los capitulo, anteriores y desarrollar la teoría sobre osciladores no li-
neales que se utilizará en el siguiente capitula 

a) El oscilador enarmónico 

Consideramos desde el inicio de esta tesis que el tipo de fenómenos físicos que nos interesan 
son aquellos con energía limitada y confinados a una región del espacio. Esto quiere diese •que los 
sistemas estarán confinados a una región del espacio fase G. El teorema ~retorno de PoIncari (8) 
asegura que tales sistemas son cuesiperibtlioos. 31 agregaos* a nuestras hipótesis la conservación 
de la energía total podemos representar a nuestro sistema como un conjunto de osciladores no linea-
l*. acoplados. Por lo tanto, todo sistema meoónloo conservativo en la energía y confinado a una re-
gión del espacio puede representarse oomo un sistema de osciladores no lineales acoplados. 

Empezaremos con el sistema de osciladores acoplados, cuyo hamiltonlano general, para 2N grados 
de libertad es: 

• ¥i¥ll  

3.010 
	

ZeipillclOit • • • • • 

En esta ecuación, si hemiltoniano no tiene términos lineales por ser un sistema cuesiperiódico 
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mitado en el espacio. Podemos simplificarlo gracias a la simetría de los elementos cuadráticos, tal 
que ad  = mi;  y In = bji, entonces existe una transformación que diagonaliza simultaneamente las matri-
ces [Ni] y [b,i] (8). Así H lo expresamos como: 

H  = 	/2nop2i 4, 	w2ici2i  

3.020 
rosiqjqk  + ,di Igiglgkql 

+ 

En esta ecuación notamos claramente que loa dos primeros términos representan un sistema de N 
osciladores armónicos, cada uno de masa mi y frecuencia vai, y los demás ~nos representan la 
parte no lineal. 

Cuando loa coeficientes tijk , 	son arbitrariamente pequeños, tal que: 

3.030 
	 máximo( crik, drod, 	) < O << 1 

Entonces podemos considerar que el hamiltoniano se puede dividir en dos partes, una lineal 
(oscilador armónico) y otra no lineal, que designaremos como perturbadora, con un parámetro de aco- 

plamiento s muy pequeflo, quedándo: 

H■He  + iHi 
3.040 

Para cada oscilador armónico en 119, la parte perturbativa (stli) está compuesta por thrminos cúbi-
cos y de mayor orden en las coordenadas qi. Al transcurrir el tiempo, el comportamiento global que 

tienen las demás coordenadas en Mi sobre el oscilador armónico 1-esimo, es equivalente al de una 
función cuasiperlódloa en el tiempo (12). Por tal razón cada oscilador armónico se vería perturbado 
por una función cuasiperibdica que depende de la coordenada q, y del tiempo. Entonces, el hamilto-
Mano 3.020 se separa en N ecuaciones de osciladores no lineales desacoplados: 

H a pa!  + w21 q21  + eFi(qi ,t) 

H s  Ptz + w22c122 0F202•0 
3.060 

H a p54  + w2NqzN + sFN(qH,t) 
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Las F, son funciones cussiperiódlcas en el tiempo y dependientes también de la coordenada q. No 
siempre es posible desacoplar las ecuaciones como en 3.060, solamente lo ea cuando el sistema de 

osciladores cumple ciertas condiciones en sus frecuencias no perturbadas. El propósito de los si-
guientes párrafos es determinar tales condiciones. 

A partir de aquí, sólo consideraremos aquellos sistemas que cumplan las características arriba 
descritas, por lo cual nos limitaremos al estudio de un solo oscilador no lineal perturbado. Todas las 
propiedades que encontremos para un solo oscilador las podemos aplicar al sistema 3.060 y así se-
rán heredadas al sistema de N osciladores en 3.020. 

Partamos entonces del siguiente hametoniano 3.060, que tiene la forma de la ecuación 3.040: 

3.060 
H • Pi  *W2q2 + IF(q,t) 

En la parte del hamiltonlano no perturbado, H0, además del término de oscilador armónico Incluire-
mos los términos que tengan cambios muy lentos en el tiempo (en comparación con el período del os-
cilador armónico). Estos términos los liamos «diabéticos, los cuales dan origen en ciertos casos a 
los llamados invariantes adiabáticos (13). Mediante una transformación canónica de coordenadas 
rectangulares a las de ángulo y acción (14), se logra aislar una constante de movimiento si sólo se 
considera la parte no perturbada del haialttonlano 3.060.1a cual es precisamente la acolen (ya que N 
o  no depende del ángulo). Por ello es más conveniente ',definir a He  como la parte del hamiltonlano 
total que no depende de la coordenada angular. Esto lleva kapircito que contiene la parte de osci-
lador armónico y los términos &diabéticos ordenados de tal forma que representan Invailantes atila-
báticos (asimismo He  representa una Integral de movimiento. que es la energía). 

Al transformar el sistema 3.050 a coordenadas de ángulo y acción. tendremos N integrales de 
movimiento. Las acciones 11.12,...,IN son constantes cuando Halie. Utilizando las ecuaciones de Hamilton 
tenemos: 

calvo") 	cts. 

Íi  e -(a11.(1)/ati) ■ fi(I) e Cte. 
3.070 

fi  ■ ri(i)t + Cte. 
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El ángulo es una función lineal en el tiempo. 
Como tenemos N constantes de movimiento uniformes en 3.070 (las constantes de movimiento 

uniformes F son funciones de G a loa reales, que cumplen la relación F(q,p)■cta, son univaluadas, 
conmuta con el hamiltoniano, (F,H)■O, y que no dependen explícitamente de las condiciones iniciales) 
la región donde estarán los Órbitas en G será una hipersuperficie de dimensión N. Como al sistema en 
3.070 es periódico, podemos representar al espacio fase como un toroide de dimensión N, donde las 
radios del toroide son las acciones. Las órbitas serán entonces trayectorias sobre el torcido. En la 
figura 3.10 mostramos un torcido para un sistema de 4 dimensiones. La posición en el torcida queda 
determinada por loe ángulos y fi. 

Como las órbitas en el toroide dependen únicamente de las coordenadas angulares, un punto en 
el toroide queda representado como: 

x ■ [01  mod vio . 	(IN mod mN)] 
3.080 

Se demuestra, por el teorema de Jacobl (2), que cuando las frecuencias cumplen la ecuación 
3.090 la órbita es cerrada 

3.090 

En otro caso, la órbita llenará densamente el toroide Implicando que el sistema es ergódlcol (2, 
3). El teorema de Rept (7) nos permite hablar de ergodicidad en la superficie del toroide, ya que es-
tá definido por N integrales de movimiento aisladas o algebraicas. 

Consideremos ahora la perturbación en H, la cual depende del ángulo, la acción y del tiempo. Con-
sideremos que la dependencia en el tiempo es del tipo periódico con una frecuencia comparable a la 
del sistema no perturbado wi 	no contiene tárminos adiabáticos). 

Para ejemplificar las ideas que desarrollamos en esta sección, tomemos un sistema simple, la 
interacción de tres cuerpos de Igual masa (unidad) en ausencia de campos externos. El haalitonlano 
queda escrito así: 

H ■ (1/2)(Pa1+P22+03)*M1-q7) 

3.100 	 + v(orq) V(42-q3) 

Las interacciones entre partículas son iguales. Desarrollando en serie de potencias el potencial V 
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Figura 3.10 
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hasta orden cúbico: 

H = (1/2)[p2i 	P22 P23 	(ci2-C13)2 

	

3.1 10 	
(q2-q1 )2  - (a/3)[ (q1 -q3)3  

(<42-q1)3  + (q3-q2)3] 

El hamiltoniano 3.110 tiene dos Integrales aisladas (10,16), por lo cual el sistema se puede re-
ducir de uno de sala a uno de cuatro grados de libertad. De esta forma llegamos al hamiltonlano 
3.120 conocido como hamiltonlano de Hánon: 

H 	/2)( P21 + P22 q21 + 1122 

	

3.120 	
- (1/3)C132 

En términos de coordenadas de ángulo y acción tal hamlltoniano queda transformado como: 

H s 2(I1+12)4. (8/12)1 /2(211 oostilcos02  

	

3.130 	
- (1 / 3)1, coa%) 

El primer amaino en el hainittonlano 3.130 ea 140  y el segundo la perturbación. 

El hamiltonlano 3.120 lo seguiremos examinado en las siguientes secciones, en las cuales estu-
diaremos las propiedades de la parte perturbativa de los osciladores no lineales. Discutiremos como 
surgen las resonancias en la parte no lineal del hamiltonlano y sus efectos en las propiedades esta-
dísticas del acollador. 

b) Resonancias en los Osciladores y la Ecuación Universal 

La parte no perturbada del hamiltonlano 3.040 está caracterizada por un torolde, definido por el 
valor de las acciones; así, sus propiedades quedan definidas por esos parámetros. Lo que toca ahora 
es Identificar las propiedades del término perturbado y qué relación guarda con la Inestabilidad del 
sistema. 
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El concepto de resonancia u oscilador pequeño es el punto clave en al comportamiento azaroso 
del sistema. Encontraremos las condiciones para que el sistema posea una resonancia y elaborare-
mos una ecuación de movimiento más simplificada que llamaremos "ecuación universal". 

Partamos del hamiltoniano 3.040. Al transformarlo a coordenadas de ángulo y acción la parte no 
perturbada está en función del ángulo, la acción y del tiempo: 

■ He(i) 
3.140 

El parámetro 1 representa la fase de la fuerza externa que se aplica al sistema, que es una fun-

ción periódica en el tiempo con frecuencia 0. Las ecuaciones de Hamilton quedan escritas como: 

3.160 
	 a ami • *0) *toman 

ia-aH/ala- raH,/aO  
3.160 

Desde un principio supusimos que • ere muy pequeño, es decir, 1 será casi cero y por lo tanto la 

acción variará muy lentamente (en comparación de los periodos 211* y 2v/13). Asimismo w(I) puede 
considerarse constante y es, como vimos anteriormente, la frecuencia del sistema no perturbado. 

Por ser periódico H en loe parámetros y 1, podamos nacer un doble desarmen en serle de Fou-
rier de H, (14,113): 

3.170 141(10,r) ■ t Vi„„(1)cos(mo nj) 
... 

En primera aproximación sugiramos un solo término de la doble serie (cuyo coeficiente sea el 
mayor). De esta forma tenemos un bendito/dan° más simplificado (pero aproximado): 
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3.180 	
H zi H0(I) + diVm(1)coa(m. + no 

y las ecuaciones 3.160 y 3.160 se reduce: 

é • W(I) + «aVemial)coli(mi + nt) 
3.190 

	

3.200 
	 1 i: emV„„,(1)*In(rd  + nr) 

Aunque s es pequeño Integraremos 1 corno: 

pa 
I a j Idt 4. lo  

3.210 

Sustituyendo por su valor a I en 3.210: 

	

3.220 	
I 1. ormVno(l)sin(m1  + nr)dt + lo 

Esta es una ecuación Integral, pero para obtener una expresión aproximada, consideremos a I 

como constante (apoyándonos en la ecuación 3.100). Solamente I y é son funciones del tiempo, as( 
que al Integrar tenemos la siguiente solución: 
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3.230 
1 = lo  - ainV„(l)cos(rd +14) 

mw(1) * rin 

y w son, en primera aproximación, constantes. Debemos observar que la 1 en 9.230 será casi Igual 
a lo  y constante en el tiempo siempre y cuando a sea pequeño y que el denominador no tienda a cero. 

En algunas ocasiones, la frecuencia w(I) cumple la relación: 

3.240 	 mv/(1) • nn « 

Cuando esto ocurre decimos que w(I) es una frecuencia de resonancia. Tal tipo de frecuencia da 
por resultado que el valor absoluto de la acción crezca enormemente debido al denominador pequeño, 
ocasionando que la órbita del sistema se aleje del torcida: definido para el sistema no perturbado. 
Para los demás casos, las Órbitas estarán muy cercanas al torcida: sólo las resonancias hacen signi-
ficativo si término H1  del has iktonieno 3.140, no importando qui tan pequeño sea a, siempre y cuando 
se cumpla la relación 3.240 (11,17). Este fenómeno resulta similar al oscilador armónico forzado, en 
donde existe resonancia al coincidir la frecuencia de la fuerza externa y la frecuencia natural del 
oscilador (13).,  

En el desarollo en serles de Fourier 3.170, seleccionamos un solo término que consideramos sig-
nificativo. Sin embargo otros términos pueden dar por resultados resonancias; entonces debemos 
seleccionar de la serle de Fourier los términos resonantes y desechar a los deMs. 

Como la frecuencia depende de la acción, wiww(1), llamaremos acción resonante a aquella que 
cumpla con la ecuación 3.240. Desarrollemos ahora, en el hasilltonlano 3.130, si término H1  en serle 
de potencias alrededor de 1„ además hagamos el siguiente cambio de variable en el ángulo: 

3.260 	
jan  es raw(1) + na 

El término H en serie resulta ser: 
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3.280 
Ha  Ho  + (aH,,/a1)1S1 

(a2H,,/a12)ip - 02  4. • 

Por las ecuaciones de Hamilton encontramos que el segundo término en el desarrollo es nulo, ya 
que: 

mw(1) + nn « o 
3.270 

Cortando el desarrollo con el término cuadrético y renormalizando la energía para eliminar el tér-
mino constante lic(1,), el hamiltoniano 3.180 lo expresemos simplemente como "la ecuación universal" 

(12): 

3.280 ■ (11/2)W-0,1112, + CV,,,n(1,)cos*t, 

siendo: 

3.286 

vilid ■ (aw/a01.2 (a2Hetai2)1. 
el, ag o - 

Esta ecuación resulta ser muy parecida a la del péndulo. Debemos interpretar esta forma del ha-
mlltonlano 3.280 como la oscilación del valor de la frecuencia del caso no perturbado. SI la frecuen-
cia del sistema es muy próxima a la resonante sucede un fenómeno de oscilación de esa frecuencia 
alrededor de la frecuencia no perturbada, pero bajo ciertas condiciones puede escapar la frecuencia 
del estado de oscilación. Para unos casos la órbita es cerrada y en otros casos no, como se Ilustra 
en la figura 3.20. La ecuación de las órbitas son, a partir del hamiltoniano 3.280: 

3.290 
I = j(2/w7[H - iV,,m(Idcos#„] 
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Cuando el módulo de la perturbación es mayor que H: 

3.300 
	 H < leVan(1,)1 

le órbita es cerrada (rectitirciese que H representa a la energía total). 
Asf, a energías muy bajas le frecuencia oscilará muy cerca de la frecuencia no perturbada. 81 la 

enero(' es mayor, tal que: 

	

3.310 	 H > 

la órbita escapa de la oscilación, volvióndase una órbita abierta. 
La órbita llamada separetriz esta determinada por: 

	

3.920 	 H • IiVar,(1,1 

la cual delimita a las órbitas abiertas y las cerradas. 
Ea, entonces, predecible que bajo la condición 9.310 le órbita que corresponde al hamiitoniano 

3.180 se aleja en forma indefinida del torcida. Entonces, si deseamos examinar el comportamiento 
estadístico de los osciladores, la región definida por 9.910 será la de mayor Interés para nosotros. 

El valor máximo permitido a I bajo el régimen de oscilación en la ecuación 3.200 es: 

	

3.930 	 ¿kif  ai 4Milor,7":«—v" 
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La máxima variación en la frecuencia en la oscilación, hvif , es: 

3.340 
	 ávaf  vfalf  = 

La mejor manera de observar lo que sucede en el espacio fase cuando existen resonancias es 
por medio de dos ejemplos. Ambos fueron calculados numáricamente por J. Ford y nos muestran gráfi-
camente el comportamiento de las resonancias en un plano de corte. 

Pensemos en un sistema de cuatro grado* de libertad y expresemos su hainittonlano en coorde-
nadas de ángulo y acción: 

II 	Ii  +12 -31112 +121+ 122  

	

3.345 	 4411 12COM[2(11  - 1=)] 

donde Identificamos alio  y Hi como: 

3.360 
• 12 31iI2* Izi + 122 

	

3.360 	 HI .1iI2cos[2(I1 -1,)] 

Las frecuencias de oscilación del sistema no perturbado son: 

3.370 
• 1 + 211  - 312  

v/2 • i2  az 1 -311 +212 

El hamlltonlano 3.345 puede ser desacoplado, como en el Materna 3.050, resultando: 

3.380 	 Ha  ■ li +121  + el1Acos[211 - 
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3.390 	lik  " 12  +122  + si2Bcostr, - 2/2] 

El significado de t, y de II es el de los ángulos 112  y /I  respectivamente, sólo que le hemos cam-
biado de nombre para recalcar la Idea de ver el acoplamiento entre osciladores como una fuerza ex-
torna de fase r. 

SI comparamos 3.380 y 3.390 con 3.180, encontremos que existirá resonada cuando m y n sa-
tisfacen 3.240, o sea: 

	

3.400 	 21111 ag 2Vilz O II •612 

SI observamos un plano de corte (o sea una hipersuPerflide) de G definido por 01•3v/2 y la Inte-
gral de movimiento J • II +12  y vol  ■ w2, veremos (figura 3.30) que las dos pequellas mlnibrbitas ce-
rradas que surgen son debidas a la resonancia 2-2 (llamada así porque en 3.380 y 3.300, el valor 
de n es 2 en ambos casos). Al aumentar la energía , las &bitas se alejan más y más de lo que serían 
en el caso no perturbado. Las pequeñas "elipse." siempre aparecen, no importando qui tan pequefla 
sea la energía del sistema. 

Como segundo ejemplo, cambiaremos en 3.346 la parte perturbativa, tal que Hi sea: 

	

3.410 	Hl  • 1112312cos(201 - 312) 

Usando el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior, desacoplamos el hamiltonisno en los 
términos: 

	

3.420 
	 He  • Ho(11) + el1Acos(211  - to) 

II • No(12) + sltsiallcos(th  - 3/2) 

entonces, habrá resonancia ouando 



Figura 3.30 Figura 3.40 

Figura 3.35 

-Figura 3.50 
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.1.430 	 2w1  ■ 3wa  

A esta resonancia la Sainamos 2-3. 
Graficendo un plano de carta en 0, definido por 	J ■ 311  * 217  y con la condición de reso- 

nancia 3.430, tenemos la figura 3.40. Las tres miniórbites cerradas pequen.' sólo surgen cuando la 
amorate es mayor que cierto valor. 

Con estos dos ejemplos entendemos ahora que cuando hay resonancia el sistema se comportará 
muy diferente al ceso no perturbado. Esperamos por otro lado que oteando no exista perturbación, el 
sistema no se aleje indefinidamente del toroide definido por He. En la siguiente sección discutiremos 
qui propiedades tendrá un sistema no resonante y sus Implicaciones relativas 'a la estabilidad del 
sistema. 

c) Estabilidad y Teorema de KAM 

Cuando en mecánica decimos que un sistema es estable, estamos pensando que ante una ligera 
perturbación al sistema, ya sea en las condiciones iniciales o en el potencial, las soluciones de las 
ecuaciones de movimiento del sistema perturbado serán muy parecidas e las no perturbadas, tal es-
tabilidad se conoce como estabilidad de Liapunov. 

En forma gráfica, podemos decir que un sistema es estable si las órbitas que se encuentran cer-
canas al tiempo t■0. se mantienen cercanas para todo tiempo, como si estuvieran encerradas en un 
tubo oomo en la figura 3.36. 

En general es difícil determinar el un sistema es estable si no se conoce en forma exacta la solu-
ción de sus ecuaciones de movimiento. Hasta hace algunos silos era un misterio el conocer la estabi-
lidad de sistemas no lineales. El teorema de KAM resolvió este Meterlo determinando las condiciones 
necesarias bajo las cuales un sistema es estable. 

El teorema de KAM se define, según Moser (18) de la siguiente manera. Considirese un sistema. 
con el siguiente hamiltonlano: 

3.440 	 H • 144(1) • et kii(0) + . 

donde e es el parámetro de acoplamiento. 
ti se supone una función real y analibca en todas sus variables y las li1,(1,q) son funciones perió-

dicas para todo k diferente de cero; además todas las trayectorias del hamiltonlano 3.440 están 
restringidas a una hipersuperficie de dimensión (2N-1) de energía constante. Pera s•0, lea órbitas 
del sistema están sobre un toroide de dimensión (N-1). supóngase que las frecuencias del sistema 
no perturbado (1.0) cumplen las siguientes condiciones: 
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1) Son racionalmente Independientes 

fi) Satisfacen un número Infinito de desigualdades 

3.446 
••• 

Para todos los enteros n con 

3.448 

donde c y y son constantes positivas. 

110 El determinante: 

wk O 

 

   

81 estas tres condiciones as satisfacen, entonces casi todas las soluciones del hamiltonlano 
3.440 serán cuaslperl6dlcas y estarán muy cercanas al ~ido original, siempre y cuando e sea pe-
queño. En otras palabras, la solución a las ecuaciones de Hamilton del hamlitonlano 3.440 pueden es-
cribirse en «mininos de funciones analíticas f ■ f(w,9.1) que son peribdicas en I. 

Este teorema depende mcnicialments" de la no exixtenola de frecuencias resonantes. 

SI un sistema presenta propiedades estadlticas, su comportamiento debe ser independiente de 
las condiciones Iniciales. Tal Indspeindancla se logra sólo cuando el sistema es inestable, de otra 
manera los resultados de un sistema azaroso bajo condiciones iniciales semejantes resultarán casi 
Iguales, lo que es una contradicción. 

De esta manera, el queremos Investigar las propiedades estoc‘eticas de un sistema debemos 
aseguramos primero que viola las hipótesis del teorema de KAN. 

det 

awitaik 	 wi 

ko 0 
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d) Inestabilidad y Azar 

En las secciones pasadas determinamos el concepto de resonancia en osciladores no lineales y 
las condiciones de estabilidad. Con estos elementos discutiremos cómo surge la Inestabilidad en loa 
osciladores y de ahíla estocestIcidad en el sistema. 

Si al teorema de KAKI asegura estabilidad cuando el sistema no posee frecuencias resonantes, 
entonces un requisito para tener un sistema inestable es tener frecuencias resonantes. Además pe-
diracmo que sean resonancias de orden bajo, o sea, la suma del valor absoluto de las n debe ser menor 
a cierta cota: 

	

3.448 
	 niwi< cH-Y  

Mientras más grandes sean el valor de la energía o el parámetro de acoplamiento, estará el sis-
tema en mejor condición de ser Inestable. Sin embargo no es una condición necesaria para la Inesta-
bilidad y por ello ni para la estocasticidad (17). 

En la sección b) mostramos ejemplos de osciladores con una resonancia. Su comportamiento, vis-
to a través de sus gráficas (figuras 3.30 y 3.40), ea suave, ya que la órbita es cerrada. intuitiva-
mente notamos que estos sistemas no son lo suficientemente inestables cómo para ser independien-
tes de les condiciones iniciales. Empezaremos entonces una discusión sobre sistemas con dos o más 
resonancias y observaremos como existe una energía crítica en los ejemplos tal que, cruzando ese 
umbral, el sistema se vuelve altamente Inestable y estocistleo. Los ejemplos son nuevamente del ti-
po numérico, ya que por el tipo de soluciones que se obtienen, no existe ninguna solución armonice 
suave. 

Antes de entrar a los ejemplos, introduciremos el parámetro de no linearidad de sistemas oscilan-
(11). Este se define como: 

	

3.460 	 s l(1/vr)(avoial) 

En un sistema lineal e es cero ya que w no es función de I, pero en osciladores no lineales e ea 
diferente de cero y tendrá un valor mayor mientras el sistema sea más Inestable. Esto significa que 
cuando el sistema es inestable la frecuencia dependerá fuertemente de la acción, ya que oscilará 
alrededor de la frecuencia no perturbada (frecuencia de fase). A medida que la amplitud de oscila- 
ción aumenta, las órbitas en la figura 9.20 se acercarán más a la separatríz, la cual está caracterl-, 
zada por la condición 3.320. Utilizando el parámetro de no linearided, las relaciones que describen el 
«nono máximo de oscilación de la acción y le frecuencia (ecuaciones 3.330 y 3.340) quedan así 
(11): 
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3.450 	
0l./1, •«Vio171/71evol, 

3.470 
	 etwf/w •eimiWo-Jvsl, 

Observamos que cuando • crece el ancho de la amplitud de la frecuencia crece, lo que concuer-
da con la discusión hecha arriba. 

Una condición interesante es cuando existe traslape de resonancia, esto as. cuando las oscila-
ciones de fase de dos frecuencias resonantes se traslapan. Es como al en la figura 3.20 las elipses 
superiores se traslaparan con las inferiores. La condición para que esto se cumpla es la siguiente. ISI 
vt, y w,.1  son dos frecuencias resonantes consecutivas, llamearemos O a la diferencia entre ellas: 

3.480 
	 IHWhi Wil 

Si A es abonar que Avío significa que las órbitas da las oscilaciones de fase se bombean; es( el 
parámetro 5 medirá el traslape: 

3.400 	
5■Awink 

Sis es menor que 1, las emperatrices de ambas frecuencias no se cruzan, en cambio al 8 es ma-
yor que 1 las separatrices se tocarán (traslape). A este parámetro 5 se le conoce como parámetro 
de esteasstiaided (8 mayor que 1 implica estocastkeidad.) Normalmente. el parámetro 11 es función 
de la mella del sistema. Cuando Ami tenemos el umbral de energía para lograr estocasticidad. Sin 
embargo. en ciertos sistemas 8 es independiente de la amerara (17), estableciendo que el sistema 
es estocástioo a energías muy bajas, aun tendiendo a cero. 

Hemos hablado de estocasticidad y sin embargo no la hemos mostrado. Por medio de los siguien-
tes dos ejemplos introduciremos la conexión entre Inestabilidad y estocasticidad. Los ejemplos fue-
ron calculados nueeóricamente por J. Ford (14) y Hinon (10). Aquí mostraremos sus resultados. 

El primer ejemplo se refiere a estudies lo que sucede en el traslape de resonancias. Empezamos 
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con un hamiltonlano no perturbo do igual a la ecuación 3.360, agreguémosle las dos perturbaciones 
que se encuentran en las ecuaciones 3.360 y 3.410, así tendremos el hamiltonlano: 

H • 	+ la - 121 - 31112 + 122 

3.600 
	 +41{I 12C011[2(11 - 12)] 

+ Ii122/2C0111[211.1 3112]] 

Aquí tenemos resonancias 2-2 y 2-3. Habíamos dicho en la sección anterior que el hamiltonlano 
3.340 presenta en su gráfica, figura 3.30, dos pequelles órbitas cerradas para cualquier valor de la 
energía. En cambio, cuando consideramos la perturbación con una resonancia 2-3, en la gráfica en el 
plano de corte, figura 3.40, surgirán tres pequeñas órbitas cerradas para energías mayores a cierto 
umbral. La posición de estas órbitas cerradas depende de la energía y en la figura 3.60 presentamos 
una gráfica entre posición (coordenada (kr en el plano de corte) y la energía para cada tipo de reso-
nancia. Esperamos que para el cruce de las dos curvas en la figura 3.50 se tenga traslape de reso-
nancias (14). En la figura 3.00 presentamos.  una secuencia de gráficas del plano de corte definido 
por pa y q3  fijando fi a 31r/2. La energía en la parte (a) de la figura es menor a la necesaria pare 
que aparezca la resonancia 2-3; en la parte (b) se nota ya la resonancia 2-3 Junto con la 2-2. En la 
parte (o), ya muy cerca del traslape, aparecen nuevas órbitas cerradas pequeñas alrededor de las 
reanimadas 2-2 y 2-3. En la última figura estamos en el traslape de resonancia; las pequeñas milp-
ees se hen convertido en puntos erráticos sobre el plano de corte y no presentan ningún patrón de 
aparición. 

Pera energías mayores, el área que ocupan estos puntos erráticos es más extensa. Cualquier ór-
bita que se Inicie en la zona caótica de puntos en (d) llenará densamente la zona, mostrando así una 
independencia de las condiciones iniciales el comportamiento del sistema. En la transición de (o) a 
(d), la aparición de pequeflas órbitas aumenta al acercarse a la energía de traslape, pero es vuelven 
cada vez más pequeflas hasta convertirse en puntos caóticos. Fijandonos en doe puntos muy cerca-
nos en la figura 3.80(d) que están fuera de la región caótica, sus órbitas se separarán al transcurrir 
el tiempo en forma lineal. La figura 3.70. muestra la separación de cuatro parejas de puntos en esta 
regían. 

Pero en la región caótica, dos puntos se separarán muchísimo más rápido. De hacho se alejan en 
forma exponencial. La figura 3.80 muestra un ejemplo de la separación da dos puntos en la zona ca-
ótica. 

El comportamiento de la figura 3.80 significa que la entropía K en esta región es positiva, ya que 
dos órbitas contiguas se alejan exponencialmente. Por lo tanto, podemos decir que esta región tiene 
características de sistema C. Entonces podemos afirmar que la aparición de puntos es azarosa y que 
el sistema tiene en esta región un comportamiento estocéstico. El comportamiento estocástico del 
sistema ocurre en el traslape de resonancias, entonces el parámetro de estocasticldad S debe tener 
un valor Igual o mayor a uno (por eso dijimos que 8 es una medida útil para determinar cuando un os-
cilador perturbado tendrá un comportamiento azaroso). Este ejemplo muestra cómo un sistema meci- 
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(c) 	E=. 20 	 • (d) 	E=.2095 

• Figura 3.60 
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nlco con un hamIltonlano bien determinado, ecuación 3.600, posee propiedades estadísticas obser-
vables en sus planos de corte. 

El segundo ejemplo nos mostrará más claramente la transición de un sistema mecánico a la esto-
casticidad. Este ejemplo fuá calculado numéricamente por Hánon (10). Partamos del hamiltonlano 
3.120, cuyas ecuacione de movimiento son: 

41  ' -q1 - 2q1 q2  

3.610 
	

4: • 	- q21 q2: 

Si graficamoa las órbitas en el piano de corte definido por q2 Igual a O y pa mayor que 0, tendre-
mos diferentes imágenes del comportamiento del sistema para energías mayores. La figura 3.90 
muestra cómo varían las órbitas al cambiar la energía. 

La figura 3.90(a) muestra órbitas cerradas bien comportadas. El sistema tiene frecuencias reso-
nantes (21) y las podemos detectar en las pequeñas órbitas cerradas que aparecen, pero el siste-
ma no ea todavía Inestable, ya que las resonancias no se han translapado aún. 

En le figura 3.90(b) han aparecido pequeñas órbitas alrededor de las originales y tambien tra-
yectorias caóticas. Aquí ya tenemos traslapes de resonancias. Al aumentar la energía se obtiene la 
gráfica (c), donde sólo se tienen trayectorias caóticas o azarosas para cualquier punto inicial que se 
tome en la zona de estocasticidad, las cuales llenan densamente esa zona. A esta energía, el siste-
ma 3.610 es azaroso en el plano de corte especificado en la figura 3.90(c). 

La estructura de las órbitas cerradas en la figura 3.90(b) es muy interesante, ya que en cada 
una de ella* existen puntos fijos, alrededor de los cuates se formen órbitas abiertas y cerradas. En 
la figura 3.100 mostramos una de estas estructuras (1 6). Primero tenemos los puntos fijos, en los 
que al cabo de O Iteraciones (o cruces) se llega al punto Inicial; a estas órbitas se les conoce como 
curvas de Moeer. 

Alrededor de estos puntos fijos hay órbitas llenas densamente; sus formas pueden ser elípticas o 
abiertas (hiperbólicas), estas órbitas se conocen como curvas de Birkhoff. Cuando el punto fijo 
(Moler) tiene a su alrededor órbitas de Birkhoff s'Incas, decimos que se trata de un punto fijo 
atractivo o estable y lo llamaremos punto elíptico. Si en cambio está rodeado de curvas de Birkhoff 
abiertas, el punto fijo será Instable o repulsivo y lo llamaremos punto hiperbólico. 

En la figura 3.90(b), la densidad de puntos elípticos es mayor que la de hiperbólicos, sin embargo 
en (c) casi todos los puntos fijos son hiperbólicos. Esto muestra que para la energía en (c) la entro-
pie K del sistema es positiva, ya que las curvas de Birkhoff alrededor de un punto hiperbólico se ale-
jan exponencialmente. Esto nos conduce a la Idea de que un comportamiento azaroso no debe pose-
er puntos fijos atractivos (6), solamente repulsivos, como tenemos en (o). 

Habiendo examinado estos dos ejemplos haremos un resumen de las características que posee 
un sistema mecánico con comportamiento azaroso: 
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I) Debe ser un sistema con dos o más frecuencias resonantesi equivalentemente, 
tiene dos o más términos en el desarrollo 3.170 que conducen a denominadores pe-
guanos. 

II) Se deben violar las condiciones del teorema de KALI, al menos la condición de no 
resonancia. 

III) Las resonancias se deben traslapar, de manera que el parámetro S en 3.490 sea 
mayor que uno. 
iv) Todos loe puntos fijos deben ser hiperbólicos, Implicando así que el sistema debe 
tener entropía K positiva. 

Entonces el sistema reducido de sus Integrales de movimiento aislada% presentará en sus planos 
de corte un comportamiento azaroso. 

Concluimos en esta sección que azar • inestabilidad "van de la mano": una implica la otra. Los 
sistemas azarosos e inestables son Independientes de las condiciones iniciales y ambos tienen una 
entrante K positiva. Aqui podemos poner el ejemplo de una moneda que cae de canto sobre el suelo, 
la cara de la moneda que presentará al caer en el suelo resulta ser un proceso azaroso. Este fenó-
meno sucede debido a la alta inestabilidad del sistema al momento del choque de la moneda con el 
suelo, dos tiradas aparentemente Iguales conducen a resultados azarosos, lo que corresponde a que 
dos puntos contiguos en O se alejarán exponencialmente en el tiempo. 

e) Los Modelos Mecánicos y las Simulaciones 

Los argumentos que presentamos en la sección anterior son justificados con cálculos numéricos 
hechos en simulaciones en computadoras. Se puede dudar sobre la relevancia del resultado, dado 
que una computadora trabaja con una aritmética finita, y podría pensarse que el redondeo de loe re-
sultados en las operaciones aritmética* ocasione un resultado azaroso. 

Para mostrar la independencia del método de cálculo del resultado del Materna que se simula nu-
méricamente, utilizaremos el teorema de Anosov (2,22). A grandes raigas nos asegura que un siste-
ma C es estructuraimenté estable. Esto significa que si perturbamos el sistema, el comportamiento 
global de éste no cambia (por ejemplo, el sistema perturbado seguirá siendo sistema C). Obviamente 
al perturbarlo, les órbitas de un sistema C cambiarán radicalmente, por ser altamente Inestable, pero 
el conjunto de órbitas seguirá formando un sistema azaroso. 

Debemos considerar que un redondeo en el calculo de las simulaciones numéricas equivale a per-
turbar; al sistema, entonces al el sistema resulta azaroso al calcularlo en una computadora, tamblán 
lo será si el sistema se calcula exactamente, ya que será estructuralmente estable. El teorema de 
Anosov ha permitido usar l■ computadora como una herramienta matemática útil en el estudio de ahi-
tases inestables. 

También debemos recalcar que la elección del plano de corte en el sistema es importante. Cada 
plano de corte presentará una estructura de órbitas diferente (cruces en el plano de corte) (16). 
Sin embargo, cuando el sistema se ha reducido en grados de libertad por sus Integrales aleladas de 
movimiento, todos los planos de corte tendrán características de inestabiNded &kalium*. En cada pla-
no de corte se observerán•los traslapes de resonancias en forma diferente. 
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En este capítulo hemos mostrado toda la herramienta básica para el estudio de sistemas con pro-
piedades estadísticas y cómo usarla. Además hemos introducido el lenguaje y algunos teoremas de la 
teoría ergódica que son importantes en el estudio de sistemas con propiedades estocíatIcas. Con 
todo este material reunido, podremos en el siguiente capítulo estudiar el comportamiento de una ca-
dena de osciladores no lineales y la distribución de energía que estas cadenas poseen. 
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4. Estudio de Cadenas de Osciladores 

Como es bien sabido, para el estudio del mlcromundo es necesaria la Mecánica Cuántica. Esta 
surgió durante el estudio de la interacción en equilibrio de radiación y meterle (radiación de cuerpo 
negro). Para una descripción adecuada de ese fenómeno fuá necesario considerar a la energía de 
los osciladores como una variable cuentizede lo cual es ajeno a la mecánica clásica. 

Al considerar el modelo del cristal untdünensional, formado por una cadena d osciladores, se pue-
de estudiar en dos formas: La primera es considerar que la energía está cuantizede y otra solo con-
siderar únicamente la mecánica clásica. Por loa resultados obtenidos en la radiación de cuerpo negro, 
este sistema debe poseer una distribución de la energía en función de la frecuencia del tipo Planck. 
Si se considera el sistema púramente clásico, la mecánica estadística establece que solo puede po-
seer una distribución microcerUnice o uniforme y por otro lado la teoría ergódica respalde este resul-
tado si el sistema resulta ser argódico. 

Es claro entonces que un sistema de osciladores clásicos (sin cuantizer la energía) no puede po-
seer una distribución tipo Planck en la energía. Sin embargo, en los anos de 1970 y 1972, Bocchleri 
et el. y <Migan( et al. reportaron haber obtenido una distribución tipo Planck en la energía usando co-
mo modelo una cadena de osciladores anarmónica clásica con un potencial del tipo Lennard-Jones. 

Tal resultado implicaba que era posible describir un fenómeno púramente cuántico a partir de la 
mecánica clásica, por otro lado contradecía los resultados de física clásica. En particular, la teoría 
ergódica demuestra formalmente que para un sistema ergódico, cualquier función de coordenadas f(x 
,p) {2} se cumple: 

< 	> 	cte. ■ (1 tO)fteNtOp 

4.005 
	 a f dfdqdidp 

Lo cual nos muestra que cualquier tipo de distribución en el ensamble debe ser uniforme. 

Por lo tanto era importante un estudio cuidadoso de loa trabajos de Elocchieri et al. y ~gané et 
al., a din de verificar sus resultados. De esa forma se podríamos decidir si ese sistema de oscilado-
res viola los resultados clásicos y reproduce fenómenos cuánticos. 

La aparición de la computadora y la capacidad de resolver ecuaciones diferenciales en forma nu-
atinea provocó que algunos físicos, entre ellos Fermi (24), se lanzaran a la tarea de determinar las 
propiedades de cadenas de osciladores enarmónico' y verificar si la distribución de energía que po-
seen concuerda con lo predicho en la mecánica estadistica. El primer intento (Farm° resultó fallido, 
Ye que el sistema era sensible a las condiciones Iniciales. Sin embargo, trabajos posteriores mostra- 
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ron que sólo las cadenas que tenían ciertas propiedades (resonancias) podían ser insensibles a las 
condiciones Iniciales y tener una distribución en la energía del tipo microcanónico. 

Loa trabajos de Bocchlerl si al. (23) y Galgani et al. (26) sobre cadenas de osciladores con po-
tencial Lennard-Jones (L-J) reportaron resultados sorprendentes: Cuando la energía es suficiente-
mente alta (energía por partícula mayor que uno) se obtiene equipartición, en cambio a energías infe-
riores el sistema posee distribución tipo Planck. Este resultado ea asombroso, ya que sin necesidad 
de cuantizar a los osciladores se obtiene una distribución tipo Planck (la cual aparece exclusivamen-
te en sistemas cuánticos). De estos resultados se pueden inducir las siguientes Ideas: 

a) 8e debe reconsiderar los fundamentos de la teoría cuántica ya que un sistema 
puramente mecánico reproduce un fenómeno que es considerado exclusivo de la 
mecánica cuántica. 

b) Tal sistema no concuerda con la teoría ergódica y la mecánica estadística al te-
ner una distribución diferente a la equipartición, por lo tanto se deben revisar los 
resultados de tales teorías y determinar porque no predicen tal oomportamlento. 

Por la importancia del modelo de cadena de osciladores con potencial L-J nos decidimos a estu-
diarlo más a fondo, tratando de reproducir loe resultados de Bocchieri et al. y Galgani et al.. Nos Inte-
resaba probar numéricamente un conjunto más amplio de condiciones iniciales en tal sistema, ya que 
en estos trabajos utilizaron un conjunto un poco restringido de condiciones iniciales, y además exa-
minar con mayor cuidado el instado seguido para obtener los promedios. 

Los resultados obtenidos mostraron indicios de que la cadena de osciladores con potencial L-J 
era sensible a las condiciones Iniciales, implicando por lo tanto que dicho sistema no posee ningún ti-
po de distribución, ya sea mlcrocanánlaa o tipo Planok. 

En este capitulo nos referiremos al trabajo que realizamos con la cadena de osciladores tipo L-J. 
Primeramente mostraremos el modelo de cadena de osciladores mnemónicos en general, luego desa-
rrollaremos un poco de teoría sobre el concepto de modos normales que es necesario para definir la 
distribución de energía en función de la frecuencia. A continuación mostramos un resumen de los tra-
bajos que antecedieron e los de Bocchleri y Galgani para luego revisar con más detalle estos dos 
trabajos. Lo siguiente será mostrar el trabajo que desarrollamos en la siguiente forma: 

Presentación del modelo mecánico, comentarios sobre las condiciones Inicial es 
que se deseaban probar; explicación del método numérico utilizado y del método de 
tomar los promedios; por último se muestran los resultados y se comparan con los 
obtenidos por Boochieri y Galgani. 

a) El Modelo de la Cadena de Osciladores 

En la teoría de estado sólido, un cristal se representa como un conjunto muy grande de átomos 
colocados en forma ordenada en todo el espacio (teniendo ciertas simetrías de acuerdo al cristal). 
Cada átomo vibra alrededor de su punto de equilibrio y se supone que un átomo sólo interacciona con 
sus vecinos más próximos (Interdicción de acoplamiento fuerte). Para estudiar propiedades genbrIcas 
de los cristales, se considera como modelo un cristal unklimensional, el cual es una cadena lineal de 
átomos. Cuando el cristal unidimensional está formado por un solo tipo de átomos, el modelo de cada- 
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na de osciladores resulta ser muy conveniente para representarlo. En tal caso, la cadena de oscila-
dores estará formada por partículas idénticas y la fuerza entre partículas vecinas ha de determinar-
se para cada caso especifico. 

Supongamos inicialmente que el potencial entre partículas es idéntico al de un oscilador armónico; 
el modelo entonces lo representemos como una cadena de N masas equidistantes (en una dirección), 
unidos por resortes lineales, tal como se ve en la figura 4.10. La coordenada xi  representa la posi-
ción de la masa l'elativo' al origen. En reposo, todas las masas están separadas por una distancia a. 

El hamittonieno de la cadena lineal de osciladores es (considerando masas unitarias): 

4.010 

1.1 
H • 5-,(112)p21  + pkoc,.. -no 

Sus ecuaciones de movimiento forman un sistema da N ecuaclones diferenciales de segundo or-
den acopladas. Para desacoplar, utilizamos la transformación (6,13,23): 

(2/141+1)1/2Zein(0./(N•1))3c1 

4.020 	
Pi is (201+1)11 /11ein(ljr/(N+1 ))1)1 

El haralltoniano 4.010 se puede escribir como: 

H ■b1/2)[p21  w21q21] 
lee 

4.030 
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siendo 

	

4.040 	 wi  • 4kaini(ig/2(M•1)) 

Con esto. las acumularte', de movimiento del hamiltonlano 4.030 han sido desacopladas. 41 reduci-
mos este hamiltonlano a variables de ángulo y acción, llegamos a un harslitonlano más reducido: 

Be 

	

4.060 
	 H • pWíli 

Se va de inmediato que las acciones son constantes de movimiento. Cada producto de la amato-
ria representa la energía de un oscilador armónico con frecuencia wi. El handitoniene transformado 
4.060 lo podemos biterpretarla entonces como un sistema equivalente de N osciladores armánloos in-
dependientes, cuyas •frecuencias vil son las con que se moverían las masas del sistema original sI 
sólo es excitado el 1-esimo oscilador (transformado). Comúnmente se le llama a 4.020 la transforma-
ción a modos normales, donde cada modo representa a un oscilador armónico. Más adelante se discu-
tirá detenidamente el significado de loe modos normales. 

La solución de las ecuaciones de movimiento del hamiltonlano 4.010 se puede obtener simplemen-
te aplicando la transformación Inversa de 4.020 a la solución de las ~aciones de movimiento del 
heiaftoniano 4.030. Cuando el potencial del modelo se complica más, el handitonlano asociado tendrá 
términos cúbicos o de orden mayor: 

H 	1/2)pri p 	- •• 

	

4.070 	 tRothi - 	+ • • • 
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La transformación de modos normales no logra desacoplar en general las ecuaciones de movi-
miento del hamiltonlano 4.070, ya que la transformación 4.020 únicamente diegonaliza la matriz for-
mada por loe coeficientes de los términos cuadráticos xoci, así, solamente elimina los términos cruza-
dos de segundo orden: 

4.080 	 Z(1/2)[Pai • 	• Icischokch 

• 	POOlicl"cli * • • 
Jal 

Este hainlitaniano tiene la misma forma que el de 3.020. Dei capitulo III sabemos que el sistema 
de ecuaciones del hamiltonlano 4.080 puede desacoplara* en N ecuaciones de osciladores no linea-
les forzado, igual al sistema 3.060. siempre y cuando el sistema cumple las hipótesis del teorema de 
KAM. Esto nos asegura que las soluciones de las ecuaciones de movimiento estarán muy cerca de las 
del hamittonlano 4.010. Las frecuencias asociadas a los modos normales se consevarán muy próxi-
mas a las frecuencias 4.040. 

Cuando el sistema no cumple con el teorema de KAN, debemos esperar un comportamiento muy 
diferente al del sistema lineal: además, el existen traslapes de resonancia, podremos detectar com-
portamiento azaroso en loe planos de corte. 

b) Modos Normales 

Cuando tensabas una cadena de osciladores armónicos con un hamlltonlano costo 4.010, encontra-
mos que la transformación 4.020 nos conduce a un hamiltonlano de N osciladores armónicos desaco-
plados con frecuencias vi; dadas por la ecuación 4.040. Como cada oscilador del harnIttonlano 4.030 
es conservativo en la energía, por ser integral de Movimiento, la energía que le asignemos inicialmen-
te a cada modo de oscilación se mantendrá para todo tiempo; en otras palabras, la distribución de 
energía no varía en el tiempo. 

Cada modo queda Identificado por la frecuencia a la que oscile, aso se por ello que la distribución 
de energía que demos a cada modo será una distribución de energía en función de la frecuencia wp 
Por lo tanto, para ei sistema 4.010, la transformación a modos normales nos da N constantes de mo-
vimiento en la forma de N osciladores armónicos independientes, y además la distribución de energía 
Inicial no cambia en el tiempo. 
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Sin embargo, para potenciales no lineales, con un hamiltoniano como el dado en 4.070, no existe 
en general ninguna transformación que desacople el sistema de ecuaciones en N osciladores no line-
ales independientes. Aplicando da cualquier forma la transformación 4.020, se obtiene un hamiltonia-
no sin términos cruzados de segundo orden, tal como el hamiltoniano 4.080. Propongamos que los tér-
minos de orden cúbico o mayor de este hamiltoniano contribuyen a la energlá en menor proporción 
que la parte lineal (términos cuadráticos), de tal forma que podamos expresar el hamiltoniano como 
3.040. SI además se cumplen las hipótesis del teorema de KAN, las soluciones de este sistema no se 
alejarán mucho de las obtenidas del hamlltoniano lineal 4.030. La energía de cada modo normal se 
conservará cercana a su valor inicial, con lo cual la distribución de energía no variará en el tiempo 
(en tonna aproximada). 

Cuando la cadena de osciladores enarmónicos no cumple las hipótesis del teorema de KAN, ten-
drá resonancias. Las frecuencias wi ya no serán constantes y se tendrán oscilaciones de fase tal 
como lo de movimiento del Mustittonlano 4.080 las podemos escribir como: 

II e wiot  (a/aqi)f t(qht) 

4.086 

44  s ViNqN (a/aqN)tN(titist) 

Las fi son funciones periódicas del tiempo y de qi, las cuales describan aproximadamente la con-
tribución de las otras coordenadas cl en esta ecuación. El headitoniano correspondiente a este siste-
ma de ecuaciones sería: 

4.090 	 H Z(1 /2)[ p=i 	 2fi(qhtfi 
•• 
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A cada elemento de la aumatoria lo llamaremos Ei; representará la energía al tiempo t del oscila-
dor enarmónico cuy■ ecuación de movimiento está en 4.085, Como consideramos que el sistema es 
resonante, Ei y %vi  variarán en el tiempo, tal que rEi  u cte. 

Para definir en este sistema la distribución de energía en función de la frecuencia sigamos el si-
guiente procedimiento: 

Como las fases oscilan alrededor de la frecuencia %vi, al maestrear el sistema a intervalo., muy 
cortos (menores que el periodo de oscilación del sistema) examinamos a que frecuencia oscila ins-
t'intensamente el hamiltonlano Hl  (en 3.060) y la energía instantánea Ei de Hi. El promedio sobre un 
tiempo muy largo en comparación que el tiempo de muestreo nos Indicar quela distribución de energí-
a en función de la frecuencia es continua en intervalos (cada intervalo centrado en uy). Cuando en el 
sistema se traslapan las resonancias, entonces ocurrirá que los intervalos temblin se tralaparán, ob-
teniendo &adune distribución continua, tal como vemos en la figura 4.20. 

Pera no hacer cálculos muy elaborados sobre las distribuciones continuas,, podemos hacer el his-
tograma de la distribución en forma gruesa, calculando en cada berra el promedio de energía que se 
encuentra entre (vol  * wi.1)/2 y (voi • v4.1)/2 como tenemos en la figure 4.30. 

La ventaja de esta Idea es que la barra en vol  está representada esencialmente por el hamiltonia-
no di  en promedio (en forma gruesa). Cuando el promedio en la distribución de energía se estabiliza, 
podemos decir que el sistema ha llegado a su estado de equilibrio macroscópico. El tiempo que tarde 
el sistema en alcanzar el estado de equilibrio se llama tiempo de relajamiento de sistema. 

Como el modelo de cadena de osciladores es dependiente del potencial, se debe buscar el po-
tencial adecuado tal que la distribución estadística que se obtenga concuerde con lo que predice le 
mecánica estadística o el experimento. En le siguiente sección revisaremos los estudios hechos so-
bre vados tipos de potenciales y que forma de distribución se obtiene en cada uno de ellos. 

c) Estudios sobre Cadenas de Osciladores inarmónicos 

En esta sección resumiremos los resultados obtenidos en los trabajos que antecedieron a los tra-
bajos de Socchled et al. (23) y Gelgeni et al. (20). El punto en común de estos trabajos es el en-
contrar la distribución de energía en función de la frecuencia y verificar si concuerda con el resulta-
do de la mecánica estadística. Antes de empezar, debemos tener en mente los siguientes puntos: 

a) Las distribuciones de energía en el ensemble, en el sentido de la mecánica esta-
dística, deben ser funciones que sólo dependan de variables de tipo macroscópico, 
como son la energía total, el número de partículas en el sistema, el volumen, etc. 
Esto significa que todas las condiciones Iniciales (microestados) que tengan los 
mimemos valores de las variables microscópicas deben tener la misma distribución. 
Esto es lo que se conoce como insensibilidad e les condiciones Iniciales. 

b) SI en un sistema mecánico pedimos que la distribución sea insensible a las condi-
ciones iniciales, no pedimos necesariamente que el sistema sea ergódico. En caso 
contrario, si el sistema es ergódico, cualquier función Integrable (en LO e inveriente 
(donde por invariante entendemos que el promedio temporal de f es independiente 
de la condición Inicial) debe ser constante casi donde quiera (2), en particular la 
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distribución de energía en un sistema estacionario es uniforme en el espacio fase 
(acotado en enegía y posición) la cual corresponde a une distribución del tipo micro-
canónico en el ensemble. 

Otro punto en común de estos trabajos consiste en verificar si es posible tener un sistema con 
equipartición de energía sin necesidad que el sistema sea ergódico. 

Así pues, mostraremos a continuación los resúmenes de los trabajos de Ferml, Ford, Chirikov y 
Northcote: 

I) FPU (Fenni-Pasta-Ulam)(24) 

A principio de los ellos cincuenta, Fermi, Pasta y Ulla., iniciaron el estudio de cadenas de oscila-
dores no lineales. Pretendían determinar si e partí,. de una pequeña perturbación •n el potencial ar-
mónico se podía obtener una distribución microcanónica tal como predecía la mecánica estadística. 
Además deseaban determinar que propiedades embree*s poseía el sistema. 

Los potenciales que propusieron fueron los siguientes: 

4.100 

4.110 

4.120 

Vi  ■ (1/2)x2  + (s/2)X3  

V2  • (1 /2)Xt  ($/4)x4  

■ 1(X2/2) -cx 

• la { 1 si 2«.11( x (24, O al x.5.-2-2  y >ars} 

cona y P COMO: a.  1/4 ,1 y 	1/18, 8. 
Con esos potenciales, el sistema fue simulado numbricamente en la computadora para un número 

de 54 partículas. Las condiciones Iniciales excitaban al sistema en tres formas distintas: distribu-
yendo a las partículas en forma *conoidal en la posición; en forma de diente de sierra y excitando el 
quinto modo normad. La energía se tomó tal que la energía asociada a la parte mnemónica del hamilto-
Mano no excediera el 10% de la parte armónica. 

Los resultados que obtuvieron fueron desconcertantes para esa época, ya que no se conocía el 
teorema de KAM. Los modos normales compartían ligeramente energía pero para tiempos regresaban 
a la distribución de energía original; únicamente compartían energía los modos de frecuencia alta. No 
se notó ninguna tendencia a la equipartición. 

Por otro lado, el sistema no mostró ninguna propiedad de ergodlcided o mezcla, comportándose 
más bien como un sistema estable. Este trabajo condujo a muchas polémicas y varios autores trata-
ron de encontrar la causa por la cual no se obtuvo equiparticl6n. 
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II) Chirikov (1986) (12) 

El objetivo principal dei trabajo fue buscar le causa por la cual FPU no llegaron a la equipartición 
en la energía. Partió del potencial 4.100 y consideró un desacoplamiento de las ecuaciones de movi-
miento igual al sistema 3.060. Llevando a cada ecuación de ese sistema a su correspondiente ecua-
ción de fase, como la ecuación 3.280, determinó las condiciones para las cuales el sistema se com-
portaría eatocfuiticamente, tal que 8 en 3.490 fuera mayor que uno. Concluye que al excitar Inicial-
mente loe modos altos de frecuencia resulta un comportamiento estocistico, en cambio una excita-
ción de los modas bajos nos lleva a comportamientos cuesiperi6dicos. Muestra resultados ~milicos 
que concuerdan con su hipótesis. Ademó* concluye que el modelo FPU no mostró estocasticidad 
puesto que s61° excitó modos de frecuencia baja. 

III) Ford (1983) (21) 

Al igual que Chirlkov, el propósito de su trabajo fue encontrar la razón por la cual FPU no llegaron 
a la equipartición de la energía. 

Partió del potencial 4.100 suponiendo que la energía de la parte no lineal no excediera de un 
10% de la energía en la parte lineal. El mikado que siguió se basa en el uso de un método perturbati-
vo en el sistema de ecuaciones transformado por 4.020. A partir de ahí analiza las condiciones en 
que aparecen denominadores pequeños en la solución de las ecuaciones de movimiento. Estos deno-
minadores pequeños dan origen a la inestabilidad del sistema. El escoger en forma apropiada las fre-
cuencias vr; en el sistema nos puede conducir a tener denominadores pequeños. 

Demuestra, numéricamente, que las frecuencias asociadas a denominadores pequeños 
(calculadas teóricamente) conducen a equiparte:16n de la energía, haciéndolo para 2, 3 , 5 y 15 par-
tículas. Muestra tumban que el modelo de FPU no posee frecuencias de *resonancia" y que por lo 
tanto debe ser un sistema cuaelpeei6dloo. 

Con respecto a la ergodloidad del sistema, muestra que la cadena de osciladores oon frecuen- 
cias resonantes posee 111.1111 de una constante de movimiento; para el caso de 	lo muestra analí- 
ticamente. Para mayor número de partículas lo muestra numéricamente. 

Propone que la forma de considerar modos nonadas en cadenas de oecHadores no lineales con-
siste en asociar estos a las constantes de movimiento que posee el sistema. Temblón inueetre numé-
ricamente que la distribución de energía en el tiempo de un oscilador en el sistema con frecuencia 
resonante sigue una distribución tipo Maxwell-floltzmann y que para una cadena de osciladores line-
ales, la distribución de la partícula de en medio es dei tipo Maxwell-Boitzesann. Con eso concluye que 
las partículas extremas resultan ser un buen belio %naiboa 

Cabe notar que para N■2, la cadena con frecuencia de resonancia es Idéntica al sistema de Ni-
non (20} en 3.610. 

iv) Northcote (1903) (26} 

Su trabajo se concreta a estudiar una cadena de osciladores lineales, donde las partículas pue-
den chocar entre ellas si se acercan lo suficiente. Muestra que tal sistema Hega a equipartloirm si la 
energía es superior a alerto umbral. El potencial consistió en un tinnino cuadrado mis una parad de 
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potencial, la cual simulaba el choque elástico entre partículas (las cuales poseían cierto radio). La 
concluslán de este trabajo fue que cuando la energía es suficiente como para que las partículas 
choquen, el sistema llega a la equipartición de la energía, lo cual se muestra numéricamente. 

d) Nocchieri st al. (1970) y Osigani st al. (1972) 

Quince anos después del trabajo de Fenal, Socchieri et al. (23) volvieron a retomar el problema 
de la cadena de osciladores, esta vez asignándole un potencial del tipo Lennard-Dones (L-J), que es 
usado normalmente en potenciales inter/nóminos (utilizando valores de constantes atómicas) y renor-
malizando el potencial obtienen: 

	

4.130 	V a 110( x-la  - x". ) + 27.5 

La Intención de este trabajo fue verificar si se cumplía la equIpartición de la energía en los mo-
dos normales cuando se proponía un potencial similar al que existen en las moléculas. Para hacerlo, 
recurrieron a loe métodos nulairloos para simular la cadena de osciladores con potencial L-J. Sus 
ecuaciones de movimiento eran: 

	

4.135 	 1.-eetx 1-2(21/4.34-34.,m(21/114«,-,r7  

.550(1-2(210+xi,t ribx 2 /4494., rx,r7  

Las condiciones Iniciales que reportaron en ese trabajo fueron: 

1) La gama del mero de partículas que probaron fue de 2 a 100 

La gama de las energías probadas variaron de E/Na1/20 a E/Na10, donde E/N 
significa la energía por partícula. 

110 La energía se *atribula principalmente en el primer modo normal (el de frecuen-
cia más baja). En algunas otros casos se equldlstrlbuyó la energía. 

El tiempo de simulación varió entre 77 y 1164 períodos largos (período del modo de frecuencia 
mis baja), el cual dependía del Malero de partículas que deseaban simular. 

El método para promediar fui calcular la energía del hamlltonlano de cada modo no perturbado: 
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4.138 	 Ek i (1 /2)(02k + W2kci2k) 

Promediaron en el tiempo cada Eh. utilizando la transformación 4.020 para calcular Ph  y 

Los resultados obtenidos loe podemos resumir en le siguiente forma: 

1) Cuando N > 6 y E/N > 1 , le distribución de energre en función de la frecuencia (E 
) tiende a equiparación. 

II) Cuando N > ay E/N < 1 y se excita un solo modo normal Inicialmente, el sistema 
tiene un comportamiento recurrente (cuaelperifidloo). 

N) Cuando E/N < 1/10, no importa como se excite el sistema Inicialmente, siempre 
tendrá un comportamiento recurrente. 

iv) Para N■2 y N■4 el aleteas tiene un comportamiento recurrente si es excitado 
un solo modo normal. 

Con estos resultado■, se puede concluir que E/N■1 es el umbral de energía para obtener equi-
paración (siempre que N sea mayor que 5). 

El trabajo de Gaigani (25) de 1972 toma la misma cadena de osciladores utilizada por Bocchieri 
y se Interesa por encontrar el tipo de distribución que tiene el sistema debajo del umbral E/N■1. El 
matado nuailidoo y el •modo de promediar Eh son idintioos al del trabajo anterior. Las condiciones ini-
dales que considera son: 

I) N va de 10a 100. 

II) E/N está entre 0.01 y 1. 

IN) Be excita únicamente el primer modo normal. 

Bajo estas tres condiciones iniciales, Galgani afirma que la distribución de mugre f.o (donde el 
rodio. j representa el j-selmo intervalo de tiempo donde se promedia E y n es el número del modo 
normal) tiene la forma de una distribución de Manca: 

4.160 
< Ein  > 	 - 1) 

El parámetro e se calcula dimensionaimente como: 

	

4.165 
	 e(in,o,e) ■ (im)1i1ee(1,1,1) 
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Siendo m la masa, • la constante de acoplamiento y e la distancia entre los átomos. Encuentran 
Que m(1,27.8,1) es Igual a 0.1 , morgue: 

4.158 	 0.02m1nelize 

En física atómica y embaular, las parámetros m, e y e cumplen con cierta precisión la siguiente 
relación: 

111 e 2211 
4.167 

Z as al número da electrones en si átomo, as( que a se mesar** mimos 

4.160 
	 e ■ 2/(25h) 

El perímetro en la ecuación 4.160 se ajusta por el minado de Chi-cuadrada: 

4.170 
	Xe(m»(100/010~din 

Drile ci topo) 

Admito demuestra que se tiene un mejor ajuste con la distribuoffin da 4.160 qua en una da tipo 
exponencial. Muestran un ejemplo para No14, obteniendo un valor pera de 1/2 (aproximadamente). 

A oontinusoMin 1131111111111"11011 las oonoluclonee de Ceban, y %cuaba. 
El trabajo de Colosal prueba condicionas badal** en las cuales, según Cocchi*" no cadete ten-

dencia a la equipartioirsie de la alterara. 81n embargo, a tales energías y excitando un solo modo nor-
mal, liotachieri afirma que el sistema puede tener un comportamiento recurrente. Una duda que surge 
del trabajo de Celad es como se puede hablar de una distribuoi6n tipo Planck en tales condicionas 
iniciales cuando al trabajo anterior aesoure que el sistema se comporta recurrentemente (o sea. 
sensible a las condiciones Iniciaba). 

Otro punto que 11411114 la atención es el hecho de que casi todas las condiciones Iniciales corres-
ponden i la excitación únicamente del primer modo normal, y en otras pocas veces equldletribuyendo 
la morera. Pero, qui sucede cuando se excite con otra condición Inicial, en particular sI se excita el 
último modo normal? el en estas trabajos afirman que existe algún tipo de distribución, ya sea Planck 
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o microcanónica, debe ser Independiente casi siempre de las condiciones iniciales ( siempre y cuan-
do las variables macroscópicas sean las mismas). En el trabajo de Galgani se hace la aclaración que 
cuando se excitan modos normales altos no se llega a una distribución tipo Planck y no dan ninguna 
Justificación acerca de este hecho. 

Si la cadena de osciladores con potencial L-J posee dos diferentes tipos de distribuciones, impli-
caría que E/Nal significa un cambio de fase en el sentido termodinámico, ya que el sistema cambia 
sus propiedades microscópicas, pero surge la pregunta sl dicho sistema solo posee estos dos tipos 
de distribución o si existen otro más? 

Era necesario aclarar asta conjunto de confusiones y dudas que teníamos sobre loe trabajos de 
Bocchied y Gaigani (en particular *1 segundo trabajo resultaba muy obscuro en sus conclusiones). 
Para poder asegurar la existencia de una distribución tipo Planck en la cadena de osciladores con 
potencial L-J era necesario simular numéricamente dicho sistema y probar aquella* condiciones Ini-
ciales que fueron discutidas en loe trabajo* de llocchieri y Salgan§ para así verificar si tales distri-
buciones son ineeneibiee a las condiciones Iniciales. El no realizar talas simulaciones numéricas impli-
caría que cualquier orfbca *obre eme trabajos resultaría ambigua. 

e) Descripción del Modelo y Discusión dei Método Numérico 

Para estudiar el movimiento y calcular la distribución de energía de una cadena de osciladores 
con potencial L-J debemos primero establecer ei modelo. El potencial L-J que exista entre partículas 
contiguas lo tenemos descrito en la ecuación 4.130. donde x se la distancia entre lea partículas. La 
forma de ~te potencial la podemos observar en la figura 4.40. El punto de mínima energía as en-
cuentra en 210. Las ecuaciones de movimiento de la cadena de osciladores con potencial L-J para N 
partículas son las ecuaciones 4.133. que son N ecausolonee diferenciales de segundo orden. Par me-
dio de las ecuaciones de Hamilton, podemos cambiar el sistema de N actuaciones 4.136 por un siste-
ma de 2N ecuaciones de primer grado: 

kin-e60(1-2(21 /11**.-14.1)4X211641C4-14.1)-7  • 
4.100 
	 +.450(1  -2(2 iiii*"„ -304x2'1•.".1-x1)-7  

El valor de I va de 1 a N , ademé* so  a xphi a O por ser una cadena de extremos fijos. 

Para simular el coeeportamiento de la cadena de osciladores a través de Mempo, e* buscó la so-
lución del sistema da 2M ecuaciones 4.190 en forma numérica. El método utilizado fue el de Ademe y 
Maullan (27) con la característica de tener un arranque automático de primer orden, control de or-
den (hasta octavo orden) y paso varialbe según los requerimientos de precisión deseados. 
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El programa de simulación, en la mayoría de los casos, calcula 100 000 puntos a partír de la con-
dición Inicial ( un punto es un vector de 2N coordenadas pi  y x, ), de loe cuales sólo se guardan en 
disco 10 000 puntos (uno cada diez calculado.) para hacer posteriormente promedios sobre ellos. 

El programa se corrió en una computadora PDP-11/34 con procesador de punto flotante; el pro-
grama se dividió en tres partes, uno que Inicia la simulación, otro que propiamente realiza la Integra-
ción de las ecuaciones y el último que realiza los promedios. 

La unidad de tiempo de simulación es el periodo largo (tal como lo define liocchieri), que ea el pe-
riodo de la frecuencia mis baja. Las frecuencias no perturbadas están dadas como: 

u/ ■ 21f7d73 ain(1112(N+1)) 
4.200 

Ad, el período largo ea aproximadamente N/20. 
Los tiempos de simulación fueron en promedio de 60 a 100 períodos largos, que lleven aproxima-

damente dos horas de maquina. La precisión en la energía no ver* más del 1% en la mayoría de las 
simulaciones. En total se realizaron 10 simulaciones numbitcaii, de las cuales una se extendió a casi 
1000 períodos largos (ocupando mas de 40 horas de procesador!). 

f) ()atoe Iniciales y Forma de Calcular los Promedios 

Después de verificar que el sistema de cómputo funcionara bien probfindolo con un sistema de 
diez osciladores embodega, se tenían que decidir las condiciones Iniciales que nos eran de mayor In-
terás. 

En primer lugar, el número de partículas que tomamos fue lie 1 O pero tambitin se probó N■11, el 
elegir este número dependió de la capacidad de computo con que contabamos, tratando de escoger 
el menor valor de N posible tal que estuviera arriba del límite marcado por Socchieri de N■d. 

La gama de energías con las que trabajo fue relativamente amplio, de E/N■1/d a E/N■0.14 para 
así poder cubrir el espectro de energía en el cual (Miami reporta haber tenido distribución tipo 
Plarick (E/N■0.01 a 1) y tambalee el Intervalo de energía donde Nom:hien nos muestra que obtuvo 
equiparticl6n (E/N mayor que 1). 

La forma en que se excitó Inicialmente al sistema la podemos dividir en dos partes: 1) Excitando 
un solo modo normal,10 Excitando una sola partícula. En ambos casos se le dio toda la energía inicial 
a la partícula o modo en forma de energía olnitloa. Como se puede ver de la transformación 4.020, 
cuando se excita una sola partícula equivale a excitar a todos los modos normales siguiendo una dis-
trIbualbn proporcional a: 

aint(wl/N+1) 
4.205 

Igualmente, al excitar un solo modo, las partículas se excitan proporcionalmente a 4.206. 

Como nuestra Intención era examinar el comportamiento de la cadena L-J en condiciones Iniciales 
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diferentes a las utilizadas por Bocchieri y Gaigani, decidimos hacer una serie de simulaciones exci-
tando el último modo normal a diferentes energías. También excitamos el primer modo normal para te-
ner una forma de comparar las distribuciones obtenidas de ambas formas de excitar el sistema. 
Cuando se excitó una sola partícula, los modos se excitaron en forma proporcional a 4.206; este tipo 
de excitación Inicial del sistema nos di6 la posibilidad de verificar cuáles modos normales compartían 
energía más fuertemente. En total se realizaron 16 simulaciones, de las cuele* 6 correspondieron a 
excitar el último modo normal (E/Ne1/8, 3/4, 1, 6, 6.14 y 60/11), otras dos excitando el primer mo-
do normal (E/» 1, 6), seis excitando a la primera partícula (E/N•1 /8, 1/4, 1/2, 1, 2, 6) y por último 
do* excitando los modos en forma azarosa (E/Na8.14). 

El método seguido para promediar consistió en tomar 20 subprosedlos de los datos que estaban 
almacenados en disco, de los cuales se obtiene un promedio total con su desviación. Dos tipos de 
variables se promediaron: la energía cinética de cada partícula y la energía cinética de cada modo 
normal, utilizando para este último promedio la trasformación Inversa de 4.020. El hecho de haber es-
cogido como promedio la energía cinética y no la energía total fue porque conocemos can toda preci-
sión el valor de la energía cinética (de los modos y las partículas) y en cambio utilizar la ecuación 
4.135 para obtener la energía total nos da sólo un valor aproximado siempre y cuando las soluciones 
del sistema de ecuaciones no se alejen demasiado de la solución del sistema no perturbado, ya que 
sólo de esta manera podemos seguir Identificando los modos normales. Por esta razón preferimos 
promediar la energía cinética, ya que si el sistema hubiera tenido comportamiento *módico, el cálculo 
de energía total por medio de la ecuación 4.136 no tendría significado alguno. 

En el apéndice se muestran los programas utilizados para simular al sistema y obtener sus prome-
dios. 

g) Resultados Obtenidos 

Para ~azar los resultados y ampararlos con lbs obtenidos por Socchieri y Seisena, agrupamos 
los resultados de acuerdo a la condiciones iniciales. 

1) Mimo modo excitado 
Loe resultados en estas seis simulaciones fueron sorprendentes. Con esta condición inicial empe-

zamos las simulaciones con una energía relativamente baje, E/No1/8; al cabo de 60 períodos largos 
la distribución de energía se mantuvo invarlants, o sea, el último modo normal no compartió su energía 
a los modos vecinos. Aumentamos la energía E/N a 3/4, 1, 5, 8.14 y 50/11, el resultado fue el mis-
mo, la distribución no se modificó,. En la figura 4.60 podemos ver los resultados, los cuales nos indica 
que de alguna forma el último modo mantiene su energía inveriente, aún cuando E/N >1 (con No10, 
11), lo que no concuerda con el resultado de Boochieri, ya que deberíamos esperar equIpartición de 
la energía. Ahora, para energías bajas (E/N o 1/8) se debía haber obtenido una distribución tipo 
Planck según Galga" pero el resultado que obtuvimos no ea de ninguna manera una distribución tipo 
Planck. 

Es plausible pensar que si sistema, bajo esta condición Inicial, tiene un comportamiento recurren-
te, ya que el último modo mantiene su energía tal como resultaría en el sistema no perturbado. Es 
cierto que los tiempos de simulación corresponden a la décima parte del tiempo utilizado en el traba-
jo de llocohleri, sin embargo no se nota ninguna tendencia del último modo a compartir energía con 
sus vecinos. 
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Tal resultado nos hace sospechar que el sistema es fuertemente sensible a las condiciones in1- 
ciales, inclusive para E/N > 1. 	 4111 

2) Primer modo excitado 
Con esta condición inicial sólo realizamos dos simulaciones con las siguientes energías, E/N= 1, 

60/11. El resultado obtenido Indica que el primer modo normal comparte energía a loa modos vecinos 
rápidamente, tal como lo vemos en la figura 4.58. 

Bajo esta condición Inicial podemos esperar que en un tiempo mayor, por ejemplo 1000 períodos 
largos, se llegue a obtener equipartición. Tal parece que este resultado concuerda con el obtenido 
por Bocchieri. 

Un hecho Interesante es que la rapidez con la que el primar modo comparte energía con sus veci-
nos depende de la energía total del sistema, pues a bajas energías (menores que E/N ■1), le distri-
bución de energía del sistema cuando se excita inicialmente el primer modo tendrá aproximadamente 
la forma de la figura 4.66 desolaba de un periodo muy largo de simulación. Tal forma nos recuerda una 
distribución tipo exponencial o tipo Planok (que es el tipo de distribución que Galgani obtiene). Pero 
esto Implica que s6io excitando los primeros modos normales se obtiene una distribución tipo Planck, 
lo que significa que tal distribución depende fuertemete de las condiciones iniciales. En el trabajo de 
Osigani se encuentra un comentario referente a que sólo excitado el primer modo normal se podía 
obtener la distribución tipo Planok, lo cual apoya nuestra hipótesis. Podemos concksk que la distribu-
ción tipo Pianok es sensible a las condiciones Iniciales. 

3) Primera partícula excitada 
Por loe resultados obtenidos en 1) y 2) es de esperar que cuando el sistema se excite inicial-

mente con una distribución proporcional a 4.205, sólo en los modos bajos se padrón apreciar cambios 
en la distribución, en cambio los modos altos mantendrán su energía Inicial con la que fueron excita-
dos. En las simulaciones realizadas con esta condición Inicial y ton energías Iguales a E/N ■ 1/6. 
1/4, 1/2, 1, 2 y 6 se obtuvieron las distribuciones de energía de loe modos normales tal como se 
puede ver en la figura 4.50. 

Este resultado nos confirma que los modos bajos comparten energía más fuertemente que los mo-
dos altos y la velocidad con que lo hacen depende de la energía total del sistema. De este afirma-
ción se sugiere que la equlparticlón del sistema depende fuertemente de que sean excitados inicial-
mente algunos modos bajos. 

4) Distribución de energía en las partículas 
Al observar las distribuciones de energía en las partículas nos damos cuenta de que cuando son 

excitados algunos modos bajos inicialmente, le distribución de energía de las partículas tiene la for-
ma que se muestra en la figura 4.70. 

Son las partícula. de los extremos las que generalmente tienen una energía en unos casos mayor 
y en otros menor que el promedio de las partículas interiores. Tal comportamiento sugiere que las 



E 

y 

E/N=50/11 
T=70 

E/N=1 
T=100 

-52a- 

w 

Figura 4.55 



E 
-52b- 

1 1 y . . 1 . 4 	 

E 

E/N=1/8 T=90 

E/N=1/2 T=110 

E E 

E/N=1/4 T=60 

1 1 1 1 11 S y 1 y y 

E/N=1 T=60 

E E 

1 1 1 1 	 1 1 

E/N=2 T=100 

w 

Figura 4.60 
1 1 1 1 1 	 

E/N=5 T=80 



 
E 

	/ 
 

E 	 -52c- 

   

   

w to 

  

ir 	V 	V 	y 	r 	• 

  

   

. 	. 	' 
E/N=1/8 T=90 	 E/N=1/4 T=60 

E 

W 

fr 	11111TUI 1 

E/N=1/2 T=100 

rw\ 
(13 

Y 	1 	V 	Ir 	r 	1 	1 	. 
E/N=1 T=100 

E 

4.1 
. 	1 	. 	. 	. 

E/N=2 T=100 

y 	y 	 y 	y 	V 	 V 	y 	V 

E/N=1 T=60 

w 

E 

w (1) 
Y 	I 	11 	y 	yir 	Ir 

E/N=5 T=80 	Figura 4.70 
1 	1 	Y 	• 	Y 	i 	V 	I 

E/N=50/11 T=70 



partículas de los extremos actúan como un bailo térmico de la cadena Interna de osciladores. Por tal 
motivo pensamos promediar el sistema excluyendo las partículas de los extremos. Al observar el pro-
medio sobre los modos normales (excluyendo las dos partículas del extremo) las distribuciones obte-
nidas no mostraron un cambio cualitativo importante en comparación con las distribuciones originales. 

6) Simulaciones con diferente número de partículas 
Una pregunta que nos surgió sobre los resultados anteriores es sl éstos dependían del número de 

partículas, o sea de la paridad de N. Hicimos simulaciones con once partículas para cambiar la pari-
dad de N y encontramos que el sistema segura manteniendo el mismo comportamiento. 

O) Simulación prolongada 
Una duda que teníamos sobre nuestros resultados es el varía la distribución en forma cualitativa 

cuando el tiempo de simulación se prolonga más. Para quitarnos de duda, elegimos simular al aleteen« 
en un período largo con una distribución inicial al azar y energía E/N■0.14, verificando a diferentes 
tiempos cómo variaba dicha distribución. Según Mochila" a tal energía el sistema debería Negar a 
equipartición; sin embargo el resultado fui otro. La figura 4.00 muestra la distribución obtenida al 
tiempo t.70 y t■1100 ( en períodos largos). 

Tal parece de la gráfica de distribución, que la energía de los modos se conserva en forma apro-
ximada. Esto nos confirma el hecho de que la cadena de osciladores con potencial L-J depende fuer-
temente de las condiciones iniciales. 

7) Simulaciones de verificación 
Siempre que se realizan simulaciones numéricas se tiene la duda de que si sistema computacional 

no concuerde con la solución real del problema. En nuestro caso no teníamos la certeza de tener al-
gún error en los programas, por lo cual decidimos hacer simulaciones de otros sistemas de cadenas 
de osciladores. Probamos en primer lugar la cadena armónica y comparamos los resultados con la so-
lución exacta y en segundo lugar probamos si sistema de cadena de osciladores utilizado por Ford 
(21) descrito anteriormente. Para este último caso tomamos la cadena de cinco osciladores fuera de 
resonancia y en resonancia, comparando loe resultados con los reportados por Ford (21). Para todas 
estas simulaciones coincidieron en forma muy aproximada con loe resultados exactos o reportados. 

h) Conclusiones 

En esta :lección resumiremos los resultados obtenidos en las simulaciones que realizamos y los 
compararemos con los resultados de los trabajos discutidos anteriormente. En particular, haremos 
una serie de criticas sobre los trabajos de 13occhieri y Galgani. 

i) A partir de las simulaciones realizadas y basándonos también en algunas inconsis-
tencias (como la dependencia de excitar los primeros modos normales para obtener 
Planok, el uso de la energía total de los modos normales para promediar, etc.) da los 
trabajos de Goleen' y Bocchieri, podemos decir que el sistema de cadena de oscila-
dores con potencial Lennard-Jones es sensible a las condiciones Iniciales ( en la 
gama distribución en el sentido termodinámico. Como dijimos, el sistema tiene un 
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comportamiento muy diferente si es excitado el primero o el último modo normal. Una 
explicación que podemos dar a este fenómeno es que cuando doe modos normales 
perturbados tiene la misma energía, es el modo de frecuencia más baja el que se 
verá más perturbado debido a que tiene que oscilar con mayor amplitud (hay que 
recordar que la energía es proporcional al cuadrado de la amplitud y de la 
frecuencia), por esta razón los modos de mayor frecuencia oscilan con menor ampli-
tud y por ende estarán oscilando en la parte lineal (o cercana) del potencial. Esto 
quiere decir que loe modos altos conservarán más su energía, en cambio loe modos 
bajos compartirán rápidamente la energía. 

No es posible hacer une afirmación rotunda de que la cadena de osciladores con 
potencial L-J sea sensible a las condiciones iniciales. ya que estamos basando tal 
afirmación en los resultados de un conjunto pequen° y limitado de simulaciones, cu-
yos resultados no concordaron con lo predicho por Illocchien y Gatean'. Para confir-
mar nuestras oonaluslones se necesario demostrar que el sistema con potencial L-J 
es estable, esto quiere decir que cumple con las hipótesis del teorema de «AM. SI 
tal cosa es cierta, ~loaría inmediatamente que el sistema no puede ser *módico 
y que su comportamiento dependa fuertemente de las condiciones iniciales (debido 
a la estabilidad del sistema). Para cumplir las hipótesis del teorema de KAM deben 
satisfacerse las ecuaciones 3.445 y 3.446; esto Implica que debemos encontrar los 
valores de les constantes enunciadas en 3.446 tal que «opten a la suma de las fre-
cuencias por los enteros, entonces demostrando que tales constantes existen y 
que realmente la amatoria queda acotadas. solamente ser podremos afirmar que el 
sistema es estable. El utilizar la computadora para hacer todas las permutaciones 
de número. enteros tales que la suma de sus módulos sea igual a un entero M (esto 
es para aplicarlo a la ecuación 3.446) puede llevamos una cantidad morras de 
tiempo de máquina (aun considerando simetrías), así que es necesario buscar un 
mitodo analítico que ainipliflque el problema y podamos obtener tales constantes. 
En un trabajo realizado por »chirla (26) se demuestra formalmente que el sistema 
de FPU cumple con el teorema de KAN; sería interesante entonces aplicar tal mito-
do a nuestra cadena de osciladores y verificar el es estable el sistema. 

III) SI el teorema de KAM se cumple para la cadena con potencial L-J, entonces no 
puede haber resonancias en el sistema; esto concuerda • con las conclusiones de 
Ford en si sentido de que un sistema no resonante no puede llegar a equIpartición. 
También podemos pensar que la cadena con potencial L-J tuviera un umbral de 
energía para la cual el sistema ya no cumpla con las hipótesis del teorema de KAM 
(energías muy altas); sin embargo parece que a las energías en que trabajemos es-
te no es el caso, ya que a energías muy altas (mucho mayores que E/N■27.6) el po-
tencial Lennard-Jones podría ser substituido por una pared de potencial, y recor-
dando el ejemplo de Morthcote, sólo se llega a oquipartición el el sistema tiene tal 
energía que logra "chocar con la pared de potencial"; a energías más bajas si sis-
tema se mantiene estable. En nuestro caso, que trabajamos a energías inferiores a 

O, estamos muy lejos de ese umbral y por lo tanto debemos considerar que no 
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violamos esa hipótesis del teorema de KAN. 

Iv) El trabajo de Galgani et al. muestra una grave inconsistencia debido a que la 
distribución que ellos obtienen depende fuertemente de la condición Inicial. Por esta 
razón no tiene sentido hablar de distribución en este sistema. Consideramos pues 
que no es posible tener una distribución tipo Planck en este sistema tal como lo 
propone Caigan'. 8In embargo faltarla demostrar que en una cadena de osciladores 
la Canica distribución posible es le equipartición de energía, pero si es posible de-
mostrar que solamente se puede tener una distribución (en si sentido estadístico) 
cuando el sistema es ergbdico, se podría demostrar que en un sistema cerrado la 
Canica distribución posible es la microcanónIca. 

y) Temblón se debe Investigar más acerca de los resultados de la mecánica esta-
dística en sistemas mecánicos, como por ejemplo ver el es verifica el teorema del 
Virial en sistemas que poseen propiedades estadísticas. 
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5. Concluciones 

Pera finalizar este trabajo de tesis haremos una recopilación de las concluciones más Importan-
tes expuestas a troves de loe cuatro capítulos anteriores. 

La visión actual de la mecánica no se limita solamente a resolver un sistema de eouaclonss dife-
renciales dadas las condiciones iniciales, sino que al incluir las Ideas de ensemble, distribuciones y 
promedios aumenta sus posibilidades. En primer lugar pueden estudiar los fenómenos de estabilidad e 
Inestabilidad de las ecuaciones diferenciales y de sus soluciones y junto con una formulación de la 
teoría ergódica, se pueden reconocer fenómenos azarosos • irreversibles cuyo origen es písenme:te 
mecánico. Aqui hemos estudiado sistemas mecánicos en que aparecen procesos estociaticos, para 
esto fui necesário seguir tres pasos: 

Oldentifku al molan* de corte• del sistema mecánico como el único medio posible 
para poder observar un comportamiento estocástico y ligar la idea de azar con el de 
inestabilidad. 

ii) Estudiar el concepto de azar (restringido a una distribución uniforme) en micado-
nes infinitas. 

III) Mostrar e utilizar los principales aspectos y teoremas de la teoría *módica, aso-
Candados con los problemas de azar e inestabilidad. 

De lo anterior se concluye que los conceptos de azar y determinismo en los sistemas iseolinloos 
no son antagónicos, ya que eso depende del punto de vista que se adopte para observar al sistema, 
en particular depende del número de parámetros que se consideren en la observación del sistema 
mecánico. 

La eplicabiiidad de la mecánica clásica as ve acotada Interiormente por el micromundo. Como sa-
bemos, solo la 'mecánica cuántica puede explicar correctamente los fenómenos que ahí ocurren. Por 
seta razón es sorprendente que ilocolderi et al. y ealgani st al. obtengan a par* de una sistema 
clásico una distribución de energía tipo Planck (en función de w), donde el ~tomo corresponde 
una cadena de osciladores no Anemia». Por tea profundas ropero:molones que esto traería sobre los 
fundamentos de la mecánica cuántica, nos decidimos a estudiar a fondo este problema. 

Como antecedente para estudiar el comportamientos de las cadenas de osciladores enano:Miaus, 
fue necesario conocer bajo que condiciones un oscilador enarmónico tiene un comportamiento Inesta-
ble. Es importante determinar la estabilidad o inestabilidad de las soluciones de las ecuaciones de 
showlealento ya que solamente podemos asegurar una distribución de energía que dependa exclusiva-
mente de las variables macroscópicas del sistema cuando este su comporta de manera Inestable. 

Las concluclonss a las que llegamos sobre el estudio de osciladores enarmónico* las podemos re-
sumir en dos párrafos: 

I) Solamente cuando el sistema de osciladores tiene resonancias y a su vez existe 
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traslape entre ellas, el sistema seré azaroso e inestable. 

II) Cuando no existen resonancias de orden bajo en el sistema, éste tendré un com-
portamiento estable.< > El siguiente paso fui recopilar los resultados de mecánica 

estadística y teoría ergódica referente a funciones de distribución en sistemas cerrados: 
1) En mecánica estadística, cualquier distribución debe depender solamente de las 
variables macroso6picas. 

II) La mecánica estadística establece que un sistema cerrado solo puede tener un 
tipo de distribución, la microcanónica. 
lii) En un sistema erg6dlco, la función de distribución es necesariamente uniforme. 

A continuación es revisó la literatura para buscar trabajos relativos a cadenas de osolladorea an-
tecesores del trabajo que estudiamos. Todos los trabajos que encontramos concuerdan con los re-
sultados de mecánica estadística y con la ~fa ergidica, no existen evidencias anteriores de ha-
ber obtenido una distribución que no sea la uniforme. 

El hecho de no existir ningún antecedente que respalde los resultados del trabajo de Gafad:ni et 
al. y Socchieri et al. y al no concordar este trabajo con la mecánica estadística y con la teoría erg6-
dice, nos motivó a repitieremos los cálculos numéricos con los que hablan obtenido la distribución tipo 
Planea. 

Despues de una serie de simulaciones numéricas de la cadena de osciladores con potencial 
Lennard-Jonsa, con un número de partículas igual a N• 1 O y Nii11, llegamos a la conclución siguiente: 

El sistema depende fuertemente de las condiciones iniciales y por lo tanto, no 
tiene sentido definir en dicho sistema algún tipo de distribución.< > Esta no fui de 

ninguna manera una demostración formal sobre la no existencia de una distribución tipo ',Sanca en 
ésta cadena de osciladores, sin embargo, nuestros resultados nos marcan si camino a seguir para 
hacer una demostración formal, cuyos principales elementos a Investigar serian: 

I) Demostrar que el sistema de osciladores cumplen con el teorema de KAM. 

U) Mostrar 1~1(one/sante las frecuencias de resonada, si existen, del sistema de 
osciladores. 

Por último, serla Interesante extender este tipo de investigación a cadenas de osciladores con 
cualquier tipo de potencial. Un punto de interes seria el mostrar que la única distribución posible en 
dichos sistemas es la uniforme y ademas que no es posible tener alguna distribución si el sistema no 
es al menos ergódlco. Estas hipótesis nos llevarían a la Idea de que las propiedades estadísticas de 
los sistemas mecánicos Implican necesariamente ergodicidad. Además, utilizando esas hipótesis se 
podría determinar sl un sistema es *módico simplemente promediando en tiempos finitos algún pará-
metro, en particular el Vidal. 
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Apiondice 

A continuación mostramos los programas utilizados para realizar las simulaciones numéricas ex-
puestas en el capitulo IV. El orden en que aparecen loe listados corresponden a los siguiente. pro-
gramas: 

1) Programa de Inicialización de puimetros. 

2) Progresa de simulación numérica. Este programa utiliza une rutina de integración 
numérica llamada •AMRER•, la cual esta descrita en el libro de Gear (27). 

4) Programa de evaluación de los promedios temporales de la *nuera cinética de 
las partfoules. 

4) Programa de evaluación de los promedios temporales de la emanara cinética de 
loe modos normales, cebadados a partir del Muero de partroulas que se quieran 
considerar (esta parte del programa se utilizó para evaluar loe efectos de de 
borde). 

Estos programas fueron escritos en FORTRAN IV-PLUS para el sistema operativo MIX1114 V-4.1 
en una maquina PDP-11 /444 con procesador de punto flotante. 
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27-ene-81 20 19:37 

IMPLICIT PEAL*8 
COMMON iNUMEC/TKK,DOSLI,NUM 
COMMON -,ENER?ICONT 
LIMENSION Y(40.0),GUARDA(40,1'.' 	YMA› ,10!. C1*JC!),RPF1 :- 
DIMENSION ERROR(40),PW(40,40.IRSi40,4; 
DIMENSION ENPROM(20) 

OFEN(UNIT=5,NAME='TI 	) 
OFEN(UNIT=6,NAME='71 ') 
OFEN(UNIT=3,NAME='LP: ') 

C .41***-1-1-4 y 4 .74-4-1F1.-*****4-a41R-1-?4•44.4t 

C* 	LECTURA DE DATOS. SE  PIDE EL WMERO DE MAir,G, 
C4 	TIEMPO DE INICIO,COND1CIONES INICIAL', 
C* 	VALORES MAX. DE LAS VARIABLES, PASOS MI - 
C* 	NIMOS Y MAXIMOS DE INTEGRACION, MEIODi."; 

Ps.!TEGRACION Y CUANTAS ITERACIONES 5C (,')UIE- 
ea. 	RC.0 	CON QUE PRESICION. 

C 
XP11,2.141592654D0 
DOS6=2 OD0**(1/6) 
WRITE(6,1) 
FORMAT(2X,'NUMERO LE MASAS') 
READ(5.3) NUM 
FORMAT(I4) 
WRITE(6.2) 

2 	FORMAT(3X, 'TIEMPO INICIAL Y i'INAL 
READ(5, 450 TI, TF 

iP-10 	FORMAT(2F10.5) 
WRITE(6,450)ThTF 
WRITE(6,910) 

210 	FORMAT(3Y, 'VALORES INICIALES l'!‘J MODO NORMAL :SI=1)', 
READ(5.3)IDATO 

3:5 	FORMAT(2X. 'VALORES 1NECIALE5 	Ctl) 	EN MODO NORMAL --; 
FORMAT(2X, 'VALORES INICIALES 	1.1) * 
DO 30 1=1, NUM 

N.=1 
IF(IDATO.NE.1)00 TO 220 

k=2 
WRITE(6,215) 
GO Te 330 

WRITE(6,5) 
290 	READ(5.450) YI2*I-1,R) v124i,i 

WRITE(6,450) Y(2*I-1,1.:),V(24,1,1^. 
30 	CONTINUE 

IF(IDATO.NE.1)G0 TO 335 
DO 340 I=1,NUM 
SUMY=0 
SUMP=0 
DO 351 J=1,NUM 

SUMY=3UMY+D3IN((141U9>XPI)/INUM+1))*Y(2*,/-1 2> 
SUMP=SUMP+DSIN((l*j*XFIN/ ( NUM+1))*Y(2*J,2) 

351 	CONTINUE 
Y(I*2-1,1) = DSGRT(;i 0D0/(NUM+11)*1iU1'IY 
Y(I*? 1) = DSORT(2 ODO/(NUM+1)),/SUMP 
WRITE16,345) Y(I*2-1,1).Y(I,,,2,1) 

345 	FORMAT(2X, 'Y= ',D12.5,, *P= ',DI2.5 
340 	CONTINUE 
33 	WRITE(6,6) 
6 	FORMAT(2X. 'DAME PASO INICIAL, EL MININO Y MAIM0') 

READ(5,451 1  1-1,1-IMIN,HMAX 
451 	FORMAT(3F1 5. 10) 

WRITE(6,451)H,MMIN,HMAX 
WRITE(6,8) 
FORMAT(2X. 'DAME ERROR PERMITIDO POR PASO ') 
READ(5,452) ESP 

452 	FORMAT(F15.S) 
DO 37 Jd=1,NUM 
1=JJ*2 
WRITE(6.16) 

pagina 1 
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16 	FORMAT(4X, 'Y-maxima Y P-maxima ') 
READ(5,450) YMAX(I-1),YMAY(I) 

37 	CONTINUE 
WRITE(6,9) 
WRITE(6,9) 

FORMAT(2X, 'DAME METODO 0-ADAMS. 1 Y 2 GEAR. Y MAX. ORDEN DE K') 
READ(5,453) MF, MAXDER 

453 	FORMAT(2I5) 
10 	FORMAT(2I2) 

WRITE(6,11) 
11 	FORMAT(2X, 'DAME CONSTANTE DEL RESORTE') 

READ(5,452) TKK 
WRITE(6,41) 
READ(5,454) LOOPI,LOOPO,LOOPE 

454 	FORMAT(3I7) 
41 	FORMAT(3X, 'NUM. DE ITERACIONES POR CALCULO, NUMERO DE CALCULOS 

/,'Y NUMERO DE ARCHIVOS') 
C*4414**41#4**M*************************************** 
0* 
(* 	EN ESTA PARTE SE IMPRIMEN LOS DATOS-Y CON- 
C * 	DICIONES 1NCIALES EN EL PERIFER1C0 QUE 
C* 	SE HALLA SELECIONADO (FILE 7) 
L* 
c********.4-***** o. ***************-4.****************** 

WRITE(3.21) NUM, TKK 
xLOCIPO=DFLOAT(LOOPO) 
XLJOPE=DFLOAT(LOOPE) 
XTAM=XLOOPO/XLOOPE 
ITAMA=IDINT(XTAM) 
ITAM=ITAMA*NUM 5*NUM 

Zsl 	FORMAT(5X, 'NUMERO DE MASAS = 	13. 5X. 'CONSTANTE DEL RES.='. 
DIO. 5,1/) 

CALL ENERG1(Y,T,TOT) 
WRITE(3.2P) TOT 

2') 	FORMAT(5W: 'ENERGIA DEL SISTEMA =',D13.5,1/). 
WRITE(6,29 TOT 
WRITE(3,22) TI,TF 
FORMAT(5X, 'TIEMPO INICIAL = ',D10 5, 'TIEMPO FINAL = 1,1)(0.5,//) 
DO 42 I=1,NUM 

WRITE<3,23) I, Y(2*I-1, 1),Y(2*I, 1) 
WRITE(3,24) YMAX(2*1-1),YMAX(2*I) 

.7Y3 	FORMAT17X, .MASA',J2. 	Y-INICIAL - ',D13.5. 
' 	P-INICIAL =' D13.5,/T 

5 	2A 	FORMAT(16X, 'Y-MAXIMA =',D13.5,5X, 'P-MAXIMA =',D13.5,//) 
42 	CONTINUE 

IF(IDATO.NE.1) GO TO 365 
WRITE(3,366) 

366 	FORMAT(////,5X, 'CONDICIONES INICIALES DE MODOS NORMALES', //) 
DO 367 J=1,NUM 

WRITE(3,368) J,Y(2*J-1,2),Y(24.12) 
368 	FORMAT(/,4X, 'MODO= '.12,3X, 'O= ',013.5, 

3X. 'P= ',013 5.1) 
367 	CONTINUE 
365 	WRI7E19,26) H,HMIN,HMAX 

FORMAT(//,5)(, ' PASO INICIAL= ',D15.3,' PASO MINIMO= ',D15.8, 
' PASO MAXIMO= ',D15.8,//) 

WRITE(3,27) ESP,MF•MAXDER 
FORMAT(6X, 'MAXIMO ERROR= ',D10.5,5X, 'METODO (0=ADAMS)', I2, 

5X, 'MAXIMO ORDEN =',I2,11) 
WRITE(3.81) LOOPI,LOOPO 

SI 	FORMAT(5X, 'NUMERO DE ITERACIONES POR CALCULO DE ENERGIA = 
I5,/,5X, 'TOTAL DE CALCULOS DE ENERGIAS=', 
I5,/////) 

c********.s1*******t***************************** 

C* 	ESTA PARTE CALCULA LOS PARAMETROS INICIALES 
e* 	DE LOS MODOS NORMALES DE OSCILACION, CALCU- 
C* 	LA LAS CONSTANTES CLJ) (AMPLITUD),WCJJ (FRE- 
C* 	CUENCIA) Y [Mi] (FASE) DE LA ECUACION: 
C* 
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YEJ:L 	CEJ) COEUNOI WI)5+1"  
71-   

WPITE43.210) 
RORMAT(////.3X, 'CARACTERISTICAS DL LOS MODO NORMALES. ,:/) 
DO 210 143.NUM 
SUMY'40 
SUMP=-0 
DO 200 J=1.NUM 

SUMY.-6UMY+DSIN((1*~,15;.NUM+15)*Y..:!+.3-1 , 1) 
SUMP,4 SUMP+ESIN(11-«;„14KR15-.NUM+!))*Y124J.1) 

200 	CONT INUE 
SUMY4-DSGRT(2.0D0i(NUM+1)*SUMY 
SUMPr-DSUR1(2.0D0/(NUM+1.)*SUMP 
WRPEC=DSGRT(4.0DO*T14.k.Y4DSID(14XR151(2 O0UINUM+1))) 
IFISUMY. NE. O 0) CO TU .71b0 

FASE.,XPIi2 
CNST,4-SUMP/WFREC 
GO TO 310 

J50 	FASE-4DATAN(-SUMRi(WFRECuSUM-':› 
CNST=SUMY/DCOSIFASE) 
WR ! re ( 3, 380 ) I CNST. FASE 
f,ORMAT t 5 	MONi 	1=s, E y.. 	1)13, 5, 

".."!x. ' .V.5E 	' 	5, D... 	' 	5.  
200 	C 	I NUE 

(.4 	GUARDA DAWS INICIALES EN DI'21CO 
.»- n- 

OPEN(UNI T.--•4, NAME,-  'DV EIATUE DA Y', 
FORM,t'UNFORMATTED., 
RECORDSIZE,44,MAXR ( C4NUm*24-5) 

!,,fg I TF 4 ›Num, 	MA X DER . L(..)0P I . LOOP L OOP E . MODE OP. tlAR CH 
WRITE ( 45 I AMA, 1 CAM, O. U. 0.17, C. 
WR I TE <45T. EST' 
WR TE ( 4 ) 	H 
WRITE(4)HMIN,HMAX 
DO h00 I.41,NUM 

WRITE(45 v41*2-1,15.1421,1 
h 	(2ONTINUE 

DO 620 141' NUM 
WRITE(4) YMA1(1*Z1 -i7.YmAX(10.' 

61,n 	CONTINÚE 
CLOSE(UNIT:45) 
STOP 
END 

C*11.**~1-41-14,4 14ir-1 .1~I*1'.4.~4**.1*.A**,1****4i-431** 

C4 	S1JERUT1NA UUE CALCULA LA ENE3?01A DEL 	SVEMA 
C 	ESCGUIDO.O SEA, EL TIPO EE POTENCIAL OUF 

SE ESTE TRADAJANDU. EN ESTE CAGU ES TIPO 
C* 	LENNARD-JONES 

(5.,,,,,4****41-4,1***41~*~$-*****~4-***wq-4~~1*>**** 
SUBSOUTINE ENERGI(Y,T.TOT) 
IMPLICIT REAL <8 (A-H,G-Z> 
C,OMMON INUMEC/TV.141,DOCb.NUM 
DIMENSION Y(40.8) 
ENER1.40 O 
TEM6=(D0,96+Y(1.1))**(-h, 
ENER24..(1-TEM6)*TEM6 
DO 50 I-1, NUM-1 

ENER1=ENER1 + Y(I1.15*.s2 
TEM4h4-(DOSh*Y(11+1,1)-Ytil-1,1.:**(-6) 
ENER2=ENER2+(1--(EM6)*TFM6 

47,ONTINUE 90 
ENEM1=ENER1+Y(P*NUM,1) 42 
TEM64,(DOS6-Y(2*NUM-1,1)54*-6) 
ENER2=ENER2+(2-TEM6)*YEMh 
TOT4-ENER112 	(VKKie 0,44LNE; 
RETURN 
END 
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IMPLICIT REAL*8 (A—H,G—Z) 
REAL *4 GT.GY,OP 
COMMON INUMEC/TIIK,DOS6,NUM 
COMMQN /ENER/ICONT 
DIMENSION Y(40,8),GUARDA(40,17),YMAX(40),00(20)•RPP(20) 
DIMENSION ERROR(40),PW(40,40),IMS(40,4) 
DIMENSION ENPROM(20) 

OPEN(UNIT=3,NAME='TI• ') 
C444444-1144444i44**********-*****************41.141**41# 
C4 
4 	PROGRAMA DE SIMULACION NUMERICA 

('y 	DE UNA CADENA DE OSCILADORES 
ANARMONICOS CON POTENCIAL 

C* 	TIPO LENNARD—JONES 

CAA.****4*4-***4*444*4-11.***************************** 
01 1=3.14159265400 
DOS6=2. °DO** ( / /6 ) 

C441~.11141.4 44.Z1****4*****11*******4*****41~~*41.** 
C4 

LECTURA DE LOS PARAMETROS INICIALES 
C* 	CREADOS EN DISCO POR EL PROGRAMA 
i4 	'INICIA LJD" O POR ESTE MISMO 
C4 	PROGRAMA CUANDA TERMINA UNA 
C4 	SIMULACION NUMERICA. 

* 
1,; * 
C' ;•!1-444:1444•C•41.s-i.4-414•114.4 4***********444114,49,**********0 

OPEN(UNIT=5.NAMEw.'DVSTATUS.DAT'. 
FURM='UNFORMATTED',TYPE='OLD', 
RECORDSIZE=4,MAXREC=NUM*2+5) 

REA0(5)NUM,MF,MAXDER.LOOPI,LOOPO,LOOPE,MODLOP,NARCH 
RE AD ( 5 ) I 1 AMA. I TAM, 
READ 5 ESP 
READ( ) TKK, HIN1 
READ ( 5 ) HM IN, HMAX 
DO 600 1=1, NUM 

READ( 5 ) Y ( I*2-1 1 , ( 142, 1 ) 
C +-INT INCE 

62O 1=1, NUM 
READ+5) YMAX(I*2-1. ),YMAX(142) 

CONTINUR 
C:—OSE(UNIT=5) 

.... -11 '1 444*4• 4,13" 1 :444U..**~-~14***41~1~4-******** 
C4  INICIO DE PARAMFTROS 
c»,-144.~4., v4,.r...34-31-******>******.:-4*44«.-******** 

NG=0 
~INT 
DO 36 I=1,NUM 

FNRROM(I)=0 
36 	CONTiNUE 

MODLOP=ITAMA 
CALL ENERGI(Y,.T,TOT). 
WRITE!3,80) TCJT 

q.;;. 	FORMAT 	'ENERGIA TOTAL. DEL SISTEMA= 	013. 5) 
OPEN(UNIT=4,NAME='DV. D1V DAT', 

FORM='UNFORMATTED',RECORDSIZE=3, 
MAYREC=ITAM) 

WRITE(4)FLOAT(NUM),FLOAT(1TAMA).0.0 

1.74 
L, 	LOOP DE INTEGRACION, INTEGRA LAS ECUACIONEG 

EI- RENCIALES GUE SE ENCUENTRAN EN LL 
FUNCTION "DIFFUN" LLAMANDO (PASO POR PASO) 
A LA RUTINA AMGEAR (ADAMS&GEAR). LA LLAMA 
LOOPO*LOOPI VECES. 

CADA LOOPI VECES CALCULA LAS ENERGIAS Y 
VALORES DE LOS MODOS NORMALES Y DE LAS MASAS, 
ESCRIBIENDO A DISCO ALGUNOS PARAMETRO GUE SE 
DESEEN GRAFICAR. 

69(D 

620 

C 4 
C4 
4 
C4 

C» 
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SE ESCRIBEN EN LA IMPRESOPA EL ESTAT 	DE 
1-4 	EL SISTEMA (POS1CIONEQ.mCmENi09, (NERGIAS 
C4 	NETICA, POTENCIAL Y ENERGIA TOTAL. DE LOS MO- 
0* 	DOS NORMALES Y DE LAS mASAS. ESTE ESTATUS SE 

IMPRIME SOLO LOOPE VECES 
C* 

*4- 4‘11t,̀. 	r-4.4**.rp*I‘,4,-4-41 
LOOP DE INTEGRACION SIN CAL':_CLAP SNERIAS 

******...r444rrr**********1*--,,,cr,r1****4**** 
DO 35 J=1,LOOPO 

DO 47 JJ=1,LOOP1 
CALL AMGEAR(2*NUM,T,Y,GUARDA,H,HMIN,HmAX,ESP,MF, 

YMAX,ERROR,MARCA,NG.mAxDEP.RW,IRS) 
IF(MARCA.LT.0) GO TO 48 

47 	CONTINUE 
IA=J 
LOOPE=MOD(IX.MODLOP) 

c,-*4r.***14-1-1-.:44************>.,;-1, *.5-4  

C4 	GUARDA EN DI3C0 EL PUNTO 1.:q. EsrAcro FAE ACTUAL 
C* 
C.::****.lh*a4-4**1,31n*******4.N.a tIr~,,,itY*4**14.4f* 

GT=SNOLtT) 
DO 601 I=1,NUM 
QV=SNGL(Y(I*2-1,1)) 
0P=SNGL('' I*2,1)) 
WRITE(4)61T,GY,GP 

1'501 	CCNTINUE 
IF(LOOPE.NE 0) GO IQ 35 
CLOSE(UNII=4) 
OPEN(UNIV=4,NAME='Dv - DIV DAT', 

FORM='UNFORMATTED'.RECORD9I2E3 
MAXREC=ITAM) 

WR I TE (4 ) FLOAT ( NUM ) FLOAT TAMA 	O 
35 	CONTINUE 

CLOSE(UNIT=4) 
GO TO 22 

*!1,44.›4* ilk# 
ir../.7:451.45MA.Z./.2.V. FINAL 

C*********44*********-111.**114 ~ ~~1* 
48 	WRITE(3,13) MARCA 
la 	FORMAT(4X, 'ERROR--- MARCA = 

GUARDA DATOS FINALES EN DISCO 
árr*****rr******rr***********.11...! 	»,;(.11-r 4-4./1(**,1**4-:**** 

OPEN(UNITga5.NAME'DV.STATUS DAT', 
FORMIRJUNFORMATTED'. 

- 	RECORDSIZE=4.MAXREC=NUM*24-5) 
WR ITE ( 5 >NUM. MF. MAXDER, LOOP 1, Loni,o, LOOPE, MODLOP, NARCH 
UF ITE ( 5 ) ITAMA. I TAM, 0, O. O, O. O, 

ITE( 5 )T, ESP 
WRITE(5)~,HINI 
WRITE(5)HMIN. HMÁX 
DO 800 I=1,NUM 

WRITE(5) Y(I*2-1,1),Y1142.1. 
800 	CONTINUE 

DO 820 I=1,NUM 
WRITE(5) YMAX(I*2-IMAY(I*2) 

820 	CONTINUE 
CLOSE(UNIT'5) 

CALL CLOSE(4) 
STOP 
END 

C* 
C* 	SUBRUTINA QUE CALCULA LAS Ec.UACIONES DI."--ERENCIALES 
c* 	QUE FORMAN EL SISTEMA HAMILTONIANO (H) 
C* 
C* DF 	DH 	UYDH 
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DT 	DY 	DT 	DP 
C4  
1:4 	ADUI Y(TN ES . 	SI T ES PAR, ENTONCES 
(4 	ES EL T/21) ESIMO MOMENTO, GI I ES NON ES LA 

<1/2 + 1) ESIMA POSICION 

SUI3ROUTINE DIFFUN (X,Y,DY) 
IMPL:CIT REAL *O (A-H,G-Z) 
COMMON /NUMEC/TKK,DOS6,NUM 
DIMENSION Y(40), D' 
DY(1)=Y(2) 
TEM1B=1/(DOS6+Y(3)-Y(1)) 
TEM1A=1/(DOS6+Y(1)) 
TEM33=TEMIS*TEM1D*TEM16 
TEMé28=TEM3E*TEM3S 
TEm2A=TEM1A*TEM1A*TEM1A 
TEMtpA=TEM3A*TEM3A 
DYi2I=T101*(-(1-2*TEM6A)*TEM6A*TEMIA 

.(1-2*TEM613)*TEMSB*TEMIRN 
DO 10 II2,NUM-1 

1=1142 

TEmtA..1EMIS 
TE('.A",-TEM613 
TEm1fl.r1/DOS6+Y?1+1)-Y(1-1)) 

TE.M2E=TEMIR*1'EM1ü*TEM119 
TEM13=TEM313*TE11314 
Dy:1),,TRK*<-(1-2*TEMLA)*TEMbA*TEM1A 

• +(1-2*TEMCIED*TEM6B*TEM1S) 
10 	CONT1NUE 

DY(2*NUM-1>=Y(2*NUM) 
TEM1A=TEMIE 
TEM.,),A=TEM6H 
TEM12=1/(DOS6-Y(2.0NUM-1)) 
TEM33=TEM1S*TEM111*IEM113 
TEMTEM32*TEM:M 
DY-(Z*NUM)4TSK*'(-(1-2*TEMtpA)*-TEM6A*TEM1A 

+. (1-2*TEM6R)*TEM65*TEM1A> 
RETURN 
END 

C.A.***~4~ t*:10***11**11.1r**~5.***4*.4**41***4$***** 

c* 	SUDFUTINA GUE CALCULA LA ENERriI4 DEL SISTEMA 
ESCCJIWT 	U SEA, EL TIPO DE POYENC1AL QUE 

C.+1. 	SE ESTE. TRAÚAJANDO. 
c4 
cl*******-1-):**-)1*‹.********>*****+,************** 

SUEROUCINE ENERQI(Y,T,TOT) 
IMFLICIT REAL *5  (A-H,G-7) 
COIIMON ,r,IUMEC/TKK,DOS6,NUM 
DIMENSION Y(40, 0) 
ENER10.0 
TEmb,--(DOS6+Y(1,1))**(-6) 
ENER2(1-TEM6)*TEM6 
DO 30 1=1,NUM-1 
I11.!*2 
ENER1=ENER1 + Y(II,1)**2 
TEM¿c.(1)0:38+Y(1I+1,1)-Y(II-1,1))**(-6) 
ENER2,-,ENER24(1-TEM6)*TEM6 

3G 	C01:TINUE 
ENER1=ENER1+V(2*NUM,1)**2 
TEM6,1-(0056-1,(2*NUM-1,1))**(-6) 
ENERZ=ENER2+(1-TEM6)*TEM6 
TOT=ENER1/2 - (TKK/6.0)*(ENER2) 
RETURN 
END 

c********* 4**,0 ,*****+ ************›-******************* 
C+ 	SUERUTINA NULA 
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SUBROUTINE DERICAkl.y.Pw.M,  
IMPLICIT REAL 4G ,A-H, G-:; 
DIMENSION y(4C‘:,PN(m,m,  
WRITE(3,1) 
FORMATT.X. 	14A(,0 
STOP 
END 
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PROGRAMA PARA CALCULAR LOS PROMEDIOS 
TEMPORALES DE LA ENERGIA CINETICA 
DE LAS PARTICULAS Y LA ENERGIA TOTAL.. 
TOMA LOE DATOS DE LOS ARCHIVOS DE DATOS 
CREADOS POR EL PROGRAMA "SIMULA.LJD" 
Y CREA 20 ARCHIVOS DE SURPROMEDIOS 
PARA SACAR A GRAFICACION 

.:4,4-114********4*—a414*******W* ***** ************# 
1MPLICIT REAL*4 (A-G) 
REAL '14 Y(40).EPROM(40) 
LOGICAL41 HAR(20) 
COMMON íNUMECITIIK,DOSS,NUM,INF,ISUP 
~=660.0 
DOS6=2.04*Z1d¿> 
ENER1. O 
ENER2=0 O 
CALL ASIGN(.3, 'DV:DATAMOD'› 
CAL.L A'.37GN(4, .DV. NOMBRE.DAT') 
CALI. A5IGN(5. 'TI ') 
WFITE(5,212) 
F:.inMAT'' DA EL VALOR DE 
READ;.7.14r71,Y, 
FORMAT(F11.5-1 

FORMA1(.)".k- 'DA PRIMERA' 
READk9,21,),IliF-.150P 
FORMAT(2IS) 
DO 710 
EN P1 
ENER2r:0 
DO 75 !:-,1,4:D 

EFROM:„*Irz0 
75 	CCNTINLE 

READ(4.1401.tHAR(K),V.;:1,20 
140 	FORMAT(20A1) 

CALL ASSIGN(2,HAR.14) 
DEFINE FILE 2A10000,0, 
I'2 
READ(2'I1ANUM,ALCOP 
NI.IM=INTANUM, 
LOOP--, INT&ALON 
DG 20 1,,l.LOCI• 
DO 30 ...11.1,N,SM 

JJ1=i42 
READ12'1,'EPW-'60)ATIM.Y(-JJ-11eY(JJ) 

EFFICI-(J)=EPROM(J)-.Y(JJ)41*2 
CONTINuE 
CALL ENERGI:ATIMITO-1 1 
ENER1-1ENER1.-TOT 
ENEP2tIENERZ+TOT**2 
WPITE(2.16.0)TOT 
FORMAT(5X. 'ENEPrt',F15.11) 
CCNTIN0E 
PEAC(2 2, ERP.0)A1NI,Yili.Y(2) 
WRITE12,170)AIN1oATIM 

170 	FORMATk2F15 S) 
DO 40 1.1,1SUP-INF+1 

WRITE:3,110YL,EPRI.;M(L/((_OCF*) 
FORMAT14.FI5_ S) 
CONTINUE 
WRITE(3,120),ENER1/LOOP 
FORMAT(F15.81 
ASIGENER2-1ENER1**2)/ALoop)/(ALoop-1,c;) 
WPITE(2.180)ASIG 
FORMAT(F15.6) 
CLOSEWNIT=2Y 

4 

?: 

ir14 

200 

210 

V ULTIMA PARTICCLA'i 

1K) 
40 

pagina 1 

LA CONSTANTE DEL RESORTE') 
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10 	CONTINUE 
CLOSE(UMIT=3) 
C. LOSE UN1T =4 ) 
STOP FIN 
STOP 'ERROR ' 
FCRMAT 4X, 'NOM., 	IP. 	• 
Et,41! 

SUBR9T2NP. 1.It..E CALCULA LA ENURG1A 
USCOJIDO 	O ,3EA, EL TIPO DE PrAWNCIAL 

C* 	SE ESTE TRAEAJANDO. 
C4 

SUSROUrINE ENER01(V,T,TWU 
PIRLICIT REAL *4 (A-H,G-Z) 
COMV.CN /NUMEC/TRK,DOGS,NUMINF, TOUP 
DIMENSION Yv4W 
ENER1=0 0 
TE116=1)0554-Y(15**(-1, 
ENER2=i1-TEM6)*TEM6 
DO 50 I=!1,NUM-1 
11=142 
ENER1=ENER1 	Y(II)41->2: 
l'Et,!¿=D096+Y(IP-1)-Y, 11-1;-*) 
ENERJ=ENER2+(1-1EM6(EMo 

CONTINUE 
ENER1=ENER1+11(2*NUM)**-2 
Trt16=W0Sh-NYZI*NUM-1))**(-6? 
ENER2=ENER24(1-TEMbY*TEM6 
TOT=ENERli::: 	CTKINI.0 ,4(ENE5L2) 
RETURN 
ENL! 
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C**#44.**4-0 414•1**#-›*91314***X#41.*414~.*******-**** 
'2* 
C* 	PROGRAMA QUE CALCULA LOS PROMEDIOS 
C* 	DE LA ENERGIA CINETICA DE LOS 

MODOS NORMALES. PUEDE CALCULAR LOS 
PROMEDIOS CONSIDERANDO UN NUMERO 

Cq 	DE PARTICULAS MENOR QUE N PARA 
e 4 	CALCULAR LA DISTRIBUCION DE ENERGIA 
C* 	SIN CONSIDERAR LAS PARTICULAS DE LOS 
C* 	EYTREM3S (POR EJ. ). LEE LOS DATOS 
C4 	DE DISCO DE LOS ARCHIVOS CREADOS 

POU El. PROGRAMA "SIMULA LJD" Y 
C-A 	CREA 2.7 BUIJPROMEDIOS PARA SACARLOS 
C* 	A GRAFILAL10.4 
C* 

IMPLICIT REAL*4 (A-G) 
REAL *1 Y(40),PP(20),G0(20),EPROM(40) 
LOGICAL*1 HAR(20) 
COMMON iNUMEC/TKK,DOS6,NUM.INF.ISUP 
COMMON /PUNTO/Y.FP,G0 
TKK=6,60.0 
DOS,b2,0**(1/6) 
ENER1,,0 O 
ENER2=0 O 
CALL ASSIGN.I3, 'DV - DATA. MOE*) 

ASSIGN(4, 'DV:NOMPRE.DAT') 
CALL ASSIGN(1.,'TI 
WNITE(5,212) 

212 	FORMAT1' DA LA CONTANTE DEL RESORTE 'i 
TwK  

214 	FORMAT(F11. 5 
WRITE(5,200) 

200 	FORMA1(4/,'EA PF.IMERP 1' ULTIMA PAPTIC(.LA*) 
READ15,21OHNE,ISUP 

;:10 	FORMAT713: 
DO 710 TI=1,20 
ENER1r40 
ENER2w-.0 
DO 75 kJr41,40 

EPROWJ)=0 
75 	CGt4TINUE 

READ1,140“HAR(K).K7-1.20) 
140 	I7:ORMAT(20A1) 

ASSIGN(2,HAP.14) 
DEVINE FILE 2(10000,6,U.1xX) 
I=2 
READ(2'1)ANUM,ALOOP 
NLMINT(ANUM) 
LOOPrrINT(ALOOP) 
DO 720 K=I,LOOP 
DO 7:0 Jr-A,NUM 

J.JJ*2 
PEADi2'1,ERR-760)ATIM,Y(JJ-1),Y(JJ) 
1=1+1 

CONTINUE 
CALL ENERGI€Y,ATIM,TOT; 
ENER1,=ENER1+TOT 
ENEP2uJENER2+10T*4'2 

Ca 	WRITE(2,160)TOT 
1t:0 	FORMAT(5X, 'ENER=',F15 E) 

CALL MODO 
DO 35 J=1,ISUP-INF+1 

EPROM(J)=EPROM(j)+PPJ)**2 
CONTINUE 
CONTINUE 
READ(2'2,ERRs:60)AINI,Y(1.1'(2) 
WPITE(3,170)AIN1,ATIM 

170 	FORMAI-12E15 9) 
DO 40 Lr-1.IEUP-1NF+1 
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T 	JO)1. , ir:PRÍ:m (i. ) 	• ...pop421 
• í c)P 	T 	El 

!1.1 ) 
;4¡-; r 71: 	.2 
F(-Y!':,v , i7:5 E) 

ENLR2-,,ENER1*-/IfLOCP/,LCOU-1...)) 
Wi-;ViLA21 190).ASPI: 
FOM,A7(U15,6) 

CLOSE(I.NIT3) 
CLOSET4) 
sTnim Fu; 
STOP - ERROR' 
F, 

 
• 4. 	NUM- 	Ii, TX , • Le.:!,-)P., 	1 7/) 

,2, 	• 	51- 	 ,..1111.31-110-**** 

SUBRUlí!JA uUE CALCkiLA LA ENER:1•TA DEL SISTEMA 
SE/1, EL T1 PU DE POTENCIAL (4U[ 

EETE TSABAJANDU 

ENE!"«I.Y.T 'TM) 
:TEM_ -ba 

j.GNM7.N 
DIMENSIN 

DU 	5.1 ;.. 1,NUM -1 

Eráis'7,EN!'“J1 

5C) 

ENEP-7.=ENER2+('. 
- 	:.1)-1“ENER2) 

Eun 
.!  

• LOOP 	.s.ALC,..11.C) DE PüSICION, mOMENU:t Y ENER(=1AS 
• (CINE:!¡.:A.POrENCIÉ,I. Y TOTAL) DE CADA MODO NORMAL 

MIJDZi - ElHE 
3-4 1V.. 

REAL,: 
	iJ- 

40), FtPF- 20 	C1C4: 2,7 

	

9"”n1711.1 	NiUMEC 	V V., DOS, N 1Nt, I SUP 
C 	UNTIT.J Y,PPF,G 

:4159 

DO 

(1(2,115-.0 
CC. 171 1111.-I2UP-INF+1 
IY-11T+INF-1 
XX-,SEN, (7i*111,GPI)/(lir:UP-Imw4- 2)) 
Ispr1I1):=RFp(11:, 	XX*Y(2-1IY. 

+ 	XX,IY12*IV -I: 
c:MNYINUE 
(JWI1 .c.i(iiI1)*7•CiRT(2.0;(IsuY-INF-4-2>) 
RVPqII)..RPP(11)->SúRT(.2 I-J/(ISUP-INF+2)) 
ENVP'..,,RPP(Ii)4.1r2/•:: 
ENE.R.TVK-1-SIN(c11-XPIY/t2*( FrO.)P-INF+27))**2*GG(II)**2 
ENE.P.2..,2,14(2/5)*Z*ENER2 

CON7INCE 
RETURN 
END 
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