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Introduccibn

La flsica contemporinea no 8bio se ha distinguido por el desarrolio de ia mecéanica cuéintica y la
teorfa de la relatividad, sino tambibn por la Incorporacion de nuevoe slementos a la macinica cihsica,
entre lss que destacan ia mechnica no lineal, la teoria ergbdica y ¢l uso de nusvas harramisntas cc-
mo la computadora slectrénica. Con esto, la mecinica clasica ss ha vueito un campo de vanguardis
de la tfeica moderna: algunos viejos problemas se han podido resciver y han aparecido nuevos cam-
pos de estudios.

€l uso de la computadora electrbnica en la solucibn de ecuaciones difersnciales en forma numbri-
ca abre al fisico la posibilidad de estudiar el comportamiento de sistemas complicados, ya sea por el
nGmero de scuaciones a resolver en forma simultinea o por la complejidad de betas. Gran nimero de
problemas mecinicos anteriores a la aparicion de la computadors ae tuvieron que simpiificar agre-
gando hipltesis adicionales o simpiemente sa abandonaron. El problema de 08 tres cuerpos es un
ejempilo de la limitacibn que presenta no poder resoiver aigunas de scuacionss diferencisies.

‘Por otro lado, en ia meclhnice, las scuaciones de movimiento de gran nimero de alstemas no tle-
nen una solucion anaitica: solamente en forma numérica se puede estudiar su comportamiento. En
ctros casos, aungue sean conocidas en forma axacta las soluciones a las ecuaciones de movimiento,
sbio importa el comportamiento gicbal del sistema y no el saber la posiciin y velocided de cads partl-
cula del sistema a cada tiempo, como &8 o caso de la meciénica astadiatica, donde el promedio sobre
un ensamble sirve para agrupar y clasificar a los diferentes microsstados del sistema. Otro ejempio
as la teorfa ergbdica que, respaidada con el chiculo numbrico, ofrece nuevas formas de tratar los
sistemas machnicos ain recurrir a nuevas hipbtesis para simpiificar y ha dado como resuitado que la
nusva mechnica clisica ha retomado problemas de la mechnica estadistica, a veces soluclonfndoios
sin agregar ninguna auposicibn. Asl, se ha mostrado que en general (08 sistemas mecinicos tienen un
conjunto de propledades miis ampiio del que se conocla antes.

De satas propladades destacamos las de tipo satadistico (en sisteamaa macinicos). En esta tesis
revisaremos, en forma de monografia, alguncs avances en sste campo. Mostraremos cbmo puede de-
tectarse azer en un sistema mechnico; en particular estudiaremos las propisdades estedieticas en
cadenas de osciladores anarmbnicos (que sa un modelo utilizado en s teorfa del estado sblido).

En ol desarroiio reciente de la mechnica no lineal, se han cbtenidos resuitados sorprendentes, ta-
les como los tecremas sobre estabilidad de los sistemas, irreversibilliidad en sistemas dinimicos, etc.
De jos resuitados mis importantes destaca e! sistema de una cadena de osclladores con un poten-
clal tipo Lennard-Jones, que es simiiar al que existe entre moléculas ( modeio de un cristal monoatd-
mico unidimensional). Este trabajo fue realizado por un .grupo de Investigadores itallancs {23,206}, los
cuaies afirman haber cbtenido, por medio de simulacionss numéricas, una distribucidn.de ensrgla en
funcin de |a frecusncis similar a una distribucion da Planck, sin hacer ninguna hipbtesis culintica.
Esto por sl solo abre (s posibilidad de pensar que los sistemas culinticos puadan ser descritos con
hipbtesis puramente clisicas, donde las bases de ia mecinica culintica estarian en la mecéhnica cli-
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s'za. Dado la importancia de este modalo de cadena de osciladores, decidimos analizarlo con todo
cuidado. Se estudiaron los diferentee trabajos ralativos a cadenas de osciladores no linaales y sus
resultados, se buscd reproducir numaricamente las distribuciones de enargia que se hablan obtenido
en el modelo antes menclonado. Apoysndonos en los resultsdos que obtuvimos numéricamente llega-
mos a la conclusidn de que el sistema con potencial Lennard-Jones no posee propiedsdes estadieti-
cas a energias bajes y mediss (aproximadamente a una tercera parte de la profundidad dsi pozo de
potancial) y por lo tanto no poses ningiin tipo de distribucion, ya sea equiparticién o tipo Pianck, de-
bido s que este sistema es fuertemente dependiente de las condicionee Iniclales y no posae fre-
cuencias resonantes que (e permitan tener un comportamiento inestabie (Indispensable en un siste-
ma con propiedades sstadisticas). Asl concluimos que los resuitados de estos autores no son Gorrec-
tos y ademis mostramos que nuestros resuitados no contradicen a la mecénica estadistica a la teo-
rfa ergbdica.

Para poder sstudiar ia cadena de osciladores y determinar sus propledades estadisticas refieja-
das en la distribucién de energia como funcion de (a frecuencia, tenemos en primer lugar que pregun-
tarnos qua es un sisteme mechnico y como se relaciona con el azar. Definida la forma de detectar
propledades estadisticas an ios alstemaa mecnicos Introduciremos la herramienta matamitica que
nos asacle propiedadas dinimicas dai sistema con ia aparicidn de azar. Con estos slementos podre-
mos estudiar con cierta profundidad a un oscliador anarmbnico y determinar que pari@metros implican
ia aparicibn de las propledades sstadisticas, y finaimente extrapolar estos resuitados a una ceadena
de oscliadoras, teniendo asl la teorfa suficlente para analizar y simular diferentes formas de poten-
clales en ia cadena, en especial ef tipo Lennard-Jones.

En el primer capitulo nos Introduciremos al estudio de sistemas mecénicos y la forma en que es
posible detectar azer en tales sistemas. El sigulente oapituio contisne algunos resultados y teore-
mas de la teoria ergbdice que nos serfn de gran utilidad para estudiar y entender problemas no kne-
ales. En el tercer capitulo iniclaremos el estudio de! oscllador anarmbnico, sus propledades y las con-
diciones para que se muestrs como un eistema estocistico.

El Gitimo capftuio estk dadicado al estldio de cadenas de osciladoras anarmbnicos; mostraremos
ol desarrolio de algunos trabajos relativos e sistemas similares realizados por diferentes autores.
Analizaremos numébricas que realizamos sobre la cadena de oscliadores con potsnclal Lennard-Jones,
mostramos finaimente las Iinconsistencias que existen an las conciusiones del trabajo de los autores
Italianos.

Esta tesis esti orientada a Introducir sl lector a ia mecinica de sistames no linsales y a las he-
rramientas matemiticas en que se apoya. El capitulo tres muestran, con ayuda de ejamplos, como se
aplican tales herramiantas.



1. Propiedades Estadisticas de los Sistemas Mechnicos

Supongamos que cbservamos un fenbmeno fisico y que &l cabo de gran nimero de mediclones no
nos s posibie predecir el préximo valor; aGn mis, incluso ocon un oonjunto Infinito de cbaservaciones .
no es posible predeck el sigulente valor. Decimos entonces que sste proceso es arxaroeso. Por ctro
iado, un sistema mechnico es deterministico, ya que podemos predsair su posicibn y velocidad a ca-
de momantc. Los jusgos de azar, como ios dados o ia ruleta, son sistamas mecinicos, entonces, cimo
podemoa habler de azer sh un sistema mechnico?. Aparentemente azar y sistemas mecénicos son in-
competibles, pero los jusgos de azar, que sos estrictamente sietemas maechnioos, son ios que nos
llevan a pensar que el "azar” es una propisdad de ics sistemas mecinioos. En aste capituio discuti-
remos le forma en que un sisteame meclinino puede presentar comportamiento 8zaroceo y cbmo se pus-
de detectar.

/) Azar y Determinismo

El jugador de ruleta siempre tiene la incertidumbre de donde caerk ia esfera en la proxima juga-
da, no importando culintas jugades antes haya empezado a cbservaria. La secuencie de resultados
no da ninguna informacidn sobre los p?bxlm lugares donde caerk, sin importar Que tan larga eesa o8-
ta secuencia, pudiendc ser inciuso infinita. Iguaimente, al cbservar varies tirades sobre la ruleta, no
podremos decir qub resuitados precedieron a sstas tiradas. El pasado y futuro del juego siempre son
un misterio, sin embargo se pusde afirmar con seguridad que la probablidad de que la esfera caige
en alglin nGmero serk un treinta y cuatroavo. Esto es un "juago de azar”.

. Nadie puedes nagar que ! juego de ruleta es un proceso mecinico, donde Intervienen choquee
siistioos, momentos de inercia, fuerzas, etc..8in embargo, ningGn jugador de ruleta pusde determinar
todas las condicionss iniclales y proponar hamiitoniano que describa al sistema antea de apostar; s
imposible logrario: 8blo podrk decir oon que probabilidad caerk en tal o cual casilla. La Gnica cbseve-
cibn qus le interssa es ¢! casiiero donde cayd la ssfera y pasar por sito todos los dembs parfme-
tros. Adembs es consciente de que aunque pudiera Proponer un modeio y micdiera todas las condicio-
nss iniciales, una paquefiisima v.rluﬁn sn olilas Nevarfa a resuitedos totalmente diferantes a los qQue
hubiera pronosticado. ’

La morajeja qua noe da el jugador a8 que todo Proceso axaroeo tiene tres siementos importantes:
1) La observacién restringida de parimetros que intervienen en el sistema mecinico.
)i) La inestabilidad on fas condiciones iniciales de! sistema.

i) A todo sistema con comportamiento ezaroso se le pusde asociar una distribucion
de probabilidad.

iremos discutiendo estos tres siamentos en todo el trabajo y mostraremos las caracterfeticas
que debe tener un sistama mechnico para que posea propiedades estadisticas.
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Para establecer tales propiedades debemos primero definir qué entendemos por un sistema me-
cinico y a partir de eso determinar como debe observarse para poder detectar en ei sistema un
comportamiento azaroso. Como se dijo arriba, el observar al sistema en forma restringida, sin medir
todos aus parametros, nos puede llevar a detectar azar, asl que estableceremos mis adelante que
se entlende, en forma preclsa, por ocbservar al sistema en forma restringida.

Los sistemas mecknicos son aquelios que se rigen por las leyes de Newton. De la ssgunda ley
resulta un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo grado, las cuales se conocen como
ecuaciones de movimiento del sistema. Cuando ae resusiven las ecuaciones de movimiento de un sis-
tema mecénico, las soluciones f; quedan en funcidn de las condiciones iniclales y del tiempo:

qx =f| (qol i'"iqulpol o'"npoﬂlt)
1.006

Pn'fzn((I°1 n-"oqoﬂopol ....,p°~,t)

Siendo X,*(qy,.....,py) las condiciones iniclaiés de posiciSn y momento en el sspacio fase, y xy=(qq,
..... »Py) la posicion y momento al tiempo t. El sistema de souaciones 1.006 puede ser considerado co-
mo una transformaciin del punto x,. al tiempo t=0, al punto x en el tiempo tst. Visto como transforma-
cibn, podemos mapeer cuaiquier punto del espacio fase G en otro punto sobre al miamo espacio G.
Entonces la transformacion va de G a G y depends del tiempo. Para diferentes tiempos, el punto R
on G serh mapeado a diferentes puntos en G. La transformacion 1.005 la representaremos en la for-
ma compacta (1}):

-tH

1.008 X =0 X,

1.007 ~
HE = [H,6] = > 8,H3,f - 8 HB, ¢

La transformecién 1.006 (o también 1.006) forman un grupo en t, ya que cumpisn con las tres
propledades:




1.008 i) e-'-h(e-'m,‘o) = gt ")""o

i) @ %x, = x,
i) oMMy, = x,

Por otro lado, la distancia entre dos puntos en G ia definimos como la distancia suciidiana:

1.000 ax [(aww o%)

Formaimante definiremos un sistema mechnico conforme a ios aiguientes slementos (2):

1) Un espacio que lamamos de fase, G, de 2N dimensionee con coordenadas n=(q;,
coces QNP poesresPN)
#) una medida definidea en G

i) Un grupo de transformacidn que va de G a G con un parimetro que lamaremos
tiampo t.

Liamamos Grbita a todos los puntos generados al aplicar a %, todos los siementos del grupo o
(que es equivalente a definirioc como todos los puntos por los que pasarfa ef punto x al aplicarie el
*propagedor hamiitoniano® para todo tismpo). Como las Grbitas no se cruzan {3), todo punto pertens-
ce a una sola Grbita (ast las Grbitas son clases de egquivalenals). En la figura 1.10 podemos apreclar
una parte de la orbita generada de t=0 a tet a partir de x,. La hipersuperficie L que cbservamos en
esta figura (parte sombreada) forma un volumen de dimension menor a G. En ella veremos que la &rbl-
ta la cruza varias veces en diferentes puntos. 3! la Grbita es cerrada ol nGmero da puntos serk fini-
to, en el otro caso sera infinito.

Cada uno de los cruces de la &rbita en L corresponde a un tiempo t en la tranaformacibn 1.008,
que en conjunto corrasponden a mediciones hechas enh ssos tiempos.

S| nos restringimos a cbaervar solamente e L, tentdremos un nimero de parimetros menor que G
(la dimensibn de L es menor que G). Flsicamente tenemos en L una descripoidn reducida del sistema
meclinico: un punto de L no es suficiente para describir compietaments al sistema mecinico. Simple-
mente hemos reducido la Informacin sobra ef sistema a un nimero mis pequefio e incompieto de pa-
rmetros. Liamaremos a este proceso “observacion restringida de parkmetros” y a L lo nombraremos
“piano de corte”.

La secusncia de puntos que van apareciendo en sl plano de corta puede ser muy variada. Cuan-
do en G las Grbitas son cerradas, en L tendremos solo un conjunto finito de cruces (figure 1.20(a) ).
Para Orbitas ablertas, ¢! nimero de cruces en L serk infinito (suponiendo que eof sistema es limitado
eon energla y acotado en posicion). Los puntos de cruce pueden sstar scbre una region en L de di-
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mansibn menor, como en figura 1.20(b), la cual podria deacribirsa en forma algabriica. Tambian los
puntos de cruce de la Orbita puaden llenar densamente a L sin seguir aigin patrén de aparicidbn, o
saa, conociendo (nicamente los puntos aparacidos an L al tiampo t, es imposible saber e lugar donde
sucaderd el siguiente cruce, como an la figura 1.20(c).

E) caso (b) de la figura 1.20 dafine una ragion que podamos describit con una funcion anaiftica
de dimansibn menor a L. Si L es de dimension dos (uns superficie), satas regiones serfan curvas sua-
ves, ya eean ablertas o carradas. En este litimo caso decimos que son cuasiperibdicas. Diferentes
6rbitas en G cruzarkn a L en diferentes regiones, las cuales pueden trasiaparse en aigunos iugares.
S| estas regiones son da dimensibn menor que L y se pusden describir anaiiticamente, se verfan co-
mo en la figura 1.30.

El caso (c) en la figura 1.20 es al mis interesante; cada Grbita en G cruzari en todo L, no habré
ragion en L. por donde no cruce la Srbita. Ademiis la secuencla de cruces puede no tener ninguna re-
iscibn una con otre, como s aparecieran azarosamente aunque la Grbita esté bién definida en G por
el puntc x, ¥ o™ . En ol capftuio Il estudiaremos bajo qué condicionee una regibn de dimensibn menor
que L, como la figura 1.20(b), puede convertirse an una regidn como la figura 1.20(c) al cambiar al-
gin parametro. También examinaremos cuando la secuencia de aparicion de puntos para regionss
que lienen densamente a L (figura 1.20(c) ) puede considerarse ezarcsa y las propladadee del ha-
miltoniano que genera tales orbites.

Conchuimos 0 siguiante: Cuando en un sistema mecinico se detacta un comportamiento azarceo,
quiere decir que el cbservador esth restringido a cbservsr al sistema en una hipersuperficie de G, ya
que sl cbservara giobaiments al sistema en todo G conclulria que dicho sistema es determiniatico.

Falta sin smbargo definir cuando una sucesion de puntos que aparecen en todo L la podemos la-
mar azarosa. Necesitamos un mbtodo preciso pars hacer asta declsibn. En la siguiente seccién pre-
sentaremos Un algoritmo para deocidir cuando una sucesién es azarosa, precisando a su vez ! con-
cepto de azar.

b) Eil Azar y como detectario

Supongamos que tenemos um sucesién de datos, normalizados sntre O y 1, y deseamos encon-
trar un algoritmo pera decidir sl ee sleatoria. El primer problema es determinar qué entendemos por
azar. Utiizaremos ia Idea de Knuth {4) para determinario.

Tenemos entonces una sucesitn, definida como un conjunto ordenado de siementos (i), donde |
va de 1 a oo . Llamaremos a {4} uniformsmente distribuida si para todos nimerce a 'y b entre 0 y 1

cumple oon:

Pacy <b)=tm(V¥,/n) =b-a
1.020 .
Vo (n) = Z'(l.b.u,-) f(a,b,u)) = {1 sl a¢y<b, 0}

4%




La cantidad P,. representa la probabiidad de gue u;. se encuentre entre a y b, y es igual al inter-
vaio o medida entre b y a. Eeta condicién no implica azar, ya que una suceaibn del tipo:

u,; = (y +a)Mod1 a« irracional
1.030

la cumple, ¥y u,, s totaimente predecible a partir de .
Liamaremos & () k-distribuida el para toda pareja de nimerce ¢,y b;entre O y 1, y con j=1..k
se cumple que:

1.040 P,(8,<uCby,..... .u<m¢.x<h.)-g(~-ba)

Esta condiolbn asegura que no ae repetirk aigin patrbn en la sucesibn de mencs de k slementos.
En estadistica se prusba la correlacibn de los terminos (u,u.,) utiizando ia sigulente ecuacibn:

1.080 Co(u;k) = Lim (m:)iqu;.. -(1In)22u‘2uu
((1ln) u’,- 1/n)) W 2) ((1/n) uiﬂ- (/0> uiy 2

Se demuestra {4} que no existe correlacibn entre u y u, con j=1,.k (o sea Cy(u,))=0 }=1,..k ).

Cuando k --> oo ,entonces ol producto en 1.040 tiende a cero y a () la llamaremos
co~distribuide. Bajo esta situacin no exiete correlacitn de ninghn orden entre todos los thrminos de
la sucesitn {u).

Por Gitimo, para asegurar qua le sucesiin () ses azarcea, pediremos que toda subsucesiin ('),
donde ios slementos 1 se eligen con aighn aigoritmo definido unicamente ecbre los dices, ssa uni-
formemente distribuida.

Asl hemos llegado a una definicion de sucesitn azarcea como aquelia que 88 0o -distribuida y que
cuaiquier subsucesitn de sila es uniformemante distribuida.

Hay que aciarar que esta definicibn de azar 8bio se aplica a distribuciones uniformes. 8in embar-
90, para otras distribuciones donde axista una funcibn invertible qué conecte sea distribucibn oon la
uniforme, la definicibn de azar aqul axpussta puede aer aplicada.

Debemos entonces apiicar ssta definicion de azar a las sucesionss de puntos que estén en todo
L



c) Herramientas matemiaticas adecuadas para estudiar el azar

Regresemos a ia figura 1.20, 7Qué podemos decir de la sucesiSn de puntos en L? Dado que en la
secclon anterior definimos azar, trataremos de aplicar el criterio en sucesiones de puntos sobre L.

En L podemos definir un conjunto de coordenadas independientes vs(v;,vs,...,vy) donde M as la
dimension de L. Cada punto de la suces I6n tendrk entonces una coordenada vasociada y al |-ésimo
punto o denotamos con las coordenadas v;=(v,,vy,...,Vy).

Se dice que la sucesion v;. ee aleatoria sl la sucesibn de nimeros es ezarosa:

1.080 {V’i} para cada |

Suponemos que las coordenadas v| las tenemos normalizadas entre O y 1.

As{ definimos a una sucesion aleatiiria de puntos en L, generados por el cruce de una brbita con
asa hipersuperticle, sl cumple ia propledad del plirrafo anterior.

Esta definicibn de azar no es tan priactica como hubiésemos querido, ya que generaiments es muy
angorroso probar que una sucesion es co-distribulda y que todes aus subsucasiones son uniforme-
mente distribuidas: necesitarfamos infinito nGmero de diss de computadora para confirmario.

Serk Gt conectar tal definicibn de azar con propledades del sistema meclnico que sean mhs fa-
ciles de medir, de tal forma que el vaior de algin parimstro, por sjempio, nos asegure que la suce-
sibn en L es azarosa.

La teorfa ergbdica eerk ef medio de concebir los conceptos de uniformae, k e infinRamente distri~
buido de las aucesionsa en términos de propisdades de transformacion de volimenss de G en G. Aef;
observando cbmo evoluciona un volumen en G al aplicarie la tranformacién 1.008, podremos detarmi-
nar cmo se comportarin las sucesiones de puntos de cruce en L, decidiendo directaments si son
azarosas 0 no. Como aseguramos al principio del capftuio, la Insstabilidad e independencia de as
condiciones iniclales en un sistema mecinicos dan pié a comportamientos azarosos en el sistama.
Tales ideas y su relacibn con el azar ae definirfn con mayor preciaién en los dos sigulantes capitu-
los.
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2. Elementos de ls Teorls Ergbdica

a) Teorla ErgBdica y Azar

En esta seccibn esbozeremos algunce de los principales teoremas de la teorfa ergbdica y sefiala-
ramos su significado dentro de la machnica y su relacibn con el azar. Las demostraciones de los teo-
ramas no se darén; referiremos a la bibliografia.

En forma senciiia podemos decir que la teorfa ergbdica en ia mechnica estudie el comportamiento
de volimenes de puntos en ¢l espacic fase al ser transformado por el propagador hamiltoniano en el
tiempo. Es @l concepto de medida del volumen y su svolucion en sl tiempo 10 que conectaremos ( de
una forma muy simpiista y sin demostracibn) con los pasos seguidos sn el capituio anterior para ob-
toner una sucesidn azarosa.

b) Sistemas Mecéinicos

Empezaremos redefiniendo un sistema mechnico de la sigulente forma: Debe posesr un espacio

fase G, una medida definida en G que Hamaremos m y un grupo de transformaciones I', que corres-
ponderia a! grupo formado por el propagador hamiitoniano con el parimetro t. Denctaremos al sistema

an forma compacta como S(G,m,I'). Pediremos ademis que el grupo I' conserve la medida (tecrema
da Liouville {8,7) ) y que ¢! sisteme esth acotado an snergia y confinado sn la poeicion. Esto signifi-
ca qus ol sistema esth acotado en el espacio fase G. La medida en G la definimos como ¢! producto:

dy = dp,dq,dpedqy . . . . dPyday
2.010 T

Entonces la medida del subconjunto A en G la calculcmp. COmMO:
2.020 AW = [Xy(x)dp = [ade
XA(x) = ( 181 x¢A, O eon otro caso }

y del tecrema de Liouvile tenemoe:
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2.030
B(A) = u( @tH(A))

Esto significa que la medida se conserva. Ademis ia transformacion o " debe ser canbnica nece-
sarlamente {2).
c) Teorema de Poincar® y Birkhoff

Consideremos un sistema 8(G.m.,I'). Sabemos qus un punto en G generaré una 6rbita al evolucio-
nar en o tiempo:

2.040
xy = 0ty

S| ol sistoma e8 acotado en G, ol tecrema del retorno de Poincaré (8) asegura que x, pasari,
para alguna t, tan cerca de x, como deseemos. Podemos decit que § es un sistema cuasiperibdico,
aunque ol periodo pudiese eer arbitrariamente grande.

Definamos sl promedio en ¢l tiempo de siguna cantidad fisica observeble f(x), con x en G, de la
siguiente forma:

2.060 gm(llT)I;( oty Jat e ¥

y «l promadio sobre el snsemble de f como la integral de f sobre todo G:

2.060 f fO)ds = <t >
( ]

El teorema de Birkhoff {2,7) nos esegura que f(x) existe (no diverge) para cas! todo x en G, que
es una funcibn integrable (esta propledad vale sblo con excepcién de un conjunto de medida cero),
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no depende del punto inicial de la 6rbita (x) que se haya elegldo:

f(x)=t(ax,)
Ademas cumpls con la sigulents proptedad:

2.070 <Ct>=<f>

Lo cual nos dice qus sl promedio de la funcién en el ensemble es igual al promedio de todos los
promadios temporaies en el ensemble.

d) Sistemas Ergbdicos

Se define que el sistema 8(G,m.I') es ergbdico el los Gnicos conjuntos invariantes en G son ios de
medide O y 1. Por invariancia entenderemos qus la transformacibn 1.008 sl ser aplicada s un sub-
conjunto A de G cumpla con:

2.000
otix ¢ A

para casi todo x en A, O sea, la imagen de A es A.

Sefialaremos que para casl! toda 6rbita en un sistema ergbdioo, Gsta pssark tan cerca de cuai-
quier punto en G como queramos. En otras palabras, casi toda Srbita en G Nenark densemente G {3).
De ssto se concluys que sl S es ergbdico, no puade poseer ninguna integral alsiada de movimlento
{10} (como integrales aisladas o uniformes entenderemos a aquelias funciones F(q,p)=constante
que son univaluadas y que conmutan con H), ya que una intagrs! alalada de movimiento en 8 repre-
senta un conjunto invariante en G de medida diferente a O o 1. '

Cuando 8 es ergbdico, ios promedios de f(x) en ¢l tiempo y an el ensemble son Idénticos; a partir
de 2.070 esta propledad queda secrita como:

2.100 fTocf>ucCt>

En machnica estadistice, 2.100 se conoce como ia hipbtesis ergbdica de Boitzmam (7,0} (de ahl
el nombre de teoria ergbdica).

Cuando S es conservstivo en la energla no puede ser ergbdico, ya qus implicarfe que tiens una
integral aislada. Sin embergo, por e! teorema de Hopf (7}, podemos radefinir a G ¥y m en la hiperau-
perficis de energia conatante (de dimensiSn menor) y aplicar sobrs esta nueva G y m ios teoremas
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arriba mostrados. Para mis integrales aisiadas deée movimiento se sigue el mismo procedimiento.

Si en {a ecuacidn 2.100 substituimos a f(x) por la funcion caracteristica XA de A an G, el siatema
ergbdico cumplirk con:

110
21 Lim (1/7) {Yxn(a‘"‘xo)dt = u(A)

Teoa

Donde la integral en la lzquierda representa el tiempo promedio en que la 6rbita permanece en A
al evoluclonar en el tiempo y es Igual a la medida de A. Esto significa que sl el sistema S es ergbdico,
ia probabitided de encontrer al punto x al tiempo t en A eeré igual a la medida da A (la medida ssti
normatizada a uno). Eeto nos musstra que la sucesion de puntos de le 6rbita forma una sucesion uni-
formemente distribuida sobre G.

Sea L una hipersuperficis en G, entonces 2.110 se tranaforma en una sumatoria, ya que tendre-
mos una sucesion de puntos generados por ios cruces de la Srbita con L, los que estin ordenados en
el tiempo, (). S! el sistema es ergddico, la suceeibn (x; } serk uniformemente distribuida, puesto
que si B s un subconjunto en L, la probabilidad de que fos puntos de la sucesibn estén en B serd
igusl a la medida de B (medida definida enL).

El phrrafo anterior liga el concepto de ergodicidad con el de sucesibn uniformements distribuida
sxpuesta sn el capituio anterio.

e) Sistemas Mezciantee

Cuando en un sistema S el subconjunto A de puntos en G evoluciona en el tiempo de manara tal
que la probabilidad de encontrar al tiempo t Srbitas de A en otro subconjunto B, es iguai al producto
da ias medidas de Ay B (2,3,0), esto es:

2.120 um u((e ) N B) = u(AJu(B)

decmos que tal sistema es mezclante.

Visto en otra forma, en un sistema mezcliante ,al cabo de un clerto tiempo (quisas muy grande),
cueiquier subconjunto de G tendrid la proporcibn de puntos provenientes de A y B en t=0 igual a ls
proporcibn que guardaban la medida de A y B con respecto 8 G en t=0. Este proceso @8 simiar al que
sucede cuando una gota de tinta se mezcia en un vaso de agua.

Se puede probar que un sistema mezclante es nsceasriamente ergbdico, perc lo contrario no es
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clerto {2,3}.

Extendisndo la definicidn de mezclante a mis subconjuntos de G que se mezcien uniformemente
al tranacurrir el tiempo, la podemos poner de la siguiente forma (2,3):

Sea «| sisteama S; o liamaremos n-mezclante ai pera cuniquier coleccion de subconjuntos A en G
con i=1,...,n ¥ con una sucesion de tiempos detinidos como {\ . }.; ¥ }=1,..,n creclente para todo k:

2.130 th < <..... <t

y con le propledad de no convergencia:

Limmin (t'-¢tF' )=o0
2.140 how 184N Wb

se cumple el sigulente iimite:
2.160 Qe M i
Lim u( flea)) = [uiap

En otras palabras, cuaiquier oonjunto de n suboonjuntos en G se mezclarfn uniformements; la
scuacibn 2.150 nos assgura que despubs de un tiempo grande, en cusiquier volumen pequefio de G
tendramcs una distribucibn de puntos de las brbitas generadas en ios conjuntos A igual a ia relacibn
de la medida de los volimenes de A con respecto a la medida de G.

Un sistema que sea n-mezclante serk a su vez m-mezxciants, con m menor que n. Cuando ne2, te-
nemos un sistema simpieoments mezciante (2.120). Ahora pensemos en una hipersupeificie L en @, y
definamos l0e puntos de la sucesibn {t )., como los tiempos en que ias brbitas cruzan a L. Tomemos
ios subconjuntos By, con i=1,..,n , definidos en L. S| § es un sistema n-mezcliante cumplirk con la
ecuacibn 2.160:

2.180 I‘I‘I!I.I(."""(Bln . v o ﬂe":"(B.)):ﬁpB‘)

I8y

cont'.(t!,(...(t".

Esta ecuacion 2.160 nos da la probabliidad de que en los tiempos t' t%,,...t", ia interseccibn de .
os conjuntos B, transformados por el propagador hamiitoniano sea igual al producto de las medidae de
los subconjuntos B;.

»

P

La scuacibtn 2.180 nos relaciona al sistema n-mezciante con las sucesiones n-distribuidas. La
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probabiidad de que los n elementos consecutivos de la sucesion se encuentren en n regiones deter-
minadas, es igual al producto de las medidas de tales regiones. Por esta razbn, podemos decir que si
un sistema es n-mezclante entonces tiens sucesiones n-uniformes en L.

f) Sistemas K y Sistemas C

Cuando un sistama es n-mezclante, con n arbitrariamente grande, Hagamos a la definiolbn de eie-

tema K. Una Bigebre 0 de un sistema es la coleccion de todos los subconjuntos medibles en G, sus

complementos, intersecciones y uniones. O ass @8 un conjunto contable de subconjuntos de G. La

definicion formal de aistema K es la siguiente: Dada una Rigebra8$Sa M en G con una subliigebra M,, o

cumple ias siguientes tres propledades el sistema:

1) o'HM(M) > M,

YV a-tiM -
2.170 2) .MM = M,

3) N _etM) = (9,a)

ivem

Entonces 8 es un sisteme K (2,3). Esto equivale a pensar que todos ios subconjuntos de la
algebra ¢ M, e mezciarin uniformemsnte al transourrir of tiempo.

Los sistamas K estén relacionados con ias sucesiones oo-distribuides en alguna hipersuperficie L
on G, donde fos puntos de cruce de las Srbitas en L forman la sucesibn de puntos. Ademis tenemos
ia propieded de que cuaiquier suboonjunto de la sucesitn de puntos de cruce seré distribulda unifor-
memente on L.

Estas ideas nos hacen notar que o8 euficiente tener un sistema K para que las sucesiones de
puntos de cruce de las Grbitas en L aparszcan en forma azaross, tal como aparece en la figura
1.20(c). De ssta manera se conectan propiedades de transformacion del hamiitoniano con las propie-
dades estadisticas del sistema.

La entropia K o8 una medida de qub tan ripido se alejan dos Srbitas iniclaimente muy cercanas al
transcurrir ol tiempo. Sea | ia distancla entre las dos trayectorias al tiempo t y |a distencla de tales

Gerbitas al tiempo t+4, la entropfa K se defing entonces como {11):
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2.180

K= um Ln(-' /l) caso discreto

K= le /7)) L@/ ) caso continuo

(B

Todo sistema K tiene una entropia K positiva, diferente de cero. Esto da por resultado que dos
6rbitas contiguas (muy cercanas) se alejarin exponenciaimente al transcurric ol tiempo:

2.190

W= k."

. Entonces, un sistema con entropia K positiva serk necesariamente inestable, ya que una pequefie

anﬁnmmmmmmlnmeWMMJ..

transcurric ol tiempo.

Un sietema C se define como aquel sistema cuyo mapeo debido al propagador hamiltoniano es un
ditecmorfemo C (2). Este difeomorfiemo significa que cualquier volumen en ol espacio fase @ tendrl
una direcuiSn en la cual e contrasrl exponencisimente y otra direcoiSn en la que se expanderk ex-
ponencialments, conservando naturaiments ia medida del volumen. Dicho en otra forma, ol volumen se
vgstirark” como una goma de mascar al transcurir @i tiempo, tal como lo podemos ver en la figura
2.10.

Debemos sefialar que cusiquier volumen de @ Nenark dénsamente a G répidements, ya que se o8-
tira en forma exponencial. Por esta razbn un sistema C tiene entropia K positiva y adembs es siste-
ma K. 8i ol propagador hamiitoniano tuviera algGn punto fijo (tal que al iempo t+T regress al punto
iniclal) Gste serk repuleivo, tal como se requiers en un sistema con propiedades estadisticas.

@) Azar en Sistemas Meckniocos

Para demostrar que un sistema mechnico se comporta azarcsamente en cuaiquier hipersuperficie
L de G, bastaria demostrar solamente que tisns entropia K positiva y es por lo tanto un sistems C. Ya
no tendriamos que verificer gue toda sucesidn en la hipersuperficie fuera co-distribuide y que toda
subsucesion fusra al menos distribuids uniformentente. El axaminar numbricaments ¢l comportamiento -
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de dos 6rbitas Iniciaimente muy cercanas nos podrd dar un Indicio de si la entropia K es positiva o
cero. Por lo tanto el caicular numbricamante las rbitas del sistema seré un método de estudio de ias

propledades estadisticas de sistemae meciénicoe slempre y cuando podamos sefalar sl el sistema
tiane propiedadas de sistema C.

En el sigulents capfuio utiizaremos los conceptos desarroliados en ia teoria ergSdica para astu-
diar Ins propledades estadisticas de cecladores anarmbnicos.
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3. Anllisis de algunos Sistemas Mecbhnicos con
Propiedades Estadisticas

En este capituioc nos dedicaremos e estudiar como surge la estocasticidad en osclladores anar-
mbnicos, lo cual @3 un buen sjempio para mostrar la utilizacion de la teoria ergbdica para la deteccion
de estocasticidad. Mostraremos paso & paso las condiciones para las cusies los csciladores anarmbd-
nicos van de un comportamiento determinista a uno azaroso sobra ios planos de corte. La importancia
de utiizar al oscliador anarmbnico como ¢jempio reside en que gran nGmero de problemas f{aicos se
puaden reducir a un sistema de osciladores no lineales.

Dentro de este capftulo introduciremos un tecrema fundamantal en ef satudio de sistemas cuasi-
peribdicos, el teocrema de Kolgomorov-Arnold-Moser (KAM), el cual esth orientado a determinar cuan-
do un sistema es estable.

Los ejempios son ssenciaimente chiculos numbricos sobre csciladores no ineales, ya que calcular
en forma exacta o aproximada las solucionss de las ecuaciones de movimiento es muy compiicado (o
no se conoce su solucion). Asl, ia intencibn de aste capituio es sjempliificar con sistemas sspeofficos
la teorfa ergbdica discutida en los capituios anteriores y desarroliar la teoria sobre ocsciladores no -
neailes qua se utiizarh en e! siguiente capitulo.

a) El oscllador anarmbnico

Consideramos desde el inicio de esta tesis que el tipo de fentimenos ffsicos que nos interesan
son aquelios con energla lmitada y confinados & una regitn del espacio. Esto quiere dicer que los
sistemas estarin confinados a una regién del espacio fase G. El teorema del ratorno de Poincars (8)
assgura que talas sistemas son cuasiperibdicos. Si agregamos a nusstras hipitesis la conservacion
de ia energla total podemos representar a nuestro sistema cc-p' un conjunto de osciladores no insa-
las acopiados. Por lo tanto, todo sistema mecinico conservativo en la energla y confinado a una re-
gi6n del espacio puede representarse como un sistema de csciladoras no linsales acoplados.

Empezaremos con sl sistema de oscliadores acoplados, cuyo hamiitoniano general, para 2N grados
de Hbertad es:

He 3 awm; + 3 by

a.010 zc.q‘q‘g *....

En esta ecuacibn, ! hamiitoniano no tisne términos lineales por ser un sistema cuasiperibdico li-
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mitado en el espaclo. Podemos simplificarlo gracias a la simetria de los elementos cuadraticos, tal
que a; = a; y b = b, entonces existe una transformacion que diagonaliza simuitaneamente las matri-

ces [a;] y [b;] (8). Asi' H lo expresamos como:

H =2 (172m)p% + 3 w?a?
3.020
+ aniqiq,q. + ;:d.-’..maq‘wm

...

En esta ecuacion notamos claramente que ios dos primeros tarminos representan un sistema de N
oscliadores arménicos, cada unoc de masa m; y frecuencia w;, y ios demis tarminos representan la

parte no lineal.

Cuando los coeficientes &y, 8,... son arbitrariamente pequefios, tal que:

3.030 maximo( cjy, Ay - - - . ) €€ <C 1

Entonces podemos considerar que e! hamiitoniano se puade dividir en dos partes, una lineal
(oscliador armbnico) y otra no lineal, que designaremos como perturbadora, con un parémetro de aco-

plamiento ¢ muy pequefio, quedindo:

HaH, + .“l
3.040

Para cada osclador arménico en H,, la parte perturbativa (¢H,) esta compuesta por terminos ciibi-
cos y de mayor orden en las coordenadas q. Al transcurrir el tiempo, el comportamiento global que

tienen las demis coordenadas en ¢H, sobre el oscilador armbnico i-esimo, es equivaiente al de una
funcibn cuasiperiodica en el tiempo {12}. Por tal razin cada oscllador armbnico se veria perturbado
por una funcibn cuasiperibdica que depende de la coordenada q; y del tiempo. Entonces, el hamlito-
niano 3.020 se separa en N ecuaciones de oscliadores no fineales desacopiados:

Hs= pz| + w2|q!| + ‘Fl(q“t)
H = p2; + w?,q%; + €Fy(ayt)
3.0560

H = p%y + wiyay + Fy(au.t)
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Las F; son funciones cuasipariodicas en el tiempo y dependientes tambian de is coordenada g, No
sismpre ee posible desacoplar las ecuaciones como en 3.060, solamenta lo es cuando el sistema de
oscliadores cumpie clartas condiciones en aua frecuencias no perturbadss. Ei propbsito de los si-
guientes pirrafos es determinar talea condiciones.

A partir de aqul, sblo consideraremos aguelos alatemas que cumplan ias caracteristicaa arriba
dascritas, por o cual nos limitaremos al eatudio de un solo oscliador no lineal perturbado. Todas ias
propiedades que encontremos para un solo osciador las podemos aplicar al sistama 3.050 y asi se-
ran heredadas al sistema de N osciladores en 3.020.

Partsmos entonces dei aiguiente hamiitonlano 3.060, que tiane la forma de la ecuacion 3.040:

3.080
H = p? +wiq? + oF(q,t)

En la parta del hamiitoniano no perturbado, H,, ademis del término de oscilador armbnico incluire-
mos los términos que tengan cambios muy lentos en el tiempo (en compsracién con el periodo del os-
cilador armbnico). Estos términos los amamos adiabliticos, los cuales dan origen an clertos casos a
los Hamados invariantes adiabiticos {13). Madiante una transformacibn canbnica de ocoordenadas
rectanguiares a laa de &ngulo y acciin {(14), ae logra alsier una constante de movimiento sl sblo se
considera {a parte no perturbada de! hamiltoniano 3.080, ia cual s precisamente la accibn (ya que H
o o depende del inguio). Por elio es mbs conveniente redefinir a H, como ia parte del hamiitonlano
tots! que no depende da la coordenada angular. Eato eva impiicito que H, contiena la parte de osci-
lador armbnico y los términos adiabiticos ordenados de tal forma que representan invariantes adia-
béticos (asimismo H, representa una integral da movimiento, que es la snergia).

Al transformar el aistema 3.050 a coordenadas de &ngulo y accibn, tendremos N integrales de
movimiento. Las acciones |},l3,...ly son constantes cuando HeH,. Utilizando las ecuacionss de Hamiiton
tenemos:

ii= (O (1)/98) =0 => | = Cte.

0, = -(3KH,(1)/31) = 11) = Cte.
3.070
.| = fi(l)t + Cte.
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El angulo es una funcion lineal en el tiampo.

Como tenemos N constantes de movimiento uniformes en 3.070 (ias constantes de movimiento
uniformes F son funciones de G a los reales, que cumplen la relacion F(q,p)=cte, son univaluadas,
conmuta con el hamitoniano, {(F,H}=0, y que no dependen explicitamente de las condiciones iniciaias)
la regidn donde satarén los 6rbitas en G serd una hiperasuparficie de dimenaibn N. Como el aistema en
3.070 as pariddico, podemos representar al espacio faas como un toroide de dimenaibn N, donde los
radios dei toroide son las accionea. Laa orbitaa serin entoncea trayectorias sobre el toroide. En ia
figura 3.10 mostramos un toroide para un giatema de 4 dimensiones. La posicidn en al torolde queds

determinada por los fnguios §, y #,.

Como ias 6rbitas an el torcide dependen Gnicamente de las coordenadas angulares, un punto en
al toroide quada repreaentsdo como:

xl[(OIMWiuh'-n('“mdw“)]
3.080

Se demuestra, por el teorema de Jacobi {2}, que cuando las frecusncias cumpien la ecuacibn
3.000 la Srbita es cerrada

3.000 Z"M =0

En otro caso, la brbita Henaré deansaments el toroide Implicando que e! sistema es ergbdicol {2,
3). El teorema de Hopf {7} nos permite hablar de ergodicidad an la superficie del toroide, ya que ee-
ta definido por N integrales de movimiento aisiadas o algebraicas.

Conslderemos ahora la perturbacibn en H, ia cual depende del &ngulo, ia accibn y del tiempo. Con-
sideremos qus la dependencia en el tiempo es dal tipo peribdico con una fracuencia comparable a la
del sistema no perturbado w; (H, no contiene términos adiabliticos).

Para ejemplificar las Ideas que desarroliamos sn esta seccibn, tomemos un sistema simple, la
interaccion de tres cuerpos de igual masa (unidad) en ausencia de campos externcs. E! hamiitoniano
queda escrito asl:

H = (1/72)(p% +p%2+p%3) + V(q;-q2)

3.100 + V(Q;~Ga) + V(a2-qg)

Las intsracciones entre particulas son iguales. Desarrollando en serie de potencias sl potencial V
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hasta orden cibico:

H= (1/2)[92| + p22 + p23 + (QZ'QS)Z
+ (q2-q,)? - (a/3)[ (q;-a3)°
+ (q2-q)? + (93-q)")

3.110

El hamiitouiano 3.110 tiene dos Integrales aisladas {10,15}, por lo cual el slstema se puede re-
ducir de uno de sals a uno de cuatro grados de libertad. De esta forma llegamos al hamlitonlano
3.120 conocido como hamiitoniano de Hénon:

H= (1/2)[ p?; + p%; + @% + @, ]

3.120 :
+ q%,qz - (1/3)a;

En tarminos de coordenadas de @ngulo y accién tal hamiltoniano queda transformado como:

H= 2“]4':) + (Bllz)‘lz(leoo.z‘, CO‘: |

3.130 - (1/3)izcos®,)

El primer tarmino en ef hamiitoniano 3.130 es H, y el segundo la perturbacion.

El hamiitoniano 3.120 o seguiremos examinado en las sigulentes secciones, en las cualea estu-
diaremos las propledades de la parte perturbativa de los osciladores no linsales. Discutiremos como
surgen las rssonancias en la parte no linsal del hamlitoniano y sus efectos en Ilas propledades esta-
disticas del oscHador.

b) Resonancias en los OscHadores y la Ecuacion Unjversal

La parte no perturbada del hamiitonlano 3.040 esti caracterizada por un toroide, definido por el
valor de las accilones; asl, sus propledades quedan definidas por esos parémetros. Lo que toca ahora
es identificar las propledades del término perturbado y qué relacion guarda con la inestablliidad del
sistema.
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El concepto de resonancia u oscilador pequefio es al punto clave en el comportamiento azaroso
del sistema. Encontraremos fas condiclones para que @l sistema posea una resonancia y elaborare-
mos una ecuacion de movimianto mas simplificada que llamaramos "aecuacion universal".

Partamos del hamiitonlano 3.040. Al transformario a coordenadas de angulo y accion la parte no
perturbada esta en funcion del &ngulo, la acclon y del tiempo:

H = Hy(1) + sH;(1A.D)
3.140

El pariamatro § representa la faae de la fuerza externa que ae aplica al aistema, que ee una fun-
cibn peribdica en el tiampo con frecuencia (1. Las scuaciones de Hamilton quadan escritas como:

3.160 8 = 3H/31 = w(l) + «(3H,/81)

i = -3H/30 = - @H, /30
3.160

Desde un principio supusimos que ® era muy pequelio, es decir, | asri casl cero y por lo tanto la

accién variara muy lentamente (en comparacion de los periodos 2v/w y 2w /01). Asimismo w(() puede
considerarse constante y ee, COmoO Vimos anteriormente, la frecuencia del sistema no perturbado.

Por eer peribdico H en ios parimetros # y §, podemos hacer un doble desarrolio en eerie de Fou-
~ rier de H; {14,18):

3.170 H (AL = Zv..(l)coc(ml + )

En primera aproximacion eligiremos un solo término dae la doble aeria (cuyo cosficlente sea el
mayor). De esta forma tenemos un hamlitoniano mias eimpliticado (pero aproximado):
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3.180 H = H (1) + .VM(I)co-(m‘ +nf)

y las ecuaciones 3.160 y 3.160 se reduce:

6= wil) + &8V, /01)cos(md + n')
3.190

3.200 1 = emVp,()sin(md + nd)

Aunque ¢ es pequefio integraremos | como:
L 3
1= [1dt + 3
3.210

Sustituyendo por su valor a | en 3.210:

3.220
I = lfmv.,,,(l)sln(m' + n)dt + L

Esta es una scuacién integral, pero para obtener una expresién aproximada, consideremos a |
como constante (apoylindonos en la ecuacién 3.160). Solamente # y § son funciones del tiempo, asl
que al Integrar tenemos ia siguiante soluclon:
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3.230 oMV, (ly)cos(md + nf)
L=lq - 2. —
mw(i) + nid

0 y w son, en primera aproximacion, constantes. Debamos observar que la | en 3.230 serk casl Igual
a |, y constante en el tiempo siempre y cuando ¢ sea paquefio y que el denominador no tlenda a cero.

En sigunas ocasiones, la frocuencia w(l) cumple la relacion:

3.240 mw(l) + nfl << ¢

Cuando asto ocurre decimos ques w(l) ea una frecuencia de rasonancia. Tal tipo de frecuencia da
por reaultado que al vaior absoluto de la accibn crezca enormemente debido al denominador pequaho,
ocasionsndo que le Orbita del sistema se alejs de! toroide dafinido para el sistema no perturbado.
Para los demiis casos, las Grbitas eatarin muy cercanas al torolde; sbio las resonancias hacen signi-
ficativo el término H; del hamiitoniano 3.140, no importando qub tan pequefio seas ¢, siempre y cuando
ae cumpia la reiacién 3.240 {11,17). Este fenbmeno resiuita simiiar al cscllador armbnico forzedo, en
donde existe resonancia al coincidir la frecuencia de la fusrza externa y la frecuencia natural detl
csciador {13).

En ¢l desarcho en aeries de Fourier 3.170, asleccionamos un solo término que consideramos aig-
nificativo. 8in embargo otros thrminos puaden dar por resuitados resonancies; entonces debemos
seleccionar de la serie de Fourier los términos resonantes y desechar a los demiis.

Como ia frecuencia depsnde de la accibn, wsw(l), Hamaremos accibn resonante ‘|, a aquells que
cumpla con la acuacion 3.240. Desarrcliamos ahora, en el hamiltontano 3.180, el términc H; en serie
de potencias atrededor de |,, ademis hagamos ! siguiente cambio de variable an ei fngulo:

O AL &

3.260 ]
Voo = mw()) + nl}

El tormino H en aerie resulta ser:
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3.260
° Hy  Hy + (GH /311 = 1,)

+ (BRI - 102 + .
Por las ecuaciones de Hamliton encontramos que el segundo término en el dasarrolio es nuio, ya

que:

V|12 (GHe/31) = mw(1) + nfl = O
3.270

Cortando sl desarrolio con al término cuadritico y renormalizando la energia para eliminar el tér-
mino constante Hy(l,), el hamiitonlano 3.180 (o expresamos simplemente como “la ecuacidn universal*

{12):

H = (n/2)W(,)JA 1%, + &V, (1, )cosy,,.

3.280
siendo:

w(1,) = (Sw/31), = (2K, /91%),
3.285 Al,=s(-1)

Esta ecuacion resulta ser muy psrecida a la del péndulo. Debemos interpreter esta forma del ha-
miltoniano 3.280 como la oscllacion del valor de la frecuencia del caso no perturbsdo. Si la frecuan-
cia del sistema es muy proxima a la resonante suceds un fendmeno de oscllacibn de esa frecuencia
sirededor de la frecuencia no perturbads, paro bajo clertas condiciones puede escapar la fracuencia
del estado de acscilecibn. Para unos casos la 6rbita ea cerrada y en otros casos no, como se llustra
en le figura 3.20. La ecuacibn da las Grbitas sun, a partir del hamittonlano 3.280:

I = [(2/w[H - Vo, (1, Jcosb,] 1,

3.280
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Cuando el mbduio de ia perturbacion es mayor que H:
3.300 H< I-v...(l,)|

la 6rbita es cerrada (recubrdess que H representa a la energia total).
Asl, a snergias muy bajas la frecuencia cschark muy cerca de ia fracuencia no perturbada. 8! la

anergfa es mayor, tal que:

3.310 H> |cv.,.(|,)|

ia 6rbita escapa de ia oscilacibn, volviindoss una &rbita ablerta.
La Srbite llamada separairiz esthk determinada por:

3.320 He Va1

la cual delimita a las Grbitas abiartas y las cerradas.

Es, sntonces, pradecihie que bajo Ia condicibn 3.310 la 6rbita que corresponde al hamiitontano
3.180 goe alsja en forma indefinida del toroide. Entonces, sl deseamos sxaminar el comportamiento
estadi@tico de los oscliadores, ie region definida por 3.310 aerk la de mayor interbs para nosotros.

El valor miximo permitido a | bajo el régimen de oscilaciGn en la eacuacion 3.200 es:

3.330
Al -4/« Iw”
' ¢ ( ]
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La maxima variacion en la frecuencia en la oscilacion, Aw, es:

3.340 AWf = W/Alf 2 4 "W'an

La mejor manera de observar 0 que sucede en el espacio fase cuando existen rescnancias ea
por-madio de dos ejemplos. Ambos fusron caiculados numéricamente por J. Ford y nos musstran grifi-
camente @l comportamiento de ias resonancias sn un piano de corte.

Pensamos en un sistema de cuatro grados de libertad y axpresemos su hamiitoniano en coorde-
nadas de &ngulo y accibn:

Halp +lp=~38Lip + 13 +1%

3.345 +41,1gcos[2(0, - 0y)]

donde identificamos a H, y H; como:

3.360
Hom iy ¢ 1y - 3Ll + 13, + 1%

3.360 Hy = |,1zc08{2(0; - 05)]

Las frecusncias de vsclacion del sistema no perturbado son:

W) ".| =1+ 2 -3
3.370
w:-.:i 1-31, + 21,

El hamiltoniano 3.345 puede ser daesacoplado, como en eai sistema 3.060, resultando:

3.380 H, = 1) + 12, + &) jAcos[20, - ]
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1.380 H, = Iy + 123 + 0l;Bcos(f, - 20;]

El signiticado de {, y de [, es el de ios @inguics #, y #, respectivamente, sbio que le hemos cam-
biado de nombra para recaicar la idea de ver el acoplamiento entre oscliadores como una fuerza ex-

tarna de fese {.

S| comparamos 3.380 y 3.380 con 3.180, encontremos que existira resonacia cuando m y n sa-
tisfacen 3.240, O sea:

3.400 2w, = 2w, o i) = 6l

S| observamos un plano de corte (0 sea una hipersuperficie) de G definido por #,23%/2 y la inte-
gral de movimiento J s |; + I3 ¥ w; » w3, veremos (figura 3.30) que las dos pequefias miniirbitas ce-
rradse que surgen son debidas a la resonancia 2-2 (Namada asi porque en 3.380 y 3.300, e! vaior
de n es 2 en ambos casos). Al sumentar la snergia , las Grbitas se alejan mis y mis de lo que serian
en el caso no perturbado. Lae pequelias "elipess"” siempre aparecen, no importando qué tan pequefia
saa la snergia del slstema.

Como segundo ejemplo, camblaremos en 3.345 la parte perturbativa, tal que H, sea:

3.410 Hy = 1;1;%%cos(20, - 38,)

Usando el mismo procedimiento que en el sjempio anterior, desacoplamos @ hamiitonlanc en los
tarminos:

L) LA -
5.420 H, = Hy(1}) + ¢))Acos(2S, - [,)

H, = Ho(lp) + 81,%2Bcos(l), - 38,)

sentonces, habria resonancia cuando
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3.430
2w, = 3w,

A esta resonancia la Hamamos 2-3.

Graficando un plano de corte en G, definido por §,23%/2, U = 31, + 2l3 y con la condicibn de reso-
nancla 3.430, tenemos la figura 3.40. Las tres minibrbitas cerradas pequefias sbic surgen cuando la
energia es mayor que clierto valor.

Con eatos dos ejempios sntendemos ahora que cuando hay resonancia el sistema se comportaré
muy diferente al ceso no perturbado. Esperamos por otro lado que cuando no exista perturbacion, el
sistama no se aleje indefinidamente del toroida definido por H,. En ia siguiente seccibn discutiremos
qué propledades tendrk un sistema nO resonants y aus implicaciones relativas a ia sstablidad del
sistema.

c) Estabilidad y Teorema de KAM

Cuando sn mechnica decimos que un sistema s estable, estamos pensando que ants una ligera
perturbacion al sistema, ya sea on las condiciones iniciales o en al potencial, iss soluciones de las
scuaciones de movimiento del sistema pertwbado serin muy parecidas e las no perturbadas, tal es-
tabliidad se conoce como establiidad de Liapunov.

En forma griifica, podemos decir gue un sietema es sstable sl lnértmuquou asnouentran cer-
canas al tiempo t=0, se mantienen cercanas para todo tiempo, como al estuvieran encerradas eh un
tubo oomo en la figura 3.36.

En general es dific determinar si un sistema es sstable si no se conoce en forma exacta la solu-
cién de sus scuacionss de movimiento. Hasta hace algunos afios era un misterio o conocer la sstabi-
lidad de sistemas no ineales. El tecrema de KAM rescivid este misterio determinando las condiciones
necesarias bejo las cuales un sistema es estable.

El teorema de KAM se define, ssgin Mosar {18) de la siguiante manera. Considérese un sistema.
con ol elgulenta hamiitoniano: )

3.440 He () +of 1,(10)+...]

donde ¢ es el parmetro de acoplamiento.

H se supone una funcién real y analitica en todas sus variabisa y las H,(1,9) son funciones perid-
dicas pars todo k diferente de cero; ademis todas las trayectorias del hamiitoniano 3.440 estén
restringidas & una hipersuperficie de dimension (2N-1) de energla constante. Pars €=0, las brbitas
del sistema estin sobre un toroide de dimensitn (N-1). Supbngase que las frecuancias del sistema
no parturbado (6=0) cumpien las sigulentes condicionee:




1) Son racionaimente independisentes

i) Satisfacen un nGmero intinito de desigusidades

3.446

Para todos los entercs n , con

3.440

|| 2 |47

I = &nd > 0

donde c y ‘Y aon constantes positivas.

iil) El determinante:

3.447

8! estas tres mndlcloﬁoa se satisfacen, entonces cas! todas las soluciones del hamiitoniano

3.440 serkn cuasiperibdicas y sstarin muy cercanas el toroide original, siempre y cuando @ sea pe-
quefo. En otras palabras, ia solucitn a las scuaciones de Hamliton del hamiitonlano 3.440 pueden es-

cribirse en thrminos de funciones analiticas f = f(w,#.8) que son periSdicas en #.

det

-
aw,l a'n

Wy

° ]

=0
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Este teorema depende “crucisimente” de ia no exixtenocia de frecuenclas resonantes.

Si un sistema presenta propiedades estadisticas, su comportamiento debe ssr independiente de
ias condiciones iniciales. Tal indepemdencia se logra sblo cuando el sistema es inestable, de otra
manera los resuitados de un sistema azaroso bajo condiciones iniciales semsjantes resuitarkn casi

iguales, lo que es una contradiccion.

De esta manera, sl quersmos investigar las propiedades estocaeticas de un sistema debemos

asegurarnos primsro que viola las hip6tesis dei teorama de KAM.
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d) inestabilidad y Azar

En las sacciones pasadas determinamos el concepto de rasonancia en oacitadores no lineales y
las condicionas de estabilidad. Con estos slementos discutiremos como surge la Inestabliidad en los
oscliadoras y de ahi ia estocassticidad an el sistema.

Si ol teorema de KAM ssegura establiidad cuando el sistema no poses fracuencias resonantes,
antonces un requisito para tener un sistema inestabie es tener frecusncias resonsntes. Ademis pe-
dimos que sean resonancias de orden bajo, o sea, ia suma dei valor absoluto de ias n debe ser manor
a clarta cota:

3.448 %"“‘" <ol v

Mientras mas grandes sean sl valor de la snergia o el parimetro de acopiamisnto, estarh el sie-
tama en mejor condicibn de ser inestable. Sin embargo no es una condicion necesaria para ls Inesta-
bilidad y por elic ni para la estocasticidad {17).

En la secci6n b) mostramos esjempios de osciladoree con una resohancia. Su comportamiento, vis-
to a través de sus oriﬂcu'(ﬂguuo 3.30 y 3.40), es suave, ya que la 6rbita es cerrada. intuitiva-

" mante notamos que estos sistemas no son lo suficlentemente inestables como para sar independien-

tas de las condiciones iniciales. Empezaremos entonces una diacusion sobre sistemas con dos o mis

: roesonancias y observaremos como existe una energia aritica en 108 ejemplos tal que, cruzando ese

: umbral, el sistema se vueive lltuu_onto inestable y estocistico. Los sjemplos son nuevamente del ti-
" po numbrico, ya que por el tipo de ecluciones que se obtienen, no existe ninguna solucion analitica

-

et

‘sSuave.

Antss de entrar a los sjempiocs, introduciremos el parimetro de no linearidad de sistemas ocsclian-
as {(11). Este se define como:

3.450 as (l/w)(aw/a|)|

En un sistema iinsal & es cero ya que w no es funcion de |, pero en oacliadores no linesies & es
diterente de cero y tendrk un valor mayor mientras ei sistama sea més inestable. Esto significa que
cuando el sistema s inestabls ls frecuencia dependeré fuertemente de |8 accibén, ya que oscllara
alrededor de ia frecuencia no perturbada (frecuencia de fase). A madida que la amplitud de oscila-

_ clon aumenta, las 6rbitas en la figura 3.20 se acercarin mas a la asparatriz, la cual esti caracteri-

sy

:

zada por Is condicién 3.320. Utilizando el par&metro de no linearidad, las relaciones que describen el
ancno méximo de oscllacion de is accion y la fracuencis (ecuaciones 3.330 y 3.340) quedan asl

{11):
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3.460

Ay, = fov,/aw,

3.470 Aw,’w [ ] ’HV../M,

Observamos que cuando & orece ol ancho de la ampiitud de la frecuencia crece, 0 que concuer-
da con la discusibn hecha arriba.

Una oondicion interssante ss cuando existe trasiape de resonancia, esto es, cuando las cecla-
ciones da fase de dos frecuencias resonantes se trasispan. Es como si en la figura 3.20 las slipses
supaeriores se trasiaparan oon ias inferiores. La condicion para que esto se cumpla es la sigulente. &8I
w; ¥ W,,; son dos frecuencias resonantes consecutivas, Hamaremos 4 a la diterencia ontre ellas:

3.480 A=|*u = ‘4

81 & es menor que Aw,, significa que ias Srbitas de las ceclaciones de fase se trasiapan; asl ol
parfmetro 8 madir ol traslape:

3.490
8= Aw/A

Si S us manor que 1, las separatrices de ambas frecuencias no 88 cruzan, en cambio sl 8 es ma-
yor que 1 las separatrices ee tocarkn (trasiepe). A este parimetro S se le conoce como parimetro
de estocasticidad ( 8 mayor que 1 implice estocasticidad.) Normaimente, ol parkmetro 8 es funcibn
de la energla del sistema. Cuando S=1 tenemos &l umbral de enargla para lograr estocasticidad. Sin
embargo, en ciertos sistemas 8 es independiente de la energie {17}, estadleciendo que el sistema
s estocistico a energias muy bajas, aun tendiendo a oero.

Hemos hablado de estocasticidad y sin embargo no la hemos mostrado. Por medio de los sigulen-
tes dos sjempios introduciremos la conexién entre inestabliidad y estocesticidad. Los ejemplos fue-
ron caiculados numbricamente por J. Ford {14} y Hénon (10}. Aqul mostraremos sus resultados.

€l primer ejompio se refiere a estudiar lo que sucede en el traslape de resonancias. Empezamos
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con un hamiltoniano no perturbedo igual a ia ecuaclon 3.360, agreguémosle las dos perturbaclones
que se encuentran en las acuaciones 3.360 y 3.410, asl tendremos el hamiitoniano:

Hal; +i; - '21 - 3iyly + |22
3.600 “['x'zm['t‘(’n - 9,))
+ 41;¥%cos[ 24, - 34,]]

Aqul tenemos resonanclas 2-2 y 2-3. Hablamos dicho en la seccibn anterior gue el hamiitonlano
3.340 presenta en su gritica, figura 3.30, dos pequeNas Orbitas cerradas para cuaiquier vaior de la
snergia. En cambio, cuando consideramos la perturbacion con una resonancia-2-3, en la grifica en el
plano de corte, figura 3.40, surgirhn tres pequefias Srbitas cerradae para energias mayores a clerto
umbral. La posicion de sstas Srbitas cerradas depende de la energia y en la figura 3.50 preasntamos
una gréfica entre posicibn (coordenada qz en el piano de corte) y la energla para cada tipo de reso-
nancia. Esperamos que para el cruce de las dos curvae en la figura 3.50 se tenga traslape de reso-
nanclae {14)}. En la figura 3.60 presentamos una ascuencia de grificaes del plano de corte definido
por pp ¥ 4 fijando 0, = 3w/2. La energia en la parte (a) de la figura es menor a la necesaria pars
que aparezca la resonancia 2-3; en la parte (b) ae nota ya le resonancla 2-3 junto con la 2-2. En la
parte (o), ya muy cerca del trasiape, aparscen nuevae Srbitas cerradae pequefias akededor de las
resonahcias 2-2 y 2-3. En la Gitima figura estamos en ¢! traslape de resonancia: las pequefias elip-
ses se han convertido en puntos erriticos scbre el plano de corte y no presentan ninglin patrbn de
aparicibn.

Para energias mayores, el irea que ocupan eatos puntos erriiticos es mie extensa. Cuaiquier 6¢r-
bita que se inicie en la zona cabtica'de puntos en (d) Henark densamente la zone, mostrando asl una
mdependencia de las ocondiciones iniciales el comportamiento del alstema. En la transicibn de (c) a
(d), ia aparicin de psquelias Orbitas sumentsa al acercarse a la energia de traelape, psro ss vusivan
cada vez mis pequefias haste convertirse en puntos cabticos. Fijandonos en dos puntos muy cerca-
noe en la figura 3.60(d) que sathn fuera de le regién cabtica, sus 6rbitas se aeparariin al transcurrir
ol tiempo on forma Mneal. La figura 3.70 muestra la ssparacibn de cuatro paresjas de puntos en esta

region.

Pero en ia regibn cabtica, dos puntos ae separarin muchisimo méis ripido. Dae hacho se alejan en
forma exponancial. La figura 3.80 muestra un sjempio de (a asparaci6n de dos puntos an la zona oa-
&tica.

El comportamiento de |a figura 3.80 eignifica que la entropla K en eata regién es positiva, ya que
dos Grbitas contiguas se alejan exponenclaimsnte. Por jo tanto, podemos decir que esta regién tiens
caracterfsticas de sistema C. Entonces podemos afirmar que la aparicibn de puntos ea azarosa y que
ol sistoma tiene on ssta regibn un comportamiento estocéstico. El comportamiento estocistico det
sistema ocurre en el trasiape de resonancias, entonces el parimetro de astocasticidad S debe tener
un valor igual c mayor a uno (por eso dijimos que S @8 una medida Gtil para determinar cuando un os-
cliador perturbado tendr& un comportamiento azaroso). Este ejempio muestra c6mo un sletema mech-
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nico con un hamiitonlano bien determinado, ecuacidn 3.500, posee propiedades estadisticas obser-
vabies en sus planos de corte.

El segundo ejemplo nos mostrara mis claramente la transicion de un sistema mecanico a ia esto-
casticidad. Este ajemplo fud caiculado numaricamente por Hanon {10)}. Partamos del hamiltoniano
3.120, cuyas ecuacione de movimiento son:

Q = -q; - 29,92

3.610 dz » -qz - 4%, + 4%

Si graficamos ias 6rbitas en el plano de corte definido por Gz igual a O y p; mayor que O, tendre-
mos difarentes imigenes del comportamiento del sistema para energias mayores. La figurs 3.00
muestra cbmo varian las 6rbitas al csmbiar e energia.

La figura 3.90(a) muestra Srbitas cerradas blen comportadas. El sistema tiens frecuencias reso-
nantes {21} y lae podemos detectar en laa pequshas 6rbitas cerradas que aparecan, pero el siste-
ma no es todavia inestable, ya que ise ragsonancias no se han transiapado aln.

En la figura 3.00(b) han aparecido psquefias Srbitas alrededor de las originales y tambien tra-
yectorias cabticas. Aqul ya tenamos traslapes de resonanciss. Al aumentar la energia ee obtiene la
grifica (c), donde sbio se tienen traysctorias cabticas o azarosas pera cualquier punto inicial que se
tome en Is zona de astocasticidad, las cuales lisnan densamente esa zons. A esta snergia, ol siste-~
ma 3.510 es azaroeo en ol plano de corte especilicado en la figurs 3.860(0c).

La eatructura de las 6rbitas cerradae en la figura 3.90(b) s muy Interssante, ya que en cada
una de elias existen puntos fijos, alrededor de los cuaies se forman Scrbitas ablertas y cerradas. En
ia tigura 3.100 mostramos una de estas estructurss {15}. Primero tenemos los puntos fijos, en los
que al cabo de Q iteracionee (0 cruces) ae Nega al punto inicial; a estes &rbitas se les conoce como
curvae de Moser.

Alrededor de estos puntos fijos hay 6rbitas lienas densamente; sus formas puedan ser elipticas o
abiertas (hiperbblicas), satae Grbitas se conocen como curvas de Birkhotf. Cuando el punto fijc
(Moser) tiens a su airededor Grbitas da Birkhoff elipticas, decimos que se trata de un punto fijo
atractivo o estable y lo llamaremos punto eliptico. 51 en cambio estad rodeado de curvas de Birkhoff
abiertas, sl punto fijo seri inatable o repuisivo y lo Hamaremos punto hiperbblico.

En 1a tigura 3.90(b), la densidad de puntos eifpticos es mayar que la de hiperbblicos, sin embargo
on (c) casl todos los puntos fijos son hiperbblicos. Esto muastra que para la enargla en (c) la entro-
pla K de! sistema es positiva, ya que las curvas de Birkhof{ slrededor de un punto hiperbbiico se ale-
jan exponenciaiments. Estoc nos conduce a ia ldaa de que un comportamianto azaroso nc debe posa-
er puntos fijos atractivos {6}, solaments repulsivos, como tensmos en (c).

Habiendo sxaminado estos dos ejempios haremos un rasumen de (as caracteristicas que posee
un sistema mechnico con comportamientc azaroso:
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i) Debe ser un sistema con dos o mas frecuencias resonantes; squivaientemente,
tiene dos 0 mias términos en el desarroiio 3.170 que conducen a denominadores pe-
quefios,

i) Se deben viclar las condiciones del tecrema de KAM, al menos ia condicibn de no
rasonancla.

i) Las resonancias se deben trasiapar, de manera que el parimetro S en 3.480 sea
mayor que uno.

iv) Todos los puntos fijos deben ser hiperbbicos, implicando asli que ol sistema debe
tener entropia K positive.

Entonces el sistema reducido de sus ntegrales de movimiento alsiadas, presentari en sus plancs
de corte un comportemiento azaroeo.

Concluimos en este secoibn que azar ¢ inestabilidad “van de ia mano®*: una implica la otra. Los
sistamas ezarcsos ® inestebles son independientes de las condiolones iniciales y ambos tienen una
entropie K positiva. Aqui podemos poner el sjempio de una moneda que cas de canto sobre ol susio,
ia cara de le moneda que presentari al ceer en el susio resuita ser un proceso azarceo. Eete fend-
meno esucedes debido a la alte inestabiiided del sistema el momento dai choque de la moneda con el
suelo, dos tiradee aparentements iguales oconducen a resuitados azarosos, 0o que corresponde a que
dos puntos contiguos sn G se alsjarin exponenciaimente en el tiempo.

@) Los Modelos Mscinicos y las Simuiaciones

Los argumentos que presentamos en la saccibn anterior son justificedos con chiculos numbricos
hechos en simulacionss en computadores. Se puede dudar sobre la relavancia del resultado, dado
Qque una computedora trabaja con una aritmtica finits, y podria pensarse que el redondeo de los re-
sultados an las operaciones aritmBticas ocasiona un resultado azaroso.

Pare mostrar la independencia del método de chiculo del resuitado del sistema que se simula hu-
méricamente, utiizaremos ol tecrema de Anocsov {2,22). A grandes razgos nos asegura que un siste-
ma C o8 setructuraimente estable. Esto significa que el perturbamos el sistema, ol comportamiento
global de bste no cambia (por ejemplo, el sistema perturbado eeguirk siendo sistema C). Obviamente
al perturbario, las Grbitas de un sistema C camblerin radicaimants, por eer altamente inestable, pero
ol conjunto de Srbitas seguirk formando un sistema azaroso. :

Debemos considerar qus un redondso en el calculo de ias simulaciones numbricas squivale e per-
turbar; al sistema, entonces i el sistema resuvita azaroso al caloulario en una computadora, también
o serl sl ol eistema se calcula exactaments, ya que seri sstructursimente estable. El teorema de
Ancesov ha permitido user le computadora como una herramienta matemitice Gti en el sstudio de sis-
temas inestables.

Tambibn debemos racaicar que la eleccibn del planoc de corte en ol sistema es importante. Cada
plano de corte presentark una estructura de 6rbitas diferents (cruces en el plano de corte) (16).
Sin embargo, cuando el eistema ee ha reducido en grados de Hbertad por sus Integrales alsladas de
movimiento, todos los planos de corte tendrin caracteristicas de insstabiidad simliares. En cada pla-
no de corte se observarin los trasiapes de resonanciae en forma diferente.
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En este capitulo hemos mostrado toda la harramienta basica para el estudio de sistemas con pro-
piedades estadisticas y como usarla. Ademis hemos introducldo el languaje y algunos teoremas de la
taoria ergbdica que son importantes en el estudio de sistemas con propiedades estocasticas. Cor
todo este material reunido, podremos en i siguiente capitulo astudiar @l comportamiento de una ca-
dena de osciladores no linealss y la distribucién de snergia que estas cadanas poseen.
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4. Estudio de Cadenas de Osciledores

Como es bisn sabido, para el estudio del micromundo es necesaria la Mecéanica Culntica. Esta
surgib durente e satudio de |a interaccidn en equilibrio de radiacion y materia (radiacion de cuerpo
negro). Para una descripcion adecuada de ese fenbmeno fud necesario considerar a (a snergla de
los osciladores como una variabie cuantizade lo cual es ajenc e la meciinice clisica.

Al considerar al modeio dal cristal unidimensional, formado por una cadena d osclladores, se pue-
de estudiar en dos formas: La primara es conalderar que la energfa esta cuantizada y otra solo con-
siderar Gnicamente la mecinica clasica. Por los resuitados ocbtenidos en la radiacibn de cuerpo negro,
cste sistema debe poseer une diatribucibn de (a energle en funcibn de la frecuencla dal tipo Planck.
Si se considera el sistema piramente clisico, la macinica estadistica esteblece que soio pusde po-
sear una distribucién microcandnice o uniforme y por otro fado la teoria ergbdica respalds aste resul-
tado sl el sistama resuita ser argbdico.

E€s claro entonces que un sistema de osciiadores clasicos (sin cuantizar la anergfa) no puede po-
seer una distribucidn tipo Planck en la energla. Sin embargo, en los aflos de 1870 y 1072, Bocchieri
ot al. y Gaigani et al. reportaron heber obtenido una distribucion tipo Planck en is enargla usando co-
mo modelo une cadena de oscliedores anarmbnica clisica con un potencial daf tipo Lennard-Jones.

Tal resultado implicaba que ere posible dsscribir un fenbmano piramente culintico e partir de la
mscénica clasica, por otro lado contradecie los resultados de flsica clasica. En particuler, la teoria
ergéaicl demuestra formaimente que para un sistema ergbdico, cualquier funcidén de coordenadas #(x
») {2} se cumpla:

Cf>= fuCte.w (1/0)ffd"qd"p

4.005 Q= f dNqdp

Lo cual nos muestre que cuaiquier tipo de distribucidn en el ensembie debe ser uniforme.

Por lo tanto aera importante un estudio cuidadoso de los trabajos de Bocchieri et al. y Galgani at
al., a din de verificar sus resultados. De asa forma se podrlamos decidir sl ese sistema de oscilado-
res viola los resultados clisicos y reproduce fenbmenos culinticos.

La apsricion de la computadora y la capacidad ds resolver ecuaciones diferencfales en forme nu-
mérica provoch que algunos fisicos, sntre elios Fermi {24}, sa lanzaran a la tarea de determinar las
propiededes da cadenas de osciladores ansrmbnicos y verificar si la distribucidn ds energla que po-
seen concusrda con lo predicho an la machnica estadistica. El primer intento (Fermi) result6 faMido,
ys Que ef slstema era sensible s ias condiciones Iniciaiss. Sin embsrgo, trabajos postsriores mostra-
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ron que sblo las cadenas que tenfan clertas propiedades (resonancias) podian ser insensibles a las
condiciones Inicialea y tener una distribucion en ia energfa del tipo microcanbnico.

Los trabajos de Bocohierl et al. {23) y Galgani et al. {26} sobre cadenas de osciadores con po-
tenclal Lennard-Jones (L-J) reportaron resultados sorprendentes: Cuando la energia es suficiente-
mente aita (energia por particula mayor que uno) se obtiene equiparticién, en cambio a energias infe-
riores ol sistama posee distribucion tipo Planck. Este resultado ss asombroso, ya que ain nacesidad
de cuantizar a los csciladores se obtiane una distribucibn tipo Planck (ls cual aparece exclusivamen-
te en sistemas culinticos). De eatos resuitados se pusden inducir las aiguientes ideas:

a) 8o dabe reconsiderar los fundamentos de la teoria culintica ya que un sistama

puramente mecinico reproduce un fsnbmeno que es considerado exclusivo de la
mechnica culintica.

b) Tal sistema no concusrda con la teoria ergbdica y la mecinica estadistics al te-
ner une distribucion diferente a la equiparticibn, por o tanto es deben ravisar ios
resuitados de tales teorias y determinar porque no predicen tal comportamiento.

Por la importancia del modelo de cadena ds osclladores con potencial L-J nos decidimos a estu-
diario miis a fondo, tratando de reproducir ios rssuitados de Bocchier! et al. y Galgani et al.. Nos inte-
reaaba probar numiéricamente un conjunto mis amplio de condiciones iniciales en tal slatema, ya que
en estos trabajos utilizaron un conjunto un poco restringido de condiciones iniclales, y adembs exa-
minar con mayor culdedo el metodo seguido para cbtener ios promedios.

Los resuitados obtenidos mostraron indicios de que la cadena de osciladores con potencial L-J
ara sensible a las condiciones iniciales, implicando por lo tanto que dicho sistema no poses ningln ti-
po de diatribucion, ya sea microcanbnica o tipo Planck.

En este capftuio nos referiremos a! trabajo que realizamos con la cadena de osclladores tipo L-J.
Primeramente mostraremos si modelo de cadena de cecliadores anarmbnicos en general, luego desa-
rrollaremos un poco de teoria sobre el concepto de modos Normales que @8 necesario para definir la
distribucion de enargfa en funcion de la frecuencla. A continuacién mostramos un resumsn de 08 tra-
bajos que entecedieron a los de Bocchierl y Galgani para luego revisar con mis detalis estos dos
trabajos. Lo siguiente ser& mostrar el trabajo que desarrollamos en la siguiente forma:

Presentacion del modelo macinico, comentarios sobre las condiciones Inicial es
que ae deseaban probar; explicacidn del método numbrico utilizado y del método de
tomar los promedios; por Oitimo es musstran (o resuitados y se comparan con los
obtenidos por Bocchieri y Galgani.

a) El Modelo de la Cadena de Osclladores

En la teoria de estado sblido, un cristal se representa como un conjunto muy grande de &tomos
colocados en forme ordenada en todo el espacio (teniendo clertas simetrias de acuerdo al cristal).
Cada &tomo vibra alrededor de su punto de equilibrio y se supona que un htomo sblo interacclona con
sus vecinos mhs proximos (interaccion ds accplamiento fuerte). Para estudiar propladades genéricas
de los cristales, se considera como modalo un cristal unidimensional, el cual es una cadsna lineal de
ftomos. Cuando el cristal unidimensional esth formado por un solo tipo de itomos, el modeio de cade-
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na de osciladores resuita ser muy conveniente para representario. En tal caso, la cadena de osacila-
dores estard formada por particulas idénticas y la fuerza entre particulas vecinas ha de determinar~
se para cada caso especifico.

Supongamos iniciaimente que el potencial entre particulas es idantico al de un oscilador armbnico;
el modelo entonces o representemos como una cadena de N maaas equidistantes (an una direccion),
unidos por resortes lineales, tal como ae ve en la figura 4.10. La ooordenada x; representa la posi-
cidn de la masa | reiativa al origen. En reposo, todas ias masas estin separadas por una diatancia a.

£l hamiitoniano de ia cadena lineal de osciladores es (considerando masae unitarias):

Ha ~12' 'u -
4.010 Z.;“)p“g("" X

Sus acuaciones de movimiento forman un sistema de N ecuacionss diferenciales de segundo or-
den acopladas. Para desacoplar, utilizamos la transformacién {6,13,23):

q = (2/N+1 )"'fidn(ﬂ'l(ﬂﬂ ))x‘

4.020
P (zmn)"'im(um(vm )

El hamiitoniano 4.010 se puade escribir como:

H= i“/ 2)[p? + wia?]

4.030
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sisndo w;:

4.040 w, = aksin?(mw/2(N+1))

Con esto, las ecuaciones de movimiento del hamiitoniano 4.030 han sido desacopladas. 8| reduci-
mos este hamiitoniano a variables de &ngulo y acciin, Negamos a un hamiitonianc mbs reducido:

4.060 He Z::w"‘

Se ve de inmediato que las acoiones son constantes de movimiento. Cada producto de la sumato-
ria representa (a energia de un oscliador armbnico oon frecuencia w;. El hamiitoniano transformado
4.030 lo podemos interpretaria entonces como un sietema squivalente de N csclladores armbnicos in-
dependientes, cuyas frecuencias w; son las con que ee moveifan las masas del sistema original s!
s&lo es excitado @ i-esimo osciador (transformado). Cominmente se le Hama a 4.020 la transforme-
cibn a modos normales, donde cada modo representa a un oscilador armbnico. Mis adelante se discu-
tirk detenidamente ol significado de los modos normales.

La sciuciSn de ias scuaciones de movimiento del hamiitoniano 4.010 se puede obtener simplemen-
te apiicando la transformacitn inversa de 4.020 a la solucibn de ias scuaciones de movimiento del
hamilitoniano 4.030. Cuando el potencial del modeio se complica miis, ¢ hamiitoniano asoclado tendré
thrminoe chbicos o de orden mayor:

H= Z_;(i/z)p'; + ik(x;.. - x;)2
4.070 Z;ﬂ(xiq -x)® ...
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La transformacion de modos normales no logra desacoplar en general las scuaciones de movi-
mnianto del hamiitoniano 4.070, ya que la transformacion 4.020 Gnicamente diagonaliza la matriz for-
mada por los coeficientes de los términos cuadriticos x;x;, asi, solamente elimina los tarminos cruza-
dos de segundo orden:

4.080 Hs ?:;(1 12)[p% + WieF) ¢ g;cmcm
* ;quqq,q,q + ...

Este hamiitoniano tiene la misma forma que ef de 3.020. Del capituio |ii sasbemos que o sistema
de scuacionea del hamiitoniano 4.080 pusde desacoplarse en N scuacionss de cscilladores no linea-
laa forzado, igual al sistema 3.080, siempre y cuando el sistema cumpla ias MpStesis del tecrema de
KAM. Esto nos asagura que las soluciones de las ecuaciones de movimiento estarfn muy cerca de las
del hamiitoniano 4.010. Las frecuenclas asocladas a los modos normales se consavarin muy proxi-
mas a las frecuencias 4.040.

Cuando sl sistema no cumple con el teorema de KAM, debemos esperar un comportamiento muy
diterente al del sistema iineal) ademis, sl existen trasiapes de resonancis, podremos detectar com-
portamiento azaroeo en los planocs de corte.

b) Modos Normaleas

Cuando tenemos una cadena de csciadorea armbnicos con un hamiitoniano como 4.010, encontra-
mos qQue la transformacitn 4.020 nos conduce a un hamilitoniano de N ocsclladeres armdSnicos desaco-
plados con frecuencias w; dadae por la scuacibn 4.040. Como cada ocsclador det hamittoniano 4.030
as conservativo en la energla, por eer integra! de movimiento, la energla que le asignemos iniclaiman-
te a cada modo de oscllecion se mantendrih para todo tiempo; en otras palabras, la distribucibn de
energia no varia en el tiempo.

Cada modo queda identificado por (a frecuencia a la que oscila, w;; es por elilo qus ls diatribucidn
de energis que demos & cada modo sera una distribucibn de energla en funcibn de la frecuencia w,.
Por o tanto, pera of alstema 4.010, la tranaformacibn a modos normales nos da N constantes de mo-
vimiento en la forma de N osciladoras armbnicos independientes, y ademfs la distribucion de energla
iniclal no cambia en @l tiempo.
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Sin embargo, para potenciales no lineales, con un hamiitoniano como ¢l dado en 4.070, no existe
an general ninguna transformacién que desacople el sistema de ecuaclones en N osciladores no line-
ales independientes. Aplicando de cualquier forma la transformacién 4.020, se obtiene un hamlitonia-
no sin términos cruzados de segundo orden, tal como @l hamiltoniano 4.080. Propongamos que los tar-
minos de orden cGbico o mayor de este hamiltoniano contribuyan a la energia en manor proporcion
que la parte lineal (términos cuadriticos), da tal forma que podamos expresar @l hamiitoniano como
3.040. S| ademias se cumplan las hipbteais del teorama de KAM, ies acluciones de este sistema no ae
alejar&n mucho de laa obtenides dal hamiitoniano lineal 4.030. La energla da cada modo normal aa
conservark cercana a su valor iniclal, con o cual la distribucion de energia no variark en el tiempo
(en forma qproxluuda).

Cuando |a cadena de oscladores anarmbnicos no cumple las hipbtesis del tecrema de KAM, ten-
dré resonancias. Las frecuencias w, ya no serin constantes y se tendrin oscilaciones de fese tal

como lo de movimiento del namiitoniano 4.080 las podemos ssoribir como:

q, = w,q, + (8/3q))t,(q;.0)

4.088 .

Qn = WG + (8/3au)tx(awt)

Las f;, son funciones periddicas del tiampo y de q, las cuales describen aproximadaments la con-
tribucion de las otras coordenadas q oh esta ecuacion. El hamiitoniano correspondients a este siste-
ma de ecuaciones seria:

4.090 He i:u 12)[ p% + wia¥ + 21(q.t))
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A cada elemento de la sumatoria lo lamaremos E;; represeantara la enargia al tiampo t del oscila-
dor anarménico cuya ecuacién de movimiento esta en 4.085, Como consideramos que el sistema es

resonante, E; y w; variarin en el tiempo, tal que ZE; = cte.

Para definir en este sistema la distribuciéon de energia en funcién de la frecuencia sigamos el si-
gulente procadimiento:

Como las fases oscilan airededor de la fracuencia w;, al muestrear el sistema a intervalos muy
cortos (menores que el pericdo de oscilacion del sistema) sxaminamos a que frecuencia oscilla Ins-
tantaneamente ! hamiitoniano H, (en 3.050) y ia energia instantinea E; de H;. Ei promadio sobre un
tlampo muy largo en comparacion que sl tiempo de muestreo nos indicar'que la distribucion de energi-
a en funcibn de la frecuencia as continua en intervalos (cada intervalo centrado en w;). Cuando en el
sistema ae trasiapan las resonancias, sntonces ocurrirh que o8 intervalos también se tralaparin, ob-
teniando asf una distribucibn continua, tal como vemos an la figura 4.20.

Para no hacer chiculos muy elaborados sobre ias distribuciones continuas, podemos hacer ! his-
tograma de ia distribucibn en forma gruesa, caiculando en cada barra el promedio de energla que se
encuentra entre (w; + w;,;)/2 y (w; + w;.,)/2 como tenamos en la figura 4.30.

La ventaja de veta idea ee que la barra en w; esté representada esenciaimente por el hamiltonia-
no H, en promedio (en forma grusse). Cuando el promedio en la distribucibn de energia ae estabiliza,
podemos decir que el eistema.ha llegado a su estado de equliibrio macroacbpico. El tiempo que tarde
ol sistema en aicanzar ef estado de equilibrio se lama tiempo de relajamiento de sistema.

Como el modelo de cadena de osclladores es dependiente del potencial, se debe buscar el po-
tenclal adecuado tal que la distribucibn estadistica que se ocbtenga concuerde con lo que predice la
mechnica estadistica o el experimento. En la siguiente eaccion revisaremos los estudios hachos so-
bre varios tipos de potenciaies y que forma de distribucidn se obtiene en cada uno de elics.

c) Estudios sobre Cadenas de Oscladores Anarmbnicos

En esta seccitn resumiremcs los resultados ocbtenidos en ios trabajos que antecedieron a los tra-
bajos de Bocchieri et al. {23) y Gaigani et al. (26). Ei punto en comiin de estos trabajos es el en-
contrar la distribucidn de energia en Tuncibn de la frecuencia y verificar s! concuerda con o resulta-
do de la mecilnica estadistica. Antes de empezar, debemos tener en mente los sigulentes puntos:

a) Las distribuciones de snergia en el ensemble, en o! sentido de la mecénics asta-
dfstice, deben esr funciones que sblo dependan de variables de tipo macroscbpico,
como sonh la enargia total, el nimero de particules en el sistama, el volumen, stc.
Esto significa que todas las condiciones iniciales (microsetados) que tengan los
mismoos valores de las variabies macroscbpicas deben tener ia misma distribucién.
Esto es lo que se conoce como insenaibilidad a las oondiciones Iniciales.

b) Si en un aistema meclnico pedimos que ia distribucion sea insensible a ias condi-
ciones Iniclales, no pedimos necesariamente que al sistema sea erghdico. En caso
contrario, s! el sistema es ergbdico, cusiquier funcion intagrable (en L,) e invariante
(donde por Invariante entendemos que sl promedio temporal de f es independients
de la condicibn inicial) debe ser constante casi donde quiera {2), en particular la
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distribucién de energia en un sistema estacionario es uniforme en el espacio fase
(acotado en enegla y posicion) la cual corresponde a una distribucién del tipo micro-
candnico en el ensemble.

Otro punto en comiin de eatos trabajos consiste en verificar ai es posible tener un sistema con
aquiparticion de energla sin necesidad que el sistema sea ergbdico.

As( pues, mostraremos a continuacion los resimenes de los trabajos de Ferml, Ford, Chirikov y
Northcote:

i) FPU (Fermi-Pasta-Ulam){24)

A principio de los afos cincuenta, Ferml, Pasta y Ulam Iniclaron el sstudioc de cadenas de osgcila-
dores no linsales. Pretendian determinar si a partir de una pequefia perturbacibn en el potencial ar-
mbnico se podia obtener una distribucidn microcanbnica tal como predecla ia mecénica estadistica.
Ademis deseaban determinar que propledadee ergbdicas poseia el sisteme.

Los potenciales que propusieron fueron ios sigulentes:

4.100
v, = (1/2)x? + (@/2)x?
- 2 4
4110 Vp = (1/2)x2 + (B/4)x
Vg = $(x?/2) -cx
8= (18-2% x<¢2% 08l x2-2% y x22%)
4.120

cona yfi como:a =1/4,1y8 =1/16, 8.

Con esos potenciales, ol sistema fue simuiade numbricamente en ia computadora para un nimero
de 64 particulas. Las condiciones iniciales excitaban al slstema en tres formas distintes: distribu-
yendo a las particulas en forma senocidal en le posicion; en forme de diente de slerra y excitsndo el
quinto modo normal. La energla se tomd tal que la energia asociada a ia parte anarmbnica del hamiito-
niano no excediera sl 10% de la parte armbnica.

Los resuitados que obtuvieron fusron desconcertantes para esa época, ya que no se conocia el
tecrama de KAM. Los modos normales compartian ligeramente energia pero para tiempos regresaban
a la distribucibn de energla original; (nicamente compartfan energla los modos de frecuancia alta. No
ee notd ninguna tendencia a la equiparticion.

Por otro lado, ¢! sistema no mostrd ninguna propledad de ergodicidad o mezcla, comportindose
més bien como un sistema sstable. Este trabajo condujo a muchas polémicas y varios autores trata-
ron de encontrar la causa por la cual no se obtuvo equiparticibn.
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i) Chirikov (1986) (12)

£l objetivo principal del trabajo fue buacar la causa por ja cual FPU no llegaron a la egulparticion
en la enargla. Partid del potencial 4.100 y considerd un desacoplamiento de ias scuaciones de movi-
mianto igual al sistema 3.060. Llevando a cada ecuacion de eas sistema a su correspondiente acua-
cion de fase, como la ecuacibn 3.280, determind las condiciones para ias cuales el sistema s® com-
portarfa estoclsticamente, tal que S en 3.400 fuera mayor que uno. Conaluye que el excitar Inlcial-
mente los modos altos de frecusncia resulta un comportamiento estocistico, en cambio una excita-
cibn de los modos bajos nos leva a comportamientos cuaeiperibdicos. Musstra resuitados numéricos
que concuerdan oon su hipStesis. Ademis concluys que el modelo FPU no mostr6 estocasticidad
puesto que sblo excith modos de frecuencia baja.

i) Ford (1968) {21)

Al igual que Chirikov, ol propbsito de su trabajo fue enocontrar ia razbn por ia cual FPU no Hegaron
a la squiparticion de la energla.

Perti6 del potencial 4.100 suponiendo que la energia de Is parte no lineal no excediera da un
10% de la energia on la parte linesl. El mBtodo que siguib ee basa en el uso de un mbtodo perturbati-
vo en el sistema de ecuaciones transformado por 4.020. A partir de ahi analiza las condicionss an
que aparecen denominadores pequefios en la solucién da las ecuaciones de movimiento. Estos deno-
minadores pequefios dan origen a la d del sistema. El sscoger an forma aproplada las fre-
cusncias w; en ol sistema nos pusde conducir a tener denominadores peguefos.

Demusatre, numbricaments, gue las frecuencias asociadas a denominadores pequefios
(calculadas tebricaments) conducen a equiparticibn de la energla, hacibndoio para 2, 3 , 5y 185 par-
ticulas. Muestra tambin que el modelo de FPU no posee frecuencias de “resonancia® y que por lo
tanto debes ser un sistema cuasiperibdioo.

Con respecto & la ergodicidad del sistema, musstre que la cadena de oscliadores con frecuen-
clas resonantes posee mis de una constantes de movimiento; para ol caso de Ns2 , lo muestra anall-
ticamente. Para mayor niimero de particulas lo muestra numricamente.

Propone que ia forma de considerar modos normales en cadenas de cscladores no linsales con-
aiste en asociar estoe a laa conatantes de movimiento que posse ¢l sistema. Tambibn muestra numé-
ricamentes que la distribucibn de energia en e tiempo de un oscilador en el sistema con frecuencla
resonante sigue una distribuciSn tipo Maxwell-Boitzmann y que pars una cadena de osclladores line-
ales, ia distribucitn de la particula de ah madio ss del tipo Maxweli-Boitzmann. Con eso concluye que
las particulas extremas resultan ser un buen baho térmioco.

Cabe notar que para N=2, la cadena con frecuencla de resonancia es idéntica al sistema de Heé-
non {26} en 3.510.

iv) Northcote (1963) (26)

Su trabajo se concreta a estudiar una cadena de csciladoresa linealss, donde a8 particulas pue-
den chocar sntre eiflas sl se acercan lo suficlents. Musstra que tal sistema Hega a squipartiolon sl la
energfs es superior a cierto umbral. El potenclal consistié6 en un término cuadrado mis una pared de
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potencial, la cual simulaba el chogue elastico entre particulas (las cuales poselan clerto radio). La
conclusibn de eate trabajo fue que cuando la energia es suficlente como para que las particulas
choquen, el sistema llega a la aquiparticion de ia energia, |0 cual se muestra numéricamenta.

d) Bocchieri et al. (1970) y Geigani ot al. (1972)

Quince afos despubs del trabajo de Fermi, Bocchierl ot al. {23) volvieron a retomar el problema
de la cadena de csciladores, esta vez asignindole un potencial del tipo Lennard-Jones (L-J), que es
usado normaimente en potenciales interatémicos (utiizendo valores de constantes atbmicas) y renor-
malizando el patencial obtienen:

4.130 Ve 1M1 x'2-x®)+ 275

La Intencion de este trabajo fue verificar si ee cumpiia la squiparticion de ls energla en los mo-
dos normales cusndo se proponia un potencial similar al qus existen en las moliculas. Para hacerio,
recurrieron a los mbtodos numbricos pare simular ia cadena de csclladores con potencial L-J. Sus
ecuaciones de movimiento eran:

Vim-660(1-2(2"0ex-x, | Y ON2"/0ex;-x,, )7
+680(1-2(2 /% ex,, -3y SN2V %+ x,, -2,

4.138

Las condiciones iniciales que reportaron en ese trabajo fusron:
1) La gama del nimero de particulas que probaron fue de 2 a 100

W) La gama de las energlas probadas variaron de E/N=1/20 a E/N=10, donde E/N
significa la energla por particula.

i) La energia se distribula principaimente en el primer moda normal (el de frecuen-
cia miis baja). En algunos otros casoe se equidistribuyb la energla.

El tiempo de simulacitn varib entre 77 y 11564 periodos largos (perfodo del modo de frecuencla
mbs baje), ol cual dependia del nimero de particulas que deseaban simular.

El método para promediar fub calcular la energia del hamiitoniano de cada modo no perturbado:
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4.136 € = (1/2)(p% + wiia?,)

Promediaron en el tiempo cada E,, utilizando la transformacién 4.020 para calcular A, y q,.
Los resuitados cbtenidos los podemos resumir en la eigulente forma:

I)Cuando N > 8y E/N > 1, la distribucibn de energia en funcibn de la frecuencia (E
) tiende a equiparticibn.

H) Cuando N> 8y E/N € 1 y se excita un soio modo normal iniclaimente, el sistema
tiens Un comportamiento recurrente (cuasiperibdico).

W) Cuando E/N < 1/10, no importa como 8@ excite s elstema iniclaimente, slempre
tendrl un comportamiento recurrente.

iv) Para No2 y N=4 , ol sistema tiene un comportemianto recurrente si es excitado
un solo mado normal.

Con estos resultados, ae puede concluir que E/N=1 o3 ol umbral de energfa para obtener equi-
particibn (siempre que N sea mayor que 8).

El trabajo de Gaigani {26) de 1072 toma la miame cadena de ceciladores utilizads por Bocchierl
y se interess por encontrar ol tipo de distribucion que tiene ol siatema debajo del umbral E/N=1. El
mbtodo numbrico y ol modo de promediar E, son idénticos al del trabajo anterior. Las condiciones ini- -
clales que oconsidera son:

1) N va de 10 & 100.
) E/N st entre 001y 1.
u)uoxmmm.ummw.

Sajo estas tres condiciones iniciales, Gaigan! afirma que la distribucibn de energia Ey, (donde el
indice | representa el j-asimo Intervalo de tiempo donde ae promedia E y n es el nimero del modo
normal) tiene la forma de una distribucibn de Planck:

4.150
CEp ) = (Aw,)/ (8% - 1)

El parimetro & ase caicula dimensionaimsnte como:

a(me, o) = (me)'2em(1,1,1)
4.166
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Siendo m la masa, ¢ la constante de acoplamiento y ¢ la distancia entre los Atomos. Encuentran
que «(1,27.6,1) es igual & 0.1 , asl que:

4.156 a = 0.02m!/%!/2¢

En flsica atbmica y molacular, ios parimetros m, ¢ y € cumplen con clerta precisibn la siguiente
relacibn:

F.-zzh

Z o8 ol nimero de electrones on ol tomo, asl que a se rasscribe como:

4.167

4.180 asZ2/(261)

El parimetro § en la ecuaciin 4.180 se ajusta por el mbtodo de Chi-cuadrada:

4.170 X*(@)=(1 Iﬂ)z:[ﬂ.(c)-lr}')/l,(c)]
F@® = 3 Bye)

Adembs demusstra que se tiene un mejor ajusts con la distribucibn de 4.160 que en una de tipo
sxponencial. Musstran un sjempio para Ne14, cbteniendo un valor para # de 1/2 (aproximadaments).

Ammmw'lumnmymm.-

El trabajo de Galgani prusba condiciones iniclales an las cuales, segin Bocohier, no existe ten-
dencia a la equiparticibn de ia energfa. Sin smbargo, a tales energias y exoitando un solo modo nor-
mal, Boochieri afirma que ol sistema pusde tener un comportamiento recurrente. Una duda que surge
del trabsjo de Galgani ss como se puede hablar de una distribucibn tipo Planck en tales condiciones
iniclales cuando o trabajo anterior assgura que ol sistema &e comporta recurrentemente (o sea,
sensible a las condiciones inicisies).

Otro punto que lama ia atencibn es el hecho de que casi todas las condiciones iniclales corres-
ponden a la excitacién Gnicamente del primer modo normal, y en otras pocas veces equidistribuyendo
ia energla. Pero, qub suceds cuando ss excita con otra condicitn Inicial, en particular sl sa excita el
Gitimo modo normal? 8! en sstos trabajos afirman gue sxiete aigin tipo de distribucibn, ya sea Planck
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o microcandnica, debe aer independiente casl siempre de las condiciones iniciaies ( aslempre y cuan-
do las variables macroscHpicas sean las mismas). En el trabajo de Galgani ae hace la aclaracién que
cuando se excitan modos normales aitos no se llega a una distribucibn tipo Planck y no dan ninguna
Justificacion acerca de este hecho.

Si la cadena de csciladores con potencial L.~J posee dos diferentes tipos de distribucionea, impli-
caria que E/N=1 gignifica un cambio de fase en el aantido termodin@mico, ye que ol sistema cambis
sus propiedades macroscbpicas, pero surge la pregunta sl dicho sistema solo poses sstos dos tipos
de distribucion o sl existen otro mia?

Era necesario aciarar este conjunto de confusiones y dudas que teniamos scbre los trabajos de
Bocchierl y Gaigani (en particular ol segundo trabajo resuitaba muy cbscuro en sus conclusiones).
Para poder assgurar la existencia de una distribucibn tipo Planck en la cadena de osclladores con
potencial L-J era necesario simular numbricamente dicho sistema y probar aquelias condiciones ini-
clales que fueron discutidas en ios trabejos de Bocchieri y Gaigani para asl verificar sl tales distri-
buciones son insensibles a las condiciones iniclales. El no realizar tales simulaciones numbricas impli-
carfa que cuaiquier orftica scbre e90e trabajos resultaria ambigua.

@) Descripcitn del Modelo y Discusion del Método Numérico

Para estudiar ol movimiento y calcular la distribucion de energla de una cadena de oscladores
con potencial L-J debemos primero establecer ol modelo. El potencial L-J que existe entre particulas
contiguss 10 tenemos descrito en la ecuacibn 4.130, donde x es la distancia entre las particulas. La
forma de este potencisl ia podemos cbservar en la figura 4.40. El punto de minima energia se en-
cuantra en 2'/%, Las scuacionss de movimiento de la cadena de osciladores con potencial L-J para N
partioulas son las scuaciones 4.138, que son N ecuacionas diferenciales de asgundo arden. Por me-
dio de ias scuacionss de Hamiiton, podemos cambiar ¢l sistema de N ecuacionss 4.1308 por un siste-
ma da 2N ecuaciones de primer grado:

$=-080(1-2(2" /S ex;-x, VONR /Sax;-x; )7

c2(2/%ex. 1 -x ) OH2 S ex, 1-x)""
4.190 +880(1-2(2'%+x;,; -x;)"* X %, 1-X%;)

X = 8

€l valorde ivade 1 a N, ademias X, = xy,; ®= O por ser una cadens de extremos fijos.

Pars simular ol comportamiento de la cadena de osclladores & travbs de Itiempo, se busch la so-
lucibn del sistema de 2N ecuaciones 4.180 en forma numbrica. Ei método utiizado fue el de Adams ¥y
Moulton {27) con la caracterfstica de tener un arranque automlitico de primar orden, control de or-
den (hasta octavo orden) y paso varialbe eegin i0s requerimientos de precision dessados.
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El programa de simulacién, en la mayoria de los casos, calcula 100 000 puntos a partir de la con-
dicién iniclal {( un punto es un vector de 2N coordenadas p; y x; ), de los cuales sbio se guardan en
disco 10 000 puntos (uno cada diez caiculados) para hacer posteriormente promedios sobre alios.

El programa se corrib en una computadora PDP-11/34 con procesador de punto fiotante; el pro-
grama se dividid en tres partes, uno que Inicia la simulecidn, otro que propiamante realiza la Integra-
cion de las ecuaciones y el (Gitimo que realiza los promedios.

La unidad de tiempo de simulacitn es el periodo largo (tal como io detine Bocchleri), que es el pe-
rfodo de la fracuencia mis baje. Las frecuencias no perturbadas estin dadas como:

w, = 2 [660 -m(ur/z(un))
4.200

Asl, el periodo largo es aproximadamente N/20.

Los tiempos de simulacibn fueron en promadio de 50 a 100 perfodos largos, que Heven aproxima-
damente dos horas de miiquina. La precision en la energie no varid miis del 1% on ia mayorfa de las
simuiaciones. En total se realizeron 16 simulaciones numbricas, de las cuales una se extendid a casl
1000 pariodos largos (ocupando mis de 40 horas de procesadorl).

f) Datos iniciales y Forma de Caloular los Promedios

Despuba de verificar que ¢l sistema de cbmputo funcionare bien probindolo con un sisteme de
diez cecliadores arménicos, se tenfan que decidir las condiciones iniciales que nos eran de mayor in-
torbs.

En primer lugar, ol nGmero de particulas que tomamos fue N=10 pero tambibn se probd N=11, el
elegic aste nimerc dependid de la capacidad de computo con que contabamos, tratando de escoger
ol menor valor de N posible tal que estuviera arriba del imite marcado por Bocchierl de Ns=8.

La gama de energias con las que trabajo fue relativaments amplio, de E/N=1/8 a E/N=8.14 , para
asl poder cubrir el espectro de energle en sl oual Galgani reporta haber tenido distribucion tipo
Planck (E/N=0.01 a 1} y tambibn of intervaio de energia donde Bocchieri nos muestra que obtuvo
esquiparticibn (E/N mayor qus 1).

La forme en que ae excitd iniciaimente al sistema la podemos dividir en dos partes: |) Exoitando
un solo modo normal, §) Excitando una sola particula. En ambos casos se le dio toda la snergla iniolal
a la particula 0 modo en forma de energle cinbtica. Como se pusde ver de la transformeoibn 4.020,
cuando se excita una sola particula equivale & excitar a todos los modos normales sigulendo una dis-
tribucibn proporcional e:

sin¥(F1/N+1)
4.206

iguaimente, al excitar un solo mado, las particules ae excitan proporcionaimente a 4.206.

Como nuestra Intencibn era examinar el comportamiento da la cadena L~-J en condiciones Iniciaies
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difarentes a las utilizadas por Bocchierl y Galgani, decidimos hacer una serie de simulaciones exci-
tando el (itimo modo normal a diferentes snerglas. También excitamos el primer modo normal para te-
nar una forma de comparar las distribuciones obtenidas de ambas formas de excitar el sistema.
Cuando se excitd una sola particula, los modos se excitaron en forma proporcional a 4.205; este tipo
de excitacidn inicial del sistema nos di6 la posibliidad de varificar culiies modos normaiss compartian
energis mis fuertemente. En total se realizaron 16 simulaciones, de ias cuaies 8 correspondieron a
exclter ol Gitimo modo normal (E/N=1/8, 3/4, 1, 5, 8.14 y 50/11), otras dos excitando el primer mo-
do normal (E/N= 1, 5), seis axcitando a la primera particula (E/N=1/8, 1/4, 1/2, 1, 2, 5) y por Gitimo
dos excitando los modos en forma azarosa (E/N=8.14).

El método seguido para promediar consistid en tomar 20 subpromedios de ios datos que astaban
aimacenados en disco, de ios cusles ss obtiene un promedio total con su desviacibn. Dos tipos de
variables se promediaron: la energfa cinbtica de cada particula y la energia cinitica ds cada modo
normal, utiizando para este Gitimo promsdio la trasformacibn inverse de 4.020. El hecho de haber as-
cogido como promedio la energla cinbtica y no la energla total fue porque conocemos con toda preci-
sion el valor de la energia cinbtica (de ios modos y las particulas) y en cambio utilizar la ecuscibn
4.1306 para obtener e energia total nos da sbio un velor aproximado siempre y cuando las soluciones
del sistems de ecuaciones no se alejen demasiado de la solucion del sistema no perturbado, ye que
sbio de esta mansra podemos seguir (dentificando los modos normales. Por esta razbn preferimos
promediar la energla cinftica, ya que ol of sistema hublera tenido comportamiento ergbdico, el cliculo
ds snargfa total por medio de Is scuacibn 4.138 no tendria significado alguno.

En ¢l apbndice se musstran los programes utilizados para simular al sistema y cbtener sus prome-
dios.

@) Resultados Obtenidos

Pnncnalurloomnluduyoonpuulboconk‘anobtomdooporlocclimyedom.-ompm
ios resultados de ecuerdo a la condiciones iniclales.

1) Uitimo modo excitado

Los resuitados en satas seis simulaciones fuasron sorprendentes. Con esta condicibn iniclal ampe-
zamos las simulaciones con una energla relativamente bajs, E/N=1/8; al cabo de 80 perfodos largos
Ia distribucibn de energia es mantuvo invariante, o ass, &l Gitimo modo normal no compartid su energla
a los modos vecinos. Aumentamos la energla E/N & 3/4, 1, 5, 8.14 y 50/11, el resultado fue el mis-
mo, la distribucibn no se modifictl. En la figura 4.60 podsmos ver los resultados, los cuales nos indica
que de alguna forma of Gitmo modo mantiene su energla Invariante, ain cuando E/N >1 (con N=10,
11), lo que no concuerda con el resultado de Bocchieri, ya que deberiamos esperer aquiparticibn de
ia energfa. Ahors, pare energfas bejas (E/N = 1/8) se debls haber obtenido une distribucibn tipo
Planck segiGn Galgani, pero el resuitado que obtuvimos no ss de ninguna mansra una distribucién tipo
Planck.

Es plausible pensar quse el sistema, bajo esta condicibn inicial, tiene un comportamiento recurren-
te, ya que el Gitimo modo mantisne su snergla tal como rasultaria en el sistema no perturbado. Es
clerto que los tismpos de simuiscién corresponden a la décima parte del tiempo utiizado en el traba-
jo de Bocohieri, sin embargo no se nota ninguna tendencia dei Gitimo modo a compartir ensrgia con
sus vecinoe.
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Tal raesuitado nos hace sospachar que el sistema ¢s fuertemante sensible a las condiciones ini-
ciales, inclusive para E/N > 1. -

2) Primer modo excitado
Con ests condicidn inicisl sdlo realizemos dos simuiaciones con las siguientes enarglas, E/N= 1,

50/11. El resultsdo obtenido Indica que el primer modo normal comparte energia a los modos vecinos
rapidamente, tal como io vamos en la figura 4.56.

Bajo esta condicion Iniclal podemos ssperar que en un tiempo meyor, por sjempio 1000 periodos
largos, se llegue & obtaner equiparticibn. Tsl parece que este rasultado concuerds conh al obtenido
por Bocchierl.

Un hecho interesante ss qQue la rapidez con la que el primer modo comparte snergia con aus veci-
noe depende de is enargla total del sistema, puss a bajes energlas (menores que E/N =1), la distri-
bucibn de energia del sistema cuando se excita iniclaimenta el primer modo tendrk aproximadamente
la forma de la figura 4.65 despuie de un periodo muy largo de simulacion. Tal forma nos recuerda una
distribucibn tipo exponencilal o tipo Planck (que es el tipo de distribucion que Galgan! obtiens). Pero
esto implica que sblo excitando los primeros modos normaies se obtisne una distribucibn tipo Plenck,
lo que significa que tal distribucion depende fusrtemete de las condiciones Iniciales. En el trabajo de
Gsigani se encuentra un comentsrio referents a qua sbio excitedo el primer modo normal ae podia
obtener ia distribucién tipo Planck, lo cual apoya nuestra hipbtesis. Podemos conciuir que la distribu-
cibn tipo Pianck es sensible a las condicionas iniclales.

3) Primere particula excitada
Por los resultados obtenidos en 1) y 2) ea de esperar que cuando el sistema se excite inicial-
menta con una distribucibn proporcional a 4.208, sblo an los modos bajos se podrin apreciar cambios
an |s distribucin, en cambio ios modos altos mantendrin su energla iniclal con la que fueron excita-
dos. En las simulaciones realizedas con esta oondicibn Inicial y ¢on enarglas iguales a E/N = 1/8,
1/4, 1/2, 1, 2 y 5, sa obtuvieron las distribucionss de energla de los modos normalea tal como se
puede ver en la figura 4.60.

Este resultado nos confirma que los modos bajos comparten energia mia fuertemente que 108 mo-
dos altos y la velocidad con que o hacen dependa de la snergla total de! sistema. Da ssta afirma-
cion ee suglere que la squiparticion del sistema depende fuertementes de que sean excitados iniclal-
mente algunos modoe bejos.

4) Distribucin de anergfa en las particulas
Al cbservar las distribuciones de enargia an (as particulas nos damos cuenta de que cuando eon
excitedos algunos modos bajos iniclaimente, la distribucibn de energla de las pnrtrculni tiene la for-
ms qua se muestra en la figura 4.70.

Son las particulas de los extremos las que gsneraimente tienen una snergis en unos casos mayor
y en otros menor que @l promedio de las particulas Interiores. Tal comportamianto suglere que las
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particulas de los extremos actGan como un bafio térmico de la cadena intarna de osciladores. Por tal
motivo pensamos promadiar el sistema excluyendo las particulas de los extramos. Al obsarvar el pro-
medio sobre los modos normales (excluyendo las dos particulas del extremo) las distribuciones obte-
nidas no mostraron un cambio cualitativo importante sn compaeracion con las distribuciones originailes.

6) Simulacionea con difsrents nimero de particulas
Una pregunta que nos surgib sobre los resuitados anteriorea es sl bstoa dependian del nGmaero de
particulas, O sea ds la paridsd de N. Hicimos aimulaciones con once partioulas para cambiar la pari-
ded de N y encontramos que el sistama saguia mantenisndo al mismo comportamlento,

6) Simulacion prolongada
Una duda que teniamos sobre nuestros resuitados es si varia la distribucion en forma cualitativa
cuando el tiempo de simulacibn se prolonga mia. Para quitarnos de duda, slegimos simular al sistema
en un periodo largo con una distribucion inicial al azar y energia E/N=8.14, verificando a diferentes .
tiempos cOHmo variaba dioha distribucién. Sagin Boochierl, a tal enargia el sistema debaria Hegar a
equipartiolon; ein embargo el resuitado fub otro. La figura 4.80 muestra |la distribuoibn obtenida al
tlempo ta70 y tu1100 ( en periodos largos).

Tal parece de la grifica de distribucibn, que ls energia de ios modos ae conserva en forma apro-
ximada. Esto nos confirma el hecho de que la cadena de cecladores con potsncial L-J depende fuer-
temente de las condicionee iniciales.

7) Simulaciones de verificacibn

Siempre que se realizan simulaciones numéricas se tiene la duda de que el sistema computacional
no concuerde con la solucion real del problema. En nuestro caso no tenfamos la certeza de tener al-
gln error en los programae, por lo cual decidimos haoer simulaciones de otros sistemas de cadenes
de csclladores. Probamos en primer lugar la cadena armbnica y comparamos ios resultados con la so-
lucibn execta y en sagundo lugar probamos ol sistema de cadena de osclladores utiizeado por Ford
{21) descrito anteriormente. Para sste Gitimo caso tomamos la cadena de cinco ocsciladores fuera de
resonancla y en resonancia, comparando los resuitados con los reportados por Ford {21). Para todas
estas simwlaciones coincidisron an forme muy aproximada con ioe resuitados exactos o reportados.

h) Conclusionas

En esta seccibn reaumiremos los resultados obtenidos en las simulacionas que realizamos y los
compararemos con 08 resuitados de los trabajos discutidos antsriormente. En particular, harsmos
una serie de criticas sobre ios trabajos de Bocchleri y Galganl.

1) A partir de {as simuiaciones realizadas y basindonos también en algunae inconsis-
tenclas (como la dependencia de excitar los primaros modos normales para cbtener
Planck, el uso de la enargla total de los modos normales para promediar, etc.) de los
trebajos de Galgani y Bocohleri, podemos decir que el sistema da cadena de oscile-
dores con potenclal Lennard-Jones es esensible a las condiciones Inicialee ( en la
gama dietribucibn en el sentido termodinimico. Como dijimos, el sistema tiene un
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comportemiento muy diferente si @s excitado el primero o el Gitimo modo normal. Una
explicacion que podemos dsr e este fenbmeno es que cuendo dos modos normaies
perturbados tiene ia misma energia, es el modo de fracuencia mis baja sl que se
veri mis perturbedo debido a que tiene que oscilar con mayor emplitud (hay que
recordar que la snergla es proporcional al cuedrado de (a amplitud y de le
frecuencia), por este rezbn ios modos de mayor fracuencia oscilan con menor ampli-
tud y por snde estarin oscilando en le parte insal (o cercane) dal potencial. Esto
quiere decir que los modos aitos conservarin mis su energia, en cembio los modos
bejos compartirin ripidamente ia energla.

i) No es posibis hacer una afirmacibn rotunda de que la cadena de csciladores con
potencial L-J esa sensible a lae condiciones iniciales, ya que estamos basando tal
afirmacién an los resultados de un conjunto pequefio y limitado de simulaciones, cu-
yos reeuitados no ooncordaron con io predicho por Bocchieri y Galgani. Para oonfir-
mar nuastras oconclusiones s necesario demostrar que ol alstema con potencial L-J
ee estable, esto quisre decir qua cumpie con las hipStesis del tecrema de KAM. 8i
tal cosa as clerta, implicarfa inmediatamente qus el sistema no puede ser ergbdico
¥ que su comportamiento dependa fuertemanta de las condiciones iniciales (debido
a ia estabiidad del sistema). Para cumplir las hipStesis del teorema de KAM deban
satisfacerse las ecuaciones 3.445 y 3.4486; asto implica que debemos sncontrar los
vaiores de las constantes enunciadas an 3.4465 tai que acoten a ia auma de las fre-
cuencias por los enteros, sntonces demoatrando que tales constantss existen y
que reaimente la sumatoria queda acotadas. Solaments asf podremos afirmar que el
sistema es sstable. El utilizar la computadora para hacer todas ias permutacioness
de nGmeros snterce tales que la suma de sus mbduios seas igual & un entero M (esto
es para aplicario a la ecuaciin 3.4485) puede llevarnoe una cantidad enorme de
tiempo de miquina (aun considerando simetrias), asf que es necesario buscar un
mbtodo anaiitico que simpiifique el problema y podamos obtener tales constantes.
En un trabajo realizado por Nishide {28) se demusstra formaimente que el sietema
de FPU cumple con ef tecrama de KAM; asrfa interesante entonces aplicar tal méto-
do & nuestra cadena de osclladores y verificar sl as sstable el sistems. -

i) St of tecrema de KAM se cumple para la cadena con potencial L-J, entonces no
pusda haber resonancias en el sistema; esto concuerda' con las conclusiones de
Ford en el asntido de que un sistema no resonante no puede Hegar a equiparticion.
También podemos pensar que la cadena con potencial L-J tuviera un umbral de
energia para la cual ol sistema ya no cumpia con las hipStesis del tecrema de KAM
(energias muy altas); sin smbargo parecs que a las snergias en que trabajamos es-
te no ee @l Caso, ya Gue a snsrgias muy aitas (mucho mayoree que E/N=27.8) el po-
tancial Lennard-Jones podria ser substituido por una pared de potencilal, y recor-
dando sl sjemplo de Northcote, sbio es Hega a equiparticibn el el sistema tiena tal
energie que logra "chocar con |a pared de potencial®; a energias mis bajas el sis-
tema se mantiens sstabie. En nusstro caso, que trabajamos & snerglas Inferiores a
E/N=10, estamos muy lejos de ese umbral y por i0 tanto debemos considerar que ho
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violamos esa hipbtesis del teorema de KAM.

iv) El trabajo de Galgan! et al. muestra una grave Inconsistencia debido a que la
diatribucién que elios ocbtienen depende fuertements de fa condicibn Inicial. Por esta
razbn no tiene sentido hablar de distribucion en este sistema. Consideramos puee
que no es posible tener una distribucion tipo Planck en este sistema tal como io
propone Gailganl. 8in embargo feltaria demoetrar que en una cadena de oeciladores
la Gnica distribucién posible es is equiparticibn de snergls, perc si o8 posible de-
mostrar que solamente ae puede tener una distribucion (en el sentido estadistico)
cuando ¢l sistema os ergbdico, se podrfa demostrar que en un sistema cerrado ia
Gnica distribuciSn posible es la microcanbnica.

v) También se debe investigar mis acerca de los resuitados de la mechnica esta-
diatica on sistemas meclhnicos, como por ejempio ver sl se verifica ol teorema del
Virial on sistemas gue poseen propledades estadisticas.
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5. Concluciones

Para finalizar este trabajo de tesis haremos uns recopiacion de las conciuciones mis importsn-
tes expuestas a traves de ios cuatro capltluics anteriores.

La visibn actual de la mechnica no se limita solamente a resolver un sistema de ecuaciones dife-
rencisles dadas las condiciones iniclales, sino que al incluir ias idess de ensemble, distribuciones y
promedios aumenta sus posibliidaedes. En primer lugar pueden satudiar los fenbmenos de establiidad o
inestabilided de las ecuaciones diferenciales y de sus soluciones y jJunto con una formulacion de la
teorfa ergbdica, se pueden reconocer fenbmencs azarcecs e ireversibles cuyo origen es piramente
mechnico. Aqui hemos estudiado sistemas mecinicos en que aparecen procescs estoclsticos, para
esto fub necesirio seguir tres pasos:

i)identificar al "plano de corte" del sistema meclnico como el Gnico medio posidle

para poder cbservar un comportamiento estoclistico y ligar la idea de azar con ol de
inestabilidad.

i) Estudiar el concepto de azar (restringido a una distribucion uniforme) en sucesio-
nes infinitas.

i) Mostrar e utilizer loe principales aspectos y tecramas de la teorfa ergbdica, aso-
clandolos con los problemas de azar e inestabliidad.

De 0 anterior se conciuye que los conceptos de azar y determinismo en ios sistemas mecénioocs
no eon antegbnioos, ya que eso depende del punto de viets que se adopte para cbeervar al sistema,
on particular depende del nimero de parfmetros que se consideren en la cbservacion del sistema
mechnico.

La apiicablidad de la mechnica cilsica se ve acotada inferiormente por el micromundo. Como sa-
bemos, solo ia meclnica culintica puede axpiicer correctaments los fenbmencs que ahl ocurren. Por
esta razin es sorprendents que Bocchier! ot al. y Gaigan! et al. obtengan a partfk de una sisteme
clisico una distribucin de energia tipo Planck (en funcibn de w), donde @l sistema corresponde a
una cadena de osclladores no linesies. Por las profundas repercuciones que esto traeriea sobre ios
fundamentos de la mechnica culintica, nos decidimos a estudiar a fondo este probiema.

Como entecedents pare estudiar ol comportamientos de las cadenas de osclladores anarmbnioos, -
fue necesario conocer bajo que condiciones un cscllador anarmbnico tiens un comportamiento inests-
bie. Es importante determinar {a estabilidad o inestabiidad de {as soluciones de las ecuaciohes de
movimiento ya que solamente podemos asegurar una distribucion de snergie que dependa exclusiva-
mente de las variablas macroscbpicas del sistama cuando §ste se comporta de manera inestable.

Las conchiciones a las qus llegamos sobre el estudio de csclladores anarmbnicos las podemoe re-
sumir en dos plrrafos:

i) Solamants cuando el sistems de osciladores tiehe resonancias y s su vez existe
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traslape sntre ailas, el sistema sera azaroso e inastable.

1) Cuando no exietan rasonancias de orden bajo en el sistema, @ste tendré un com-
portamiento setable.< > El siguiente paso fud recopliar los resultados de mecanica
estadistica y teoria ergbdica referente a funciones de distribucion en sistemas cerrados:

i) En mecinica estadistica, cuailquier diatribuciébn debe depender solamente de las
variables macrosctpicas.

i) La mechnica setadistica setablece que un sistema cerrado solo puede tener un
tipo de distribucibn, la microcanbnica.

i) En un sistema ergbdico, la funcibn de distribucion es nacesariamente uniforme.

A continuacion se revisd {a literatura para buscar trabajos relativos a cadenas de cacladores an-
tecesores del trabajo que esstudiamcs. Todos 08 trabajos que encontramoe concuerdan con los re-
eultados de mecénica setadiatica y con la teorfa ergbdica, no exiaten svidencias anteriores de ha-
ber obtenido una distribucibn que no sea a uniforme.

E| hecho de no existir ningin antecedents que respsaide los resuitados del trabajo de Galganl et
al. y Bocchieri et al. y al no concordar sste trabajo ocon la mecinica estadietica y con la teorfa ergb-

dica, hos motivb a repitieramos los cliculos numéricos con los que hablan obtenido la distribucion tipo
Planck.

Despues de una serie de simulaciones numbricas de la cadena de ocacHadores con potencial
Lsnnard-Jonss, con un nimaro de particulas igual a N=10 y N=11, llsgamos a la conclucién siguiente:

El sistema depende fuertemente de las condiciones iniciales y por lo tanto, no

tiene sentido definir en dicho sistema algin tipo de distribuciin.< > Esta no fub de

ninguna manera una demostraciin formal scbre la no existencia de una distribucitn tipo Planck en

Ssta cedena de osciadores, sin embargo, nuestros resuitados nos marcan e camino a seguir para
hacer una demoatracibn formal, cuyos principales sliemantos a investigar aerian:

1) Demostrar que ol sistema de csclladores cumplen con ol tecrema de KAM.

i) Mostrar sxpifcitamente las fracuencias de resonacia, si existen, del sistema de
osclladores.

Por Gitimo, serfa interesante extender este tipo de investigaciSn a cadenas de oscladores con
cusiquier tipo de patencial. Un punto de interes seria ¢l mostrar que la Gnica distribucin posidbie en
dichos sistemas @8 ia uniforme y ademas que No &8 posible tener aiguna distribucion si el sistema no
es al mence ergbdico. Estas hipGtesis.nos levarian a la idea de qua ias propledadee sstadisticas de -
jos sistemas mechinicos implican necesliriamante ergodicidad. Ademis, utiizando ssas hipStesis se
podria determinar sl un sistema ss ergbdico simplemente promediando en tiempos finitos algin park-
metro, en particular el Virial.
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Apbndice

A continuacibn mostramos 08 programes utiizeados para realizar las simulaciones numbricas ex-

pusstas en el capituio IV. El orden en que aparecsn ios Hstadoe corresponden a ios siguientes pro-
gramas:

1) Programa de iniciaiizacién de parimetros.

2) Programa de simulacibn numbrica. Este programa utiiza una rutina de integracidn
numbrice Bamada "AMGER®, la cual esta descrita en el ibro de Gear {27).

3) Programa de eavaluacibn de los promedios temporales de la shergla cinbtica de
ias partfoulas.

4) Programa de evaluacibn de los promedios temporales de la energla cinktica de
ios modos normales, caloulados a partir del nimero de particulas que se quieran

considerar (ssta parte del programa ss utiizb para evaluar los efectos de de
borde).

Estos programas fueron ssoritos on FORTRAN IV-PLUS para ¢! sistema operativo RBX11M V-8.1
on uha maquina POP-11/34A oon procesador de punto flotante.
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15 FORMAT (44X, Y-maxima Y P-maxima ‘)
READ(S, 450) YMAX(I-1),¥YMAY (1)

37 CONTINUE

WRITE (&, Q)

WRITE(&L, 9

@ FORMAT (22X, ‘DAME METODO 0-ADAMS, 1 Y 2 GEAR. Y MAX. ORDEN DE K‘)

READ(S, 453) MF, MAXDER
453 FIRMAT(215)
{Q FORMAT(212)

WRITE(S, 11)
11 FORMAT(2X, ‘DAME CONSTANTE DEL RESORTE')

READ(S, 452) TKK

WRITE(&, 41)

READ(S, 454) LOORY, LOOFO, LOCPE
1454 FURMAT(JI?)
41 FORMAT(3X, 'NUM  DE ITERACIONES POR CALCULDO, NUMERO DE CALCULOS ‘.

» /. 'Y NUMERO DE ARCHIVOS”
C%4#***E%Q**%**#%4**#****&*****:%!&Qiié*%**i*&ﬁ*#iii
C
Ca EN ESTA PARTE SE IMPRIMEN LOS DATOS Y CON--
[t BICIONES INCIALES EN EL FERIFERICO GQUE
Co# SE HALLLA SELECIONADDO (FILE 7)
o
C

WHED AT F IR AT D G SRS BRI W R IRCA R R RREAER
WRITE(3,21) NUM, TKK
XLOOPU=DFLOAT (L.OORQO)
XLIOPE=DFLOAT (LOOQPE)
LIAM=XLQOPO/ XL.OOPE
I1TAMAsIDINT(XTAM)
ITAM=1TAMARNUNM + S#NUM

St FURMAT(5IX):1C’)N%:MERU DE MASAS = *, 13, 95X, 'CONSTANTE DEL RES. =",
<+ /7
CALL ENERGI(Y. T, TOT) -
GRITE(3 58S ‘TaT ,
2% FORMAT(5X. ‘ENERGIA DEL SISTEMA =’,D13.5,//),
WRITE (&, 29! TOT
WRITE(Z, 2217 T, T
‘z FORMAT(SX, "TIEMPO INICIAL = ‘., D10 9, ‘TIEMPO FINAL = ‘,D10.95,//)
DO 42 I=1, NUM N
WRITE(GZ, 23) 1., Y(22*1~1, 1), Y(2%], 1)
WRITEL3: 24) YMAX(2#)~1), YMAX(2*])
23 FORMAT (7%, MASA ‘, I2,’ VY-INICIAL = /,D13. 9,
+ . ’ P=INICIAL =',D13. 5, /)
24 FORMAT (14X, ‘Y-MAXIMA =',D13. 5, 9X, '"P-MAXIMA =',D13. 5, /7/)
12 CONTINUE )
IFCIDATO. NE. 1) GO TO 345
WRITE (3, 346)
2466 FORMAT (////, 5X, ‘CONDICIONES INICIALES DE MODOS NORMALES', 7/)
DO 367 J=1, NUM
WRITE(3, 368) J, Y(2#J-1,2), Y22, 2)
368 FORMAT(/, 4X, ‘MODO= -, 12,3X, ‘G= ‘,D13. 5,
- 3%, ‘P= /,DI3 5, 7)
3A7 CUNTINUE
265 WRITE (3, 26) H, HMIN, HMAX
246 FORMAT (£ /, 5%, ' PASO INICIAL= ', D15.3, ' PASC MINIMO= ,D1S. 8,
2 ) ‘' PAS0O MAXIMO= ‘., D15 8,//)
WRITE (3, 27) ESP, MF, MAXDER
7 FORMAT (X, ‘MAXIMO ERROR= ‘,D10. 5, SX, ‘METODO (0=ADAMS) ’, 12, |
* SX, 'MAXIMOD ORDEN =‘.12,/./)
WRITE (3,81 LOOPI, LOOP
Bl FORMATI(SX, "NUMERO_DE ITERACIONES ROR CALCULO DE CNERGIA =/,
* {5:;9?§>;TOTRL DE CALCULOS DE ENERGIAG=
* O /.
CHdst S - R 34500 335 {30 % R o 538 30 A 31 20 M3 5 3T I 3R R
Ca
(‘=2 fSTA FARTE CALCULA LOS PARAMETROS INICIALES
% DE LOS MONCS NORMALES DE OSCILACION, CALCU-
C» Léa LAS CONSTANTES CLJ) (AMPLITUD), WLJ] (FRE-
C# CUENCIA} Y DCJ] (FASE) DE LA ECUACION:
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+ YLJY = CLUl COBGraZe WL 'y=T ¢+ DU
R e R R R R Al R i R SRR CIE IR (R 2 LR O R R R
3,21
TS CCARACTERISTICAS DL LOS HMGDOS NORMALES , 2/

JUM\—CUMYrDSl (ladoeXPI . (NUMs YY) aY dud-t, 1)
SGUMP = QUMP+DS T r Cla e af gy cHUMe ) vayole 1)
200 PONTINUF

(2, ONOS TNy Y - 2 5UMY
FSQRY (2 ODOZ (NUM+ 1 5 1 s8UMP
C “GRT(4 ODG# TRV DB I axBR i /7(2 QDO+ IMNUMF1) )}
SUMY. NE. O o) O TOQ 3%0
o ~EPXP1/
S *SUMP/NFRVC
370

390 FASE=DATAN(~SUMF - (WFREC &I )
CHST=85UMY/DCOS(FAGE)

VT ~RZFL(3u 3A80C)ITI, CN FAS !: Hf'u._
e LORaTE3X ' ' ShLT. = )ld S

= IJx. 5.3!,'FREC S Thia s, 7))
00 CONTINUVE
B B B R I S R TR T F B B TR R oy 33 TE T
¢

> GUARDA DATAE INICTIALEYG En OIS0
P N L L R Rk R R R AR o N R X LT T R

OPEN(UNIf=4:NANE”’DV.§7hTU5 DAT

S FUORM= UNFOPHATTED'.

B RECORDS1ZE= NAXN[C"H e +S)
WRITE (4 »pUM, MF, NAXDhF LUO . HUPU.LMDPL MODL OF, UARCH
NKI!E(Q-IIAMA.IIAM.U o '.0
WRITE(Q)T, €SP
WHITE Y TH R,

WRITE (A ) HMIN, HMAX
DO &£00 I=i, NUM
WRITE(4) YoIa2~-1, 1), vl 10
200 CONT INUE
DR £20 1=1,NU
WRITE(I) YMAXCLRD -, "L AR UL »
H2D COMTINUE
CLOSE (UNIT=5?
STOR
END
C FETE R RVRUS S I B REg O »r'ﬂ{ PUARTRFTII S e bt ar R d BN oA I A
O
€ SUEWHTINA GQUE CAL.CULA LA ENERCLA DEL STSTENMA
UM ESCLHUIDO. 0 SEA, EL IXPD LE PDILNLlAL QU
R St ESTE TRABAJANDO. EM EG ARl B8 TiPO
R LENNARD-~JONES
O
[GRE T EELET EE R LRI R R L S [PE TR T R PR L BT E R R T Y S R R R
SUBRDUTINE ENERGIC(Y, T, TQT)
IMPLICIT REAL =8 (A=, G--I)
SOMIAON ANUMEC Y TKRK, DOCH . NN
DIMENSION Y (40, 8)
ENER1=0D G
TEME=(DOB6+Y (1, 1) )y#8 (-6
ENER2=(1-TEMOH)I2TEME
D0 SC I=1, NUM-1
[I=122
ENERI=ENERYI + Y{Il, 1inaa2
TEMOE=(DOE&FY (T 1+, 1)~y (i)t 1 i mnl-4&)
EMERZFENER24+(1--TEME ) +TERMe,
A1) COMNT TNUE
ENCRT=ENERT+Y (=M, L) 22D
TEM&—(DDS&»Y(?*NUM—I.L{)q*aub)
ENCERZ=ENER2+ (1 -TEM&) = TEMG
TOT=ENERLI/2 —~ (YRIL/& U tBENERS

RETURN
END
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IMPLICIT REAL#8 (A--H, G-2)
REAL #3 QT, QY, QP
COMIMIN /NUMEL/TKK;DOS&.NUN

COMMON /ENER/ICON
LIMENSTION Y¥{40.8 GUARDA(4O 17), MHX(QO).GO(“O).RPP(“O)
ASPN(QO; 0), IRS(40.: 4)

)
LIMENS ION ERROR(4
DIMENSION ENPROM(
OFPEN(UNIT=3, NAME='TI )
B R R A T 2 R 2 R L ST I T X T T AT
PROGRAMA DE SIMULACION NUMERICA

t
#+
Y
* DE UNA CADENA DE QOSCILADORES
+ ANARMONICOS CON POTENCIAL
Y
2%
-4

PO~ ~

TIPOD LENNARD-JONES

LA RS P EERELEEREREELEEIILIT LI IL I TSI SIS E S S R
XPI1=3. 141592454D0
DOS6E=2. QDCe#(1/6)

IR B LA R BRI L EE T XA FI R E S 2L 23 328 222 LT EL L PR TN E-EF LS Y 2

LECTURA LRE LOS PARAMETROS INICIALES
REAROE EN DISCO POR EL PRDGRAMA
IJICIA LJR" 0 POR_ESTE MISMO
FOAGRAMA CUANDA TERMINA UNA
IMLLACIDN NUMERICA.

- e

J.o
..*&4-#&&»4.».

Ty

R R L R Rt i 1 L 2t B L AR RTE R IS RTae SRR
OFEN(UNIT=95. NAME= ‘DV: STATUS. DAT ‘.
+ FURM="UNFORMATTED ’, TYPLE='CLLD ",
] RECGRDS1ZE=4, MAXREC=NUM#®#22+5)
YHUM, MF, MAXDER LUOPI LQOFQ, LOOPE, MODL.OP, NARCHH
F&HMA ITAN y KKK

INY
HMA
iM
(L1, 1), Y LT3 1)
£ CiIN
- Di2 a;u f=1. NUM )
READS) YMAX(I#2-11, YMAX(I<2"
&2 CONTINUE .
; CUOSE (URLT=5)
TR D R b T Y R I A G BER R B R W S B 5 A0 IR SRR B S S
(» INICIO DE PARAMETROS
333335 vl w23 n i Red I IR RAARRFTIEIARS OISR BN RE

NG=O
HuH INT
DO 36 I=1, NUM
ENFROM( 1) =0
34 CONT I NUE
MODLOP=1TAMA .
CalLl ENERGILY, T, TOT) .
NRITF 3,80 74T
31N FORMAT (S, ‘ENERGIA TOTAL. DEL SISTEMA= /., D13. %)
OFEMN(UNIT= 4.NAME“'DV D1V DAT
) FORM=‘UNFORMATTLED ', RFCORDSI’E =3,
* MAYREC=1TAM)
WRITE (AYFLOAT (NUM), FLOAT(ITAMA)Y, 0. 0
Crt Bt a5t kol @ 8 -5 33 3% 33 3RS0 U 3t 34 3404 XA & 5 F0 B W33 3 B 0 F 4 PRI SNR
[
Lo LDD* QE INTEGRACION, INTEGRA LAS ECUACIONESR
Ca GIFERENCIALES QUE SE ENCUENTRAN EN EL
(< FUNCTION "DIFFUNY LLAMANDO (PASO POR PASO)
Lo A LA RUTINA AMGEAR (ADAMSLGEAR) LA LLLAMA
G LOORPO=-L00PTI VECES.
t CADA LLOOPI VECES CALCULA LAS ENERGIAS Y
‘ot VALORES DE L0OS MODOS NORMALES Y DE LAS MASAS,
‘ox ESCRIBIENDO A DISCO ALGUNOS PARAMETRO QUE SE
Co RESEEN GRAFICAR
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e . SE CSCRIBEN EN LA [MPRESOSA EL ESTATVG DE
o £t _SISTEMA_ (POS1CIONES, MOMENTES, ENEFG1AS G 1-
o NETICA, POTENCIAL v ENCRGLA TOTAL DE_LOS MO-
e DOS NORMALES Y DE caAS MASAT. E&TE ESTATUS SE
T [MFRIME SOLO LOQPE VECES

[ 4

TTARAR Rt AR AR ARG HARARRIL NG Lo ETRA LAY RN B R sty
R O B T 2 P S RPN
2t LOOP DE INTEGRACION SIN CAL _ULAR LNERGIAS
TANHABA BT I INAAXI BN UL TR PR IR T IER T S ST ORI R PR R AT YRR
DO 3% J=1,L0O0OPQO
po 47 J2J=1.L00P1
CALL AMGEAR (2#NUM, T. Y, GUARDA, HM(N,H"AX ESP, 1MF,

- YMAX, ERROR: MARC A, NG. MA'DE“.PW,IR
[F(MARCA. LT. O0) GO TO 43
az CTONTINUE
[A=J

LOOPE=MOD (I X, MODLOM)

SEREIZIEEERETERE BEL S L2 L T L T TR P N R AR R Uy RO R R R B R R R R )

Ga

o GUARDA EN DIGCO Ei. FLID DFEL ESTACIOC FaATE ACTUAL
DAt

CUIFERCAA T IXHEFN IR RINLLRREIRNGsr o 1 C B £ 357 T g N Cop bbb R

GT=SNGLAT)

DO &01 1l=1, NUM
GY=SNGL(Y(I*;~1.1)3
AP =SNGL (Y{T#22, 1))
NR{IE{4)GT.GY,GP

IF(LOOPE. NE O¢f GO 1L 3%

LOSE (UNIT=4
OFEN(UNI V=3, NAME= DV DIV DAT 7,

* FORM= "UNFORMATTED *  RECOMDRSINES3
- HMAXREC=1TaM)
NFITE(4)FLUA1(NUM),FLUHY‘1T~Nn) 0.0
39 CIINT IN
CLAOSE( UN! T4
GO TQ 22
CoraRR AR IRF IV AR IR CL TATRIFENF N Bt I I SIS TR R R RN DR K F R
Cw  ANALAWACLLLLY, A FINAL AU A A A AL AN NS
Fa#*i*%iidﬂ»*%#ik FHERAREH R CA ALY D pRR o BB L NAN
RE WRITE(3, 13) MARCA
13 FORMAT (4X, ‘"ERROR —-~ MARCA = 130
T Y T R T L TR R B F R R R RN B PR AT PRI R
Lt GUARDA DATOS FINALEES EN DISCO
(M EFTITETEE T ELSSOERLE L L D32 DR S R B RRVE -3 2 F SRR E
a2 OPEN(UNIT‘S:N&HE"DV'STﬁTUS DAT
- ORM=‘UNFODRMATTED -
4 R.COR SI2E=4, MAYREL =NUMeZ 15 )
WRITE (SINUM, MF, MAXDER, LD T, lOGvO LOOFE, MODLOR, MARCH
HPITE(S)IT&MA.ITAH:0.0;U:U.OM
WRITE(S)Y, ESP
WRITE(S)THK, HINT
HEITE(S)HMIN.HNAX
DU E00 I=1, NUM
HR!TE(S) YCI1#2—-1, 1), Yriaz, 1)
560 CONT INUE
GO0 BaQ I=1, NUM o
WRITE(S) YMAX(I#T-1.. ylMav()el
320 CONTINUE
CLOSE(UNIT=5)
CALL CLOSE(4)
ETBP
CotReRG LTt AR LS IR e R R B REN RO e et B hegl « AR b Tl <t R ST
Cw
[ 4 SUBRUTINA QUE CALLCULA LAS SECGUACTONES DIFERUENG IALES
R QUE FORMAN EL SISTEMA HAMILYONMTANG (H)
[t
[SF 2 DF DH Dy i
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DT DY DT LP
AP YOTY ES . 81 PAR, ENTONGES

1 ES
e EL /TPy ESIMO MOMEMNTO, S1 ES NON ES LA
+ 1) ESIMA POSICION

7y

G T
4*##%66~

))Y(l))
*TEMIB
*TEMLA

TEMGA)Y * TEMGA=TE
TEMERIATEMSB#TE

123

I

-

o]
dunwm
o~ o e o e

MiA
MIR)

4
”u
<

Y{l=-11Y)

P
I & =i
R

S oy m4

: B3

o
mm™
GTMMA LG XEMMMS N ~O

AT A i

TG L i e
AUHDIETT L~ v D
x5iw- X<
L AT
A = OIS

Xgesnamm g
+ 1 {0

~~ T
ﬂ“N“+
mm

I =~
oD 3

LA RTEMOARTEMI A
GBI #TEMGB#TEMLI S

»
")“

)
1G

od h)-'
T vu

e
M—~1 Y=y (N
EMIB

EMaR
/
E
£

4
HH R HZTE o= fi sy i

(DOSA=-Y(OaNUIM-1 ) )
MIB*VEMIB=TEMLD
MER*TEMAER
DY(E*NJM =1hk»(-(1-2~1&h A)
* {(1-2%TEMLR)
RETLURN

EnND

CAtBEe it o2 -

SUBRUTINA HUF CAalL.CULLA LA ENERGIA DEL
FQ((JIDU SEA, EL. TIPO NRE PO
Sk ELTE TrnBA\JANDD

EEE 2 2 L LI NEFEESEEL AR L EEE ¥ LT DL AT 2 CER PSR PO X -2 2 .52 F 223 3 ¥ 3

SUER“U(INF ENEPG](Y T, TAT)

IMFLICIT RE #8 (A-H, Q--7)

COHVON SNUMEC / TKRK, DUS&:NUM

DIMENSION Y (40, G)

ENEF150. O

TER6=(NUSHLFY (L1, 1) ) Rna(~6)

ENERS=(1-TEML ) #TEMS

folnj J? 1=1. NUM-1

1=lel

1
ENERTI=ENERL

LRI
qa»qqrc e DD 1 b

~ded {42

mammm-<g tH
IAIIII~Z TSI~
T {adr

TEMGA*TEMI1A
TEMGE#TEMIB)

SR e DR AR R R R A T RIS 26 R 3R

S1STEMA
‘ENC 1AL QUE

B loTulyleTals
s kb aS

+ Y(IT, 1)ead
TENGS (DOS6+Y (1141, 1) =Y (TI-1, 1)) an(-&)
ENERC=ENERZ+ (1 ~TEMSE ) #TEMé
3¢ cONTINUE
ENEF1=ENER 1+4Y (24NUM, 1) »#2
TEHo=(D0S6=V(2%NUM-1, 1) )38 (~6)
ENERZ=ENERZ+ (1-TEM6 ) sTEME
TOT=ENERL /2 ~ (TKK/b&. O)#(ENERY)
RETURN
END

e 2T Y ST P REL LR BRI DR I T TR T L X NIEERERTE R PR R AR
[ SUEBRUTTINA NULA
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R A R I B N L B R e B T S AP T+ 2 oA
SUBROUTINE DERTEACT v, P, M

IMPLICIT REAL #3 «A=H, G-I

DIMENSION v (40, FR(H, M

WRITE(S, 1)

FORMATISN, © “GUE HAGD Al !t ™+

STOP

END

P
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“+

S PROGRAMA PARA CALCULAR LOS PRUHFDIDS
st TEMPORALES DE LA ENERGIA CINETIC

2 DE LAS PARTICULAS VY LA ENERGIA TOTAL..
+
E
+
*
-+
-t~

et Ty

TOMA LJE DATOS DE LOS ARCHIVOS DE DATOS
CREADCS FOR EL PROGRAMA "SIMULA. LJDY

Y CREA 20 ARCHIVOS DE SUBPROMEDIQS
HARA SACAR A GRAFICACION

B Rttt et LA T T E T T B ERER T T T T T
IMPLICIT REAL®4 (A-G)
REAL +4 Y(40).EPROM(4Q)
L2GICaL+l HAR(20)
COMMON :N”ME»’TKK:DOS& NUM, INF, I&UP
Thiu=6g0. G

» DV DATA MODR ‘)

. =“1GNC3
CAlLL A TGN, - DV NOIMBRE. AT ’)
CALL. IGNC(S. “T1 )
WFITE 212)
3 FiRMAT M VALGR DE t.A CONSTANTE DEL, RESCRTE ‘)
READ: € 1T
“14 FORMAT .3
WFITE .
Y ] FOIRMAT ¢ P’! PRIMERA Y ULTIMA PARTICULAY)
REALL S, S1D c1els7 PGP
o0 FORMAT (213
Al IS N B2 Ypate
ENEP =02
ENERO=C
DO 75 =1, 40
EFRCMIL =0
] COUNTINUE
READLY, 140 tHARIK), K1, 20
140 FUORFMAT(Z0AL1)
Call. ASSIGNIZ. HAR,
IIJE.f_"‘lN& FILLE &t ‘OUOO.é U Tw)
REAL (271 *ANDR AL,.00P
WLIM=T T CANYS Y
LOOP-=THT AL Y
o 20 K=1. LOJ
DG 3D gy, N
JoJ ke
5}(::;0;9 CLUERR=GUIATIM, YOJIJ=1)0 YUY
EFROM (DI =CEPROMIIJY VU I} 22
30 COMT INVE
Call. ENERGICY: ATIHM, 1707}
ENERIENCRI «TOT
ENERR=ENERI+TOT =3
i WRITE i, €02TOT
1a FijRMAT (8%, 'ENER=/, F15 &)
23 GEN Ttk .
PEAL T & ERR=&0JAINT, Y12, Y (2)
WRITE(Z, 1 79)‘%‘”10{\1’“"
:7Q FORMAT 21713 B) .
DO 4C L=1, ISUP—-1NF+1
WRITE(3, 1100, EFROMUL 7 (LLLOFS
117 FAORIMAT(14.F1% &)
30 CORTINVE .
WRITE(DZ, 120MeNSR1L/LOGP
s FORMATILFIS. &)
ASTG=(ENERZ-(ENERI%22) Z/ALGCOF Y}/ (ALDOP -1 <)
WRITE (3. 180IASIC
124 FIORMAY(F19. &)
CLOGEE TUNL T=Z)
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L 3

Toosas et
S

SR

g1 <035

FRIM

RESE S ATREEIEIENE S S LN

Gla EL G -
FPOTENC AL 4\ ‘(

R b L1 NER U Y

MEL, TO0e

COHTINUE

CLOSE(UNLT=3)

CLOSE(UNIT=4)

STOP FIN-

STOP 'ERRUR Y

EPEMATf4x. NuMa:  I90 40 Loy !

AN
EL E R S ACE R £ A R EHE A ok BT T IS T o
UBRUT 1o FlL LR'(“LA LA ENER
SCUSIDS A, BEL TURG D
E FSTE TPAEAJANDD
R KRR IENE AR IR - PR AR O o [ ISR
UBROUTINE ENERGL(Y. T, TOT:
IMRCICIT REAL =4 (A-H, G--2
COMIMCN SMNUMEC S TKRK, DOSH, plLa,
DIMENSION Y408
ENER1=C O
TEMAL=(DO0Sa+ V(1 )an(~&)
ENERI=(1-TEML I *TEMS

D0 SC I=t, NUM-—-1

11=]a2

ENERI=ENERI + Y(I])®aZ

TEMe={DOSE+Y (T« )=y T 1.1

ENERZ=ENERE+ (1 -TEM& ) v TEMo
CONTYTINUE
ENER1I=ENERT+Y (232NUM) #32
TEME=(DOSE=Y 2 &MUM—1 ) Y w4,
&N?F“-EhEP'+\1-|FMb\»TFH6
TOT=ENERT /2 -~ (T &, Gre(ENTE)
RETURN
END
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MODOP. TXT

LEE LSS EEELEEE RS S %****%**#%%ﬂ-v% R AR % & X 2

PRIOGRAMA QUE CALCULA LIS PROMEDIOQS
DE La ENERGIA CINETICA DE tLOS
MODDS NORMALES. PUEDE CALCULAR LOS
PR’)MEI)IO!:» CONSIDERANDO UN KNUMERO

E PARTICULLAS MENOR GUE N PARA
ALCULAR LA DISTRIBUCION DE ENERGIA
IN CONSIDERAR LLAS PARTICULAS DE LOS
SYTREMIS (POR [EJ. ). LEE LOS DATGS
E DISCO DE LOS ARCHIVOS CR:ADDE
OF EL PROGRA "SIMULA L 'D"
REMN &) SUBF’RUMFDIDS PARA SACLARLOS
GRAFICAC
AR AEEEEERE T2 2L BT F R L LS LY Y
IMPLICIT REAL®4 (A-G)
REAL 4 Y{(43Q), PP\ 20}, QQ(20), EPROM(40)
LOGICAL#1 HAR(2D)
COMMON /NUMC‘C.-"'A'K DOS&, NUM, INF, ISUPR
COMMON YPUNTO/Y. FP, QQ
TRKK=&&60, O
DilGea=el. 0*‘*(1/6)
ERERE=0 O
ENERZ=Q O
Carl ASSIGN(E, ‘DY DATA 1MOC )
Caille ASSICGHN(E, "DV NOMRRE. DAT *)
CALL. ASBIGNLE, T -
WRITE(S, 212) )
FORMAT C Da A CONTANTE DEL RESCRTE 7
READIG, 214 THK
FORMAT(F11. 5
WRITE(S, 200)
FRlitaaT cd4, ‘DA FRIMERS Y ULTIMS FARTICCLA)
FEADCS, 2100 INF, 15UP
FORMATCZ13
DN 710 Ti=1,20
EMER1=C
ENERZ=0
LG TE &“31'40
EPROM{ ) =0
CONT INUE
REAL Y, 140 {HAR (K ) . kel 20)
FORMATC20AL)
ZALL ASSIGN(2, HAR, 14)
[I:‘EI:YNE FILE (310000, 6L, LaXx)
READ (D 1) AHUM, AL.OOPR
NUM=INT (ANUM)
LODR =TT (ALQOF)
DG 20 W=1. LOOP
DG 30 J=1, NUM
JJs=
?L?h"' 1. ERR=6Q)ATIM. Y(JU=1), Y (JJI3
=14}
CONT INULE
CALL ENERGICY, ATIM, 70T
ENERI=ENER1+TO
ENERZ=ENER2+TOQTHe 2
WRITE (2, 140)TOT
FORMAT(SK, ‘ENER=‘, 19 6
CALL MAODRO
DO 35 J=1, IGUFP~INF+]
EPROM(J)) =EFROMIJ} +PR V) &
CONY INUE
EONT INCE N
READIZ /2, ERR=LH0IAINT, Y (1. v(2)
WRITE (3, 17C1AINT, ATIM
FORMAT(2F1S 8)
DO 40 L=1. [SUR--1INF+1
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11[; AT ERROMOL) SO0

S/ LCdE-1)

P+ 33X, LCOP= . 17)

Boev Sl ATCRAT oI tA 3522 AP AIRA

Uk © Al CULA LA ENERZTA UEL SISTEMA
QL 7& Bl TP PR OPOTENCIAL QU
TRARA. bﬂND )

DN ), HRTRO N AN G N SN N AP RN RR
ENERGT Y T uhl
GEAL +a O,
) JEE TR

L R IS

T

Q= T T e

IR AE A TP DU o L e
A--\l":,.“.‘r‘-] |‘..*,wr._p. .

urAa

. \T'E.f'f' R&

T e =17,
meaIn

g N

PRI N IENE A -*u.'-—n-:- T LR EA RN ELRRIEER

GO DE FUSLICI0N, madmnbNoe Y ENERGLAS

GVENCIAL Y TLTAL) e CaDbAa mMODO NORMAL
ECE I I i T - R R P R A R kR - - - R R~ 1 2133
HOn0

: N
‘:'. FVRK, [?r'l‘;'.r';, Nniﬂ SN, TSUP

_vr .
Doy 32 Tt IO -TNF-+1
IS AN 1Y)
Gu'llyag
COC1 11T .= uP—-INF+
IV T T+ I ]
xXJS!M\tTI*II‘QHPI‘JI'~UP~IPP0“)>
EREr T =REP LT XXeY (Y
PI* IS AVENTIERED I SRR D B €. 2 gL - A VIS BN
CONYTHUE
alef X TIYeOQRTUZ QO (TISLEC -INF+2) )
RIP TS POITYRSART 2 G CTEUR - INF+23)
(A 131 rsagl/%
CHERS SINCCLTXRPT Yy P20t ISP - INF+2) ) ) *¥ud#QQ(I1 1) ¥4
CHERS D/ eZaENERS
CiMiTTHNUE ’
RETURN
END
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