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Los estudios sobre vibraciones de las redes cristalinas en -

una gran variedad de casos, tanto teórica como experimental-

mente han demostrado que las impurezas son autoras del cam-

bio en los tiempos de relajamiento de materiales magnéticos 

por muchos órdenes de magnitud. Los procesos de transporte 

tales como la conducción eléctrica y la térmica son frecuen-
temente controlados por la dispersión de electrones o fono-
nes (partícula asociada con la unidad cuántica de exitación 

de uno de los modos de vibración elástica de un cristal ideal) 

por defectos. Los niveles de impureza de semiconductores son 

el origen de los electrones que pueden efectuar facilmente -

transiciones a la banda de conducción y por lo tanto su in-

fluencia es dominante en el comportamiento eléctrico de semi-

conductores. También las impurezas tienen gran importancia -

en el grado de emisión y absorción óptica; así como la forma-

ción de los diferentes tipos de centros sin olvidar el papel 

importante que juegan en la resistividad eléctrica de algunos 

materiales. 

Centraremos nuestro interés en las vibraciones de la red, ya 

que el propósito de este trabajo es analizar las modificacio-

nes que sufren tanto en forma como en frecuencia los modos -

normales de vibración a causa de una impureza isotópica en una 

cadena diatómica lineal infinita usando el método de la matriz 

S que introdujo Fukuda1 para estudiar el caso de la cadena -

lineal monoatómica con impureza isotópica y posteriormente - 

Hciri y Asahi2  al tratar los efectos de superficie en cadenas 

monoatómicas y diatómicas. Posteriormente este método ha si-

do usado por Achar y Barsh3 en la dinámica de la red para es 
tudiar el efecto de un plano de impurezas en un cristal diató 

mico tridimensional con estructura de solde roca e interaccio 

nes a primeros vecinos y, nosotros lo usaremos en el problema 
de las vibraciones de una cadena lineal diatómica con una im-

pureza isotópica. Después de introducir este nuevo método y 

obtener las frecuencias y formas de los modos compararemos 

nuestros resultados con los obtenidos por otros métodos en 

problemas semejantes, para finalmente mencionar algunas apli-

caciones de estos resultados en cristales reales. 



El problema de las vibracL,Jnes de una red diatómica finita --

lineal con extremos fijos con interacción a primeros vecinos 

fue investigado por Mazur, 	y Potts4 en 1956 proponien 

do una solución auristíca. Obtienen que los modos antisimétri 

cos no se alteran al variar la masa de la impureza, solo son 

alterados los modos simétricos. Al reducir la masa de la im-

pureza se incrementa la frecuencia de los modos localizados y 
viceversa. De acuerdo a la variación de la masa de la impure 

za determinan los modos localizados en el caso en que N ~00. 

Concretamente obtienen que para m'>m>M(m1 = masa de la impu-

reza en posición par; m= masa del átomo en posición par; M= 

masa del átomo en posición impar) no existen modos localiza-

dos, pero en otros casos se tendrán uno o dos modos localiza-

dos, según sea la relación entre las masas m, m' y M. 

En 1957 Hori y Asahi5 tratan el problema de la cadena diatómi 

ca finita con extremos fijos y una impureza en posición impar. 

Obtienen relaciones de dispersión y ecuaciones de eigenvalores 

para las frecuencias de los modos localizados utilizando la 

matriz de transferencia y condiciones a la frontera ciclicas. 

Demuestran que bajo ciertas relaciones entre las masas se pre 

sentan modos localizados que emergen del tope de la rama acús 

tica o bien, de la base de la rama óptica. Obtienen en todos 

los casos que analizan dos modos localizados. 

Nótese que tanto Mazur et al4  como Hcari et al5  obtienen los -

modos localizados en una cadena que no considera la superfi--

cie ya que, Mazur et al4 hacen N ~cc , y Han et al
5 utili--

zan la condición de Born-Von Karman. 

En ese mismo año Bjork6 trata el caso de una cadena diatómica 

finita con extremos fijos en la cual la masa y la constante -
de interacción de la impureza son diferentes a las de los --

otros átomos de la cadena, utilizando la resolución total de 

las ecuaciones de movimiento de los átomos via determinantes. 

En este modelo él encuentra que tal impureza puede generar -
más de un modo localizado. Calcula el número de estos modos 

y su localización como función de las relaciones de las masas 



y las constantes de interacción. Considera que el acoplamien 

to entre estados electrónica., de la Impureza y las vibraciones 

de la red se debe principalmente al modo fuertemente localiza 

do cuando este se presenta. 

Lucovsky, Brodsky y Burstein7  en 1970 refinaron el método de 

Mazur et al4 de la cadena diat6mica lineal e hicieron cálculos 

que compararon con aproximadamente veinte sólidos diferentes, 

obteniendo muy buenos resultados cuantitativos para los modos 

localizados. Estos resultádos son mejores en algunos casos -

que los cálculos más elaborados en redes tridimensionales. 

Bala, Malik y Ghatak8 en 1972 estudian los modos localizados 

en un modelo análogo al de Bjork6 al que le cambian las condi 

ciones de frontera fijas por libres e introducen un potencial 

diferente para la superficie siguiendo el método de "fuerzas 

extras". Estudian por un lado el problema de la impureza des 

preciando los efectos de superficie y, por otro los efectos 

de superfiCie despreciando los efectos de la impureza. Sus -

resultados coinciden con los obtenidos por autores anteriores. 

En el caso de la impureza utilizan la constante de fuerza di-

ferente para ajustar sus resultados con los experimentales. -

Al introducir H-o Den KCL, Na CL y NaBr obtienen resultados 

para las frecuencias de los modos de impureza en estos haloge 

nos alkalinos que son consistentes con las interacciones del 

potencial cristalino. 

Parte del trabajo que aquí desarrollamos fue presentado en el 

XX Congreso Nacional de Investigación en Física9  . 

También podemos mencionar que hay una serie de trabajos aso--

ciados con el estudio de las vibraciones de la red en cadenas 

monoatómicas y diatémicas que de alguna manera tienen resulta 

dos para las frecuencias de los modos normales de vibración15' 
11,12,13 

Recientemente se ha desarrollado un método más poderoso para 

tratar los problemas de vibraciones en redes cristalinas prin 

cipalmente enfocado a resolver problemas con interacciones -- 
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más complejas,14,15 cuando se toman en cuenta interacciones -

a primeros vecinos nuestros resultados coinciden totalmente. 

Para resolver nuestro problema hemos obtenido en el capitulo 

I el aspecto de frecuencias de una cadena Biatómica infinita 

limpia y mostramos las formas de los modos normales de vibra 

ción en este caso. En el capítulo II obtenemos las frecuen-

cias de los modos localizados utilizando el método de la ma--

triz de dispersión. Tal método consiste en considerar a la 

impureza como centro dispersor y proponer soluciones para 

los desplazamientos de los átomos del tipo de ondas planas a 

cada lado del centro dispersor. La matriz de dispersión nos 

da las amplitudes de las ondas salientes en términos de las -

amplitudes de las ondas entrantes al centro dispersor. Un mo 

do localizado es un estado estacionario. Tal estado se puede 

obtener con la condición que hace a la matriz de dispersión -

singular, de aquí se obtiene la ecuación de eigenvalores para 

las frecuencias de los modos localizados. También obtenemos 

las condiciones de existencia para estos modos. En el capitu 

lo III analizamos los resultados obtenidos para las frecuen--

cias y formas de los modos localizados y presentamos gráficas 

para algunos cristales ideales. Comparamos nuestros resulta-

dos con los de los autores mencionados haciendo notar la dife 

rencia en las condiciones de frontera y su importancia en los 

resultados obtenidos, finalmente mencionaremos las comparacio 

nes de este modelo con algunos trabajos experimentales. 



CAPITULO I 



m 

2N 

m M 

2N+3 

. 	. 	. 

m 

2N-1 

• . 	. 

M 

K 

2N+1 	2N+2 2N+4 

CADENA DIATOMICA INFINITA 

En este capítulo vano a reso.Lver el problema de un cristal --

infinito y a obtener el el-pectro de frecuencias de los modos 

normales y la forma de éstos, para lo cual propondremos como 

solución una combinación lineal de ondas planas entrantes y - 

salientes para cada tipo de átomos de acuerdo a la técnica de 

la matriz S que necesitaremos para resolver el problema de -

los modos localizados en el siguiente capítulo. Sustituyendo 

estas soluciones en las ecuaciones de movimiento del problema 

obtendremos el espectro de frecuencias de los modos normales 

del cristal infinito y haremos un análisis de él. También - 

mostraremos los tipos de modos de este cristal infinito. 	El 

modelo que se utilizará es el de una cadena lineal con dos ti 

pos de masas m y M alternándose regularmente, donde cada tipo 

de átomo está unido a su primer vecino por un potencial que -

en primera aproximación obedece la Ley de Hooke. Utilizare--

mos solamente interacciones a primeros vecinos y llamaremos a 

la constante entre ellos K. Este modelo se ilustra en la fi-

gura (1). 

Fig.(1) Cadena diatómica infinita con in-
teracción a primeros vecinos. 

En "equilibrio" los átomos estan separados,poruna distancia a, 

de manera que cada celda unitaria tendrá una longitud 2a. De 

signaremos al desplazamiento del átomo N a partir de su "posi 

ción de equilibrio" por Un. 

La energia potencial del sistema es: 

1) 
+00
E 	

2 
V=K(U 	- U2N+1)  + K(U2N+1-U2N+2

)2 
_00 	2 N 
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Cuya derivada da la Cuera sobre cl átomo N-eslmo. Ya que --

las fuerzas entre los átomo 7:bedecen la ley de Hooke a prime 

ra aproximación, las ecuaciones de movimiento de los átomos 

pueden ser tratadas por los métodos de coordenadas normales 

para aceptar soluciones tipo onda. Las ecuaciones de Newton 

para los movimientos de cada tipo de átomo, son: 

Para el 2N-1 

2.1) 	m d2  U2N-1  K(u2N-2 + U2N - 2U2N-1) d t2 

Para el 2N 

2.2) 	M d
2 U

2N  = K(u
2N-1 + U2N+1 - 2U2N) d t2 

Para el 2N+1 

2.3) 	m d2 U2N+1  K(U 	+ U 	- 2 d t2 	 U2N+1) 2N 	2N+2  

Para el 2N+2 

2 u 2.4) 	M d2N+2  
d t2 

	= K(U2N+1 + U2N+3 - 2 U2N+1) 

Considerando que los átomos del mismo tipo tengan la misma --

amplitud, y átomos de diferente tipo tengan amplitud diferen-

te, proponemos una solución como una combinación lineal de on 

das del tipo: 

3.1) 
	

U2N = A2 exp (-1 (wt -2N0)) + B2 exp [-i(wt+2N 



3.2) 	U2N+1 = Al  exp 1-i (wt 	(2N4; )  + Bl  expl-i (wt +(2N+1) 9)1 

en donde: 

= qa 

q = número de onda reducido 

a = parámetro de la red ( a = 1 ) 

w = frecuencia angular de vibración 

Siastitiayeridol-as sol:utólies en las ecuaciiiles de movimiento y dividiendo entre 

exp(-iwt), obtenemos ecuaciones independientes del tiempo. 

(3) en (2.1): 

4) Blexp[-i0 (2N-1)1(mw - 2K) + Alexp[i9 (2N-1)J(mw2  - 2K)+B22KCos9exp[-i9(2N-1)]+ 

+A
2
2KCosoexp[i0(2N-1)]= O 

(3) en (2.2): 

5) B12KCose exp(-2iN0)+19KCosAexp(2iN8)+B2exp (-2iN9) (Mw2-2K)+ 

+A
2
exp(2iN9) (Mw2-2K)= O 

(3) en (2.3): 

6) Blexpr-i9(2N+1))(mw2-2K)+Alexp[i9(2N+1))(mw2-2K)+B22KCosOexp[-i9(2N+1)1+ 

+A
22KCosOexpri9(2N+1))= O 

(3) en (2.4): 

7) 1312KCosGexp[-i0(2N+2)]+Al2KCosOexp(i0(2N+2)) B (Mw2-2K)exp[-i0(2N+2)1+ 

+A
2
(Mw-2K)exp(i0(2N+2)j=0 

Las ecuaciones (4) a (7) forman un sistema homogeneo con solución diferente 

a la trivial si: 



exp [-i 9( 2N-1)](mW2-2K) 

2KCos9exp(-2iN9) 

exp[-i9(2N+1)1(mW2-2K) 

2KCosOexp[-i9(2N+2)]  

exp[i9(2N-1)) (mW2-2K) 

2KCos9exp(2iN9) 

exp[i0(2N+1)](mW2-2K) 

2KCosOexp[i0(2N+2)]  

2KCosOexpf-i0(2N-1)1 

exp(-2iN9)(MW2-2K) 

2KCos9exp[-i0(2N+1)) 

exp[-i0(2N+2)](MW2-2K)  

2KCosOexp[i0(2N-1)] 

exp(2iN0)(MW2-2K) 

2KCosOexp[i9(2N+1)] 

exp[i9(2N+2)](MW2-2K) 

Cada columna tiene como factor común a exp(2iN9) o exp(-2iN9) por lo cual el determinante se reduce a: 

     

exp(W) 

1 

exp(-i9) 

exp(-219) 

exp(-i0) 

1 

exp(i9) 

exp(219) 

exp(i9)B 

A 

exp(-i0)6 

exp(-2i9)A 

exp(-i9)6 

A 

exp(i9)B 

exp(2i9)A 

=0 

     

     

Donde A - 
(MW

2
- 2K) 

2KCos0 
6 - 

2KCos9  
, 

(m1C-2K) 
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y resolviendo el determinante, re. tiene: 

2ACos09(4ASen0Sen20-4BEc.n9 sen249)-2PCos9(4ASeneSen29-4BSen9Sen20) 
de donde A -B = O 

9 
MWt2K 	2KCos9  

9 
2KCos9 (mYsr--2K) 

Lo cual nos conduce a la relación de dispersión del cristal in 
finito: 

9) mMW4-2K(m+M)W2+4K2Sen2 = O 

ESPECTRO DE FRECUENCIAS 

Ahora se analizará la curva de frecuencias, para lo cual utili 

zamos la ecuación (9), escribiéndola en la siguiente forma: 

10) Sen20 =K2 I • 2K (m+M) W2-mMW4 I 

4K 

Como estamos analizando los modos normales del cristal infini- 

manera que 0-<._ Sen20 < 1. 

O < Sen20, la ecuación -- 

to sabemos que 0 deberá ser real, de 

Considerando primero la condición de 
(10) nos conduce a: 

0 ‹I'; W2 

2 1 1 
ir W %-v4 2K(--+ 	) 11) 

Lo cual indica que la frecuencia esta restringida a variar en-

tre cero y un valor máximo: 

1 1 
m 12) Wo  = .512K(—M  + —) 

Este es un resultado importante, pues si recordamos los mode-

los de Einstein y de Debye, en ellos se impone una frecuencia 

máxima, y en nuestro modelo, la frecuencia máxima resulta del 

análisis de la relación de dispersión, además, tal frecuencia 

máxima está dada en términos de los parámetros que caracteri-
zan al cristal. 

Considerando ahora la condición Sen20 11 1, se tiene, de ecua-

ción (10): 

13) (W2 2K 
--m) 

 (W
2 M 
2 
--m ) 

y para el caso límite Sen20 = 1: 
2 2K 	2- M O = (W - m  ) (W - m) 



con lo cual, la frecuencia rJede tomar uno de los dos valores siguientes: 

o 
W2 _ 2K 

Considerando la ecuación (11), y tomando el límite cuando Sen20=0,se tie 

1 
ne que W

2
=0, o bien W

2 
= 2K( 1 
	

m  + 	); con lo que podemos asegurar que al 

menos en los límites, la frecuencia puede tomar uno de dos valores para 

el mismo número de onda. 

Si consideramos que M >m, tendremos: 

W+=  
J-27—  
- + m 

14) 

m2K 
W = 

Ya que M>m, 14.1.>W_ ,y los signos "mas" y "menos" indican la frecuencia 

mayor y la menor respectivamente. 

Nótese que Wo>144.)>W_ ,sin embargo aún no se sabe que sucede con la fre 

cuencia entre los limites que se han obtenido. Para ello analizamos la 

condición Sen
2
9<1, de esto se tiene: 

0<((w2_ 121K)(512..  11.)  

para que esta desiguladad se cumpla, ambos binomios deben ser positivos 

o ambos negativos, es decir : 

W
2 	W2<  2K 

14 2> 2K 
	

142< 2K 



K 	K 
Para el primer caso 2 1>2-1. -- , yJ que M>m para que ambas desigualdes 

siempres se cumplan, consideramos W
2 
 )1,2K. en el segundo caso, con un 
m' 

razonamiento similar consideramos W
2
<2K . Con lo cual se completa el 

M 
análisis,y así podemos asegurar que la frecuencia puede variar en los 

intervalos: 

15.1) 	
11 ...5111,d 

	

-y 	+ in) 

15.2) o < w  2K 
JJ M 

Hasta aqui sabemos que la curva de frecuencias está formada por dos 

ramas, y que, de acuerdo con la ecuación (15) exite una banda prohi-

bida entre ellas, pero aún no .sabemos la forma que tiene la curva.Pa 

ra esto consideraremos el análisis hecho por Brillouin7. 	De 

na relación de dispersión del cristal infinito, ecuación (9), podemos 

despejar a W
2
: 

2 
W = wipd(m+M) +,17+m2+2mMCos20 I 

Expresando esta relacion en términos de W1 , W+   y W
2 
- , de acuerdo alas 

definiciones (12) y (14), se tiene: 

16) 	 w2 	Vo± j.w.4-4142 w2 	2  
° 	+ - Sen 9 

La cual podemos analizar bajo las siguientes condiciones, cuando 0 

ir 
2.  

Si O tiende a cero, aproximamos Sen
2
0 a

2
, sustituyendo en ecuación 

(16) y despreciando los términos de cuarto orden, se tiene: 

tiende a cero y cuando O tiende a 



W(4-) 	
144.  + 8 	_  2 	1 W2  W2  ] 2 

18) 

2 	2 W -W 

  

- 	? 

W- 
0 

 

 

W 2 	= W` 
(F) 	o j 

17) 

 

W 2 	 ? 2 
(-) = 

2[14 W 
2

_ 

en este caso, los signos "más" y "menos" que estan entre paréntesis, 

indican el signo utilizado del radical de ecuación (16) respectivamen-

te. Se ve claramente de las ecuaciones (17), que cuando O = O, - 

W(+)= Wo  y W( _ )  = O ,y apartir de estos valores W(+)  decrecíe parabó-

licamente,mientras que Wmcrece parabólicamente conforme O aumenta. 

Cuando O tiende aII , - 	podemos hacer el análisis sustituyendo O por 2 

2 -8 ,y aproximando Sen2O a (1-62) ,se tiene: 

w o 

    

W2 W2 

  

2 W
(-- 

    

2 

   

  

2 2 W -W 

  

      

       

Obsérvese que W2Hcrece parabólicamente y 1511...)  decrece parabóli - 
camente conforme 6 aumenta, y los límites son 144.

2  y 14.2.  respectivamente.Ya 

que la función que aparece en ecuación (16) es tal que no tiene discon-

tinuidades cuando el argumenteo es real, la forma de la curva debe ser 

parabólica y creciente desde cero a hasta W_ , y parabólica decreciente 

desde Wo hasta W+ conforme O aumenta. Despues de este análisis podemos 

identificar a W(4.)  con la rama superior,y aW(..)  con la rama inferior. 

La grafica de W(0)está representada en la figura (2). Hay dos frecuen-

cias angulares W(+)  y W(_)correspondientes a un solo valor del ntimero 



2K (M+m)  
mM 

j 2K 

.\/ 	2K 

	 q 

Wo 

M 

A 

3 

de onda, las cuales se rel Lten cada n , lo cual era de esperar 
se ya que la celda unitaria tiene una longitud de 2a y la pri- 
mera zona de Brillouin va de 

2 a 77  . 

- 1/2 	O 	11/2 
Fig. (2) Curva de frecuencias del cristal diatómico 

con interacción a primeros vecinos. 

La frecuencia de la rama inferior tiene las características 

típicas de las ondas sonoras y para e pequeñas la estructura 

detallada de la cadena no tiene efectos sobre el modo. Por - 

esta razón la rama inferior se denomina "rama acustica". 	En 
la rama superior los dos átomos de la celda se mueven en direc 

ciones opuestas. Si los dos átomos tuviesen cargas opuestas 

como en un cristal jónico simple, tal modo crearía una serie 

de dipolos oscilantes. Si este estuviera fuertemente acoplado 

a un campo eléctrico podría ser puesto en movimiento por un -

campo de la misma frecuencia. Para la mayor parte de los sóli-

dos, esta frecuencia es similar a la de la luz infraroja y por 

esta razón la rama superior se denomina "rama óptica". Ade--

más existe un intervalo de frecuencias entre W
(+) 

y 
W(-)1 

en 
el cual los átomos no vibran a esas frecuencias, a este inter 

valo se le llama "banda prohibida". 



Rama 
Optica 

Rama 
Acustica.  

Rama 
Optica 

Rama 
Acustica 

Rama 
Optica 

Rama 
Acustica 

• 

Cuando 	este espectro se reduce al de una cadena monoatómica. El 

gap en A = —2- desaparece y la rama superior se replega para cubrir la 

región de - 	a —1 

Mostraremos ahora la forma de los modos normales de vibración para al-

gunos casos particulares,para esto consideraremos los transversales, ya 

que con estos se comprederá claramente el movimiento de los átomos,sin-

embargo, recúerdese que los modos son longitudinales. 

Posición de 

 

MmMmMinM 
0 	0 0 0 0  0 0  

 

"equilibrio" 

  

0= 0 

W = WQ  
= 0 
= 

0<0< 2- 

w<wo  
0< g<1 
0< W < 

0 = 721  

w = W.f< 140  

= 721  

W = W_< 

(3) Forma de los modos normales de vibración de la cadena diatómica. 

de estos modos fue obtenida por primera vez por Brillouin16 ana-

-azón de amplitudes de las ondas. 



En este capítulo hemos encontrado las frecuencias de los mo--

dos normales del cristal infinito y también hemos mostrado 

las formas utilizando como solucij5n a las ecuaciones de movi-

miento de los átomos una combinación lineal de ondas planas. 

Los resultados más importantes son, que el espectro de frecuen 

cias consiste de dos ramas, la acústica y la óptica y una re-

gión entre ellas, llamada región de frecuencias prohibidas. 

También la región por arriba de la rama óptica es prohibida 

para estos modos del cristal infinito. En el caso de las for 

mas para los modos de tipo óptico los movimientos de los áto-

mos están fuera de fase por 180° y en el caso de la rama acús 

tica los movimientos atómicos están en fase. 



CAPITULO 	II 
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MODOS LOCALTZADOS 

Este capítulo es el más importante de este trabajo, ya que --

aquí se calculan las frecuencias y las condiciones de existen 

cia de los modos localizados con ayuda de la técnica de la ma 

triz de dispersión. 

Para esto consideramos una red diatómica infinita compuesta - 

de átomos de masas m y M alternándose regularmente, reemplaza 

mos el átomo central de masa M por uno de masa MI Debido a -

que se considera una impureza isotópica la constante de inter 

acción K no sufre cambios. La interacción también será a pri 

meros vecinos, este modelo está representado en la Fig.4. 

K 	O K  O 
- -4 	-3 	-2 	-1 

KOKOK CO  K 

1 	2 	3 	4 - 

Fig. (4) Cadena diatómica infinita con impureza isotópi-

ca. 

Considerando el potencial y las fuerzas sobre los átomos como 

en el caso de la cadena diatómica sin impureza, las ecuaciones 

de movimiento son: 

Para el átomo N= -1 

2u a -1 
m 	- K (U-2 + Uo - 2U ) dt2 	-1  

Para el átomo N= O 

2 U 
MIdd 2

o  - K (U-1  + U1  - 2Uo) 

19) 



Para el átomo N= 1 

d2 U1  21) 	 - K (Uo 4- U2 - 2U1) dt2 

Las ecuaciones (19) a (21) son las condiciones de frontera en 

nuestro problema. 

Como la impureza es un centro dispersor se propone la solución 

como una combinación lineal de ondas del tipo: 

22.1) UN= A1exp [-i(Wt-N9)] + B1  exp [-i(Wt+NO)] ,N impar 	
N ---<„ O 

22.2) UN= A2exp [ 	(Wt-NO) + B2exp -i(Wt+NO) ,N par 

22.3) UN= A3exp [ -i(Wt+NO) j + B3exp [ -i(Wt-NO) ,N impar 	N >O 
22.4) UN= A4exp[ -i(Wt+NG) + B4expE -i(Wt-NO) ,N par 

M m M m M 

o O o - 

A2-. 

B2 

Al Lie_ A3 

B3 

-.-A4 

B4 

Fig. 5 Cadena diatómica infinita con impureza isotópica en po 

sición par. 

La condición de continuidad de la solución en N= 0 , es: 

23) 	A2 + B2 = A4 + B4 

Sustituyendo la solución en las ecuaciones de movimiento, 

ecuaciones (19) , (20) y (21): 



para el átomo N= -1 

24) Blexp(i0)(mW2-2K) + B22Kexp(i0Cos0 = -Alexp(-Al(mW
2
-2K)-A22Kexp(-i0.Cos9 

para el átomo N= O 

25) B1Kexp(i9)+B3Kexp(i9)+64(WW2-2K)-= - K exp(-i0)-A3Kexp(-i0)-A4(11 1 W2-2K) 

para el átomo N= 1 

26) B3exp(i9)(mW
2
-2K) + B42Kexp(i9)CosO = - A3exp(-i9)(mW

2
-2K)-A42Kexp(-i0)Cos0 

Debido a que la solución de nuestro problema esta basada en el método de la 

matriz de dispersión, debemos expresar las amplitudes de las ondas salientes del 

centro dispersor en terminos de las amplitudes de las ondas entrantes al cen-

tro dispersor, es decir, las B's en .términos de las Als. Para lo cual utilizamos 

las ecuaciones (23) a (26) , y tenemos: 

27) B1= 48K3exp(2A)Cos301A4+0A4K2exp(ig)Cos20[W-2K2.exp(i0)CoslA2-mimM1 -4K2exp(ig)CosglAi  

28) B2=[4K2exp(iG)Cos291A4+0A314K2exp(i9)Cos29-exp(i0)mMIA2+0A1  

29) B3= -14Kexp(i0)Cos201011 -2K2exp(i9)Cos9 I A4-ml«- 4K2exp( )Cos91 A3180exp( 2-19 )Cos391A2+0A1  

30) B4= E4K2exp(11) Cos20-exp (i 9 )01 11 A4+0A3+14K2exp(i9)Cos20 I A2+0A1 



A4 B1  

A
3  

31) 
B2 

A2 B3 

B4 Al  
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Podemos expresar las ecuaciones (27) a (30) en forma matricial: 

en donde S es la matriz de dispersión, la cual tiene la forma: 

32) !E; 
 li

s
11 S12

4.1 

S21 s
22 

  

ool 
S12 

= [D E 	D E 

G 01 	
S2 

= 
0 

S22 = [

C. °TI 
F O 

  

con 	S
11 

=[. 
en donde: 

C= -(80exp(2i0)Cos30 1/(m512-2K)(M 1 512-2K)-4K2exp(i0)Cose 

D= - 4K2exp(i0)Cos20[W-2K2exp(i0)CosO )/(mW2-2K)(WW2-2K)-4K2exp(i0)Cos0 

E= - m4mM1 -4K2exp(i0)CosOP(mW2-210(M 1 142-2K)-4K2exp(iG)Cos0 

F= 	4K2exp(iG)Cos20 /(mW2-2K)(WW2-2K)-4K2exp(iG)Coso 

G= (4K2exp(i0)Cos29 -exp(i0)019/(mW2-2K)(WW2-2K)-4K2exp(i0)CosO 

Debido a que la simetría de una cadena diatómica como la nuestra se pre 

senta considerando la celda unitaria, y esta compuesta por dos tipos de 

átomos, tenemos que cada elemento de S 	es una matriz de 2X2, lo cual 

concuerda con el análisis del determinante utilizado por Bjork 6 y Aallar 

et al3  en sus respectivos trabajos. 

Considerando que todos los elementos de .S tienen un denominador común, 

expresamos la ecuación (31) en la forma: 



B 1 

2 1 
R 33) 

B 3 

4 B 

S' 	:• I 

11 	12 

S '21 	S 2 9 

•••••• •Im• 	go. 

en donde: 

34) 	R=(mW2-2K)(M'W2-2K)-4K
2exp(i9)CosO 

Un modo localizado alrededor de la impureza se puede caracte-

rizar como un estado estacionario sin ondas incidentes. Tal 

estado se puede obtener con la condición de que cada elemento 

de S se haga infinito, es decir, S = oe . Analizando ecua-
ción (32) vemos que esto es imposible, ya que hay elementos - 

que no serán infinitos; por tanto reemplazamos la condición - 

S = 00 I por: 

35) 
• 

R = 0 

La ecuación (35) es útil en tanto que se quiera obtener sola-

mente los modos localizados. 

La ecuación (35) queda expresada explícitamente por: 

36) 	mM'W4-2K(m+M')W
2+4K2 [1-exp(i0)Cos01 = 

La ecuación (36) es la ecuación de eigenvalores para las fre-

cuencias de los modos localizados. 

Para obtener las frecuencias de los modos localizados utiliza 

remos la ecuación de frecuencias del cristal infinito limpio, 

de manera que obtenemos: 

A4 

A3 

A2 

Al  
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de (9): 

W 4= [ 2K(m+M)W2-4K2Sen20 1 1  
mM 

sustituyendo en (36): 

(1- c')+ E' [1-exp(2i0)1-1+ 37) mW
2 

K 
1  rexp(2i8)+exp(-2i0)1= O 
2 

con C' = 111, 

Para obtener los modos localizados O debe ser compleja 

sea 
	

O =t+ 1 /1 	t y p > 0,y y p reales 

Analizando el comportamiento de las exponenciales: 

exp(2i0)=exp[2i(I + i µ )]=exp(2i 	)exp(-2 µ ) 

exp( -2i O )=exp [-2i ( 	+ i p)]= exp( -2i 	)exp(2 1.1 ) 

Si p < O ,exp( -2i ;A )—~-± oocuando 	- °° 
por tanto, pe > O para que la onda no diverga. 

Con O=I + i µ , la ecuación (37) toma la forma: 

38) (1-g( l+ 1)-(Cos2X+ iSen2 	)exp(-2 	)( E '- 

1 + -2-(Cos2Y -iSen2 	)exp(2 µ )=0 

Ya que W debe ser real por estar asociada con la energía del cristal, 

igualamos la parte imaginaria de la ecuación (38) a cero: 
1 

-iSen2 [ -2-- exp(2 11 )+( 	 p)) = O 

tal expresión es cero si: 

Sen2 	= o ,es decir, 2 	= n 
	 nr , n = 0,1,2,,,, 

2 
lo que conduce a: 

Cos2 	= Cosn ir = (-1)n  

Considerando la parte real de la ecuación (38): 

	

1 exp(2 p )Cos2 	= o (1_ 	
K  

E  ilimvy 	1)-( 	2' 
Lexp(-2 	)Cos2 	+ 



sustituyendo el valor de Co;? 	• 

39) W
2

= 	
K 	[1( c ,_ 

) 	- -(-1)n  4-(1- C91 
(1- 1:1 )m X  

con 	X = exp(21.1) 

Analizando la ecuación (39) vemos que se presentan dos casos,n par y 

n impar. 

Para n impar, se tiene: 

11 
40) W

2 
= 	

C 
	 (1-  eg X + 	+ )7( -2-  - 	, ) 

gm  

Con el fin de obtener una ecuación que nos dé los valores de µ para --

los modos localizados, utilizamos la ecuación de frecuencias del cris 

tal infinito, ecuación (9), y la ecuación (40) para eliminar a W,obte 

niendo la siguiente ecuación: 

41) x4=  ¿I( E'-1)X3- 
4 [ E ( E '2- E'+ 	X 2+ E 1 (1- E')X + 

+ 1 	2 E 	- E 	= 0 

donde 

La ecuación (41) tiene como primeras raices a + 1, 

Si X = 1, exp(2µ) = 1 con lo cual µ = O , pero p >O así que X = 1 

carece de sentido fisico. 

Si X= -1, exp(2 µ ) = -1 con lo cualpsería imaginario, y como µ 

debe ser real y positivo la raid: X = -1 tambien carece de sentido fisico. 

De lo anterior se tienen la siguiente condición: 

42) X >1 para que µ 	O 

Por tanto la ecuación (41) se reduce a la expresión. 

43) X2+4 E"( '-1)X-4(E 4)2  = O 

en donde 
	= 	= m

E 	 M' 

Esta ecuación nos da los valores de µ para los modos localizados con 

n imapar. 
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Ahora obtendremos las condicior,es de existencia para los modos locali- 

zados utilizando la condición obtenida en ecuación (42) y la ecuación 

(43): 

X= -2É "(1 '-1)+ 2 (E"2 ( E ' -1) 2  +(E 	1)2P/2>1 

la solución de esta desigualdad presenta dos casos: 

a) [E"2( 	, 	2 	1 2 1 1/2  E -1 ) 4-( E , - 	 1 > 	+ E"( E -1 
el cual se reduce a: 

44) 	a'(¿' -1)>¿"( E 1 -1) 

1M >141  

ii) Si E' >1 
E' >E" 

 

»M>m = 
M>M1 > m 

M>m > M'  

 

El otro caso es: 

b) [a( E '-1)2+( 	1) 2 1/2 _,  +¿„( 

el cual se reduce a: 

45) 	 E' ( 	1 -1).<11 ( E'-1) 

i) Si ¿'< 1 	M 
 > M 

E'> E" 	 M'>M>m 
ii) Si E' > 1 —> 1M >M' 

E'< E" 	<mf mi>M MI  

Las condiciones (b.i) y (b.ii) de ecuación (45) nos conducen a solu-

ciones divergentes, es decir, la frecuencia de los átomos es mayor -- 

conforme la posición de estos está más alejada del átomo impureza, lo 

cual contradice a la teoría dada anteriormente. 

1 M' < M 
i) Si E' < 1 	 {Mi> m>M 

Ell M<m 
m> M' > M 



1 M' > M 

( 1 4-€") <O > no exite modo localizado 

Por tanto, para n impar, las •_,-)nliiciones para la exitencia de modos 

localizados son: 

M>M>M1  (Graf . 6 ) ;M>N1'>rn (Graf . ) ; M>1`.1'>M(Graf .9) ; M' >m>M (Graf .10) 

La frecuencia para estos modos 'ocalizados esta dada por ecuación(40). 

Considerando n par: 

de ecuación (39) se tiene: 

46) 412= 	
K 	f 

(1- Ei),, [(I- 	9+ ?( ( el- 

procediendo análogamente al caso n impar,con las ecuaciones (46) y (9), 

se tiene: 

47) 4x4  +a' (1- E' )X3-E( E s2- E s + 2)X2- 	E9X+ E( e '- 2)2  = o 
Esta ecuación tambien tiene como raices a + 1 ,las cuales carecen de 

significado fisico, así , la ecuación (47) se reduce a: 

48) X2-4 E."( 	'-1)X-4(E'- 1)2  = 

Esta ecuación nos da los valores deppara los modos localizados con n 

par. Considerando la condición X>1 y despejando X de ecuación (48) - 

tenemos: 

X= 2 E " E 1 -1)+2
,2

( 1 -1)
2
+( E'-  1)2 1/2>1 

cuya solución tamblen presenta dos casos: 

„2(c _.i).2 	1.)2 	1/2> 2 
II (E 4_1 ) a) 	+ 	+ ( E s - 	> 	- E _ 

el cual se reduce a: 

49) (a ' + 	")( 	-1)> o 

i) Si E'< 1 

>M' 

ii) Si 1 1 > 1 —> 	M>m>M' 

(E 1 -1-1")>01,- M>M'>m 

m>M >M1 
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el otro caso es: 
9 	 11/2 	.... b) 	E n (E1-12 	(C4)2  

(-mal (-;(e reduce a: 

50) 	 ( el+ EU) ( El 	< 0 

( E' —1) 

i) Si E' < 1 => P4'.>m (m' )m>P4 
( 	+ E fl) > o :=> 	> M 

(rn >111')M 

M > 154 1  

(e 4. ale) 	0--> no existe modo localizado 

Las condiciones (b.i) de ecuación (50) también nos conducen a 

soluciones divergentes, y por el razonamiento anterior se eli 
minan. 

Asi las condiciones de existencia para modos localizados con 
n par son: 

M>m>141 (Graf.6);M>M i >m(Graf.7);m>M>M1 (Graf.8) 

La frecuencia para estos modos localizados está dada por la -
ecuación (46). 

En este capítulo hemos obtenido la ecuación de eigenvalores -
para las frecuencias de los modos localizados con la técnica 
de la matriz de dispersión, así como las condiciones de exis-
tencia para dichos modos. En el siguiente capitulo mostrare-
mos gráficas para las frecuencias y formas para modos locali-
zados en algunos casos particulares. 



CAPITULO III 
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RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

En este czItulo mostramos el análisis de las frecuencias pa-

ra los modos 1.r)(5alizados con ayuda de las condiciones para su 

existencia que obtuvimos antes y también presentamos las for-

lua:J 1),Ira Los milximos desplazamientos de los átomos en las di-

ferentes posiciones del c.cístal. Lr 

salvo el caso de Wallis17 no sn presenta.1 las formas de los 

modos localizados, pero como noso-cl-cs cmnsiduramos importante 

su análisis para la mejor comprensi(n 	11,DdC. normales - 

de las*redes cristalinas los presentarcos aquí en algunos ca 

sos particulares. Comenzaremos con la obtención de las fre-

cuencias. 

Se han considerado seis casos en forma general, definidos por 

las siguientes relaciones entre las masas que forman la cade-

na y la masa de la impureza: 

a) M'>M > m 

b) M > m > 

c) M > > m 

d) m > M > 

e) m > M' > M 

f) M i > m > M 

Los casos (a), (b) y (c) representan una cadena en la cual -

los átomos en posición par (M) tienen mayor masa que aquellos 

que están en posición impar (m). Los casos (d), (e) y (f) re 

presentan una cadena cuya relación de masas es contraria a la 

anterior. Recuérdese que la impureza guarda una posición par 

en ambos casos. 

Para el caso (a) donde la masa de la impureza es mayor que la 

del átomo que sustituye y, ésta a su vez es mayor que la del 

átomo en posición impar, no existen modos localizados. 	Para 

el caso (b) donde la masa en posición par es mayor que la ma- 
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sa en posic.L.In impar y, la masa de la impureza es menor que - 

ambas, se tienen dos modos localizados, uno en el gap y °ti-3 

arriba de la rama óptica (gráfica 6). Para el caso (c) donae 

la masa en posie:i6n pai es mayor que la masa de la impureza - 

y, ésta mayor que la del átomo en post 	impar 	obtienen 

también dos modos localizados, 	en 	t-.ro arriba de 

la rama óptica (gráfica 7). El ca:-' 	e5: análogo al (b) so 

lo .luz: aquí la masa en .2-tejón impr 	ry.yor que 3,x ¿tel áto 

mo en posición par y, la masa de la impureza menor que ambas, 

en este caso se obtiene un modo localizado por arriba de la - 

rama 6ptica (gráfica 8). En el caso (e) la masa el, posición 

impar es mayor que la masa de la impureza y, la masa en posi-

ción par es menor que ambas, aqui también solo se obtiene un 

modo localizado,con la diferencia del caso anterior que aquí 
se localiza en el gap (gráfica 9). En el caso (f) la masa de 
la impureza es mayor que la masa en posición impar y, esta a 
su vez mayor que la masa en posición par, se obtiene como en 
el último caso un modo localizado en el gap (gráfica 10). 
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R.0 PTIC .A 

Gráfica 6.- Variación de la frecuencia de los modos lo-
calizados en función de la masa del átomo - 
impureza para el caso: 

M > run. M > m > 

1111.44~1 	11110~1101 	11/40.411. 
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Gráfica 7.- Variación de la frecuencia de los modos lo-
calizados en función de la masa del átomo 
impureza para el caso: 
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Gráfica 8.- Variación de la frecuencia de los modos lo-
calizados en función de la masa del átomo -
impureza para el caso: 

rT1 > M« 	 m >M > M' 
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Gráfica 9.- Variación de la frecuencia de los modos lo-
calizados en función de la masa del átomo - 
impureza para el caso: 

m > M 	 m>M'>M 
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También s.. puede mostrar facilmente que cuando las masas de - 

los átomos que forman la cadena son iguales (M=m) si la masa 

de la imperfección es menor que la masa de los átomos del •••••••••• 

11,finiec e obt ene un modo localizado (Fig.23), y 

cuando la masa de la impureza'es mayo: que la masa de los áto 

,nos Je 1.a cadena no hay modo 1c)z-alizado, esto coincide con lo 

obtenido por otros autores 2y18 

con continuación vamos a morar las formas de los máximos des-

plazamientos y para ello utilizaremos: 

1) La soluc -31-1 a las ecuaciones de movimiento de los átomos -

(22.1) a (22.4) 

2) Las condiciones de frontera (19) a (21). 

3) Las ecuaciones de eigenvalores (43) a (48), y 

4) Las relaciones de dispersión para los modos localizados 

(40) y (46). 
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Considerando que las ondas que salen del centro dispersor no divergen, 

la solución d 	( 52,4) 	toma 	la 	forma: 

50.1) U
N 	

= 	
P1 	' 	I 

"X3 	(-iNO) N impar , N-(0 

U, 	= 	B 	Pxp 	(-iN9) N par „N:Q0 

50.3) U
N 

= B
3 

exp 	(iNO) N , N>0 

50.í) U
N 

= B
4 
exp 	(iNO) N par , 	N1:30 

Su:Altuyendo estas ecuaciones 

para N = -1 

51) B 
1 

para N = 0 

52) -151 1 41
2
B
2 

para N = 1 

53) B  

3  

-2KCos0 

en 	las condicione frontera 	(19) 	a 	(21): 

 B 
2 

+ B
3 

exp (i0) 	-2621 exp(i0) 

B  

mW2 -2K 

= K[Bi 

-2KCosO 

MW2  - 2K 

[ 
2 

de la condición de continuidad para la solución (23), B2  = B4  , 

sustituyendo esto en las ecuaciones (51) y (53), se tiene que B1  

por lo que la relaciónude amplitudes para los modos localizados es: 

-2KCos0 I
B 54) B

1 
- 
[mW

2 
- 2K 	2 

Utilizando esta relacion y normanlizando la amplitud resultante (B2= 1), 

los desplazamientos de los átomos están dados por: 

U
N 	

[-2KCos0 I exp(-iN0) 
	N impar , N<10 

U
N 
= exp(-iNO) 	N par 	, N < O 

U
N 
- -2KCos0e

xp(iNg) 	N impar , N >0 
[mW2  - 2K 

U
N 

= exp (iNO) 	N par 	, N >O 

= 1142  - 2K 
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Para modos localizados 	 con rt =-ry para el caso 	, consi- 

derando n = 1: 	= 	por tanto Cos0 = Cos(22!:" + 91) 	-iSenhiA con 

X = exp(2"« ): 

55) 	 Cose - (X1/2 
2 X-1/2

)( 	) 

exp(iN0)--exp 	+ i u)1= X_N/2  {expCir17--IN  

e , 	r 

exp(iNG) 	 1 ) 

Análogamente para el caso n par, con n=2: 	= 

_ tv1/2 + x-1/2)  
57) Cosí; - 	'A 	2 

58) exp(iNG) = X-N/2(-1)N  

Debido a la simetría de la solución con respecto a la impureza solo obte/1-

dremos las ecuaciones de los desplazamientos de los átomos a la derecha de 

la impureza incluida esta, aun así graficaremos a ambos lados de la misma. 

Utilizando las ecuaciones (55) a (58), los desplazamientos de los átomos 

quedan representados por las ecuaciones: 

1 

- 

_rv  -(N-1)/2 _.v -(N+1
)/211 lN+159.1) 	 UN 	 (i) 

59.2) 
-N/2 . N 

U
N 

= X
2 	

(1) 

mW 
 

N par, N> O. 

donde Y1-  K , para la solución impar. 

N impar, N >O 
2 - 



59.4) 

K 	, para la solue.! 	par. 

X N/2  N 	2 	(-1)N  

,m2 
donde Y

2
-  n"2 

N par, N > O 
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59.3) 

[ 
X?- (N-1 )/2 -(N-1)/2 U

N
= 	+ X

2-(N4-1)/21  A2 	
J  (-1)N 	N impar, N>0 

2 - Y
2 

Los subíndices 1 y 2 indican que la solución es imapar o par respecti-

vamente. 

Con la definición Y - mW2K las frecuencias de los modos localizados son: 

1 1 1 	[ 	2 v  (1- E') + 	+ 	(15- - el solución 60) Y
1
- 

(1- E') 	"1 	impar. 

X 
1 61) 

Y2- (1
1 	2 
- E1) [ (1- E') -F.+ 12 (

, 
- 

1
) 

- 
solución 
par. 

Las condiciones de frontera se pueden reescribir como: 

	

62.1) 	N = 1 	YU
-1 

+ U
-2 

+ U
o - 2U-1 = O 

2 

	

62.2) 	N = O 	M'W 
K U 

+U-1+U1 
 -2U

o 
 = O 

	

62.2) 
	

N= 1 	YU
1 
+ U

o + U2 - 2U1 
= 0 

Las cuales son satisfechas por frecuencia y los desplazamientos de los 

átomos para cada modo localizado obtenido con las condiciones ya dadas. 

Las siguientes graficas muestran la forma y variación de los modos loca 

lizados para cristales ideales,se hace notar el nivel de la frecuencia -

para cada uno de ellos. 
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De acuerdo a 	definición e. 

 

, E nos define la cadena diatómica 

 

para cada relación da masas, solo consideraremos en forma general dos - 

a) Si M >m, E = 2 

b) Si M < m, E_ 

• 

En las gráficas se muestran desplazamientos verticales para hacer notar 

con énfasis los movimientos de los átomos, sin embargo tales desplaza--

mientos son longitudinales. La columna del centro o de la derecha en 

cada gráfica muestra el espectro de frecuencias para el cristal dado y 

la ubicación de la frecuencia de los modos localizados. 

En las gráficas de las figuras (11) a (25) las lineas punteadas indican 

los desplazamientos de los átomos en posición impar (m),y las lineas con 

tinuas los desplazamientos de los átomos en posición par (M).E1 número -

(1) indica que la solución es impar, y el (2) que tal solución es par. 



2 
•1111•11.-M..1•Bilf IVED 

1 

1) Sol. Impar 

o 

m 
Mi  

l• 

-1,0•-••• 

2 

•••• 

— 9 
R O 

2 /.1./ 
1 (1) 

(2) 
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Fig. 11.- Máximos desplazamientos atómicos unidades arbi-
trarias (u.a.) como función de la posición; para 
ol caso: 	E = 2 ; M >m >M 1  ; M = 4, m = 2,M' ,7"-' 2A 

17R7Ar/ 

Fig. 12.- Maximos desplazamientos atómicos (u.a.) como fun-
ción de la posición, para el caso: 

E= 2 ; M>m>M 1  ; M = 4, m = 2, M' =1 
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M' 

y 
.1 4 

• • 

(1) O R.A7 

Fig. 13.- Máximos desplazamientos 
función de la posición, 

E= 2 ; M>M1 >m 

(2) 

atómicos (u.a.) como 
para el caso: 

; M = 4, m = 2, M' =3 

MI 

Fig. 14.- Máximos desplazamientos atómicos (u . a . ) como 
función de la posición, para el caso: 

E.= 2 ; M > 	> m ; M = 4, m = 2, M' = 2.2 



m1  

 

2 

 

(1) (2) 

—7—  r- 
í 

.4‘  
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Fig. 15.- Máximos desplazamientos atómicos unidades arbi-
trarias(u.a.) como función de la posición, para 
e: caso: E= 2 ; m›. m  = M' 	M = 4, m w M' = 2 

M' 

10 
• It:JA 

 

1 

  

(1) %2 
2 77-7-r-J7 
0 	A:Z/1 

Fig. 16.- Maximos desplazamientos atómicos unidades arbi-
trarias(u.a.) como función de la posición, para 
el caso: £. 1/4 ; M<m = mi ; M = 1, ni = M' = 4 
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(2) 	
0.17  Pá..7;  

17.- Máximos desplazamientos atómicos (u.a.) como función de 
la posición, para al caso: E.= 1/4  ; m> M > M' ; M = 1, m = 4, M' = 0.95 

2 
10  
a -7.¿Ii'27á 

r TAo 	•••=d 

Fig. 18.- Máximos desplazamientos atómicos (u.a.) como función de 
la posición, para el caso:t.= 1/4 ; m >Pi> M' ; M = 1, m = 4, M' = 0.8 

(2) 	 2 



1 1/*L  
I 	f 

•• 	 I skfri  
I 

NI 

• 
/ 	 r7, 

' • `''///,.L 
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V,  

1 
(1) 
	

2 771-2 1A-77 

Fig. 19.- Máximos desplazamientos atómicos (u.a.) como función de la 
posición, para el caso: E= 1/4  ; m> 	> M ; M = 1, ni = 4, W = 3.9 

Mt 

lo 
• ez7y-21.2:z 

1 

   

2 	, 
O 1_57Z 

Fig. 20.- Máximos desplazamientos atómicos (u.a.) como función de la 
posición, para el caso: E= 1/4 ; m >M I  > M ; M = 1, m = 4, M'=2 

(1) 



111 l i t  

2 — 
O 7.1¿1/14.7ZZ. 

4 3 

.7/ 8 	6777. 

1 o nrA7.(z  

Fig. 21.- Máximos desplazamientos atómicos (u.a.) como función de la 
posición, para el caso: 	E= 1/4 ; M'> m >M ; M 	1, m = 4, M' = 8 

Fig. 22.- Máximos desplazamientos atómicos (u.a.) como función de la 
posición, para el caso: E= 1/4 ; M'> m>M ; M = 1, m = 4, M' = 4,2 
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2 

 

  

(2) 

1.19 . 23.- Máximos desplazamientos atómicos (u.a.) como función de la posición, para el caso: ¿= 1 • M m>.ma 	m ,T. 1, M' = 0,9 

(cadena monoatómica con impureza isotópica) 



M 

- - ~I a a 

111111•11.1 11.Z1.1111 
25.03 

23.03 

25.03 
23.03 

eia~111~0, 

Fi..j. 24.- Máximos desplazamientos atómi 
,as (u.a.) como función de la posición, 
-;,- ara el caso: 	= 0.087 	m >M' +>M , 

.+ 
Br Na Li , 

11.~.• 	 almoOlo •••••• CM. 

01•1~ ~1111 

2 
o 

6.939, m = 79.909, M' = 22.989 

11 1  

45 

.1••••• 	 /111.0111.•• 

R A 

 

1 

 

.I•~1 /Mb.» MIME. 4E.M.11, 2 
Fig. 25.- Máximos desplazamientos atómi 
cos (u.a.) como función de la posición, 
para el caso: 	E = 0.087 	M' ">m>M 

Rb
+. 

Br Li
+ 

-- --0 

M = 6.939, m = 79.909, M' = 85.47 
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De las gráfica anteriores podemos sacar algunas conclusiones 
de t7 _:o 	u,ra las formas de los modos localizados, pri 
mero es claro que. 	Ur.na5 de los modos con frecuencia por 

ch:,  la rama ópt_ca son 	tipo óptico ya que los despla 
zamiento de los átomos ,_», án dcfasados 1800  y que las formas 
d los modos que tienen frecu?ncia en el gap son como las que 
ricorxró Wailisl7 para los modos :le superficie, es decir, que 

.Te localizan por parejas, y son las L:nias formas que se en--
ritran para todos los v¿Uce:JJ de lo13 p_ ,-ámetros del sistema. 

También se puede observar que conforme la maca de la impureza 
disminuye, el modo de impureza se localiza más de manera que 
en algunos casos particulares el único átomo que se desplaza 
prácticament es la impureza ver Fig. (12-2), (18-2) y (24), 
en este caso también la frecuencia de este modo aumenta consi 

derablemente en magnitud resultado ya notado por otros auto-- 
24 res. 

Las figuras (24) y (25) simulan cualitativamente una impureza 
de Na  y Rb  en Li Br notándose que las conclusiones anteriores 

son válidas también en esta caso. 

En este capítulo hemos obtenido las frecuencias y formas de - 
los modos localizados y hemos mostrado que los resultados -- 
coinciden con los de Mazur et al4 que utilizan condiciones de 

frontera fijas en sus cálculos, esto significa para nosotros 

que la existencia de modos localizados es independiente del - 
nnmero de átomos que se tengan en la cadena, lo cual coincide 
con el resultado de Bala et al8 en donde ellos mencionan que 

si el número de átomos cambia de 5 a 21 los cambios en frecuen 

cia son muy pequeños. 

CONCLUSIONES 

En este trabajo podemos considerar que el resultado más impor 

tante es el haber resuelto en forma analítica utilizando el -

método de la matriz de dispersión el problema de una cadena - 

diatómica infinita con impureza isotópica. Este método para 
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obtener la solución ha mostrado que es más sencillo que otras 

técnicas, por ejemplo, la función de Green, la matriz de trans 

ferencia, etc., y que puede ser aplicado a redes tridimensio- 

Ach:Ir et al3 y Fukushima.19  También la importancia de -

la solución analítica en este caso nos Ic.,rece más trascenden-

te ya que ha sido mostrado por Lucovsky et al7 que este mode-

lo unidimensional sencillo cuando es un poco modificado da me 

jores resultados cuantitativos para 1,:.q frecuencias de los mo 

,.ces localizados que checan mejor con los valores experimenta-

les que los cálculos tridimensionales mas complicados. 

También hemos mostrado que la solución del problema de una im 

pureza isotópica en una cadena diatómica infinita coincide con 

los resultados obtenidos por Bala et al, que usan condiciones 

de frontera libres y a su vez con los de Mazur et al4 que usan 

condiciones de frontera fijas y, que es independiente el ndme 

ro de partículas8. Las condiciones de existencia y.las fre--

cuencias de los modos localizados son calculadas en este caso 

de manera que checaron las condiciones de frontera del proble 

ma. Esto significa que la solución de nuestro problema si es 

la que satisface todos los requisitos para ser solución, hay 

que hacer notar que la mayoría de los autores no hacen esta -

comprobación de manera que las soluciones que se presentan en 

general para las frecuencias pueden no ser soluciones del pro 

blema cómo ha sido resaltado recientemente por L. Andrade15 -

Finalmente haremos énfasis en el hecho de que nuestros resul-

tados coinciden con los obtenidos por otros autores, por lo -

que se refiere a las frecuencias de los modos localizados y a 

las condiciones de existencia, pero también indicaremos que - 

hemos mostrado'las formas de los máximos desplazamientos ató- 

micos de tal manera que los modos con frecuencia en el gap 1.••••=1,  

tienen una forma para sus máximos desplazamientos y, los mo--

dos con frecuencia por arriba de la rama óptica tienen otra - 

forma. 

Podríamos intentar extender este modelo al aplicarlo a proble 

mas con un mayor número de imperfecciones no solamente impure 

zas isotópicas sino también cambios en los potenciales de in- 
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teracci6:, de Ja imperfección6,8 o incluir 1Js efectos de in-- 
20 teracciones mas complejas, pero recientemente se ha desarro-- 

11 ;11.1n en -1 Grupo de Superficies de la Facultad de Ciencias, 14,1: U.N.A.M. una técnica 	que simplif4-71 sorprendentemente - 
"Los cálculos de este tipo de problemas. 
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