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1) Ecuaciones de Movimiento. 

lo largo de todo el presente trabajo solo nos referiremos —

a flujos en el agua que son de tal naturaleza, que hacen posible —

despreciar los efectos debidos a viscosidad y compresibilidad, su—

posicfones que simplificarán mucho las ecuaciones de movimiento, —

lid que el flujo estará libre de esfuerzos internos por fricción en 

tre las capas líquidas y solo los gradientes de presión y las fuer 

zas externas sera'n responsables directos del movimiento que el flu 

jo adquiera. , 

En un fluido incompresible y sin viscosidad, el movimiento de 

una partícula puede ser obtenido de la ley de conservación del mo—

mento, aplicada a un elemento de volumen. Apoyados en la figura,—

podemos escribir la conservación del momento como sigue: 

-(P 	Z111) .4-2] tIt. 	= cx.eW(..Si 

02 ......... Ir%  
x 

donde 2C es la fuerza externa (en la dirección x) sobre la partícu 

la por unidad de masa, P es la presión, a es la aceleración resul—

tante (en ladirección x) y p es la densidad del fluido. 

Si ahora dividimos por el volumen hkl y tomamos el límite 1111111~111111111 

cuando el volumen tiende a cero, obtenemos una relación punttiái-f— 



que no depende del elemento de volumen que hayamos tomado y que se 

ve así: 

11.3- X e 11 ck  ettx 

dondeeb-3--, X, p y a es tan valuadas en el mismo punto (x,y,z). De la 

misma forma podémos obtener las ecuaciones para las otras dos di--

recciones y como resultado total tenemos el sistema: 

(1) 

tea 

la ‘11 Cl4a  * 
ob? y -V757  

Podemos . reescribtr este sistema en términos de las componen--

de la velocidad del flujo en cada punto, u, v y w, pensando a 

la aceleración como una función de la trayectoria (x(t), y(t),s(t)) 

y del tiempo t, ya que a la podemos escribir como 

c
elt 
"" yak tramzi rels-  a Je tura eail- 4YX 

• 

• ihualmente para b y c. Si ademas suponemos que la cínica fuerza' —

externa es la gravitatoria y que apunta en la dirección de -y, (1) 

se ,puede reescribir como: 

 

étt t  tut,, 	Itnkt Is —tira 	- 

1t t Va^ # 4.111 4 14 srt 111 ~1Tb 

   

(2) 
• 

   



St p es conocida, entonces (2) es un sistema de tres ecuacio—

nes con cuatro incógnitas u, u, w y P. Para poder resolver necesi—

tamos otra ecuación. Esta se puede obtener de la ley de conserva-- 

1 	can de la masa para un fluido incompresible, que afirma que para 

toda superficie cerrada S dentro del fluido, la cantidad de masa — 

' 	que entra es igual a la que sale. Esto se puede expresar como 

1 	eftin 	° 

1 
donde un es lavelócidad normal a la superficie, considerada post— 

ttva en la dirección de la normal exterior. 

Por el teorema de la divergencia de Gauss, 

SS elan ak ,v-- ss v.( p7) aA 
1 

= o 

dondd R es la región contenida por S. Por ser para toda S, se con— 

cluye que debe mantenerse la relación 

(3) 	
'51•1 - 11,x  ral 	tg = O 

dado que la densidad es constante. Esta ecuación es conocida como 

la ecuación de continuidad. 

De esta manera, las ecuaciones (2) y (3) forman un sistema de 

cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas que junto con condiciones_ 

iniciales y de frontera adecuadas llevan a una solución única. 
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El sistema de ecuaciones (2)—(3) puede ser escrito de manera 

diferente si introducimos la cantidad 

= § 	,,„1„, 	wal.  
c 

donde C es una curva cerrada dentro del fluido. Es bien conocido —

(ver apéndice 1), que raN se mantiene constante si el fluido tiene 

viscosidad nula. Supongamos que para algtin t o r(t45:0 para toda cur—

va C (por ejemplo, st el fluido está en reposo o tiene velocidad — 

constante en t =... t 	Entonces utilizando el teorema de Stokes 

§ v=as SS (n 

donde S es una superficie encerrada por C. Por ser para toda C den 

tro del fluido, se concluye que 

(4) 19 X 	(V3t4-17% 	InS3t-tkli) vi O 

y el flujo es conocido como irrotacional. De esta manera, si un 11~ 

fluido' sin viscosidad tiene un flujo irrotacional en cierto tiempo 

to, permanecerá irrotacional para todos los tiempos. 

Supongamos que tenernos un flujo irrotacional y que (u,v,w) --

son funciones que tienen primeras derivadas continuas en un conjura 

to simplemente conexo. Entonces,dx 	vdy toda es una forma di-- 

ferencial exacta en el sentido de que existe una función cdefiní 

1 



-vP  
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da en R que satisface la siguiente relación 

(5) 	u,C ft; I 	IVS) 71-  ( 	x 	l e >1) 

La función • es conocida como el potencial de velocidad.y su exis 

ter:cid esta garantizada para todo tiempo. 

Las ecuaciones (3) y (5) dan como resultado que 4 sea una -- 

función armónica dado que 

y • v = Vs(vo) = uct) la o 	
i" 

• Con las ecuaciones (4) y (5) podemos reescribir (2). Los tér— 

sinos uux, vvy y wzos  los escribimos respectivamente, como: ax&i.k, 	1 

4L110 1 -4.131". Los términos mixtos los reescribimos así: de (4) vemos 
que uirvx; entonces, el término vu y  se escribe como vox  que a su — 

II vez es igual ac us y así con los demos términos. Todos estos cam 

btos permiten escribir (2) como sigue: 

1 
1 
1 

•h 	 telex (u, 4 0%4 144N 
+ 0Z 

""" 	 %/01 t u% 0% urn 

1 
B2 primer término del lado izquierdo se puede escribir, uttli 

1 	sondo (5), como 

2() = 01Z(V 	Cht 

1 
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y la siguiente suma como 

tt,t etr 14- % 	 ki  

Juntando todo tenemos la siguiente expresión 

obt, + (won = -51 e  -voy 

que puede ser integrada una vea para dar 

tl) 	44, 	wse 4 	vi = cu.) 

donde C(t) es la constante de integración. 

Basta ahora, hemos reducido el número de ecuaciones e incógni 

tas a dos: (6)-(7) y 010,P respectivamente. Si bien la presión P pa 

rece estar determinada solo dentro de una función que es la misma 

en todo el fluido para cada instante. Sin embargo, físicamente es 

claro que una función de t nada mas, sumada a la presión P, no tie 

ne efecto sobre el movimiento del fluido, ya que ningún gradiente 

de presión resulta de hacer tal suma. De hecho, si ponemos - - - - 

02.40%5C(INAI , entonces Ces una función armónica con Sillia514 

y la ecuación (7) con respecto a Ch*  tiene un lado derecho que se 

desvanece. Así, podemos tomar C(t) = o sin perdida de generalidad. 

Con todo esto, las ecuactónes que rigen el movimiento de un fluido 

incompresible, sin viscosidad e irrotacional son 

1 



(e) 11 - 	al rz o 
114 =o 

mas condiciones iniciales y/o de frontera. 

Para finalizar esta introducción queremos hacer notar que (3) 

y (4) producen Mii= O. Para demostrarlo, supongamos que (u,v,w) 

tienen segundas derivadas parcialeá continuas, derivemos (3) con — 

respecto de x, 'despejemos uxx; las relaciones ufrux y u ji=wx  que se 

obtienen de (4), derivense respecto de y y 2 respectivamente. Jun—

tando estas tres relaciones obtenemos que u es una función armóni— 

ca 

U». U.» 4 ut• + 1,1,11  4 14xt  

por virtud de ser las parciales mixtas funciones continuas. De for 	1 1 
i 

I 
ma análoga, se puede demostrar que v y w son también funciones ar— 

mónicas. 

 

Esto lo podemos expresar en una sola ecuación 

L1 _ (tst M1  tsvr) =O 
1 



ti 
u. 

1 
1 	 8 

2) Condiciones a la Frontera. 

Imaginemos que tenemos agua contenida en un recipiente de di— 

mensiones infinitas de tal forma que en un sistema coordenado S, ala 

la superficie libre del agua sin perturbar. ocupe todo el plano 

(x,$) y la profundidad se extienda hasta menos infinito en la di-- 

~can del eje y. 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 

Llamemos R a la región ocupada por el agua y R a su superfi— 

cie libre. 

Supongamos que por algdn mecanismo se produce una perturba--- 

ct6n cuyo perfil, periódico e infinito, se mueve con velocidad U0  

en /4 dirección x y tiene tal simetría que es inecesario conside~ 

rar la coordenada s, es decir, tenemos un flujo bidimensional que— 

puede ser analizado en el plano (x,y). 

Para demostrar la existencia de un flujo con estas caracterís 

ticas, supongamos que la perturbación es hecha de tal forma, que 

el agua no pierde su estado de irrotacionalídad. Esto, junto con — 

la incompresibilidad y viscosidad casi nulas del agua, nos permite 

1 



hacer uso de (8) como una buena aproximación para determinar el 411ED •I1 

campo de velocidades que mantiene el flujo. 

Las condiciones de' frontera para este problema vienen dadas - 

de forma natural. Por un lado, en la superfictie libre, P es la pre 

sión atmosférica, que puede ser tomada como cmmstante a lo largo -

de ella. Y por otro lado, la perturbación t,ienLe a desaparecer ra-

pidamente conforme nos alejamos de la superficie libre y por const 

guiente la velocidad del fluido tiende a' cero cuando y tiende a me 

nos infinito (recuerdese que antes de /producir la perturbación el 

fluido estaba en reposo). 

Shtonces,,el problelza físico descrito esa definido por las - 

siguientes ecuaciones: 

• elb = o 	sobra g 

00) 	 ork+ *Ama 4. j3  ag a«. 	sobre eme. 

V 0 5 0 	oiamelo z  -1-..w -.• 

Ademas, una ves encontrado 
	podemos determinar P a través de la 

ecua ció?: (8). 

Las ecuaciones (10) pueden simplificarse si describimos al 

fluido desde un sistema que se mueve con 	porftl de la onda. De 

acuerdo con la transformación de Galileo, x'=x-lUot, 	cliCxm at1 

0(11%04 u041  el campo de velocidades se transforma como 

cp„ dr U. 



1 
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y ademas 44. se ve ahora como 

— u. ch. -_-_ _u o  ch x, —Va  • 

Sustituyendo estas relaciones en (10), tenemos que en el nue.» 

yo sistema SP, 0 satisface (omitiendo las primas) 

ie z 	cha, sciortz. ese. 

Q4rr-(u t o) stblox«. u-w-co 

— o 	sobre. (b 

donde la nueva constante en la segunda relactda, es igual a aque—

lla que aparece en (10) mas102  y U — U0. La última ecuación que 

hemos agregado, refleja el hecho físico de que el perfil de la su—

perficte libre se mantiene gracias a un movimiento puramente tanmi.l. 

gencial de las partículas a lo largo de ella. 

Dado que en (11) ya no aparecen derivadas con respecto del 

tiempo, nuestro problema ahora, será demostrar, la existencia de so 

lociones estacionarias para un fluido como el agua que es supuesto 

trrütacional, incompresible y con viscosidad nula. 

ES claro que la forra de la superficie libre puede tomar di--

versas formas, desde una superficie horizontal hasta la que se ve 

--en :la figura 2. Ademas, excepto- por la superficte_horizontal, no — 

tenemos una expresión analítica de t'A . Podriamos proponer formas 

1 
1 
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explícitas, pero esto limitaría el análisis que se haría de las on 

das, a un tipo muy particular. Este problema podemos superarlo si—

recurrimos a los conceptos de línea de corriente y de función de —

corriente. 
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j) Función de Corriente. 

Una línea en el fluido, cuya tangente en todo punto sea para— 

lela al_campo de velocidad Y, tnstantaneamente, es conocida como — 

una línea de corriente. La familia de líneas de corriente al tiem— 

po t, son soluciones de la ecuación 

su„.. = ( x 	 itt. 	otl 

donde u y u son las componentes de l'y dependen de (x,y,t). Cuando 

el flujo es estacionario, como es el caso que nos ocupa, las lí--- 

neas de corriente tienen la misma forma para todos los tiempos. 

Por otro lado, la ecuación de continuidad para un fluido tn-- 

compresible tiene la forma 

(e5) 	9.24 4 (254T o  
x 	(.01 

de donde se sigue que udy—udx = dp es una diferencial exacta. 

Luego'  se debe mantener que 

C 4 ) 
Aa 

donde la función escalar desconocida 9(r,y,t) está definida por 

99. 	tunir diz) 

ety. 	(0.1 
0X,  
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con 
	igual a una constante y C una curva arbitraria que une al- 

gdn punto de referencia O a un punto P de coordenadas (x,y). 

1TL 

(cht icl) 

o 
X 

FIGURA 3. 

El contenido físico de 9 se ve como sigue. Reescribiendo la 

integral que aparece en (15) como 

(uxlm-vcbc) 	(.11.1•ty)413 1-1h.) 7---411  sin  as 
e 

es claro que 0-9'10 representa el flujo de fluido a través de C, 

en la dirección de la normal (dy,-dx). Ademas, el flujo a través 

de una curva cerrada formada por cualesquiera dos trayectorias que 

unan O y P, es necesariamente cero cuando la región entre las dos 

_trayectorias este completamente ocupada por fluido incompresible. 

El flujo representado por la integral en (15) es, por lo tanto, 

independiente de la elección de la curva que una O con P, cuidando 

qué pertenezca al- conjunto de trayectorias tales que cualesquiera 

dos de ellas encierren solo fluido incompresible. Por lo tanto, --

la integral define una función de la posición, queinmos escrito co- 

11/0 e 
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De la definición de línea de corriente vemos 7ue el fluido no 

atraviesa estas líneas. Ts decir, el flujo a través de una línea -

de corriente es cero, lo que significa que el (15) la integral se 

desvanece dejando 0-14 . De esto se concluye que 111 es igual a 
una constante a lo largo de una línea de corriiente por lo que a 0 

se la conoce con el nombre de función de corTdente. 

Ahora expliquemos lo que queremos hacer sar definir una nueva 

putear: W. 

Por un lado, se acostumbra convenir que ell flujo a través de 

una curva C, sea positivo si este se mueve en sentido contrario a 

las manecillas del reloji.tomando a P como centtro de giro. Por -- 

ejemplo, el flujo representado por una flecha to: la figura 4, es —

un flujo positivo, de acuerdo con esta convenciidn. 

Tildo 	? 

1 o 

FIGURA 4. 

Por otro lado, la condición 1-11=CD; sobar' 1DR, nos permite - 
O n 	; 

pensar a la superficie libre como una línea de corriente. Ademas, 

si suponemos 0' positiva, las líneas de corrienle son de la forma 

y = y(x) y como forman una familia de curvas qve no se cortan pode 

mos vtsualizarlas como aparecen en la figura 5,5 
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FIGURA 5. 

donde las flechas indican la dirección del flujo de acuerdo con la 

componente positiva horizontal U. 

Ahora, tomese un punto de referencia O sobre la superficie faR 

y un punto P dentro del fluido, tal como en la figura 6. 

FIGURA 6. 

Si nosotros calculamos la integral (15), que define a 90 a lo 

largo de C, una curva que une O con P, encontramos que 

etsclx) 4— Po z o 

de acuerdo con la convención de signo anterior. Como podemos tomar 
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O, sin perdida de generalidad, entonces 'Pe  resulta ser menor 
que cero. Si dejamos que P se mueva en la direccidn y negativa, fp 

será cada vez mas negativa. Podemos concluir que 05 tiende a =e-
-nos infinito cuando y tiende a menos infinito. De esta manera el — 
rango de valores que 	puede tomar esta restringido a los reales 
negativos. Esta es una de lcs razones por lo-que es importante el 
conocimiento de 1l . La otra razón, proviene del hecho de que fp es 
la armónica conjugada de 	, el potencial de velocidades. 

Para ver que 0 es una función armónica basta combinar la e-- 
cuactón (hl) con la hipótesis de irrotacionalidad (ecuación (4)), 
para producir 

061 	 bh = q'x + 	ia Uy- trx o 

1 
	

Que 4W- sea la conjugada armónica de 	es porque de la definición 
de la primera 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

= 
4i 1 2 	Ir "a ibx 

1 
	

De ahí que p sea la armónica conjugada de 

1 
1 
1 



4) Un Primer Problema Equivalente. 

Una vez introducido el concepto de función de corriente, vea-

mos como podemos superar el problema de tener un dominio físico 

parcialmente conocido. Para ello, demostraremos la siguiente propo 

alción. 

Proposición 1. Si 	es una solución al problema (11) con (u,144195 

satisfaciendo las siguientes condiciones 

(18) (u, v) es periódico, de periodo h, en s. 

(19) u (x, y) O para toda (x, y )Crt y re j0, 

entonces, el mapeo 

(20) pli+.10 111 7,(1) 54(X$S\ 

es un mapeo conforme de R al semiplano $'(O , que satisface 

(21) 	lfrt (1+ 10 al 	+ 

Ademas, si definimos la velocidad compleja P como 

(22), 	Y a 14, t 

entonces, P es una función analítica en x  que satisface lo stguten 

te: , 

(23)'  

(24) 

V (21,- tuhl 	y(%) 

Ivi 1311 - 	 d 
016 2 ivPs 

o 



—18 — 

(25)  

(26)  

V --› u ii 
ke  V > 

La demostración de esta proposición procede de la siguiente —

manera. Primero demostremos que )1.. satisface (21). Por (18) tene— 

mos que 

/5(xotiN 	 x+ h 	= (p1(x+hio 

lo cual da como resultado, despues de integrar respecto de y que 

9(1"19)  1C2(.41 + c 

Valuando esta d1.1. :1ma relación sobre la superficie libre, que es -- 

una línea de corriente, obtenemos c(x)=0. Entonces, 	(x, y) es pe— 

riódtca, de periodo h, en x. 

Nuevamente, por (18), también es cierto que 

(x+1112\ = fit CIL u 

Por lo tanto, 

CP (x4- hi 	- yáCX.bl= dux) 

De donde 

d'U) 	95 x (x+ki9)- 9Sv(z191 tt(x+hig5-14.1xal aro 

Entonces, d es una constante que no depende de x ni de y. Para co 

nocer su valor, escribamos 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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lu+11,45-1(x.sszlr: 96,m41,9so= 	tx(x.+ , 

Ahora, cuando y tiende a menos infinito, u tiende a U por (11). ?'n 

tonces 
rs 	h 

al% 14:4" 1 ki.bu›,11,¿fr:z uds= uw 
1.4..co o 	 o 

Luego, este resultado y aquel para 9 , dan (2.Z) 

(21) 	y.(1+ ki) = 1)C•(l) + Uh 

Ahora, demostremos que )1 es uno-a-uno.-sobrei 

44% () INS 44-(x, y1 >0 

(X,95 	stk.(x,YN > O 

es decir, qué por un lado 	es monotona creciente en x, y por lo 

tanto uno-a-uno en el intervalo 104. Ademas, por (2.1) 95 es uno- 

a-uno para xel-coco( para cada y fijo. 

Por otro lado, 	es monotona creciente en y y por lo tanto, 

uno-a-uno en J-coi0C 	para cada x fijo. 

lhorq, procedamos como„sigue 	Sea ex o,y0)=0, fijo. - 

Pongamos x=nh xo, nCZ Entonces, por la pertodicidld de 0(21) 

(x, to az 4 	+ nh $ 

a st ( 	+ (n-Oh, 	Ull 
(xe  y,) nUh 

1 Por lo tanto, si n tiende a mas o menos infinito, 

a más o menos infinito, es decir, 

(x, yo ) tiende 

 

1 

	 (27) 	00(19) 	£ 03 	It-ip key 
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Por otro lado, como O <u(x,y) tiende a U cuando y tiende a me 

nos infinito, entonces 00 (x,y)&ULI, para y grande, es dectr, que 

(28) 

Luego, por (2?) y (28), A esta definido de It en II, donde II 

esta dado por 

(29) 	1-1=1(01,01-ce<9$‘.00,0101. 

Tomemos un ptinto (46.,(b•)1.11.Ya que • es monotona creciente en y — 

(para x fijo); no pueden existir dos líneas de corriente separadas 

que tengan el mismo valor 0. ; es decir, existe una única línea de 

corriente con el valor Ovo • Por otro lado, como las líneas de cor—

riente son periódicas, se erttendende -ce a ten y fly>0, es decir, al. 

son de la forma y=y(x), entonces 	es una función creciente de x 

sobre la línea de corriente (. , ya que st la línea de corriente es 

)* tal que 0(x,y(x))=041 	entonces, sobre la línea de corriera 

te, 93(x,ii(3:)) es una función de x con 

ititl ylx» 95, U, w* # 	( x , 	sltx) 	3 	31011=-Piis 41. 

entonces 

OL' M(xl) v. lit. f  e z M,  > O 44,4+ ir' 

Por lo tanto, existe un único (so, yo ) tal que 	xo 0)= 
	

y 

9(xo'llo)-14 	Entonces, les sobre y uno—a—uno. 

Es bien conocido que si 	es la conjugada armónica de 

entonces, ›altit 	es una función analítica ( 
	

). Ademas, co— 
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ato u> O, entonces 

(30) sisx + 	 ZIS #0 

Por lo tanto, )It es un mapeo conforme. 

De la definición de V, es fácil ver que 

(31) IVI =-44,2 # 	=IV#1 

Ahora bien, como x  es uno—a—uno y sobre, podernos expresar a R. 

como una función analítica de Z  , es decir, 	) 

(32) 7.00 =  )(() + 13(20 

De donde, 

(33) 4.2% = 	x 
al, 	'vil 	# 	44  

Con la ayuda de (31) y (33), /a condición de frontera en (11) 

se puede escribir ast 

O) aL vio . en -o 

que derivada con respecto a 	, se obtiene 

VI 
fi 398/0# 

/VI (1.) 	¢ n 	mo 

o sea, obtenemos (24) 

I eivi 	Ir» Y =c, 	 . -- 102, 

Las relaciones (25) y (26) son directas, a partir de la -defiu-. 

ción de V. Luego, hemos terminado la demostración de la proposicitfi. 
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Reciprocamente, podenos probar que 

Proposición 2. Sea V, una solución del problema (22)—(26) y sea 

14  d7¿ 

o 
entonces, 

a) 2(7)=xtiy es un mapeo conforme del semiplano Oto 

--gen R. , que satisface 

sobre su ima— 

(21) 	Z (s # uh) ax($) + h 

b) Si 	es 1,a transformación inversa, entonces, laP.4S, es solu—

ción del problema (11) con las condiciones (18)—(19). 

Demostración. 

Corzo Re 7=u(x,y) es positivo, X(7‘) esta bien definido y es inde—

pendiente del camino recorrido, ya que, por el Teorema de Cauchy, 

la integral de una función analítica sobre la frontera de un domi—

nio es cero. 

Por otro lado, ya+ Uh c171, 

R,( 	Uh) —1.(70 

puede calcularse sobre la siguente trayectoria 



Por la periodicidad de 7, (23), las integrales sobre las lí--

neas verticales se cancelan. Entonces, por (25), podemos tomar A! — 

suPcientemente grande, tal que 

¥íC 7G-;Hi=U+O(M'') 

1 
1 

Por lo tant o, 
• 

_ .+Oh 
1.+ Uk) - ( 	 . 0(4")*1.) j U é 004") 

I) 4- 004- 1 

1 
Como N es arbitrario, esto prueba que 

1 
	(21) 	1.(1.4- 011) Z( 7C) a h 

Poniendo 9114,1-nUll , (21) da como resultado que 

x($ 	X< 44+ nUh, 	x<#.1 0. 4 hh 

1 	de donde, es fácil concluir, haciendo que n tienda a lag 	que el 

1 rango de x($) son todos los reales. 

De la definición de x(s) obtenemos que 

1 
1 
1 

1 

	

itr 	, 
dy. 	V 	ovil. 	si ¡Yo 	yo — jxp 

1 

Como u es positiva, las líneas 	=cte. corresponden a curvas (momo) 

que se pueden expresar como #(x) y se extienden ps2riodicamen.te de 

Cib a tco . Además, para d)--=cte., vf 	44- 01 
	ese positiva, es de- 

cir, que y es una función creciente de 	y coceo 15%441 tiende 

a 1/U cuando y tiende a -co , entonces, y^-0 fb/to 	es decir, que 

y es una función'creciente de y) , que tiende a -co cuando % 
de a -co 	Por 1C.1 tanto, la línea vertical x(0 	)=x0, proviene - 
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o v 
3  

1 

de una única curva 0-40( 0 ), que se extiende de 	=O hasta 0= -00, 

porque si proviniera de dos curvas, entonces vio/ariarros que k(911 0) 

es mono tova creciente en 9S  (ya que (ax/00 es positiva) para O fijo. 

Por lo tanto, el punto (x0 ,y0 ) proviene de la línea x(0,0 )=x0  y- 

de un solo punto de esta línea, ya que sobre esta línea y(0l9)) 	) 

tiene derivada positiva 

d 
cali %yrry)í a  90 rp 	= 	 tt% > 0 

es decir, y es mono Lona creciente y como antes tiende a -co cuando 

tiende a -co. Por lo tanto, X. es uno-a-uno y sobre. Arotese -

que el análisis anterior, lleva a que R no tiene hoyos, ya que 

todas las líneas verticales x(9S , )=2>0  estan contenidas en el. 

b) Ahora, si X es. analítica y uno-a-uno-sobre, entonces, el /u -- 

peo inverso y. (i) es analítico en 	con 

chl  =V: 4A,-Pil 

La analiticidad de )¿CR' implica que 110(1N-s.°, Ox'111.99 y /y  a - (pa• 

Es decir, 	y 	son armónico-conjugadas. 

Ademas, l vor=1Y0; 1O tiende a (11,0) si Al, tiende a -e» , es 

decir, si y tiende a -00 

La superficie libre, it) =o, es y-y.  (0,0) y puede expresarse 

como y=y(x). Za condición 

1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
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puede ser escrita como 

I Vi l  4-
09  

3 	(,0) 
49s 24- 

que integrada da 

41vi l  + y = c•-ic 

o 

012re, ek . 

Igualmente, la condición -(0-4-0 proviene del hecho de que la super-

filie libre es una línea de corriente y las condiciones (18)-(19) 

son directas. Con esto terninamos la demostración de la Proposi—

ción 2. 

5) Un Segundo Problema Equivalente. 

Ahora usemos la periodicidad para pasar el problema (22).426) ,  
sobre la semibanda 1,0101Uh,0403 a un problema sobre un dominio 

acotado, el disco unitario. 

Para hacer esto, pongamos 

(34) 	
z zu. 

Evidentemente, Z es una :Unción analítica de 

¿al e  _ e  Vh 

(35) 

donde, p41 	para (1)40 y -244,41 Lo si 01-954  Uh •  

• Sisi w pe , en 

tonces 
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Los equipotenciales 91 =cte., corresponden a rayos que salen del -

origen y las líneas de corriente lb =cte. a círculos concéntricos 

con la línea 0=0 en el círculo unitario. 

d% Como --110 , entonces, R es una transformación conforme de dy, 
la semibanda al círculo unitario. 

Ahora, definamos la función k)($ como 
jA•11... 

(36) 103 
donde V es una solución del problema (22)-(26), tomando la rama --

del logaritmó de tal forma que 

- 
(3?) 	 V U 

I au 
 

De esta manera, 

(38) p =ars =ars (144 

es decir, e es el ángulo formado por el vector de velocidad (u,v) 

y la horizontal. 

Como Re V es positivo y la semibanda es simplemente conexa, -11 

entonces 4 es una función analítica de y, y por composición, es 

analítica en 2 .( 

Por la condición (25), W tiende a cero cuando d tiende a •Call 

y por lo tanto 

(39) 64)i fa0 I cr) ff& O 

Ademas, se satisface que 
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(40) 	 Re V= U 42: co s e > 0 (=> 1 e I c Tr / z  . 

AD I 1 II = u ce p_p_ ,.._41  0  
Como Iza 00  7=-Uelsene y 	por las condiciones 

rz)95 	rey, 
de Cauchy-Riemann, entonces, por (34) 

!vi 	177 0.0  
- h 	z (a? 

y la condición de frontera (24) se convierte en 

2.0 e  c's tecle 	í- 3 0c Sene 
uz eZG 

O r- I 

o sea, 

(41) = a 311  ser) é 	-0) f• 
4:4) 

con con 

(42) 	 2n Ul 

Esto demuestra la primera parte del siguiente teorema: 

Teorema 	Las soluciones del problerus (11)-(18)-(19) (y las del 
problema (22)-(26)) están en correspondencia uno-a-uno con las so-

luciones del problema de encontrar una función si=e#ia que satis-- 

faba (lassiguientes condicioness 

a) ao es analítica en f< 1 y continua en "t. 

b) es continua en 	P‘l y satisface (41)-(42). 
* (4.3) 

o) lo(o -o 

d). 
 101.1/2, 

Demostración. Solo hay que demostrar el regreso. Si w es solución 

del 'problema (43), definimos 
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v s  ve' 
Es claro que, 7 es analítica en X. , Re V es positivo, 7(0)=U y 

a lay. g, 
tz4   

IVI 

Naciendo la transformación inversa de 1. en Z , obtenemos uru 

función Y analítica en 71- sobre la semibanda II; periódica, de pe— 
/ 

riodo Uh en 7‘• , ya que 1.4 es periódica de/periodo 2ff 	en al ; y 

Y es solución del problema (22)—(26). 

Notese que la condición leiclitquiere decir que las líneas de 

corriente no se doblan cono en esta figura 

1 	 fiLi"~ 

Con  v) 

¡Votemos tarnbien que 9E0, 	=0 es soluct.15n del problema (43) y —

corresponde a la solución V=U, o sea, 0 =Ux, q) =Uy con superficie 

libre y=O. 

El problema, ahora es encontrar una función .armónica w , en 

el círculo unitario, con lolly con una condición de lleurnann no lt--

neal. q'n él siguiente capitulo, demostraremos .que el rroblema (43) 

puede ser reducido a una sola ecuación sobre la frontera, resulta—

do que permitirá hacer un mejor ancllisls de la situación. 
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2) Introducción. 

Nuestro objetivo ahora es reducir el probltria (43) a una sola 

ecuación sobre la frontera. Para ello, seguiremml el siguiente pro— 

cedimiento 

Sea 

(44) (r,r) 4t7r 	f - 2 PG14(ai-419 	fiA) 
el núcleo de la función de Green para el problema= de Neumann ( 

. TI 
= 	1‹.e Coy') 4' (nd am  Jr n 

Entonces, se demuestra que itpi satisface 

y sea 

(45) Kp f (mor) 

r 1T a  
< 111. f d' °111. () 	=o 

.41 

es decir, 

(s) 

que Klf es solución del problema: 

c» lxl< 

" 	en /tila 
G 	13.1wo 

con la condición necesaria 

Mar =o 

ya que por la fórmula de Green tenemos que 
• 

 

o`,11 1. he Js• 	6.b11 ci,r 4- S( 111 - 
eD 

 

• Ct 
On 

top 
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si 6 es una solución del problema (*) y D denota el disco unitario. 

Después se demuestra que dada una función armónica é, existe—

una única función armónica conjugada 7, con la condición b(0) ----. 0 

y se estudian las propiedades del operador que manda é -9-z(e) 

De esta manera, si tenemos una solución al problema (43) 

1103=0 	121 4, 1 
zzue) seso 	tai 

O aa O 	o 

¡ 01 s 4/2. 

con e continua en Pis 	esta se puede expresar como 

ece,r) 	p 	¢-. 3T3(11"1143)  S2,1100 1 1)) 

con las condiciones 

f11 en(60,31) San GOA =. 3 	lo(,,r)/4114  . 
4.p 
Ast, el problema puede ser visto de dos maneras. Por un lado, -

si tenemos una función 001 (que será la derivada normal de nuestra 

solución) definida en el círculo unitario, con 

11 
h(r)da' =O 

podemos definir 	Z(p,r) := Z(4) 11 sow(c,ó) . entonces - 

buscaremos una é que además satisfaga 	.1e3G(K,I) sem  co  ) y que 

I k f é I < 116, 	Pedir que .b sea así, trae dos consecuencias: Prime 

ra, si 	satisface I eCoklii-L.0, entonces, necesitamos pedirle tam--- 

biénque satisfaga f 1¢7.5"46)5tio(40)0:=Oii, segunda si 11CIÓI<I>x , en,ton-
a 

ces, por el principio del máximo ( 	) pediremos también que 03420 
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satisfaga la desigualdad. 

Por otro lado, si 6(41)es una función continua en el círculo --

P0-1, con 101<3(2. , podemos definir el operador que manda 

• ¿bn( 8) 	" 

	

Sem e 	r< ) 

y después definir 1ter(6) . Esta úl tirza función será solución del 

problema de Neumann, si y solo si, ,La e 	szneug---zo y, del proble- 

ala original, si y solo si: 

/al) = 	( iss"g'seh ) 

la condición 1914%, se cumple entonces automáticamente por el prin 

capto del máximo. 

En el primer caso, (a), partimos del valor de la derivada nor 

mal de la solución, es decir, tenemos un problema de punto fijo pa- 

ra el problema de Neumann. 31 segundo caso, (8), partimos del va—

lor-de la so/acidia en la frontera que representa un problema de pun 

tto fijo para el problema de Dirichlet. De hecho, si en el primer - 

problema, ponemos biakfel 	obtenemos una solución del segundo con 

las mismas condiciones. Inversamente, una solución del segundo pro- 

blema con 

19(p,P1 	Ler(S) 

tiene 

si y solo si, la condición 

I n  f(8)cir =o 
.4 
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Por lo tanto, los dos planteamientos son equivalentes, aunque 

el análisis de cada uno, presenta dificultades diferentes, sibien, 

la existencia y unicidad de las soluciones dependen de las propie—

dades de los operadores involucrados: los operadores lineales Ke y 

y el operador no lineal A, definido por 

Atol. €:34(0)Sane 

Es pues, necesario conocer los espacias sobre los cuales te y 

"Z 	y A estan bien definidos y son continuos, si son compactos en 

esos espacios, sus propiedades de regularidad, sus espectros asocia 

dos y por último la analiticidad del operador no lineal, hecho fun 

damental en el próximo capítulo, donde se conocerín explicitamente 

las soluciones haciendo uso del teorema de la función implícita. —

Entonces, en las proximas secciones, haremos un estudio detallado 

de las propiedades que cada operador involucrado tiene. 

Por último, advertimos que las demostraciones y estimaciones 

elaboradas serán referidas a un apéndice para que el lector no se 

pierda. Los resultados importantes dentro de la dfscusión general 

serán subrayados y serán introducidos con una premia discusión pa—

ra señalarse su importancia y su necesidad para eZ trabajo de con—

junto. 
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2) El Operador k. . 

En esta sección, comenzaremos por definir los espacios donde 

estarán definidos nuestros operadores. A contilnación, establecere 

ros un - Teo- r3ma (sobre el operador de Poisson), fue justificará el 

porqué de la elección de los espacios Co, C°1̀ 4  ai dará pie a la in-

troducción del operador kr cono única solución arel problema (43). 

Empeciói—definiendo los siguientes espaclirs, donde nuestros 

operadores estarán definidos: 

Sea 1 4psao 4. Entonces, definimos el espacio LP,  como la cer-

radura de las funciones perlódicas, infinitamente diferenciables, 

bajo la norma // //Lp definida por 

“Zi?dhl)1/1, (46. a) spc cio 5  II viles 54.4)1;1 

y que denotamos por 

(46. b).  
l2.1( 	t r Ecm, *F44..11)44 3 II It.* • 

S'Ya 0<' 1. Entonces, el espacio de las fuiriones VIlder con-

tinuas esta definido por 

pza¿ái.c4,3 1--k 	c • o 	« (47.a) 	C°I.ICSI ) -1 { 'Re'  

bajo la norma 

(47.14 

donde 

.460» 
••,'T 

11-rik 

I 10,0,11 141 1. + tuma4c. 1-1.4,(4111 ay ye 



(48) 
t- pt V(11 .114 ' 

Sr
n  

I-lecos(r41 +e% 

(47.c) 

Y 

(47.d) 

es la norma 

C°  (S). Para 

nes estarán  
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yvvatiOn 

para el espacio de las funciones neriddicas continuas 

todos los espacios, S es el intervalo donde las luneto 

definidas: (-R in j• 
A fin de demostrar que el operador kr , definido por (44)—(45) 

es la tinica solución del problema (43), es escencial conocer el si 

gui ente teorema. 

TEOREZ9 Sea 

fa operador 

y Ocauf itp.sab 

richlet 

drn Poisson. Entonces, dada fEC°, C°°11  o LP con 

P f es la única solución del siguiente problema de Dt-- 

V -= o 	r‘l 

fwf 

donde 

es la norma en C°, C°'°1  o ZP, respectivamente. Para su demos 

tración, vease :  el apéndice A II. 

De esta manera, irf; tal como está definido por (44)—(45), es 

la única solución del problema 



1 
cn 

P" 
P*1 
PT-°  
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el Laplactano en coordenadas — 

1 

Para demostrar esto, recordemos que 

polares se escribe como 

á U 
	4 

Así, si 11=1W, entonces 

. / 	GO \ gtO 7 
P 	

/
¿0-1-sP  ts~i; 	FiFt.  

1 
1 
1 

AV =- 	/11(k.p) 41 (r1clai' 

ya  VIO A esta calculado en ( 	). Recordando la definición 

(44), encontramos que para (P.1 

de Á"? 

coz 014'1 	co:(0-4" 

C
-ifet X(p+ps )coi(r -sr)) 

( 4- 2e Los (51-111 *rt)1  
Por lo tanto, 

IsU =Lo 
Además, coma,. 

koChlia") -kt  108 ti) ~o 
tenemos que U=0 para p=o. 

Ahora, ayudados por el teorema para el operador de Potsson, 

poderíos demostrar que K satisface la condicen de frontera. Para 

ello veamos que 

a ( 9.11) 	dipt-2 

PI/P  P" 	I- atpcosC0-4") +- ft )1  
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t  ~_ 
1-95 9-jrn tounecreuv mi %-= sop 	65().4 	 oP 

Pero, por (44) 

ítil 

De donde, por (48) 

2p - golf chi- di)  _ 	f14. 4-  2peG3(4,-P')— (I- (*II  
:punir-40)4- e% Ale f- //cos(41-r5 4 ft  

rff 
J PoIckr roe 

Por lo tanto, 

e_1!»  
ps I IV 

ta 
.Pces- 	;mai 

De esta manera, tenemos que U = ¡Cr', satisface 

isurzo 	e< 1  
uf  •pon — 	j w 4I(PgdIll  

Upo 	1  eizo 

para f en co,  cc)," o LP, 040<(.4 y ilptco. 
Hasta aquí hemos demostrado la existencia de una soluci6n pa—. 

ra el problema (43). La unicidad se puede. probar como sigue: 

Siipongamos, que tenemos dos soluciones diferentes. entonces, 

la diferencia, es soluci6n del problema 

• tu-0 
u = o 
U--o 

Pero, por la fórmula de Green, tenenos que 



Ill 
I 
I 	JS ivultds in SS 'UtU1S 4 S (Me df =O 

b 	 D 	 eb 

II 	
Por lo tanto, U = cte.. Pero, U(0) = O, de donde U = 0. Esto prueba 

la unicidad. 

1 

3) El Operador Conjugado .11,p 

111 

1 
presentación es única y que es el conjugado armónico de PpU, el 

operador de Poisson. 

Entonces, sea f una función analítica en 1111-1 , con ,fleir ) 

compleja en C°, C°s °1  o LP. Entonces, por el teorema de Cauchy tene 

mos que ( 

p ei  
(1) 

Poniendo 7=0"  y fid-4") = "U% es decir, f denota los valores 
' 

de f en la frontera del disco unitario, p = 1, entonces ja:-.1.1.41C141  Y 

1  4.  (e C. 	ii ) "141 421 (411  
J d' - el I%  

37 - 

En .esta sección; a través de las propiedades de una función - 

analítica, introduciremos el operador r,f, , demostrando que su re-- 

a" 	-*fe' 

-2--i kr) 
r --  u'li 	

(elawee)(eiet~ e 

	

a 	 • 00- al 

4' 0.1  I 	I -pe' • 	 jai , 

	

-n 	4-2peos(0-641)4f 
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Te  + ,t 
-11 

 

 

 

donde hemos definido el operador -1ff, como 

(49) 	tp. 14 5 z+ fi f iekl ( V - ri 1 
1  tal'Ica" 

" ..4 	4 -20c0.101fill 4 p- 
Por ser f(z) una función analítica, entonas= Ref e Imf son 

:Unciones armónicas y además, son las única
/  ,s solmmiones de 

AU me, tti pu 	IM)//m O 	«... PcP •  
) 	U =11%-: eso  fui 

respectivamente. 

Entonces, por el teorema (48) podemos conclutr. que 

T e(ec.-M = /U -Upe) 

Te (L'In 15  .114 (PcJIN 

de donde, por la definición de P, (48), tenemos 

(an = 
Además, por el principio de la media o, directo del teorema 

integral de Cauchy 

1CoN 
R ,„ f (t1 
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1 
1 
1 

Por lo tanto, ahora tenemos que 

(ed il) = (o) 4" .11,p(-11 = Te (4') 
De esta manera, tomando las partes imaginarias y suponiendo que 

>117::(0) = O, tenemos que 

1m 4' ( f e) = 1,e(ec 
Por lo tanto, si U = Ref, entonces 

    

    

1 

    

(50) f9)•zill -«=. Te u 4-4 Gee() . 

1 	Inuersamente, si U es una función sobre S (por ejemplo, en L 

tomando 

1 1,1 ) 	4pu 	r utr) 4~t" giozzi,(0-01. so, 
!4pt- 2eco1coffis 

ws 	UCe)el? uulgeir 
¥Ai z _ peio 	ola JE 

Para el primer término es una función analítica y el se 

gundo una constante. Por lo tanto, 	inlipU, es también analíti 

ca, de donde ZPU es la conjugada armónica de Pe U. 

Ademas, para p---- 0, tenemos 

2.0 	GoU 	í ° UCalg cía" Al _a 
de donde 

,a4, u ---- o 
You 	;41: uervicur• 

.1 
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Lo Cínico que nos queda por derostrar, es la unicidad de 7v, 
/ 	4 Supongamos que existen dos operadores conjugados diferentes,Ze j Gr. 

Sea 7 =PplU-ZP , entonces, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, -

se debe cumplir que 

t. e Bp  
0,5 	(21X 	08 	a3 

es decir, 7 = cte. Pero, vimos que los operadores conjugados deben 

satisfacer P! = GPI = O. Por lo tanto, V = O y de aquí obtenemos 

la unicidad de "OpU , para twf. 

4) Propiedades de los Operadores. 

Una vez introducidos los operadores Kp y G p  , es fundamental 

mostrar en que espacios estan bien definidos y son continuos. Es -

decir, hacer una estimación del acotamiento que puedan tener, con 

el fin de conocer la regularidad y el espectro asociado con ellos. 

A su vez, esto nos permitirá conocer la regularidad de las solucto 

nes, si es que existen. 

Todas estas propiedades serán de fundamental importancia cuan 

do estudiemos la analiticidad del operador no lineal A y cuando 

lo usemos en el teorema de la /Unción implícita para mostrar la 

existencia de soluciones. 

Nuevamente, solo se dejarán los desarrollos que pudieran ser 

útiles dentro de la dtscución general. 
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4.41) El Operador -"Ipp. 

1 	A continuación iremos enumerando las propiedades del operador 

, mencionando los hechos que se usaron para demoetrarlo, siert 

pre que esto pueda hacerse. Los detalles de las demostrIciones vie 

nen en los apéndices señalados entre paréntesis. 

a) BU operador Top 	un operador lineal, como resultado de su de-- 

II
finición: 

b) Si f es par (impar), entonces, bpf es impar (par). (b-i10 

c) 1r(cte) = O para /141. Esto es flcil de probar. Sea f=cte=1. En 

tonces, para 1141 

.6r1)=1 	I w 	(1.0 eit4" v 	(1— 1/ Co4(11  4) 4- es)) 
=o 

1 

	

Ahora, nos interesa conocer las propiedades de Zop como opera- 

dor definido en los espacios CI)"<, con Ococcl. Para esto, empece- 

mos viendo que por la última propiedad, es posible escribir al ope 

1 	rador <;1, como 

Zr-r(0) 	 f te), (0- din  
4- 219 con (P-r") 	

— Po))£1,311 

--para pc/ y con la-ayuda de los resultados siguientes- U.1Y» 

j) 	1 + 	- p CoS(414) -3> ›R a. (r-dter.  

ti) 	1,4%qm cr-fe) 1 t. 1 a 

1 

.  
ppmcri-r'S 

4041 	fp) 

rr a 	1— l'evitas-154f t  
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es posible demostrar que 

d) Si f e. ("Os «, , con gc".0, entonces, /Ipf/ 	C/2710) ._, donde C es tau 

constante que es independiente de p 	(A-V) 

Para- p.= 1, es fácil ver que si definimos 

r 	jme ( -r) 	( a") _ ir) ) dd" 
n p 1(t.c04(r-ri)) 

y reescribimos 

tem( 	=.. 	co4 	 • 
0Cf-coicr-all 

entonces, 

44 .1 	I col Er-ru 	 /(411 4do 

tiene. sentido, por la estimación anterior. Tsta definici6n para 44 

y el inciso (d) nos permiten demostrar que 

e) Para Ps1, 14pf/ot 	Cifl oiox  , donde C es una constante inde--

Endiente de p g Oc., €-.1. L's decir, que (A-VI). 

e •• 
C°' 	C•fle y 	p.11 a  O te< c.f. 

Para propositos de convergencia es útil hacer la siguiente -- 

estimac,ión: Tomemos u 	; entonces eri se puede escribir corzo 

ra 	l'en a41  (tv. 	4)  (PO  • Crf 09= j 	 Cía 
A+ (11-2,1 CO ir 44. 

de. donde_ , podemos mostrar que (A-Vil)_ .  

I Ir «, lo, fi 	C 	I oic, p 1, t. c 
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Este último resultado nos permite demostrar que (4441I0 

f) Para toda f en C°oc  , con a )0, 	f tiende a Ci f, cuando e  tien— 

de a 1, en el espacio C0 993  con 01cbc_. 

Con esto concluimos las propiedades de Z'  en los espacios C0'11  
Ahora, sigamos con los espacios LI) . Para 

'sir al siguiente teorema 

Teorema de M. Riesz (A4)0. Sea F(z) = u(z 	tv(17), con v(0) = O, 

una función analítica arbitraria definida dentra) 

tario /a/ 	entonces, 

para toda pE101 1.1 y pe..11,col 

Recordemos la relación (50) 

-r( aed ie ) = Tpil l‘pU 

donde U = Ref(d') = Ref. Tntonces, aplicando aquí, el teorema de — 

Riesz, tenemos que 

16eut L, 41 Pe, u/ L, 

* ello sz necesario recur— , 

del círculo 

Esto y los siguientes hechos (A-11) 

LP  
V 	'FPI)1 

nos permiten afirmar que 

C C(p) 

g) 	Se «My Cifiv• 4L f $3 	peJf,en 
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1 
y que Ipti,?nie a Pf cu-zndo p tiende a I en el espacio LP con 1 4- p te% 

Aderás, cono C°  cr) C EP, 

h) 	rara toda n c-cio 

para toda p, entonces 

4.3) 57 operador Kp 

_ a) K, es un operador lineal  cono resultado de su definición 

Krt " r(Ped") 

t'U ,a41= — 	hl  c.+ 	2 p Cat f")) 

b) Si f es par (impar), entonces, Kpf es par (impar).  (A-X). 

c) Si f es invar y ,0 en [0,R3 , entonc es, K f f0 en 1.0,11.1 . (AXO 

d) Si 	cil, entonces Kph E Cr°  en p y r para p < 1 y K16 E,C°  • 

en as para q= 1. En efecto, dado que Lo9 es una función C. Además 

usando la periodicidad de e , podemos reescribir Kp9 como 

de donde, para P = 1 
(104 I a, 8 1.£1 	(44410414. 

1 Pero, sen = 2 1 u 	...)= 1(.1 	n(u)) con O < R(u) 13:(1)2  
por las propiedades de las series alternas. Ya que /u/<W, entonces 
2 - 	--  u ,k24 = 31,2-P . Luego, 1 	R(u)) O y por lo tanto 

1 
1 

 

1 
1 
1 

1 
1 
1 

1 

1 
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- áf:( 	it< 	I- Atta)) 49(to-Mit 

esta bien definido. 

Por (51) podemos escribir 

ijr0(11$1-40(ift) v-  4fa-  S g5cf 4 el- 1pcout1L0(41+0« )  - 	441)5 44 

y concluir que 

e) stee a°, K eG Cc°  nora P 

    

f) si eec°,  , zep E_C°°°1  para f12. 

Lo que sucede para los espacios LP es similar, ya que supo.-- 

niendo que eE.LP , con p)1, entonces, por la desigualdad de .1711-

der, tenemos 

I4,  11  (4 fel- 2m:444)0644,4)&4J 	 eigie  
ya que 

fjw) 	4- cd. 
, 	9 

y poniendo v=-Log u, entonces 

j:ea c."'cils 

Por lo tanto, 

g) Si OELP, K p E La)  para f<-1 y p 71. 

Ahora, la convergencia de Kv, a KI  cuando r ti:mde a 1, en los 

diferentes espacios, puede ser vista de la fiquieri!e -n'era 

Escribamos: 



r <.1. La convergencia de "p cuando . tiende a 1 nos permiten de— 

cir que 	rffp0(P) tiende a - 	e en C°41  si e 6 C°°°̀  con Ifrcfam 

y en L1', si e ciP con p 	• 

Podemos extender este resultado para (9 en C 	. Sea Up = K8 

Entonces, Ur tiende a U1  cuando f tiende a 1, en C°°4  (por lo —

visto antes) y además, ly(41 ) tiende a algun v en Ccl'cl  cuando r  
tiende a 1. Ahora, sea h # O, entonces 

Ut,($`4 h) — 	Gr) 	
5: U t: II 4- WL) clt 

11 
Por un lado, cuando e tiende a 1, Uf  tiende a U1  y por el otro, — 
U' tiende a v. Luego, despues de tomar el límite cuando 	tiende 

a 1, tenemos que 

1 	 — 46 

1 
1 
1 

e e 
tfee 	Tire cit, 4 h# Po 	10(‘) d44, 9,t4  

f. 
Entonces, por el hecilio de que P e tienda a o en 

rá cierto que 

C°° °̀  y LP, se 

h) Kr ei tiende a Kie  , cuando p tiende a 1, en los espacios CO3  lag 

C°' '` y L1. 

Ahora, las definiciones particulares de Kr y ey nos permiten 

decir algo sobre las derivadas de Kr y extender los espacios sobre 

los que A:p es continuo. Empecemos, viendo que para f<1, 

.111 Kee 	 >4-11 	 ( 1+ e -20 Ce,  (11'4*g)  0011 

-a 

1 	para toda pez,1, es decir, que K r  C°'°̀ —o» cl" es continuo para 

1 
1 
1 
1 
1 

"csvimcal-ril 	Cr.) q1(3" 
iprautel 

al» 
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1 
1 

fir (14 4 01 0, 410— u,(1.) 
h 	lo 

• U4' ( r) 	al) C C°'.1  

Luego, por el teorema fundamental 

Es decir, que Iraz : C°'°̀ --a> Cl'°1  es continuo. Por lo tanto, 

1) -Are: C"I 	es un operador continuo para toda p<1 y Ocaw<1. 

De hecho como xt e6oc-1  ci e gol< , entonces 

» f 	 pa ,  u •01 4c 
Ahora, veamos lo que pasa si OeLP. Sea feCoa)j-it, 	Enton- 

es, 

q 5-&-qk e) chr 	érIkkr j 	er  d 41  

Como com c Le.7  y re tiende a Kl  cuando P  tiende a 1, entonces, toman 

do el ltmite cuando e tiende a 1 obtenemos que 

vi°  94,o ddi I Ist t,9 Jai 
-O 

lo cual es cierto para toda (peCIr y EfeELP. Por lo tanto, 

como derivada débil y por lo tanto, ICACIll' P  ( 	). Esto, jun- , 

to con el hecho de que 'f tiende a Ci en LP cuando f tiende a 1, 

nos permite concluir que 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
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k) 	LP--->1.4°P, es un operador continuo para toda 

Además, por el teorema de Riesz 

I bf I ty  SC 	r 

Pl. 2  U p >1. 

4.C) Propiedades de Regularidad. 

Tn esta seccithi nos proponemos demostrar que 

a) 31 operador 

H Ir  11  

para todo k;>0 y 44•51, es acotado independientemente de P 	satis- 

Pace la propiedad dé convergencia 

IP ,  -l'Uf .,  cum.d. 	 brilo 3  

b) Ni operador 

le:  44 E, p. 	Nom , p 	
1 

para todo It- 1,0 y psi, es acotado uniformemente y satisface 

• 44 	bre , ouamdo P 

Democtración. Sea .06111' P  Entonces 

4P015-(1e0V`h 	s C! +el- 2ecut trov5)eCod tolda, 



(4. 

. . . (Gpeff -" 

Ps. 1 rifrak (604'1= -(kee'Y = ze e' 

f • dando el resultado expresado en a) para 

Para /C e  

te e  (x-•) 

dando el resultado expresado en b) para Kp. 

aco t ado uniformemente De forma análoga I. e 	ck, eit g....3,, cok," 	es  

para ,  todo eli, También, 

Ir  4' 	-Gol  D.10.4•4210 P., 4 dm" C.° 	o it•3 COi I 

1 
1 

1 
1 

Por lo tanto, 

1 

1 

1 

1 
1 

111 

111 

1 
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tc10144iff. 

°G, eigi-(z,4)1  e...cte 

e 

Ademas, 

(are) 

rl ^1- f yto ata 	 I 	 itt 2pep 	e'(44+ph144 m144 pv 
-n u 

es decir, 

Gplg 	ei  mee,, t9  

y así 
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( Mientras que, por su lado r e 	cki 614 	
ck+1,9 	es uniforme— 

mente acotado en 	p 	y re  f tiende a Kl  f en Ck÷l'e. 

1 
1 	4.D) Propiedades Espectrales. 

1 	4.D.1) El Operador K1. 

1 	
Sobre CO3  LP o C°'°(  , el operador Kl  satisface 

111 	 L.r 	 LP  
Co"_* 	C'P  c 

• —* —w** éi" C*. 	4.1.1 	C 

La inclusión ac0,1-1/u, 111°2 	 se deduce a partir de que 

le ( 	e (ao I 	 I cal IN: hyítjai 

< 10 11 e. Id14-41 l 1vr 
Por lo tanto, 

1 
1 
1 
1 
1 

VV 

1.4 
10(4i-ovo) 111411  , 4101 1v. • 7t41 	101d= 

entonces, K1  es un operador compacto en esos espacios. Por lo tan.. 

to, el . espectro es discreto y consta solo de valores propios y un 

posible punto de acumulación en cero ( 	). 

.rie = p(), OE.C°, CP' 61  o LP, entonc-s, por la regularidad  

derostrada en la sección anterior, eeCc°  sn'i 9 es vector propio de 

IC, en alguno de estos espacios, lo sera para cualquier otro, de don 

1 
1 
1 

1 
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de el espectro 7, los valor as prontos son inderendientgs del espacio 

y es sufici?nte con considerar el espacio Lt.g.. 

NOTA. Zp A' 	corzo oneradores de LP en LP U  L2.' en H1'P, resnecti—

tlameht¿?, no son compactos.  De hecho, en la prueba del prirer teore 

a, llegarr.os a la relación (50) 

-11(11u "f(0)4-1; f I iw 	+ i bp Iu +; tn Te() - beU 

con f(0)=U(0)=P0 U. Entonces, 

2eu 	Gy, V ¡Zip() 

Por lo tanto, 

2pu w2.0-Ze rp,u 
y cuando p tiende a 1, 

u= P. u - tz,f u 
Tomando, U tal que 

Utaicr = o=PoU 

entonces, 15¡I = -Id sobre ese subespacto es decir, el no puede 10 

ser compac to, porque si lo fuera, tarnbierVIji = —Id lo sería, cosa 

que no sucede. 

De ahora en adelante, trclbajaremor,  solo en L2 . Entonces, st 

-foi 4- p1-2pcihrti- Hoo cir 
é 0 

encontramos que 
1 
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140(11)10)a = - (i+p)-01paiétm)00490)ciAll' 

de donde, por el teorema de Fubini y el hecho de que cos (f-cr9-=.  ---

cos (d1.1 0) , tenemos 

(keo,r)= (14 , kep) 

es ,decir, que 1, es autoadjunto en L2 , _para toda PSI. Ademas el - 

espectro de K es real y las funciones propias son ortogonales for  

mando una base de L2. ( 	) 

Consideremos L2 1-111 13 con la base eh con ne IL . Si O es 

una funci6n propia de 1r1' entonces K1 e = ptg , con acc<13. Luego, 

Ifee satisface 

Pero, 

icio) =P 
Koo al o 

. r  
zn i rr  

k.0=0=-M'keecili .-1-ftfocir -ff 	- 

P4,  

Paio 

'1° 4  

 

Por lo tanto, si p# O, entonces 

LI 

(11.(kW 
colP: `- 

t. 1 



int),  

"1" .41  e 
va» 	e" e 

Pero, si tomamos 
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de donde, K1Q es soluciSn del problema 

00 	o  jiu  
14) 

Ali= O d 	f)-1 

WrOsi n 	. y 

OU 
e ?al 

Por lo tanto, eá in son funciones propias de K1,  si n 	O, con  

Ddicir propio lin. 

Finalmente, K1 (1) = O, ya que 

(I) ) = u•-•  

de donde, Irp (1)=cte=c(r). Pero, A'p(1) es continua en e y Ko  )=-0 	e  

Por lo tanto, K (1)=0 para toda 

Entonces, cada elemento de la base de L
2 es vector propio de 

Si hubiera mas vectores propios, tendriamos que estos ultimo 

serían ortogonales (porque K1  es autoadjunto) a todos los ciernen-- 

tos de la base; entonces, deberían ser cero. 

De esta manera, hemos probado que los valores propios de K 7 
 CM. 

.1  02 
son el O y» iliniorm  con vectores propios I, cos(nr) y sen(nY). 

Tami?ten, por ti./ timo, Ki  es positivo definido, ya que 

5-1-t Cabl3/44 	447Whil 3  ,11- 4  
s». (14 (PM •  ( 	( 	f  A .iTr% 	JA" 

. 	ot=et-Al 7. 0 	V gP 

twe t 
n p 	e, 	

leerp 
• 
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4.1).2) El Operador 4.  

Sabemos que Z I (cila.)=0 , entonces tomando el subespacio de L P 
 

u 

• e< tal que 	joil  640 O 	(L1  c LPcC°9.4  ), entonces 

O -Al la- jan  JP 4-- (e' 1- e' d  r = c 

de donde ""Z (0) = (71) . Ahora, de la relación e-.1F;1 170d1- -Gfe 

encontramos 

Por lo tanto, sea _kre.CC , entonces, (g,-- fu)(1• 34)) = 1,129,1.4? 

implica, si 1
)1  ± fe . 61 

+ 
r
p 	es uno-a-uno-sobre. 

Como 	.= reine es analítica, con parte real to4costie y parte 

imaginaria ¡onza» n e 	tenemos que 

Tt, 	nO)=."cOshB  

( cote h e) = pn S-4 

de donde, 

(cas ne) = ‹1444- i•dg 
	

Hl I 

(P-(4t, 0) _ — COJN6 

ya que 7p 
2. =- rel • Por lo tanto, 

(eti")=- Z 4 (carno) ±. 141 (sa.00%.14if h6  9-• ;asno va ; 19 
 _time 

de donde, el espectro de 
	esta formado 'por ± 13 O • 



5) El Operador no Lineal A(é) = e-311 (0)sen(G). 

Recordemos que tenemos que encontrar una función 	tal que 

1 
e"Cr eni =O 	t9w. AAKII 

O equivalentemente, una función 8 tal que 

ó wci(st3z1(813(11.8)-- tz4A6 

y en ambos casos necesitamos la condición para la solución: 

(PO 	
1'1 e-51 ( ) clem Jai -= o 

con I)=RA o !9=4) . Tenemos, 'entonces que ver lo que significa 

el operador no lineal e: 	Base en los distintos espacios en los 

cuales hemos 'trabajado, recordando que el problema físico pide 

ígs0111,21A10 Y e(0)=0 con O continua en 1.-i  ,g1 . 

A continuación, haremos un esquema de los dos problemas que CE» 

atacaremos en esta sección: 

a) Sea 

st:34"t4 lur,14 	= A te Cél 

'1  Entonces, definido en los espacios siguietztes, el onerador / 
satisface 

MCI 	fIce r 	 r  l‘p<vo 	>c) 

: 	° 	p 	 f >s 
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siendo AK2   Lipchitz, porque como veremos es anal ítt co real.  Ademas 

Até(g) 	14w,, 	 c. o I; oLe  p 

con soluciones que son.0 
Cb  . Wir 	

at 

b) Sea- 

=- At• e:34434)-4  = 4A(0) 

1 	Entonces, definido en los espacios 	// 

	

IBA : N I • r ...... li K,, p 	.,«... i.« cm 1  i." , 

111 	 : r I"'c 1,44,4 	1:111,• 	, 04.« 4, .......„.  

	

imol Ece-o)..../.1 fi P 	? a  tii ) ISÚD 11-4(1-€) )C.C.15  
I 	

. 
es analítico real, donde en en altimo caso se ties,en constantes de 

III Lipchttz que tienden a infinito si E tiende a cero. Ademas, 

I tiA (4) - 4 0' tlx+,,, < c(c) I O I lx.r 
ic pm,. 

Noir 	 c 1 olt 

Ales 1140- io) c C.° 

I 	

- con soluciones que son Co: (17otese que para C°, e necesario que 

i8lo<11/ 6 ). 

 

Ahora, nos disponemos a demostrar que los prsblemas (a) y (b 

son equivalentes, es decir, qué si g es solución die (a), entonces, 

e cci>y 1r2 8 =1 es solución de (b), es decir 

a 
ag c i g 	sen, icji 	tor 	4444 	A(65 

Y al revés, si g es solución de (b) con /0/ o4 1/ 6  o 4e.c° , enton 

ces COVCciD  Ahora, sea 

I I-  A C34' liziA4-‘9‘ 
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Entonces, 

G1 	e--3./1Scv,41 = á 
y por lo tanto, 

g=Ac 
de donde, los problemas (a) y (b) son equivalentes. 

continuación, nos disponemos a trabajar los dos problemas, 

(a) y (b), por separado, demostrando lo que esta dicho en cada uno 

de los enunciados, es decir, vamos a estudiar las propiedades de — 

los operadores Alfil  y A1A. Para cumplir con este propósito, demos—

traremos primero, algunos resultados que serán utilizados mas ade— 

lante. 

R.1) Si 	es impar, entonces, de la sección anterior, lile) es par. 

Ademas, sen(0) es impar. Por lo tanto, A(0)40 es impar en r , de ORM 

donde 

j 	A (0 cii) 	--:-. o 

R. 	I eSGI 	eszva 	cz.3"1.4LCIL.1 nal)
OG1-0414" /1s -Z2.1) IIG 

R.3 ) 1 E3 61 054 0,1  — 	11' C1).103 	Cm1"..'41411'11.21)(4-0211/L-E, zl 

Demostración.  Como 

e'  41.1441-¿-"1,9...b.. 	(74.417 - iwej 4-  ( tir's  - €73  S.  ) 

Entonces 
1.44  .2b.% 

1 	 "' 41"4111 — .514 	emoi tw45-141.0,1+ / e 	c 
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Ahora, 
I-4444,1 7-) : "'si 	/4%-eti 

0¿:34/ é:36e  
fla  (-3 ¿431)czt ) 

i  
3 m~, C. I& — Le, I 

De lo-cual, se sigue R.2. La demostración de .R..3 es similar. 

R.4)  1 	2.144G. I s 1913/3! 

	

Como sen x x — x313; 	+ 	x515:—. . . , en.  tonzes 

   

IP- >I« Pim I elh! ' 1)4 5( 4 I 41341 

R.5) Si feLa)  y geLP, entonces, fg 

Congo 
rt 

1 f8  1 Tetó 	istioiX- 1-ír1 	Vela' (tut»Wil 1)r kji rcat,  
Ti  

ya que If(x0 )/ es máximo, si y solo si If(x )19  es máximo con-  p7/1—

Por lo tanto, 

I f8 )1.?  5 /1~9(141 ( 	15iFeitYr  w /I! /.1j 
R.6) Si f y g estan en C°'°(  entonces fgcC°Sk  y /fgloon 

tr,w - ftilty(rtvz (Pols -0t))3crI1 4- 1(8) tri,) 

14 8 (11A_ 	CPt 	I 1-alti al  I lo,. falo, 4-  Ulir I a lo, mg) 

de donde 

ida, - 	" 

1Pclo + Ifd,. 151. + I CIGIglim„, 

z1f1.,.,171,2,« 
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R.7) Teorema de Zygmund. Si 10/ 0 541, entonces (1-1-d) 

JG  
A/4,é/

dP 	opsA ep 7"L • 

5.4) El Operador AlC1 . 

a) AKi  (g) C1/1°P si  cLP. 

entonces ArIler? » P  y 04 (El16 ()GIII°P. Por lo tanto, 

por ser ex  y sen x funciones analíticas y 

mente ( 	), dr1 (11 ) es al menos continua. 

ffl o pc co,1-1/p compacta— 

Ahora, 

Atf (11 	Again -Z•40 ¿s"g eostkii) 

y como antes, 1,4( 	p Co' 	p 	
senorip, cos(Kig), 

pertenecen a 	z fp 	.c. y por el resultado R.5, tenemos 

«lié á el ( ) • kr  

de donde, la imagen de AK1  está en 

b) Aj j-  es continuo corzo operador no lineal de LP en 111'P. 

Ayudados por el resultado R.2 y el teorema de Riesz, llegamos 

a que YA-X119 

Ir  
Act.4)- Aki (5.0 	s k• szci"" 1193' ' 41'05( 	Ose ) 

es decir, A es Lipchitz de LP en L°D. 

- 	igual -  forma; usando- ademas el R.5 llegamos-a-que (A-Xr) 

th1441)-c-il-Atflie _ 	I ec tus" (14% I da I 03 

es decir, AZ  es Lipchitz de LP en 111°P. 
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S Ademas, la constante es uniforme si kei l ir á r< A I LF. K1. Con esto 

,t A'1 vianda conjuntos acotados en conjuntos acotaZos. Y como 111113 cLP  

compactamente, entonces, AKI  es Lipchitz y cortp:cto corzo operador  

no lineal en LP ( 	)• 

ilk, p 	glc#1, c) 	 p es Lipchitz. 

Como en (a), si Jelll*P, entonces 

sz,k• coi 041i) 414(g)w31,a(ble )05141.444.4é4  - (é) e dr 
d2 

como IC t5G:112°P  podemos calcular Trx AA'1 

'94
r. 

éteas u 3C;(0) e.'14senteg -Tplés 9 e354 4  m4 -mas  411̀ 44/4644Y +461(€340144651  

Como hseLP, AizOgleffloP,GiguP,<Elgit161014711 y sus derivadas es tan en 

111°P y LP, respectivamente, entonces, en liAdr.za» tendremos térmi— 

nos de la forma fg con feLP y 	 Por lo tanto, 	Alflzah es— 

ta en LP. Como e-34.sen0 es Lipchits y los otrDs términos son 

neales tendremos que 

es Lipchitz. Claramente, si eelf 2'P, podemos de nuevo probar que — 

AKOjesta en h"9' P  y define un operador Lipchitz. En general, 

biKor 	111+' P 44 ji pcjead . 

Una consecuencia inmediata de (c) es que si 8  es tal que 

bu c75/1415.1e.0 

entonces 
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1 
1 

(0) AAK1(1) 

com- es Li pch.i tí: 

Audi)/ K  G C ecioulec 

(+) 

Por lo tanto, si 0E.C°* c4 	Ah1dEC1•91  

Con este resultado se puede demostrar que st escribtmos 
hal. hal 	¿Izo (III+ L(& -hit)) col  ( as+ t 	KITh.)) 4.4,04  

+ 	Lola, 5(4,-itt.w .  

Si 	he LP, Alqéje.111' P  y entonces 
y asi sucesivamente. 

entonces, 	E Cal  

1 entonces, 41110E11' 29  
soluc ión de (-)0, 

De- TrZ °P. Pero, 
Por lo tanto, si ÓELP es 

d) - 4  - corno operador no lineal de C°''`  

pacto en -00' 41 	con O z « <I. 

Demostración. Si él ecos^ 	entonces, 

Nuevamente, por el -  R.2 (A-riii) 
yzici  Ez.1* 

lo tanto, si 5C C°°°̀  	AIVIE Cc' s   . Ahora, 

411)(r - SIL Attultets la 1( zfg0,1-e1(1aN3~..icitk#31•1 -(c,i(0-1,10AccirmatJ clf 
z  elhetdkrá ♦ 14.1 ¡M) Val tr.i(Al tatikaum 421944%1  autkikea)-44$10(Chiar,1041"1"  

0.04411,1e4"(9a) 

.14tÁs (0,s 	Aw 1(414 c 	i -a1/4I  

Por 

Ame,  

y Como antes, 

usando el R,6 

4tizu 
	Q. 	 t lk,1,-1:4141,1.,. 4 14,4a, - ;, 0,« 

S 

" 

1 
1 

entonces, 

nisir -~q~. E lin 
grnimaihad 
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Del mismo modo, si ahora derivamos ( f ) con respecto a 

la integral, se obtiene 

1 
 "k4151  ciA/111 ic11 01.1 164 -Id o  . cir 	(JE' 	 • 

Esto prueba que AKl  es Lipchitz de C°' °' en Cl'al  

e) St OCCo , entonces, .11C1  es Lipchitz de Co  en Ir1,r -rara toda rElio cor 

Como C°Cr para toda r 	entonces por (a) se sigue (e). 

dentro de 

gl P f) Como uncidn de. e 	AK es Cl  entre los esracios: LP 

C°'4  —Ir C2  '°` 
	

C
o 	 r.  

»erlostración.  Tscribamos,  para eyhe LP 

Alet(e+11) &ti  (01 ¿"'4e -- 31.14% .9444, 	+ h etti ke 1 

+ €115," 414‘t Kif; (€34'" co3k4 h 	311k 4h) 

+ out* e ( Trut kik 427:611/r44  ..'419) 3. 

-‘,401 
El primer término:e 	2coslioc,-.3s•A4(49)bskjhes lineal en h y con— 

tinuo entre esos espacios, por las propiedades de K1  y del opera-- 
- sme chm e Z dor no lineal e 	cm 4e f  • El segundo término y su derivada son 

acotados por thlz:p (.44-xviú y por lo tanto, existe efectivamente la  — 

derivada de F'rechet de AK,O) 	que esta dada por el primer término 

T)Ati(e) -= fz-1"111.1/ 1col,(ef o) _ 3y14,(461)1,10 5 

Para pec°»°1  se sigue el mismo procedi ,-.iento. Tri el caso de 	o 

tenemos 

1A41-1411/wor  Ch5/ ar  1‘1,-c00. J 
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es decir, el residuo y su derivada estan acotzdos, de donde tene— 

mos la misma derivada de Frechet. 

Evidentemente, la derivada de Frechet es diferenciable con 11.1.1•11.1 

respecto a h y asi sucesivamente.. Entonces, tr1 é es Cc°  en esos - 

espacios. De hecho, Alri  é es analítico real, el decir, tiene una - 

serie de Taylor convergente, ya que la serie Tira i.34484eV-Imt4G es uni 

formernente convergente y 1 40114,10 son acotados para todo )1, ya 

11291)  C: C°11-1113. (~01 que pertenecen a 

Por tíltimo, tambien es cierto que/ 

g) Si 8=0, entonces, DAK (0)=1( 1.----le 

Tsto es directo, ya. 'que la derivada de Frechet es 

lAkt e 	cosulort  3 (o) , 3 

y en 0=0 da K1. Ademas, el residuo dado por inillie34'"- 	es emm 

cuadrático en h, como antes. 

.Tsto concluye el estudio del operador AK1. Ahora, vayamos a 

ver lo que sucede con el operador K121. 

5.13) sel Operador 1A. 

Notese que si B E LP, sen& E La)  y Z I #ELP, de donde 4i
-31,o e 

ir 
puede no estar bien definido. Por ejemplo, supongamos que f ecoctr=o. 

-A 

Ahora, "Ce-4-e, entonces e es uno-a-uno sobre, en el espacio or 
9 

togonal a las constantes bajo la norma de L. Pero, entonces I I  es 

uno-a-uno sobre y podemos tornar 9 e L2 con' 
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1 
411(r)clil  rx O 

-3b, e 	-34)41°‘ 
Entonces, 4)(r1="C,Opara algún O y e. 	-•= 12 	, fru Vz  

<Ir) ". 1141 O c oc 

ti ene 

1 
una singularidad esencial en r= O. De esta manera, no podemos to—
mar 611.-.251°  para el caso de trabajar con el operador K1A. 

P.9.17"1"? CASO.  eec°941  

   

Si bEC°'el  , entonces, senDe C°'°1  ,Z e E' C°' 421  ,d3"eC°'.1  

40 E CO'« y por lo tanto, Kd. Ec:-' , es decir, 

licSkor  k, AO Io• 	1 c IAGI -A tga  14,, 	c GO,, ex  e,- o41, 

como en la sección anterior, inciso (d). (Ver A01). De esta manera 

koe Me) C.'41 	C s'at  

es Lipchitz y compacto cómo o7 erndor de r,°'°̀  en 	De hecho, 

141  A: C1' cit 	C"" 

as 	Imm, X> p7 

-tí 	pitita• k 3 0, OtOtti 

ko  A • 14" 

entonces, al igual que antes, las soluciones en 	o .c°'"‘ son cc° 

Del mismo modo que en la sección anterior 

111 14(e 4 h)- 4109) Ti k, ¿»3" (Caté -3 ian, é 	h 3 # 
. 	, k, 	e5,o  ( 14.te (ek "coi - 1 4. 361;7)+ coro (94~1.1 i314- 

es decir, si e, h E  C°'°̀  , entonces la parte lineal (en h) está 

en 	y la. parte _no __lineal es cuadrática en II ir_tarbien esta en 
64,« 	For lo tanto, Iri A •, 	es 7 y de hr.?cho es anal !,tico. 



- 65 

. 	A k* pk+1 Ademas, Y 

	

	 p es analítico con Ic?".1, porque el residuo • 

satisface como antes 

111,40- zi  é 	c I, o( 

I l' AA-NIG I 	<cié' a  
14  p 

P 
kr. t 

SEGIPIDO CASO. e£C0. 

Si 44(0)=-;e-3-19(69sen(6), con oec° (sen(49)C-  C°), entonces 

1 mor 4 e3061e1  
144•4•01P 5 e3r Istégi 

re 3pil e/ 	ro 3pimis, 41 
imoiPdp j e • ' Jr 	e 	cm.  

-4 	 -4 4« 
11•11~1~1111~11111 	 Si 310)1. 
oor Orifie) 

por el teorema de Zygmund (R.7). Por lo tanto, dado VEC°, A(0)ELP 

con l< P  <21-1., implica  /0/0 < 11/6 	O dado p> /,, A (e) E L P  si /61/ 0€ 416• 

En ambos casos, 1C1A(0)EFIl' P  C co, 1-1/p y toda solución es Cc°, ya 

que despees no importa la norma. 

Por otro /ado, 

1A4D1)-ACO,L)/1°  4 it ¿s'A l Q64191/j14.49al)(10/-ét/ / C•CerésYr 
lee« Nted, /g/ OgtOte 14. 492 1 P 	_02 )10 

Para poder continuar, veamos los siguientes resultados. 

i) 	• 
5 Mala (1641 YO! ex I) Lq con 3pq/W0, 3pq/4/ o t% 

it) /0,-021P CLI39  y /94 -92/hP,, 	C/A--()Áll 
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iit) / f(19/-OPPELr  para toda r>1 con lorp  

Il Cg (0/"CA)/17r r = (SR/1,
,(4-62),P4r) 

1 C 10,- o, iry, 	c o, - 

tu) Tomando r igual al conjugado de q, si 107 / 0, /Atio  5Lr(1-e), 
entonces, necesitamos que q=1 + 7y ponerlos p tal que 

de donde 

1 

Ahora, podemos tomar p=(1—E1)-1 	7 = E/2, resultando 

CI#7)(1-£) 	eit 
4- 	< 1  

Con esto podemos concluir que 

I A(04) -  A(02.)1Lp 	C(C)1a,-Da /  

donde C(e) tiende a co si C tiende a O, por el térmtno cos). . 

bien es cierto que 

IZA 41 -14 (02 )1111,p 	c 149• -  ea' Lp cu)14-0,I. 

Luego, lt z A:C°  -->111°P es Lipchitz si /B/0 4 I(1—C) y C>0. 

Nuevamente, al calcular la derivada de P'rechet, obtenemos 

k4A(0 01)- KfAM 	(e:s" (con9 - 3 :sato Gf)h )  

kf (i3511V iksiota é3 he(/' - 3151 is) 4 Cose 61.413194...h), 
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St 49ec°  y /Q/ o ff 	entonces 

(cos o) h E C°  C L,143 
	 Gi l, e 1..r  

Por lo tanto, 

DO») = ¿s"  (cose - 31144 e 'Di E 1.1)  

cono antes. Y usando el R.2, como antes DA (0) es Ltpchitz en é de  

C'222JLstli2Lai 

Tratemos de ver que esta afirmación puede ser extendida al -- 

espacio Rj'P. Veamos que el residuo, se acota por 

I¿ 844944444 (C:31511' cosh - I 4 3610 / 	2 /494/ 11 6i 3"cdth - ; 36/ hkg 

con -4-; t* t 
Ya vimos que 

14Z-5111  C044 -  I- 36, hl ‘ci21/111114,hrt  

entonces, 

le346,fica,k".:3"co,t4- 	c $2.311°14 1/ 	42/1' 

Ahora, usando fferlder, tenemos 
; 4P,' 

%Y • CI Sn9.11/ 4 1(t. / 4,4 112nfri 
J1 
: I 1"Cirgle3  priglidi 11GAI Lr -l e 	k s 
1-11 

de donde, 
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ya que G f :C°CL2Per. 	L2pq'r° ,y Como /h/ 0  es arbitrariamente -- 

pequeña, podemos tomar p y q como antes y r>1 arbitrario, tomando 

1h10  tal que 3pq'r/h10 	7/. g • 

El otro término del residuo, (2-141e(i.444,4é "-licosé es asi 

34,1.1 
Stah el /,11— 4 isi (I«, 4_4 )1Essik — 3 	sti:34  " 4 ,4 d 	e- 	4.3ihims,1134' 41  

• 3 

y se hace lo mismo de antes. Por lo tanto,K14:1e110104110-cqC°--irl' P  
eme. De hecho, es anal (tico  (A-ya), ya que las derivadas sucesivas 

tienen términos dbs(0) o sen(9) acotados, ZI O :C° 	Lr  y <É 476se 

estiman como 'antes. 
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1) Introducción 

En este capítulo, estimaremos el aspecto local de las solucio 

nes. Para ello, comenzaremos estudiando las simetrias involucradas 

en los operadores y sus respectivas interpretaciones físicas. 

Después, haciendo uso de la descomposición espectral de K1, — 

proyectaremos la solución 	en dos espacios, dividiendo el proble—

ma de encontrar una solución al problema (a) en dos problemas, uno 

por cada espacio proyectado. Aquí, pueden ser planteadas las asi —

llamadas ecuaciones de bijUrcación, cuya solución se simplifica re 

curriendo a la simetría y se encuentra usando el Teorema de la fun 

ción implícita. 

Ellpecemos por la simetría. Sea e(dlalguna función. Entonces, 

m(e4r).) im TI, (o) 	zo  puf) 

tiene representación única si Imil(0)=0 y es analítica con 

= SOCO) 	i 4199(0) 

r (poi 	) F(Zs) = F(fs"e1") 

Si definimos 

(z) = FC zs) r(e4 ItinO) 

entonces, G(z) es analítica, ya que zn y F lo son. Ademas, paraf=1 

ReG(e 111)=ReF(einli):= ?(ray), de donde 

1 
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ce (z) = 	= Pe 	+ I Ze i(Vcrt) 

donde cen(di)=q1nr). Tncon tes, comparando con la representación 
reos T(hal) = Pe ifb, (0) 

zeil co (lo) = 	(Pos r) 

y por lo tanto, 

G, 	Nig) = Tol 41§.(11) 

de FI(zn 

Ahora, A'le tiene la propiedad de que 

¥r POP Tor SP 
es decir, 

out '10.1(P) — r 9„ (o) 	ny« vote) 

c#* lel 4 (" 49 	Ito (mr) 

de donde 

tefa. (/i) " ñ tpe, 9,1 (r ) 	c <e) 

con c(0 una función diferenciable en p como te cytyys, que satisface 

c(0)=0, porque Kje=o. Ahora, en O=3, 

• 

Entonces, 

es-• 9 	 , 
n'y 	relf (11) 	p 	 <e) = n reí ro (PI —ti ja qt, J01 
derivando la expresión de arriba y evaluaftdo en r-wl, te 

cp) 	tr) 	(Pas to)dr ofá e hi 	 —a 

nemos que 

Cees tpl — 04- gq(Ocle J1 les IP) — ;,-,L4-.S.19..crup5 + cflpl 
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es decir, c' (f)=0, de donde c-1----cte=c (0)=.0. Luego, 

t r 	(0) = 	tpie qa, (p) 

En particular, para P=1 

ces, 	ic, 	r) 

Ahora, apliquemos estos resultados a los problemas (a) y  (b). 

Tenemos que st t4t9 es solución de (b) 

401 ) Jw  2 /z4 e sI i i.4444 6)1 (r) 

es decir, 
	

(r) =ñ tiVÉT. • Entonces, 

Pero, le0=¿.-3"(41$itis)  SO9 ; entonces, 

w jo( r) ¿"186.19  ser, Ni%) s e - "" $4•1°454.1(P) 	4„(r) 

por lo tanto, Al(41)="Atids, 01) 	• 

La interpretación física es clara recordando que 	correspon 

de al ángulo de la ola; entonces etfrith) recorre n periodos cuando 3' 

recorre el intervalo C0,241 y corresponde a nh (0=121 
	

es li-- 

neal en h). Luego, st &i) es solución al problema de una o/a con —

un periodo, glIP)=11640) es solución al problema de una ola con n — 

periodos. Inversamente, para el problema (a)., st 

g(r) 14"4.- kt 1013 
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entonces 	

(0) = ?dio) w A c." "A ag (nr) 
	

!tia' &Ir) 

us 	ti-P13-4,K4g,(p) 1444- h (31, (44) 

1 	
de donde 

1 
	

n 	(r) 	e:3"4"11)141) kmi• G111 )  CP) 

es decir, n¿s,., es solución. Recordemos que 

1 
1 de donde, 

gfr, 	g( peal)/ 
p., 

(p" C.1")1 to.4  

-92:ex 1 a  t§ii,  

	

p pro er 	s al  ¡porfia 
04 

Entonces, si g corresponde a una solución bifurcada cerca de X=1 

46% da una solución bifurcada cerca de =n. su inverso no es ne 

cesariamente cierto. 

Ademas de esta str , etría, nos encontramos con otra. Si 

0(r) = 	c-4•4•0(0) P44" OCIII 

entonces,0 (40-w49(P1- 0 tarbien es solucir5n. De hecho, 

34,£,001f9) 
ouifo =A 	8qm-40(r+9) 

1 

1 

1 

1 
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con 

_ 	p> 
9.14t2 y) o o 	.«.)0144,r_kvi9 

A 
"(/14 0=11)  ce/AL 

ft-tY 
por lo tanto, 

é 09 	cs.3114 6)94' )  g" 9,0  

Lo mismo sucede para el problema (b). Si E(P)=Ak4W3 M-4440)C11 5 
entonces, 

.314(440 
814090+0 ) Ati(¢:3"9  ouge,,)09 P0,009=A4(e 

Esto, corresponde al hecho físico de que podemos tomar el ori—

gen en cualquier punto de la ola. 

2) La no Bifurcación. 

Aqui demostraremos que en e -7:0 no existen soluciones bifurca—

das. bcrtbamos los dos problemas (a) y (b) como 

Sea (09 ) un punto del plano ( bí A ). Entonces, decimos que (O,A ) 

es un: punto de bifulcación si en cada vecindad de el, existen solu 

ciones con é O. 

Si lá no pertenece al espectro de Zsz  (donde el espectro es 
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independiente del espacio), entonces, 1-11(2  es invertible y 

e 	Atyr (loé -  kie) 
Como consecuencia, 

/e/ 4--  / 	Zr/ /6o - 46 /esp,2,0  indo inu;eado 

IA1 I (I-A4)-9 1146-4491r -lc 
.upaa. 	Je de r eslie 

rntonces, si lomo ,14c(A jlel, con •ft() , ya que Ok=0 corresponde - 

a ez•---(, es decir, que si 1C4  no pertenece al espectro de 11'1, en 

tonces, no podemos tomar soluciones de norma arbitrariamente peque 

;Ya 	y por lo tanto, (O 2) no es un punto de acumulación, lo que 01111, 01111,  

quiere decir, que la solución e =0, es aislada. 

3) Bifurcación Local. 

AD7TRTTIVCIA. La numeración de las ecuaciones en esta sección 

es independiente de aquella que aparecio antes. 

La descomposición espectral del operador K1, nos hace prefe— 

rir el problema (a), ya que si OEL2(S), donde 	f ia y escri 

bimos 

e za e, 4- Zi 	putbIP 	copal 
« -for 

entonces, K10, y 'I( e tendrán representaciones semejantes y por a a 411.• - 



,Ahora, si o EL2 (S), entonces 1 
(2) o e• 4 ---- Sie gát ~y 41  	ectS kir ./ ir 	nir 
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lo tanto, A(0) tendrá un aspecto simple que nos permttird escribir 

las ecuaciones de bifurcación de manera manejable. 

Sea CC.12 (3), tal que resuilva el problema (a), es decir, 

e 

Sea P = Proyección sobre el espacio generado por (sen ncy, cosnor ) 

e .r—P, la proyección ortogonal. Entonces, la ecuación para e se 111~11 

puede descomponer como dos ecuaciones de la forma: 
P® = Pie" 3"e p444- 

(3)1 	

a—P)19 	P) (e. 3e" e 944, kilo) 

Definamos 

w PO 	¿mi mol 	31- .061 neer 

) 

4711° 
	kshr irr 

PPM 
entonces, Kl v y -1,If1 , son ortogonales a sen no) y cos no14 , por— 

que, por la descomposición espectral 

(5) 
Coi ktdi 	z ami sur 

nrf 	n itt4 » 
/ 	kik/ 	 cm« nal

Cf 
 

Destlicr .1 ¿— etumri 

1 	Luego, la ecuación para u se escribe así: 

( 6 ) 	eff 	(1--.  P.) 1 	 kftm4v) Y 4 A(i-P)Ziovg 

1 	Por la descomposición espectral de Kj  hecha antes, tenemos 
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1 

1 	(7) 	(F- P) «,=o4 	(1- 7) •ty = zr 
1 	por /o tanto 

111 	
(8) 	(2- 	) e.= la-p) é3/ii#4¿".1r) &44Z(44•47) - IG twqr)3 

Esta es una ecuación en el espacio (I—P)L2(S) para u con u dada. So 

bre ese espacio I— IC.z  es invertible para A cercano a n (incluyencb 

a-•=n). Si nosotros podernos resolver (8) y podernos expresar v corno 

función de u y 2, i.e., v(u,A), entonces, sustituyendo en (3) obte 

111 	nemos una ecuación para u de la forma 

111 	(9) 	41. - 	3414 (4ii- VT")) 14441# ki 
(44 VI« 2))= ° 

111 	conocida como la ecuación de bifurcación. esto se puede lograr, es 

cribiendo (8) como 

111 
(20) 	 «lir) (z- 	W 2(1"-n ii31. '1 4("Ir)witiAmtálki» -MI44415=  ° 

A partir de las propiedades de analiticidad del operador AK1  

1 	encontradas en el capítulo anterior, se deduce que F E C1; ade— 

mas, F(1, 0, 0)=0. Ahora, para poder hacer uso del teorema de la --- 

1 	función implicita, calculemos F(A,u,v) 

111 	( 11 ) 	CA ,4efiWitr) = 14Zédi li-19 le«  ""k nuiff) 	-3 hm 	4it.1  t r -44 

de donde 
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y por lo tanto, es invertible para cada 	cerca de n con mir ,E(r-P)L2  (S). 

Entonces, por el teorema de la función imp2 feíta ( 	) existe una 

vecindad de (u=4, n) y una única solución u(u,lY definida para (u,l) 

en esa vecindad. Ademas, v(u,a) es. analítica rteal. 

Ahora, hagamos uso de las simetrías para reducirnos a una sola 

dimención. Descompongase (1.-P).12  (S) en dos su,b2wpacios: 

(13) 
q1'4  = Z (X41  414" ¡IP 

trjt 	ea3oP 

1 
1 

de lo cual, 

1 	(14) 	el II. (54 # art- 

Entonces, 

tzr 	1)2  2/ 

- 	)1)., 11. a T74  (/...?)/(311 4444tzetr#20) 

(15)  

( 	) 172, = 	(i-,P) • • • 

Sabemos que tenemos una única solución  v(u.2).11::::zos que 

E-4444U ztr) o, en la definición de u. Luego, tomando 	-0 

es una función impar y entonces la ecuaciÓn para v2 se resuelve so 

la 

(16)  (1-7) ( 	#444 (...)) 

Entonc3s, si 13=0, v=.191v es impar, es decir, 

(17) IS(011 «,)C-1)=-Irnia)(1) 
	, «,,V49 ar 4r , tt.) tal i-q) 
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por la unicidad de la solución y el razonamiento seguido antes. 

Ahora, todo elemento de PL2(S) es de la forma 

(18)  • 	14-•5 (?) 	P444n. r 	kom, eos %di 	•34,44- 

con' 

	

Tr. C.0 S No 	 v
(19) 	 7 Jetlépft 	 NA/79  

Por lo de antes, u44, 	= A uy  , con u(1) = 2--sen no 	. Con esto 
.17t 

si la ecuación de bifurcación (9) tiene la solución PO= uots  

dando e= 	 v(u ), entonces, tambien tandr& la solución pe, 

4 fu( 4440= la é ar(A«.) 	# 	,es decir, la solución correspon---- 

diente a 13=0; e inversamente sucede lo mismo. .Por lo tanto, es su 

fictente con considerar la ecuación de bifurcación con 13=0. En 

ese caso, v es impar en <11  

Una vez reducidos a una dimensión, lasfunciones impares, en-- 

contremos v como función de u explicitamente para /u/ pequeña. 

Supongamos k fijo. Intonces, ahora tenemos F(u,v(u))=0. Si 

h CPL2(S), entonces 

(20) h 	f.« 	, Ircto 4,4,4 h 

de donde 

(21) int h = 	(1-13) ¿ns"4"r5(021Muwilii-314", killdflin,k, f) -Zhi 

y por lo tanto, Fu(0,0)=0, y como consecuencia vu (0)=0. Por otro - 

tjuoirui)( 4, 	) 4 nirtu,trod)(1,,,11,4 ,112 )+:40r (ktuku.h„há 
(22 ) 	

r4f; til «U)) 4f4t ho (144 1/) 	F/u  64, Vea)) nr,ttg  ti,, ) 	• 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

COI 

lado, 
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y en O, como vu(0)=0, 

(23) T.441t  COI  0) (11, I  4) 	¿Ole)) IT44“ 11 ! 411 = 

Pero, de la relación de arriba (21 ) 

(24) ‘4.4  (14 ,tvw)(4,,42)=-A(I-1)i3"4")(-31441tihe+4144,kehjecsk464.11)-  
- amk4 luetr) 4ht) 

y 

(25) zeta  0,01(11,,let5 = 	 ifaZ 	lb kik 3 

(26)  

Todo esto junto, nos permite escribir a u como 

41(h) al It(o) . 14(1,)11 t *144a  (h,h) #-• • 
1r4.1(0. 0) (4ih) +.• • - 119'  tem Fetst um <4,4) 

...(z-24)44 3.1(1-P3(44&,44)*••• 
x 

y a t lar: 111 Wo neri, K h= a " '- - - 2  - ' " 4  , 1 J1- la= -11~0  E' hry1C 11= - -«— 
4 or 	1 no r 	1 .1 	ne ---77r"  1 	/ - 	gni wa 	41  

y por /o tanto 
3A 4441 

«tia ari 	 tiCA' 	 4- ••• 
(2%-l)wair 	41' 

Una ves encontrada v=v(u) explicitamente, vamos a sustituir 

en la ecuación de bifurcación (9) de tal forma que ahora tenemos 

(28) 331 (1#-11/T49A')  itut. 	ipvc«,A))? 

y queremos encontrar una solución u. 
cx nen nol Sea u= 	y definamos f(u) como 

nIÑ 

(29) 
pa)  = 	3 T0 K.4 Ctt4-arealnl) 940«.CI le« 

(2?) 

MEI 
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y procediendo corno antes, llegamos a que (A-VIV 

(30)  

4)(e 	° 
k, (If tr1(0))4 

Lit toock) (4 , 	- 4 -G14 h 	+ k-41,4.44 (o) t h)  

rétau(0)(11,h,h). 27 tih (Lokif h)t (k,h)3 	 etru«..(11,h)- 

914117.,k42T44«0,4 4) ir.4q1444‘44.-( 11, ) 
Ahora, 	v(u) 	(I-P)L2(s), entonces, vu, Puu 	vuuu C(I-P)I2(3)  

y 	Ki (vuu ), Ki(vuuu) E (I-P)L2 (S), entonces, PIC1(Puu)=PA1(Puuu) 

=0. Para u= Kuluy haciendo un desarrollo de Taylor: , 	= no 

(31) 44-9k P f ctt = — 

	

	+ 32P (— 	schilser)t~41  . 	 (k. ne  Onil 	 ri°  I*? 

Ademas, si u es impar, f(u) lo es en Ir y Pf(u)=ksen nos` =7i-u, en- 

tonces, 

(32) 41- PELO = o 

tiene solución trivial u=0 si 1-1710. Por el otro lado, si u.#0, 01•111•1 

sea 

(33)  

   

..•  	»os fi 

Claramente, G(2,40 es analítica en a y a , al igual que f(u). Se 

ve qUe 

(34) G N., oJ = o 

de donde, por el teorema de la función implicita, existe una vecin  

dad de U=0 -  y una -Ant-ca solución 1= ñ (0), analítica-en 	,. tal que 

(I+ *II  4 •••) 	1 
(35): 	O* 	Wol & 

11° 	 f•••) 
ri o 

h; ti 4.1 	f••• itt 
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cuya gráfica es, en le vecindad de 	=0, 

LO que representa a la solución bifurcada u40. 

NOTA. Hemos visto que si consideramos la bifurcación cerca de no=1 

entonces, si 	 , la función n O tobi) es igual a la bi- 

furcada de (n,0) con 	 , lo cual es congruente, ya que 

o(dt) 	«4 44Atai + • • 

implica 
n 	mr- nth 4441 11 al • • • 	n 	= oc 

n (1- 	+-••) 	( 1 . AC:1  \ 

	

/ 	II A. 

Ahora, como esta es la única solución bifurcada a partir de 

(n0,0), las soluciones bifurcadas a partir de (no,0), son de la 

forma neciiii), es decir, reproducen la solución bifurcada a partir 

de (1,0) en n periodos. 

;Además, como 1 es analítica en x y tambten lo es v(u,l) en u 

entonces, v es analítica en AL. 
ti 
'Por lo tanto, podemos buscar una solución en forma de series 

• e  = $.44i 	z  

'are 
bit (a)  

Jr• 

-4-t 
	ah en" 

con bn(*() analítica en o< y bn(0=b1(0):=0. 

implica 



- 82 - 

Como 

(36) = ot( 	4-- e< 	• • • 

entonces, para o< pequero, /u/ < cort , lo que implica 

(37) = 4,ti f O C 3444 — C oet  > O yi 	4 A C 

r g 
coC 	 -. mg () --dikar- para

a   (38)  

entonces, e > o en Jelati  8(0)= 0 00=0, para a pequefo. 

llotese que esta es una solución del problema físico,  ya que 

J44 001 4 91 cal  = DO') dr 

donde, usamos primero la periodicidad de las soluciones y despues 

el hecho de que 49 es impar en al  • Ademaá, (011.  z es pequero y por 

el argumento usado para probar que la solución es Cal°  , 1491. es pe--

querto, menor que Irlot 

0<oK < tw,(c) 1 
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