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l) Ecuactones de Movimiento.

4 10 largo de todo el presente tragbajo solo nos referiremos -
a Slujos en el agua que son de tal naturacaleza, que hacen posidle -
desprectar los efectos dedbldos a viscosldad y compresidllidad, su-
posicliones que simplificardn mucho las ecuaciornes de movimiento, -
ya que el flujo estard 1idre de esfuerzos internos por friccidn en
tre las capas lf{quidas y solo los gradientes de presibén y las fuer
x2as externas seféﬁ'rééponsables directos del movimiento que el flu
Jo adqutera.

En un fluido tncompresidble y sin viscostidad, el movimiento de
una partfcula puede ser odbtenido de la ley de conservacién del mo-
mento, aplicada a un elemento de volumen. Apoyados en la Sfigura,—-

podemos escribir la conservacién del momento como sigue:

|-(B+32h) +Blea + Rohkl = aphkld

(=) 4
P ]3*'Eﬁz~\

| .

donde X es la fuerza externa (en la direccién x) sobre la particu
la por unidad de masa, P es la presién, a es la aceleracidn rgsqgf
tante (en la direccién z) y p es la densidad del [fluldo.

St ahoré dividimos por el volumen hkl y tomamos el li{mite ——-—

cugndo el volumen tiende a cero, obtenemos una relacidén puntual -==

rox Mt ey 8 b

Jres e > S IR v~ s 3 OGP



il

que no depende del elemento de volumen que hayamos tomado Y que se

ve asf:

donde'%‘i. X, P Y a estan valuadas en el mismo punto (zr,y,z). De la
misma forma podeémos obtener las ecuacliones para las otras dos die-

recclones y como resultado total tenemnos el gistera:

(1) -- '\‘Y =, — F -~
¢y F=-(X.7,32)

- gzgi'+ Gi, . o =(a B, <D

Podemos reescribir este sistema en términos de las componen—

0.

tes de la velocidad del flujo en cada punto, u, vV y w, pensando a
la aceleractén como una funcidn de la trayectoria (x(t), y(t),z(t)

y del tiempo ¢, ya que a la podemos escridir como

Q.= ‘::" xm %:%“’rn%t*

[ tjualmente para b y c. St ademas suponenos que la Uénica fuerza'-.

externa es la gravitatoria y que apunta en la direccién de -y, (1)

8e puede reescriblr como:
i

Uy P T L
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St p es conocida, entonces (2) es un sistema de tres ecuaclo-
nes con cuatro lncbgnitas u, v, w y P. Para poder resolver necesl-
tamos otra ecuacldn. Esta se puede obtener de la ley de conservg—-
¢tén de la masa para un fluitdo incompresible, que afirma que para

~ toda superficie cerrada § dentro del fluido, la cantldad de masa =

que entra es igual a la que sale. 5sto se puede exrpresar como

(§ oo 0

donde vn es la ,velocidad normal a la superficie, considerada posi-

M N

titva en l1a direccldn de 1a normal exterior.

Por el teorema de la divergencla de Gauss,

“dh= (S v-(pPr AR =0
SSSW SSRS i

dond R es la regibn contenida por S. Por ser para toda S, se con-

cluye que debe mantenerse la relacidn

(2) V.‘\I--_- Uy + Ty ¥ W =0

dado que la densidad es constante. Esta ecuactdén es conocida como
la ecuactdn de continutidad.

De esta manera, las ecuaclones (2) y (3) forman un sistema de

cuatro ecuaciones con cuatro tncbdgnitas que Junto con condiciones

tniclales y de }hontera adecuadas llevan a una solucién unica.
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El stistema de ecuaclones (2)=-(3) puede ser escrito de manera

diferente sl introducimos la cantidad

r‘Q{\,a é§ udx + QJA@S ¥ wdz
' C

donde C es una curva cerrada dentro del fluido. Es bien conocido -
(ver apéndice 1), que V(t) se mantiene constante st el fluido tiene
viscosidad nula. Supongamos que para algin t, "Wy=0 para toda cur-
va C (por ejemplo, si el fluido estd en reposo o tiene velocidad -

constante en t ="to); Entonces utilizando el teorema de Stokes

T‘u.\=§ sds = (((@xNN =0
C S

donde S es una -superficle encerrada por C. Por ser para toda C den

tro del fluido, se concluye gque

(a) Vx V= (Wy-Us ,Wa =W U,-U,) =O

v el flujo es conocido como trrotacioral. De esta manera, si un -
jﬂutdoiatn viscosidad tiene un flujo trrotacional en clerto tiempo
to. pefmaneceré trrotactonal para todos los tlempos.

Sﬁpqngqmos que tenemos un flujo irrotacional y que (u,v,w) =-

son funciones que tienen primeras derivadas continuas en un congjun

to simplemente conexo. Zntonces, udx + vdy + wdx es una forma di-—-

Jerencial exacta en el sentido de que existe una funcién @ defini




da en R que satlsface la stgulente relacidn
(5) | (u"U’,VS\"' ( D \¢\3\¢1)

La funcién @ es corocida como el potencial de velocidad.y su exis
tencla esta garantizada para todo tlempo.
-~  Las ecuactiones (3) y (5) dan como resultado que ® sea ung ==

Junctén arménica dado que -

Y
o«

() - V-V =V »H=»Aa0p=0

i

Con las ecuaciones (4) y (5) podemos reescridir (2). Los tér=-

minos uuy, vvy y wwy los escribimos respectivamente, como: ¥ B,

-&‘3‘-"; BV, Los térninos miztos los reescribimos asf: de (4) vemos

que U =v,.; entonces, el término vu, se escribq COmO VVp qUE a SU =

vezs es ilgual a 1;8,1\3‘ y asf con los demas térntnos. Todos estos can

bios permiten escribir (2) como sigue:

ojox (Ut B 4 W) )

P
(4 Loy (urrstrwy | = =-V5 —V
Ot(g‘) T (‘lez LU 4 UtE W) g 3

El primer térmiro del lado tzquierdo se puede escribir, utili

zando (5), como

() -zee=ve

- ey

—




y 1la stguiente suma como

_ WiUtawr = \Vol .

Juntando todo tenemos la sigulente expresién

s

= Véo + 706 = - & -V gy

.-

que puede ser tﬁtegrada una vex para dar

Q) ¢g r 3ot o % + qy = C@)

donde C(t) es la constante de integractién.

Hasta ahora, hemos reducido el ninero de ecuaciones e incdgni
tas a dos: (6)=(7) y ¢,P respectivamente. St bien la presidér P pa
rece estar determinada solo dentro de una funcién gue es la misma
en todo el jiuido para cada instante. Sin embargo, filsicamente es
clero que una funcibn de t nada mas, sumada a la presién P, no tig
ne efecto sobre el movimiento del flutdo, ya que ningin gradtente
de presién resulta de hacer tal suma. De hecho, sl ponemos = « = =
¢a.¢* +yC(s\As , entonces Ct)" es una funcién arménica con V¢"'V¢'
v la ecuactén »(7) con respecto a Q° tiene un lado derecho que se

desvanece. Asf, podemos tomar Cft) = O sin perdida de generalidad.

Con todo esto, las ecuacidnes que rigen el movimiento de un Jluidao ..

incorpresible, sin viscosidad e trrotacioral son

L e v PR




(33. ¢;_+-§W¢\‘-\%—+33=0
Ad =0

= as condiclones inictales y/o de frontera.
Para finaglizar esta introduccidn queremos hccer notar que (3)
y (4) producen AV = 0. Para demostrarlo, supongamos que (uU,V,w) =%
tienen segundas derivadas parclales continuas, derivemos (3) con -
respecto de x, ‘despejemos uz;; las relaclones u,~vz Y u,~w, que se
obtienen de (4), derivernse respecto de y y & respectivamrente. Jun=-

tando estas tres relaciones obtenemos que u es una funcién arméni-

ca

Au = Wiy + Uyy & W=~ “&’“&x, +0xy Ui =0

por virtud de ser las parclales mirtas funciones continuas. De for
ma andloga, se puede demostrar que vV Yy W SOn también funciones ar-

nénicas. Esto lo podemos expresar en una sola ecuacidn

(1) AJ =(&un, by, dw)=0

——
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2) Condiciones a la Frontera.

Imaginemos que tenemos agua contgnida en un recipiente de di-
mensiones itnfinitas de tal forma que en un ststema coordenado S, =
la superficte 1idre del agyua sin perturbar ocupe todo el planro -
(z,2) y la profundidad se extlenda hasta menos infintto en lag di--

recctén del eje y.

j— h )

K R

Llamemos R a la regién ocupada por el agua y R a su superfi-
cte libre.

Supongamos que por algdn mecanismo se produce una perturdge——
etén cuyo perftl, periédico e infinito, se mueve con velocidad U,
en lg direccidn z y tiene tal simetrfa gue es inecesario conside--
rar ia coordenada x, es decir, tenemos un fluJjo bldimensional que-
pued; ser analizado en el plano (z,¥y).

Para demostrar la existencia de un flujo con estas caracteris
ttc?s. supongamos que la perturbactén es hecha de tal forma, que -
élbdéha—ho pterde*su estado de irrotactonalidad. Esto, Jjunto con =-

la incompresibtltdad y viscosidad cast nulas del agua, nos perntte

]
!
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hacer uso de (8) como una buena aproxtmacidn para determinar el =-
campo de veloctdades que mantiene el J1lujo.

Las condiclones de frontera para este problema vienen dadas -
de forma natural. Por un lado, en la superficte lidbre, P es la prg
stén Zztmc;sfértca, que puede ser tomada como comstante a lo largo =
de ella. Y por otro lado, la perturbacidén tlenfle a desaparecer ra-
ptdamente conforme nos alegamos de la supqéftcﬁe libre y por consi

/
guiente la velocidad del fluido tiende a’ cero euando y tlerde a mg

/
nos infinito (recuerdese gque antes de ‘producir la perturbacién el
J1luido estaba en reposo).
Bntonces,-el prodlema flsico descrito estt definido por las -

siguientes ecuactiones:

‘ A¢p =0 sobre R
(10) G+ 5lvelt+ gy =ct sobre OR
V¢ =0 ovando Y> -

- —— e ——

Ademas, una ves encontrado ¢, podemos determinar P a través de la
ecuacién (8). “

Las ecuactones (10) pueden simpl tftéarse gl descridbimos al --
Jluildo desde un ststema que se nmueve con‘i‘el perfil de la onda. De
acuerdo con la transformacidn de Galileo,J ..r’--a:-Uot. y’=y, ¢ix,y4yt\ =

x4V e Us' el campo de velocidades se transforra como

BB r U By- By
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y ademas &, se ve ahora como

b, = ~Vedy = —Vatby -V .

- —— .,

Sustituyendo estas relactones en (10), tememos que en el nuge

vo sistema S?, ¢ satisface (omitiendo las primas)

A¢=O SQB\". =
ér“"bv'*.€351-=.cAﬂL scbve R
(1) L =(V,0) sebte Y>-< .

szé-- socore DR,.

donde la nueva constante en la segunda relaciém, es igual a aque=-
1la que aparece en (10) masi?og y U= - Ub. La ¥ltina ecuacidn que
hemos agregado, refleja el hecho fi{sico de que el perfil de la su-
perficte libre se mantiene gracias a un mobtmicnto purarmente tanes
gencial de las partfculas a lo largo de ella.

Dado que en (11) ya no aparecen derivadas con respecto del --
tie?po, nugstro problema ahora, serd demostrar la existencia de.sg
luciones estacionartas para un fluido como el agua que es supuesto
trr?tactonal, tncompresidble y con viscosidad n la. |

| Es claro que la forma de la superficle lidbre puede tomar di--
versas Jormas, &esde una superficle horizontal hasta la que se ve
—en'la figura 2. Ademas, ercepto por la superficie_horizontal, no -

-

tenemos una erpresién analftica de OR . Podriamos proponer formas

i
[
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explicitas, pero esto limttarfa el andlisils que se harfa de las on
des, a un tipo muy particular. Este prodlema podemos superarlo si-
recurrimos @ los conceptos de lf{mea de corrtiente y de funcidén de -

corrilente. ‘

e
|
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3) Functén de Corriente.

Ung linea en el fluido, cuya tangente en todo punto sea para-
lela al_campo de veloclidad ?; tnstantaneamente, es conocida como =
una lfnea de corriente. La familia de li{neas de corriente al tiem=-
po t, son solucliones de la ecuacidn

dx - &4
A J

(12)
donde u y v soﬁ-las componentes de V'y dependen de (z,y,t). Cuando
el flujo es estactonario, como es el caso que mos ocupa, las llwe=
rneas de corriente tlenen la misma forma para todos los tiempos.
Por otro lcdo, lac ecuacidn de continuidad pare un fluido ine-

compresible tierne lc JSforma

13) (Qw @___=
( Bx +4 (-03 o)

de donde se sigue que udy-vdx = dg es una diferencial exacta. =-

Luego, se debe mantener que
Y R 1]
T X

donde la funcién escalar desconocida ((z,y,t) estd defintda por
|

(19 Yop = | Cudy-ordn)

sas aedrp syoeam

T« S agII SR Py 7 & 56 A AP OITUIATRY 15 v 1aBte ¢ | SRS




- P

con {§ tgual a una constante y C una curva arditraria que une al-
gién punto de referencla O a un punto P de coordenadas (z,y).

\ (3x,dy) ~

VL (dy ,-dx)

W

FIGURA 3.

El contentdo flsico de Y se ve como sigue. Reescribiendo la

tntegral que aparece en (15) como

j(u.ég-vdx) ---S (w,0)-(dy - 9x) =S Vn 48

¢ ¢ <

es claro que Y-Wo representa el flujo de fluido a través de C, -
en la direccién de la normal (dy,-dx). Ademas, el flujo a través -

de una curva cerrada formada por cualesquiera dos trayectorias gque

unan O y P, es necesartianente cero cuando la regién entre las dos

,trayectorias este completarente ocupada por fluido incompresibdle.

El flujo representado por la integral en (15) es, por lo tanto, ==

independtente de la eleccidn de la curva que una O con P, culdando

-quémpertenezca al conjunto de trayectorias tales que cualesquiera

dos de ellas encierren solo fluido incompresible., Por lo tanto, ==

la integral define una funcién de la posictén, quemmos escrito co=-

mo"“ﬁ-‘bo .

B
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De la definicidn de linea de corriente vemos jque el flutdo no
atraviesa estas lineas. %s decir, el flujo a través de una linea -
de corriente es cero, lo que significa que en (15) la integral se
desvanece dejando ¢=¢. . De esto se concluye que ¢) es lgual a --
una constante a lo largo de una li{nea de corriignte por lo que a (']
se la conoce con el nombre de funcién de corriante.

/
Ahora expliquemos lo que queremos hacer mll definir una nueva

sunctén Y.

Por un lado, se acostumbdra converp{;- que el flujo a través de
una curva C, sea‘posttivo si este se mueve en sentido contrario a
las manecillas del relaJd, tomando a P como cenitro de giro. Por ---
ejemplo, el flujo representado por una Jlecha #n la figura 4, es -

un flujo positivo, de acuerdo con esta convenctién.

o

FIGURA 4.

Por otro lado, la condicidn %g=0,’,‘, sobra ©R, nos pernite -
pensar a la suzerficie libre como una li{nea de corrtiente. Ademas,
st suponemoswg positiva, las lfneas de corrigmie son de la forma -
y = y(z) y como forman una familia de curvas qre no se cortan podg

mos visualtzarlas como ararecen en la figura &,

v Sy Ep g e PRGN » vumaTE .
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FIGURA 5.

donde las flechas indican la direccidén del flujo de acuerdo con la

conponente positiva horizontal U.

Ahora, tomese un punto de referencia O sobdre la superficle ©R

y un punto P dentro del fluido, tal como en la figura 6.

Y

o

:‘:\u;‘o
P

FIGURA 6.

:, si nosotros calculamos la integral (15), que define a ¥ a lo

largo de C, una curva que une 0 con P, encontramos que

de acuerdo con 1a convenctdn de signo anterior. Como podemos tomar

-




¢g== 0, sin perdida de generzlidcd, entorices presulta ser menor
que cero. Sl dejaros que P se nueva en la direccidn y negativa, {p
.. 8erd cada vez mas negativa. Poderos concluir que Yp tierde a ze-
“nos infinito cuando y tiende a menos infinito. De esta ranera @l -
-ranéo de valores que ‘0 puede torar esta restringido g los reagles
negativos. Ista es una de lcs rczores por lo-que es inmrortante el
eonociniento de Y . La otra razdn, proviere del hecko de gue es
da arnénica conjugada d'e ¢ » el potencial de velocidades.

Pare ver jue W es unc funcidn armdnicag basta cordinar 1g @—-
cuacién (14) con 1a hipdtesis de ii-rotacionalidnd (ecuacidn (4)),

para produclr

16) B Y =VPux + Py = Uy-Tx=0

Que ) sea lac conjugada arménica de ¢ es porgue de la definicién

de la prirera

(13) Pu=t=thy ;| Py=vw--f,

De ahf que Y sea 1a grmérica conjugada de o .

——— v —
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4) Un Primer Problema Bquivalente.

Una vez introducido el concepto de funcidn de corrliente, vea-
mos como podemos superar el prodblema de tener un dominio flsico
parcialmente conocido. Para ello, demostrarenos la sigulente propo
stcién.

Propostcidén 1. Si ¢ es una solucién al prodlema (11) con (u,v)=v¢

satisfaciendo las siguientes condicliones

{18) (u,v}“es periédico, de periodo h, en zx.
(19) ul(z,y)> 0 para toda (x.y)(é y z€ [0, h]

entonces, el mapeo
(20) X(xeig) = X(3) = G(x,uy + 1 Px,y) , Rex+iy
es un mapeo conforme de R, al semiplano P40 , que satisface

(21) X(z+h)  X() + Uh

Ademas, sl definiros la velocidad compleja V como

(22)5 V2wt (-iv)

entonces, V es una funcidén analf{tica en )L que satisface lo sigulen

te: |,
|

(23) V(g+uh)=VY(X)

(2¢) ly] QUL _ o ImV -4 an -0
o8 ~J I ¢

IDUDCCROPIRRSIEETE R T SR e e

r e - ———— -
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(25) V—=>U i §—=> -

(26) R-C V >0

La demostracidn de esta proposicién procede de la sigulente -
* manera. Primero demostremos que )L satisface (21). Por (18) tene--
mos que

ST

Py Cx,u) = Wix,9) = w(xth 4) = Py (x+h,9)
lo cual da como resultado, despues de lntegrar respecto de Yy que

¢(x+h,9)= ¢ (x.9) + C(x)

Valuando esta tl*?ma relaclién sobre la superficlie libre, que es —-

una linea de corrtente, cbtencmos ¢ (x)=0. Entonces, y(x. y) es re-

riéddica, de reriodo h, en z.

Nuevamente, por (18), también es cierto que

@y (x+h,4) = Fylx,4)

Por lo tanto,

@D (x+h,4) - §(x,9) =dx)

De donde
d'u) = ¢x(x+h.93- ¢x(‘o!ﬂ =u-(x+h,g\-u.lx.'ﬂ-’o

g
h

cg

Tntonces, d es una constante que no depende de x nil de y. Para

nocer su valor, escridamos
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)
d= ¢u+h.u\-¢(r.u\=so Pulxrg, uddg =S:‘ Wlxt $,4¥d§

Adhora, cuando y tiende a menos infinito, u tiende a U por (11). &

|=

tonces

N W
d= fim S wixts,4)dp =X Ld§=Uh

J>-® °

Luego, este resultado y aquel para (P , dan (21)
(21) L(z+h)=X(2)+ Uh

Ahora, demostremos que x eS UnO=a=uno.~sobdre.
@, Lx.4)= w(x,y) >0
@Dy (x,4)= ulx,4yy>0

es decir, que por un lado ¢ es monotona crecliente en x, y por 1o
tanto uno=a-uno en el intervalo [0, h]. Ademas, por (21) ¢ €S Uno-
a-uno para r€ J-we para cada y fijo.

Por otro lado, {J es monotona creclente en y y por lo tanto,
uno-a-uno en J-0,0l para cada x fijo.

Ahorg, procedamos como..sigue . Sea ¢(xo,yo)=¢. fijo.. -

Pongamos x=nh + z o ne® . Entonces, por la periodicidad de @ (21)
b

. ¢(’¥,UO)"¢(1¢"’ nh,go)
= @ (%o + (n-0dh, Yo) + Uh

e @ (Ke,4) + NUK

Por lo tanto, st n tiende a mas o menos infinito, @(z,y,) tilende

a mas o menos infinito, es decir,

(27) ¢(x,y) —> t® S x—>rto
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Por otro lado, como O u(x,y) tiende a U cuando y tiende a me

nos infintto, entonces W(z,y)™Uy, para y grande, es dectr, que
(28 ) w—b—oo Si y-—»>-o .

Luego, por (27) y (28), ) esta definido de R en H, donde K

esta dadq por

Sacad

(20 H={(6.,9) | -ecgeon, peo].

Tomemos un pu‘{zto"“(¢., w.)G.H. Ya que ¥ es monotona creclente en y -
(para z fijo),’ no pueden exi\stir dos lineas de corriente separadas
que tengan el mismo valor Y ; es decir, existe una dnica lfnea de
corriente con el valor (o . Por otro lado, como las lineas de cor-
‘riente son peribdicas, se extiendende - a ¢+ Y ,)0. es declr, =
son de la forma y=y(xz), entonces es una Sfuncidn creciegnte de x
sobre la lfnea de corriente Po , va que st la linea de corriente es
=y(z), tal que Ylx,y(z))=Ps , entonces, sobre la llnea de corrien
te, ¢(z.y(.r)) es una JSuncién de x con

¢’(x,yw) = ¢. (x, yd) + ¢,(x,u¢m gl 4 3l¢x;=-%;. = %’:

entonces
@'x,ux) = w+ = W 5
Por lo tanto, existe un tnico (z,,y,) tal que (xo,yo)=’L y

w(xoayo)=¢. . Entonces, }es sobre y uno-a-uno. e e —m

Es bien conocido que si " es la conjugada arménica de- ¢ , -

entonces, }* h’" es una funcidn analftica ( )e Ademas, CO-

G -
-

F T R L]

oy s

r aml2
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mo u 0, entonces

(30) %"-’-\/=¢;*'%=u—iv+o
Por lo tanto, ﬂ es un mapeo conforre. H

De 1la definilcién de V, es fdcill ver que

(31) lvl s vi=vglt

Ahora bien, como X es uno—ag-uno y sobdre, podemos expresar a %

como una funcién analftica de X , es decir, ( ) t

(32) i(x) =x(g) ¢ ry(x).

De donde,
(33) %%=%="¢*'ﬂd

Con la ayuda de (31) y (33), la condicidén de frontera en (11)

se puede escridbir asl

J-,:lv_l"-l- gy(¢,o) =cle. en y=o0

que derivada con respecto a ¢ , se obtiene

IV @,W + 3’33/@,{ =0 en p-o

0 sea, obtenemos (24)

I_»‘VI g’;, I;:/’Iz =0 an ¢=o . o

Las relaciones (25) y (26) son directas, a partir de la defi-

cién de V. Luego, hemos terriinado la demostracidn de la pronogsicih

¢ -



Reclprocamente, poderos probar que

Proposicidn 2. Sea V, una solucidrn del problena (22)-(26) y sea

: 1‘7‘)’.[7‘ a:

a) Z(L)=x+tiy es un mapeo conforrne del sermiplano $P$06 sobre su ima-

entonces,

—~gen R , que satisface
(21) Z(ﬁﬁuh)=i(¢)+h

b) St %(2) es i,a transforracidn tnversa, entonces, ésR._;L es S0luw-=

c¢tdén del problema (11) con las condiciones (18)=(19).

Demostracidn.

@) Coro Re V=u(z,y) es positivo, Z(X) esta bien definido y es inde-
pendiente del camino recorrido, ya gue, por el Teorera de Cauchy,
la integral de una funcién analftica sobre la frontera de un domi-

nio es cero.

Por otro lado,

%+ Uh J7
R(%+Uh) - 2(2) =J Y,
%

puede calcularse sobre la siguente trayectoria

Y

W+ 1;-wu

1,-;“ ¥ +Uh-iM

Wy = e A v
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Por la pertodicidad de V¥V, (23), las integrales sobre las 1{--
neas verticales se cancelan. %Entonces, por (25), podemos tomar M -

suficlentemente grande, tal que

V(g-iHY = U + O(m*)

=8

Por lo tanto,

¢ otUh
Z(2+Vh)=Z(4) =J¢

viom)

Toa..

9% 4 o)

v

= h + O(K")

¥
i

Como ¥ es arbitrario, esto prueba que

(22) Z(%+Uh) - 2(2)= h

Pontendo €=, +nUh , (21) da como resultade que
X( |¢0)" X‘¢.fn0h‘¢o)‘X‘¢.'¢.s *hh

de donde, es factl concluir, haciendo que n tienda a tw , que el -
rango de x()X) son todos los reales.

De la definicidn de &(p) obtenemos que

E’.l:--!--“'"“r=x

dg VT qur TXet T 9%

Como u es positiva, las llneas ¢ =cte. corresponden a curvas (xg) gy
que se pueden expresar como P(x) y se extienden poriodicamente de
- G +60 . Aderr;;ds, para ¢=cte., '-g—?,--'--l‘-;-”-/-, -  @s positiva, es de-
clr, que y es una Juncidn creciente de $ » y como 'b'-‘lpy ttende

a 1/U cuando ¢ étiende a - , entonces, Yy~ {"/w , es decir, que

Vv es una funcidn'crecierte de g , que tiende a ~—o cuando P t‘i‘éi"v-__ _

de a -0 . Por lo tanto, la lfnea vertical z(¢, P )=z, proviene =-

R ¥
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de una dnica curva ¢=¢(¢), que se extlende de ¢=O hasta § = —co,

porque si proviniera de dos curvas, entonces violartaros que X(¢,p)
es monotona creciente en @ (ya que ’ax/ed es positiva) para ¢ Sijo.
Por lo tanto, el punto (z,,y,) proviene de la 2fnea (¢, p )=z, V-
de ﬁn solo punto de esta lf{nea, ya que sobre esta linea y(dyp) » ¢ )

tiene derivada positiva

d . -
‘-,-,-’ucaf').g aﬂ,w,-;{w,_(uu v*) >0 .

|
es decir, y es monotona creciente y como antes tiende a -c cuando
Qp tiende ¢ -« For lo tanto, & es uno-a=uno y sobre. VNotese -
que el andlisis anterior, lleva a que M no tiene hoyos, ya que

todas las lineas verticales z( ¢, ¢ )=:1.'o estan contenidas en el.

d) Ahora, si E es analftica y uno-a-uno-sobre, entonces, el ma—-

peo tnverso %(x) es arnalittco en R con

J":. = UiV
dz V=

Lo analiticidad de P(R) implica que Ad(y=0, Prx=u=, y §y=02-Pye
Es decir, ¢ y P son arménico-conjugadas.

Ademas, |0gl*=ly/*; I¢ tiende a (U,0) si ¢ tiende a ~o , es
decir, st y tiende a -~ &

La superficie libre, $ =0, es y—ﬂ(¢,0) y puede exrpresarse -
como y=y(x)e La condicidn

4 elvi? - ImV -
i og ~d yr"°

SPMDNS Iy e -

b gt o ¥ Vo E

PR R TR T Y pr e e

L I E K]




puede ser escrita como

! ‘o¢ lV/" + g ro¢ (g,0) =0

" _ que integrada da

4Ivi* +53=o'l¢.. gobre OR .

Igualrente, la condicidn'éé=o proviene del hecho de que la super-
Jicle 1idre es una 1{nea de corriente Yy las condiciones (18)=(19)
son directas. Con esto terminamos la demostracién de la Proposi---

cidn 2.

5) Un Segundo pPpoblerna Zquivalente.

Ahora, usemos la periodicidad para pasar el problema (22)=(26)
sobre la semibanda QO$¢$Uh,w603 a un problemc sobre un dominio =-
acotado, el disco unitario.

Para hacer esto, ponrgamos

- 2T
(3¢) L=< oh I ,

f T
Evidq’_ntemente, £ es una funcién anali{tica de % o Si ?=P¢-‘ s €N

tonc;s
- o
‘p =
2 ¥ =- 0nf

donde, P&l para Pe0 U -~23<¥<0 st 0¢g<lh o
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Los egulpotenclales ?‘ =cte., corresronden a rayos que salen del -
origen y las l{neas de corriente { =cte. a circulos concéntricos
con la 1fnea ¢P=0 en el clrculo unitario.

Como g—;—fo » entonces, Z es una transformacién conforme de
la semibanda al circulo unitario.

Ahora, definamos la funcidn w(L) como

-

(36) »-0”3-‘:-'-!03(%)

IR &

donde V es una solucién del probdlema (22)=(26), tomando la ramg ==

del logaritmo de tal forma que

(37) vaue'®
De esta rnianera,
(38) a=ar3 V =arg (w+iv)

es declr, O es el dngulo formado por el vector de velocidad (u,v)

y la hortaontal.

Como Re V es positivo y la semibanda es simplemente conexa, =

entonces W es una funcién arnalftica de } y por composicidn, es
analftica en Z .( J
Por la condictén (25), W tiende a cero cuando p tiende a -

y por 1o tanto

(39) w(p=o0,¥) =0

Adenas, se satisface que
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(40) E¢V= Uaf cosb >0 <= IOI<"/z

o¢
de Cauchy-Riemann, entonces, por (34)
Plvl _ _ 21 fzcao
o¢ h ©p

Yy la condicién de frontera (24) se convierte en

M,oe.‘%% c® +g "if; Sg.ze =0 .en pfe=)

— zo o‘.——!-,: ‘@1-
Como Im V==Ue®sen® Yy V< g /v/(a% por las condiciones

o sea, )
-3&
(41) g = s
oF Az-"sSenb o P
con
(42) A= gh

An V%
Esto demuestra la rrimera parte del sigutiente teorerma:
Teorena Las soluciones del prodlema (11)-(18)-(19) (y las del -
problema (22)=(26)) estdin en correspondencia urRo-g-uno con las so-

luciones del problema de encontrar una jfuncién w:efic que satis—-

Jaga ilas siguientes condiciones:

a) w es analitica en £< 1 y continua. en P<l.
d) 6, es continua en P¢1l y satisface (41)-(42).

, ¢c) wlor=o

a) 1ol %y - S -

. —_—. e e e —— —_—

Demogtractdn. Solo hay que demostrar el regreso. Si W es solucién

dqlibroblema (43), &efinimos




|
Es claro que, V es anal{tica en X , Re V es postitivo, V(0)=U y

Zn @9 5 -
v =0
' 3 m ’~

Haciendo la transformacidn inversa de 9% en Z , obtenemos um

-~

Juncidn V analitica en P sobre la semiband& Hy periddica, de pe-

/o
riodo Uh en % , ya que w es periddica dg/’periodo 21 en & ; Y

V es solucidén del prodblema (22)=(26). /

Notese que la condicidn 101¢Vy, quiére decir que las lf{neas de

corriente no se doblan como en esta figura

(w, v)
d —_

p 3

Notemos tanbien que O=0, @&=0 es solucidén del problema (43) y -
corresponde a la solucidén V=U, o sea, ¢ =Uz, {=Uy con superficl
lidbre y=0. | E

Bl problema, ahora es encontrar una funcién arménica w , en
el circulo unitario, con i<}y con una cond.,i.ctdn de NYeumann no li--
neal. Tn él sigulente capitulo, demostr.o.rez'rzds que el rroblera (43)
puede ser reducido a una sola ecuacidén sodbre la frontera, rasulta-

do que pernitird hacer un mejor andlisis de la situactén,
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1) Introducctdn.

Nuestro obJettivo ahora es reducir el problma (43) a una sola -

ecuaclién sobre la frontera. Para ello, segulremms el sigutente pro-

cedintento.
Sea /
' - - _L_ - .
(4¢) Ke (0, 0) = - 25 £°3 (1-2 pamsca-¢) + P2)
el nicleo de la funcién de Green para e_I/ problem. de Neumann ( )
y sea

ws)  Kef(pt)= f Kpla,m) £(8Dde”

Entonces, se demuestra que K.pr satisface

Akf'f"o

Kef =
jm'a_'ﬁr_ £ o< f I‘mdn* o
1

es declir, gue Kpf es solucidn del problema:
AB =0 en /3/<]
D) Qpaf en l¥i=1
6 20 (- X} /;l‘o

con la condicién necesarta
]
jn f(ryd¥ =0

ya que por la fdérmula de Green tenenos que

0= H 100 4§ = jfoau,nj( 12 02) . [ %
@ . b

<
’




st 6 es una soluctén del prodlema (¥) y D denota el disco unitarto.
Después se demuestra que dada una funcién armdénica 6, extiste-

una dnica funcidn arménica conjugada %, con la condiciédn &lo)=0

v se estudlan las propledades del operador que manda 6 —> &(8) .

De esta manera, st tenemos una soluctdn al prodblema (43)

- A6 =0 IZ21¢1

-0 =0 I]=0
101 ¢ V2

con 6 continua en P=t! , esta se puede expresar como
-3% »
O(e )= kpl(are (o, ’)szneu,:))

con las condiclones

n
J 3O nenrydr=0 g 10t,m]e Wy
=N

v Asf, el prodblema puede ser vtsto de dos maneras. Por un lado, -
sl tenemos una funcién 6(r), (que serd la derivada normal de nuestm

soluctén) defitnida en el cfrculo unitario, con

n
J 8(ndy=0
g -36(k,6)

podemos definir Kpé » GpN=T(k,O) ¥ M sen(ci®) . Entonces -

buscaremos una 5 que ademds satisfaga 5’,1536(&6)

sen(ué) y que --
| K,81< T3 |, Pedir que & sea asf, trae dos consecuencias: }';r-tzrlg:
ra, st g satlsface J:é(mdp;o, entonces, necesttamos p'edtrlle' talle=—

btén que satilsfcga f'im’“‘é) sk )di'=0y, segunda st {K,6/< Y2 , -enton=
- .

ces, por el principio del mdzimo ( ) pediremos tamdbién que Oskp'é"

.
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>aatisfaga la desligualdad.
Por otro lado, si 6 (fes una Juncién continua en el cfrculo —-=

RI=1, con /37<3Q » podemos definir el operador que manda

6 —> %C-bue)szné‘= Af(é)

w

v después definir AELpf(8) . Ista fltina funcién serd solucidn del
. '] -3L 6 AL
problema de Neumann, st y solo sli, .[,¢ ‘°’~mned«4=o Y, del proble=

a original, sl y solo sli:

o a -3%(6) A
B=Akf(E)=2K (< sen 6)

la condicién 101<¥%, se cumple entonces automdticamente por el prin
ctpto del maximo.

En el primer caso, ( 8 ), partimos del valor de la derivada nor
mal de la solucidn, es decir, tenemos un problema de punto fijo pa—
ra el problema de Neumanne. 51 segundo caso, (5). partimos del vg=-
lor-de la solucién en la frontera que representa un prodblema de pun
tto fijo para el prodlema de Dirichlet. De hecho, si en el primer -
problema, ponemos é“an' s Obtenemos una soluctda del segundo con
las mismas condiclones. Inversamente, una soluctén del segundo pro=-

blema con

O(p ¥ =ALef(6)

B2,., = AF(6uw)

st y solo st, la condlicidn e -

j: £(8)de =0

tiene
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Por 1o tanto, los dos planteamlentos son equlvalentes, aunque
el andlisis de cada uno, presenta dificultades diferentes, siblen,
la existencla y unicidad de las solucliores dependen de las prople-
dades de los operadores involucrados: los operadores lineales Kp Yy

% y el operador no lineal 4, definido por

-3%(6)
A(e) = € e sené

Bs pues, necesario conocer los espaclgs sobre los cuales ke v

/
[~ y A4 estan bien definidos y son continuos, st son compactos en

esos espacios, sus propiedades de regularidad, sus espectros asocia

dos y por Ultimo la analiticidad del orerador no lineal, hecho fun
damental en el préximo capftulo, donde se conocergn explicitamente
las soluciones haciendo uso del teorema de la funetén implicita. =
Bntonces, en las proximaé secciones, haremos un egtudio detallado
de las propledades que cada operador involucrado diéne.

Por dltimo, advertimos que las demostraciores y estimnaciones
elaboradas serdn referidas a un apéndice para que el lector no se
pterda. Los resultados imrortantes dentro de la discusidén general
serdn subrayados y seran introducidos con una prewxia discusién pa-
ra sefialarse su importancia y su necestidad para el trabaejo de con-

Junto.




)

2) E1 Operador Kp.

En esta seccibn, comenzaremos por definir los espacios donde

-

estardn defintdos nuestros operadores. 4 contimuacidn, establecere
mos un Teorema (sobre el operador de Polsson), que Jjustificard el

porqué de la eleccién de los espacios ¢®, ¢%* y dard pie a la in-
troduccidn del operador kf‘como Unica soluc}ﬁn dlel problema (43).
/
Empeceros definiendo los sigutentes espaclias, donde nuestros
/

4

operadores estaran definidos: ~ /

Sea 1 &pse . Zntonces, defininos el esracio Lp, como la cer-

radura de las funciones peribdicas, infintitamen#e diferenciadles,

(1 €pcew), bajo la norma [/ //Lp' definida por

=
(26.2a) "‘"g (S“ I(-'Q‘\l’da‘sl'. , Iﬁ;pu:o') ll“\‘?‘sguplﬂ

.~|| ' _ .

Yy que denotamos por

(46.d) II(SB = i -“EC‘”' 'pcﬁéeliw}]”""

.- . PR T T e 2

Sea 0<«%1, Entonces, el esnaclo de las furelores ¥dlder con-

tinuas esta definrnido por
(47.a) cO(s)=] FeC®, paucdica,, Mytf) e

bajo la norma

(¢7.5) [Flo =1 flo + mmax Ha(£)
] mfv. i

donde

F e e

,
Eict bonts kX WAL
vV o Y. 2N




f(»- £(x)
‘6‘- aﬂlﬁ(

(47.c) H.{

v

(47, K\, = wax\§)

es la norma para el espacio de las funciones reriddicas continuas

c®(s). Para todos los espacios, S es el intervalo donde las furcio
nes estardn definidas: (-ﬁ,ﬂj .

A4 fin de éemostrar que el operador K?, definido por (44)=(45)
es la Unica sol,ucidn delA problema (43), es escencial conocer el si
gulente teorema.

TEORLNA. Sea
(48) (e )= A7 S La
P AR . |-2peos(r-y) o

el operador dz Poissonr. Entonces, dada f€ c®, ¢° o LP con

Cmydy

Y 0caci ispsty P f es la dnica solucidn del siguiente problena de Di--

richlet

AU=0O ‘b
U=4  ¢=

donde

ﬂEAM: |j3?frf'--9’l =0

v /| /| es 1a rorma en C'o. Co’“ o Lp, respectivamente. Para su deros

tractén, vease el apéndice A I[.

De esta manera, Kfi tal como estd defintdo por (44)-(45), es

la dnica soluc}dn del problena
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ALL)'='<D 2N F"
()P'= 4‘ (1)) P 1
U = -" n P:o

-~

(%

Para demostrar esto, recordemos gue el Laplaclano en coordenadas =

polares se gescridbe como

*V

ammm———

l&t"‘ ‘p& i f’(af><:F'Q)e.) + qa‘rt
4st, si U=KpJ, entonces
A= [T Alke) $CIIY

ya que A esta calculado en (p,¥ ). Recordando la definicién de Kp

it

@‘(P 3" det-2 %o -2 cn:(O‘-t"))
- (Q-cho_sw - +,o*)"_ |

(44), encontramos que para <1

v
©*ke ___.__'_( 49'-+1(P+P")COJ(I‘ d‘))
©¥* AA (4-2p cos (') .:Ff")

Por 1o tanto,

: AU =0 en pP<

&
Ademas, corQ

 Kol®, v') = - ’% U)=o0

tenemos que U=0 para P =0.
por el teorema para el operador de FPolsson, =

Ahora, ayudados
de frontera. Para

podeérios demostrar que Kp satlsface lc condici®n

ello veamos que TN
ik




ekef _ (", (oanprripe o [ O ‘
oL ﬁf’fu otsyper)dn = [ Bk pamy gy

Pero, por (44)

Rk _ _ 1 AP~ Zcos (84" _ 1 P44-2pe03te-4) - (1- )
— OF AR 4- 2pcosty-) + Pt AW {-2pcos(d-p) 4 pb
De donde, por (48)

g . L f0n- o [y fende

Por 10 tanto,

{;M Olet _ peoy- 2 f:,t‘mav
> -

De esta manera, tenemos que U = K}j& satisface

Au-.—.'o ) P< T

U, = Lt - ' { =
b= LX) ’7"—]17 Fr) Ji ,P=!
U‘o ) fgo

02% o LP, Ocxcy yIspee.

para f en C'°, c
Hasta aquf{ hemos demostrado le existencta de una solucidn pa-.

ra el problema (43). La unicidad se puede probar cormo sigue:
Shpongamos, que tenemos dos soluciones diferentes. fntornces,

la diférencia, es solucidén del problema
AVU=0 P!
| Uf-"-'-o =1
f_ U=0 . PBO .

Pero, por la férmula de Green, tenemos que
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Jg UMV S 4 j

©D

VUpde =0

por lo tanto, U = cte. Pero, U(0) = 0, de donde U= 0. Esto prueba

la unicidade.

3) E1 Operador Conjugado Gp -

En este secclén; a través de las propiedades de una Suncién -
analftica, in.tr"odu.ciremos el operador e » demostrando que Su re-=-
presentactén es Unica y que es el conjugado arnérico de PpU, el =-
operador de Poisson.

Bntonces, sea J una funcién analitica en l2l<1 , con j(z"w) -

compleja en c°, c®** o tP. Entonces, por el teorema de Cauchy teng

)
TA f(2yd?
.-f(pa: ) Awi 2-pf

[ V)
Pontendo 2=¢""y' f(a“") = f(§'), es decir, fdenota los walores
J;z‘ér.cjﬁ"

mos que (

de Jf en la JSfrontera del disco unitario, p= 1, entonces y

: T o0 P
_F(ecw),i_c_i‘{ Ve N Jy’

35 d\"_fz_u‘
T 2;30" -;.'- i“' &8"
=0 4 . I
wl, (e (- pE")
- p Ci (-4 461’

- [ f@

T 4- zp cos (0-6*) +A*
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donde hemos definido el Operador'sz, como
- = sen(p-¢')
wo)  Tphm k[ IO
=g A-2pcos(r-¢)4p

Por ser f(z) una funcidén analftica, entonces Ref e Inf son ==

Junciones arménicas y ademds, son las unicas soluriones de
/
AU=0 en puU ‘ AU- 0 euw pP<)
U:Eg-‘ o farl ) U ‘ll\l¢ Qeu P=1

———

respectivamente.

Entonces, por el teorema (48) podemos conrncluiir que

Ie(ﬂc = fe -f(pz.'h)
Po(Imf)= Tuf (o

de donde, por la dejinicidn de PP (48), tenemos

?p<r) ‘r(pﬁ"‘)

Ademnds, por el principto de la media o, directo del teorema =

integral de Cauchy
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Por Io tanto, ahora tenemos que

£ = Fy +iTp(£) = 2o (1)

De esta manerc, tomando las paertes imaginarlas y suponliendo que

“Imf(0) = 0, tenemos que
Im (o™ = &p (Re £)

Por lo tanto, st U = Rejﬁ entonces

(50) -f‘(pé.‘”) = IFU +Hepl .

Inversarente, st U es una funcidn sodre S (por ejerplo, en L{)

tomando

I'U 4 ‘LPU" ____j D 4- f""zlf&ﬂ ("-"')4 d
{4 p- 2pcos (P-4 ’)

2 Ute)d? A NTY
ARi ;__Pq_w - ,‘tn_./‘ U‘d‘)e‘d‘

Para <t , el primer término es una funcidn analftica y el se

gundo una constante. Por lo tanto, FFU + L eplU, es tambiérn anallti
ca, de donde GU es la conjugada arménica de ﬂPU.

Aderas, para p= 0, tenemos

P U+ Bl = J—f uCEy o B
de donde

.U =0

Pov = i‘r_j_ﬁﬁ v dy
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Lo dnico que nos queda por derostrar, es la unicidad de @p.
Supongamos que existen dos operadores conjugados diferentes,G;Jiai
Sea 7==E¥U—Z$U , ertonces, por las ecuaclores de Cauchy-~Riemann, =

se debe cunpllr que

00 _B&U _06eY _ _RFeY P,V _
‘©X K e x Y °9

cs'decir, V = cte. Pero, vimos gque los opercdores conjugados deben
satisfacer E#U’: G#U-: 0. Por 1o tanto, V = O y de aquf obteneros

le unicidad de”B,ﬁ » Para p<i.

b

4) Propiedades de los Operadores.

Una vez introducidos 10os operadores Kp y 6’ » €S fundarmental
mostrar en que espaclios estan bien definidos y son continuos..Es -
decir, kacer unc estiracidén del acotamiento que puedan tener, con
el fin de conocer la regularidad y el espectro asociado con ellos.
4 su vez, esto ros permitird conocer la regularidad de las solucio
nes, sl es gque existen.

Todas estas propiedades serdn de fundamental importancia cuan
do estudiemos la analiticidad del orerador no lineal A, Yy cuando
10 usemos en el teorema de la funcidn implfcita para mostrar la —-
existencia de soluciones.

Nuevamente, solo se dejardn los desarrollos que rudieran ser

Utiles dentro de la discucidn general.




4.4) E1 Operador Gp.

4 continuaclidn ilremos enumerando las propitededes del operador
. CP , mencionando los hechos que se usaron para demostrarlo, silenm
pre que esto pueda hacerse. Los detalles de las demostr-ciones vig

nen en los apéndices seiialados entre paréntesis.

a) Bl operador ®, es un operador lineal, como resultado de su de—-

Jintciérn:

" s (P-")
6," = 'L—j“'fa") P

1- 2pcos(y-¢)4p*

d) St_f es par (impar), entonces, Bpf es imzpar (par). (4-1ii)

d_’.

n

¢) Gpolcte) = O para p<l. Esto es fdcil de probar. Sea f=cte=l. IEn

tonces, para f<1 -

w o

el + [ = 4, ) '

f") n Iy oldt! J(i-zfcoul“-w)-kf‘) dd‘

=0 |
Adhora, nos interesa conocer las propiedades de ‘GP como opera-
dor definido en los espacios c°"“, con O¢<xc l, Para esto, empece-
mos viendo que por la ¥éltima propiedad, es posible escribir al opg
rador E;Gf como

, Ti. - )
Gefey =) Pon (T8 (oumy- £am) da
=i - 2( cos(p-v)+p

—~ —- --para pc<l, y con la ayuda de los resultados siguientes. (4-1V):

£) 1+ P - 2pcos(d-¢") ¥ s (0-00)
11) sencr-en/ < |04 |

——e
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es posldle demostrar que

a) si J[C—LCO""', ron «>0, erntonces, J&pf/ & Cijo ~» donde C es um
b4

constante que es independiente de p. (A-V)

y
s

Para- p= 1, es fdcll ver que sl definirmos

z L n Senly-p) " Jd&
(78] ,,.J; ey LF @ £(r)

y reescridbinos

$ n-0) ,
en = L cot L(e-)
2(1-cos(x-2")

entonces,

G = [ o eem [ fam-feo] do

tiene. sentido, por la estimacidn anterior. Tsta definicidén para G,

!/. ‘

e) Para PS1, ]6&)’/0’_‘ < Czlz/o’« , donde C es une constante inde—=
p y Ocmcl. Es decir, que (4-¥1).

y el inciso (d) nos permiten demostrar que

ggndiente de

6' . Co'“ —,C°.~ y P-s’ a O‘“‘,,

Pa}a propositos de convergencta es dtil hacer la sigulente --

estimacidn: Tomemos u =¥"-§ ; entonces Gpf se ruede escribir como

o psenw T (usd)- £M]
Gpf(v) —J'; AT P2, cosm du

dc_ggnég, podemos mostrar que (A-Vil) e

I?B,Hb’ﬁsclﬂ,,,, ¥ ecpesel
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Este dl1tino resultado nos permite demostror que (A-Vi)

J) Para toda [f en CO’“, con X>0, BpS tiende a &.f» cuando P tien=

de a 1, en el espacio c°B con o< y <ol

Con esto concluinos las proptedades de ®p @n los espaclos %%

Ahora, sigamos con l1os espaclos LP, Para ello, ®s necesario recur-—
rir al sigulents teorema

Teorera de ¥M. Riesz (4-1). Sea F(a) = u(z, + tvfz), con v(0) = O,

una funcidn analftica arbitraria definida dentrm del ci{rculo uni--

tario /z/ <1. Zntonces,
locpe®) | v ¢ Aplu(pei®y ],

para toda pELOpﬂ y rediol.

Recordemos la relactdén (50)
'F(fd’) =?PU + ILPU

donde U = Ref(zw) = Ref. 7ntonces, aplicando aquf, el teorema de —

Rlesa, teremos que
Esto y los siguientes hechos (A-11) )
LP |
2(0 " ) ’FPU,LPSC'WLP . C#clp) |,
nos rermiten afirvar que

9) 1Bpflr C<lfl ¥ P<1 peJi,ui

N ORI - S f NPT
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Y _que Bptinonde a B, cuando p tiende a 1 en el espacio LP? con 1 < pm,

Adderds, coro cler™®c Lp, para toda p, entonces

« ~O D
h) &,:C —> 1" raran toda peeP .

403) 51 Operador‘ KP °

a) Kp es un operador lineal como resultado de su definicidn

L .
Ked =) Kptra) o) ao

"(“|"')= - ili J;J U*{"“ZPCOJ(J'-‘"))

b) St f es par (impar), entonces, Fpf es par (impar). (4-X).

c) St f es impar u £Z20 en [0,8] , eontonces, Kpf 20 en Io,nl . (4N

a) St 9€.L1, entonces Kp© €c® en P U # para pcly }rlgec° -
en § para = 1. En efecto, dado que Log es una Juncién c®, Ademds

usando la periodicldad de @, podermos reescribir Xp@ como

2
(51) begf--;z""f” )Q;J(” p‘-cho:u)Q(uH')e‘k

de donde, para = 1
.5 v
;-I R~ 2 | u (usM du
... L 6 ‘“—frl é’ua 23em | © (u

Pero, ser = 5(1 - H(H)" + .0) = (1 - R(u)) con 0<R(u) < H5)

por lqs propledades de las series alternas. Ya que [fu/<®, entonces

— - o-

u- 24 = 3",2“. Luego, .IM- Rlu) > ‘O y por lo tanto
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K6 = ’,z'a_f”ﬂ( f/vd ! + Fog (1- £eu))) O (s p)du

esta dlen definldo.

Por (51) podemos escridir

" T ‘ )
T p(ew.\-k,e(d'o---;';_fl ﬁg(w £-2pcoru) LO ) Olu+t)l J«.'

y concluir gque

e) SLO€E C°, Kp@ €2° para psi.

r) si e€c°'°‘, ‘;"%é €% nara pel.

b
Lo que sucede paera los espaclos L? es strilar, ya que SUDO===—
nlendo gque oecIr® » con p>1, entonces, por Ic desligualdad de H61-

der, tenemos

] - :
| Jn »[,a (144~ 2pcsn) lusi)da ] ¢ c( _f:l«lg,/«;l’)’(’le/,_, «C'lOl,»

ya que
Jn ) idlull . 54'(’!5“-)34’* = Z‘(L' t{,”) - 1«/9' +ehe
Y poniendo uv==Log u, entonces
J; (- gﬁu_)q& ._,Jo a & du =cle

Por lo0 tanto,

9) st O€L?, xp 1P para g1 y p >1.

dhora, lc convergencia de Ky a Ki cuando f»tiande a 1, en los .

dliferentes espacios, puede ser vista de la -igulenie “arere (A Xil).

Escribaros:




' J
Ke-k e -}L 2edp 4 Ag fo JE ©(w)du (Y2a)

Frtorces, por el hecko de gue PFQ tienda a © en Co, oat ey Y Lp, se

rda cierto que

R) ]_x_e_Q tiende a XJQ, cuando p tiende a 1, en 105 espaclos C'O, -

00 o<

“y zP.

4hore, las definiciones particulares de Kp Yy pp nos rermiten

decir algo sobre las derivadas de Kp y extender los espacios sobre

los que Kf es continuo. Zmpeceros, viendo gque para p<l,

Lkow=-3 _f: 3k fuy (146" ~2p cos -6V Loy I

% f&‘nlﬁ'-d") ’
- L O(r')dy = -
A -jn 14p*- 2pcay (-4') I 6’0

para toda OeL'z, es decir, gue Kf" o™ —> C"z"‘ | es continuo para
P<1. La convergencic de ©Bp cuando p tiende a 1 nos permiten de=-
cir que %.4{?9(0’) tiende a - %;8 en P 51 eec”™ conogﬁo:q
yen IP, st ©¢€IP con p>1. - .

Podemos extender este resultado para @ en.co;" . Sea Up = XFG
0,0¢

Entonces, Up tiende a U; cuando p tiende a 1, en .C (por lo -

0,

visto antes) y ademads, U; (n) tiende a algun v en C cuando p

tiende a 1. Ahorae, sea h # 0, entonces
Up(d+h)-Uple) _ 1 o R

Por un lado, cuando ¢ tiende a 1, Uf tiende a 01 y por el otro, -

-

U; tiende a v. Luego, despues de tomar el limite cuando S tiende

a 1, tenemos que



T

U, (F+h) -0, (0

: /"rwm hi)dd

Luego, por el teorema fundamental
0%
U = w(r) € C

Es declr, que Kl: c0r* > 6'1’“ es continuo. Por lo tanto,

i)-*ﬁf: %" — C'Z’“ es un opercdor continuo para toda pgl y O<ce<l

De hecho como /Gfgg “slc-/eé « entonces
, » »

b, kf' lo,x $C .y g

Ahora, veamos lo que pasa st O€LP. Sea ?écg’J-n', nl. Znton-

ces, ,
L j ] |
] o ™ - '
I 05501t =-] 0epdr =- "¢ krodr
como c® c 1? y Ke tiende a X, éuando p tiende a 1, entonces, toman
do el 1{mite cuando pP tierde a 1 obtenemos que

]:.lpé.edd‘= _j: p'ky6 Ji

lo cual es cierto para toda cpeGgD y ©/0€LP, Por 10 tanto,

(3,9)’ =-'6,9

como dertvada débtl y por 1o tanto, Kleﬂl’p ( ). Esto, jun—
to con el hecho de que 6p tiende a 6, en LP cuando P tiende a 1,

nos pernite concluir que — . e

i

‘¢
‘



k) Kp: P> Hl’p, es un operador continuo para toda ,<1 y p>1. =

ddends, por el teorema de Riesz

/1, cc ¥ per.

4.C) Propiedades de Regularidad.

Tn esta secclén nos proponemos demostrar Jque

a) 51 operador
Kk,

para todo k %0 y p<l, es acotado independientemente de p Yy satis-

Jace la propiedad de convergencla
BP{‘ -.z'f ,@Qudo f-.', ) “‘. s P>t .

b) El1 operador

b': “‘.’ . NK.O-I,P l P"

para;todo k%0 y psl, es acotado uniformemente y satlsface

b'-f-’b.-f ,wmdo P-’l, cn ”&H,r sy P>1

. Demostracibn. Sea _Gelf'z’p. Entonces

2p0=-(K0) = Lz S J: T T A




-y 8
6,6'—'- "Ji,f,, ’foa (Hf"— Jpco.suse'(a-w)du PO
es declr,

GCp0 =-Ep@  paa P!

o~

Por 1o tanto,

(2,0) = -(ke©) = TpB'  parm PE

vy ast

4

'E(Q,“D,' ¢ c"Q,“,'P A

(609)' - C,Q'-(z,a)' wande /> 1,
Adenas, |
(©p0) " = (&p’

dando el resultado expresado en a) para Ge.

(k-1) © i
= . = 'efe f

Para X P

O™ - (1,6)" = n Ty

dando el resultado erxpresado en b) para kKp .
k, k,x

(k-1)

De SJorma anrdloga '6‘,: cfrXe—s ¢ es unt formemente acotado

para todo psl. También,

Lf" '--Gg'r ,woon P >1, »CK’P 'o&ﬁcuu .




Ck’ a._’. C,k+1,cx

Mlentras que, por su lado Ko ¢ es unlforme-

mente acotado en P 17} Kff ttende a le’en Ck+155.

i

4.D) PrOpiéda&es Espectrales.
4.D.1) 51 Operador K.

Sobre ¢°, IP o ¢°** , el operador X, satisface
K: = H"?TGLP
:‘:fﬁg_,,c:uﬂ C$.(:"F'C: c:-u«
: C° = "t C.C,""y‘ c Cou-t-c e C®

La tnclusién Hl’g C;Co'l'lln se deduce a partir de que
r‘ ' r‘ VY v‘ vr.

- ' . ’ r
16(a,) ew)l‘fr‘ || war's(!,. le'l Jr) (j&'m)

< lo'l It-0,1V

Por 10 tanto,

o lew-e) ) ¢ fren )" 10! o - | ?‘,-J'.l"t el

entonces, KJ es un operador compacto en esos espaclos. Por lo tan-

to, él_espectro es discreto y consta solo de valores pronios y un
postdle punto de acumulacidn en cero ( )e

o — - LSt K.0 = PO, QGCO, c%* o L?, entonczs, por la regularidad

derostrada en la secctdn anterior, eec"’. St @ es vector propio de

Ki en alguno de estos espaclos, lo serd para cualquier otro, de don
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de el esnectro 1y los valores pronlos son Indewrendientes del espacd

0
y es suficionte con considerar el espacio I=.

» D re) ;
NOT4., Gpu Xp como onerndores de L en LY y 17 en H‘l’p, resnectl- ;

vamenta, no son connactos. De hecho, en la prusba del primer teore

ma, liegamos a la relacidn (50)
fy= $e)4ig, = for+igpsitddy= B0 +i U

con f(0)=U(0)=P U. Entonces,

/
2pU+ilopu = Bol- Bp BgU + 18pU

e

Por 10 tanto,

}PU - ?QU-ZpG,U
y cuando p tiende a 1,

U= PoU-GAU ;

Tomando, U tal que

___f“ NN =0 = PoU

entonces, E;‘t = =Jd sobre ese subespacio, es decir, &y no puede =-
ser compacto, porque st lo fuera, tambien 6,‘-—- -Id 10 serfa, cosa

que no sucede.

' 2
De akora en adelante, trabajareros solo en L™, Intonces, st

: G
Keb (1) = -ﬁf“ %J G+ p?— 2pcoste- ¢ O ) Iy

encontramos que




T Vo
_f LOmpn)d¥ =- 5= _J; L &a(up’-ipcmu.r))w')w-)dd’.w'

de donde, por el teorema de Fubinl y el hecho de que cos(f-¢')= -—-

cos (&), tenemos
(k(O, p)= (0, ks )

es .decir, que Xp es autoadjunto en L2, para toda P€1. Ademas el =

~

espectro de Kp es real y las funciones propias son ortogonales for

mando una base de Z. ( ),

ind

Consideremos jAd [-%,7] con la base e con ne. St @ es

una functén propia de K.Z’ entonces K19=p@ s CORN 6€C'm. Luego, -
K satisface

A(ke0) = 0 BA
K.© = O p=0

0 ko0 i le
—(5%.‘9'2%-111 POJ’ !

Pero,
. L 9 ] |
K.0=0 ,"{’ kbdt = L ["tiour= - L [ vo s
Por lo tanto, st p-f 0, entonces

j: 0d¥r=0

«%’(Ze@)-véﬁ'/{;hé m fe




R e AT AT

w

-~

de donde, Klé es solucién del problema

g‘;-— %:0 J»“F*' 9 AU"O M PCI

Pero, sl tomamos

7 A
DU n ") ei' ind _ nQi'md' R U
= " = = .
@e = P - F"
Por lo tanto, e* tn son funciones propias de X,, st n > O, con --

pdlor oropio 1/n.

Finalmente, Ki(l) = 0, Yya que

()sem)"= -Gpu) =0

de donde, Kp (1)=cte=c(p). Pero, Xp(l) es continua en o ¥ K, (1)=a
Por lo tanto, K (1)=0 para toda p%<1.

Entonces, cada elemento de la base de Lg es vector propto de
Ki. ;i hublera mas vectores propios, tendriamos gue estos ultimos
sertén ortogonales (porque kK, es autoadjunto) a todos los elemen=—-
tos &e la base; entonces, debeman ser cero.

De esta manera, hemos probado que los valores progtos de K -

@ .
son el 0 p /1/n3, ., con vectores propios I, cos(n¥) y sen(nd¥).

Tambien, por ultimo, K, es positivo definido, ya que
¥e - CY " oo ...
(k0,%) = ( k, M*Eﬁw"“g‘ﬁ““‘”ﬁ%‘ )

-z etf 0 V@

0w




4.D.2) BE1 Operador %,

Sabemos que &,(ch)=¢p, entonces tomando el subespacio de LP Y

¢ % tal que j;eqwzo (L'ZC:LPCC’O”< ), erntonces

0=2 ) 6drs (6-f[Tedr)=c+v

i
de donde & (6)=&(v) . Ahora, de la relacién 6=fj “840—- cl0
Lq

encontramos

G AvU=-U

Por lo tanto, sea pe , entpnces,(é,-,u)(;,;.p)=6,’-//’-.’(u-//1)1
tmplica, si P $ 7 ,56,¢t L es uno-a-uno-sobre.
como z”:p"e.i"e es analitica, con parte real p"cosne y parte

imaginaria p"sann® , tenemos que

F,(wsng)= P cosne
Gy (cotne) = p" Smnb
de donde, |
&, (cos nB) = su n© 21
G, (pmnb) = —cosne
ya que 6,”=-LJ . Por lo tanto, |

*ino . . '
G )=Z.(c01ne)to6,(s¢ne)-. $MNhO Fic0fn6 = ¢! Z'tme .

de donde, el espectro de G, esta formado por zii'} y o .
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5) 51 Operador no Lineal A(O) = e"?;l (e)sen(ej.

Recorderos que tenemos que encontrar unag funcidn g tal que
T . .
- | éwmdr =0 y 6= AAk 8
-8
o equivalentemente, una funcidn 6 tal que
A - A A ~
O = 9\16.(213"’"9)&“6) = qt—lAa

y en ambos casos necesitamos la condicidén para la solucidn:

B - X X (-}
() J“ z Sem O dr-.: (@)
A 14
con 9--]{1@ o 6= . Tereros, "entonces que ver 1o que significa
=35 1(0)
el operador no lineal C%' Sqn© on los dicstintos espacios en los

cuales hemos trabajado, recordcndo gue el problerma flsico pide
£0+0,6,:2A) v B(0)=0 con O continua en [-7,a] .

4 continuacidn, haremos un esquena de los dos problemas que -
atacaremos en esta seccién:

al) Sea
5-./)\.(’3""3@@&5#\“.(5)

" Bntonces, definido en los espacios siguiemntes, el operador AKJ

.

satisface

AK‘: NC.P__._ H
- - : '-,C""‘-—-*C

. Co —— H'l? .v f>‘

] g jep oo / kzo

EH, < ocxc) - -
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stendo AKJ Lipchitz, porque como veremos es analftico real. Ademas

IAb(é)" baluw.p C/GI

&P
s, o g"~
N'o' c*
con soluciones que son.C .
b) Sea )
3; 0 A a
O =2 " s =2HAH)
,
Entonces, definido en los espactios /
kA : Nhr — va,r cpece ) &/
. C&O“ » CMN“ ‘_’. / ¢y
) (b;E""’)f-H"P ?.tz‘ y O, T0- ))CCP,

es anaelf{tico real, donde en en ¥ltimo caso se tiemen constantes de

Lipchita gque tienden a infinito st € tiende a cz2res, Aderas,

’hA(é)-haluzu,p < C(e) Ié’ LY 4
C K c'ﬂ
N"F Blo, 0-e))cC®

con soluciones gque son c®, (lotese que rara C'°, es necesarto que
187,<%/6).

4hora, nos disponemos a demostrar que los prsbleras (a) y (b)
son equivalentes, es decir, que si 5 es solucién de (a), entonces,

A
éécmy X15=9 es solucién de (b), es decir

B8 = MG C s k¥ ~IKE P =ALAY .

A .
Y al revés, si O es solucibn de (b) con /@/04"/-.60 éec"”“, enton

A
ces O€c® ghore, sea

5- Afsa'é\ma




6d = A § 3ePsudl=6

y por lo tanto,

§=2c>"E0su 8

de donde, los problcmas (a) y (b) son equivalentes.

4 conttnuactidédn, nos disponemos a tradbajar los dos problemas,

(a) y (b), por separado, demostrando lo que esta dicko en cada uno
de los enunciados, es decir, vamos a estudiar les prorledades de =
los operadores AK; y Kj;4. Para curplir con este propdsito, demos=—-
traremos primero, algunos resultados que seran utilizados mas ade-

lante.
R.1) Si O es impar, entonces, de la seccibn anterior, Bs(@) es pan

Addemas, sen(P) es impar. For lo tanto, A(O)Q) es impar en § , de -

donde

‘_[: A(0) ) 4§ =0

B.2) | €% sun @) - €% 3] ¢ IS o 0+ 12, Tal) &

', =35, - 3 . Bevon |
Ro3 . - !
VN E™ 01@1 - €782 2000, ] ¢ K 8 1%21) 10 0 1418,-31)

Demostraciédn. Como

S s~ C T B = € (000 - 1@) + (€775 ) 2O

Entonces

| &% s - € *P O, | € 2 | oy sy |+ | € - g0




Ahora,

| s3] = | [ coss A [ 4 100,

lé“" -36./ /Jv"z(_ -3;)41/ Bmz- l&,L]

De lo cual, se sigue R.2. La demostracién de R.3 es similar.

R4) |6- om@] & 19173

:c:’omo sen r =2 - ::3/33 + z5/5.‘-..., e_n'tom:es
3
0-3wb]=<| 6}3, - 95/5, 4/ ¢ 'g,/z.l

R.5) Si feLmy géLp, entonces, Jg <rIP.

J ,fa,rJB' (MMLH'IJ lglde' (M“%’m,)j Iglw’

ya que /T(zo)] es néximo, st y solo st [f(z, )/? es mdzximo con plld-

Por 10 tanto,

|f¢) , ¢ Mfﬂ( ¥ y’,; :
{:a L? J’“ 'a’?Jr ,'”Ua'u’
R.6) St f y g estan en %™ entonces fg< ke v /fg/o’“ < 3/,7'/0.“/9/0.*,}

{ (l‘.)a(m - ¥(m3<m- (R&.\-#(a',,)) 3w}\ + + ) ( gen,) -&(m)
,‘ta(h"’ Lawt\ ‘ S l U‘,'d‘dn('ﬂq. '8'5\4’ "p ;lalo‘ux

de donde

163003~ fy (3]
18, -8
¢ Iyle + 1815l + 1 Pllglee

$3'“.,.¢,3,°‘« , |

Na 'om = IP&’. + e




R.7) Teorema de Zygmund. St [6/_ €1, entonces (4-kd)

J‘ 74 Jdb & m Pau O] «Wy

""25.4) E1 Operador AX,.

~
a) 4x,(0)erl’? 51 6P,
St geLP, entonces Kléeill’p Y E,(Klé'Q&HI’p. Por 1o tanto,

por ser e* y sen x funciones analfticas y gls P co,.z-l/p conpac ta-
mente ( )s AKl(é) es al menos contlnua.

Ah ora,

S Ak(8) =1 6 AK(E) - T E2%50 ook, @)

Yy como antes, éd(Xlé)eﬁl’pcco’-z"J/Pch, sen(}.’lﬁ), cos(Klé'),

pertenecen a C’°‘1'1/p < r® y por el resultado R.S5, tenemos

o AL e lm .

de donde, la itmagen de Axi estd en Hl’p.

d) AKX, es continuo como operador no lineal de LP en ”J,p.
Ayudados por el resultado R.2 Yy el teorema de Rlesz, llegamos

a que E‘(A-XM
! . Ca AR AN
| A,(“aé;)' 4'4(9;)/,;- s ke ™ (forlur. 164l )( Ia"él-,l.”)

es decir, A es Lipchlitaz de P en L%

- ‘bé' lgual forma, usando ademas el 2.5 llegamos-a-que (A-xv)
d 2y (B ~ c &
'IF A&(e’)-jld'—&r'@;)[ﬂ ¢ k16,-8;lc o (10,17, 16, )

es decir, AK, es Lipchitz de LP on yloP,




~p
Addemas, la constante es unlforme si l‘ﬁ,',_r‘l@zll_p 5](’1. Con esto
JKJ manda conjuntos acotados en conjunrntos acotafos. Y como h"l'pCLp

compactamente, entonces, AK1 es Lipchlitz y compacto como operador

no lineal en IP ( ).

c) 4K, _: HoP o g5t D o Lipchitz.

Como en (a), st 52!11”’, entonces

o AG(E) =32 () E0 0006 - i (8) €8 o1 (i d)

2
como Klé'eﬂg’p podemos calcular %-F,AKJ

o Ay(8) 36N> Csen

dr*
~ ~ -3
Como 5'€Lp, KJO'GH'Z’p. G,G'eLp,c g g::g} y sus derivadas estan en

2
”.l.p 7} Lp. respectivamente, entonces, en %;AKI@) tendr;mos térmia-
' 1

nos de la forma fg con jeLp Vv gehH »D, ror 1o tanto, 57‘ AKl(é) esS~

=36

ta en LP, Como e sen@ es Lipchita y los otros términos son 1i.

neales tendremos gue

Ak (8): NP — N¥T

es Lipchitz. Claramente, st Qéilz'p, podemos de nuevo probar que -

AKI(é'jesta en H‘?'p vy define un operador Lipchitz. EZn genercl,
b

Ak : NBT —= WP ji;bck’:‘a :

(a4
. Ung consectencia inmediata de (c) es que st @ es tal que

O- ’)\557;"“581»7 k0

entonces

~, -“&a [ XA '
k-2 E™ B ot - 30,48 (& ) +1,8" (gedy oy

L e T TS T Y
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St éCLP. AKl(é)GHJ" Yy entonces 5€-Hl ' P Pero, entonces, AXléCJ{‘"p
v asl sucesivarmente. Por lo tento, si OE€LP es solucidn de (X),

entonces, GQ o,

'd)'ﬁl“‘como operador no lineal de C°%*% —m eatdnl es Lipchitz y com=-

paeto en oaddal con 0 £ x<l1,

Denostractdén. Si éec%“ ». entonces, xlé' €C"z’~ yéjx’léeu"’l’x .

Nuevanente, por el R.2 (A-Wi)

| AL () o« €C g ©10k: [81., .

Por lo tanto, st Qe c®** ..M'ﬁ)é ¢ % . Anora,
j'-,: AL(8)(e,) - :“‘- AL )0 = §(T 280 ) -B28(5)) Banas ke B2 -(c.imx-z.ca‘\)mmzl‘

2 @O ¢ 22 E(0) (00 o iy - VB gk B0d) - T (o i) SR

- = - 0§ ;.S(r\c“"““")
y como antes,

| SAS @ -SeAk o] $CUoa) o, . 18,041

Por lo tanto, st Qe€c®® , ar,fecl® .

Con este resultado se puede demostrar que st escribiros

~ ' - 36, - a - -
ARB-ACD, =[] €% 8 MR- L8N {0 b 8 1Y) -B s Bt

+4(8,- v8O) b, § (k61-kiB)L

entonces, usando el R, 6

S
- lAk‘e‘ A&&J & B e ‘\(C\é;} t(hOC 0«;\\ i lkp°| k‘ét,o‘“+ ,'G,ha.—l,ka{l;.. } -

S K(c\.éﬁ'\ lél ’gt\o.u

-




” Del mismo modo, sl ahora derivamos (+) con respecto a Y dentro de

la Integral, se obtlene

dkhao JAb@m
p - _d._‘.‘_' ¢ Kv(’é),ét) léi'allo‘u .

" Esto prueba gue AXJ es Lipchitz de %™ en C’J’“ .

e) Si QCCO, entonces, AI(_Z es Lipchita de c° en H‘l’r nara toda r€lio

como c°c ™ para toda r , entonces por (a) se sigue (e).

f) Como unctén de.@ A1k es ¢! entre los esracios: LP = ”l,p, -
000%™ 5. o & ~0 _;,p-zo"
4 >4 ‘ ‘ ‘s - ®

Denostracidn. Zscribamos, para O vy h € P

AK (B4 - At (0) = € 458 (=32, kh gunki + Kihessio}f +

+ €32%0 |y ki@ (236kh o5 b1y — 14 3T,kib) +
+ 036 0 (vwm kih €Y —iyn) §

-3%,L6 _
El1 prirer término: < {C°S(k«9)ko’3&«(k«9)5adhes lineal en h y con-

tinuo entre esos espacios, por las propltaedades de KI y del opera--

35,40 i Jwm i@

dor no lineal & oy ko / + Bl segundo término y su derivada son

2
acotados por /MLr (4-Xvi) y ror lo tanto, existe eEectiuamente la -

derivada de Frechet de AK,0) que esta dada por el primer térrino
g/

DAL= € ~'“C Lt e) b - Frm(ko)z b d

0,X . .
Para ©O€C’ se sigue el mismo procedi—iento. %n el caso de C’o.

tener:os

|AkB-Kibl e €181,y CClBlc, | aercm.

R .
U~ sy e
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es declr, el residuo y su derivada estan acotzdos, de donde tene=—-
/
mos la misma derivada de Frechet.
Fvildentemente, la derivada de Frechet es diferenciable con -—-

respecto a @ y ast sucesivamente. Entonces, zzlg es ¢® en asos -

espac'tos: De hechno, AXI_Q es analltico real, ez decir, tiene unag -

serle de Taylor convergente, ya que la seri/e rara é.“'k‘emho es unt
Jormemente convergente ylkbl|Gke) son aco/t",ados para todo ', ya --
que pertenecen a ple?P < C.o,l-l/p. (A'Xvw,«’/

Por dl1tino, tambien es cierto que-

g) Si =0, entonces, D.4K1(O)=]{1.

Tsto es directo, ya que la derlvada de Frechet es

DALE =& O § 05O by - 33 lt0) 5,1 ]

y en =0 da K,. 4demas, el residuo dado por mhhé“"“"-hl—, 08 ==
cuadrdtico en kR, como antes.
7sto concluye el estudio del operador AKI. dhora, vayamos a -

ver lo que sucede con el operador KiA.

5.B) K1 Operador K,4.

Notese que si O € LP, sené € LDy z,"e'eLf’. de donde & ° *'%san@
puede no estar bien definldo. Por ejemplo, supongaros quejje(ndx‘so.
Ahora, Gi@=-@ , antonces G? es uno-ag-uno sobre, en el esracio or
togonal a las constantes bajo la norma de L!‘"‘D. Pero, entornces @, es

2 .
Uno=a-uno sobre y podenos tonar @ € L” con




8
e~ ds  ocnet 3/ endr=o.

] 32,0 ™
Entonces, Pz, 0rara algin € y & =& , 1¥icYy, tiene

unag singularided esencial en "= 0., De esta manera, no podemos to-

magr eel,p.,,zjara el caso de trabajar con el operador XJA.

PRIF'T? c150. @€c®*® |, yi*P,

-3%
St 6 €™ , entonces, senb € ke , 8160 € gOr ,¢3 ‘oeco"‘

46 € ¢%% y por lo tanto, X1.40 GC‘I'“ » €8 decir,

’KCAOFKI AQ:I“‘ ¢ C“AQ,-AQ;I,N ¢ C@““) '9'-0‘/04“

como en la seccidn anterior, inciso (d). (Ver Akvi).

k,Ate) : ™ — C"™

De esta manera

o)
es Lipchitz y compacto como o:erador de 7 2® o 000>

. De hecho,

B,A : NOP —n NKM.? as fpolula /Pw K?f, p>1
B.A: C!oﬁl——» CHHI® g é’ﬁ“/" ftma Kk30,0cxeq

entonces, al tgual que antes, las soluclones en ﬁ,J,p o ¢92% son 0%

Del mismo modo que en la seccién anterior

L A®)-KiAB) = Ky § E3%° (core -3 5urd B0 T #
'k €% (ent (63 cosh - 14 36ih) + cor (punh 3N "))} -

es decir, si €, h € %% , entonces la parte lineal (en h) estd - ’

en'C'fl?__"_‘_ y la rarte no lineal es cuadrdtica en h y tardblenesta en

.co’“__‘ f"'l.“

el « FOor lo tanto, K,4 es o v de hecho es analftico.
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Ademas, K,4: Ilk'p—-h'k"'l’p es analftico con k>1, porque el residuo

satlsface como antes

IK.AG- K,GI"“ S CIGI:.‘

IK,AG-K.OIH‘,,‘,‘Clél‘:k'F X

.

SEGUNDO CAS0. ©eC®. .
St 4(0)59'3_?‘.,(0)-3972(9’). con ©0€C® (sen(@) € c°), entonces

3

y (- B
" 3 b/8 |
. >
¢ 7 si 2plel, <7
cor(sp )

por el teorema de Zygmund (R.7). Por lo tanto, dado ®€c°, 4(0)erL’
con 2<p < e, implica /8/ <M . O dado p>1, A(8) € LP si /O/ <%.
BEn ambos casos, KJA(G)EII'Z'p C Co,.l—l/p'y toda solucidn es €% ya

que despues no importa la norma.

Por otro lado,
a)

3 %64, 1%,6 P
1A®,)-Al0))T < & mas (G080 €16,-04] +1 %1 (0,-6,))
< K, 60!‘1(’5/91,, lgpaz,)Q’la'.ezlf+/z’(6._0‘)/P}
Para poder continuar, veamos los siguientes resultados.

1) Srmelealioed) o pq o 3p9/6/ 5o 309/§/ o€ - -
tt) fo,- /Pty lo,-G 1), = Clo-€lq -

R e et T ol s Xy

B R s e e e LRI L PR

- ST b . v



tit) /G,(6,- Q;)/pEL para toda r>1 con
//C (0,-6,)/ / F = (j; /%6, - 0,)/’43") =[%,(0- 9:)/er
=

€Clo,-0.7 ¢ Clo,-6,1]

= — -

tv) Tomando r igual al conjugado de q, si /6,/,, /64/, ég(l-e), -

entonces, necesltamos que g=1 +z Yy pomenos p tal que
Splt+)) (E(1-€ )) < T,
de donde

plry)(1-€) < f

Ahora, podermos tomar p=(1-€“z)""z v )= €/2, resultando

| 1+ €/
P(N?’(I-é) = 14e <9

Con esto podemos conclulr que
| ACO,) - A(éz)/Lp € C) /91"9; /‘

donde C(€E) tiende a @ st € tiende a O, por el término cosA . Tam

bien es cierto que

I AB)-A0)] 1p & C10,-8:] p & Cle)]6,-€, ],

/4
Luego, KJA:C'O —plrP o5 Lipchitz st [/ O/,¢ E—(I-C) y €>0.

Nuevamente, al calcular la deritvada de Frechet, obtenemos

o L - o
T KA -KiA©) = £ (E™% (w010 - 35 p B TH) *

bk (€754 5 ( 8% c0sh- 14 38,h) 4 0030 (pun&®h_1) ]




st ecc® y /6/05 7/"(1-6), entonces

(cose)he C°c ¥ « G, he L

-~  Por lo tanto,

DAY, = %€ (coso - 35m 6 G )b e’

cono antes. Y usando el R.2, como antes Di(p) es Lipchitz en B de

c® en IP si 18/ ¢ La-c).

Tratemos de ver que esta afirmnactién puede ser extendida al =~

espaclo HJ’ « Veamos gque el restduo, se acota por

P
| & % sane (>8P cosh - 14 36,h)/Lr <& /"‘I'/ ol( '3""64!""‘36"')/4"3
con ',"7*#" :
Ya viros que

| o
1@ > cosh- 1+38,n] < & leihl*
entonces,

' k-4
/t'z""aé:«w(¢r:3""a¢wh—u‘z»s,h)/Pg csCce By e 'h//S,h/ 7’

Ahora, usando H8lder, tenemos

| 'l h I e
T 1P an | ST fren g 6| SN Giblapgrs
ol |

de donde,

ST TIP Y
[y ¢ z3ﬁvrlblhl/L' IG,A/L,”,NQC/M
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ya que &,:c°cr?PI'T’ o [ZPI'T" 4 Como /n/, es arbitrarianente —-
pequeria, podemos tomar p Yy q como agntes y r>1 ardltrartio, tomando
/h/, tal que 3pg’r/h/, < iz,

E1 otro término del residuo, Q’u’a(mhég"'-h)«xe es asl

- 3 3/L,h! 138
7 [ sumh €3 g [ s (snh-4)2"" -3 j.'¢3“"'5,443/51h/ S e amigu €

Yy se hace lo mismo de antes. Por lo tanto,}‘ilA:19/19/o<‘7¢0'€)70°—->f11’p
es 6‘1. De hecho, es analftico (AXxi¥), ya que las derivadas sucesivas

tienen términos cos(p) o sen(p) acotados, 5,6 :¢°—=>L" y &b,

estimagn como agntes.

h!



CAPITULO III

ESTUDIO DE LA BIFURCACION

1) Introduccidn
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i 2) La no Blfurcacidn

3) Bifurcactén Local
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l) Introduccidén

En este capltulo, estimaremos el aspecto local de las solucto
nes. Fara ello, comenzaremos estudiando las simetrias itnvolucradas
.’en los operadores y sus respectivas interpretaciones Jlslcas.
Después, haciendo uso de la descomposicidén espectral de Kys -
proyectaremos la solucidn @ en dos espaclos, dividiendo el proble-
ma de erncontrar una solucidén al problema (a) en dos problemas, uno
por cada espacio proyectado. 4quf, pueden ser planteadas las asi -
1lamadas ecuaciones de bijfurcacidn, cuya solucibn se simplifica re
curriendo a la sirmetrfa y se encuentra usando el Teorema de la Jun

ctén tnplicita.

Snpeceros por la simetria. Sea ¢(d')algunc funcidn. Entonces,
. .’ : N
Fpe") =FBppir) +iBppti

tiene representacidn dnica st In@(0)=0 y es analftica con

F(ei")= pr) + i &ptn)

F (") =F(z") = Fpre*™)

b

Si @efinimos
G(z) = F(z")=Fpne™")

. -

entonces, G(z) es analftica, ya que z" y F lo son. Adenas, parap=1

ReG(etr)=ReF(etnrﬁ= f(nd), de donde
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G(2) = Glpd") =Pp () + 1 &p @y (4)

donde Ya@=¢iw)e Tncontes, comparando con la representactén de F(z")

Bon @ino) = By Pa (1)
Gp" flur) = Bp g, (1)

y por lo tanto,

&, $lur)= G, Qu(d)

Ahora, K'q? tiene la propiedad de que

S kplp = - Tp P (1)
es decir,

ap Kpla(t) =- B,. Pl =-‘c>,,. Plnr)
| dnr Lon @ (nd) = r Kpr @ (nd)

de donde

tp(Pn“') = ',',‘ K _n ‘A‘(l") + C(p)

con c(p) una funcibdn diferenciable en p como ZPJZP" que satisface

c(O)-O porque K, ({p =0. Ahora, en P—l,
'b% Ke@ulr) = Pu U')— ! Pul)d

‘ ’DP kfh?.'(")"”F. i .KPN?Q(",—”P.‘.{V (&‘)—-'—f %J“f

Entonces, derivando la expresidr de arriba y evaluando en p= 1, te

nemos que.

(P (0 - ,r']“ galr)dpr = 24 cp,tr)-zJ;L aundr§ + c'tp)
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es decir, c’(f)=0, de donde c=cte=c(0)=0. Luego,
ko futr) = 4 kpn @ (1)

En particular, para pP=1

nk,@,(r)= Ki¢flnp)
/

Ahora, apliqueros estos resultados a 16s problemas (a) y (b).
/

Tenemos que st 6(£) es solucibn de (b) /,/

6cry = 2] k(3% ) fn)

es decir, é () =] K,‘(OF(&')"'.f ‘Entonces,

Etntt) = AR @(nr) = nA L Q@) = én (1)

| =3%,6(M
Pero, (pﬂ')=¢ ! suétr),- entonces,

Pa (8) = P(u1) = E30U o S tey =T O Gy 4B, (1)

por lo tanto, 6,,0‘)=m\k4Aé“, ()

La interpretacidn flsica es clara recordardo que é correspon

de alldngulo de la ola; entonces 5(»10') re;:orre n pertodos cuando &
recorre el intervalo lo,a%] y corresponde."a nh (13'32&%/' es ll-=
neal en ). Luego, st Or) es solucién al éroblema de unag ola con -
un periodo, é‘,‘U‘)=é‘CM‘) es solucidédn al préblema de una ola con n -

pertodos. Inversamente, para el rproblema (a), si

B =0 2ob0WM 8y



entonces

-3%, k@ (ni)

O (1) = 8lur) =2C S ki 6 (n)
-n3%,K 6n .
=A< ") i n b8 1)
B de .,dond_e
N ”9 @) = An < 3% ki (n B )P s (G0 )E)

~ .
es decir, nO, es solucidn. Recorderos gque

6= 3‘; O(pe™) |

P-'l
de donde, i
o.(0) = -9‘; (" Cmr)/
_G_E-, é( c"")/ G"é‘(")

@ple P=

Entonces, st 5 corres»onde a una soluctén bifurcada cerca de 9\.--1

A
O, da una solucidn bifurcada cerca de A=n. El1 inverso no es ng

cesartarente clerto.

Aderas de esta sivetria, nos encontramos con otra. St

o) = L3%E () anit o)

erntonces, Q‘p(r)—'é(rw?) tarbien es solucidén. De hecho,

Q(rup) =lc zbobGCrf:p)Mug(r+¢)




con

Kotrvg) =- % fh Togld st L) 0 (01 +1) die = k10, )

v

—

- [ ]
GO =L :“f ot & Jotrrgiu)-0(rr ] du =%, 6, (1)

por lo tanto,

9‘00‘) =g 2kl o, k6, (5)

| -3%,0 .
Lo mismo sucede para el problema (b). St 6¢Y)=Ak(< @ Fue0)0r)

entonces,

-35,6“"?)

- 3%
(M=2x(C

;e 0Gp) =46 (7" puc 0, ) )

Esto,corresponde al hecko Ji{sico de gue podemos tomar el ori-

gen en cuaglquier punto de la olg.

 2) La no Bifurcacién.

4quil demostraremos que en 8 =0 no extsten soluciones bifurca-

das. Sscribamos los dos problemas (a) y (b) como
. (I-2K)6 = A(B®) - ko)

Sea (0, A ) un punto del plano (glﬁl J. Entonces, decimos que (0,2 )

es uﬁApun§o de bljurcacidén si en cada vecindad de el, ezisten solu

clones con 6 # 0.

St y& no pertenece al espectro de K, (donde el espectro es -

LA ¥ e > v Pt ST e
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independiente del espaclo), entonces, I—,lKl es lnvertidle Yy

6=A(I-AU)" (BO-k6)
Como consecuencla,

. /6/ & ﬂ /(I- 2&)4/ /66 - k{é ,¢3P°“'° lado i3quierde
SIA(T-Ak)" ] 186-k0l,< < l2- qe)" |10}

' apacio lade direche £
Entonces, si [0/#0 ,1¢cQ)lef, con A#0 » ya que (k=0 corresponde -

a O=0, es decir, que si 'l" no pertenece al espectro de Kl’ 'er_z_
tonces, no podemos tomar soluciones de nornma grbitrariarente peque
Aa y por lo tanto, (0,2) no es un punto de acurmulaciébn, 10 qUE ===

quiere decir, que la soluciébn £ =0, es aislada.

3) Bifurcacién Local.

ADVIRTENCIA. La numeracién de las ecuaciones en esta seccién

——

es independiente de aquella que aparecio antes.
La descomposicién espectral del operador Kl’ nos hace prefe-—-
rir el problema (a), ya que si 9€L2(S). donde S= [-%,1] y escri

bimos

9=Q.+Z j_‘%.wnr-r By ooy ud

entonces, KJG; y (0 tendrdn representaciones semejantes y por =—---

st AP UBIN e S0y et T

h T




1o tanto, A(B) tendrd un aspecto simple que nos permitird escribir
las ecuaclones de bifurcactdén de manera manejables.

Sea 9€L2(S), tal que resuélva el problema (a), es decir,

Y 0= 3%k t0

dhora, si 6 €12(5), entonces
(2) 0=0, + Z % swnbs Zegul

Sea P = Proyeccién sodbre el espacio generado por (sen no&. cbsnoo")
e I-P, la proyeb‘"ctdz;z ortogonal. Entonces, la ecuacidén para B se -

puede descomponer como dos ecuaciones de la forma:

PO =AP(>9%0 gui o)

(I-P)6 = A(1-P) (£ 2% %€ g 1,6)
Defiramos

u = PO 3%8‘4‘”00‘ + %.'emmd'

O PO =7 %Lvunes BLoegor

nfne &
entonces, I(lv y ﬁ]i’lv son ortogorales a sen n )' y cosn ‘4 » por-

(3)

(4)

que, : por la descomposicién espectral

3?:.:6;' - 'Lé ﬁ:";‘ y © éo—md‘ é-t:::r}

£ueg_o, la ecuacién para v se escribe asi:

o) =A0-P) < TR Ut i) - i) § 4 AG-PY b Lury)

b
t5) K

Por la descomposicién espectral de K; hecha antes, tenemos




(7) (I-P) k=0 gy (I-P) v =LY
por lo tanto

e (1-ak) &= AR ] € ko) - b i) )

“n_

bre ese espactlo I;.ZKi es invertible para A cercano a n (incluyend

\
Bsta es una ecuacidén en el espacio (I;P)Lg(S) para v con u dadae. SO
A=n). St nosotros podemos resolver (8) y podemos expresar vV COmMO 1

|

funcibn de u y 4, t.e., v(u,A), entonces, sustituyendo en (3) obte

nemos una ecuacién para u de la forma

conoctda como la ecuacidén de difurcacibdn. Zsto se ruede lograr, es

eribtendo (8) como

(200 FAwT)= (T-AKk) —2a-2) {3 H Y e bturn) -ty §=0

A partir de las propledades de analiticidad del operador AK}
encontradas en el éapitulo anterior, se deduce que F 6501; ad@=—-
mas, F(A,0,0)=0. Ahora, para poder hacer uso del teorema de la —=-

Juncién implicita, calculemos Fv(ﬂ,u,v)
=3% b (usv)
(12) Ty (A, 0N0) = (1- A Jor) - A (G-P) €45 s tgauos b 3 s tutsror v ]|

de donde

(12) Fy(2,00)(w) = (I- Ats) (w)
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(2]
y por lo tanto, es itnvertidble para cada A cerca de n con WeE(I-P)L=(S).

Entonces, por el teorema de la funcién implfcita ( ) exlste um

veeindad de (u=0,n) y una Unica solucidén v(u,)) definida para (u,1)

en esa vecindad. Ademas, v(u,1) es aralltica real.

Ahord, hagamos uso de las simetrfas para reducirnos a una sok

dimencién. Descompongase (I-P)Le(S) en dos stf,b;es;pacios:

Ui = Z, Xay $ 0y
(13)

’U; = z'p-u eat /’

de lo cual,
(1¢) CeB 41U, = Pyoor P,vu

Entonces,

(I1-AL)V, =AP, (1-p)[FUMRURD) k)

(I1-2Ak)Ve=4P,(2-P)[- -]

Sabemos que tenemos una uénica soluctén v(u,]). Supongamos que

(15)

/82-0. en la definicién de u. Luego, tomando v ‘,636'5(“'3'”');“;;(“,3‘@
es una funcitén tmpar y entonces la ecuacién pars v, se resuelve so

la

“
)

(16) P, (1-P) (! guwec)) =0

Bntonczas, si /3:0, v=P,v es impar, es decir,

(17) (4, ) (-8) ==V (2, u)) y U(ﬂ,u?m')-'!f(a.u)wf—q)




por la unicidad de la soluctén y el razonamiento seguldo antes.

Adhora, todo elemento de PLB(S) es de la forma
- & - S Ne( 8 +Q)
(1‘3) : U.,IP () = i fm Nl ¢ Pj;.; eos ned' = A ———J—‘;‘,"’""@

- eon

% =cosH -
) e 9

Por lo de anies, (¢) = A u, » con u(d) = L sen n,¥ . Con esto

Cap i
st 1a ecuacidn de bifurcacidén (9) tiene la solucibén Pl = Uug ($)
dando 6 = u,"'(ﬁ‘) + vlu,, ), entonces, tambien tendrd la solucidn
Ady ¢ w(Aug)=(Ret w(AL) ) (¥ + ) ,es decir, la soZucién correspon—---
diente a /e.-.-o,- e itnversamente sucede lo mismo. Por 10 tanto, es su
fictente con considerar la ecuacién de bifurcaciébn con P-—-O. Fn —==-
ese caso, v es impar en §' .

Una vez reducidos a una dimensibn, lagfuncionas tmpares; @ Rieme
contremos v como funcién de u explicitamente para [u/ pequeiia.

Supongamos A fijo. :;:"ntonces, ahora tenemos F(u,v(u))=0. Si ==

h €PL2(S), entonces

(20) F. oh+ Fylu,var)) Vuh =0
de donde
21)  Fuh=-20-2) [T coptuie - Bumb T kb -6h ]

y por lo tanto, F, (0,0)=0, y como consecuencla v,(0)=0. Por otro -

lado, . . | ' o
Fuw Gk he) 4 Fuu (4,060) Che, o ha )+ Ly (wria)lu by he) +
(22) | o
+ F/U'ﬂ' al, ‘U.m))(’u'u hOI(v:“ ht) + 'E.u (“'v«") ar““(holbt) (-2
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y en 0, como vu(0)=0,

(23)  F,, (0,0 h he) + Fs(0,0) Uy (b, =0

Pero, de la relacién de arriba (21)

(2¢) F,  (uva)lh hy) a-1(2-£) € TR U3 ok kih + Sk b kb T itur ) -
- tenki Cupns) Kihy )
y /
/
(25)  Fuu(0,0)Ch b)) =3A(1-PYIT, Libgkihy + T Ko klhy T .

Todo esto junto, nos permite escfibir a UV eomo
(26) d(h) = 'li(o) + Volodht £ V. (l,,t:.) Fooo
2 3 Vuu(0,0)(hh) $:-- =~ ’_;E 00,00 Foo (0,0) (b, h) ¢ ...
£ -(Z-Ak)'3AT-P)(LhT k& h)te-
y st h=FSwny, K h=gSut , g, K)h=- ooy th.wlh___-_g_f_ St 2net

o L (e andda "
y por lo tanto

3 2 $m 2ned
= (¢ ’—- em o
(27) T T AT JFP
Una vez encontrada v=v(u) explicitamente, vamos a sustitulr - . »

en la ecuacién de bifurcacién (9) de tal forma que ahora tenemos

-3%. bk |
o0 we AP T gyl =0

Yy queremos encontrar una soluctén u.

X &Zn Nol’
e

Sea Uu= y definamos f(u) como

(29) -f(u) ==zvz.e'z‘cu*vw'm)owu',(-umrw.h))

i
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y procediendo como antes, llegamos a que (A-XIW
{lo) = ©
f o= ki (I+ U t))h =kih
(30)  fuulo0)(h,h) = ~6T ik hish + kUi (o) Uh h)
" funua (Y (hihh) e 2T B (Gkih) = (Eh)® = TG Vie (h,h) -

"qra‘!thbtu-au“.‘l)"'K"lfua«,“hg)
Ahora, ~ v(u) & (I-P)L (s), entonces, V,» V., ¥ Y,,, c (I-P)L°(S)

v Kl(vuu), Kl(vu.uu) < (I-P)L (s), entonces, PXl(vuu)-PA’ (v )

=0. Para u= SSENY Kju = L u y haciendo un desarrollo de Taylor-.

& LLPY

(31) U-APLw) =u-3w+3qp(- X1 el A ANE
\Pf o (m,”se.nz».r) -3 -2+ D w

Ademas, si u es impar, f(u) lo es en ¥ y Pf(u)=ksen n ¥ = Fu, en-

tonces,

(32) Al- APfw) =0

tiene solucién trivial u=0 st 1-A%k#0. Por el otro lado, si uf0, ==
sea
(33) G (], «)=1--3— Ax? ... =0
Ne e ﬂ
Clargmente, G(1,x) es analltica en Ay « , al igual que f(u). Se

ve que
h

(3¢) G (w.,0) =0 Yy Ga(h.,b)=",é’

de donde, por el teorema de la funcidn implicita, existe una vecin

- - l —_— e e aem . *
dad de =0y una fntca solucién A=A (x), analftieca-en x , tal que

Ay % 4..0) =1

(35 g“ Ne Wt A
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cuya grdfica es, en lc vecindad de =0,

XA

—>

Ny 1

LO que representa a la solucién bifurcada u#0.

NOTA. Nemos visto que st consideramos la bifurcacidédn cerca de no=l
entonces, si ﬂ4=(1-9‘_':.4.,,) , la functén nO(nd) es igual a la bi-

Jurcada de (n,0) con Ay=wd,, 1o cual es congruente, ya que

6(6‘) = X4 Wa' "’"'
implica
hO(ht) = NAsSMnd 4.+  , NO4=0n

implica a" n (4 - %‘%..'....)gn(’- 9_(':_‘),”}.

Ahora, como esta es la tnica solucién bifurcada a partir de -
én,, 0), las soluciones bifurcadas a partir de (no, 0), son de la =-
forma nOd), es decir, reproducen la solucién bifurcada a partir
de (1,0) en n periodos.

;Ademés, como A es analftica en XK y tambien lo es v(u,1) en u

v A . entonces, v es analftica en X .

' Por 10 tanto, podemos buscar una solucién en forma de series

. gl S Wl
9_. —-——-n_. + .z."' bn(“) G

- Q=1 +,___fz' Qu ™ -

C1Y) ) ) ST

con bn(o() analf{tica en X Yy bn(0)=b”z(0)=0.




Como
[T\
(36) - ‘0(( —.—l—,.;,_.—"""“ L AR

entonces, para o pequeio, /v/ € c«*, lo que implica

(37) Q= iV % X3l —Ccx?>0 n IP|<P-€, 0cercon,(€)

v
w _ cos oty = ~ 9
(38) i? = o T - Ow)) ~t¥m Pore £~

entonces, 6>0 en Joal, 6(0)= 6 (R)=0, para x pequeiio.

Notese que esta es una soluctén del prodlerma flsico, ya que

A h
J owsgrar <[ o dr =0

donde, usamos.primero la periodicidad de las soluciones Yy despues
el hecho de que € es impar en ' . Adenas, {9";1. es pequeio y por
el argumento usado para probar que la solucidrn es Cc® , 16l, es pe--

quero, menor que V3 .

-
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