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T ntroduccon

s - e ),
ACﬂAth’weﬁte/ la Mecdnica Clasica noes plantea prooie-
mas abertos e %(OD ‘[(ﬂerég, A[qqug e estor Surgé’ﬂ
cuando en el tmtamients varacional &= conSidera que las

Cufvas-oluadn Son mo¢ fundamentales que las ecua cio-
fes de movimienko. Este cambio en (o forma  de

analizar |a dindmica Se debe a las SlguienteS fazones

1) ko que obtervomas en la Naturalesq a Nivel Cldsico

J
€S dedl, cuando Se trata de olojetog “grances y
.\eﬂ{»os”)’ son log +racd€d~oria$ QUe Siguen -ichosS ob_
Jetos y No los lagr‘oﬂ

. anNos o ecuacones de OV -
Mmiento directamente.

2) Un problema dindimico puede denoc vavioS lagran -
gianas eq vivalentes (3, 11, 12) que den ecuacones de

mowimiento v tentec pero Con el mismo conjunto de
curvol - Qoluadn .

Esto alhmo nog 1ndica

ve tanto los laaranaianog
coMmoO lQS ewadcneg deq 9 g

_ ‘ mMmoVviMiente “on herramiental
Matematicas en ¢ +ratamientor de fog problemad

dinamicos que no gozan de carddetr unico y akSoluto.
VNG de [0t prpblemac que & presentan e el de i0-

Veskgar la relaion emre Simetras ce (ae Soluciones ¥
Y cantdades conservadac,

%Las Simeknag Ge ol pluctores Frang CMCEN N ‘logrc:mgiaﬁo en
otro equivalente, por [0 que nNo dejan necisaramentc invarantes | ag €
Qior\es-de_mom‘miento/aunque el conjunto de curval-SoluciOn sea e Mismo,




- AA —
En fMecanica ClaSica exiSke un orrmg que relaciona

[aS caimetrag "ulualesr con lag Cantcacdes Conservadal

(18). Este teoremq esencinl menle No¢ cice cdma en -
Contrar una Contidad conSer

VGG parteoe wna
Simerria del (o grangiano
cen de (a enirgia edl
temporal cel (g

H POr ejemplo, [ce conseria-
SFC((\@(@ olel

=N bat o ede feorermgs y cont derando simetras gue
dagien invariante ¢ CONjuNto de currac-Solucidn

que +rcms,€or-m@n curvas - solucion en curvas- Salud on,

podriamog Prguntarnos & Cudles Serdn o canclades
coNtervadac asotiadas a egy Hpo de fimetnag o

EDCQHH“QP Una kReSpueitq o esta pregunta e préciSamen
te el Objehvo G |a predente t€8is | El estudio w hard ut (/-

cando una £drmula cidn de primer orden por razones
Qe Se aclarardn nndy adelante .

Antes de abordar e| eroblema airitral

Sena del panorama actual de (g Meecdnica Clasica en
el CapHulo T,¢€en el Capitulo I iNtroducitemog el teo-

rma de Noether y en el Capitulo T Severd la exten-

SION Ge ette feorema. para. Simetcs no - npoethatianas bajo
Una Hormulacich de pRMer orden. Finalmenie datremos
Un ejemplo de aplicacion de esta extendn.

, €< deci r,

Qe Fregm{—ar‘a/ Uuna




,.r-) . ) / g \\‘ — ~ 3 . o L e
ca Pt loT rormulacidn Vartasonal_de la Hecd (1 CA
Clasy oa .

———————

L s veiueldn Hde la T{QicccSe ha colacken s ado PO una
s QO (j"(.x.‘va clctad Qe LNt SiC en lag -J..-\‘Ea(\'CO.CJO‘('H;’S, RO
(0§ conocimientos acumuladol Colaedndolol dentm de
Soeructurad matem ahical mds Ggernurales. _n Pleecdnica
Cidsica nos bada obServar Tl trayecto oue NQ Sequi-
do desde Qu Inico '{fé}or*ma( Con Newton hoaSta la ge.
reralizaadn dada por la formulacion varaeional
de Euler- kagrange, que wkliza <l prndpio de
accadn €Stacionara .

= pn‘mer Luga(— deﬂjrm de edle QCL\;,HL,«\O NS Pwéem--aft{n

las eeuaeiones de xew'ron, gue son aquellas aus Jn'e-r,
nen conknido f{sico ; pafa continuar con lo for

mula ¢idn varoeional ¢4 las ceunacont de Ealr-ka
Atange , Hnalnuate Qe e KpOﬂdf“O:n etlaunod S pag
+0¢ mocdernos de etta formulacidn , come lof

tagr‘angianos §~equ}valen+eg y €l prokema .‘mrefg
so del caleuwlo av rattaexdoneg , asi como |
. formulacion variational €N ML oroden. i

)

u eouaciones de Kewiton .

u .

‘ ’ ' C n /
los ecuaeones diferencals ordinanal de ocden “ni
Con relacones de Lo Lorma |

Ecuamones dilerencaialeS ordinanag de orden “;;‘?“

Ty LT . )
FC%) q( )O.,,q)q)q)t>—o (T1)
donde’ Qf*) ndica oo dvada - éeima RS peekd a t
N d”
1, €. %‘C ) = __% S O(Oﬂdﬁ’,

ot
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Sl ademds fenemog (s condicivnes iniclales Xi(to) =Xy,
0 f(,c (to) :)'C,(,o) ,oodremos determinar una Colucion LNt Ca

dada pPOr X =Xi(t), Que Hpresenta las Jr-mcjec!-c)md s de
las parHculag ael Sisterma conSideracds

r.2) Fermuladon Analitica

En (a &e;cién antemor hemos vitlo gue parce obtener lag
tragecrorial o Soludones a2 un Sisterma dindmieo articular

es necesatio encontrar as$ €cua cioneg cliferentales (1.3)

que son [ac leyes que rgen el mowmiento del wSkema .

Newton fus el pimero en egablecerlas en (a forma
ledoral § _dy _ 3 4 N Al

Jde ~ donde 42 = 4.,
TPosteriormente, dentro del dssarrollo @de la Mmecanica NOS

encontrames con una Lormulacic n general que al utli-
zat el priNdpio de minima accidn o prindpio de Hamilton
Herw como resultado las ecuocioneg Que gohiernan
el movimento.

A contnuaadn halatemos lac di rencias entre €l
meérodo pewtoniano y la formulacidn analikee Cver,
POr €jemplo, 14),

En la mecanica vedond cada parkeula de un gickema
Se dentifica al fyar sug coordenadas Xy,z. Sobre ecka
parHeula actia una fuer2a Con COmponentes Fx Fy,Fa
que veene a el aresultante de las fuaraas externas aue
actian Sobre el Sisterma  mdg la< Interacciones de (as
Otrag g)arh’cu(as fobre ella .

Sioel Sistema e Mmuy complicado gerd dificl en-

coMtror as «ﬁwraas mn d:‘v(dual@g, 0 e,mbcmao) €]




N

wmetodo anallkco concidera al Sitema eﬁ LU C.r:»r}j\,:_.ﬂjroJ
S0 preocuparie  por \dentiflcar Cada componente Ge [0S
{lwera@ QU Qckian sobre ¢l , introducende €l conupm
e po#eﬂ SYaxs ( ung Sola @uncio’r‘) slelnet nde el S(\‘S-R’.ma)
Qon eske mél Jo podemos €ncontrar el Conjuntfo e ecua
aone age MOW‘M\QDWLO . Pou‘%‘(‘ del pﬁ'()(‘;_;pic ce M ,’r\{ma
accidn | como ¥ wrd mas adelante.

=y P\"\QC“PlC de Mminima @ccidon €8§ i(\d@pﬁ?ﬂdieﬂ*ﬁ’
de \af cootdenadas que R utlicen -, g€ donde po
dmos concluir que las ecuauones gt movimiento de -
berdn Ler independientes® (cambiaran de forma) de tas
coordenadas €%Cogrdas .

LD anterior nos permitird eScoger @ coordenadag

Mmds convenientel par carackerizar al Siskema que qle -
ramos eStudiar sin altetar ol resuttados .

O> QOOPCJQDCLdQS gfeﬂeralimdo& Gy el eSpaao Je COD‘{Z*
gua cadn }(m), B ~ '
la. Lorma. usual de descrbir los sistemas Ginamicos es (ROT
medio.de las coordenNadas qu%&(ioﬁaé XY, 2 de cada
mosa puntual inkgrante del Sistema .

Existe una cofrespondencia biunivoea entre o8 puntos del

espado f{sico con el conjunto de tr@das (x,v,2).Si N
artaulas componen el”sistema , +endremos 3N coorcina-
as en total Y qUQ PodemOS tlamar - a_‘ JQZ_ RS C-:‘-a‘/\/

¥desaribirdn el mismo Sistema §isico
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sea diferente de cro. Con edko Ulhmao go Qlegura
que la +rantformandn <ea nverkble, pudiendo expri.
sar lag q €0 funcion ge (a¢ coordenadal caddesianas
S ¢r o |
*OS coordenadas 4 rCauben el nombhre de "'coordepadat

Generaliecndal Yy todas J'uthQ& reprﬂemmm N Salo Eunto
e un eSpocio Ade 3A) dimenSones

Cuando exislen cierlag condiciones cinemdtcae llama -
dG S constnicdones halonédmicas ! en ey S(Stemc, como Por
ejemplo , dos masas puntuales Que Ceben estar a unq
distanca ja unade la obra (la mancuerna), fendra -
moS la relacien gu‘guiemte'em%e las conrdenadas -

Oa=x2)? Ly, “Yz>a+(81 ~Zj“= o (z-6)

Sl detpejamos de etta ecaddn una vartable, dligamos
2, ,en funadn de las otrat onco | e reduce €l nd-
mero de vartobles ngependientes .

OHo ejemplo mas gerwral donde hay conShicuiones €S
el ‘cuerpo Hgido® en él lag distandas entre las masas
puntuales eddn Lijas . Aunque en ede ealo se ferga. un
Y\(‘JMEYO"‘tﬂ{JInh‘Ode Porh’wlas untuales, el “Cuerpo ido’\’
aglo Hene Seis grados de libertad que pueden Ser  SCh-
+05 el las coordenadel gel Cantro de moala y l0S /
dres angulcs de Euler que delerminan  su orentaion .

En gerneral, &t -en ON Usterma nuednico con N pc\r{—z’h
culas que Henen an conskricciones holonBmica$ de

o forma
¢&<X')XZ,“'/2N):O (r3)
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Ahora. bien, la Inteqral ge accidn (L.10)dendrd diferenteC valoree depen -

diendo - la tragectona que <e tome €L dedif, que depende de €
i t, & |
=€) = ' : L2
(_ ) j\(' L*(QCtpE-'—)_) q Ct)é)) ‘t) C]t :S L (t,&> e CI:"3>
! £,

JUn  enunciado equivalente princpio vanacianal serd <l 8(90&0%&“:
thama cacto Qam«!:‘a de -Pratﬁec;*oh'as —& que SOJﬂ‘S‘{’.ocen C eond cione:

mendonadas y 2(o)es el extremal de la Qccdn, Se hene

ds |  _JTd ¢k )
de| = ‘&Ej L_dt] =0 (L 14)
€=0 £, €=0

L ‘(ﬂlregra( temporal del Lagrang:‘ono es un exHermal para el
movimiento teal.

A continuacién S mostrard que de (T.14) se decdluan las cuaciones
de moviMmientto-

Como los l{mites de (T.14) estdn £jos, Jenemos

t T, 15
ds :S fal (L.15)
de E' Qe
donde JL _ 3L A | aL 39~ (t.16)
A€ ag* Ze F g Qe
' Fq\"(‘,}\a‘

En el desarrollo biguien{-é denotaremoes por&'i- a la dervada

o e 3 Arorn s STCE)
cuando e Mmantiene € fija 4 €S diferente de . Ahofa Qs e
en ese sentido, tjgao\" l0 tanto podemos combiar el orden
en la di{erﬁndaci N en acf‘/;é) 0 %A ag _d 2gd
ae Jdt ae

\ﬂ POdemO& esenbif ¢ 363u000 +rmino en (x.lb) ComoO

BL 3’ :é‘_ QL___ °<~d AL &O( _ é__&t—]& .
S oF - il o S5 2T qee al sushtuiy




\

L. _ | 9L é__‘”l____ 394 L ’\ BN
%T g d+ g\] e + %%x T 1%
TPeducnd o e Gea i) asudte,
\ 1Y i
- E= L _d 1% a4 faLagtly, N
owd%“g K%Ed ’caﬁf’la@ CHIlr & agﬁaéx (x.A%)
N

\

dopde lo sequmda. g0\ w@gé\ _o e aw

}

{

- aQ:anbe} BQC;??&) o &.\O\&o O que W')‘“s . loe
- \os ot M&» 'Sicoo

B W

‘e &M’Uﬁd&s , "°on\ R QD
, \ L ° M Fo ij:\@sme\o
: L C:t.\ci)
SR ©
q= 1ty -

. Que son los ecuadones dge Euler-lagrange, que
o c\eso-\ben el mommaeﬁb del QUstema considorado,
Ll miembro &zqwe(‘do de (T.1q) es conocido como
i' o 'derivada lagrangiana’ representada Como
|

=d aL _ aL (T.20
et T dt Yoa é‘%} )
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Lo que. nos ileva a inferr que lal ecunaonNeS ascoia-

dag a £ etan contenidag -en Lal de L CPOF' laa ¢~ é?(f((-)i\fa-

lendcia), perc no al reves, porque €l clelerpinante clo
[\-pL| puede Sr cro
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ce un lagrangiano  dada clely

U(a,q,t)=pL(q,q,b) + O‘&*;LC%@

donde P es una constante.
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las mismas que Wenen de L mulfiplicadac por p*
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+ran§£ormacm’n fertt un Caso parlﬂ‘ cular e lag trans-
{Ofmoa.i(meg “,Q” Glel (Q@mngf‘ano,

*ES fdail comprobarlo con ayuda cel tecrema (T-1),




ES E\ ,,{pﬂaﬁﬁfwui’gm&lsﬁ ¢ T GG L) —

'Eﬂ‘h'w et (ULMINCS de a\aﬁ&ma A yama\o\sz MU0 T wnso

'q VMLW&TW«E@& '\{}L,UJ,\,Q, \(‘M{m;;{\&ﬁ oGl - |
_37»&0 WA %‘\S\D (WO di M LLDOOWS ml(w@(l}o\fzs; O\ AJ/\AG\ —
vos o C %5
X:% &\: )q( ﬂ 3(:‘(3 == (, )
E=,-- 5
\
(0
topn h onclos & \,:S\Qﬂ(?@ f&‘*é’m \POQ—&\TJAD(\'\\\M;‘QCE\OMQ&A
bl 4 g o b oo b
m—%@&m‘g %d.U.Ud(\/\ C&C\,és \@O(L ?q,(_)c))' - ‘)%éw )
\ -JYE\‘UC*& Ao Wﬁo(ﬁm \\_)tt/‘v\& &LMQAM Ao 0eed dada oo

@)= & sk Ladix)
t\

Com AULMGLIoR  ad 0oTTTeMGA M 5 (k)= 89" (1)=0

—toda * /
ma qui 3\ c;p?e\r/m A TG aB 00 - SO tiom Y (z.2%)
sulpn de QS=10 4 )P0 _ |

i) Do Umo., omgoano s Laodee podohe- PwHae -

A aWUARE Soawmes <-
I)%é\: u\,}%‘\siwm mnlﬁb(w)c‘amo , LA s000 VL SU Loomac

e 3 a X —c. I, 1
badoi®@0 7 =g R =0 e
o ‘ dicicnes Qi culicientes pam gue Lon las
ncentrar las condicicnes Necesanas y ,u(&oemeS pam g
fiamxcu'onﬁ E - deun \agmngia.no L, que tamioen hobord de encen -
trafse (o ver S exSte)




%G

E-‘%\ .", 3 buswtwg \5 )m@mww \@(5«{0 l\fm CALLL
UM a\ﬁkﬂ a/m.C\\aM,o <, is&acﬁ, \(ls m\gueﬁﬁu %iCKLuS <

d al- ~ B I\ e : =
TEER AR SACLIRTRRRCACEES =3

n
\(:;\). - )"\,/\_

Bl primern en (veskhigal este pre blerna Tul
Uelmbholtz (1553 Y lal conNAUoNEs Necesaanal Y
1.21) gen conoadal
S %u} entes;

\ sufiaentes party Sarhsfacsr C
cCome  ae Qu{@ag;juﬁfel S qu‘€ Con  las
(del <1 Skemma de ecuaaones G\{(@Qrencja\eg @7%5))

(4 ) azsdwio £ eato  (WGS sep\lo |
ngwwx& N0 SiQUACHAE 5
ol WG sucedn b sequmdo o0 8M .
i LA e
co “role A& wntopkioa W \6q Q6. (macmo L_::\.,(@@@
el qua sw Lmeson & Eoloo—\dRpomae sxe- Qs el R




27
& (z. ?H))a/a &zaoa Que papes qﬁﬁo (fﬁlﬁ) ge uaﬂwp(&
| )
L b
%Q + o Q(Jr;;; -—-a—q-—~o (40)

s \302@5&%5 R

\ Mmgtw M Yahomo
Dogboux pﬁmﬁc\”&% Q] WS

om la
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macidn de Legendre (CGoldsten ) (7).

U lag ecuacones de movimiente gue resultan Sen lag

Slguientes

A A e QM ) S
Pi = Q|
E)C_},:.

qUe Son conodiadal como lag ecuauorié Canonieas o
Hamilton en el etpacio de fases (§,1) que Son ecuadio -

N \ T. J
L SAN Q\@erﬁﬂuahﬁ’s ae Ph‘ﬂ’u(’ QCden .
A contnuaicidn Pve.cen’rahemos un oelarrol(o gneral para.
pedar a una formulacidn de primer orden (12).

Lo @ducddn del orden de una -ecuadén Aferenucod
corma la %0""10 €etructural de (ol Lol on un ed-

Pato gue rene el deoble de dimenciones que la Lorma
OGiNdl, y aungue no s dporla Nueya nformacion, basta
dorun punto inicel en el nuevo e3Pacio pac fener
VNG curvaﬁol}xcﬁen del itemna, 4. €., no ge necesita
dar la direccion de lal tangente en el punto [nicsal
(aunque -Hene el doble de’ coordenadas) paro. encon-

trar © dererminar o curva integral Sollcidn - ege
Sigema .

Emptamod  considerando ot ecuaeiones (T.as)

-“:icéf,(?fﬂf,t)rso (T.35)
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SQuponemos - ve (,I:.SS:) puede Cer resuelto Para las actleracic -

hes A€ que (A QJ pu.éder\ deg‘gejqrge asl
PRPEEN D-S ’a( .
q’ = (44,95 ¢) (x.u4)

Por otro lado, Siempre podemod tedudr el oroen de L€
Sistema. e ecuacidnes al haar el cambio de varable

O Sea,definiende Nueval variables . ko cual Pusde Con-

%mv)laﬂe Comd uha extensidn del e&(:'ac,io(.una el{peue
de espaco de faseq)

¥ (z.35) Yoma la Qor-ma
o (@m C),"“'”') P, t)=0 (L. %)

Expretando (T.45) y (T.46) en Lorma com packa OLNC}Cg
N

4= (g% ¢ ) (T.43)

donde 19 e s+l de@‘m‘da de (a 9(‘8@@046
Maonera
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=1, m
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F'oaameyg
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%e&}of dlHmac ¢on lal ecucdonel de mmorimiento ©

expretadal en an\or O(‘d@ﬂ

K)o\ro QUL el Qister £q (Cib 6:/

Qeaq \e@\wvalemte a. UNo qxu Prorenga oe un 'OSPCU’\~
gano L, S requiere guu

(giL AVL —~cn I A
T = L b 5,9, T L
agtage O, a, b, 97, ¢ (T.46)
&$ dec\d\/ qL,LQ el SIstfema gea S(‘()ﬁ)ulqr 4 C,om\(a(ef‘a rente
degenerado.,

Lo e podemas comprobar al (gualar el Sistema (2.4
a un Sistemna de tuler- Xgﬁrange

o= =Lt - L9l Q%L by &L _al

SG4P 4° SFags T aFaE g

Donde Aparecs un ¥rmino eon amteracionad que NC encon
Hramos en (T.4b), por lo tanto deke cumplirse (T.48),
que al mk@r‘ar&e resulta

L= La(ght) s L.(gb k) (T.49)

Kue. €8 lineal en las veloeidades Quujaﬁ ecuaciones de
Euler“La%rang,e Son -

643@ a£b>q .@_:_QB (r.50)
at

(Hoyman, Urruhq> C12)
Para que T 50) y (T.4%) Sean »eo\u}vm‘eﬂk’s es necelQ ho que

§'s
’ytab*" %%% QX b) Secy .n\&rhble L.e. /lza‘jéo
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QAqStema A4 A e £ L.
a. &/QL, 4 t :3_0_&,L0 .5

En esle punto @ convenientr sefalar gue el +eoema de

fﬁ*ﬁ‘mg (l.’l) asSecucol la Q&l\gkﬂcf@_ o LN SoluQ'(fr') p&f\a
Ao con un b, dado. (HO Uag} (=)

Bl lagrangiano de la forma (1.449) e¢ conoGdd Como
{c\gmngtcmo de prmer orden .

En el trakajo al Aue Nos Nemos referido Se demusstra
Que €N priruroden diempre exiSte un NUMaro In-
Linito de (Qﬁf\aﬂgl‘aﬂgglﬁu(ﬁ o conttrucadn viene dada.

MNac® 7 .. - b
Per L :EQ(@(C( »%’1 J Q~+ JQUD) (CC)) ggc ) @‘52>

donde det (34, 3L )
g'c’“cb))“‘ é‘é‘((:)) # O
A C(a) son L congantes de movirniento ~$undonalmen+e

independients (indicado por ¢ ), esto e, det icqf:) # O

En el vratomiento del arHeulo g exhende el ¢fpacio de
etudio a @7+l dimenSiones Con la notacion q.c_’-‘: tCz:J,q"éq“Ce
donde G es un pardmetro, y lag +r‘ogedorias esran ca-
fackerizadal por la +angenie .

%:ﬁ”(@) )/{4:0)'/'“/3” (1-53)

donde  £9/¢° won fundionet dadac y £=3E es
arlotrana . "e
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J(ay o depende de ot 1

L <2 hoeo Cc_r't; cuando Se cumplen (as
ecuacions de movimiento.
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=S Importante menuonalque en €l Trabajo algue NOS
referido e Mmuestra la Coptmparie del +eotema 1.2
(e la$ +razag) €n primer orden como %gue
Sean L Ly : clog l(‘LCj(‘Cl'(‘)Q('Q()Q\g S"eC{uf\/O ('t?.f“, hog d\?
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En el arlculo menconado e demuodtra Gue

Sempre  puede encontraree  un lagrargiano de premer
orden qut % hace o al Sutktuir  en 4l jas ecua-
cioneg de mouvmiento (ver CI'%))

Fhoel ¢ so de kner dof lagranganos L yk

- equivalentes e PriMeC orden que e hagcm cero
cuando e SUS~H‘mcjem (OLS.Q“chQjomeg ode mowimen-
o, <l LQ@«T(O@‘GGH@ Moo= +tambien Serd cero
al  Sustituir las ecuaciones de Mmoumiento .

En el capltulo Tr veremes Como ut lizar esta

{;O(rrnu&guo’n en el estud'a de k&&' ~elacsones et
simerias uy eqnhdades CONSeradaq.
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