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Capttulo I. 

Introducción. 

Desde que Boltisann propuso su ahora famosa ecuación ciné-

tica, muchos científicos han tratado de resolverla para así co-

nocer las propiedades macroscópicas del gas considerado sin im-

portar el estado que se encuentre, ni el proceso que se realice. 

rara procesos reversibles la termostática tiene resuelto 

.el problema. De hecho el enfoque de Boltzmann y de Gibbs, con 

ámyas aportaciones se inició la mecánica estadística, justifica 

y apoya los resultados macroscdpicos conocidos ( ver ref.(IX) ) 

en lo que se refiere a las variables termodinámicas ael gas. 

Sin embargo, si el sistema esta fuera del equilibrio o nos 

preguntamos cómo fué que el gas llegd'al equilibrio, entonces 

la mecánica estadística, y con ella la tersostática, no pueden 

decirnos nada. Yero si consideramos un estado no myy lejos del 

equilibrio ( ver ref. (Y) ) la termodinámica irreversible lineal 

tiene una respuesta. Incluso los fundamentos de la termodináml 

ea irreversible lineal pueden justificarse desde el punto de 

vista microscópico ( ref. (Y) ). 

La teoría cinética es una herramienta que nos permite no 

sólo justificar a la termodinámica irreversible lineal, sino 

que además sienta lag bases, con la ecumcidá de holtsmann y el 

teorema ii, para tratar problemas fuera del equilibrio no linea- 

les. 

Otros científicos dedicados a la termodinánlca de procesos 

fuera del equilibrio nan enfocado el problema de otra manera -

( ver ref. (XII) ). Ellos han considerado el punto de vista ma 
croscápico, es decir intentan ommtvels una tesida tommasibldli 

1 



ca que extienda la termodinámica lineal irreversible al in:erva 

lo no lineal. La función entropía fuera de equilibtio se acepta 

como una función de las variables clAaicae y de variables no con 

aervadae o disipativas: flujo de calor, el tensor viscoso, etc. 

Con esta suposición obtienen una ecuación generalizada de aibbs 
y otra para el flujo de witropia. Además comparan sus resulta—
dos con los del método de Grad de los 13 momentos ( ref. .'(I) ). 

hinqué el método de esta escuela difiere del mdtodo de Eu 

( ref. (I) ), tratado en el presente trabajo ( ver oapltalo III), 

sus objetivos son los mismos: obtener una teoría que explique 

los fenómenos termodinámicos no liseales fuera del equilibrio. 

La comparación entre las ecuaciones obtenidas en ambos enfoques 

es un problema interesante. Por ejemplo, la ecuación ce ai bus 

obtenida en el primer enfoque es t ref. (XII) ): 

Ti, r. 	• p 4.1-1 	" 4 Illf 'i d. .41 f 44 4r"r°  af 	ji 	S • Ji 	aé 	S si  • 

donde / es la energía interna, /4  el volumen específico, el 

tensor de estuarios viscoso S* .1 dr? y 	111 te son coas--

tantee que nacen conerente el grado escalar de la función. Y la 

ecuación generalizada de Gibba obtenida por ¡u es ( ref. (I) ) 

Alt 
4.1 1, 

40 	
5 	J41' 	( ver capítulo III ) Ji   

Entonces, analizar la relación entre 	, 	, lie y las pis  correa 

pondientes es una tarea ova factibilidad sera analizada en el 
curso de la presente tesis. 
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bre la e.: 	_e lioltznann. No se da una demostración de la 

eaa , L- Zt i Lt 3 e parte de ella para anall zar un witodo de reso 

lUCI Cn “-f el t.:. de Chaparan-Enakog. además, también se da la 

forza ct 7.tn= las ecuaciones hidrodinámica. en general y en 

parta c 	s aproximadas por loa tres primeros ordenes del 
pay‘inc:-: 	inudeen. astas ecuaciones son las llamadas de - 

Saler, 	zIoxes y Burnett para el orden cero, uno y dos 

respecz:vrale.1.:*. 

itc 	ii-nac capítulo se discuten y recueruan las hipótesis 

que ata; 	a la termodinámica irreversible lineal desde el 

punto Le-  V-Ea de la teoría cinética de loe ¿ases. 

1.1. 	=j1-zulo III se exponen los elementos principales -- 

del %i zara SLictifIcadon as lu que propuso en 19b0. este mátodo 

Preteult azur ares eh el método de Grad modificándolo y así, re-

solver Z.e-e-nación de lioltamann. ain embargo, ani mismo se muel 

Sra. 7211e ne 2. aguza manera resuelve la ecuación de lioltsisartn. 

también /Se done brevemente en qui consiste el militado de Grad, 

donde anrei. el papel importante lo tienen las ecuaciones de en 
lucaikt., zar irle la funoion de distribución misma como en el mi-

todo ri =munan y iimeraog. 

nilwdo de Jiu se inspira en la ecuación de lioltsmann pa-

ra ottiamc =eficientes de transporte generalizados. is decir, 

que si ef--  caso, los coeficientei de transporte serian funcio—

ne* Le 1211 íradientes de las fuerzas termodinámicaa. En gene—

ral, ..a moría de liu extiende la termodinámica irreversiule al 

COAS/a- LCZ:11: lo sólo las variables conservadas sino, adeude. las 

vara 	rápidas o dielpativas coso lo son los ao.áen tos de or- 

den tuLD=.. ,12 

jauría de ¡u, de esta manera, obtiene algunos resulta— 



dos importantes • interesantes como lo son las ecuaolones de --

Gibbs y de Gibbs—Dukevn "generalizadas', donde anora intervie--

nen variables termodinímicasmsPeneablee de loe  efecto» fuere 
de equiliUrio del 818~. 

gn los apéndices se dan los cálculos para obtener las coal  

ojones de evolución correspondientes al tensor de esfuerzos sin 

traza ( 	), al flujo de calor ( 9 ) y al flujo de masa ( / ). 

in el capitulo Y se muestra cómo se utiliza el meitod; de 

gm para calcular el coeficiente de viscosidad que depende explL 

citamente de la magnitud del gradiente de la velocidad. 

/Finalmente. en el capitulo VI es darán las concluelones 

sobre este trabajo. 



Capitulo 11. 

Teoría cinética y Termodinámica irreversible 

4.) 	Elementos de Teoria Ginítica. 

El comportamiento de un gas está completamente determinado 

si se conoce el valor de sus variables de estado en cada punto 

del gas y en cada insolente de tiempo. El estudio de este coa --

portamiento se puede realizar adoptando un punto de vista mah--

croscópico, siguiendo las leyes fenomenológicas de la termodiní 

mica clásica, pero sacrificando la (»aprensión completa de su -

comportamiento, ya que los resultados obtenidos contienen varia 

bles que no pueden obtenerse de la teoría directamente, sino -

que sólo el experimento puede proporc.onar su valor. Y esto es 

un punto oscuro en nuestro saber de la naturaleza. 

Otro camino a seguir, y mejor dicho, el siguiente paso que 

se debe dar es tratar de calcular las variables desconocidas ha 

alindo nuevas consideraciones. El punto de vista fenomenol4i-

co es desplazado por el de considerar que los gases satín com-

puestos por un conjunto de partículas llamadas moléculas, otiyo 

movido:ano determina el comportamiento microscópico del gas. 

ya teoría cínética de los gases supone que las propiedades 

macroscdpicas de un gas se pueden deducir si se conoce (140 in. 

teractlian su. componentes microscópicas, la estructura de estas 

y sus ecuaciones de movimiento en elraspacio de". De hecho 

es una desorlipcióh mesoscópice. 

Se supone que las partí curas del gas tienen una distribu-- 

clon definida por 	

I( 	t) 

llamada fuación de distribución. /laicamente, S(r,y,t), repre- 



canta el número de moléculas por unidad de volumen (r,v) en el 

espacio fase, de seis dimensiones que tienen una velocidad 
en E  al tiempo t. Si esta función se conociera, entonces se po 

arfa saber cdwo se distribuyen las moléculas en el espacio en 

cada momento y con esto, en principio, las propiedadesdel gas. 
• 

Pero la cosa no es tan sencilla, ya que tioltzmann encontró que 
f debe satisfacer una ecuación cie balance esto es, satisfacer 

una ecuación integrodiferencial de la forma 

(4.0) 	 ) !(t , e, é) 
1/,1115 

c(,t)3En:•11,1 

donde 3  21%-ti 	0-(1) 	ea la sección eficaz y f - f(r,•,t) 
AO 

La ecuación de Soltsmann no se puede resolver en forma ce-

rrada. Por lo menos no se conoce la forma de resolverla exacta 

mente para aisteaas inhomogeneos. aZi este caso, los métodos -

existentes conducen a soluciones aproximadas. 

/) 	licuación de Boite:sana. 

Se omitirá la deducción de la ecuación de Boltsmann, pero 

se pueden consultar las referencias que se dan al final para mi 

yores detalles. La notación usada es la misma que se usa en -

( ref. (IX) ). Partiremos de la ecuación de noltamann y supon-

dremos conocidas las propiedades de la misma. 

La ecuación se puede escrioir como, 

(1/ 	)1 	j(III) ••• (1.1) 

con 	Mil) 	APt VA) 1(11:41,) 	llamado el término de 

colisión donde I ,
: (L • 	) 
	

lime o y 



Se ~ame que no hay fuerzas externas. 11 término izquierdo de 

(1.1) es el efecto de arrastre sobre las moldeulas al no choca-

ran entre ai. 81 término J (f $í) essVrehalancea la ecuación al 

considerar los choques ( binarios ) entre moléculas y se le cc.. 

noca como termino de colisión. 

La latorasekda que se puede obtener depende de quol varia- - 
Usa ae estado del gas se consideren ( vías' el articulo de -

arad ref. Vil ). Suponemos entonces que las propiedades del -

gas quedas determinadas si se conocen las variables s Q y O , 
densidad de masa, velocidad del fluido y temperatura respectiva 
mente. 

Metes variables sacan relacionadas con la función de die --

tribual& por medio de las siguientes definiciones: 

líbé) a ha 	1(1,LI) 

9,M0 4)  1 114 E I(Ligii) 

e(xii) 	pr itsitilgat) 
que son promedios sobre el espacio de velocidades del galo y por 
lo tanto se supone que coiuciaciau con las :cedidas maoroscópi - 
cae conocidas. Metas cinco cantidades son los cinco primeros 
momentos de f. Si se conocen todos los momentos de la función 

f, esta queda completamente determinada (ver Callen ref. (XIII)). 

Multiplicando la ecuación de Boltsmann (1.0) por el con4ea 
to de cantidades fra  wat 	lahlf-elt  1 

	
• integrando en todo 

el espacio de velocidades ! obtenemos las ecuaciones de conser-

vación para la mama, el momento y la energía: 

fiT + Vi(IV) = o 

1 



1 	+ 	) 

1 

=- I 
... (1.3) 

donde se usa la notación A stS
‘./ 	ait
, = imItli f 921) y además donde

i 241 
aparecen dos nuevas cantidades; flujo de calor y el tensor de 
esfuerzos, definidas por 

(7.1 1) a ¡bis <le )1i217 > 

= 	< (1-  gi )(v; - di ) 
	410. (1.4) 

donde < A j 3 
	¡ A 

Las ecuaciones (1.3) no se pueden resolver para ir .2 y e 

debido a la aparición de las nuevas variables q y P que dejan 
Indeterminado este sistema ( ref. (Ir) 

De hecho las ecuaciones de conservación no tienen sentido 
si no . se ha resuelto la ecuación de soltsmann para f. St se ok 
tiene a f se puedan calcular P y q. Un mótodo de resolución pa. 
va (1.0), llamado di Chapean y »Mogo  aproxima la soluoióh de 
la eouseion de Doltsmana por una serie en terminoe del parase-, - 
tro de Laude"' s -1 	as orden máS bajo se refiere al estado 
en equilibmlo local del gas, o sea, la distribución de velocidad 
de Boltsmann independiente del tiempo. Las ecuaciones de' conser 
vacan se convierten entonces en las llamadas ecuaciones de Euler 
donde el flujo de calor es cero y el tensor de *fuerzo* es la 

presión hidrostática del gas. 

111 siguiente orden de aproximación en la solución de la e "' 
CUMILCII (1.0) genera las ecuaciones feuomenoiclixcao de Xavier y 
atores, donde ahora el fluido es en general viscoso y hay un 
flujo no nulo de calor. 



Conforme se au,ben La el orden de aprox.J.illacloin de f , en prin 

ripio, se obtendría un conjunto de ecuaciones hidrodinámi cae 

mas exactas. Sería de esperar entonces que estas ecuaciones me 

joren loe resultados GO Lenidoe con las ecuaclonee de Uavier y 

Stones. Sin embar co, :Ley una amplia discusión sobre el siéplifi 

cado :Laico de las ~aciones de orden superior ( :duruett, super 

Burnett, eta. ) ( vette* ref. (V), (1V), etc. ). 

/0 



2) 	Solución aproximada de la ecuacion (1.1) por el método de 

Chapman y Enexog. 

El objeto de este método es el de resolver la ecuación de 

Boltamann (1.0) por aproximaciones sucesivas. Es decir, se pro 

pone que la función de distribución f se desarrolle en una serie 

en potencias del numero de kínudeen, donde cada lairmino que se ia 

altor' significa un orden mayor en la determinacióh de £. Se aL 

pone a continuación el metodo general de Chapman y Enemog. 

Antes de empegar, se debe nacer patente las suposiciones en 

que se Apoya el mítodo. Primero se supone que los cinco prime-
ros momentos de Y no varían apreciablemente eu una distancia ea 

pacial comparable a la urayectoria libre media de una molímula 

y. tampoco en un tiempo comparable al tiempo entre colisiones. 

Segundo, y es la cipótesis mas importante como veremos, que la 
variación en el tiempo de la función de dislribucidl sólo se da 
implícitamenue a travis de la variación en el tiempo de los mo - 

1111111tit0111 j>  , u y lp o sea que 

1(:11,1 ) 	(zet lbs,* ) 	... (2.1) 

Este ansats se apoya ea el teorema de hilbert ( ver Marris 

ref. (1Y) ) sin embargo para entender someramente que despuil 

de un tiempo t ( tiempo de colisid1). la tunos óM de distribu - 

*ion se comporta principalmente coso una t.:Alción cuya dependen-

cia en el tiempo es impliciza, hagamos lo siguiente: supongamos 

que 

al _ 1 911 	as 
'si " 	floa* 

*l 
tgé 	 si.  (2.2) 

y ya que las colisiones en el si aterra .1proziman la t hacia una 



f" en equilibrio local de las cantidades s vi  y O 	se aduute 
que el cambio de f debido a colisiones se puede aproximar por 
( ref. (III) ): 

	

)tel 	
1. r4  

1112;0120ffili 

	

1.11 $(1). 	) (1)cd? 

1 	+ 1 ( ) 	1  ;.141) 

donas 	L(i) 491) 	er• 	f 14 = 	11 7. vf 

s4 ahora definimos f = f,+ ti  , donde S, uo depende emplí- 

citamente del tiempo'  deducimos que L(te ) u 

que fa  satisface la ecuación 

 

y además 

 

(1) f cíe) - 110111 (2.6) 

-t4 
y despreciando el termino L(f ) de (2.6) vemos (Lucia* e 
Por lo tanto el efecto,de fi  sobre f, desaparecerapidamentee  -

dispuse de que t)*r , y es razonable suponer que el comporsamiza 

to de f en el tiempo es implícito. 

al miltodo de ama:man supone que podemos desarrollar a f en 

tárminoe de una i llamado parámetro de Kuudeen, como sigue, 

/ tu°  
krO 

donde f(m) debe defiuiree de tal manera que sea coásistenle con 

nuestras hipótesis. Ea decir, es admite que la densidad, velo-

cidad y temperatura teten definidas por los momentos de el . O 

ee. (2.3) 

••• (2.4) 

••• (2.5) 

(2.1) 	1 
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sea que se acepta una hipótesis de equIllorlo local dada por 
las ecuaci ones 

T(1» 	iht I á 

(2.8) 
	

II! g 

0(t)f) 	I 11(17 )t 

Por lo tanto, de las ecuaciones(1.2) Y (2.U) se llega a: 

(2.9) ... 
I ibz 	

I f 	o 
IVO* (eile 	711 

Y Chapean muestra ( ref. 11.1 ) que (2.9) se puede sustituir 
por 

(e) y, 11 e 1 = I (le 

 

(2.10) ... 

  

Las condiciones (2.10) son suncienues para satisfacer (2.9) y 
por lo tanto (1.2) y todos los paráneiros de f ven a depender 

entonces de los momentos r e ttye 	Las IICIL4C.1"•11 (2.10) y 
• 

(1.2) son las expresiones aateaaticas de suponer que 

(2.1) 	f( r, y, t ) 
	

E9 !As ,  se 0 )' 

so  ..1 que 

91 - 	U 	91  9_9- 
47 	eas fat 	'at 	2+6 	( 2.11 ) 

y meado el desarrollo (2,7) de 
e 

S 
raS 	S to 

go; 	s  y:o 	ad; 
( 2.12 ) 



orden cero de oí 
	— v..tsI:t 

y en consecuencia 923 s o ebt 

(2.15) rr. 

con 

Y 

2 s/  91°  
r:0 	De 

lI 

ar 	v 	9* as pero desarrollar 	' 	.y - 	91 	9é 
no lo !lacemos de manera que las ecuaciones de conservación (1.3) 
se satisfsban. Zntonces si escribimos el operador a coimo rat 
una serie en I 

2 	2 Sr  92- 
at ... (2.13) 

Y aPlicanos (2.13) as • uye, obtenemos por ejemplo que, 

S t  15  - IP.m'u) 
y«, lé 

rara encontrar el desarrollo, de u y 0 debemos aplicar 
nuevamente la serie de t en las ecuaciones de conservación co—
rrespondientes. Asi, obtenemos 

no sería válido si 

y entonces en 

(2.14a) 

( vi yo 	.. (2.14b) 

(2.16) 

f y 	r3 1g 	 bu 	t.. Ì*  

1 S"(447 ♦  r) 3 ". Gil 4 si. 	)9 

con lw 114(1-t)(z- 
a 

"latones* de acuerdo a lo anterior, 

e a. T.- 11.9i +f.o 	r vg- -i T 



lf 

- A' 0ar 	1 	21 
	SI 11 O 
	

(2.17a) 

Y 
gd 	 j._ 0(0 

gur  X al n>1 	 (2.17b) 

luego, 	Vig-1-19e-O.9-9 oat 	.4  91 1$•%(10 10)11:r )  

si n=0 	
.4° - :1(k« r 	.• • (2.1ba) 

r)  4. : r 	si olí .•• (2.16b)  7,1 	... 

. 	Coso la idea es desarrollar la ecuación de lioltsmann, la* 
eoussolones que detluen a Eh 	nos permiten escribir la parte 
as arrastre de la ecuación de »Italiana en forma de series 

link fili•Lrr.] s s(o) 
	

(2.19) 

donde se usó la liuealidad del operador 	$ Vila: 	vas  

La ecuación de boltasann se puede escribir 

5(() 	3(111) 	 • • ( 2 II 20 ) 

entonces 	Mil)* .1(kísarl 
Y CORO 	RFIG) 54$141,14:(VG:-TGI ) 

entonces ou) fe  Ils"'".151Jacoloilot to) 

= 	11 statm Jots)r) 	• • • ( 2. 21 ) 



pl 
,y 	(2.21) se puede trabeforwar en J(11; ; I :la 5 : y-04% 	4  / 

/4 

y definiendo 

tenemos que J011) ¿filo s" J (k) 

) 

... (2.22) 

owatonces, usando (2.19), (2.22) y (2.20), obteneuios un sistema 
de ecuaciones para te/  , f(1/ 	etc. y la resolución de la - 
«susciten n-sises depende de las soluciones (s-1) (u-2), etc. 

El sistema de ecuaciones es: 

coeficientes de 5-1 	J (f (*) ) u• 

.1 
(2.23) e s. 	coeficientes de S 

coeficientes de T.  

(ilf:D )09) gg 0/(r/ a1/ ) 
'ajri  Me) a, jle)(0) ofc) tor%) 
at 

es una relación iterada de la ecuación de )3oltfaann. El orden 
cero corresponde • la funoj de distriuucion en equilibrio de 

Soltamann y conduce a la ecuación de Euler; el orden 
uno conduce • las ecuaciones de bavier-Stokes y el orden dos a 
las de iiurnect. como el metodo es atly laborioso cu,dorime ;molen 
tamos el orden. sólo daremos en la sitohiente sección un bosque-

jo de las dos primeras aprozissaci once. 



3) Primeras aproximaciones de f. 

i) Aproximación cero o cálculo de f (e)  

De acuerdo a las ecuaciones (2.23» 

( 	O 

entonces 14, flímt) 5 [! °e-re] o 
pero el teorema H de Aoltsmann nos permite afirmar que 

J (t" Ir(*)  ) • Ci si y sólo si log f t.)  es un invariante de co- 
lisiones o sea que log f° satisface una propiedad de coi:serva- 
aloa.  de colisión 

loa; 1" los t'el  - ate 

entonces log L" is una coabinacion lineal de los invariantes 
(ref. I.//): 

1 	t I 	fl 1 	e por lo tau» 

los 	,,, 4N1 f 4191 , „uf 4, O) I 

donde las constantes 14  fe)  • dél)  se determinan con la condición 

estableolua por (2.8). Ad se encuentra que: 

▪ • 	( 31. 1 ) 

calculamos, ahora, cato y r obtenemos: 
.i ut r 	 ntintr-i )1  II A 4 Y Y. 

s  o 	
▪ 	( 31 . 2 ) 

Y 	Pir 1(1)% 1g toi  c a ut = s,, 	▪ 	(3i.3) 

donde p es la presion hidrostatica local, o sea 
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o 	••• (3i.4) 

y la ecuación de coxis, ervaoi cin para el momento en (1.3) se trans 

forma en 

( *a•V) 	+1510 = 1: 
gt " ... (3i.5) 

La ecuación (3i.4) es similar a la ecuación ue estado de un gas 

ideal en equilibrio' termodinámico y la ecuación (31.5) es la 

ecuacion de Euler para un fluido ideal. 

ii Aproximación uno o cálculo de fu) . 

Conocida fea  se puede calcular fu)  recordando que 

1 
	reo) 4,  I VI 	

(31*.1) 

donas pusimos • S = I • 

Entonces, de (2.23), la ecuación a resolver es 

(»La • • • 
jis) ( 101 tel 

I 3 
	
) 1 J(011") .= 	ir); i(14  Ir) 

os 
que es iguala ( ref. (IX) ) 

(ni 3) 	(,t_ 4 	) 114  s j(•) 	(usos (usos-1)44 A11(11)4.14 ut)i 

donde U = (u. e) 	es la velbeided peculiar de las aulioulae 

del gas. 

Debido a la forma de (34.1.3) se supone que 7 # tal que 

entonces (311.2) se convierte en 

4,5r, fibt ti (a) 3  ltrel 1"r-  014  t'I V"  1 



14 COI) [11:19).°+ sil, • 	I rrf - ion • 

jh 11a `(a) rir po i+ + 	z ri(f) 

f satisface la ecuación 

) 	le-U1(5°14- 0 911-. a t 

bajo la condición (2.10) 

(31i.4) 

vi 

La Integral U.) es lineal en f , por lo tanto una solo-- 

clon particular de (3ii.4) debe ser una cosbinacion de 9..t y 
11111 

41 de tal forma que # sea escalar. por ejemplo: 

4 2  k Ot:+¡ Sil Aty  

es una solución de (311.4) si Y sólo si a¿ 

las eouaoiones 

uta s(,`lul- pu: 

z 00 (cho;  - 	ut 

Gee (llleG). 

y 	satisfacen 

... (311.7) 

y, inwrament., z( al  ) y I( a¿i  ) son lineales ea x y asi  res 
pectivawente, por lo tanto una solución posible de (311.7) es: 

- tii 	( uao s ,e) 

= -(104-  1.1.3 us)G(ui, be) 
	se. (3ii.b) 



Yinalmente, la solución teneral de (3ii.4) es la suwa de 
dos soluciones: una eolucion de la parte no hoino‘enea mula la so 

lucion general de I( # ) as O. La solución t;eneral de t(f) 	O 
se encuentra observando que el conjunto (1,y, Us) es invariante 
bblisional y por lo tanto satisface a I(f ) O. Entonces la 
eolucion 6~1.111 de (31i.4) es us la forma 

- [ 	uif 	Al(11-15101)4 + 	tul 

donde d 	, Y se determinan con la condición (3ii. 5). Se pul 
de ***triar ( ref. (1CI) ) que dt as 0, is‘ og 0 y que el 'Ulula* de 
1 se puede absorber de tal manera que (311.9) se reuuce a 

so 

4 - rl ; 	3 	3ae 	#1-44)1(ii'1101)61 110   
• (3ii.10) 

y por lo tanto 

r[.1 tk+kAiiebs-isionG1 • • • ( 311. 1 1) 

Y con esta nueva aproximac.i6n de la función de distribu---
cioia se puede calcular el flujo de calor y el t'agur de esfueL 

I (tal) 3 1 04 fi) s le) 	list  L. 1114; »tel
e 

 
2 

con py u rf(1,9311) • (311.12) 

f : Ir r: Lo f 

COA 

Y 	/« 	11 e 01"(iiel  U1 ) 
	... (311.13) 



.. T. 1.191 
41 	2k 115 	0:11 1 con 

fl 

Con estos valores para P y q obteuemioe las ~aciones 
drodinánicaa para flujos viscosos ( rei. (IX) ). 

(31i.15a) 	111 5/*(121 o 

(3i1.15b) 	(14  4 	) u = 	- 	( t> - 1 Y, • 	+ 	v't). 

(311.150) 	( 	# 1."? ) o 	- (?.. ) 	vio 

	

e„ 	sev 

donde C V  es la capacidad oalorifica a volumen constante del 
fluido definida por 	O • ; y loe coeficienzes k y? , tom—
illo') y viscoso, se definen por (3ii.12) y (3ii.13) respectivam-
mente. 

La ecuación (3ii.15b) es la llamada ecuacion de liavier y 
atolces. 

taer' ,10) r  (rlo 
7t 

Cono se observa en la ecuación, los cálculos son my lalb-, 
ritmos y amigan aguaba paciencia. 8i. tuviéramos la paciencia ri 
`merida llegaríamos a los resultados siguientes:( ref. (2L) ) 

= 	+ 	/11  

> Sq 

En caso de querer calcular la siguiente aproximación para 
f, es decir el tercer orden de aproximación, el método usado es 
el mismo que antes. La •OtillCi. <SU, Por resolver en este caso se--
ría 



ll 

Con estos valores para f y q obtenswos las ~aciones ni 

drodinámicas para flujos viscosos ( ref. (IX) ). 

(3ii.15a) 	.= O 

(3/1.151)) 	(Z 
la.? )9 4-Ifq(1-1?•51.)+1vie 

(311.15o) 	
( 	* 'In o .1(y. 9, )9 # 	T'O 

donde C y es la capacidad calorifica a voluaan constante del 
fluido definida por 	O • ya y los coefiaien-zes k y/f 	ter- 
mico y viscoso, se definen por (3ii.12) y (3ii.13) respectivas,-
mente. 

La ecuacion (3ii.15b) es la.11aaada scuacion de liavisr y 
IStokes. 

la caso de querer calcular la siguiense aproximación para 
f, es decir, el tercer orden de aproximación, el método usado es 
el mismo que antes. La ecuación por resolver en este °aso se— 
ría 

gt t

trl 
2 le) z t0 	• ¥1t1 ) 

Como se observa en la ecuación, los cálculos son amY.labo-
riosos y exigen mucha paciencia. Si tuviéramos la paciencia n 
querida llegaríamos a los resultados siguieutss:( ref. (21) )s 

Pir 

SiJ 

9.(31; - 1) .141 	con 
	5), = «14'i ' Vt: 



_ 	eatid 	 ) 4 ola  li j  - 	di, 	) fs-zi 	3  lid .1 

donde 

- lúa 	itdd Sil)  - 2 (út (41¿1 	#4d Sil ) 

— , 	 ,/ • gi 9...E 4 	91. t le 91 1. 
1y4bi 3 Wd3ild 	ki 'así 	iglii" 531.'94 

+ 44s(111-15- 37 	L3)t dé (111 • 3 aid  513 ) 

	

11(1.  ri ) 	) 

mi, 	1.19«, 	911 2_1 N  
21'571d 	gxd gx: 

/hl 	1291  (hl  - 	) giti(Ddi - I h>  54)1 
oan 

Q. 	(301. - 31X Sied ) 	3,>1  Sdi ) 
y los valores de ela odio se pueden calcular suponiendo un modelo 
de interacción entre moléculas. 

Asi alomo, 	
(i) + fi(s) 

donde e esta dado en la sección anterior y 

075g 	
.r Vid + 01 i  

x 911« " 
^.92:11 
i"  ""1 

940  g gil 1 
4  Be  91(11da • I,» ) 4 01 ;11,4 

ax4 

40j 	(*Dm - 	sdi ) 
o«. 

Los valores de Oi dependen uel po ...sucia), que se considere. 
Las ecuaciones para q(.‘ y ri)  modifican las ecuaciones de con- 

	

servación donde aparecen q y t 	obteniéndose ahora las lla- 
madas ecuaciones de durnett. 

Se pueden encontrar mayores detalles en el articulo de - 
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B) 	Termodinámica Irreversible Lineal. 

• 
La termodinámica irreversiule ee una primera aproximaci ón 

al intento de generalizar la termodinámica cldsica que solo trl 

ta oe estados en equilibrio a proceeos o estados del sistema -

completamente fuera de equilibrio. La terisodintimica claitios es 

una ciencia que se apoya directamente de los resultados experi-

mentales y en esta medida es una ciencia lenosenológica. La - 

termodinamica irreversible lineal tambien tiene una estructura 

teórica que se basa en hipótesis macrosocipicamente admisibles. 

De aquí su limitacions no estudia el comportamiento de los sis-

temas pensando en sus componentes microscópicas. 

Sin embargo es posible establecer un "puente" entre lo saa-

crosoópico y lo aiároscópi90. Za teoría cinítica, cuyos sopeo-
;os principalmente ya expusimos en (Á) de este capitulo, es la 

terramistata que nos ayuda a justificar o comprender solidamesile 
las bases fenomenológicas de la termodinámica irreversible li—

=sal (211). 

I') hipótesis 

Las hipótesis de la TIL se pueden esquematizar asís 

i) Squilibrio local 

11) Segunda ley de la termodinemica (r*0). 

ill))Selación lineal entre los flujos y las fuerzas termodi- 
ndmicas. 

iv) Relación de aiseIrta de Onsagert 

Estos postulados son suficientes para construir toda una -

a que ha podido explicar fenómenos que suceden fuera del 

1.1.1ibrio, aunque cerca de íl, donde el comportamiento del sis 0,  

I4511 produce en cada momento mío enliropia. Por lo ;anuo es una 
:tría que se aplica a procesos irreversibles ( ref. (VIII) ). 

11 



II) 	kundamentaci dn cinética. 

1) Las variables termodinámicas que se utilizan para des-

cribir el comportaw. ento del sistema usualmente son s , tt, y T. 

Batas variables se suponen como funciones bien defizuuas en el 

espacio y el. tiempo. Como ya explicamos en (A.1), la teoria ci-
nética acepta la existencia de una función de distribución que 

representa una densidad de moléculas del eietema en un pequeño 

volumen del espacio r . káitoncea si se consideran pequeño• yo 
lúmenes del gas, es posible definir una densidad macroacópica 

en términos de la suma de contribuciones de cada pequeño volu—

men del mismo en función de la función o densidad de moléculas 

en el gas. La función de distribución es entonces una caracte-

rística propia de la naturaleza del gas. Las ecuaciones (1.2) 

a saber 
J(£, f) i(L i t i f) 

Pt g 1(t#ii f  q(tot) 
141 itlotoi) 

T(1 i 
" 	14f J(Ligit) 

son funciones bien definidas en el espacio y el tiempo. 

La hipótesis de equilibrio local es un punto neurálgico en 

la teoría y que hasta el inomento ha podido justificarse sólo en 

una primera aproximación. Di efecto'  la hipótesis de equilibrio 

local concibe la dependencia funcional entre las variables de el 
tado del Mateas fuera de equilibrio igual a la que tienen en un 
sistema en equilibrio; sólo que para el sistema fuera de equili-

brio la* variables dependen de r y t. Joto quiere decir que la 

entropia de un gas fuera de equilibrio debe tener la misma forma 

que Para el gas en equilibrio; entonces, si la teoría cinética 



define la entropia como 	
Ss(I,i) 	JI(/.31-i).1y 

para calcular fs necesitamos conocer la función f(r,v,,,t), pero 

esto significa resolver la ecuacion de Jioltzmann 

La justificación de la nipjuesis se transforma en resolver 

adecuadamente la ecuación de Boltzmann; si la resolución es e-

xacta, entonces nos dada una uaee que no deja dudas para deci-
dir. Pero las resoluciones que se conocen sólo son aproximadas. 

En (A2) resolvimos la ecuación por el metodo de Chapman y 

licskog. Y el método conduce a reescribir a sa coco serie: 
ss 3 J50)4 s501 4  

donde sSIP)  es la densivad de entropía que posee el gas 	equili 

brio cuando f = I (e)  • 

, entonces, se calcula la siguiente aproxlmacion 
I, sos sso 

se puede demostrar ( ref. (y) ) que s 14')  z 0 	Por lo tanto, 

iss f$14  y la hipótesis ce equilibrio local se satisface ( o 

se mantiene firme). 

Los problemas aparecen cuando se calcula el siguiente or-- 

den 	
1 " 

f se) f  

porque ahora ( ref. (i) ), / 5(1)  i o 	la hipótesis ya no sería 

válida. lis por esto que se duda de la validez física de las -

ecuaciones de Burnett ( ver eii.16) ya que a este orden la re-

lacion de Gibes 
= I 1 t cLY - " di: 

d4 	r di 	T di 	r II 

deja de cumplirse. 

Coao veremos en el capitulo siguiente, new autores que pro 



ponen que no se parta de la relacion de liiJULI para coi.struir -

una teoría irreversible, sino que se debe modificar la ecuación 

de (3ibi3e de tal. manera que incluya variaolee que expresen loa 

efectos fuera de equilibrio del sistema. 

ti) De la definición para la entropía 
SI (Di) z - i f Jr, 1(.3 i - ) 

se obtiene la ecuación de balance para la misma derivkindo. 

11 

donde 
Q - lw(ssv• f  11) 

_ L - velni(111-t) 

j.1,1  J(II ) 9.3  I 	• • • (2..1.1) 

son el flujo de en,tropía y la producción de entropta, respecti-
vamente. 

La Geniodindialoa afirma que la segwida ley implica 

1T O 
enzonces, usando las propiedades del operador de colision 1(11) 

podemos reescribir (2.11) en la forma 

115.11411,41.314)15003 	... (3.11) 

donde 1111 y g son cantidades positivas y el reato del integmen 

do es negativo, ya que es de la forma 

(1 - 4) 11(i) 

por lo tanto, la integral salo puede ser positiva o cero 



iii) El cuarto postulado es el que le da el carácter de lineal 
a la termodinámlica que tratamos. kin erecto, se considera sólo 
reaisenes o sistemas donde ocurren n procesos irreversibles pro 
ducidos por las correspondientes fuerzas termodinlímicas y la ri 
ladLon que existe entre las fuerzas y los flujos es: 

donde ti son las fuerzas termodinámicas y II es el flujo produ- 
m 

atdo. 

sl efecto 2bouipson, las ecuaciones de havier-Stdces y la 
ley de courier son algunos ejemplos de la dependencia lineal 
(1.111). 

1v) La última hipótesis es la llamada nipcluesis de las relacio 
mem reciprocas de Unsager 

L.; 
	L 
	 (1.1v) 

con ,objeto de verificar (1441)-y (1.1v) usando la teoría 
oimittiofte  Mimos a calcular 1 - en primera aprom~141 > veremos 
que tiene le forma (1.114. Saimeismo obtendremos una relación 
integral para la malria:de Oasaber L. , qu. nos permitirl v&-
rificar:(1.1v). 

Consideremos un gas multicomponente. MI flujo ielimo 
esta dado por (ref. (Y) ): 

(2.1v) 
f io 12i 

con condiciones subsidiarias, 



Y Je. 

r 	Jui 7: O 

44. 	

)1 1(61 	
i 

i 12j o 
••• (3.iv) 

El método de resolución de la ecuacion de holtatiann por - 
Chapman a primera aproximación obtiene el siguiente resultado 
Para ir I 

(4.1v) 	il(*)  - A; • t'Ir  - 	.10mi" - fp - fri P fa! 1/ 1  1 
Se puede mostrar ( ref. (Y) ) que para un sisueiga en %a- 

. te'riaico local con velocidad uniforme la función toma la 
forma: 

29 

To »4 st, • 11414. •-"yil 	fa! 
kg 1 

t i  ti  • .• 1  411  

que sustituida en (2.1v) 

ir • vAl 	4h.lirlosmi,#.ei -51112i 

• iwili .r) §i* 11)41 fritoe9159,4  
kW 

Li • Itrilo4901. 	} 
Ir. 2 

Y (6.1v) es de la forma (1.11i) con t. 2  ik j101114-f)ht.li • , 
.-nde esta ezpresion para tk facilita demostrar que sea sise-

-necto a los indices i y k. hin efecto, notando que 
) mi sial y que cualquier maaIris se 

Ama de dos, una simitrisa y la otra no 
le tat  adquiere la forma 

ese (6.1v) 



0) 	) 
Y €1 t 	• 	i• 

101  ) 
94.4 	 ¿ y(' 

Q 

Ya método de resolución de la ecuacioil de lioltstaawi por - 

Chapman a primera aproximación obtiene el siguiente resultado 
IV) Para 1P4  

(4eiV) e** ite) z ••• A. • r•7 	8 h.10.44)/ 	- frJ14 	! i I —   

Se puede mostrar ( ref. (Y) ) que para un :asumes, en equi- 

linrio araico local con velocidad uniforme, la función toma la 

forma: 

54•.) 	s 	int. • ifrkt./is 	} 
	

lo  to  • 

que sustituida en (2.1v) 

g 	lurt) t.4I- I 4.•11r449191.5%-.51-112,  

t) §ift 	jd. irsjorifeeg 4 

1s 	
.0 re 	or 

« 

• L iw . Ifri"5401 
si % 

• • • (6.1v) 

Y (6.1v) es de la forma (1.11i) con 1101 	 eltilfrt1 fie 

donde esta ezpresion para lit facilita demostrar que sea elige-

trisa con respecto a los indices i y k. hin efecto, notando que 

hie 	es una función de ($1) ) *Lama y que cualquier matriz se 

puede escribir 001110 la suma de dos, una staltriea y la otra no 

sidatrica, la integral de L. adquiere la Lorca 

11 

L • i  

• • • 	3.i v) 
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w 	I k 	 CON 	ik 	" .1( 	)- 	ir).11,, 	( 7 . v) 

Matonees, de acuerdo al wetodo de Bnelog, 6 debe satisi'a 
cer una ecuación integrodi£erencial parecida a (3i1.5), solo -
que ahora para 11A gas multi compouente en equilibrio térmico con 
velocidad uniforme. tomando en cuenta esto 

l¡i 	1-51 	1114,1441#:b +hir he'Ll» lis I billitililj) 114.4) 4.1 

donde 41 es una función que depende de la sección transversal de 

colisión de las moliculas y bi es un vector uní tarjo en la di-
reccion de la velocidad relativa antes de la colisión. 4%1144 
posee una propiedad importante, a saber ( ref. (V) ): 

(I4;)1) = ( ', I i,3ü ) 	... (9.1v) 

esto es, que es inverisnte sute una 'regresión en el tiempo o re 

versible en el tiempo: uno supone que las ~aciones de movi!--
miento satisfacen el principio de reversibilidad microscopios, 
por lo tanto 

(1441v 
• 

I 	

uf 

j 

I atoo  

• • • 1 1 	k 	- 	41- tte- el. i. 
- 

witkii 11,1 Vtilikti 

'1› 	144 * 1111 	inmediatamente de (10•1v) 

Por lo tanto, la teoría cinética en primera aproximación 

verifica el postulado (1.1ii) y con 41 las relaciones recipro-
cas de onss6er (10.1v). 



Capitulo 

Método modificado de los womentos 

El ario pasado (1980), B.C. Eu ( ref. I ) propuso un método 

para "resolver la ecuación de Boltzmanna que modifica el método 

de Grad ( ref. (VI)). Este capítulo se refiere a este nuevo me 

todo, subrayando los puntos principales de la "filosofía" salva 
cente al método de Su. 

Antes de exponer el método de u es importante revisar en 

(luí consiste el método de aumentos para resolver la ecuación de 

Bortswann. 

Método tradicional de loa momencos. 

• Dada una funoion de distribuoion f( e ), el n-sieso Iii0U11111t0 

de la funcion se define coso 

(LO ... 
	< trls > 	L 	tr" 1(y ) 	N z Coi I •• 

Los tres primeros momentos son proporcionales a la densi—

dad, velocidad promedio y temperatura de un gas. 

La importancia de los momentos estriba en lo siguiente. Ya 

que la funcion de distribuoion es una medida microscopios y los 

mementos son promedios o medidas macrosolpicam, entónces encon-
trar el valor de todos los momentos es equivalente a conocer la 

funcion f. Pasando por alto lo impráctico del método, ya que 

es imposible naoer cálculos infiniIamente, permite que se calca 

le aproximadamente a f usando sólo un ulcere limitado de momen-

tos. 

Si ademas la función f satisface una condición como lo es 
la ecuaoion de lioltsmann, entonces se puede transformar el pro- 

54 



blema y encontrar un conjunto de ecuaciones que deban satisfa—

cer cada momento de i con respecto a x. £l conjunto de ecuacio 

ues obte,lidas multiplicando la ecuación Ue 13ultzwann por y: y 

luego integrando sobre x ee llaman ecuaciunes de evolución. --

Las ecuaciones (1.3) del capitulo anterior son las correspundien 

tes a loe cinco primeros momentos de f( E, v, t ): s , 11, B . 

Grad propuso desarrollar la función de alútribución en se-

rie towando como base los tensores de 'termite ( que mon una ge-

neralización de los polinomios de 'termite y de la representa—

ción cartesiana de los polinomio' de Sonine, (ref. (IV)): 

3/ 

1 Z 1l•11
1401 o 

1-1 a,r(r# 	01 Or• 
toa 

... (A2) 

donde J. es una velocidad sin dimensiones, e) la función de 

tribución en equilibrio local y Mara) esta definida por 

) .1(-)"¿Yr'acts 	... (A3) 

COA 	Ves)  - a 	. • a$4, 	asd. 
O bien, se define una Luncion f sin diweneiones y el desa-

rrollo de la funcion f seria 

I 	11°1 lot  ar(LI) 
% 

••• (A24 ) 

Matonees d.? son los coeficientes de hermite de orden n, 

O sea 

cuya ecuación 

(.1 a. 

de evolución 

1.C' 

se encuentra ( ref. 

... 

(VI) 

(A4) 

) que es 



91* o 41,  alti * 
tst 
	.1(t" dw) 

+(id: 	o) 
 ÷(0-014") 

fax 
(ir)14y.i)1  poli dm i(gnil 2,14 (tr1}3....)  • • • 

	

40 	in 

(RTil  ay s 4.en  f I 1 ce")  
/mi 	I 	1t 

l'utrii 7-er S d"*" = .1(")  
donde el operador 4. es una notación que significa, por eje! 
plo, 

'ad" z ?ÉN 94 4 Will 
"i 1," 

y el término de colisión r es 

lad 
3.J i• 141 411 11 lee 

entonces, usando el desarrollo (A23 ) en (66), se obtiene r's 

33 

(65) 

‘0"1  lot 
L Fose "s ao 
ni • 

... (A7) 

(ara)  

donde potes  son tensores de orden n.r.ey dependen de la 
temperatura una ves conocida la fuerza de interacción entre so
l ¿cubas. 

- 

Lee ecuaciones (a5) Y (A7) toman el conjunto intinitó de 
actuaciones diferenciales para determinar los coeficientes aul) . 
Sin embargo es un sistema que no se puede resolver iteradameate, 
porque la n-elida ecuación contiene oomticientes de Mermé te de 
orden (a+.1 ) y el. término de colisión contiene coetioientes de 
todo orden. Aunque en el último caso, se puede mostrar (ref.(VI)); 
que para la interacción molecular de tipo mazwelliauo ( anima- 



Y 

las maxwellianas ),17sidees diferente de cero para r s n. 

La proposición de Grad es que para resolver el sistema (41.5) 

se aproxima la función de distribución cortando la serie (*2) y 
eliminando los tílminos que tienen coeficientes de mayor orden 

que el del coeficiente por calcular.. O sea, si t se desarrolla 
molo por los n primeros términos, entonces 

11 	
) 	) 

t
(01 	.1.. I  I 

1- lit ad  nd mge • 
• • • (As) 

donde gi satisfacen ecuaciones de la forma (0).  pero  sin los 

términos (en 147"  (eT ) 
dr 

ah 
) 2.14  frotr ), 1 oxi 	< 

jous 	ri e Icel 
Ipsre  

Para la tercera aproximación de f ( con ni') en la ecuación 

(0) ) ,no se usan veinte momentos, como debería ser, sino que 

él tensor 411 es contraido a /114  , que reduce el numero de ski 

mantos a trece. 

La funcion f ,con esta aproximación, es 
((r 1, 	o ) 

I'  E gl i 	ie 4 /1 	11  
AU4 

donde 	y mi se determinan por 12 ecuseiones diferencialee, 

que se obtuvieron a trames de la ecuación de 3oltamann. 

B) Método modificado de ¡u. 

Este método que resulta de modificar ligeramente el método 

de Grad esta basado en considerar no 4610 las variables conser—

vadas como variables de estado sino ademán incluir variables rí 
pidas como son los flujos y momentos de orden superior. 

... (A9) 



Las siguientes suposiciones se nacen en el "nuevo mitodo". 

Primero, aceptar que la expresión de la«2.4  ley a través del t'o 

reas a de Boltsaann es válida y segundo, que f sea una función 

de las variables s T y de los momentos. 

In resumen, ambas suposiciones pretenden ser la base de 

una teoría que quiere responder a fencinenos que suceden fuera 

del equilibrio, sin importar.qu‘tan lejos. 

i) loriga exponencial de f ( 	t 

Si la función de distribución en el equilibrio, la maxwel - 

liaba, es de forma exponencial, entonces es plausible pensar -

que la funcióia fuera de equilibrio tenga la misma forma, pero 

conteniendo ahora tálminos que se refieren a efectos fuera del 

.equilibrio. Am decir, suponemos que 

3' 

11 e•iir l( 111 1011.1?1) *III (lel) 

donde el subíndice i se refiere a la 	oolponente da gas; 

denota el efecto cuando,el sistema se encuentra en eq1411-. 

brío, II cuando el sistema esta fuera del equilibrio y 404  

es la constante de normalleacida. como antes, si 

a tad ii-g 	 ... (42) 

entonces can 
	O e  

itsv 	-" ) 	
••• (1,3) 

es la mamwelliena local. 

La ~real& exponencial implieltimense se apoya en la hi-

pótesis de equilibrio local ogeneralisadase. Me decir, que no 



basta con que la función fuera de equilibrio tenga la misma mor 

ma funcional que en el equilibrio, lino que además el termino 

agregado en la función y que tiene que ver con los efectos fue-

ra del equilibrio es de forma exponencial. se obvio, por cons-

trucción, que u?)  debe anularse en equilibrio local. 

La tarea consiste en determinar la forma de ti¡' 	Sin em-

bargo , aunque IQ propone una forma para Hl' ( ver ecuación ii.10), 

lo único que hace es transformar la ecuación de Boltamann en • 

una ecuación, tal ves mío complicada ( ver ecuación ii.19 ), 

donde las nuevas variables 411 deben determinarse. Pero, como 

veremos en el tranacurso del capítulo , el mítodo propuesto no 

intenta de ninguna manera resolver la ecuación integrodiferen--

cial anterior para XII/  sino que basándose en argumentos fenal 

nbldlicos, que nada tLenen.que ver con la *masada de-Moltmmann, 
enouentta.unii.eouación diferencial parcial ( temblón muy compla. 

cada ) (ver la ecuación ii.16 ),que deben satisfacer Ar , 

Este mítodo entonces intenta sproveolhar los momentos de f 

para que no se tenga que resolver la ecuación de doltsmannisino 

por el contrario, las ecuaciones de evolucidn correspondi entes. 

Se sabe ( ref. (1£11) ), que conocer todos los momentos de la 

tuncidá de distribución es equivalente a conocer la funolón mit 

NI 

En el caso del mítodo de Grad, este aproxima la función 

por los trece primeros momentos, ya que la tercera aproximación 

se simplificaba aun eón en los cálculos ( ref. (IV) ). Sin em-

bargo, el caso del mitodo de Bu es un poco distinto, en él se 

escogen los trece primeros momentos sólo por compararse con el 

método de Grad, pero bien pudieron escogerse más womentos y a- - 

gregar las eouaoiones de evolución necesarias al conjunto de e- 

5' 



cuacionee por resolver. 

Ecuaciones de evolución: 

Las ecuaciones de evolución para los momentos considerados 

y la ecuación diferencial parcial para xri  , que encontraremos 

mío adelante, son el conjunto de ecuaciones necesarias que se 

deben resolver para calcular las propiedades del gas, de acuer-

do al método de Lu. 

Considéreme entonces que se trabaja con los trece primeros 

momentos como variables de estado de ft n, densidad; t, tempe- 

ratura; 	tensor de esfuerzos simétrico sin tras.; 91 

flujo de calor y 	, el flujo de masa. De esta manera tene - - 

mos que para un sistema multicomponente; 

31 

(1.4) **e 

(t.5) .ge 

(1.6) 

donde lAr 

tia) 0" 

y por último, 

(1.0 

i(t.t ) 

	

7 	
Mi g L 14 "11(1,%;,i) 

• 1 /117 	Plaleri0 iv 

V..4  *Ni " oh-Pul-of f; 

«pifies la parte simétrica sin trama del tensor 

% lb - I 1 14 

con 
	

9i z 1áxi 	(1-r)(th- t 1 
Antes de encontrar las ecuaciones de evolución para los mo 

mentos (1.(1-8) se hace notar que 



(i.9) f 	. 9 
43 	" 73/ 

entonces, la ecuación de Boltzmann en ausencia de tuerzas exiles 

nae para un sistema multicomponente esta dada por 

(i.10) ...utosim 	ti.yuzilo t) 	1 tii(lis l) l 24 

con el término de coliáión definido por 

0..11) ... 
.w 	." 

(ii,ii) Pts  pi II M'os j 40 	01) 
O 	• 

Las ecuaciones de evolución se obtienen derivando cada mo-

mento (1.4-8) y usando (1.10). bótese que las ecuaciones de e-

volución para los momentos (1.4-5) ya han sido obtenidas antes 

( ver capitulo II ). bu la notación de la presente sección, 

las ecuaciones de evolución para r  y jf son: 

33 

(1.12) 

donde £= f 1 s y 11, s ti")  
4.4 Las ~aciones de evolución para olp Y 

usa ea detalle en el Lp. I, son: 

411 	Ir +/lel.. 	) ¿i 	I 	i 	• j 

I ir  
• I 

II • 115)  4 L 	
► 7:1)1 4* 	j 

que se obtlei. 

donde las A al  se definen en el apéndice I y i?'  (/.161•1) 

y los momentos de orden superior se definen en la tabla I. 
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ii) Consecuencias. 

En el capitulo anterior se mostró que la producción de en-
tropia era semipositiva definida sin importar la forma funcio-
nal de la función de distribución ver la ecuacion (3.ii) del 
capítulo II ), o sea que 

... (lis') 

Aqui mostraremos que la forma emponenual de f i  propuesta 
es compatible con la segunda ley sin importar el signo de U. 

la efecto, sea 

1 	iej ti 	(11) 
ij 

(11.2) 

,dónde qr es definida mai .para que la ecuación de balance de 
la entropía se satisfaga. Zs decir que 

so 

... (114) 

Entonces, usemos U.1) en (11.2)s 

s 	NI  Poi+ sr-ito] 
pero 	

tj 
j12: (Ni 	) 	(1. 

ya que a¿  y isti  son invariantes colisionales. letonas. 

luego 
	I  

	

tj 	
(:pomar-mí  Ip(moin'yo 

r1:- 1, 1, e irre-po. etim e"0/11  s fríelo- 
COA 	

lr 	v 	1i i71 = r rh'i 	entonces 

 

II ttle:mr- 

 

s y 
T 

(11.4) 

 

   



como se esperaba. 

y cambiando de indices ( 	) 

O O 

Vi: pu, 14 11.5...ábLlei 	[t:P 	02:M 
• o 	o 

*timando (ii.4) con (ii.5) y usando la simetría de n1;1.3 	$ij. 
~Os 

O 1 	 ODI 

¿(11. 6) ... 	-L hitt 	f  j1  1.911i1 	[ 	P m"1 1 e  4.  e  4  e, 11 	4 3 • • 

11 

te 

que se puede escribir 

Q 2 = 1 !Ir rr 	-pe -P ir  ' 1 IT 	J 	j 	e  - e  

intercambiando, anora, 

(ii•8) • • • 	111 

Ya qué 411 1 ln; j 

(LIP  4."•1> 	, obtenemos 

dow» 	<1 ale4 ": ef», r• r 	-piel - ± 1 Orli 	111 	er • C 	• 

Sumando (ii.7-8) esumee 

csú_ t1 tClEimt e:K.1er 
entonces 510. sin imporUhr él signo de Hl, 

la produccidn de eatropia se anula si 
Hl e le 

d .01  . 11140  .11‘ 

se satisface s6lo si é: que 

0!  
• 

NVf 

con XI»  

entonces 

gr) 	el 0 tity) 
IN 4  

constantes y e el tensor de bernite. 

X411 ) Vele 
hl 

at 

, o sea si se desarrolla 

(Li.10) 



luego 

clon 

implica que 1120 y por lo tanto, el sistema esta eflaquilibrio 
sólo si 

xr = O 
	para toda 	(ii.11) 

El desarrollo (ii.10) no pierde generalidad en el análisis 
y es un poco diferente al desarrollo que se hace en el mitodo 
de Grad. Mientras.que Grad desarrolla la función de distribum-- 
aide en tdrainos-de 	OffiaL se desarrolla sólo el tIrmino 
que tiene que ver con el efecto.fuera de equilibrio y no es ola 
ro que sea una solución de la ecuación dejioltsmana. 

La función de entropfa definida por 
V s 	 1421  1;(131:. L) 

se transforma en 	 • 
J 

• it 	 1 	<11(Ni1.0914)11> = k </(a1+1191)41 > 

< 01> • Ir <l>- tf </mi> • if < sir > 

	

sT a $ I 	SIT • /4 	Kr. jr 	e.. tii.12) 

	

fr 	1: 
Y a (11.12) la podríamos llamar la ectuacidá sedeneralisadaw de 
Eller como en termodineilioa 

Matalloo ouPonLindor Por otro lado, que a es una función 
de las variables conservables (7, tq, y ) y de los momentos 

( eh, ya que as( depende f. intoncese  

(ii.13) iee 	 gel 

luego, de (11.12), formalmente se puede escribir: 



Con 	el  s • q o •  

21 1  T .1 	111. s / 	5 	- Ali 	95 	Ir 
91 	j  are 	T ' la t 1 1  T 3 g"_ T 

con 	y:  $ II 	( das ideal ) o  ti . ' 1 Ir 	
S 
lée)  

se sigue entonces de (ii.12) y (ii.13), que GO debe cumplir 

I .1 1.1  1 s" Al )- 1 ti Je i)  11 too1(r5 . o • • • (ii.14) 
T 	i 	T 	4A 

una ecuación,  'generalizada" de Gibbs-Duhewl, que relación& las 
variables intensivas. 

Por otro lado, el miembro derecho de la ecuacion de balan-
ce (ii.3) ae puede escribir asi (ver apíredice II) 

(11115) 	• -T 1 41  t TC * S 	4 lof 	s 1)11.1i « 1 $1440 411°  

• 1 1T [ne01/1 • leWtel • +ro 1,r 1 . 

T3 

j e n !A= se 1: e ',I. 

Por lo tanto si la ecuacidia de balance se debe cumplir, la 
Unces, de (41.13) y (4.15) se obtiene una ecuación diferencial 
parcial para las variables 4) ., a saber: 

(11.16) 	T V. [ T's Xre W1/1 itr 	• +r1l 

Entono'. d (41.13), obteneaos'la «1~111 iseneralisada de 

al bbs: 

(1L.17) ••• 	 J•• • 	1" 0 
¿4 T ¿i I al.  u lt. 

La ecuación (11.17) Involucra tres teína/nos que, como an-
tes (ref. (Y)), tienen que ver con variables conservables. Es 



decir que los «cree primeros términos expresen el equilibrio lo-

cal del sistema. Sin embargo, con el cuarto termino, se expre-

sa un efecto que involucra a los momentos de orden superior o 

variables rapidas. Este tóraino se anularía por dos ramones: 

cuando el sistema esta en equilibrio (VIO) Xr% O y cuando 

el proceso que as realice se haga de tal modo que az haya caz- - 

bio en los flujos, o sea que el proceso sea esIacionario. 

In resumen el mítodo de pu consiste en proponer un conjun-

to de ecuaciones de evolución para los momentos y la licuación' 

diferencial parcial no lineal para 	. Para resolver las e-

cuaciones de evolución ajá en el estado estacionario ( ver oal 

tolo IV ) es necesario que se resuelva, aunque aproximadamente, 
la ecuación (11.16) para $. 114  en términos de los momentos de oE 

.día superior. De esta manera, es claro que los momentos no se 

puedeaixalcular:directamenteo0nociendo :10 a traves de (11.10) 

ya que, como adelantamos en la sección anterior, la s'atascan:, 

(ii.14) no es equivalente a la ecuación le Boltsmann. Para Ms 
tras 3.0,41Use- OSIrmeción recordemos que Ia.eohacióh,de Coltsmmal 

es una eouaeldSoinitLes. o sea mLor4;oodPiose Y la solimalia 
(11 16)ee una condiáión ienomenológica que se usa para obtener 

una emuló sgeneralisadal! de atún. 

Veamos, sólo formalmente que condición debe cumplir Jer 
para que la :unción propuesto por au sea una'soluoidá de la ecui 

ción de Moltsmann. 

din 

= r¿Pa 
its% 	

(11.1S) 

que, si es solución de la ecuación de holtsmann, debe satisfacer 

41 



relacion 

-"1- 	 té. • 91i 	pws..6 14 11111:- t:1 

11. 	I Ir -11 "el ir 4 xrIkr (r 1 400 01)  -m'ole 
¿1 
;t

í* 
ie 	; 	 • e al 

w 
11

411 p.Sh.o j 	lipitori 	coocoolini 
. • 

1S 

la siguiente 

(ii.19) 

entonces 

(ii.19a) . • • 

(ii.19b) • • • 

por lo tanto, igualando las ecuaciones (a) y (b), obtendremos 
la ecuacion integrodiferencial para xr,  e 

Por lo tanto podemos afirmar que la teoría de lu no resuej 
ve la ecuación de Boltsaann, y por lo tanto no es una teoría ci 
nitica sino una fenosenológica, aunque inspirada en la teoría 

omitiese 
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Capitulo IV. 

ipli casi ones. 

En el capitulo usaremos el método de Bu para calcular el 

coeficiente de transporte que se refiere a la viacocidad cortan 

te. 	Si bien el método pena/ te generalizar el coeficiente de - 

viscosidad en términos de I ft I no deduce una "ley de fri ocio 

de Newton generalizada", ya que 1 . 11410(Cde 	

:1 

l 	no se puede 

calcular. El coeficiente de transporte calculado es importante 

para la hidrodinámica generalizada. 

Coeficiente de viscosidad: 

Supongamos que el sistema en cuestión esta compuesto de una 

sola componente poi simplicidad y que ademán no hay conducción 

de calor en el sistema, aunque, como el sistema es viscoso, un 

calentamiento debido a la viscosidad puede generar una corrien-

te local de calor. 

»Monees la ecuación impotente de evolución es la que se 

refiere al tensor de esfuerzos sin traza 	s 

1(41  4(. -)1") a  

g - 	- !ir - 11,11 	Illetfl  y 

7:1  7+0  • pes 	 • I Irse  rirk-píz 

o 

t' - pItt3") 	11 

donde 	= --i %nv.n-liff .9 /T)  

sier (l'O, 

donde 



En general la ecuacion (1.1) es una £uncion de 
ces podemos escribir 

le) 	.V1 .'111 
(4 - 4 ) 	:(11)  

• enton- 

17 

donde 	vl 	i(i)- Ir! sr.? 

Ahora bien, a. C. Eu isueetra ver ref. 1 ) que a primera g. 
proxiaación, 

s  (bi• e) 	+4((a.e)1."‘") • 01 	(1.2) 
a 

es decir que ye/  es proporcional a 	, quien a su ves k ver ref. 
1 ), en el orden ase bajo es, 

x" s  - 	eo(ts  
o sea que, )141/  es proporcional a r • si 7r  es Poiluena• INItonc•• 
la expresión para ite)  contiene teírsinos, que son productos de f 
con gradiente& teraottnaalcos, es decir que 0)  es no lineal en Z 

a travis de PI , porque -n'Ir no contiene a 

gl proceso que se considera es un proceso estacionario, 
donde no he flujo de calor, por lo tanto 

... (1.3) 

con lo que se obtiene, de (1.0) 

I  te 4.  I Á• _ 
2 	k • • • (t.4) 

y, de la solucioli por el ae'todo perturbatávo para Xu/  en el or— . 
den mil bajo ( ver ref. I ). 

: Y.SY, = O 	 ••• (1.5) 



u 

o 

)1v) 	.11:2t )(Tr 	t 
	 • •• (1.6) 

• Pero como solo se considera un proceso lineal en 	19)  • puede 
aproximarse por - p f 	y (1.6) se escribe 

1e1 3 (11 :te )(71 	tpl ) 
que implica 

••• (1.7) 
ya que 	

: g 
La ecuación que se ha de resolver es la ‘1.4). Si a esta 

la multiplicamos por p 4,0  obtendremos 

pri 101 a -.11 	(404.011) 	
, -011.111011 (1.8) 

Y ea el apindios II, ecuación 5, se muestra que 
r 'ser 

(1.9) 	px(":(ktr)) pf« p se jJ12,114141,,4 
eiroplxit «114 

donde >< *31  114:(: 140/ ) y la producción de entropla se puede 

eacrioir ( ver rei. (II) ) coso 

vial: (tu )» sal* .44 (1.10) 

donde a es la densidad de numero, d el diámetro de las molicu-- • 

las, fe, la casa reducida y 

I iiir•i(311)' 	 (1.11) 

Entonces, usando la aproximación de iQly (1.7) en (1.8) y 



l'oaavia am o  Sri la teoría de Chapman la viscosidad 	es 

,„&T rortswrIN09 re (1.14) 

luego (1.9-10), 

11 

... (1.12) 

Aunque (1.12) no es una ecuación analltica, sino trascendente, 

para X )(Luc es una función de >r  , se puede resolver con la -

ayuda de 11.11). La ecuación (1.11), si se usa el valor de 
)11,- 1 y se siguen los métodos usuales de teorla anides 
a 	op 
k ver ref. (III) ), se conocerá completamente en telwinos de 
una integral que dependerá de la.forma como interaccionen las 
molicules, es decir 

••• ( 1 . 13) 

donde f [tdr);[IWII a  I mr, rost. w.011-110) 1 

y w es Una velocidad Peculiar sin dimensiones. 

y si se define (*) la viscosidad como la proporción' entre 
es decir, 

t I( ) IVO) 	• • (1.15) 

donde (mora I pa) es una función de 141 r  111,0111 

1 5) Ilotas nótese que en la teoría actual no se obtiene la ley de 
fricción de iieeton, o sea ir [O) , sino que se define una vis 

cosidad generalizada. 

» 	f 	ivarls  r 

Y 



/finalmente, manipulando (1.13-14-15) y usándolas en (1.12) 
se obtiene 

y(w) * 1. 	 g54.... 	
e" (1.16) 

SO 

donde 2: s 	 211(AblI)Yir 

Si en ves de usar directamente las aproximaciones para J(9  

y XV) , usáramos (1.6), entonces en lugar de escribir p en la 

ecuacion (1.13) se escribiría pi(10). Coa esto se obtendría, 

#: 1.2  (14 11112Lik t so. 
(1.17) 

con ha' 1v 
it(w) es una viscosidad generalizada que depende. de la meg 

nitud:del gradiente de la velocidad del fluido. y' la ecuacion hi 
drodinlimica correspondiente generaliza la eemacion de /Javier y 

Otekes. 

Al resultado no nos sorprende, ya que el ~todo de au, en 

el fondo, intenta extender la termodinálca lineal desde que sa 

pone la dependencia de,f en los momentos de orden superior. 

El sitodo de in apvovecha los resultados obtenidos para los 

coefidentes de transporte. 'que usa coso definiciones para ente' 

der le dependencia de los misiles a través de los gradientes tat 

modinálicos. Us decir que una teoría no lineal se puede obtener 

con este mltodo, pero cono eztensión de las teorias lineales. 

experimento es el ánimo que puede decidir si la extensión a 

lo no lineal es correcta. 



Capitulo V. 

Conclusiones. 

El método modificado de Bu no resuelve la ecuación de 
Boltsmann, pero si se inspira en ella para obtener un conjunto 

de ecuaciones bidrodinéaicas generalizadas. In efecto, que la 
ecuación integrodiferencial de le) no es equivalente a la ecul 
cien diferencial parcial (11.1b) es evidente. Por esto, la teo 
ría de Bu no modifica, en el sentido estricto, el método de - 
Grad, quien sí resuelve la ecuación de loitsmann. Debemos de—
cir, entonces, que el método de au es fenomenológico. 

La teoría extendida que se obtiene por el adtodo de ¡u es-
ta supeditada a loe resultados de las teorías lineales. Gobio 

la teoria linell'de por si ,sóloes unawliieraOPItmlimmall a 
los fenómenos no lineales con un enfoque establecido por los al 
todos aproximativos de arad, Alisaos, etc. ¿ qui:poiar£1 con el 

método de *a y sus resultedosj ei este 'enfoque no fuera el ade—

cuado? Be vendría abajo. 

Lo engorroeo del método es el algeura que implica. Por 

ejeisplo o  en primera aproximación el método gensralisa los resuk 

tactos usuales para lOs coeficientes de transporte. - Butonces. 
en principio, los resultados pueden generalizarse aun 04 si no 
se el/aLnaran los términos no lineales en 1 para procesos esta 
cionarios, pero la ecuación algebraica y►or resolver es más Com- 

plicada que antes. y no digamos cuando Lir #0 	o sea pron 

sos no estacionarios, se teadria que resolver una ecuación dift 

renoial no lineal. 

Al ■etodo de Bu, como no resuelve la ecuación de Boltsmann, 

u 



no puede encontrar ecuaciones de havier-Stokes o Burnett para 

las diferentes aproximaciones de la posible solución f. Lo más 
que puede nacer es generalizar al réisiwen no lineal en los coe- 
ficientes de transporte la ecuacion de havier-StoKes ( ref. II). 

O cualquier otra ecuación que tenga coeficientes de transporte. 

Las propiedades ienomenoldgicas no se justiiican a través 

del moiltodo de bu, como polis:1~1o, las relaciones entre flujos 

y fuerzas o las relaciones de Onsager. En todo caso, el sitodo 

intentaría mejorarlas o extenderlas como lo nizo con los coefi-

ci entes de transporte. 

111 resumen, el sitodo "modificado" de los momentos es una 

teoría netamente fenomenoldlica que intenta extender los resul-

tados conocidos alyilmen no lineal, sin demostrar o justill--

.cár las layes de fricción de Maston o la de Sourier, sino apo-- 
é 

yandose en ellas. 
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pp‘ndice I. 

Ecuaciones de evolución de loe ¡u:mentos yi  , 9.3  y 	: 

La ecuación de i:oltziziann, en ausencia de iuerzas externas, 

111  ft li, . 1 e j., (t:,  fi) 
le V 	1 

donde 	1 li  (1,, 4 ) . r ptii#140 Le jA 1 
ii 	e • 	 • 

es puede escribir de la forma siguiente, 

11AI.°) 

53 

414111 (AII11) 

habiendo sumado ¿ restado • tia.0) la cantidad Y.ro: I din 
ni endo41 	«, * •If +• a 	donde / es la velocidad macroscópica at 
del aleteas. 

i) la ecuación de 71.4  

Ápli osudo ,la del:inicio:in de 
tenemos que 

ka.2) 	4111 	frk.iXerVr4 4 

ya que y t son independientes de V¿ 	gesolvieudo cada iute- 
("al obtenemos: 

141 .1,[hylicifrvel IJii ikPfrElNi-teleartstrii113.  

2 / IJOiliklerinNilirki 

bao/ indo usado t 	1). 

lintonces si definilaos el tírala° de colisión oomo (Aii-
sólo noS conoenzrauwe en el birmano 



,o) fJtá, 	y)(1- fnj (mi- y). 	f‹11 	[tsfr• )(55 - n y.11;11-  )1 
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(4111.4) 

Ya que 	= y • rd + d 	 d es una l'anci esos -- 
lar. a uevalueilte usulpularenoe el térai.no 

ifirit (iti• )] $ 	IS • V • Viril  t • 1 

- lalry) • VS- YX511)131 
	

(41.5) 

(gry). V kis •ygtk- 	% [1:10. q,k- 	or: henvolfr • • kg.()) 

.pór lo tanto, nustit4YeadolAI.6) en (U 5) / este en  (ÁI•4)* - 
obtenemos: 

ekralaiir•d(S•O'lli y fai r * tptimi Usixtry 

Mlemaí "11 entran donde  41114, «41) ittrti(si-  fijo)  

en si Porlitesi [ f sin stootarlo entonces: 

15.1/155.g 	.2)erk 	 sítt 1ff 	••• (41 7) 

Agio la definición de 	y la ecuación tAL.7p nos n'aun,. 
ven la integral (41.3), que es el termino de (41.2). 

La ecuación (A£.5) queda 

Mora, resolvemos el secundo tírtaino de (41.2) d para 
ello necesito:kg°. reesoribir a 



-tu) 
1(1'0(1 124 - 	= 	2 I dl¿s o I 

dt dt 

55 

pero ale 	_ 
;a 	S - p 

[111)(11-01 -i,  
di 

, entonces 

 

 

L [tu:- v) y. el' .0. lA1.9) 

luego 

1 J1 ": 	y ) (ui  .g)1112  S [ 3,v.P 	 • 	(.11.10) 

habiendo usado tAI.9). Yinalmente o  suatittWendo (ALIO) Y 
(Iii.o) en (A.1.2) y la definición,  de r.111 	ri o pri  

tenemos que se obtiene la ecuación buscada, aisabele; 

- 	- 	1:''- 2[1 ler- I crfin  

11 [1:11,r+ LICIgh-r ) 	km. ) •  

y EL. 

il) housoión de evolución de mi 

Se define a 

entonces deri vacado I A2.12) 

41; 	I gi 	;1e:-Y) épt 04 111 (4=1"10 at 	411  
o  ya que f es indepen--- 

diente de r y t; luego, usando la ecuación de Doltiisann 

¿t 	 ott 
	 ... (AZ.13) 

Lefirillwos ahora 



(AI.14J 

entonces, (AI.13) se escribe 

á ItAr-I11+ 
aonde 41 

 - • S y. P 	 144 	ji¿ • Adora, la inte- 
gral es resuelve escribiendo 

tgri)(2i -y).V1 rh-f)(q1-ntlf ii(4.1•1[)•ft Jilli-V)f 
Y . 

.142i  "Ir )(er f )19: $ V 12: + •yy +1:ty, 	••• tia.16) 

por lo tanto, sustitu,y-endo (11.16) en (LL.15) 

jis  Rxr-xr)# 	- be?! -ir( ) 	) • • • Ar IV) 

donde 1 9. 	ea la, conoentraolcia de la 1-ésaaa componente y 
la ecuacicrn queda demostrada. 

iii) licuación de evolución de 111  

kor detanicutin 	9:1 tla  

entonase 

Itt - ir J; 	kr .4.1i 
4t 	'` 4] 	a ilai 

de donde sólo resta conocer 

tí dada por (Ai,17). 

Usando la del/Molla de a • 

¡mildel-rfutild • 

. (al.1d) 

4.2` ue la derivada de 1 



:14 leae.-0(1- y )2 	1114i 	El- 	g 4i 	a , entonces 

bf 

fJt: lit: (4i • !)( 12: • r )z ti  -1Jti sii.i(5.x11-0.51). ft a 
f J4  y I. h1)/(1.j-101 

usando loa alisaos argumentos que antes. 

La tercera integral de usiI.19) se resuelve reescriolendo 
su Integrando 

J Rere104:-.1 • - ler 	- utrocti-f). sit 	 (.11.2u) 

O sea 

lattsts-vbitl: - 	-1.1-t1  g 	:I•f ; E•at » 	Al. 21 ) 

donde 	X 1‘  s 	 10; Mli  (51- 	1: 

»acre reescrá hiendo el integrando de la se uuda integral - 
de (Al.19). 

(S-int(th -f)(1-/)•1911  s (41•014%-e) r 

f 1111h•fbrf 2  li(i1)111-011>te7.., (m.22) 

obtenemos que 

14 feimildik-f4.0.gs93.e. 1.1+11.1  t 	 ••• 

doiude 	r(1) : 1Jg, 	00&-r)(W'2) 	 rY 

tr 1J5 gi(t-r)Went• ) 
aVitonces, sustituyendo (41.21) y (sti•23) en kA1.19) obten' 



1$ 

111011 

	

dé 
	

JJ 	 fi) - 9;v• - 	• 1 

	

••• 	• Q 
• • j. 

 47 fiv•P•[ti.yi q.] 	tía.24)  

	

donde 	ee un teneor uni tario. x eueti ttv endo k al. 24) y (M.17) 
en kU.1d) obtenemos: 

0,1 su•r)(!yolti  - E ¡lar - 21. 17 g; y. y - 	- • ?JE ) 	* 	 ami 
01 - 	:$/$7 	s  v. 	f 11-  • 14[- la -e. )- 

• fi_ e 	II 111T 
Mi ••• 4J-7  • • • 	111. • 25) 

.jr 'definiendo 

c.i (on182.25)   

• I n 1-1$ = 41%.,..zi.,,,,,,.f. 
demuestra lo buscado. 

la sous- 



Apendi ce 11. 

Deducción de ia ecuación (ii.15): 

- 	= s 	Ji" • I  Z ill; 	01 4, JI • 1t 	4  

_I o 11.[T-.4). 	+xtiel•Amf 	tri 
;a llí 

Demostración: 

Sea 

Y 

/ 11114(1.,idlisi 
IIr 

- k 	1414 II 14 1§:- 

- k I <1.31:19.1-11)) 

• (apila) 

▪ (Ap 

Usamos la Zonza exponencial de 	saithetkf Or-^11 en 
las definiciones anteriores. gintoncess 

SI 

T« 

IJP:i Nr[eitrt-el;')- est t- p «re' 

le 	 f 	Ir 	*4 a pl(xregu  • *I' 
las 

1 
	XSit) 61J; CV 	rir 

tj 

* 

usando 

entonces, Cr • (Ap 11.3) 

Y riese:albeo°, a Ir en termino. de 	. 	efecto, sea 

por 

Aje -r i*; 2 prii  e ene:14 - e7'4 1 

lo tanto ir = .1 	XI°  • ( 	- Á?: . 

Y de las ecuaciones de conservación para 

• tap 

• (ap II.2) 

, deducidas en el 
apendice 1, esto es para 1 • 1.2,3 solamente, aunque es facil—
seíite «eneralisable t ref.(i►), tenewos que: 

si 	201 _ 
Ti 

ei n  (1) 
I 	#4 	.11.1  



• • • lAp 

entonces, sumando las sedaciones de couservaelán 

Ta =  I VI  • Jr - 	ir)  1 F I 	rt- 

donde 

y.trips 9 •yr• rey•st s-rype n'ya  ... lAp ii.d)  

r¿L•Vi 1,=1411")1 /1,1A.T>44-4 kilo. • • (Ap ¿I•9) 

y usando las ~molones de conservación 

1991111f 1'4'4:Tí -PU e** (Ap tI•10) 

t lárf " 

lákp !Isla) 

T***71- mr-essfIf -Ittf — rIvl .s. (Ap II.12) 

Por otro lado, usemos la iorma expol4encial de fi  en 
ko 11.2) 

11  I T <qi-Vtilif*P")› *14 «si-ok)-1)•:«ti-%)> 11<m:11.0i 

9 - 	I), I. T.  

y usaudo si Jasserelle de Hit  

je  *1-11,11:+f ;XI% 

Tomando la diveroucia de (Aii II*7) 

Y. Je =I VIT51. 1119 0.( 11) 	VIT71‘11`) ` • 

luego, 

;oí 

ahora reesoribemos los dos tíroainos dereouos 

10 

(I) 

entonces 
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ti 
	 = 
	 Ap 11.13) Ells - ‘ j • y T"ji. 

luego 

7.(y) -1 y•(1.1.14.) 	(IA - gi.VA3T" I 2 	°v-  g -111,1A1 4.11121 
por lo tanto 

Ap 11.14) ... 	x2 TrITY0C14P4-9)143T-141119-nv•Wrii+ITIZt 

entonces. restando (Ap 11.14) a (Ap II.6) 	reordenando 
teirainos 

Trit = 	rt 140011 	4.1:ty 	• !A  }  

4t if 1t 

sea, ahora. 1 /a  0-1A a 	'" 

Y Ir r• -y" • 
finalmente 

;r1I zr - 

Ta • Tr z [Tigrire"] t Xrei' f rofui i  

1,411 + l'e ir 
donde se usó r g = 	• Y qUeds demostrada la sous--

oía. 
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