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cap{ tulo I.

Introducciodn,

Desde que Boltmmann propuso su ahora famosa ecuacion cine~
tica, muchos cient{ficos nan tratado de resolverla para as. co-
nocer las propi edades macroscopicas del gas conslderado sin im-

portar el estado que se encuentre, ni el proceso que se realice.

Para procesos reversibles la termostdtica tiene resuelto
‘el problema. De hecho el eunfoque de Bolizmann y de Gibbs, con
@ayas aportacaones se inicic la mecdnica estadistica, justifica
Yy apoya los resultados macroscdpicos conocidos ( ver ref.(IX) )

en lo que se refiere a las variables teraocdingmicas ael 848,

Sin enbargo, si el sistema esta fuera del equilidirio o nos
Preguntamos como fue que el gas 11036’.1 equilibrio, eutonces
la meciénica estadfstica, y con ella la termostatica, no pueden
decirnos nada. PYero si consideramos un estado no muwy lejos del
equilibrio ( ver ref. (V) ) la teraodinduica irreversibie lineal
tiene una respuesta. Incluso 10s fuudauentos de la termodindmi
ca irreversible lineal pusden justifiocarse desde el punto de
vista microscopico ( ref. (V) ).

La teoria cin‘tlka es una herramients que nos peramite no
8010 justificar a la termodindmica irreversible lineal, sino -
qQue adesds sienta las bases, con la ecuacidn de Loltsmann y el
teorema H, para tratar problemas fuera del equilibrio no linea-~
les.

Otros cient{ficos dedicados a la termodinamica de procesos

fuera del equilibrio nan enfocado el problema de otra maunera -

( ver ref. (XII) ). Ellos han consideradc el punto de vista mp
crogcopico, es decir iutentan comstruir una Seezis femsmamdddgi




ca que extienda la termodinamica lineal irreversible al izterva
10 no lineal. La funcion entropla fuera de equilibviio ase acepta
como una funcion de las variables clasicas y de variables o com
servadas o disipativas: flujo de calor, el teusor viscoso, etc.
Con esta suposicicn obtienen una ecuacidn generalizada de <ibbs
Yy otra para el flujo de eutropia. Adends comparan sus resulta-

dos con los del metodo de Grad de los 13 momentos ( ref. \VI) ).

Aungque el metodo de esta escuela difiere del método de Eu
( ref. (I) ), tratado en @l presente trabajo ( ver cap{wlo III),
sus objetivos son los mismos: obtener una teoria gue explique
108 fendmenos termodinalicos no limeales fuera del equi librio,
La co-paracio'n entre las ecuaciones obtenidas en ambos enfogues
¢S un problema interesante. FPor ejemplo, la ecuacion ae Giobs .

"obtenida en el primer enfoque es | ref. (Xii) ):

ds _ s, o -t vy [0
TS - % orﬁ‘ +54.4‘-“5+,g.-‘4‘1”4t.[t]u

donde J es la energla interna, (" el volusew especiftico, el
tensor de esiuersos viecoso ‘g': Tty *[t']"y 4%, 4 ,¢ son cong~-
tantes que haoen conerente el grado escalar de la funcion. Y la
ecuacion generalisada d¢e Gibbs obtenida por Bu es ( ref. (I) )

d ot ) J‘C\
rﬁ s :‘-f OP}‘S 4‘21(0:‘- ( ver capltulo III )

’ )
Entonces, snslisar la relacion entre 4, , &, :. y ias fcorrc!
pondientes os una tarea cuya factibilidad sers’ analizada en el

curso de la presente tesis.

El segundo capi{tulo contiens los elementos principales so-




bre le erotio.x e Boltzgmann. No se aa una demostracion de la
miema, £ nr ylt 3¢ parte de ella para amlizar un metodo de reso
lucior jue =f 22 de Chapuan-Enskog. Adenas, tawbién se da la

forms ¢e¢ nizmer las ecuaciones hidrodinduicas en general y en
particuier. i aproximadas por los tres primercs ordenes del
pardmcI-: u+ fnudsen, Botas ecuaciones son las llauadas de -
guler, &r<T =~ 3%0Ke8 ¥y Durnett para el orden cero, uun y dos

respecT valElid.

B £ momc capftulo se discuten y recueruan las 'M.pétuia
Que car . a la termodinguica irreversible lineal desde el

punto && vrm de la teorfa cindtica de los sases.

sz £ mgfiulo III se exponen los elewentos priucipales —--
del *mézoor zxdificado® de Bu que propuso en 1950. Rste método
preteuie ziparse eu ¢l método de Grad wodi ficandolo y as{, re-
solver Iz e2uacion de Boltsmann. $in eabargo, abi wismo se uueg
tra, gus Ot 1.0guna maners resuelve la ecuacidn de Bol tsmann,
Tambi ex s mpone breveueute en que consiste ¢l metodo de Grad,
donde anmx 21 papel importantie 10 tisnen las ecuaciones de evQ
lucidr., =ar que la funcion de distribucicn misma cowo en el mé-

todo & ugman y Enekog.

£ mrzado de Bu se ianspira en la ecuacidn de Boltsmann pa-
ra otiane ueficientes de transporte generalisados. Bs decir,
Que e £z cas0, 108 coeficientesde trausporte serfian funcio--
nes t: ~ut ;radientes de las fuersas tersmodinduicas. En gene--
rel, & =uria de Bu extiende la terwodindwica irreversiule al
con&k Lemss 13 8010 las variables couservadas sino, ade.as, las
varisdie: 2apidas 0 dieipativas como 1o son los wo.entos de or-

der supe~. P,

2 2uria de Bu, de esta uanera, obtiene alguuos resul ta--




dos importantes e interesantes como lo son las ecuaciones de -~
Gibos y de Gibbas-Duhewm "generalizadae®, donde aunora intervie--
nen varliables termodindmicas responsables de los efectos fuera

de equilivrio del sisteua.

En 1oe apendices se dan 10s calculos para obtener las eoug
ciones de evolucion correspondieutes al tensor de esfuerzos sin

traza ( T ), ol flujo de calor ( @ ) y al flujo de wasa ( J).

B el capftulo V se muestira como se utilisa el @etodo de
Bu para calcular el coeficiente de viscocidad que depende explf
ci tacente ue la magnitud del gradiente de la veloc.dad.

Pinalaente, en el capitulo YI se du‘c'i las conclusiones

800re este travajo.




Capi tulo 11I.
Peor{a cinetica y Teruodindmica irreversible

A) Elenentos de Teoria Cinetu ca.

El comportawiento de un gas esta coupletamente determinado
sl se conoce el valor de sus variables de estado en cada punto
del gas y en cada instvante de tieuwpo. Rl estudio de este con~-
portaniento se puede reaslisar adoptando un punto de vista mgé=e
czoucdbico. siguiendo las leyes tonomonol6¢tcc- de la tornodln‘
mica clasica, pero sacrificando la comp:oucl&h cOuwpleta de su -
coniortamlcnto. ya que los resultados obtenidos coutiesnen varig
bles Qque no puedien obtenerse de la teor{a directauente, sino -
qQue sdlo el experimento puede proporc.onar su valor. Y esto es

un puito oscuro en nucltro'labor de la naturalesa.

Otro camino a ssguir, y mejor dicho, el siguiente paso que
se debe dar ss tratar de caloular las variavles desoonocidas hg
ciendo nuevas consideraciones. Kl punto de vista fenowenologi-
co es desplasado por el de cunsiderar que los gases estdh CcOm=--
puestos por un couJjunto de particulas llauadas moleculas, cuyo
movimisnvo dctorl}un el comportamiento wsacroscdpico dsl gae.

Le teoria oindtioa de 108 gases supoue que las propiedades
macroscdpicas de un gas ss pueden doduqlr S. se COnoee COmO in-
teractuan sus componentes microscopicas, la esiructura de estas
y 8sus eouaciones de movimiento en olﬁflpnczo d.)ﬂ + De hecho

es una desorjpcion wesoscopica.

Se supone que las particuias del gas tienen uia distiribue

cion definida por

by, v, t) i

llawada fuic.on ds distribucion. Flsicamente, £(I,V,t), repre-




senta el numero de moléculas por unidad de voluwen &5,!) en el
espacio faae/p de geis dimensiones que tienen una velocidad 4
®n r al tieupo t. S8i esta funcion se conociera, entonces se PO
dria saber cduo se distribuyen las moleculas en el espacio en -
cada pomento y con esto, en principio, las propiedadesJel gas.
Pero la cosa no es tan sencilla, ya que Holtzmann encontro que
£ debe satisfacer uua ecuacion ae balance esto e8, satisfacer
una ecuacion integrodiferencial de la forma

(4:0) oo (Rre-20 1 -33-! ) dtg, e 0) =I.la[lg clang[tt-18]

[}

donde ::l!‘!.' , C(R) 8 la seccidn eficaz y £ = I(r,v,t)

La ecuacio’n de Boltsmana no se puede resolver en torma ce-
rrada. Por 1o menos no se conoce la torma de resolverla exacta
mente pars sisteasas iunhomogeneos. an este caso, los metodos -~

existentes conducen a soluciones aproximadas.

1) Ecuacion de Boltsmann.

Se omitird la deduccion de la ecuacion de Woltsmanu, pero
se pueden consultar las referencias que se dan al final para ma
yores detalles, La notac.lo'u usada es la mispma que se usa en -
( ref. (IX) ) Partiremos de la ecuacion de poltswann y supon-

drenos conocidas las propiedades de la misaa.

La ecuacion se puede escrioir como,
(Fre) 1= )uin) cer (1e1)
con J(11§) 'F‘Pl. G("J(”:'“.) llamado el termino de

coltsidn donde = f(r,e00) LA het) A laLet).




Se supone gue no hay fuerzas externas. il término izquierdo de
(1.1) es el efecto de arrasire sobre las woletulas ai no choca-
ran entre af. Bl tdrmino J (f|f) esd pebalancea la ecuacion al
congiderar 1os chioques ( binarios ) eatre moléculas y se le co~

noce como termino de colisidn.

Le informacids qus se pueds obtener depende de qud varia--
bles de estado del gas se consideren ( vease el artfculo de -
¢rad ref. ViI ). Suponemos entonces que las propiedades del -
a8 quedan determinadas si se conocen las variables g , 4% y @ ,
densidad de masa, velooidad del fluido y teaperatura respectivy
msente.

Estas variables sstan relaciouadas con la funcion de dige-
tribucidn por medio de las siguieuntes definiciones:

gLt) s m I‘! f(r.et)

g(z,f) 3 —:‘-IJP. } 4 ‘(10!0‘, eee (102)

o) = § & [de e gt lbut)
ques son pruouon"iobro el espacio de velocidades del gas y por
lo taato se supone que coincidirfan con las wedldas wacroscopi-
cas conocidas. REstas cinco cantidades son los cinco primeros
momentos de £, @i se conocen todos 108 womentos de la funcion
£, esta queda completamente determinada (ver Callen ref. (XII1)).

Multiplioando la ecuacion de Boltsmann (1.0) por el conjum
to ds cantidades ’-,-g, l' -l!-!l' } e integrando en todo
el espacio de velocidades M obtenemos las esouacioues de conser-
vacion para la sasa, el momento y la euergia:

'?_! . ‘=°
at LV uY)




eee (1.3)
fZre-v)e =-17.9-3£:4

’ . " ) . ‘
donde se usa la notacion 9 ] A,j = i"(%i; ,%};) J ademas donde

aparecen dos nuevas cantidades: flujo de calor y el tensor de
esfuersos, definidas por

$,6) s jmyg () He-20)

.f’ Py = 1 <@ 0 G- 4) ver (1.4)

donde (A = L IJg LA

Las ecuaciones (1.3) no se pueden resolver para f.4580
debido a la aparicidn de las nuevas variables q y f que dejan
indeterainado ests sistesa ( ref. (IX) ). |

De beoho las eouaciones de conservacion no tienen sentido
si 1o se ha resuelto la ecuacion de Holismann para f. Si se ob

tiene a £ se pueden caloular fyqg mw método de resolucion pg
T8 (1.0), llamado de Chapman y 0§, aproxzima la solucion de
1a ecuscidn de Boltsmann por una serie en terwinos del parame--
tro de nmdnn"‘ '%-'F' . Kl orden ln'. bajo se refiere al estado
en equilibmio local del gas, 0 ses, la distribucion de velocidad
de Boltsmann independiente del tiempo. Las ecuaciones de conser
vacidn se convierten entonces en las llamadas eoumciones de Euler
donde el flujo de calor es cero y el tensor de eiuerzos es la

presion hidrostitica del gas.

'

El sigu ente orden de aproxzimacién en la solucidn de la e-
cuacion (1.0) genera ias ecuaciones tononno.Lo'glcu de Navier y

8tokes, donde ahora el fluido es eu general viscoso y hay un -~
flujo no nulo de galor.



Conforwe se aumenta el. orden de aprommac.l.o'n de f, en prin
cipio, se obtendria un conjunto de ecuacLoues hidrodinduicas -
nds exactas. seria de esperar eutonces que estas ecuaciones me
joren los resuiltados obienidos con las ecuacioues de Navier y
Stores. Sin embargo, nay una amplia discusidn sobre el signifi
cado f{sico de las ecuaciones de orden superior ( Buruett, super

Burnett, ess., ) ( vease ref. (V), (IV), etc. ).




2) Solucicn aproximada de la ecuacion (1.1) por el weétodo ae
Chapoan .y Baskog.

Bl objeto de este método es el de resolver la ecuacioch de
Boltsmann (1.0) por aproximaciones sucesivas. Es decir, se pro
pone que la funcion de distribucion £ se desarrolle en una serie
en poteacias del n\fnero de Kknudsen, donde cada termiuo que se in
clwye significa un orden mayor en la deteruwiuacidu de £, Se ex

pone a continuacion el metodo general de Cnapman y aexog.

Antes de empesar, se debe aacer pateute las suposiciones en
que se ppaya el metodo. Prinmero se supone que los cinco prime-
ros' momentos de £ no varian apreciablewente eu una distaucia eg
pacial comparaole a la irayectoria libre media de una woldcula

Y. taupoco en un tiswpo comparable al tiempo entre colisiones.

' 8egundo, y es la aipdtesis was importante cowo veresos, que la
variacion en el tieupo de la funcidn de disiribucidh sélo se da
implicitamente a traves de la vuriacidn en el tiempo de 108 mo=

BOLTOS g s WY T, 0 sea que

b(x, g, t) — ‘(!o!',tlo.) oee (2.1)

Este ansats se apoya en el teorema de Hilbert ( ver Harris
ref. (IV) ) sin eubargo para entender someramente que despues
de un tiempo T ( tiewpo de col.llio'n). la funcion de distribu~e-
cion se comporta principalaente como una funcidn 6w| dependen=-
cia en el tisupo es imp.lici'cn. hagamos 10 siguiente: supongawos

que

2t _ (3 aly
ot -('S‘-)uﬂdfa *('3( Iu'lguft (2.2)

Y ya que las colisiones en el sistema oproxiuan la ‘ hacia una




f® en equilibrio local de las cantidades §» RYO , Be adustie
que el cambio de f debido a colisiones se puede aproximar por
( ref. (II11) ):

o 30
5 T- z vee (2.3)

ol
Ay 2L, 2 g(éi)‘ +l({)=('%£.)d ven (2.4)
= 24 -
= (,5';)‘ $ L) =- 4 eoe (2.5)

T
donde L(3) a(?!-) T I A
o’y * MW w

si ahora definimos £ = £,+ £, , donde f, uo depende expl{-

"ol tamente del ti empo, deducizos Qque Ii(f,) = :{._%iy ademas
que £, satisface la ecuacidn

(?;l:) ¢ L(‘.) a - !é eee (2.6)

{
Yy despreciando el tvermino L(f ) de (2.6) vemos que: l‘z e % .

For 10 tantio el efecto de f, sobre f, desaparece rapidauente, -
despues de que t2T , y es rasonable supouer que el comportamiep
to de £ en el tiempo es iwplifoito.

El adtodo de Guapman supone que podemos desarrollar a £ en

tersinos de una § , llamado pardiuetro de kuudsen, couo eigue,

(2:7) von = ";'(lm‘ $ 19 S']‘)I... ) = %z s- !Lﬂ

donde t“) debe defiuirse de tal manera que sea consisteanie con
nueetras hipotesis. B8 decir, se admite que la densidad, velo-

cidad y temperatura esteu definidas por los mouentos de tm. 0
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86a que 8¢ acepta una nipétesis de equwrlibrio local dada por

las ecuaciones

p(x,t) = w IJE {®

(2.8) ... Uiz, 8) = ¢ P'f g 1@
o) = 4% [dremer s

Por lo tanto, ue las ecuaciones (1:2) ¥y (2.8) se lliegs a3

(2.’) sse J Jg { ! ] 2 } - o
e
Y Chapman muestra ( ref. Iil ) gque (2.9) se puede sustituir
por
® .
. XX ' ! - A l‘.
(2.10) Jvlg } {i“'l‘!"} (o] , A T

las coundiciones (2.10) son suficienves para satistacer (2.9) y
por 10 tanto (1.2) y todos los parsmeiros de f van a depender
entonces de ios momentos ¢, Uy © . Las ecuaciones (2.10) y

(1.2) son las expresiones zatematicas de suponer que
(1) oo (B Wb t) —* (L xlgr W o)

ge asl que

.t 2 e , 24 28
3"’5’«5{'%{}’(0’“ oo ( 2:11)

[ 3

¥y usaudo el desarrollo (2,7) de f

g . L "9
%; =5 L% %
?—‘. . .L 2‘ s' e—iu, [ X ( 20‘2 )
(a“'. i $ v:0 905




o 20
pero desarrollar 2 24 20 :
% ' op v 5 no geria val’lao 8l

B0 10 hacemos de manera que las ecuacioues de couservacion (1.3)
se satisfasan., BEatouces si escribimos el operador q?- €00 =~
una serie emn §

2:35¢"

£:718 = o (2.13)

2t T e Y

Y aplicamos (2.13) a [0 Uy ® , obtenewos por ejemplo que,

z S' 9" z - 7 ‘(g4) y entonces en
veo
orden cero de § , %1;; - Vzotgﬁ) vee (2¢14a)
Yy en consecuencia 3_;_" 20 (w20) .. (2.14D)

Pars eucontrar el daesarrollo, de 4y © , debeuos oyncn
nuevanente la sexie de £ en las ocuctonu de eonnrnclon CO==
rrespondientes. m. obtenemos

S oM . aW)
(2.15) ... pRea-2ye= 31 -1 b

cn 2w ]4, @iz

y .
(2.16) ... 3(%‘9’"?!)9 =.%‘Z__‘S( 1'%
2 a
on ™ w "Jg £ (g-e(e-¢)
4 1

tonces de acuerdo a lo anterior,

" w p )
s %;9 -.--g.;é':,f-.‘fis div §

-
| 2

"




Si NPl oo (20‘8‘)

L

Como la idea os desarrollar la ocuci&; de Boltismann, las
ecuaciones que defiten a % nos permiten escribir la parte
ae arrastre de la ecuacidn de Boltsmsann en forma de serie:

%[_f..s'% 03][2,{““'] = S(4) cor (2019)

donde se usé la liuealidad del operador D = Y'a?i ’é' ‘?’z

La ecuscich de Boi.tum se puede escribir
s(s) = J(hit) oo (2.20)
wtonces  JUI) = J(FESITI IS
y como WFIG) = IJg.IJn(»:(?'G:JGa)

ST ovim i) gn)gle)
) = & é}-..S' [Jg. P"‘“’,(‘ £ 1)

entonoes

:%,2{,}"- J(E ") eee (2021)
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y (2.21) se puede transformar en J(}\})= ZS TG 30\)

v m

y definiendo JM( ‘m. ‘l')‘m ,!M) = 'gs:. "(‘m‘ ;W)

teneuwos que .‘(“3) _S|_ i: jl“) eee (2.22)

entonces, usando (2.19), (2.22) y (2.20), obtenewos un sistena
de ecuaciones para £, £",..., etc. y la resolucich de la -
ecuacion n-gpima depende de las soluciones (n-1), (u-2), etsc.

Bl sistema de ecuaciones es:

coeficiestes de § ' J (£9) =0
(2.23) .. coeficientes de § (24D ) g9 (2 ,00)
ccefici entes de §° 'g-g# I o (2?2 2

es una relscidn iterada de la ecuscidn de Boltsmann. Bl orden
cero corresponde a la funcidn de distriuucion en equilibrio de

ell Boltsmann y oonduce a la ecuacion de Fuler; el corden
uno conduce a las ccunclonil de Navier-stokes y el orden dos a
las de surnect. Como el metodo es muy lavorioso cu.forue aumen
tamos el orden, 810 daremos en la siguiente secoidn uu bosque-

JO de las dos primeras aproximaciones.




3) Primeras aproximaciones de f.

1) Aproximacidn cero o calculo de £’

De acuerdo a las ecuaciones (2.23):

”(19) = 0
entonces J(E7180) = Ilg. f.lnwna [1*1=-1917] = ©

pero el teorema i de Boltsmann nos perni te afiraar que
JCE|2® ) =0 0i y 0610 8i 1og £ es un invariante de co-
lisiones o sea que log £ satisface una propiedad de co..serva-
olon de colision

log £+ log £'® = cte

entonces 10g £ es una combinacion lineal de los invariantes
(rezf. I1I):

i“'“!‘“f'} » PO 10 tauto

log £ = ('} 4. wy ¢ 4‘"%:&;‘

donde las constantes a{‘" ’ gl:”- >

estableciua por (2.8). Aasf{ se encuentra ques
Doy - - oo
Prey = n() ¢ 5 eor (31.1)

8i caloulamos, anora, ql" y r obteneuwos:

.
19 % Jde Pleaxnent = A ]Jq yy'e s’
& !“)‘ o eoe (31.2)
y ‘;ﬂ_s(g)“liq U‘UJC‘U'-,- s“.‘r cee (34,3)

donde p &8 la presion hidroetatica local, o sea

se deterainan coun la conuc.l.o'n

"
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p=ne ees (31.4)

Y la ecuacidn de couservacidn para el momento en (1.3) se transg

forma en

"
F AL

b4l 4 ees (31.5)

Sy |-

La eouacion (3i.4) es sinilar a la ecuaciou ae estado de un gas
ideal en equilibrio veraodinamico y la ecuacion (3i.5) es la ~
ecuacion de Buler para un fluido ideal.

o)

i1, Aproximacion uno o calculo de £,
Conocida £ se puede calcular £ recordando que
(g ]
b 19410 cee (311.1)

donde pusimos a S$:{ .

Entonces, de (2.23), la ecuacidn a resolver es

(310.2) e SO0 00) 2 L JUTI) 2 JURUO) Ju )

s
que o8 {gual a ( Tef. (IX) )
PR B A [ AU TR I
donde U :(g-4)  es la veldcidad peculiar de las muleoulss
del gas.

Debido a la forma de (3ii.3) ss supone que ] ‘ tal que

ALY’

entonces (3ii.2) se oonvierte en

e v [P P -




-

i

- [dn [daca g [IL7g 108 P0G - 1174
= IJv,IJnt(ﬂ)s f"@)[ifé’ $.- §] "I(N

y § satisface la ecuacidn
.19
I() = $ o M- Ayuy,-L o' Sy vor (311.4)

bajo la condicion (2.10)

Ilg !”}l ; } ) oo (311.5)
!'

La integral I(’) es lineal '§ » Por 10 tauto wia solu-—
d.ou pu-ttoulu' de (3ii.4) debe ser una combinacion de :-3\ ¥
Ay ae tal forma que § sea ‘escaler. For ejesplo:

6 s ;" “-g" é sl) Aq see ‘u"s)

es una soluolon de (3ii.4) sl y sdlo sl R; ¥ 8;; satisfacen
las eouaciones

() s(Bo-HHu
1(s;) =(V.G; - §S30°) oo (344,7)

J» nuevamente, I( R; )y I 8 ) son lineales en R, ¥y 8.-‘. reg
pectivauente, por 1o tanto una solucidu posible de (311.7) o8

B, = - U ¥( u‘l’le)

S,y = (40§35 )G (L g0) e U




Finalmente, la soluelon ceneral de (3ii.4) es la suwa de

dos soluciones: una solucion de la parte no howogenea wis la sp
lucion general de I(§ ) = 0. La solucion general de I(§) = 0
se encuentra observando que el conjunto (1,Y, V') es iuvariante
colisional y por 1o ianto satisface a I($ ) = 0. Bntonces la

solucion yeneral de (3ii.4) es ue la forua
$: '[é 2 UF ¢ LA UG- 35006 ¢ G030 L, (31809)

donde « , X § se deterainan con la condicion (3ii.5). Se pug
de acstrar ( ref. (ILI) ) que 4= 0, ;= 0y que el ternino de

| se pusde sbsorber de tal manera que (3ii.9) se reuuce a
)
’ = - [6 %‘Ui' +éAii(uius-iSK)U')G] XX (311.'0)

Y por lo tanto

([ 4 B Ay ih )6 ] wr (314a11)

Y con esta nueva aproximacién de la funcion de di 8tribu——-
cion, se pueds calcular el flujo de calor y el temeor de ssfuep

1) » 040 97 = 3 [l s e
PP KL e ke ,‘“-u'r"("'"“" eee (3Lie12)
N RN A AR ¢ R
con P-(‘)l-!e(A;j‘ gs;; g'g,

y yx %; JJQ,U' l"’G(g,o,u') coe (304.13)
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con estos valores para £ Y q Obteuewos las eouaciones ni

~

drodinamicas para flujos viscosos ( ret. (IX) ).

(31i.15a) ... %f b YY) ;

! AT U e A Y
(}11015b) co e ( ‘9'2)9 3%'?7(' 'ﬂ") ‘ ~

v

(g Lt ot
'E(ZQ)OGSQ'V

(31‘..‘50) see ( ’e‘g)o

Do

donde C, ¢8 la capacidad calorifica a volumen counstante del =
fluido definida por £ ¢ = }, ¥ los coeficienies ky » , ter-
mico y viscoso, se definen por (3ii.12) y (3ii.13) respectivam-
mente.

La ecuscidn (31i.150) es la llamada scuacion de kavier y
‘8§tokes.

B caso de querer cadocular la siguiente aproximacion para
£, es decir el tercer orden de npi'on,uclo'n. ol método usado es
el ailsmo que antes. Ls ecuacidn. por resolver en este caso Se--
ria ) : '

. . W

£ 210 5 (2 10,17)

Como se observa eu la ecuscion, 1os odlculos son mw labo-.

riosos y exigen wucha paciencia. Si tuviéreuos la paciencia rg

.,
.,

‘\n_o\fidl llegarf{ancs s 108 resultados ltguicntogs( ref. (X) )s
Pi, . ’(0) ‘ '(-) "(l)

N 2R Y

“.

TL Y
) con Pz (gt on
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Con estos valores para £ Y q obteuewos las ecuaciones ni

~

drodinamicas para flujos viscosos ( ref. (IX) ).

(311.158) .o . :: + V(gu) =

Lo(p-40e)eA Y
(31.15b) oo )u =%-‘V(P AR

40
>
1 ¥ 3
Q

(3iL.150) ..o ( ?)e = ..'_(g-g)a + 13 v'e

2\0
!Q

donde C, es la capacidad calox'iﬁ. ca & volumen constante del -
fluido definida por £ 0 = ; ¥ los coeficienies ky y , ter-
mico y viscoso, se definen por (3ii.12) y (3ii.13) respectivas-

aente.

La ecuscidn (3ii.150) es la llamada ecuacion de kavier y
‘Stokes.

En caso de querer calcular la siguienve gproxinnc.lo'n para
£, s decir el tercer orden de aproximacidn, el método usado es
el misuo que antes. La ecuacidn por resolver en este 0aso se--
ria ®)

§

%‘_.*"’m s jm(.r\“(')'r))

Como se observa eu la eouscion, 10s cdlculos son mus 1abo-
riosos y exigen wucha pacieucia. 8i tuviéramos la pacieacis rg
querids lleger{azos a 108 resul tados siguientes:( ref. (X) ):

(O] ©) ' )
?i’ 3 ’ ’ ":.

Py = by

® _
ﬁj z - l/()q - j"“ Saj) con Tij : ‘( ,”, @;‘
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) ! . o
P = e (D5 3PSy ) t 0 (- Ly

T Wy (M- Haa 8ip) - 2 We (M- 4 Ny 8ij)

AT 1L AT . w sk T 44
¢ w"u?&; 3 ?X‘3i4s"’ ) ¢ ‘(I oK on; } 4 r- 1R
)

vug (28 - LEA S 0o (@ - £ Qua Sy

donde

[.. = L2
4 1

u;

1]
o
S——
-
E
(V)
t Y
<
Q
&
V
s

”;i s %[:—9:‘(3“- gﬁns.‘ng-b!;i(ﬁa’ﬁin s‘i)]

Qi; = (Dia=§Par8ia ) (Vaj- §Ipp Sg5)
¥y los valores de w; 810 se pueien calcular suponiendo un wodelo
de interaccion entre moleculas.

Asli misuo,
' ) (@)
- 1%
donde q** esta dado en la seccion anterior y
u T2 21, 4210
-6 gy ra[iT I RN W
‘o, %.‘»_.(-p,,. £954:) 46y %‘(:m = § M su)
10; U (Dai = §Iun $ui )
L
Los valores de §; dependen uel po.encial que se considere.
Las ecuaciones para Q" y g‘" modifican las ecuaciones de con-

urv.cian donde aparecen q y £ y obteni e’ndou ahora las lla-

sadas ecuaciones de urnett,

Se pueden encontrar mayores detelles en el artfoulo de -




Burnett ( ref. (xi) )

1



B) Termodinduica Irreversible Lineal.

La tvermodinawica irreversiuvle es una primera aproximacic;n
al intento de generalizar la terwodinawica clasica que 8010 try
ta de estados en equiliorio a procesos 0 estados del sis.cma -~
completamente fuera de eyuilibrio., la termodinaui ca cla’sio; o8
una ciencia que se aposya directamente de los resul tados experi-
wentales y en esta medida es una ciencia iouounolo'gi ca. La =~
termodinamica irveversible lineal taubien tiene una estructurs
teorica Qque se¢ basa en hipo’tesi- macronccfpicuonto adul sibles.
De aqu{ su nmitacio'n: no estudia el comportamiento de los sis~

,
tesas pensando en sus coaponentes microscoplcas.

Sin embargo es posivcle establecer un "puente® entre lo ma=
_cro-oo'p.tco y 1o niérucépigo. La teor{a cinetice, cuyos aspec-
w08 principalmente ya expusimos en (A) de este oap{tulo, es la
serranienta que nos ayuda a justificar o comprender solidamende
ias bases feuomenologicas de la termodindmioa irreversible 1i--

zeal (2IL).
i) mpétuu
Las hipotesis de la L se pueden esquematizar asf:
1) Bquilibrio local
1) gegunds ley de la vermodinamica (€30).
ii1))Relacion lineal eutre los flujos y las fuersas terwodi-

n‘llc“.
iv) Relacicn de simeirfa de Ousager: L;; * Ly:

Bstos postulados son suficientes para oonsiruir toda una -
sesriy que ha podido explicar fenduenos que suceden fuers del g
jaiiibrio, sunque cerca de él, donde el cowporiamiento del sis-

sasa produce en cada mowento mds eniropfa. Por lo tanio es una
secria que Be aplica e procesos irreversibles ( ref., (vIII) ).

"
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II) Fundawentaclon cinética.

i) Las variables termodindmicas que se utilizan para des-—-
cribir el comportaulento del sistema usualmente son (BRI
Estas variables se supomsn como funciones bien defimiuas en el
espacio y el tlewpo. Como ya explicaumos en (AI), la teurf{a ci-
netica acepta la existencia de una funcion de dietribucion que
representa ung densidad de nole’culas del sistema en un pequedio
volumen del espacio 4 . sntonces si se consideran pequelios vo
lumenes del gas, es posible definir una densidad wacroscopica
en terminos de la suma de contribuciones de cada pequefio Volu~-
@en del mismo en funcion de la funcidén o densidad de moleculas
en el gas. La funcion de distribucidn es eutonces una caracte-
r{stica propia de la naturaleza del gas. Las ecuaciones (1.2)
a saber

$, 6 = w g d,gt)

Jix g eut)
[dy Ha,e,t)

. dg ue- 418G, 1.4)
T(;,t)-ﬂ ’Jgs(l.l.:)

son funciones bien definidas en el espacio y el tiempo.

a(y,t) =

La hipo'tuia de equilibrio local es un punto nourn'lgico en
la teoria y que hasta el womento ha podido justificarse 8010 en
una primera sproximacidn. En efecto, la hipotesis de equilibrio
local concibe la dependencia tuncional entre las variables de eg
tado del sistema fuera de equilibrio igual a la que tienen en un
sistema en equilibrio; sdlo que para el sistema fuera de equili-
brio las variables dependen de r y t. BRsto quiere decir que la
cntroplo. de un gas fuera de equilibrio debe tener lea misma forma

qQUe pPara el gas en equilibrio; entonces, si la teorfa cinética
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define 1la entropia como
£301,0 : -LJ’I(P.J!-A)Jg
para calcular s necesivauos couocer la funcion I(E.Y,t), ipero

e8to significa resolver la ecuacion de Loltzwann !

La Juetiricacio'n de la nipcfceeia s8e trausiorua en resolver
adecuadamente la ecuac.son de Boltzuwann; s8i la resolucion es e-
xacta, entonces nos dar{a una vase que no deja dudas para deci-

dir, Pero las resoluciones gque se conocen s0lo sou aproxiuadas.

B0 (A2) resolviwos la ecuacidn por el uetodo de Chapuan y
Eskog, Y el metodo couduce a resscribir a 3' Co®lo serie:
J“ S,@); Ssm oo
donde Sf” es la densiuad de entropia que posee el gas eu equili

brio cuando f = £©

8i, entonces, se calcula la siguiente aproximaci&h
s ps® Q)
‘s-‘s Oss
se puede demosirar ( ref. (V) ) que Ss“ :0 » For lo tanto,
!,;,dﬂ y la u1p6t001| de equiliorio local se satisface ( o

se mantiene firme).

Los proble.as aparecen cuundo se calcula el siguiente or--
porgue ahora ( ref. (v) ), Is@’f O y la nipétonio ya no serf{a
valida. ks por esto que se duda de la validez t{sioa de las -
ecuacioies de Burnett ( ver A3ii.16) ya yue a esie orden la re~

lacion de Gibos

:Ll—‘- - ¢
T di ¢ g"if ? 4? é;

<

deja de ouuwplirse.

Co@o vereuos en el cap{tulo siguiente, lLay autores que pro




ponen que no se parta de la relacion de uiovus para cuisiruir =
una teorfa irreversivle, sino que se debe modificar lu ecuacida
de Gibbs de tal manera que incluya variaoles yue expresen los

efectos fuera de eyuilibrio del sistema.

i1) De la definicidn para la entropia

gs(t) = -k ]Jg b(leg-1)

se cotiene la ecuacion de balance para la nisma derivaudo.

A = o - Lo(gre e )
donde

e - g gty L

g -I-IJ; J(#8) by } oo (2.41)

son el ilujo de eniropfa y la produccion de entropfa, respecti-

' vamente,

La tcrlodin‘hioa afirma que la segu.da ley iuplica

T20
ensonces, usando las propiedades del operador de colision J(#})

podexmos reescribir (2.1i) en la foraa
c:-b llg,lg(! ‘.’f‘:)l,(#.)c(a): cee (3.48)

donde ¥(R) y g son cantidades positivas y el resto del integren

do es negativo, ya que es de la foraa
- X f X d
(y-%) 'J(j) <0 cos (4eid)
por lo tanto, la integral -510 puede ser positiva o cerc

47




1ii) Bl cuarto postuiado es el que le da el caracter de lineal
a la terwodinauica que tratauwos. kn electo, se cousidera 8010
Tegimenes 0 sistemas donde ocurren n procesos irreversibies pro
ducidos por las correspoidientes fuerzas termodindui cas y la rg

lacion que exisie enire las fuerzas y 1os flujos es:
,J.‘ = I Ly X vee (1.414)

donde X, son las fuerzas termodinawicas y l; es ¢l flujo produ=~
~

cido,

Rl efecto Thoupson, las ecuaciones de Lavier-Stokes y la
lay de Yourier son algunos ejemplos de la depenuencia lineal
(1.444).

iv) La Wluima hipdiesis es la llamada iipdiesis de las relacio
nes reciprocas de Unsager
(¥ - [ AN ] '.tv
con’ objoto de verifioar u.ux) ¥ (1.4v) usaudo la teor{a
dnouca. Vamos a calcular 1 ‘on pr&uu aproxiuuon ¥y veremos
que ttono 1. forma (1. ux). Asimiswo outendremos una relacion

integral p-.n 1a uatiriz de Onsager L., » que nOs permitirs ve-
riﬂcu' (1..“).

Consideresos un gas multicomponente. Kl flujo iesimo

esta dado por (ref. (V) ):
0 o re
(201') L] l: 4 “.t I(“.‘. !) ‘l. §i J

con condiciones suosidiarias,




I ‘.-(.) §;m J!, = O
P fu K780l
Phu fla-oX 1090 4 - o e (3aiv)

El mc’todo de renolucio'n de la ocuacio’n de Boltzuann por -

Chapaan a primera .pronnciéu ovbtiene el siguiente resul tado
Para }f" s

(4:1V) o0s ‘;"’= - Ao "—'JT—-T-29»-5(""")1'2"!'{“’!"{ fah‘

Se puede mostrar ( ref. (V) ) ue para un sis.eua en equi~

livrio téruico local con velocidad uniforme, la funcion toma la
forma;

(S5eiv) o0o ;?"‘:i. gxu- ‘[r‘l/"a-_ﬁ)]'dfo"fu ‘ (isve,...,w)
#

que sustituida en (2.1v)

W e Jowen £ - o], ¢ 2a-5
» :"--I ]-;wng.. dy, oUrJV-M]O‘ 33
? ,,.grrlou.)] vE-5 ) cos (6udv)

Y (6.iv) es de 1la forma (1.4ii) con l.. : JN.M 1 4) ‘otf Jlg
T-ade esta expresion para L&. facilita demosirar que sea -Lno-
~necto a los indices L y k. Bn efecto, notaudo que

R (4;-y ) misua y que cualquier wairis ae

iauya de dos, unia llmo'triu ¥y la otra no

ie éa. adquiere la forsa

1

R A )
R i B et Y



)

I !‘@) ;i(‘) Jg; =0
N P o

Igw f( s-2) 4080 4 - 0 cer (30dv)

El me’todo de reuolucio’n de la ecuaclo/n de Boltawann por =
Chapaan a primera aprox.tmaciéu obtiene el siguiente resul tado
para P

(4:.dv) ..o ;i(" z-Ae '#‘T’zeii';(rl‘.)t -1 '.f'fJP’!.'{ !;!3!

. Se puede mostrar ( ref. (V) ) que para un sis.ewa en equi-

livrio téruwico local con velocidad uniforme, la funcion toma la
rqna;

CRUIRRN AR R U (20 A % R CIOROLY
]

que sustituida en (2.1v)

1 e w, ’(Is'! ) (Y3 """_‘J“*’]" R-b i
o, -;’:-[M&'ﬂ go 1)y 'W,""’"’]" f-t |
- .}: }‘"' VP‘"’""’]' ¢ 3.‘-!-} eoe (6odv)

Y (6.iv) o8 d0 la forma (1.441) con l.. : "M!i ' 4) Oa.f',h,
donde esta expresion para L-. facilita duo. trar que sea un-
trica con respecto a los indices i y ks #n efecto, notaudo que

9&. es una funcion de (g;-g ) mioua y que cualquier wairis se
puede escribir cowo la suna de dos, una unu'triu Y la otra no

u-‘u-xc-. la integral de L;. adquiere la forma




!:'..'. 2 Lu 2’ cown L;. : %'& }(Qr!)'ein !:‘)lg; cee (Todv)

Bntonces, de acuerdo al wetodo de Biskog, Biv debe satiarg
cer una ocuaci&n integroditerencial parecida a (3ii.5), 80lo =
que anora para un gas mul ticouponente eu equilibrio termico con

velocidad uniforme. ‘Tomando en cuentia esto
¢ ) ., R '
(8.d4vw) o by =- % )'3 lﬁt’:lﬁ-’ﬂjr B~ 8) Bu J‘.j\d(fis'fiiilij)"“!i‘!)

donde # es una funcidn que depeade de la uccio’n sransversal de

colisidn de las moleculas y k.-j es un vector unl tario en la df-
reccion de la velocidad relativa antes de la colision. W(k;iki; ‘,Sa'.)

posee una propliedad importante, s saber ( ref, (v) )s
W(k;ibi: 4:) =W (i1t gi) vee (9.1V)

e8to es, que o8 invariante ante una 'rogrut.cfn en el tiempo o re
versible en el t.tomyo ¥y wio lupono quo las ocuaclouu de movi-

mieato sati .fnoon el principio de reversibilidad mi cronoopz ca,

por lo tanto

(10.4v) ..o l“ 5] LJ z lﬂjrr(""» ,cl !ai)(’-l "ﬂ ﬁ‘ .,l)
‘]i ‘(bﬂkb ;’u)“‘!‘k‘n ‘kcn

$ lh = lu inmediatanente de (10.4v)

Por 1o tauto, ia teorfa cindtica en primera aproxiuacidn
verifica el postulado (1.iii) y con é1 las relaciones recfpro--

oas de Onsacer (10.iv).

U e, #.n_u,w_“.,;ﬂ;\"& £




Capi tulo IIi,

Metodo wodificado de 108 wowentos

El afio pasado (1980), B,C. Eu ( ref. I ) propuso un umetodo
para "resolver la ecuacion de Boltzmann® que wodifica el meétodo
de Grad ( ref. (VI)). Este capitulo se refiere a este nuevo m_q'
todo, subrayando los puntos principales de la "tilosof{a" subty g
cente al método de Zu.

Antes de exponer el aetodo de Eu es iamportante revisar en
Qué consiste el metodo de mowentos para resolver la ecuacion de

Bol'tsuann,
A) Metodo tradiciocual de los mouencos.

Dada una funcion de distribucion f({ ), el n-siwo wowento

de la tu.ncio'n se define como

(A1) ooo ¢V ) s IJ£ U"!(g) nE0,0 e

Los tres priueros momentos son proporcionales a la densi--

dad, velocidad iitbhjdl.é y temperatura de un gas.

La 1lportanc&t}dc' 108 momentos estriba sn 10 siguiente. Ya
que la fnncio’n de 'di,.tri bucl.o’n es una medida ltcroocolpi cay los
melaentos son promedios o aedides lncro.co'pl.cu. entonces encon-
Lrar oi valor de todos loa aomentos es equivalente a conocer la
funcion £, Pasando por alto lo imprectico del uétodo, ya que
es imposible naocer calculos iniini tawente, perwite que se calcy
le aprozimadamente a £ usando 8010 un nduero 1iwi tado de women-

tos.

Si ademas la funcidn f satisiace una condicion cowv 10 es
la ecuacion de Soltismann, entonces se pueie transtoruar el pro-




blema y encontrar un conjunto de ecuaciones yue aeban satisfa--
cer cada mouwento de { con respecto a X El conjunto ue ecuacio
ues obte.idas wultiplicando la ecuaciou de soitzwaun por g" Yy

luego inisgrando eobre y se llaman ecuaciunes de evolucion, —

Las ecuaciones (1.3) del capitulo anterior sou las correspondien

tes a 1los cinco primeros womentos de £( r, Vv, t )3 K u, 6 .

Grad propuso desarrollar la funciou de cistribucidn en se-
rie towando cowo oase los tensores de iermite ( que son una ge-
neralisacion de los polinowios de iermite y de la repressuita-=--
cion cartesiana de los polinomios de Sonine, (ref. (IV)):

1173 2 a0 (&) e (42)
[ 1] J '
donde ét es una velocidad sin diuensioues, f£“'la funcion de dig

»), a
tribucion en equilivrio local y H (%) esta derinida por

» .,_' C) .
Al )=(-)¢’Y”c$ ces (43)

™
con E? s ;%;.é%i.". ésal

O bien, se deiine una funcion f sin diuensiones y el desa-

rrollo de la funcion f seria
o005 Laluh HNE) e e

Batonces aS’ son los coeficientes de herulte de orden n,

0 S€a
al - J"JJQ i ug cee (A4)

cua ecuacion de evolucién se encuentra ( ref. (VI) ) que es

L)




-

)
a’ + 2 g0 4 o demn

o T Y)Y
(ned) \
sunt 0 *“"""""’ea%'-ar,mm
%gdﬂ-" .‘ % v ) oue (‘5)
+(e1) Ery tEﬂ) Jiﬁ +(BT) %L,[’(n) ]]d_
+ (lt)'ﬂ) S a 0' 0] [(ﬂi' J-!"S xTy ]'du-c)
%

ﬂf)‘ !!' $ d?.) J“)

donde el operador % es una notacion que significa, por ejes
plo,

1y

6 . 2y ;a» 29
-1 ) ’x. oK,

¥ el teraino de coluién e

> )m jllull. i(ﬂ‘ﬁc Iw cos (A6)

entonces, usando el desarrollo (A2') en (a6), se oBtl ene jve

S (v ¢

‘.' '0(.‘ soe (‘7)

egd e d
(n¥8) "

donde f,,. son tensores de orden n + r + 8 y dependen de la

temperatura una ves conocida la fuersa de interaccidn entre mo-
1éoulas.

Las eouaciones (AS) y (A7) forman el conjunto infinito de
eouaciones diferenciales para deterainar 1os coeficientes a* ) .
Sin embargo es un sistema que no se puede resolver i teradamente,
porque ls n-esima ecuacidn contiene coeficientes de Herulte de
orden ( m+1 ) y el termino de colisidn oontiene coeficientes de
todo orden, Aunque en el ultimo caso, se puede mostrar (ref.(vi)),

QuUe para la interaccion wolecular de tipo maxwelliauno ( molecu-




las maxwellianas ), ruﬂo es diferente de cero pura r + s e n.

La proposicidn de Grad es que para resolver el sistema (A5)
#e aproxima la funcidn de distribucién cortando la serie (A2) y
eliminando los terminos que tienen coeficientes de mayor orden
que el del coeficiente por calcular. O sea, 8i f se desarrolla

80lo por 1los n primeros terminos, entouces

@ }: at g vee (4B)

a0 ot

donde 00) satisfacen ecuaciones de la forma (A5), pero sin los

terminos "t d:‘"’ et % d-""’ ' n%y
0 284 ey 7V 2 Loy [gem) 1
y . . X eee (A9)
k) ) (v) (0
= 5 a a
Merif

Para la tercera nproxlncto'n de £ ( con n=3 en la ecuacion
(aB) . ) no ae Il.lll veinte non.nto.. como deber{a ser, d.no que
el tensor s,t es contraido a “m » qQue reduce el nimero de w9

mnentos a trece.

La funcion £, oon eata apro:.ludo'n. e
Q)
b o [oegalf 1 v za®i)  (d%,0%0)

donde l}? y d?‘ se determinan por 12 ecusciones diferenciales,

que se obtuvieron a traves de la ecuacidn de Boltswann.

B) Metodo modificado de Bu.

Bste método que resulta de wodificar ligerauenie el setodo
de Grad esta basadc en considerar no sdlo las variables conser-

vadas como variables de estado sino ademss incluir veriables rg
pidas como son los flujos y momentos de orden superior.




Las siguientes suposiciones se nacen en el "uuevo metodo",
Primero, aceptar que la expruio'n de la 2% ley a traves del teo
rema H de Boltamann es valida y segundo, que f sea una funcion

de las variables I » Ty de los momentos.

En resumen, azbas suposiciones prevenden ser la base de -
una teor{a que quiere responder a fonomenos que suceden fuera
del equilibrio, sin importar Aquo' tan lejos.

i) Forma exponencial de £ ( £, ¥, t ).

81 la funcidn de distribucién en el equilibrio, la maxwel-
lisha, es de forma exponencial, entonces u‘ph‘\u.l.blo pensar -
que la funcidn fuera de equilibrio tonsn la wisma forsa, pero
conteniendo ahora pe’runoo qQue se relieren s etectos fuera del

-géuubrto. Bs decir, suponemos qu~

Lo« enp)-plmtu®p] cer (101)

donde el onb!nd.lco L se refiere s la i-dsims componente del gas;
d, donotu 01 ot‘ooto cundo ol uutm se oncucntu on. oqulli=~
brio, l‘{ cuando el sistema esta !uora del equilibrio y CP/"
es la consiante d._ norqmlnd&. Gomo antes, si

“t * g -‘( !a—',. (X ] (1.2)

entonces con “aﬂ'o ’
- pLU; -4
!(“ = c P( ,, s (‘.3)

es la Baxvelliana lccal.

La expresicn exponencial implicitasente se apoya en la hi-
pdtesis de equilibrio local "generalisada®. Bs decir, que no




basta con que la funcidn fuera de equilibrio tenga la wiswa ror
ma funcional que en el equilibrio, sino que ademas el termino

agregado en la funcidn ¥ que tiene que ver con los efectos fue-
ra del equilibrio es de forma exponencial. Es obvio, por cons-

truccidn, que 1Y’ deoe anularse en equilibrio local.

La tarea consiste en deverainar la forma de i’ . 8in en-
bargo , aumque Bu propone una forma para HY ( ver ecuacidn 1i.10),
10 Unioo que hace es transforuar la ecuacidn de Boltsmann en
una ecuacion, tal ves mis complicada ( ver ecuacidn ii.19 ),
donde las nuevas variables .Kf, deben deterainarse. Pero, como
Veremnos eh el tiranscurso del cnpftulo » 6l método propuesto no
intenta de ninguna manera resolver la ecuacidn integrodi feren~-
cial anterior pars X?‘ sino que basandose en arguuentos fenomg
;6ldilc0l. que nada tienen que ver oon la iou-oi6n»do=holtllaﬁn.
oncu¢ntr.Apnh*ocqactSh diferencial parcial ( tambien -ny comply
cada ), ( §or'1; ecuacion 1i.16 ), que q‘bin lutlltjpdt Xﬂn .

Bste método entonoes 1ntb§t;‘¢proiodh|r los momentos de ¢
Para que no se tenga que resolver 1a ecuacidn de Boltilinn,ltno
Por el contrario, las ecusciones de evolucidn correspondientes.
Se sabe ( ref. (XiiI) ), que conocer todos los momentos de la
funcidn de distribucidn es equivalente a conocer la funcidn mig
Bga.

En el caso del mdtodo de Grad, este aproxima la funcidn
por los trece primeros momentos, ya que la tercera aproximacidn
se simplificaba aun mds en 1los cdélculos { ref. (IV) ). 8in em-
bargo, el oaso del metodo de Eu es un pooo distinto, en é1 se
escogen loe trece pftmoro' mouentos sélo por compararse con el
26040 de grad, pero bien pudieron escogerse més womentos y a--

gregar las ecuaciones de evolucidn necesarias al cohjunto de e~




cuaciones por resolver.

Ecuaciones de evolucion:

Las ecuaciones de evolucidn para 10s mouentos considerados
¥y la ecuacién diferencial parcial para X! , que encontraremos
nas adelante, son el conjunto de ecuaciones necesarias que se
deben resolver para calcular las propiedades del gas, de acuer-
do al método de Zu.

Considerese entonces que se trabaja con los trece primeros
momentos como variables de estado de £f: n, densidad; P, tempe-
ratura; ¥ , tensor de esfuersos siadtrico sin trass; Q! ,
flujo de calor y §i , el flujo de masa. De esta uanera tene--
®BOS qQue pars un sistesa mul ticomponente:

(‘O‘) oee ‘(‘.., 3 g .i-‘ z % IJQE “&h(:.!;)‘)
(£¢65) oee ’t s ilk'f , ,} !¥ I,Jg; f“l(!:")‘ i
(1:6) o A w i) -k

donde [%fn significa la parte simétrica sin trasa del tensor Q

\LeT) oo !; 4 ’ng w; (*.‘!)’.

y por Ultimo,

(1.8) X e: - q; 'i ‘;!‘ 1'0
con Q - Ilg; %ua(ga»z)(g;-!)' li

Antes de encontrar las ecuaciones de evolucion para los mo

mentos (1.6~8) se¢ hace notar que

it




J - t?;.
(1.9) oo = % vy s

entonces, la ecuacion de Boltzmann en ausencia de fuerzas exqer

nas para un sistema multicomponente esta dada por
(1.10) ... e?-“-.(!,!;,l) e Yh(r,gt) s ZJ €Lt
con el termino de colisidn definido por

(11 ooe &5(K L) - Pﬂi [:Hfbklij::i j;,(f:‘:' 1Y)

Las ecuaciones de evolucidn se obtienen derivando cada mo-
mento (i.4-8) y usando (1.10). Ndtese que las ecuaciones de e-
volucion para los mouwentos (1.4-5) ya han sido obtenidas antes
( ver oapitulo II ). i&n la notacion de la presente seccidn,

las ecuaciones de evolucidn para [ R g son:
(1.12) ... j.‘.t‘s,-‘g_!'! ; 31—: :-9-9-f:79¢
donde ¢ s{. [ y ‘g’. s[fg']“)

Las ecuaciones de evolucion para !. ’ Qa'i !-, » que se obtie-
nen en detalle on»oliub. I, sons

d YC R ,
l (X -A3) s (1.13)
. ces (1.14)
Q¢ . Am c) (
R
b LK e uers)
“. 4 !o ¢ % ( ‘j ’)

donde 1as A, se definen en el apéndice Iy 1Y (10,1,3)

Y los momentos de orden superior se definen en la tabla I.

EH
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ii) consecuencias.

En el capitulo anterior se mostro que la produccion de en-
trop{a era semipositiva definida sin importar la forma funcio--
nal de la funcidn de distribucidn {( ver la ecuacion (3.ii) del

cap{ tulo II ), o sea que

W 7/ o LX) ‘il"'

Aqui mostraremos que la forma exponencial de f, propuesta
€8 compatible con la sezunda ley sin importar el signo de ﬂf’ .

) .| gtocto. sea

g -k E’ ]J!. g'; ‘u (‘5“3) eee (£1.2)

,donde T e» dbtil;id. asl .para que la ecuacich de balance de
la entropia se satisfaga. BEs decir que

I j_! + V‘ j‘ : § sse (""',)

Entonces, usemos (i.1) em (i1.2): |
g:-t .I‘ 'J!a [’f(‘_‘a' “?"fd,] ‘q(‘;,,j)

‘2’ !Jg. (“i ‘}i) ‘ij “." ") =0
ya que 4; y u; eoB invaeriantes coliasionales. tonces

0s £ 3 [y 00€, (PR o phielp)
luego T ‘2’ ’ 4 3 “(‘ N A )

-1 L o Yl el

can ) o, gy L ”
Niy = NV Wy | f.'l, : lf'f,' entonces

G -."{ P"""I"*Ml‘"hE‘"‘m‘m‘ml cvr (i1.4)

0
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Yy cembiando de indices ( ievj )

(11.5) oee G ='£_‘z IJ!‘ IJ« ‘J{’JvLOfiHI Ik\r‘[c”u “:t‘]

Q)

®uwando (ii.4) con (ii.5) y usando la simetria de b

y ’Sj tg
nenos

10.6) oo 6o 2 8 | ik 0 ]4, ;.q_.jm, O [t P8
que se puede escribir

EF: I.I,, o u"‘[zf"‘ c""] cer (44.7)
intercambiando, anors, '+ 4 , obtenemos
(11.8) vee ¥ -} l}l&, by £ [¢ P ) -W":m‘ﬂ; - el
ya que dF = JBS 4 PELE . suaento (10.7-9) .t_-ug-i»-

L& &l ’»Jr.-[ﬂ‘; l,:][cf‘:'_ ,_-,3'][:‘#', ves (44.9)

ontoncu g %0. un uportu' 01 signo de ll., » OOWO e esperaba.

La produccidn de ontrop(a se anula si
' "we
“:) bd “l.
¢ )
HE- 4 s n‘."'. u‘;

que se satisface sélo si M’ e W , 0 sea si se desarrolla
W L3 x%e | eee (£1.10)
F i

con K;” congtantes y l.‘:‘ el tensor de hermi te.

entonces xP ‘ W L?’} = 0




implica que ¥:0 y por lo tanto, el sistema esta engquilibrio
86lo el

x‘(ﬂ = 0 para toda eee (11411)

El desarrollo (ii.10) no pierde genesmalidad en ¢l analisis
Yy s un poco diferente al desarrollo que se hace eu el método
de Grad. Mientras que Grad desarrolla la funocidn de di 8 tribu--
cidn en térainos de b° , agul se desarrolla sdlo el término ;
que tiene que ver con ol efeoto fuera de nﬁnbuo y no es olg
ro que ses una solucicn de la ecuacicn de Boltsmann,

. Ls funcién de entropfa definida por
’l 3 'L z IJI‘ ’ ("’c- 1)
se transforaa en

" - ¥ d.'(m.“..,_,‘,,n) - 5; <,(u‘ou°'. Y IEW;

TS SO TS ER S SRS RS
luego !.1’ s ’f }LQT "; ‘.}. + ;l-l ‘5‘)0".‘ soe (11.12)
6 - [y 1

¥ & (11.12) la podriamos llamar la ecuacifn "generalisade® de
Buler como en termodinimioa clésica.
Betanos suponiendo, por otro lado, que s es una vtnncl.o'n

de las varigbles conservavles ( ¥ ,“ » & )y de los mouentos
( ’?’). ya que as{ depende f. Butonces,

(14.13) ooo ds = :—!‘- J" “' 01 "' J.o ‘; w\“

i

luego, de (11.12), formslmente se puede escribirs

1"




Q‘- = T.' 7.;- s ' ?_?.'. - . o ?5 . i"
Q, I fas"l ? ] ?“ - };‘ ) 5'—‘..) - ?

)

eon rwh ( gas ideal ), ¢ = !!3 ) e . 5;\'

se sigue entonces de (ii.12) y (ii.13), que se debe cumplir
- - 4 . : ‘?‘ - see
) R ‘g J(-'-)-gt. J();'_a)g.‘}ié‘moi(e ):0 (i1.14)

una ecuacion "generalizada® de Gibbs~Duhewm , que relaciona las
variables intensi vas.

Por otro lado, el miembro derecho de la ecuacion de balan-
©e (11.3) se puede escribir asi (ver apendice II)

(42.15) soe -1 Lt TG x ¢ 3 4pg %"'ngﬁa}"s 2 K?’O%t’?‘

“Hrelrmed]iatois ot |

con 1V:-9¢ ,‘l-?"'g'*j" RS 3 YR TN A B

Por 10 tanto si la ecuacicn de balance se debe cumplir, ep
tonces, de (11.13) y (ii.15) se obtiene una ecuacidn diferencial
parcial para las varisbles X , s saber:

(18:16) oo 'rv.[r-'xf‘o“"]; o, §¥o ¥ : 0

gatonces de (11.13), obtenemos la ecuacidn seneralisada de
aibbss

. ese Y43 1, ls-‘. ‘. i Q) @
(44.17) kg'ﬁ”“ ?/ﬂ i: 4‘2.)\‘0}‘6“

La ecuacidn (11.17) involucra tres términos que, como an--
tes (ref. (V)), tienen que ver con variables conservables. ks

13




decir que los tres priueros terminos expresan el equilibrio lo-
cal del sistema. Sin embargo, con el cuarto termino, Se expre-
sa un efecto que involucra a los momeutos de orden superior o
variables ra’pidu. Este término se anularia por dos rasoness
cuando el sistema ests en equilibrio (€:0) x‘{‘ 20 Y cuando
el pProceso que 8¢ realice se haga de tal modo que no haya cam=--

bio en los flujos, O sea que @l Proceso sea esiaciounario.

Bn resumen el metodo de Bu oonsiste en proponer un oon;un-
to de ocnaexonu do nvolucion pars 1los momentos y la ocucion
diferencial pu-cxn no lineal para X*' . Fara resolver lu -
cuaciones de evolucidn sun en el estado estacionario { ver on(_
tulo IV ) es neocesario gque se resuslva, aunque upro:.tmadnouto.
la ecuacidn (ii. 16) para X ' en térainos de los momentos de of
.den 'up”orior- De uu manera, s claro que los loucntu no se
pueden onenc uroomnto oonocundo K" [ trcvu do (11.!6)
ye& que, como ulolqtuop e« 1. ucc_ton‘mtouor ’ la ,ocuaolon
(11.16) no es oqulﬁi.cnto d la ocuct{i dd Boltssann, Para mog
trar la dltise .t.lrucion xocordmo que ls. oouc&on de bod
(N m oounl.on otuuu. o sea -loroncépxcn. y la eouscion
(i1 ')6) @8 una oomuvoion ienomenologi ca quc Se usa para obtener
uns ecuaocicn *"generalissda® de Giubs.

Veamos, sdlo téruyll'ont‘o}. vqn‘ oox;ugién debe ocumplir K?‘
para que la funoidn propuesta por Eu sea una solucidn de la ecuy

cidn de Boltsmann.

Nl

! . lbi

voe (1is18)

que, si es soluct on de la eouacidn de Bol tsmann, debe satistacer




1}

la siguiente relacion

- r " ore
(1i.19) ... %‘ z :-f—‘ TR R A ; fJgi I‘JH j).lo&w].‘f h"a';‘ 1;‘;]

entonces

, AL, e bl U 0y el
(4.19a) ..o I dREHETRY %{cd& (g1 %ol gt

C) L 4 "
(10190) ooo FOU4) < ] JJ Q,IM IM..G I“ s g 43}‘“"’0 lﬂ"} i,}[ﬂﬂ?t}"]}
) } (] () (]
por lo tanto, igualando las ecuaciones (a) y (b), obtendrewos

la ecuacion integrodiferencial para X?‘ .

Por lo tanto podemos atirmar que la teorfa de au no resus}
ve la ocuucidﬁ de Boltsmann, y por lo tauto no es una teoria ci
netica sino una fenomenoldgica, aunque inspirada en la teorfa

ol n.'tl '] B




Coefi

te,

96

Capl tulo IV.
Aplicaciones.

En el cap{ tulo usaremos el metodo de Bu para calcular el
ciente de transporte que se refiere a la viscocidad cortan

Si bien ei método perui te generalisar el coeficiente de -~

viscosidad en terminos de J@y! , no deduce una "lay de friccion

de Newton generalisada", ya que 127 * ™ ’Jck'!lﬂ)ﬂ no se puede

caloular. Kl coeficiente de transporte caloulado es importante

para

sola

la hidrodinamica generalisada.
Coeficiente de viscosidad:

Suponganos que el sistema en cuestion esta coupuesto de una

compoiente por simplicidad y que adexas no hay conducci on

de calor en el sistena, aungue, como el sistema es viscoso, un

calen
te lo

tamiento debido a la visoosidad puede generar una corrien-
cal de calor.

"y

Batonces la ecuacion impotante de evolucidn es la que se

~ refiere al tensor de esfuersos sin trasa ¥

donde

donde

x

‘%I H .!.M ’(é." é.)) (XX (1.0'
AN R S SR ST T TH
R !Jg. e TN ARN LY S W

‘J.! . 20)_ Hgg]"’o[]\"’- A*) cee (141)

FY3. id

o Y !(0)‘ E(Y!) . 2[§_v!'\@)
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En general la ecuacion (1.1) ea una tuncion de '! » enton-

ces podemos escribir

donde ) 4 (E))
gl) - lo)‘ r[!g]

Ahora bien, 5.Co Eu wuestra ( ver ref. 1 ) que a primera g
proximacion,

{1,0)

4
%

o8 decir que !" es proporcional a X", quien a su ves | ver ref.

2{W ") 4 (o)) 0 g eee (1.2)

1), en ol orden ads bajo es,
0 s-q X to(n')

0 sea que, x“‘ (T proporcional a !‘ , 8. T a8 poquonn. mtoncn
la expresion para 1 contdene térainos, que son productu de I

con gradientes touod;mlcoo. os decir que Fes uo lineal en

- & travde de i, porque -'[!!P no contiene a §

81 proceso gque se conl.tduh e8 un proceso estacionario,

donde no hay flujo de calor, por lo tanto
‘i‘l 0y Y':zo cee (1:3)

con lo que se obtiens, de (1,0)
(" ..(". (0] P oo

/
¥, de la solucion por el metodo perturbativo para X"en el or--

den mas bajo ( ver vref. I ),

i -qmive =0 cer (145)

a

"



S

o .
TSEYs BTall

n={

.. ‘(")..W see ‘,.6)
= x

Pero como 3610 se considera un proceso lineal en ¥ , lm pPuede

aproximarse por -2,[!!]"’ Y (1.6) se eacribe

X0 (g WA - 00)
que iamplica

w._ ¥
- ]

' XX ".7)

ya que

T:9:-%M=0
‘ La ecuacion que se ha de resolver es la (1.4). Si a esta
la sultiplicamos por ,é“’ obtendremos

Pgo)‘:- !m . "ﬁ-§°"(z.“"‘§") Cceee (1.8) |
¥y en el apendice Ii, ecuascidn 5, se muestra que
B -
(1.9) ... P g";(é"'.y‘) s p16 = ”Jg.jlg.].ﬂ-‘yﬁh\“
it < b

donde xsy"* Jg’ :(L:’& r.") y la produccion de entropia se puvde

escrioir ( ver ret. (II) ) como
!b' - ,,q:(ﬂi )* ¥ u; ess (1410)

donde n es la densidad de m:uro. d el digmetro de las mOlecu~~

las, 2, la masa reducida y
EL.
. % ”U'..u Y ‘ ere (1.11)

Entonces, usando la .pronnacio'n de !my (1.7) en (1.8) y




"

luego (1.9-10),

.‘,!,[Yn‘“, widt ‘t%)"'*u* cee (1.12)

Aunque (1.12) no es una ecuacion anali tica, sino trascendente,
para ¥ ,que es una funcion de g , 8e puede resolver con la -
ayuda de (1.11)., La ecuaci on (1.11), 8i se usa el valor de
- .l y se siguen 1os métodos usuales de teorfa cinetica -
\ Vver rot. (LLI) ). se conocera coupletanente en toruinou de
una intocrnl que dopondora de la forma como interaccionen las

" moleculas, es decir

R 11 (LT T

.....

(XN} ‘1.13)

donde - [ [!‘1” ; [!!r‘] s , J"t‘ ‘%‘ﬂ‘f!n!-f" [!-1'; .‘f‘fo!'f’ r'

y \Q s una velooidad peculiar sin dimensi ones,

!ouv(. m. en la toorf. de ch.plnn la viscosidad '. os
g - bt |4 (1 Lo o) | ST

y i se define (*) la v:l.ocod.dud como la proporcion’ entre I ¥

[!!]@) » 8 docir.

T=-1 y(» {ge ¥

o0 e "0‘5)

donde anora "s,(w) es una funcion de W H"ﬂl .

L) Notas ndtese que en la teorfa actual no se obtiene la ley de
Iriccion de iewton, 0 sea !d [u'f". sino que se define una visg
cosidad generalisada.
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Finalmente, manipulando (1.13-14=15) y usandolas en (1.12,

se obtiene

yor » y Shize

TW cee (1.16)
donde ¢ : ‘2’.(}‘! )%}Vl

S en ves de usar directamente las aproximaciones para 2"
y XV , usdramos (1.6), entonces en luger de escribir p en la
ecuacion (1.13) se escribirfa p’(\."). Con esto se obtendr{a,

2 o wb ,
1(-») :',‘ ‘,(1,0) s‘__"!'.c_.%.“—’ ees (117)

con w's o

’(o) es una uoooudud generalisada que depende de la mag
n.ltud do:l. gudlntc de 1. nl.ooiud del nuldo ¥ h ecuacion u
drouultu corruponuonto gonouuu 1. uuci.on do uv.l.or y
stokes,

n nlultulo no nos aorprondo. Jja qno el -otodo de m.
el tondo. intenta oxtomlcr la tcuod.lullu linesl desde quo sy
poae la dopondoncl.s de.f en 10. momentos de ordon superior.

B utodo do 2 qwovoohs ln ru\ntuoo obtmxdoo para los
coonolontn de trnncporto. quo usa co-o donuotonu pnn extep
der la dependencia de los nisaos a travu de 1os gruucntn tep
modinasicos. Es decir que una teor{a no lineal se puede obtener
con este método, pero como extension de las teorias lineales.
¥l experimento es el Unico que puede deoidir si la extensidn a

10 no lineal es correcta.




Capi tulo V,
Conclusiones.

El metodo modificado de Eu no resuelve la ecuacion de =
Boltsmann, pero si se inspira en ella para obtener un conjunto
de ecuaciones hidrodinasicas generalizadas. &n efecto, que la
ecuacidn integrodiferencial de K‘.“ no es equivalente a la ecup
cion diferencial paroial (11.16) es evidente. Por esto, la teo
r{a de Bu no modifica, en el sentido estricto, el metodo de -
Grad, quhn'l.( resuelve la ecuacion de #oitsoann. Debemos de--

cir, on_t'oncu; qQue el método de Bu es rononeuoio‘gico.

La teor{a exteniida que se obtiene por el método de Eu es~
ta supedi tada a los resul tados de las tooriu nnulu. cbno
la teoria lineal de por d. I610 es una priaora .ptox.tmc&on a.
los fon‘nnot 20 lineales con un enfoque establecido por los =g
todos nprox.i.ntlvoo de Grad, m-kog. etc. & qué pﬁﬁf. c'oh ol
aetodo de n y sus rnultadol sl uto ontoquo no fuera el ade~-
cuado? Se vendr{a abajo.

Lo ondcréoib dol ao’todo es ¢l algeors que implica. Por -
ejemplo, en prinra apronucion el thodo 5cnora11n lol ruul.
tados usuales pu.'c loo cconciontec de trmporto. Rntoncu.

en prlnclplo. los r“llltado. puodon mnunnuru aun aas si no

se eliainaran los torll.nol no liueales en W para procesos estg
cionarios, pero la ecuacion algebraica por resolver (1 mas conm-

Plicada que antes. Y no digaamos cuando “ $0 | » O sea procg
808 no estacionarios, se teadria que ruolvor una ecuacion dify

rencial no lineal,

Bl metodo de kEu, como no resuelve la oouacio'n de Boltsmann,

Y




no puede encontrar ecuaciones de havier-Stokes o Burnetit para

las direrentes aproximaciones de la posible golucion f. Lo mas

que puede hacer es generalizar al rékimen no lineal en los coe-
ficientes de transporie la ecuacion de iavier=Stoxes ( ref. II).

0 cualquier otra ecuaci on que tenga coeficientes de transporte.

Las propiedades ronomonoldkicaa no se Justiiiczn a traves
del metodo de Bu, couwo por ¢jewplo, las relaciones entire tlujos
y Tfuersss o las relaciones de Onsager. En todo caso, el método

intentar{a mejorarlas o extenderlas como lo niso coun los coeti-

cientes de transporte.

* En resuaen, el metodo "modificado® de los momeitos es una
teor{a netamente fenomenologica que intenta extender los resul-
tados conocidos al regimen no lineal, sin demostrar o justifi--

.car las layes de friccicn de hgwton o la de Fourisr, sino apo--

yiﬁdonc en ellas.
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Apendice 1.

Ecuaciones de evolucion de los wouentos y: » Q." y ].' :

~

La ecuacion de Uoltzmann, en ausencia de tuerzas externas,

%{i{ﬁ;-!“ = § G;j(!;'{;) eeoe \AL,0)

doude ? ¢, (L) - )I IJ"F'IL LOI:“ 3:3__“:‘5" ’3 ,3 )

8¢ puede escribir de la forwa siguients,

:‘Lf b Bh = 3 G0 ces (AL1)
babiendo sumado y restado a (al.0) la cwtld,d !f‘l‘; y defi-
niendo ;‘.' Y'! 0..2‘ » donde .y es la velocidad ucro-oépion
del sistema.

1) La ecuacion de ;f,

Aplicando la definicién de T = f‘!-’ w b o-0f°

tenemos qQue

VALe2) so. -‘!*la : I—J,. .;_-ih[(gfmg-n]"'o IJ“I; f‘.[""”“--"-"]m-

ya que f y -t son indo_pqxiu.ontop de {; . RHesclviendo cada iute-
<ral obtenemos:

ar3) 0o [hy wftepen] 4 - I J;--a[(w-z)w-n]"[{ea,-cg-u;-!!;]'

33

J"le “aﬁ!e'ibts-r)r'dz; - j dg:m, [(w-vuw-nf le-v)- 41
havi endo no:do (Ale1)e

I ' “-e i
Entonces si detfinimos el teruiao de colision cowo (A,-j-Aq'.
8dlo nog concentirauos en el teraino
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" ()
[ du, .«;[(q‘-m(«,‘-.-gr)]‘&g;.gn.g;E - fJg; w: [l )5 9] V[~ )
)
* rlg. L ,;[(Q.'U’(‘.‘."L”T'Y‘Y veoe ‘u.‘)

yaque Y(dY)= y-Yd 4§y , 8L & es una funcibn esca--
lar. rsuevaweate, wauipularemcs el téruirno

(ool v)] « ¥ {[‘E“ oo, (59 }
-dwew Vg0l . L)

y
(Q;-g)-?[(g-g)(g-“]" :[(Q-g’.!(g;-”‘!;.v, zef "(5!"!’ ves (AL+6)

.POr 1o tauto, sustituyendo (AI.6) en (AL.5) y este en (Al.4), -
obtenemos;

Jag wfo-enenfis-er vl T gg o042 Pﬁ w o ven- 1y ]
donde  Ys JJI;"_ gy f-aes -] . Adenas .} entran

)
en 01’.pu',o'ntuvll, [ ]“ sin atectarlo, entonces:

I‘ls[a‘_'”(ﬁi'!’)]‘(‘la 074 » 133 %14 t‘m “{5 .!n«) e (ALT)

Aei, la defiutoion de Aj; y ls ecuacidn (AL:7) nos resue}
ven la inteyral (AL.3), que es el termino de (AL.2).

La ecuacidn (AL.3) queda asf:
’ : . (] 4 ’
[4ge w [oevrgey) i% =F;'K‘i;)'l"?f'g’2‘m'2[“'!2']“... (AL.5)

Ahora, resolvemos el sesundo Lermino de (Al.2), y para ==
ello necesi tauos reescribir a




JJt[‘g"Q)(E&'!’T"=[,%@"!)w'y)]‘ - -1 -]

dy __ 1 o
pero g s Y £ » entonces

J )

I[‘ !)(“t !’r [(“;'V) g'g] e \u.,)
luego

w4 fenu-g)]” :
Ilg. w.k; Ii[(!' E-¢)] = .% [Ly

_p]“’ eee (ALe10)

habiendo usado (AI.9). Finalwente, sustituyendo (Af.10) ¥y
(Ml.g) en (AL.2) y la definicidn de P ” 23! oZ kY '
tonclu que se obtiene la ecuacién buscadas, l nlbor:

e JAG-R) - Bpy - 40 - o5 -ne]™ 1 [7y]”
' f% “‘Y.!s]"’,% ;[1 4 TRV R T

QB M
11) Nouscion de evolucidn de )i :
Se define a
J; 3IJ£. w, ".(!a'f) ..o (ALe12)

entonces, derivando (AI.12)

I dui v 'u"(!.'z) *’Jﬁsza ‘1‘(‘!@-1) » J& que & 8 iudepen---

diente de ry % luego, usando la ocuac;o'n de ooltsuannu (AX.1)

Jitl,' : fJe‘ " (%-¢) ig Q;,-(Qa'!’-"‘} - %‘! Ilg. ", N see (AL.13)

lDetinQuos aliora
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;\’f’.:)- Kﬁ‘; = Jig;(g:-g)w; ¢; (Al.14)

entonces, (Al.13) ge escribe
.J-l z ( 1‘) “‘) + " v P rlw “.W\'Y)“S'!"Y!.] ooo\uo'S)

donde J-g : -4 Vf 0 ]Jg.- W; !; = f; « AnOTra, la inte-
gral se ruuolvo eecribi endo

(wgNg-y). Pk = ¥ [(eedw- T b u)-9y ¢ L) gy
y

‘figmtea-n(e:-n-gl; =70 !;-gg ¢ ‘j_; gy coe (AL.16)

‘por 1o tanto, sustituyendo (AL.16) en (Al.15)

‘J)‘ -g(x“;‘_.‘.x:))otag.!..g.s - Ja-?!‘); !.!. ves (AR11)

donde &: 8§ es la éoncontuc;én de la 1-ésima componente y
la ecuacidn’queda demostrads.

111) Eouacidn de evolucidn de Q':

por defantcién Q'+ § -‘ 2 1 y Qi P!« “-‘l(!l vy ,

entonoes
J ! i: kr 1. ‘., ﬂ Ji
‘.‘9‘3 “iﬁof{.!.‘g‘;_f-% - J"‘ , . (ALo1b)

de doude 8010 resta conocer “-39‘ , J& que la derivads de )i eg

ta dada por (AI.17).

Usando le deiinicion de & .

8é




5¢

J (S .
J;Q ) fJf“ ;"“"“(""’“' };& 'j‘lﬂ‘ f““ 8 ﬁ[‘”"“(ﬂi'l) ] , eutonces

(AL.19) ... 4% =} jig; 1mi!a-!)(ga-l)’¢;; -Pq,- wi o yh- gy - O
dt ] 1 1
v [In %l Llwnits-n)

usando los miswos arguunentos que antes.

La tercera integral de (Al.19,) se resuslve reescriuviendo

su tntegrando
A lvhco] = -uen) $oagenwndr L,
O sea

b

doade 5t }Jla Na(!i‘!’.'l'._

-.l-.‘i‘[.—z)(!;-n‘l=-f;sj{—fu“lf=!;_;a!.g;%.:g-; oo (AL021)

Anora reescribiendo el integrando de la se,uuda Lutegral -
de (AI. '9) "

(-0 (- Do) 9, = R0 P E ¢ V[ Le-rils-e)s-0)]

¢ l..(ga-nhs-z»yz ¢l l;‘&-n-hv!*(!i'ﬂ'!!]. oo (AL,22)

obteneuos que

IJ!I *.:“--!)h.-fl(i-ﬂ)-!“ 3 9.!-! '!.go*gi.gg ¢ z:»'. !g vee ‘u.z‘a)

doade Z‘w e [dg wi bt 03-g M g-2) .

p® = [y % hitge Gty )
sntonces, sustityyendo (AL.21) y (AL.23) en (Al.19) obteng




’”
mos

JA:”J N0y - Qi Y - Y- Qi Py

™
M |
t ‘? JeEge ] oo (AL.24)

donde g es un teusor unitario. 1 sustituyendo \Al.24) y (AX.17)
el (Al.19) obtenewos:

B ¢ pi e ot 4R ED- gpy Y- gt

- givg rtot [rhoe £]- -0 (E-af)- pRa- Loy
[0 04 :
- !u?!]'f?‘-'- 3—'{"7 cer (ALe2Y)

,y ‘detiniendo a 1':;' ‘A.f’" = ]J‘g;[“!‘(gg.g)'(s.!)’, fu‘g.!,]c.‘j la ecua-

c15n_ (AL.25) demuestra lo buscado.
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Apendice id.

Deduccion de ia ecuacion (ii.15):

Tl‘-?'!. :—f{”‘ .IZ/.-!! Oix ‘J

- _{‘ "r v [1"x" ¥"] +x§"02; t i?'" i l

LDemostracion:
Sea
o ='k~'l.‘.f‘3‘: &; (k1) dy oo (ap 4Le3)
y

he-x§ ]J;J.- blig-u

:'k ; ( L,‘i‘!“!’) eee (‘p .LI.Z)

Usauos la forgu exponencial de !; Iy ‘; ....[-,«;ou:".,‘;] el !
las definiciones anteriores. sntoncess '
(] : : ) (11
€ 2 E IJ’:Q H, [¢n‘r('0“'i?'!'¢"(’fu‘5 L

usando  M's Jafed? g m; = p (aMel Bell) , atey,
I obT RS .

entonces, G s - I K"‘I”', l"[ '”]m:. see (AP 11.3)

4§ tn

¥ reescriosisos a € en teruinos de A . . efecto, sea
l » % -
IJ!’ k m;“(c"’-c.'-“’) coe (AP L4ed)

Por 1o tanto ¢ s II XU'e(Af-K eos (AP II.8)

l‘,

Y de las ecuaciones de couservacién para §* , deducidas en el
apendice I, esto es para 1 = 1,2,3 solamente, aungque es facilw-~

@eute generalisable { ref.(I)), teuewos que:

s f:"* m , ’:u‘ Q: y ’i(nl. !‘




entonces, suwando las ecuactones de couservacion

To s FE[X"0 . xe 0] e+s \Ap 11.6)

Por otro lado, usewos la iorma expo.encial de f; en

\AP iI.2)

1’ 2 .;- ?(C!z’[ﬂ“;"?"f‘z» 3 #[; 4(%&-!)":)'.2/-'“!"“) ¢ §<“§"‘La°!'7]
a - -

luego, 4y = tg-t14 ) oI (g0 W)

v usaudo el degawolle de i

b= $-tTALeLE Koy cer (AP 4ET)
fouando la divergencis de (ip iI.7)
Y- = Zo[rmew]s o) - FRATAK)
ahora, reescribamos ‘1on dos términos derecuos
VTR @ YT¢ T'7:Q - 'R +7'L:g o P IL8)
VET L = T R4 o4 .!M"')'-'T');-‘gi.n‘js;y-,[,.-é];-yl,v... (AP 41.9)
y usaado las ecuaciones de conservacidn
Vge-g f‘,f'[ 44 ”S‘ﬁf' TP -PEK oo (AP 41010
donde £ = T +PY
y Yid=-3 ﬁ‘ see \Ap LI.38)

entonces

Vel Vo' [-2ar-q-r 4 -TRY-pgy] o a0 1212)
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o~

P =T il glyTojgde ] oo ap 1Tt
luego
TR -F TV =T (Lik- Qruar-s - Te9e-p0g - T Doy ik

por lo tanto
(AP LI.14) ...Tﬂ,:é"‘[ﬂmf ’]“;‘:Ja’c"!‘!"fg'! PR %*ﬂ/’;‘f

entonces, restaudo (Ap II.14, a (AP Il.6) y reordenando .-
terainos

Te-TY & = -g {f’oif'f‘rg-[r‘,ctwi"]‘. [[Q-;;,.J;].v‘,f 287 ,‘zl YA }
ty Etppy-gLads +£Xf’a i
sea, mnora, [ @'=Q-JAk ;- E NV, 2« - QT
y i.» s "y,‘a

fiunalmente
T6-T¥-du = - E[TRITo 4] ¢ Xo 2 ¢ §% ¢ ]
~ it
. . . ! . “(ﬂ
el igpdf-slAg ’.-?.t“'fi

donde se usd Y¢- g ds” * Y queda dewostrada la ecus---
ciono
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