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I N T R o D u e e I o N 

Basta una simple ojeada a la literatura econ6mica r~ 

ciente para comprobar el creciente interés que despierta la

teoría de la planificación econ6mica, en general, y la teo -

ría de los mecanismos de asignación de recursos, en particu

lar. En cierto sentido el problema no es nuevo, desde la Ma

no Invisible de Adam Smith hasta el modelo de Arrow Debreu,

pasando por la contribución fundamental de Walras, los teór! 

cos de la economía se han preocupado por explicar cómo, a -

través de la interacción de distintos individuos movidos por 

intereses diversos, se resuelve el problema de la asignaciqn 

de recursos en el marco del capitalismo competitivo. La teo

ría del bienestar ha mostrado que, bajo ciertas hipótesis, 

las asignaciones que resultan del equilibrio general compet~ 

tivo son óptimas en el sentido de Pareto. Además, ha señala

do las medidas correctivas que deben adoptarse e en general

bajo la forma de impuestos y subsidios) para eludir las ine

ficiencias que resultan del incumplimiento de alguna de las

hipótesis o para modificar la distribución en el caso de que 

el óptimo de Pareto ilcanzado no se considere aceptable des

de el punto de vista de la justicia distributiva. 

Contrariamente a lo que tradicionalmente se ha veni

do haciendo en teoría del bienestar, el punto de partida de

la teoría de los mecanismos dé asignación de recursos, con -
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siste e'n no aceptar el sistema competitivo y su correspon -

diente marco institucional como un dato y plantearse con es

píritu normativo la posibilidad de organizaciones económicas 

alternativas, en un nuevo marco analítico en el que el meca

nismo mismo se constituye en variable fundamental. 

Las primeras discusiones con un cierto contenido an~ 

lítico sobre el tema que nos ocupa tienen lugar durante las

primeras décadas del presente siglo en el marco de la conoci. 

da polémica sobre la posibilidad del cálculo económico raci~ 

nal en una economía socialista. Una actitud comdn a todos --

aquellos que adoptaron posturas extremas es la de considerar 

que la asignación óptima de los recursos exige la utiliza -

ción de un mecanismo de precios, que éste implica la existe~ 

cia de mercados libres y que éstos sólo pueden existir en un 

régimen con propiedad privada de los medios de producción. 

Von Mises 1 fundamenta en esta cadena de implicaciones· su te

sis acerca de la imposibilidad de una economía socialista. 

La contribución fundamental de Barone, Lange y Tay -

lor2 consiste en demostrar mediante un contraejemplo la fal

sedad de dichos argumentos. Sus propuestas no son sino rein

terpretaciones del modelo Walrasiano que ponen de manifiesto 

que los precios de eficiencia no son un atributo exclusivo-

de los sitemas económicos con propiedad privada de los me 

dios de producción. De ello se sigue que no tiene sentido ne 
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; gar la viabilidad de la economía socialista. Las propuestas 

de Lange y Taylor son básicamente procedimientos iterativos 

de cálculo para resolver el problema de la asignaci6n 6pti~ 

ma de los recursos. 

El desarrollo simultáneo de la programación matemá

tica, 3 la teoría de juegos4 y el análisis de actividades 5 ,

t_anto en el campo teórico como en el de su aplicación, per

mite representar el problema de la asignación de recursos -

como un problema de programación matemática. Sin embargo, -

el algoritmo simplex resulta insatisfactorio en este conte~ 

to por dos razones básicas. En primer lugar, su aplicaci6n

requiere el conocimiento de todos los datos del problema. -

Cuando se trata de una economía nacional no es muy plausi -

ble suponer que quien esté planificando pueda disponer de 

toda esa información. En segundo lugar, inclusive en el ca

so de que así_ fuese, el tamaño del problema excede la capa

cidad de las computadoras existentes. Como consecuencia 16-

gica, la descentralizacion6 entra en escena. 

Partiendo del planteamiento de asignación de recur

sos como un problema de programaci6n matemática ( específi

camente de programación lineal}, y ante la imposibilidad de 

utilizar el algoritmo simplex, se formul~n varios algorit -

mos satisfactorios para resolver el problema. Dichos algo -

ritmos tienen una característica en común, a saber, el en-~ 
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vio reciproco de información, que-puede -consistir en precios 

o cantidades; lo cual da pie a la principal clasificación de 

éstos: 

a) Algoritmos guiados por precios. Se caracterizan -

porque el que está planificando regula el compor

tamiento de las unidades involucradas en el pro -

blema. enviandoles precios para los servieios o -

bienes que producen. 

b) Algoritmos guiados por cantidades. A diferencia -

de los anteriores, el comportamiento es regulado

mediante el envío de niveles de producción a cada 

unidad involucrada en el problema. 

Existen además otras clasificaciones para los algo -

ritmos de asignación de recursos. Para _dar una visión de los 

resultados obtenidos en el desarrollo de este campo, mencio-

naremos sin ninguna pretensión de exhaustividad, los mecanis 

mas más significativos, divididos en tres categorías: 

a) Aleoritmos de descomposición para economías lin~~ 

les. Se trata de mec;:i,nismos diseñados específica

mente para economías lineales que cumplen ciertas 

condiciones de separabilidad. Entre los que pode

mos mencionar el algoritmo de Dantzing y Wolfe 7 

que es en cierto sentido análogo al mecanismo - -

competitivo. Además existe el algoritmo de Kornai 

y Lipták8 • al que podemos considerar como el dual 
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del anterior, puesto que se invierten los papeles 

de quien Planifica y de las unidades involucradas. 

El algoritmo de Kornai y Lipták constituye el pri 

mer ejemplo de planificación sin precios, es un -

algoritmo de planificación por cantidades9 . 

b) Algoritmos basados en el Método delgradiente. Es

tán diseñados para resolver el problema de plani

ficación bajo el supuesto de que las funciones_i~ 

volucradas en el modelo sean diferenciables y no-

necesariamente lineales. 

Entre ellos se encuentran el algoritmo de Arrow y 

Hurwicz 1º ( es una formalización rigurosa de una

versión simplificada del modelo de Lange) y el ª1 
goritmo de planificación por cantidades de Hea1 11 • 

La contribución de Arrow y Hu-rwicz es demostrar -

rigurosamente que, en el supuesto de una economía 

con un solo consumidor. el tanteo considerado por 

Lange, es formalmente equivalente al método gra -

diente de ajuste de precios y por lo tanto conve~ 

ge. El algoritmo de Heal es un método de ajuste -

por cantidades que puede considerarse como el 

dual del anterior. 

c) Algoritmos con memoria. Son procedimientos escen

cialmente discretos en los que en cada interaci6n, 

para determinar los cambios de las variables, es
necesario •recordar' todos los valores que han 

_s 
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ido tomando a lo laTgo de todo el pToceso. EntTe

ellos podemos mencionaT el algoTitmo de Malinvaud12 

y el algoTitmo de Weitzman13 , el pTimeTo está -

guiado poT pTecios, mientTas el segundo, que es -

su dual, está guiado por cantidades. En este tra

baio, se desarrollarán precisamente los procedi -

mientas de Malinvaud y Weitzman, indicando en qué 

sentido se dice que estos dos procedimientos se -

pueden consideraT como duales entTe si. 

L.a pTogTamaci6n matemática es sin duda alguna, el ve 

.hículo fundamental de los avances teóricos que han tenido lu 

gaT por la via que abTieTan Lange y Taylor. En el campo de -

la asignación de Tecursos hay que destacaT dos aportaciones-

impcrtantes: 

a) Desde el punto de vista dinámico: el descubTimie!! 

to de algoritmos eficientes paTa calculaT soluci2 

nes de problemas lineales ( en paTticulaT el alg2 

ritmo simplex de Dantzig), además de pTopiciar -

multitud de aplicaciones pTácticas en campos muy-

diveTsos, estimula a los te6ricos a consideraT --

sistemáticamente el problema de 1a conveTgencia -

de los pTocedimientos iterativos de· cálculo, - -

coTTespondientes a los distintos algoritmos de --

asignación de TecuTsos. 

b) Desde el punto de vista estático, la inteTpTeta 
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ción económica de las variables duales asociadas

ª toda solución de un problema lineal, permite -

contemplar los precios desde una nueva perspecti

va. Los precios deian de ser una categoría econó

mica lógicamente inseparable del mercado. Al mis

mo tiempo, se hace patente la relación escencial

existente entre la programación lineal, el análi

sis de actividades y la teoría clásica del equili 

brío compet:ltivo. 

Dada la importancia que tiene la teoría de dualidad

dentro de la teoría de los algoritmos de asignación de recuE 

sos, se mostrarán las implicaciones y relaciones exis·tentes

entre la teoría de la dualidad y la teoría de los algoritmos 

de asignación de recursos, las cuales dividiremos en tres -

secciones: 

a) La dualidad en el 6ptimo del problema de asigna -

ción de recursos. 

b) La dualidad en cada interaci6n si el problema es

resuel to mediante el algoritmo de Malinvaud. 

c) La dualidad en el óptimo de cada iteración según

el algoritmo de Weitzman. 

Como consecuencia del tratamiento formalmente corres 

to del problema, se hace necesario explicitar las hip6tesis

que garantizan la validez de los resultados. Ello delimita -
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claramente la clase de economías para las que los distintos-

mecanismos funcionan, y nos da idea de toda la gama de pro -

.blemas a los que pueden ser aplicados los algoritmos. 

En particular, es patente que la hipótesis de con -

vexidad y ausencia de efectos externos14 juegan un papel cr~ 

cial. Es bien sabido que en muchos casos los efectos exter -

no.s se pueden introducir definiendo una nueva mercancía y -

creando un 'mercado' para ella. No obstante, como señala 

Starret 15 , la introducci6n de esta nueva mercancía puede ha

cer aparecer no-convexidades en economías previamente conve

xas. Por otra parte una función obietivo dnica impide con --

templar la incompatibilidad potencial entre objetivos indiv~. 

duales y los objetivos sociales de eficiencia y equidad per

seguidos por todo mecanismo de planificación. Es obvio, que

los agentes económicos podrían manejar su situación indi~i -

dual, violando las reglas del juego, razón por la cual el --

problema de los incentivos tiene una gran importanc·ia práct_i 

ca al evaluar algoritmos de planificación alternativos y es

pecialmente en la última década, ha sido obieto de la aten -

ci6n de muchos teóricos. Es claro pues, que los resultados -

se han conseguido a costa de reducir drásticamente el alcan

ce del problema planteado por Lange. El planteamiento de un

problema de asignación de recursos como un problema de pro -

gramaci6n matemática, con una función objetivo única excluye 

por definición la cuestión crucial del conflicto de objeti -
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vos, sin embargo pone limitaciones a la puesta en práctica

de los algoritmos de asignación de recursos. A pesar de to

das las limitaciones antes expuestas, los modelos de asign~ 

ción de recursos derivados de la programación matemática -

tienen indudablemente un gran interés para aquellos proble

mas económicos en los que, como ocurre en la planificación

de un sector productivo o de una gran empresa, la función -

objetivo está bien definida. Pero es necesario hacer notar

que, el problema global de asignación de recursos en una -

economía es cualitativamente distinto del problema de una -

gran empresa. 

El presente trabajo, que pretende dar una visión g~ 

neral de los algoritmos de planificación, está organizado -

de la siguiente manera: 

En el capítulo I se presenta la forma general en -

que se caracteriza a la economía, indicando algunas de las

propiedades que en situaciones ideales todo procedimiento -

debería satisfacer y se señalan las hipótesis que soportan

e1 desarrollo de 1os procedimientos a tratar. 

En el capitulo II se muestra la importancia de la -

interpretación económica oue nos proporciona la aplicaci6n

de la teoría de dualidad en el óptimo del problema de asig

nación de recursos, para lo cual haremos el planteamiento -

9 



formal de una economía en un modelo de programación matemáti 

ca. Es preciso aclarar que dado que la teoría de la dualidad 

tan sólo se ha desarrollado en el campo de problemas linea -

les, todo lo concluido en este capítulo es únicamente válido 

para las economías lineales. 

En el capítulo III se presenta el método de Malin 

vaud, en el que las indicaciones consisten en un conjunto de 

precios con los cuales cada sector debe de maximizar sus be

neficios y finalmente se aplicará la teoría de dualidad al -

plan óptimo encontrado en 'cada iteración del procedimiento. 

En el capitulo IV se considera el método de Weitzman 

en el que, a diferencia del anterior, las indicaciones envi,e_ 

das a los sectores ya no son precios, sino niveles u objeti

vos de producción. Al igual' que en el capítulo III se aplic~ 

rá la teoría &e dualidad al óptimo obtenido en cada itera -

ción. 

Finalmente, en el capítulo V se muestra una compara -

ción entre los procedimientos de Malinvaud y Weitzman, dan

do una explicación del por qué se les considera como duales -

entre sí. 

Se anexan 3 apéndices que contienen algunos resulta

dos requeridos en el transcurso de este trabajo. En el Apén-

10 
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dice A se presentan resultados y definiciones matemáticas n~ 

cesarias para el cabal entendimiento del trabajo. En el Apé~ 

dice B se detallan algunos resultados de programación matem_! 

tica inclU)'endo teoría de dualidad. Y el Apéndice C contiene 

el procedimiento de Dantzig y Wolfe, en virtud de que el pr~ 

cedimiento de Malinvaud es una generalización de éste. 
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C A P I T U L O I 

CARACTERIZACION DEL PROBLEM.A DE PLANIFICACION 

DESCENTRALIZADA Y FORMALIZACION DE LOS 

PROCEDIMIENTOS DESCENTRALIZADOS 



I.-I LA PLANIFICACION COMO UN PROBLEMA DE MAXIMIZACION CONDl 
CIONADA. 

La complejidad de las relaciones econ6micas entre --

1as distintas entidades que conforman 1as sociedades modernas, 

hizo c1ara la necesidad de planificar formalmente estas econo-

mías. Los países socialistas han puesto un especial interés en 

el desarrollo tanto teórico, como práctico de este tema. Por -

ejemplo, en la Unión Soviética han existido normalmente tres -

categorías distintas de planes. Existe un plan esquemático que 

cubre un período de quince a veinte años, y el cual describe -

los movimientos generales de la economía; está diseñado para -

mejorar y dar consistencia a las decisiones a largo plazo. Pe

ro además, existen también un plan quinquenal más detallado y 

un plan anual aún más preciso. Este último plan pretende regu

lar completamente los procesos de producción y distribución de 

la economía;· en este sentido cumple la función del mecanismo -

del mercado: controla con detalle la asignación diaria de los

recursos. Los planes a los que nos referimos de aquí en adela~ 

te serán aquellos que aproximadamente puedan ser clasificados

dentro de esta última categoría. 

El objetivo de una economía puede ser encontrar el --

máximo beneficio posible para sus integrantes, tomando en - -

cuenta, las diversas restricciones a las que deben someterse. 

Por lo tanto, para resolver un problema de planificación es -

necesario seleccionar un plan de acción para la organización-

16 



econ6mica que se está planificando. 

Considérese la siguiente hip6tesis: "La selecci6n de 

ese plan implica la resolución de un problema de maximiza 

ci6n condicionada". Los problemas de maximizaci6n condicion~ 

da pueden enunciarse en los siguientes términos: "escójase -

la x que maximice U(x) sometida a la condición de que g(x)=O'.' 

Para justificar la hipótesis enunciada, el primer paso con -

siste en identificar las "variables de elección". Es facti;.

ble suponer aue la economía que se está planificando cuenta

con un organismo encargado de la planificación, llamémoslo -

oficina de planificaci6n; entonce~ la oficina de planifica -

ción puede escoger a su voluntad el valor de cada una de las 

variables económicamente relevantes, y por lo tanto, puede -

determinar el estado de la economía con todo detalle. Denot~ 

remos al estado de la economía por un vector s y llamaremos

$ al conjunto de todos los estados factibles de la economía. 

Entonces el problema de la oficina de planificación consiste 

en escoger un vector 's~S que dé el mayor valor posible a -

una función objetivo U(s). La función objetivo asocia a cada 

estado de la economías un número real U(s), que indica cuán 

deseable es el estado de la economía s para la oficina de -

planificación. Si suponemos que existen ciertas preferencias 

entre los estados de la economía que deben utilizarse para -

guiar la actividad de la planificación y que dichas prefe -

rencias pueden describirs.e mediante curvas de indiferencia -
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continuas y disjuntas ( o superficies en ~l caso de que exi~ 

tan muchos bienes), entonces la función objetivo sirve para

representar esas preferencias, es decir, para asignar nüme 

ros mayores a los estados preferidos. En lo que se refiere a 

las restricciones, se pueden distinguir dos categorias: -

aquellas que se refieren a los recursos disponibles y las 

que se refieren a la producción, las primeras se denominan -

"restricciones globales", mientras que para las segundas se

utiliza el término de "restricciones tecnológicas". 

·En forma esquemática se puede decir que la prepara -

ción de un pl'lln supone la realización de varias etapas suce

sivas: 

a) Formular un modelo que describa todas las restri~ 

ciones tecn.ológicas de todos y cada uno de los 

agentes económicos, junto con las restricciones -

globales del sistema económico en general. 

'b) ConstrucciOn de una función que refleje los obje

tivos a través de la representación de éstos en -

una estructura de preferencias sobre las alterna

tivas factibles del modelo mencionado. 

c) Optimización del funcionamiento del sistema a - -

través de la maximización de la función objetivo

condicionada a las restricciones del modelo que -

representa el sistema. 
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Entonces un procedimiento de planificaci6n serl un -

pr.ocedimiento mediante el cual se resuelve el problema de - -

planificación (o equivalentemente el problema de maximización 

condicionada) al que nos hemos venido refiriendo. 

El primer punto a subrayar al discutir la naturaleza 

de los procedimientos de planificación, consiste en que todo 

PTOcedimiento para resolver un problema grande de maximiza -

ción condicionada necesariamente deberá ser un procedimiento 

iterativo. La razón por la cual debe ser iterativo es muy -

clara: los problemas son· demasiado grandes y complicados co

mo para poder ser resueltos en un solo intento. Particular -

mente en el contexto de los procedimientos de planificaci6n, 

el método de las aproximaciones sucesivas adopta la sig~ien

te forma: inicialmente se propone un plan arbitrario, se cal 

culan entonces ciertos indices asociados a ese plan, a la 

luz de los cuales se introducen ciertas modificaciones, y 

con ellas se oh.tiene un nuevo plan, se calculan nuevamente -

los índices correspondientes, y así sucesivamente. 

El segundo punto a destacar sobre la naturaleza de -

los procedimientos de planificación es que suponen cier·to - -

grado de lo que en términos generales puede llamarse descen

tralizaci6n. El tamaño del problema 1es el origen de dos gra~ 
des problemas: el primero se refiere a la imposibilidad de -

que la oficina de planificaci6n redna toda la informaci6n ne 
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~~saria para enunciar formalmente el problema de planifica -

ción. Esto se debe tanto a la inmensa cantidad de informa --

ción a recopilar, como al hecho de que muchos de los quepo-

seen la información requerida pueden ser incapaces de forma

lizar sus conocimientos y comunicarlos a la oficina de plani 

ficación sin introducir errores. La segunda dificultad origi 

nada en el tamaño del problema consiste en que. incluso si -

fuese posible recopilar la cantidad necesaria de información, 

la oficina de planificación sería incapaz de utilizarla y m~ 

nipularla adecuadamente. 2 Consideraciones del tipo que acab~ 

mos de mencionar constituyen los argumentos principales en -

favor de alguna forma de descentralización de los procedi -

mientes de planificación, esto nos conduce a proponer que en 

un procedimiento de planificación debe contemplarse el fluio 

ñe información entre la oficina de planificación y los agen-

tes económicos que constituyen el sistema. 

El concepto de descentralización en economía tiene -

dos interpretaciones distintas y complementarias: descentra

lización informaciona1 3 y descentralización de la autoridad-

para tomar decisiones. Un procedimiento de planificación se 

caracterizará como descentralizado desde el punto de vista -

de la información si goza de las siguientes propiedades: 

a) El mensaje transmitido por un sector o unidad pro 

ductiva en una etapa cualquiera, depende solamen

te de las posibilidades de producción de esa uni-
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dád y de los mensajes por ella recibidos en eta

pas anteriores. 

b) Los mensajes transmitidos a una unidad producti

va o sector sólo toman en cuenta las variables -

de decisión de esa unidad. 

c) No es necesario que las' empresas conozcan la - -

fuente de los mensajes que reciben. 

Los incisos a) y b) conjuntamente reciben el nombre 

de divisibilidad informacional e implican que las empresas

sólo necesitan tener información sobre sus propias posibili 

dades de producción. El inciso c) suele recibir el nombre -

de condición de anonimato. Es claro que la transmisión de -

información introduce costos, retrasos y la posibilidad de

cometer errores. En consecuencia, es muy importante que un

procedimiento de planificación trate de minimizar la cant~

dad de información transmitida; es fácil darse cuenta que -

el flujo de información será menor en un procedimiento que

cumpla la divisibilidad informacional que en uno que no la

cumpla. 

Debido al gran tamaño del problema de planificación. 

es esencial que éste se pueda descomponer en varios subpro

blemas cuyo tamaño no sea excesivo. Diremos que un procedi

miento de planificación es multinivel si cumple las siguie~ 

tes condiciones: 
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a) El problema de planificaciOn se descompone en v~ 

rios subproblemas, cada uno de los cuales se re

fiere y se delega a un sector de la economía. 

b) Tanto la oficina de planificación como los secto-

res, juegan un papel esencial en el proceso de --

cálculo del plan. 

La razón principal para exigir que un procedimiento-

de planificación_sea multinivel ya ha sido mencionada y resi 

,de; tanto en el irunenso tamaño del problema de planificación. 

que hace que la oficina de planificación sea incapaz de re -

solverlo, como en el hecho de que gran parte de la informa -

ci6n sobre las posibilidades de producción de los sectores -

(información que la oficina de planificación debe tomar en -

cuenta para determinar el plan a seguir), no se puede fo:ma

lizar y comunicar fácilmente. De lo cual se sigue que, con

objeto de aprovechar al máximo la información de los secto--

res, ellos deberán jugar algún papel en la determinación del 

plan a seguir. 

Para aclarar el concepto de descentralización de la

autoridad para tomar decisiones, es útil recurrir a una int~ 

resante clasificación de los procedimientos de planificación, 

realizada por Ellman 4, la cual los divide en. perfectame~te -

descentralizados, indirectamente centralizados y perfecia ·-

mente centralizados. 
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Se entiende por centralizaci6n perfecta: "una econo

mia en la que todas las decisiones las toma la oficina de -

planificaci6n", por centralizaci6n indirecta "una economía -

en la que los consumidores y los sectores toman todas las d~ 

cisiones, pero en la que esas decisiones son las mismas que

hubiera tomado la oficina de planificación, puesto que ella

determina tanto los criterios e por ejemplo, maximización de 

beneficios), como los parámetros (precios) que utilizan las

empresas", y por descentralización perfecta:"una economia en 

la que los individuos y los sectores toman todas las decisio 

nes de modo totalmente independiente de los deseos de la - -

autoridad central". 

Al comprometer en la elaboración del plan a aquellos 

que deberán ejecutarlo se incrementa su participación en el

procedimiento de planificación, lo cual aumentará la probabi 

lidad de que se lleve a cabo de modo efectivo. Sin ftmbargo , 

es importante señalar que hacer participar en la determina -

ción del plan a aquellos que deben ejecutarlo, no significa

necesariamente concederles la autoridad para tomar decisio -

nes. 

Un esquema típico de planificaci6n descentralizada

puede contener la siguiente división de funciones. La ofic~ 

na de planificaci6n es la responsable de garantizar el - -

cumplimiento de las rest·ricciones globales y se le comunica-· 
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la información mínima suficiente para que pueda hacerlo. La 

responsabilidad de que se satisfagan las restricciones tec

nológicas se delega a los sectores o unidades productivas a 

cuyos procesos se refieren las restricciones. 

Habiendo esbozado la naturaleza de los procedimien

tos de planificación, estamos en condiciones de dar una defi 

nición para los procedimientos de planificación descentrali-

zada. 

D E F: Un procedimiento de planificación descentraliza-

da es un procedimiento iterativo y multinivel -

que funciona entre la oficina de planificación y 

las unidades productivas o sectores, y que perro_!. 

te la resolución descentralizada del problema --

de maximización condicionada por envío recíproco 

de información. 

Según la terminología de Malinvaud, la información -

enviada por la oficina de planificación a las unidades pro -

ductivas o sectores se denomina "índices prospectivos", mie!!. 

tras que éstas enviarán a la oficina de planificación sus --

"proposiciones". 

Para determinar un procedimiento de planificación 

descentralizada es necesario precisar la naturaleza de la i~ 
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foTJJlación emitida, así como la manera en la que será calcu

lada dicha información, este último punto lo trataremos en

capítulos subsecuentes. 

La informaci6n que se intercambia entre la oficina

de planificación y las unidades productivas se puede clasi

ficar en las siguientes categorías: 

1. Precios de Programaci6n. 

2. Indicadores de Eficiencia. 

3. Indices Cuantitativos. 

4. Programas de Acci6n. 

S. Indicadores Financieros. 

Puede verse la representación gráfica del flujo de

infonnaci6n en la grafica 1 .1 

1.- Precios de Programación: 

Se trata no s6lo de los precios duales en el senti

do de variables duales de un problema de optimización, sino 

de todos los precios o infonnaciones que se indican con los 

precios que difieren de aquellos efectivamente utilizados -

en las transacciones financieras: tasas de rendimiento -

prescritas para los cálculos de elección de inversiones, ta 

sas de cambio ficticias, precios futuros anticipados. Es n~ 

cesario recordar, la distinción que existe en economía pla-
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nificada entre los precios de programación e o precios fic

ticios) y los precios operativos e o precios efectivos).'-

Los precios de programación pueden servir de base a los - -

cálculos económicos concernientes a la asignación óptima de 

recursos, elección de factores de calidad diferente, elec -

ción entre técnicas de producción de intensidad capitalista 

diferente, elección de importacion~s y exportaciones. No se 

trata, por lo tanto, de los precios efectivamente utiliza -

dos en las transacciones financieras, sino de parámetros -

que guían las decisiones de producción. El flujo de los pr~ 

cios de programación va de la oficina de planificación a -

las unidades productivas o sectores. 

2.- Indicadores de Eficiencia: 

Los indicadores de eficiencia m~s utilizados corre~ 

panden a las operaciones de equ;tpo·: eficacia marginal o me -

dia del capital invertido, tasas de rendimiento interno o -

del plazo de recuperación de un proyecto de inversión. El -

flujo de los indicadores de eficiencia va de las unidades -

productivas o sectores a la oficina de planificación. 

3.- Indicadores Cuantitativos: 

Constituyen la forma tradicional de los parámetros 

de decisión utilizados en las economías socialistas, se -

trata por una parte de la asignación de recursos e cuotas

de inputs y de factores )y por la otra de objetivos de pr~ 
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ducción ( cuotas de outputs ) . El fluio de los índices cuan

titativos va de la oficina de planificación a las unidades ~ 

productivas o sectores. 

4.- Programas de Acción: 

Se trata de informaciones relativas al desarrollo de 

nuevas capacidades de producción o de nuevas tecnologías, 

que no se contentan con anunciar las cantidades producidas -

o utili3adas, sino que dan una descripción, tanto técnica c~ 

mo cualitativa, de los nuevos equipos utilizados o de los 

nuevos productos. El flujo de los programas de acción va de 

las unidades productivas o sectores a la oficina de planifi

cación. 

5.- Indicadores Financieros: 

Demanda y oferta de créditos, im?uestos y derechos -

de aduanas a pagar, ganancias realizadas, subsidios, etc. El 

flujo de los indicadores financieros va de las unidades pro

ductivas o sectores a la oficina de planificación. 
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I.2 LÁ ESTRUCTURA FORMAL DEL PROBLEMA DE PLANIFICACION. 

La caracterización del plan óptimo implica el tener 

un conjunto de valores para las diferentes variables económi 

cas, tales que, por una parte satisfagan ciertas condiciones 

de coherencia v además hagan máxima cierta función objetivo. 

adoptada como representativa d~ las preferencias por la ofi

cina de planificación. 

Supongamos una economía en la que existen n empresas 

y m .bienes o servicios. Las diferentes variables a las cua -

les debemos darle valores, serán los consumos finales de los 

diferentes bienes y los insumos y factores utilizados por -

las empresas para la producción de dicños bienes. Lo anterior 

puede ser formalizado a través del siguiente modelo 5 

Definamos por wi el recurso disponible del bien i.Y 

por yij el flujo neto del bien i en la empresa j, ( si yij 

es positivo significa que la empresa i entrega dicha magni

tud del bien i en forma neta al mercado, es decir, habiendo 

descontado la cantidad que pudiera requerir del propio bien 

i para su producción y si Yi; es negativo implicará que la

empresa j está demandando como insumo para su producción di 

cha magnitud del bien i). Por lo tanto. si llamamos zi a la 

oferta neta del artículo i, ésta será igual a: 

zi =wi + ~lYij 29 



. -
Llamemos xi al consumo final del bien i. La cantidad 

de .. una mercancía que se asigna a actividades como el consumo 

no puede ser mayor que la oferta neta disponible en la econo 

mía. Consecuentemente, xi debe cumplir: 

o bien: 

n 

xi -:í: Y i J ~ w i 

j=l 

llamando x, Yj y w a los vectores columna de mxl cuyas - -

componentes son los xi, y wi respectivamente, las e~ 

presiones anteriores puede~ escribirse ~orno: 

n 

x- ¿ yj ~ w e 1 . 1 ) 

j=l 

Además, existirán ciertas condiciones para que un -

vector de consumos x sea aceptable para la comunidad. Estas 

condic·iones podrían ser, por ejemplo: que el vector x sea -

no negativo, o que ciertas componentes de x sean proporcio

nales a otras componentes e caso de bienes complementarios), 

o bien que puedan existir ciertas cantidades mínimas de al

gunos bienes que deben ser consumidas ( caso de bienes ese~ 
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ciales), etc. Todo esto se puede traducir en la existencia 

de un conjunto X de consumos aceptables. al cual debe per-

tenecer x, o sea: 

XE: X e 1 • 2 

Por otra parte los vectores yj implican cierta - -

transformación de insumos y factores en bienes, lo cual si 

lo puede ser realizado bajo ciertas condiciones de produc

ción. Si Yj representa el conjunto de posibilidades de pr~ 

ducción de la j-ésima empresa, lo anterior puede ser expr~ 

sado como: 

(1 ,3) 

En ia medida en que se defina un conjunto de vaio

res para las componentes de los vectores (x,y1 ,y2 , ... yn) -

se tendrá determinado un plan. Si este conjunto de valores 

satisface las condiciones (1.1), (1.2), y (1.3), se dice -

que se trata de plan factible. 

Definida una estructura de preferencias sobre las

al ternativas por parte de la oficina de planificación, a -

la cual se le puede asociar una función de utilidad U(x), -

que para nuestros fines jugará el papel de función objeti

vo, la obtención del plan óptimo se resumirá entonces en -
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la resolución del problema de programación matemática defi

nido como: 

Máx u(x} , __ . 

s.a. 
n 

x-L: 
~~:z.... 

Yj ~ w 
j =1 

xE: X 

Para el estudio de los procedimientos descentrali

zados se supone que la oficina de planificación conoce 

!J(x}, x y '"• pero no tiene información suficiente como pa

ra construir los n conjuntos Yj, los cuales sólo son cono

cidos por la empresa respectiva, quien a su vez no tienen-

ninguna informaci6n sobre U(x}, x y w. 
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I. 3 PROPTEDADES "DE. UN "PROCEDrMrENTO "DE PLANIFICACION. 

En esta ,_5:·,:;cci6n abordaremos el problema de la puesta 

en pTáctica del plan sir. -::onsideTar el problema de la e-lahore_ 

ción del mismo. rdealmente, un procedimiento de planifica --

ci6n dcbc=i~ centenar alementos que gar·antlzase11 que actuar-

de acuerdo con los requerimientos del plan favorece los inte 

reses privados de los participantes. Los procedimientos que

estudiaremos en los capítulos subsecuentes proporcionan al -

gún sistema de incentivos, En efe~to, requieren que las 

empresas maximicen sus beneficios. Es evidente que para vale 

rar cualquier procedimiento., es necesario tener en cuenta la 

carga informacional Í.Jllpuesta a los participantes y la estru~ 

tura de los incentivos, si la hay. Existen, no obstante. fa~ 

tores adicionales aue deben tenerse en cuenta. Las principa

les características que idea-lmente debería cumplir el proce

dimiento utilizado para obtener el plan 6ptimo, se conocen -

con el nombre de propiedades de Malinvaud, y son: 

a) Proced·imiento bien defin.ido: Como ya hemos vi~ 

ta un procedimiento de planificaci6n deberá ser iterativo, 

lo cual implica que en cada etapa la oficina de planifica -

ci6n deberá determinar e en base a los resultados de la o -

las etapas anteriores) los indices prospectivos y el plan , 

los primeros se entregarán a las empresas y éstas deberán -

entregar a su vez ciertas proposiciones a la oficina central. 
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Cuando las operaciones involucradas en la obtención de los -

indices prospectivos, el plan y las proposiciones, poseen s~ 

lución en todas las etapas, se dice que el procedimiento es

tá bien definido. 

b). Procedimiento estrictamente bie11 definido: Cuan

do un procedimiento esté bien definido y además exista unici 

dad en las soluciones diremos que el procedimiento está es -

trictamente bien definido. 

El que un procedimiento esté bien definido es muy -

importante, ya que si en alguna de las etapas no existiera -

por ejemplo la posibilidad de calcular las proposiciones que 

debe hacer alguna empresa a la oficina de planificación, el

proceso quedaría parado arbitrariamente sin haber llegado al 

plan óptimo. Ademds, si el resultado en una cierta etapa - -

implicara más de una posibl~ proposición que hacer, no habría 

elementos para decidir cuál de éstos se consideraría, por lo 

que es importante que el procedimiento esté no solo bien de

finido, sino que lo esté en forma estricta, 

c).- Procedimiento factible; Esta propiedad casi se 

explica por sí misma; un proceso tiene dicha propiedad si t~ 

do plan propuesto en el curso del .proceso iterativo es un 

plan factible. es conveniente que el procedimiento tenga es

ta propiedad ya que debido a los altos costos de realización 
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de cada una de las etapas, podría ser preferible detener el 

procedimiento en una etapa determinada, aún sin haber obte-

nido el plan óptimo, garantizando que el plan obtenido en -

la última etapa puede ser puesto en práctica,. ya que es faE_ 

tible. 

d).- Procedimiento monótono: Diremos que un proc~ 

dimiento es monótono si, en cada etapa, el plan propuesto -

es, por lo menos tan deseable como el anterior. El problema 

aquí, es definir c6mo vamos a medir dicha preferencia. Su -

pongamos que es posible definir una función de preferencia

(0(x)), entonces en la iteraci6n t se construye un plan Pt, 

al cual le corresponde un cierto valor de preferencia 0(Pt). 

Entonces un procedimiento es monótono si 0(Pt) 2: 0'(Pt-l) 4-t. 

En algunos casos dicha preferencia está dada en términos -

del valor de la funci6n objetivo asociada a dicho plan. En-

este caso, el que el procedimiento sea mon6tono implicará -

que: 

7 

donde: 

ut es el vaior de la función objetivo asociado al -

plan pt (definido en la etapa t). 
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e) Procedimiento estrictamente monótono: Un procedi 

miento es estrictamente monótono si: 

- Es monótono 

- Si la igualdad 0(Pt)=0(Pt-l) implica que el plan -

Pt-l es óptimo. 

Los procedimientos para la formulación del plan ópti 

mo pueden implicar un número de etapas demasiado grande, por 

lo cual podríamos, por razones prácticas, conformarnos con -

una buena aproximaciOn al plan óptimo. Por lo tanto, si el -

proceso es detenido antes de la etapa óptima sería deseable

que éste fuera monótono. ya que sólo así sabemos que los re

sultados obtenidos en esta etapa, desde el punto de vista -

de lo que se desea maximizar ( en caso de que la preferencia 

esté determinada en términos del valor de la funcion obj~ti-

vo) serían mejores que los de todas las etapas anteriores. 

f). - Procedimien·to· c·o·nvergente: Un procedimiento --

·converge si: a medida que se van repitiendo las iteracio-

nes, los planes propuestos se acercan cada vez más al óptimo 

( o a un óptimo, si el plan óptimo no es único). Formalment~ 

si Pt es el plan propuesto en la t-ésima iteración y G*es 

una cota superior de 0(P) sobre el conjunto de los·planes po 

sibles, se cwnple que 

cuando t - ""O 
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g). - PToeediiliie·nto· finito: Un pTocedimiento es fini_ 

to si es posible llegaT al plan óptimo en un númeTo fi1'.lito~ 

de iteTaciones, es deciT, si existe un nilmero t <..., tal que 

·pt sea el plan 6ptimo. 

GeneTalmente al poneT en pTáctica los procesos de -

planificaci6n, s6lo se ·llevan a cabo un número finito de --

iteraciones, por lo que las últimas dos pToposiciones son -

menos relevantes que las anteTiores. 

Evidentemente, cada procedimiento se caracteriza -

por un vector de cualidades -economía inforroacional, veloci. 

dad de convergencia, factibilidad, etc.- por lo que la -

compaTación de procesos alternativos se reduce a la compar~ 

ción de comb.inaciones distintas de estas cualidades. Según-

las preferencias del que debe esco·ger el procedimiento a se 

guir, se elegirá un pToceso u otro ( esto es en realidad un 

problema de maximización condicionada)~ Estas preferencias 

estarán a su vez determinadas por las circunstancias en las 

que opera - el tamaño de la organización, la facilidad de -

comunicación en su seno, el costo de los retrasos en la -

puesta en práctica del plan, la naturaLeza de la tecnolo~ía, 

etc-. 
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I.4 HIPOTESIS GENERALES 

Evidentemente el modelo de planificación descentrall 

zada es una abstracción de la economía real; en general to -

dos los modelos matemáticos son abstracciones de fenómenos -

reales, en la medida en que estos modelos representen fiel -

mente el fenómeno estudiado, la solución obtenida a partir -

de la resolución del modelo será realmente funcional al po -

nerla en práctica. Se habla de abstracción porque, para re -

presentar la estructura y comportamiento del fenómeno media~ 

te un modelo matemático, se hacen ciertos supuestos sobre -

los diversos factores que constituyen o afecta al fenómeno , 

todo esto con la finalidad de simplificar la representación

del fenómeno en cuestión. Por lo que para representar el fe

nómeno económico mediante algdn modelo de planificación des

centralizada, tendremos que hacer ciertos supuestos; además, 

dependiendo del mecanismo que se pretenda utilizar para re -

solver el problema planteado, se tendrán que hacer todavía -

más suposiciones sobre la economia que se está planificando, 

ya que solo así se garantiza la validez de los resultados -

obtenidos mediante el mecanismo elegido. A continuación enu~ 

ciaremos las hipótesis más generales de todo procedimiento -

de planificación; sin embargo no se explicará en esta sec -

ción, la razón por la cual es necesario que se cumplan, ya -

que se considera más fácil entender el requerimiento de és -

tas a medida que se desarrolle cada procedimiento. 
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Conjunto de Producción: 

a) Hipótesis de convexidad (y algunas veces de estricta 

convexidad) de los conjuntos de producción, lo que -

genera el problema de la toma en consideración de --

rendimientos crecientes. 

b) Hipótesis de diferenciabilidad de las funciones de -

producción, si se quieren definir productividades --

marginales. 

- Estructura de la Economía: 

a) Se hará algunas veces la hipótesis de monoproducción 

para las unidades productivas. 

b) Además, algunos procedimientos no toman en cuenta los 

consumos intermedios. 

- Función de Utilidad Colectiva: 

a) Se supondrá algunas veces que la función objetivo es 

diferenciable, lo cual es restrictivo, pero algunas 

veces necesario. 

b) Siempre se supondrá que la función objetivo es cónc~ 

va y algunas veces estrictamente cóncava. 9 
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N O T A S: 

1.- Enrice Barone se refiere a lo vasto del problema dicie~ 

do que consta de 'millones de ecuaciones con millones de 

inc6gnitas', en su libro 'The Ministry of Froduction in 

a Collectivist State', en F.A. van Hayek, 'Collectivist 

Economic Planning, London. 1935. 

2.- Estas "ideas fueron sugeridas por F.A. van Hayek en - -

'The Use of Knowledge in Society', 

Review, 35,4 (1945). 

American Economic -

3.- V~ase, por ejemplo. en Hayek, op cit.; L. Hurwicz, 'Op

timality and !nformational Efficiency in Resource Allo

cation Processes', en Mathematical Methods in the So -

cial Sciences, edici6n preparada por K.J. Arrow, S. Ka~ 

lin y P. Suppes, Stanford University Press, 1960. 

4.- M. Ellman trata este tema en 'Optima! Planning', Soviet 

Studies, 20, número 1 (1968). Lo mismo hace J.S. Berli

ner en 'Co111111ent' (sobre Hurwicz) en Value and Plan. 

5.- La terminología y nomenclatura utilizada corresponde a

la de Malinvaud en 'Procedures Decentralisees pour la-

Preparation des Plans'. Ecole Nationale de la Statistique 

et de l'Administration Economique. Paris, 1963, o en -

cap 7 de 'Activity Analysis in the Theory of Growth and 

Planning', Mac Millan London 1967. 

6.- Dado el carácter de este conjunto, podemos suponer que; 
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será acotado inferionnente, por los consumos mínimos o 

bien por la no negatividad de sus componentes, y que -

además será cerrado (admite a sus puntos frontera). 

7.- La distancia está dada en la etapa t por Ü - Ut donde -

Ü es el valor máximo de U en el conjunto de planes fac

tibles. Si ü-ut ~ iJ7.ut-·l. es evidente que Ut )
1 

ut-l. 

8.- Se debería de determinar cuál es el mejor procedimiento 

en términos de la mezcla óptima del vector de cual"ida -

des, sujeto a los procedimientos que son factibles de -

aplicar al problema que se desea resolver. 

9.- Ver apéndice A 
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C A P I T U L O II 

DUALIDAD EN EL OPTrMO DEL PROBLEMA DE PLANIFICACION 

DESCENTRALIZADA 



IL 1 REPRESENTACION DE UNA ECONOMIA 

Antes de efectuar una rev~si6n de los principales -

procedimientos de planificación descentralizáda, buscaremos 

una interpretación económica coherente de las relaciones -

duales y de las relaciones de complementariedad que nos pe~ 

.mitan describir en términos de precios las condiciones de -

producción y distribuci6n de los diferentes bienes. Para -

que nue.stra bllsqueda sea realmente fructífera es necesario

describir con más detalle las restricciones involucradas en 

el modeló de planificación descentralizada. Es claro que 

las condiciones económicas de cualquier sistema varían en -

función del tiempo (por el avance tecnológico y científico

de la comunidad. que lo compone) es por .ello que cualquier -

modelo se volverá obsoleto y, por consiguiente habrá que -

renovarlo. 

Rest·r·±·cci·o'n:e·s· ·sobre' pr·o·ducto s: 

Se considera un periodo de planificación, que va.de 

un año inicial O al año terminal 't y sean: 

et: vector de consumo familiar en t 

CPt: vector de consumo público en t 

It: vector de ahorro en t 

Cit: vecror de consumo intermedio en t 

EXPt: vector de exportaciones en t 
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Yt: vector de producciones disponibles en t 

IMPt: vector de importaciones en t 

Es obvio que los bienes o servicios empleados duran

te el periodo deben ser menores o iguales que los disponi-

bles en éste. De donde: 

esta desigualdad se escribe también : 

sumando y distribuyendo de ambos lados el término 

+ - CI0 ·):. 

El incremento del conswno de las familias está de -

terminado de la forma a•C, donde a. es un escalar y C un ve~ 

ter en JR..m , por consiguiente la finalidad- del problema se 

rá maximizar la intensidad a. Evidentemente, la estructura-

del consumo es susceptible de evolucionar con el enriqueci-

miento general. 
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Interviene enseguida el incremento AP de la produc -

ción neta, que es proporcional al incremento de los niveLes 

de producción x 1 , ... xj, . .. xn de las n empresas. Si Aij es -

el consumo del producto i por unidad de acti\·iiad de la - -

empresa j y Bij es la producción neta del producto i por -

unidad de actividad de la misma empresa, entonces el incre-

mento e durante el periodo de planificación ) de producción 

neta del bien i es por consiguiente: 

de donde: 

n 

L: 
j =1 

B .• ::c. 
1J J 

AP = ( B - A) x 

El vector P = Y0 - CI0 , vector de producción neta -

en el .. ~ño inicial, es evidentemente un dato. Son igualmente 

cons
0

iderados como datos, los tres términos que constituyen-

el vector G." 

La descripción de los cambios con el exterior nos-

obliga a realizar una categorización de los diferentes bi~ 

nes o se?Nicíos a los que gen~ricamente se les denomina --

productos. 
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- Productos de la categoría a; de índices iE: l,ma -

que son importables o exportables sin limitaciones 

Introducimos el vector Sa de componentes s 1 , ... si, 

•.. s donde: 
ma 

si= Exportaciones del producto i - Importaciones

del producto i 

Las componentes si pueden ser positivas, negativas o 

nulas. 

- Productos de la categoría b; de índices iE:m ,m 
a+1 b 

que ~on importables o exportables, pero par.a los -

cuales las exportaciones están limitadas. Introdu-

cimos un vector columna Sb de componentes s 
ma+:1.' ·.:.. 

si Exportaciones del producto i - Importaciones 

del producto i 

Las componentes si pueden ser positivas, negativas o 

nulas, pero debe ocurrir que: 

es decir: 
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- Productos de la categoría c; de índices iE:mb+ 1 ,mc, 

que son importables y no exportables, Introducimos 

un vectorSc de componentes s~+ 1 s. .s - o > ••• i'.. me don-

de: 

si Importaciones del producto i 

Las componentes si deberán ser positivas o nulas. 

-Productos de la categoría d; de indices iE:mc+ 1 ,md, 

que son no i.n1portables y con limites de exporta 

ción. Introducimos un vector Sd de componentes -

donde: 

si Exportaciones del producto i 

Las componentes si deberán ser positivas o nulas, -

y además debe ocurrir que: 

si ~ 5. 
l. 

es decir: 

o ~ sd~ sd 

- Una quinta cate2oría reagrupa lo~ productos que -

no interyienen en el comercio exterior. 
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Finalmente, se deberá introducir una restricción r~ 

presentativa de que el déficit exterior para el año objeti

vo, debe ser inferior al monto de deuda externa del país 

en cuesti6n. Si D designa el monto de la deuda, diremos: 

Valor de impor'taciones - Valor <le c~poTtaciones .$; D 

Sea R = (r 1 , ..• rmd) = ·(ra.rb,rc,rd) el vec-i:or de -

precios exteria·res de los productos, entonces la res

tricción anterior puede expresarse como: 

Pr!mera 'Versión: 

Sí kj es la inversi6n neta a efectuar para obtener 

un incremento unitario del nivel de producciót de la empr;:o_ 

sa j· y si la inversión neta factible durante el periodo de 

planificación está restringida por K, diremos: 

en donde: 

k x ~ K 
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Por otra parte se distinguen h categorías de mano 

de obra de índices t E: l,>- , considérese que la última -

categoTía coTresponde a la mano de obra no calificada. In-

traducimos una matriz W cuyas entradas representan los coe-

fici·entes de mano de obra, es decir, Wtj representa la can ti_ 

dad de mano de obra de la categoría t utilizada para un in

creJI:.ento unitario del nivel de producci6n del sector j. 

designan los efectivos dispon~ 

bles de 1as d1ferentes categorias durante el periodo de pl~ 

personas efectivaJllente empleadas 5 personal disp.Q_ 

nib1e. 

es decir: 

de donde: 

Segunda "Versión: 

SupongaJ11os que los efectivos calificados que se pu~ 

den foTlllar sean Ti····Tt•···Tx-l· entonces las restriccio -

nes anteriores se escriben: 

n 
L wt 3- xJ. - Tt;.$; o 

j=l 
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'.Si ·r0 designa el efectivo total de la mano de obra -

•dis-ponible, entonces la restricción relativa a la mano de 

ob:r~ :rro ·califj:cada se escribe: 

n 
.2: 
1~1 

w. 
>.J 

>.-1 
2: 

t=l 
' Tt 

Fiinalm·en:te, a cada categoría de mano de ·obra le - -

<ciOJIT<e'S]p'Glnd•e un ·costo ft:. equival·ente a la inversión necesa -

irii:a JI!l:air:a if<I1>r!!ll::tr u:n 1:raba3:ador d•e esta cate'.itorí:a • .de d·onde~ 

'k X + f T' :$ J( 

ff (T, ...,., 'T' ,t_ ; i~---~:t···· 1'.~1"-

ll:>Jl.a 2. íli) .il•omd•e e:n. w.ect·or .a·e las v:ari.ab11.es S•e ;plr'esen:ta arriba 

"die :n.@:s <b3.•<i)'qtll·es •nrat:ricia.1 es ·C·Orres:p·ondien:tes. En 3.a 1:abla - -

((2-11]) :s•e .pu•e.de •observar .que cii·ex:t.as variables deberán ser PE. 

siitt·ii.w;a:s 'º .nu!l.as y !las re.stant·es :podr.án t:"O:mar e1 valor que se 

,tl•e.s•ee_ ;por 1•o :que ·es .pos1'ble t::ransfor.mar nuestras ·e:xpresio -

il!•e:S ;para fiiin.al,men.te ·obt:.ener un pr.oblema de la :forma: 

Má.x fx + gy 

s .. a. 

Ax + 'By~h 
X ~0 

y sin re.s:t:ricci.6n de signo 50 



, 

1 
1 

i 

1 

f 

t 

el cual ·tiene la fonna de los problerms típicos de progra:maci6n ·1ineal
1

• 

Es claro que cuando se desea planificar una eco.nomía se deb!:_ 

rá formular un modelo que describa las restricciones existe~ 

tes en ese sistema económico; ias consideraciones anteriores 

pueden servir de guía para determinar el modelo que se utili 

zará, obsérvese que el planteamiento resulta ser un modelo -

de programaci6n lineal lo cual no es siempre cierto, sin - -

embargo para los fines del presente trabajo es conveniente -

considerarlo lineal, ya que los algoritmos que se presenta -

rán sirven para resolver problemas de este tipo, claro está

que no son los ~nicos, y en caso de no ser factible plantear 

el problema mediante un modelo de programación lineal podrán 

utilizarse otros algoritmos. 

1 
I· 

e 1 A-B 

1 
! 
i 

Eestricciones sobre productos y comercio exterior: 

s a-

I· 

I P-G 
-T 

I 

Ila 

Ilb 

IIc 

nd 

ne 

n= cn1 ) i e:T;iñ 
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<T = (<Ti) 

ie ma+l 'mb 

i e:mc+l .md 

Restricciones sobre factores primarios: 

Primera Versi6n: 

l:=Ll 

Segunda Versión: 

Tabla 2.1 

L L2:_J,. 
_¡-:-_!C~_I º 

T = ( ,. ) t € 1 ,J.. 
t 

,. = ( T ) t E: 1 , J..-1 
t 
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j .. 

II. 2 INTERPRETACION DE LAS RELACIONES DUALES Y COMPLEMENTA
RIAS. 

1 
Se pueden definir los precios duales · ni, como - -

aquellos que indicarían los precios a los que se compran los 

factores de producción y los precios a los que se venden los 

productos. Pero esos resultados demandan una referencia con-

los precios de mercado de la cual no disponemos. Por lo que-

tan sólo se buscará una interpretación económica coherente -

de las relaciones duales y complementarias que permita des -

cribir en términos de pr.ecios las restricciones del modelo. -

Esto se hará en base a la naturaleza de las relaciones pri

males a las cuales les son asociados los diversos precios --

duales. 

En la tabla 2.1 aparecen al lado de cada bloque de re~ 

tricciones, datos figurados; ~stos son los vectores de pre -

cios duales correspondientes, Así: 

- a las restricciones relativas a los diferentes pro -

duetos les son asociados los precios duales n. -
1, 

que serán los precios duales de los productos i.~ T,'iñ 

- a las restricciones que limitan las exportaciones, -

les son asociados los precios duales ~i' Más adela~ 

te se verá que los ~i juegan el papel de variables -

de desviación. 
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a la TestTicci6n que limita el déficit exterior, se

le asocia el precio dual o ,que aparece por consi -

guiente como el precio dual de las divisas puestas a 

disposición del pais. Se verá que efectivamente ó 

juega el papel de tasa de cambio du~l. 

- a las restricciones de mano de obra les son asocia -

das los precios duales Tt' que serán los precios -

duales de las diferentes categorias de mano de obra. 

Se verá que con ellos se pueden determinar los sala

rios duales. 

- a la restricci6n sobre la disponibilidad financiera, 

se le asocia el precio dual 8 , que apaTece por co~ 

siguiente como el precio dual de los capitales disp~ 

nibles. Este juega en efecto .el papel de una tasa 

dual de actualización. 

Habiendo definido los precios duales, surge la pregun

ta de. rigor, ¿ qué·· relación existe entre los precios duales

y los valores que toman las variables de modelo ? o dicho de 

otTa manera, ¿ qué relación existe entre un determinado est~ 

do de la economia y sus correspondientes variables duales o 

precios duales ?, antes de poder contestaT al!!Una de ellas,

es necesario examinar las diferentes Telaéiones duales y - -

complementarias asociadas al tipo de problema de pTograma -

ción lineal que se plante6 en la sección anteTioT. Supóngase 

que se tiene el siguiente problema: 
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Máx fx + gy 

s.a. 

Ax + By = h 

x~O 

y sin restricci6n de signo 

Es lógico suponer que si el problema representa una -

economía nacional, este tenga solución factible ó9tima fini 

ta; bajo esta suposición y aplicando el teorema de dualidad 

se puede garantizar que el problema dual asociado también -

tiene soluci6n factible óptima finita. Es decir, que existe 

un vector u tal que: 

i) u ~o 

ii) UA f ~ O 

iii) uB g o 

e 2.1 

e 2. 2 

e 2 • .3 

El teorema de holguras complementarias dice que si 
~ 

x,-

y y u son soluciones factibles óptimas de los problemas pri 

mal y dual respectivamente, entonces cumplen las siguientes 

relaciones: 

i) u (Ax + By ~ h) 

iiJ cuA - n x = o 

o 2.4 ) 

2.S) 

Cada una de las relaciones complementarias expresan -
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la nulidad de un producto escalar. Así la relación (2.4) se -

puede transcribir: 

donde A1 • B1 v h 1 designan al 1-ésimo rengl6n de A, By h r~_:; 

pectivamente. Todos los productos en cuesti6n son a priori neg~. 

tivos o nulos e ul 

por consiguiente, la ecuación se descompone en otro tanto de 

iguales a cero. Así: 

o 

Asimismo la relación (2.5) se descompone en: 

donde A1 y f 1 designan la 1-ésima columna de A y f respectiv~ 
• 
mente. 

Finalmente. la nulidad de todos esos productos se uti-

liza para afirmar: que si uno de los dos términos es diferen

te de cero, entonces el otro de ser nulo. Así:· 

o 
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f
1 >o---~ 

" 1 u A 

o 

o 

Se verá que estas relaciones son meramente expresiones 

matemáticas de la ley economica de oferta y demanda. Las cua

les podemos interpretar de la siguiente manera: 

Si una de las restricciones del primer bloque de la t~ 

bla 2.1 restricciones sobre productos) se cumple estrictamen-

te, esto es si el producto correspondiente está en excedente, 

entonces se puede afirmar que su precio dual es nulo. Si por

el contrario el precio dual de un producto es nulo, se puede

afirmar que ese producto es totalmente utilizado en el óptimo. 

Lo mismo sucede para los factores: mano de obra, capital y di_ 

visas, la utilizaci6n incompleta trae la nulidad del precio -

dual correspondiente, y la no nulidad de ese precio ocasiona -

la utilización completa del factor correspondiente. Además, -

las variables ui para las cuales no teníamos dada su inter-

pretaci6n, serán positivas si las exportaciones correspondie~ 

tes alcanzan sus cotas. 

a) PRECIOS DUALES Y NIVELES DE CONSUMO 

Considérese ahora la relación del tipo (2.5) relativa 

a la variable a 
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Obviamente la soluci6n 6ptima implicará a)O,ya-

que en caso contrario indicaría que el consumo familiar dis

minuye o se mantiene igual, de donde: 

ne 1 

es decir: 

t 1 
i=l 

contrariamente a lo que se piensa ordinariamente, esta rela

ci6n no norma el sistema de precios duales. En efecto, po --

driamos obtener la misma solución óptima al doblar los dif e-

rentes precios duales si se toma C!=C./2 Ji.i 
l. l. 

y-

'=2 . Se obtiene así el mismo consumo de las familias -

que anteriormente porque: 

Ci'.C' = ~ .C 

y todas las relaciones primales, duales y complementarias -

restantes se verifican. 

ter x 

b) PRECIOS DUALES Y CONDICIONES DE PRODUCCION 

Consideramos ahora la relación (2.5) relativa al vec-

Il(A-B) + T W + 9 k) 
,... 
X o 
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además la relaci6n (2.2) relativa al mismo vector se puede -

escribir: 

II (A-B) + T W + 0 k ;e: o 

descomponiendo la primera ecuación se obtiene: 

111 -x: IIfAij 
i=l 

costo de los 

productos --
consumidos -
cuando x.=l 

] 

;>.. 

+:E 
t=l 

costo dual -
de la mano -
de obra cuan 

do x.=l 
] 

costo dual - precio dual 

del capital- de la pro--

invertido ducci6n ---

cuando , xj = 1 

coste dual de la producci6n precio dual 
de la pro -
ducci6n. 

Por lo tanto, si en el óptimo una empresa debe incremen

tar su producci6n, entonces el costo dual de producci6n es -

igual al precio dual de producci6n, lo que implicaría obte -

ner una ganancia nula por ese incremento. Por otra parte: 

;>.. 
m ¿ m 

Si ¿ IIiAij 
+ 

\Wtj +9 k.> :L II i Bij --..xj =O 
t ... l ] i=l 

i=l 

Por consiguiente si el costo dual de producci6n es sup~ 

rior al precio dual de la producción, entonces la empresa -
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tratará. de mantener su nivel de producci6n sin incremento, va 

que si aumentara su nivel de producción entonces obtendría 

una ganancia dual negativa. lo cual no le convendfia a la ---

empresa. 

c) PRECIOS DUALES Y PRECIOS EXTERIORES 

- Productos de la categoria a: 

La relación (2.3) relativa al vector Sa de variables 

si i é 1, ma que son sin restricción de signo, se e_;;. 

criben: 

descomponiéndola obtenemos: 

a L • 

1 

Por ser bienes importables y exportables sin limita

ciones, el precio dual 0i es igual al precio exterior Ti 

multiplicado por la tasa de cambio dual a e por la sucesión 

se nombra 'precio dual exterior' al producto 

delo determina por consiguiente una tasa de cambio dual me -

diante la cual los precios internos se alinean con los pre -

cios .exteriores, al menos para los productos para los cuales 

el comercio ria tiene ninguna limitación. 
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Productos de la categorfa b: 

Se obtiene como en el caso ante~ior, la relación rel~ 

tiva al vector Sb de vari;tbles si i e: ma+l'mb, ésta es: 

donde intervienen las variables ~i y a las cuales les p0 de -

mas dar un tratamiento mediante la relaci5n (2.4) relativa -

al vector ub; 

es decir 

o 

de aquí se deduce: 

Si 

Si 

Así, por ser bienes importables y con exportaciones limita -

das: 

- Sí las exportaciones no alcanzan el limite establ~ 

cido, el precio dual del bien es igual al precio -

dual exterior. 
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Si el precio dual de un bien es inferior al precio 

dual exterior del mismo, entonces el bien se debe

rá exportar al máximo. 

En v~sta de que la variable ªi juega el papel de -

una variable de desviaci6n entre el precio dual exterior y -

el precio dual, ésta representa una ganancia obtenida al ex-

portar, dada la desviaci6n del precio en cuestión. 

- Productos de la .categoría e: 

La relación dual relativa al vector Se es del tipo -

·· (Z.Z) ya que si ~ O -\1-ie: mb+l'mc , de aquí que: 

es decir: 

+ 

n + e 

" y la relaci6n (Z.5) relativa al vector Se se escribe: 

(- rr c + o 

por consiguiente: 

s~- ( ,;r. - U-) 
1 1 l. 

o --- 6Z 



de aquí se deduce: 

Si 
~ > si o ri rr i 

Si 
lI i (ari 

.. o si 

por ser bienes importables v no exportables podemos decir: 

- Si se importa, entonces el precio dual es igual al 

precio dual exterior. 

Si el precio dual es inferior al precio dual exte-

rior entonces no se deberá importar el bien. 

- Productos de la categoría d 

Al igual que en los casos anteriores se obtiene: 

i) lI d + ""d rd ~ o 

entonces: 

II i + di <?: &ri J./.i E mc+l 'md 

ii) e rrd + dd ¡ rd) " sd o 

entonces: 

... 
Jfie: mc+l md e ni + di & r i) si o 

' 

iii) " sdJ dd e sd - o 
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entonces: 

... i ( o 

de donde: 

duce: 

... 
I Supongamos si ) O y .,.i ) O de aquí se deduce: 

... i >o 

+ <T • 
1 

... 
II Supongamos si ) O y " si - si ( O, de aquí se d~ 

III Supongamos Di + 

" si si > o- ... i 

ni + u. 
1 

.,. . 

<T. 
1 

= 

1 

o 

& ri > 

y 

al- rr' > & ri 

" si o 

Para ser bienes no importables y con exportaciones -

limitadas: 

Si el precio dual es inferior al precio dual exte-

rior, se exporta al máximo. 
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Si se exporta pero sin alcanzar la cota, el precio 

dual es igual al precio dual exterior. 

- Si el precio dual es superior al orecio dual exte-

rior, no se exporta. 

Las variables di representan la ganancia obtenida -

al exportar, al menos si los límites de exportación

si son alcanzados. 

d) PREcros DUALES DE LA MANO DE OBRA: 

En la primera versión, a cada categoría de mano de -

obra le es asociado un precio dual nulo o positivo, depen --

diendo de si los efectivos disponibles son parcial o total -

mente utilizados. 

En la segunda versión, la relación (2.2) relativa a -

las variables 

Tt 

T' t 

+ 

t E: 1, ~ -1 se escribe: 

+ 

" y la relación (2.5) relativa a la variable Tt se escribe: 

Tt + + " T' t o 
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e--·~· 

de donde: 

,.. 
T' t 

) o Tt r,_ + e ft :V- t e 1, l. -1 

,.. 
T < r,_ + e ft T' o t t 

Esto nos indica que cada categoría de mano de obra-

calificada para la cual el óptimo requiere una formaci6n de 

efectivos a un precio dual mayor al precio dual de la mano-

de obra no calificada mejora el interés que se sostiene so-

bre el costo de formación. El costo de formación es una el~ 

se de capital agregado por los individuos, que es retribuí-

do por la tasa de interés dual ti • Ordinari~mente, los 

precios duales de la mano de obra se in~erpretan como los -

salarios duales. Es evidente que los salarios duales relati 

vos a las categorías de mano de obra calificada (t o<: 1, >.. -1) 

serán no nulos si esas categorías son verdaderamente utili

zadas y si la tasa dual es no nula, éste será en general el 

caso, Por el contrario, casi cualquier sistema se enfrenta

al subempleo de la mano de obra no calificada, por consi 

guiente el salario dual correspondiente se nulifica. 

e) DUALIDAD Y LA REPARTICION DE LAS RENTAS 

Consideremos la relación complementaria (2.4) rela

tiva al vector x. ésta se escribe: 

( Il(A-B) + rW o k) ~ o 66 



es decir: 

n (B-A)x .. wx + o kx (2. 6) 

ésta describe la repartición de riqueza disponible entre rem~ 

neración del trabajo v remuneración del capital. Para entander 

mejor lo anterior considérese la relación (2.4) relativa al -

vector rr ; 

ne ~.e: + ( A- B) x) + IT(P-G) o 

es decir: 

n CB-A)x n '"e + Il(EXPt - IMPt) .+ IT (G-P) 

sustituyendo el valor de G-P obtenemos: 

Il(B-A)x 

supongamos que la relación de equilibrio correspondiente al -

año cero se cumple con la igualdad estricta, es decir: 

+ + + + + 

es decir: 

+ IMP 0 
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sustituyendo obtenemos: 

n CB-A)x = n~c + + 

de donde: 

n(B-A)x naC + né.EXP nt.IMP + n.a.CP + n.A.I (Z. 7) 

donde: 

esta ecuación calcula la distribución de los bienes disponi -

bles. Al escribir la igualdad de.los segundos miembros de :tas

expresiones (2.7) y (Z.6) se obtiene: 

"'wX + o kX naC + IlLl.EXP - IlLl.IMP + II.l.CP + n.a.r (Z .8) 

esta expresión nos indica cómo es que se distribuyen las rem~ 

neraciones de trabajo y capital entre los diferentes tipos de 

consumo. Pero los términos relativos a los cambios en el .ext~ 

rior demandan un análisis, que a continuación se realiza: 

IIAEXP I1 AIMP 
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el primer término del segundo miembro puede ser expresado ba 

jo la forma: 

al utilizar la5 relaciones complementarias relativas a los --
A. ,.. ,,._ ,.. 

vectores sa. Sb. Se y Sd se obtiene: 

·r S 0 a a 

utilizando también las relaciones complementarias relativas-

a las limitaciones de exportación v a la desigualdad del dé 

ficit exterior, esto es: 

D ) o 

entonces: 

+ + - á D 

por consil!Uiente: 

- á D 

finalmente la ecuación (2.8) puede escribirse: 

•Wx + IJ kX + óD + db Si, + d d s~ + II (EXP o- IMP o) = n ~e· +Il'1C +Il.:\I 
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por consiguiente, además de, las remuneraciones del trabajo y 

del capital existen otras fuentes de riqueza. El término D -
" es la avuda de la cual disnone el Estado. Los términos ub 5b-

" y ªdSd designan las ganancias obtenidas por las exportaci~ 

nes realizadas si éstas alcanzan sus cotas. Finalmente el 

término n(EXP0 -IMP0 ) viene a corregir éste resultado en b~ 

se al año inicial O. 

La remuneración del trabajo va a estar principalmen-

te empleada en el financiamiento del consumo de las familias~ .. 

pero también una parte se destinará al ahorro y otra quedará 

en manos del Estado. en forma de imnuestos. Así mismo la re-

muneraci6n del capital y las ganancias obtenidas por las ex-

portaciones servirá nara financiar el ahorro 1 pero aún más a 

los consumos públicos y familiares. Finalmente la ayuda ext~ 

rior v los impuestos permitirán al Estado financiar el cónsi.¿ 

mo público, pero tambi~n una parte del consumo familiar y el 

ahorro mediante ayudas sociales o subsidios. 
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II.3 COMPETENCIA IMPERFECTA: GANANCIAS DUALES NO NULAS 

Supongamos que el Estado va a impedir que el nivel -

de actividad de cierta empresa j auede por debaio de cierto-

nivel mínimo mj. Las motivaciones para tomar una actitud así 

pueden ser diversas: política de independencia nacional en -

ciertos sectores claves, defensa del empleo, servicios públi 

cos indispensables para las clases sociales más desfavoreci

das. Para lograrlo, es necesario introducir un nuevo bloque

de restricciones. 

%j E:: i, n 

a la cual se le asocia un precio dual uj (daremos por hecho

que xj ) O si mj) O). Por consiguiente la relaci6n complemeg .. 
taria (2.4) relativa a xj se escribe: 

I:rr.A .. 
i l. l.J 

O k. = :L:J1.B .. 
J . i 1 l.J 

se ve ahora aue el precio dual de la producción no alcanza a 

pagar los costos de producción. En efecto, la igualdad de -

los ingresos y gastos de la empresa j necesitará una percep-

ción adicional igual a uj Este nuevo precio dual aparece -

por lo tanto como un subsidio que deberá ser otorgado por el 

Estado para que el nivel de la actividad de la empresa j no

auede por debajo de mj. Es evidente que si xj = mj entonces

no será necesario dicho subsidio y por lo tanto uj=O 
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Supongamos ahora que por monopolio o política ínter-

na de la empresa j, se decida mantener el nivel de actividad 

de la empresa j inferior a Mj, es decir; 

a esta desigualdad se le asocia un precio dual vj. La rela -

ción complementaria 
... 

(2.4) relativa a xj se escribe: 

L:a.A .. 
i 1 1J + 

+ v. 
J 

es decir que si el valor dual de la producción excede del --

costo dual de la misma, existirá una ganancia dual positiva-

y será precisamente igual a vj. Es evidente que si xj=Mj en

tonces dicha ganancia se nulificará, es decir vj=O 
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Il4 LA NULIDAD DE LOS PRECIOS DUALES EN EL CASO DE LA UTILI

ZACION INCOMPELTA DE LOS INPUTS. 

La principal dificultad que encontramos para la aplica

ción de la dualidad' es la grave y frecuente nulidad del pr~ 

cio dual de la mano de obra no calificada y por consiguient~ 

el salario dual asociado a la misma. Pero la dualidad misma 

nos sugiere una solución radical: dar un mismo salario a to

dos los trabajadores, el cual estará subsidiado por el Esta

do, aparte del salario dual. Entonces el salario de la mano 

"de obra calificada será igual al salario dual más el subsidio 

dado por el Estado. Pero es lógico imaginar que gran parte -

de ese subsidio será acaparado por las empresas, así como tam 

bién se puede imaginar que algunas categorías de mano de obra 

estarán sobrepagadas. Sin embargo, el' Estado tiene armas para 

contrarrestar cualquiera de las situaciones anteriores, l~s -

m~s frecuentes están dadas en forma de impuestos. 

Hemos conseguido dar una visión genérica de las relacio

ne• existentes entre el estado de una economía y los precios 

duales asociados, lo cual nos servirá para determinar en qué 

momento, aún sin haber llegado al óptimo, es conveniente pa

rar cualquiera de los algoritmos que se utilicen para resol

ver el problema de planificación descentralizada, y será pr~ 

cisamente cuando todas las relaciones anteriores aunque no -

se cumplan estrictamente, al menos no se aleje de lo que de

bería suceder en el óptimo. 
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N O T A S 

l El apéndice B está dedicado a resumir algunos resultados 

de programación lineal y de teoría de dualidad por lo 

que para cualquier aclaración al respecto deberá consul

tarse el mismo. 
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C A P I T U L O III 

PROCEDIMIENTO DE PLANTFICACION GUIADO POR PRECIOS: 

EL PROCEDIMIENTO DE MALINVAUD 



III.1 OBSERVACIONES GENERALES 

El estudio de los procedimientos descentralizados es 

un tema relativamente reciente en la literatura 3conómica. 

Sin embarl!o las premisas se remoatan 3. W::ilrqs con el concep-

to de tanteo. Se puede considerar que los precusores son: 

Taylor (1924); después Lange (1936); éste último iue el do 

nadar de las descripciones relativamente precisas de los pr~ 

cedimientos descentralizados. Los primeros procedimientos --. 

verdaderamente formales son publicados y presentados en los-

años 60's. El algoritmo de Dantzig y Wolfe presentado en --

1958 a la RAND CORPORATION y publicado en 1961, el procedí -

miento de tanteo de Arrow, Hurwicz, Uzawa publicado en 1960. 

Aparecen enseguida los procedimientos de Kornai y Lipták - -

(1965) y de Malinvaud (1967). 

El algoritmo de Dantzig y Wolfe (algoritmo de des --

composición para problemas lineales) es el primero y el más

célebre de los algoritmos de descomposición. Posteriormente, 

Malinvaud realizó uña generalización de este algoritmo; y -

así propone un procedimiento para resolver el problema de -

planificación descentralizada, al cual se le conoce con el -

nombre de su autor 'Procedimiento de Malinvaud'. En el pre -

sente capítulo nos abocaremos al estudio de este último pro

cedimiento. 
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El procedimiento de Maiinvaud2 tiene una característ_i 

ca que lo enriquece notablemente y es el hecho de que la deci 

sión a ser tomada en cualquier etapa no depende sólo de la i~ 

form~cién recibida en ella, sino de todo el cúmulo de inform~ 

cienes recibidas en las etapas anteriores. Esto es, la deci -

sión no se tomará solamente en base a las últimas proposicio

nes hechas por las empresas, sino además, tomando en cuenta -

las anteriores. Este hecho tiene una gran importancia, ya que 

cada proposición más que haga un sector o empresa nos oermite 

ir visualizando en forma más exacta las características es --

tructurales de ésta, v por lo tanto, tener un meior elemento

de juicio en la toma de decisiones. Muchos consideran esta c~ 

racterística como una desventaja, puesto que la cantidad de -

información que el centro debe retener puede llegar a ser in

mensa. No obstante, es indudablemente cierto que el procedi -

miento tiene una serie de aspectos muy atractivos, que serán

analizados posteriormente. 

Antes de presentar el funcionamiento del algoritmo, 

es conveniente explicitar las hipótesis necesarias para el -

buen funcionamiento del procedimiento de Malinvaud. 

Hipótesis 1: Los conjuntos de producción Yk son cerrados, 

3 ... " --convexos y acotados Yk~ IR -.;-k ~ l,n ( se tie 

nen n empresas o sectores y m bienes ) . 
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Hipótesis 2: La función objetivo del planificador U(x) es -

continua y cóncava. 3 

Hipótesis 3: El conjunto X es cerrado, convexo y acotado in 

feriormente. 

Hipótesis 4: La oficina de planificación conoce un plan de

producción factible, es decir para cada empre-

sa conoce y~ tal que y~ €: Y k 

El primer supuesto juega un papel esencial en este -

procedimiento, ya que si las proposiciones recibidas en cada 

etapa por parte de las empresas constituyeran elementos del

conjunto Yk, esto nos permitiría ir visualizando en forma --

creciente las características de este. conjunto que es con-

vexo ) a través de las combinaciones lineales convexas de di 

chas proposiciones. 

Supongamos que la información que envían las empre-

sas a la oficina de planificación estuviera constituida por

elementos del conjunto Yk. Entonces después de t-1 etapas la 

oficina de planif~cación conoce t-1 puntos del conjunto de -

posibilidades de producción (Yk) de cada una de las empresas 

de la economía; y si suponemos que se cumplen las hipótesis-

1 y 4, entonces en cada etapa del procedimiento de planifi -

cación, la oficina de planificación conoce una aproximación-

al conjunto de posibilidades de producción de cada una de --
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las empr&sas. En particular, en la etapa t, dicha aproxima -

ción estará dada por el conjunto de todas las combinaciones-· 

convexas de los t puntos conocidos. Si llamamos Y~ a la - -

aproximación al conjunto Yk en la t-ésima estapa entonces -

y~ está definido por la siguiente expresión: 

t-1 

2:: 
r=O 

,\ r 
k 

es decir v~ estará formado por todas las combinaciones con -

vexas de los punt:os y~ para todo re: O,, t-1 
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III.-2 DESCRIPCION DEL PROCEDIMIENTO 

Examinaremos primero la estructura del procedimiento, 

para pasar posteriormente al estudio de sus propiedades refe

rentes a la optimalidad del equilibrio, la convergencia del -

procedimiento, etc. 

En el capítulo I vimos que para resolver el problema 

de planificación descentralizada, bastaba con resolver el --

problema de programación matemática definido como: 

donde: 

Máx U(x) 

s.a. 

x ~ ~ yk = w 

(3. 1) 

xE:X 

yke: yk -*k ic: l,n 

iE:l,m es el.vector columna de consumo fi-
nal. 

yk=(yik) i € l,m es el vector columna de producción 
neta de la empresa k (+optputs - inputs) 

w= (w1 ) 

ciales. 

i € l,m es el vector columna de recursos ini 
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U(x) es la funci6n obietivo o función de utilidad c~ 

lectiva. 

X es el conjunto de consumos aceptables 

Yk es el conjunto de posibilidades de producci6n de

la empresa k. 

También vimos que la oficina de planificación no es-

tá capacitada para resolver este problema ella sola, ya que-

no conoce los conjuntos de producción (Yk). Sin embargo, en

la t-ésima etapa conoce una avroximaci6n a dichos conjuntos, 

esta es .Y~ , Y por consiguiente podría resolver el siguiente 

problema: 

Máx U(x) 

s.a. 
n 

X - "E Yk ~ w 
k=l 

(3. 2) 

Resuleve pues, un problema que tiene la misma forma 

que el problema global de planificaci6n (3.1) pero que se di 

ferencia de éste en que se sustituye la restricción yk€Yk -

81 

' 



por el requisito de que yk pertenezca al subconjunto de y~ 

conocido por el centro en la etapa correspondiente, es decir, 

yk € Y~ . Como el centro elabora aproximaciones cada vez más

exactas de los conjuntos Yk, la solución del problema (3.2) 

se aproxima a la solución del problema global de planifica -

ción (3.1), es decir tiende hacia el plan óntimo. Es eviden -

te que si el centro tuviese que conocer con exactitud el con

junto de posibilidades de producción Yk de cada una de las 

empresas, de tal forma que nara algún t, Y~ = Yk, antes de -

que la solución de (3.2) coincidiera con la de (3,1) nerde -

rian valor todas las vi~tudes inherentes a la descentraliza -

ción. 

En realidad, una de las caracteristicas más intere -

santes de este procedimiento es que el centro no requiere co 

nocer toda la información relativa a los conjuntos Yk, para -

aue la solución de (3.2) coincida con la de (3.1). En efecto, 

la solución de (3.2) será igual a la de (3.1) si el centro c~ 

noce la forma de cada Yk en un entorno del plan de nroducción 

que forma parte del plan óntimo. El artificio aue nermite al-

centro concentrar su información en las regiones estraté~icas 

de Yk, reside en la información (índices prospectivos) que 

les enviará a cada una de las empresas. 

En la etapa t la oficina de planificación resuelve 

el problema (3.2), obteniendo así xt -t e y yk . orno se trata -

de un problema de maximización condicionada, su solución, --
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además de proporcionar un plan 6ptimo que cumple con las res 

·tricciones de (3.2), proporciona un vector (lxm) de multi -

plicadores de La~range o precios sombra (Pt) que sabemos que 

cumplen con las siguientes cuatro condiciones: 4 

para todo x E X tal que 

t para todo ykE:Yk y para todo kE l,n 

t 
k=l 

P
1; 
. w (3. 3) 

iv) Pt ~ O 

este vector de precios puede ser normalizado multiplicando 

pt por el escalar a : 

a= 1 / t: 
i=l 

entonces se puede definir el nuevo vector de precios Pt: 

/ I: p~ 1 

i=l 

donde pt cumple las siguientes condiciones: 

¡;t x) ¡;tx-t para todo xe:: X tal que U(x) > U(xt) 

-t -t-t t P yk~ P yk para todo yk e: Yk y para todo k e: l,n 

(3. 4) 

(3. 5) 
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n -t -t -t w. + L y x. )O - P. o (3.6) 
l. ik l. l. 

k=l 
n 

-t )O L yt -t o (3.7) pi - wi + - X 

k=l ik i 

-t 
pi ~ o J,).i e: i.m (3. 8) 

m 
'E''Pt 1 (3.9) 
i=l 

La interpretaci6n de las condiciones es la siguiente, 

. la condición (3.4) simplemente nos dice que a cualquier nivel 

de utilidad mayor está saciado un nivel de gasto mayor que el 

asociado al· consumo óptimo. La condición (3. 5) establece que

el programa de producción y~ al ser valorado con los precios

¡;t constituye el programa óptimo para la tecnología implícita 

en el coniunto Y~. Las relaciones (3.6) y (3.7) establec!n la 

condición de exclusión: s6lo existirán precios positivos para 

aquellos artículos cuya demanda iguale a la oferta, en cambio 

si la oferta es mayor que la demanda el precio será nulo. La

condición (3.8) tan sólo indica que el precio de cualquier ªL 

tículo no podrá ser negativo. Por último la condición (3.9) -

muestra que el vector Pt ha sido normalizado. 

Conocido este vector de precios, la oficina de plani~ 

ficación lo envía a todas y cada una de las empresas, las cue_ 

les deberán maximizar sus ganancias de acuerdo a los precios

pt . Para lograrlo, la empresa k en la etapa t deberá resol -
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ver el sigµiente problema de maximización condicionada: 

-t 
Máx P yk 

s.a. (3.10) 

obteniendo así, vt . Este es un nuevo punto del conjunto de 
k 

posibilidades de producción (Yk). Cada empresa le enviará -

su respectivo programa de producción a la oficina de plani

ficación; la cual se encuentra en la posibilidad de constro:i:r 

una mejor aproximación del conjunto de posibilidades de pro

ducción de cada una de las empresas (Y~+l) v en base a esta

meior aproximación repetir el procedimiento. 

Es evidente que para dar inicio al procedimiento se

requiere contar con un plan cie producción factible y~ (hipót~ 

sis 4), para así poder construir Y~ e iniciar el procedimie~ 

to. 

Podemos además observar que si en la etapa t el va-

lar de las proposiciones productivas obtenidas por cada emPr~ 

sa ~oincide con el valor de la producción asociada al progra

ma matemático central, eso significará el haber llegado a la

etapa óptima, estamos pues en condiciones de definir la regla 

de alto. 
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Regla de alto: El procedimiento se detiene cuando se 

encuentra una etapa t para la cual se 

cumple: 

La regla de alto se puede interpretar de la siguien-

te manera: la igualdad significa que la 

misma utilidad al llevar a cabo el plan 

por-lb-que estaría dispuesta a realizar 

empresa k obtiene la 
-t t 
yk o el plan yk 

-t t yk en vez de yk con-

la finalidad de cumplir los objetivos de producción de la of~ 

cina de planificación sin sacrificar sus ganancias. La demos

tración formal de la regla de alto se realiza en secciones --

subsecuentes. 
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3.3 DIAGRAMA DE FLUJO 

En esta sección tan sólo mostraremos el diagrama de flujo 

asociado al procedimiento de Malinvaud, que fue presentado en la 

sección anterior. 

lf•• U(d 

'EJ'- s • ... 
Of'tClNAi Df ll'l.,\MUIC4C:IOlll 

onct•AS oc: "'-""'"CACIOll 

_J 
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rrr .4 PROPfEDADES DEL PROCEDIMIENTO 

En el capítulo I se enunciaron las denominadas pro -

piedades de Malinvaud, ahora se verá cuales de éstas cumple

el procedimiento de Malinvaúd. 

a) Procedimiento bien definido: 

Por una parte, el cálculo de las empresas para dete~ 

minar las proposiciones que enviarán a la oficina de planifi 

cación. siempre tiene solución ya que los conjuntos Yk son -

compactos y no vacíos (yº E: Yk .iJ. k E: l, n) por lo tanto 
k . 

-t siempre existe el máximo para P yk en Yk. 

A nivel de la oficina de planificación es necesario

resolver un problema de programación matemática de la forma: 

Máx U (x) 

s. a. (3.11) 

n 

lJ.k E:r,ñ" tal que X - 2: Yk =w} 
k=l 

El conjunto Ft, dadas las hipótesis planteadas, 

cumple con ser compacto y convexo; ya que si todos los Yk -

son compactos y convexos, los Y~ también tendrán esa propi~ 
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dad por su construcción, por lo tanto los conjuntos Tt serán 

compactos ya que son subconjuntos de los Yk ; por hipótesis, 

X es cerrado y convexo. por lo tanto X llTt cumplirá con lo

postulado (Ft es compacto y convexo). 

Además U(x) al estar definida en X. cumplirá con es

tarlo en Ft (pues Ft C X). Finalmente, bastaría aceptar que 

la intersección de X con Tt es no vacía para que exista sol~ 

ción óptima para (3.11). Esto es posible ya que los yº 4k~ 
k 

l,n seguramente corresponderán a un periodo base y se puede 

esperar que el xº correspondiente haya sido aceptable ( xº•X) 

por lo que la intersección de X y Tt sería no vacía en todas 

las etapas. 

Por último, dado que (3.11) tiene solución óptima, -

U (x) es cóncava y que Ft es convexo 4t, estará asociado a -

la solución óptima un vector de multiplicadores de La~range
m 

Pt tal que L: ot ) O; por consiguiente, existe un vec·cor -
i;l ~ i 

de precios Pt que satisface (3.4), (3.5), ... (3.8) y (3.9) 

b) Procedimiento estrictamente bien definido: 

Sólo puede ser garantizado el cumplimiento de esta -

propiedad, si todos los conjuntos Yk son estrictamente con -

vexos, condición que no necesariamente se cumple ya que en -

la hipótesis l solamente se pide que todos los conjuntos Yk-

sean convexos. 
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c) Procedimiento factible: 

No se requiere mucho esfuerzo para demostrar que se

cumple la propiedad de factibilidad. Por la construcción de

los conjuntos Y~, todo plan que satisfaga las restricciones: 

X -

X E X 

!fk E 1,n 

también satisface, necesariamente, las restricciones globales. 

X -

X E X 

por lo que es un plan factible. Por construcción, el plan -

propuesto en la t-ésima etapa e XC ' -yt ..i/-k • l.n ) satisface 
k 

el primer bloque de restricciones, entonces también cumpleel 

segundo bloque de restricciones y, por consiguiente, 'es un-

plan factible. Naturalmente, este resultado depende crucial

mente del supuesto de que los coniuntos Yk son convexos. Si-
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este supuesto no es cierto. puede suceder que Y~.no esté con 

tenido en Yk, y por lo tanto, el argumento anterior no sería 

válido. 

d) Procedimiento monótono: 

Para probar que el proceso de Malinvaud es monótono

basta con observar que en cada etapa aumenta el conocimiento 

de los coniuntos de producción de las empresas por parte del 

centro, o oor lo menos no disminuye. En efecto. en la etapa

t todas las alternativas disponibles en las etapas 1,2,3, .... 

t-1 siguen estando disponibles. por lo que es evidente que -

el centro podrá encontrar un plan por lo menos tan bueno co

mo los propuestos en las etapas anteriores. Para formalizar

esta idea, considere los dos problemas siguientes: 

Máx U(x) 

s.a. 
n 

X - :E yk ~ w 
k=l 

x E: X 

yk E: 
yt-1 

.!J.k E: l ,n k 

91 



Máx U(x) 

s.a. 
n 

X :E yk ~ w 

k=l 

xf: X 

yk E yt lJ-k ~ I,";;:" 
k 

Para todo k, Y~ contiene a yt-l . Por lo tanto -
k 

cualquier plan que satisfaga las restricciones del primer-

problema satisfará también las del segundo. La afirma --

ción contraria no es necesariamente cierta. De ello es tag 

toló~ico que todo valor de la función obietivo alcanzable

eh el primer problema es también alcanzable en el segundo

y que pueden existir valores de la función objetivo alc~n

zables en el segundo problema que no lo sean en el primero. 

De este modo, si -xt-l .es la solución del primer problema -

y xt es la solución del segundo, se cumplirá: 

Como pone de relieve el argumento que se acaba de

realizar, la propiedad de monotonía se cumple siempre. Te

nemos por lo tanto monotonía respecto a la función obieti

vo, lo que, acompañado al hecho de que en cada etapa se de 

termina un plan factible, favorece al procedimiento, espe-
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cialmente en los casos en que sea demasiado largo el llegar

a la etapa óptima. 

e) Procedimiento estrictamente mon6tono: 

Es más difícil demostrar que se cumple la propiedad

de monotonía estricta y lo cierto es que no siempre se cumple. 

Para ser precisos. diremos que es posible demostrar que el pro

cedimiento es estri.ctamente monótono si se cumplen las condi

ciones siguientes: 

i) Las líneas de contorno de la función objetivo de

ben ser diferenciables y el conjunto de puntos 

por lo menos tan preferidos como un punto cual 

quiera ( curvas de indiferencia) es convexo. 

ii) Dado un vector y cualquiera tal que y• X. defina-

mos: 

p (y) { x <X U(x) ~ U(y) } 

Entonces si xº pertenece a P(y) pero no pertene

ce a la frontera de dicho conjunto, U(xº) ) U(y) . 

( En otras palabras, los planificadores deben te 

ner curvas de indiferencia delgadas) 
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f) Procedimiento convergente: 

Antes de intentar demostrar esta propiedad, es nece

sario demostrar que la regla de alto da una prueba de optim~ 

lidad inmediata. 

Demostración: ( por reducción al absurdo) 

Supongamos que encontramos T tal que: 

i) 

l.. i·) 1 1 ( -T -T e p an x , yk 

T no es óotimo. 

J.i-k e: l ,n 

Entonces :!!: un plan alternativo ( x, yk .\J-k e: l,n 

tal que es mejor que el plan obtenido en la etapa T ( en téL 

minos de la función obietivo ) y además factible, es decir -

tal que cumple las siguientes condiciones: 

i) ucxJ > ucxh 

ii) x-

iii) X e: X 

iv) -'fk e: l,n 
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aplicando (3.4) obtenemos: PT~ )PTiCT 

por hip6tesis sabemos que: 

-T-T 
p y:k 

(3. 1 2) 

J,j.k€ l,n (3.13) 

también para toda k, yT es el óptimo del problema (3.10) ,
k 

entonces se cumple que: 

(3 . 1 4) 

utilizando (3.13) y (3.14) obtenemos: 

por (3.3) sabemos que: 

-T p w 

-T Pw 

-T-T 
p X 

< -T ... Px 

por hipótesis sabemos que: 

+k e: l,n (3. 15) 

aplicando (3.12) obtenemos: 

aplicando (3.15) obtenemos: 

(3. 16) 

-T -T" multiplicado por P obtenemos: P x -T Pw (3. 1 7) 
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utilizando (3.16) y (3.17) obtenemos: 

. ¡;T"" ( ¡:;Tw .,.-
o 

Entonces ~ un plan alternativo (x. yk +k E: T;ñ) tal que -

sea factible y proporcione una utilidad suuerior a la que se 

logra con el plan ( xT, y~ .\J-k :;: r:-Ii) 

Podemos entonces concluir que el plan ( xT, y~ '.fk e: l,n)es 

óptimo. Y por consiguiente la regla de alto propuesta es una 

prueba de optimalidad inmediata. 

Es claro que, si al aplicar el procedimiento de Ma -

linvaud se encuentra una etapa t para la cual se cumple la -

regla de alto, entonces el problema global (3.1) tiene solu-

ción óptima y ésta está dada uor la solución del problema 

,-,,t -t (3.2} en la etapa t; es decir, el plan óptimo es ex , yk -

.\fk E: l":fl) y, por consiguiente, el procedimiento converge. 

Supongamos que la regla de alto no se aplica, es d~ 

cir que el procedimiento no es finito. Sabemos que para - -

cuailiquier plan factible se cumple aue: 

n 
i) X = L yk + W 

k=l 

ii) X• X 
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donde los conjuntos Yk son acotados (hipótesis 1) y el con ~ 

junto X es acotado inferiormente (hipótesis 3) . Entonces el-

vector x pertenece a un coniunto acotado; de aquí se sigue -

que la función continua U(x) está acotada superiormente para 

todo plan factible. Sea ü la más pequeña de esas cotas supe

riores ( ü es el supremo). Sabemos que en cada iteración, la 

oficina de planificación conoce un plan factible (xt. 

:i/-k • l,n), definimos la sucesión {u(t)f donde u(t)=u(xt). 

la monotonía del procedimiento. nos dice que la sucesión 

{ u (t) ¡ es no decreciente, está definida en un conjunto --

acotado y está acotada superiormente; entonces existe el lí-

mite de la sucesión, es decir 3 

cuando * -t-- y u ~u. 

* u * tal que lím u(t)=u 

Para mostrar que este límite de hecho es igual a ü, 

se utilizará un argumento de reducción al absurdo, basado en 

la hipótesis de que u* L ü, peeo primero es necesario esta -

blecer ciertas relaciones entre los límites de nuestras va -

riables. 

Considérese la siguiente sucesión { -pt, "Pt;:¿t , p\;:~, 

Pty~ .\fk • l,n} constituida por 2(n_+l) :;ubsucesiones, donde 

cada una de ellas está contenida en un conjunto acotado, así 

que todas y cada una de las Z(n+l) 9ubsucesiones convergen -
* 

Sea p* el límite de Pt, a" el límite de ¡;t:.;ct, bk el límite 

de -pt-t yk. Por (3.3) sabemos que: 
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-t 
P- w 

entonces: 

+ f: 
k=l 

( 
lírn ¡;t) w 

t-oO 

+ 

substituyendo obtenemos: 

* p w + 

- t-t 
lím P yk 
t-c0 

* a o 

o 

o 
t-co 

(3 - 1 8) 

b .r yt d < e sa emos que yk • k para to o r t. por la construc -

ción de los conjuntos Y~). si aplicamos (3.5) obtenemos la -

siguiente relación: 

.lfr < t 

si r está fija y se pasa el límite sobre t se obtiene: 

(3.19} 

Se puede asegurar que la sucesión {p* - Pr} conver

ge a cero puesto que el límite de la sucesión {Pr} es preci

samente p*, se sabe que la sucesión {y~} está definida en -

un conjunto acotado; por consiguiente, se puede asegurar que 

la sucesión { (P* - Pr} Yit converge a cero, es decir: 
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" - ·pr) yr lim (P o 
r-co k 

entonces: 

* * 
lim p y~ lim -pry~ bk 
r-.., r- "" 

aplicando (3.19). se obtiene: 

- * .!: b 
k ( 3.20) 

* * Supongase que u l ü, donde u es el limite de la sucesión 

{ u(t) ~ , entonces existe un plan factible (x, yk *k • l,n) 

que proporciona una utilidad mayor a u , es decir, tal que

u(~) ) u*, por consiguiente se cumple que ;e• X y u(x)) i:iCiét) 

~ t, aplicando (3. 4) obtenemos: 

aplicando límite sobre t se obtiene: 

p" x > a* (3. 21) 

Se sabe que v~ es la solución 5ptima del problema (3,10) y

que 9k • Yk (consti~uve un plan factible) , entonces se pue 

de afirmar que se satisface la siguiente desigualdad: 
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aplicando límite sobre t se obtiene: 

.. 
p (3,72) 

se sabe que el plan (x. yk 

ces se cumple que: 

Vk e l ,n) es realizable, enton -

X -

* multiplicando por P se obtiene: 

" ~ ')""' * .. p X p yk 
~ 

aplicando (3. 21) se obtiene: 

" a 

de acuerdo a 

con 

* a 

(3.ZO)se 

* a 

n * ,.._ 

fu p yk "-

(3.22): 

~ " bk ~ 

obtiene: 

= 

* P·w 

* p w 

" p· w 

' 
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y aplicando (3.18) se obtiene: 

o * • •es falso que u ) u 

" es decir en algún momento ü u, por lo que se puede con -

cluir aue el procedimiento es convergente. 

g) Procedimiento finito: 

El procedimiento será finito con seguridad s6lo en -

el caso lineal. Nótese aue aún en los casos lineales puede -

no ser de mucha utilidad la finitud del orocedimiento, ya --

que la iteración en la que el procedimiento termina ( se en

cuentra el óptimo) aún siendo finita puede ser demasiado·- -

grande para fines prácticos. 
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III.-5 REPRESENTACION GRAFICA 

El procedimiento que hemos estudiado hasta ahora pu~ 

de ilustrars·e perfectamente en el contexto de un modelo grá

fico sencillo. 

Supongamos que la economía se compone de una sola --

empresa e o varias empresas idénticas)' que utilizan un solo 

factor (input) para producir un solo producto (output). En -

la gráfica (3.1) se representa su conjunto de posibilidades

de producción (Y) y algunas curvas.de nivel de la función o~ 

' jetivo. La economía dispone de una cantidad inicial fija w -

del input y nula del output. Las disponibilidades iniciales

pueden ser expresadas por el vector w=(w',O)t, donde la pri-

mera c.omponente indica la cantidad de input y la segunda la

cantidad de output. Si se supone que cualquier nivel de con-

sumo es aceptable, entonces el problema global de planifica-

ción puede enunciarse del siguiente modo: 

Máx U(x) 

y • y 

y se puede interpretar de la siguiente manera. Supongase -~ 

que el input es trabajo. y el output es un bien de consumo. 
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El conjunto Y representa entonces las posibilidades de tran~ 

formar el trabajo en bienes de consumo y la cantidad w' in

dica la cantidad máxima de trabaio de la que se puede dispo

ner en la economía. Si y=(j1 ,v 2). y 1 es el input asociado al 

plan de producción Y, ( que por convención será un número ne 

gativo véase capítulo I). La expresión y 1 +w indica la canti 

dad total de trabaio que no es utilizada en el proceso pro -

ductivo y, por lo tanto, la cantidad que puede consumirse en 

forma de ocio, es decir, el nivel máximo de consumo del pro

ducto 1, que en términos del vector·-x: (vector de consumo fi -

nal) estar~a dado por x 1 . En la figura 3.1 el input en el 

proceso productivo se mide a partir del punto (0,0) hacia la 

izquierda. mientras que la cantidad de ocio se mide a partir 

de -w' hacia la derecha. Entonces en el punto v; la demanda

de trabajo es ov1 y el ocio del oue se puede ·dis.frutar es -

-w' y 1 . La primera componente del vector:-x no debe ser may"r -

que Cv1 +w'). o cantidad de ocio disponible, y la segunda no 

es mayor que Yz o cantidad producida del bien de consumo, -

el conjunto de consumos factibles está representado por la

zona doblemente rayada de la fi~ra (3.1). Las curvas de ni 

vel de la función objetivo nos indican que la oficina de 

planificación considera deseables tanto el bien de consumo

como el ocio. En efecto, partiendo de un punto inicial cua~ 

quiera, el valor de la función obietivo aumenta cuando se -

incrementa la cantidad de output o la cantidad de ocio con

sumidos. 
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output 

de nivel 

-w (O.O) 

yl+wl 

Gráfica 3. 1 

La oficina de planificación dispone inicialmente -

de un plan factible yº • es decir yº pertenece a Y y uti

liza una cantidad de input -y~ : w'. Esto se representa en. 

la gráfica (3.2). Para calcular los precios iniciales, el

centro resuelve el problema. 

Máx U(x) 

s.a. 

Es obvio que Y1 tan solo contiene un punto y es -

precisamente el plan yº (vease sección 3.1), es decir -

104 



Y1 = {yº}. Dada la restricci6n que exige que y pertenezca a

yl, se'·j)uede asegurar que el mejor plan de producci6n será -

yº y, por la forma de las curvas de nivel de la funci6n ob-

jetivo se observa que el mejor plan de consumo será: consu -

mir yº unidades del bien de consumo y (w'+y~) unidades de -
2 

ocib •. Desde luego existen otras al.tcrnativas (como consumir 

menos de y~ unidades del-bien de consumo, desperdiciando el

resto), pero sin duda alguna dichas alternativas conducirían 

a valores menores de la funci6n objetivo. Sean P1 y Pe los

precios determinados para el trabaio y el bien de consumo --

respectivamente. Entonces el cociente P1 /Pc indica la rela -

ción según la cual se pueden sustituir ambos bienes mante -

niendo constante el valor de la funci6n objetivo. Como es -

bien sabido, esta razón es igual a la pendiente de la recta

tangente a la curva de nivel de la funci6n obietivo en el -

punto considerado. Por lo tanto los precios P1 y Pe que ia -

oficina de planificación anunciará en la primera etapa serán 

tales que la razón P1 /Pc sea igual a la pendiente de la rec

ta P
0 outpu1 
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La oficina de planificaci6n envía €:;tos precios a la 

empresa, la cual deberá responder comunicando a la oficina -

de planificaci6n las cantidades de input y output que maximi. 

zan sus beneficios a dichos precios. Se sabe que el punto -

que maximiza los beneficios será aquel punto de la frontera

del conjunto Y en el cual la frontera de oroducción es tan -

gente a una recta con pendiente igual a la de P
0

, para encon 

trar dicho punto se desliza la recta P hasta encontrar el -o 
punto en el cual sea tangente al conjunto Y. En la gráfica -

(3.2) puede observarse que el punto que se busca es y 1 el -

cual, aunque constituye un plan de producción factible 

(y 1
6 Y), no forma parte de ninguna soluci6n factible del pr~ 

blema de planificación. puesto que en él la demanda de traba 

jo por parte de la empresa es superior a la ofert:a disponi -

ble. 

El centro conoce ahora dos puntos del conjunto de p~ 

sibilidades de producción de la empresa; y 1 y yº. Como el 

conjunto Y es convexo, se sabe que el segmento de línea que -

los une también pertenece al conjunto. Supóngase que además -

la oficina de planificación sabe aue si es posible producir -

un output dado, utilizando una cantidad de input determinada, 

entonces también será posible producir un output menor con el 

mismo input. En este caso el centro sabe que tanto el segmen

to y 1y 0 como los puntos situados por debajo de él pertenecen 

al conjunto de producci6n. Esta área constituye el conjunto -
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v2 (estrictame te Y2 sería tan solo el segmento de línea que-

une a los punt s y 1 y yº, según el procedimiento de Malivaud) 

v2 es la aprox"mación al conjunto Y elaborada por la oficina-

de planificaci n en la segunda etapa y se repre5enta en la -

figura 3.3 med ante la zona rayada. Los planes de producción-

que el centro •abe que son factibles son aquellos que además-

de pertenecer 

igual que w' , 

Y2 , utilizan una cantidad de trabajo menor o

s decir, los puntos de v 2 situados a la dere -

·cha de la l íne vertical que pasa por -w' . 

q, 

Gráfica 3. 3 

En la gráfica 3.3 mostraremos los vectores de consu -

rno x que son factiLles en la etapa 2. Supongamos que la 

empresa est produciendo el punto q, entonces el consumo del 

bien producico puede tornar cualquier valor comprendido entre 
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cero v q 2 v el del ocio puede tomar cualqui~r valor compren

dido entre O y q 1 +w•. Por lo tanto. el vector de consumo pu~ 

de estar situado en cualquier punto de la zona doblemente ra 

yada. Teniendo en cuenta esta interpretación de la figura, 

es fácil determinar cuáles serán el nivel de producción y el 

nivel de consumo factibles que maximizan el valor de la fun

ción obietivo. El plan óptimo con respecto a lo que la ofici_ 

na de planificación conoce sobre la economía consiste en pr~ 

ducir y consumir lo indicado en el punto q 1 de la figura 

. (3. 4) 

... OUtpUt 

input 

Gráfica 3 .4 

El area doblemente rayada indica el conjunto de to

dos los vectores de consumo que son factibles cuando se pro

duce q 1 . Obviamente el meior de todos ellos es el mismo q 1 

puesto que ningún otro nivel de producción permite consumir-
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un vector que dé un valor tan elevado a la función objetivo. 

Por el razonamiento anterior, el cociente de los precios as~ 

ciados a q1 está dado por la pendiente de la recta que pasa

por yº y y 1 • ya que es la tangente a la curva de nivel de la 

función objetivo en el punto q 1 . Entonces, en la segunda eta 

pa la oficina de planificación anuncia unos precios cuyo co

ciente es igual a la pendiente de esa recta y la empresa res 

pande comunicando al centro de planificación el plan de pro

ducción que maximice sus beneficios a dichos precios, que es 

el punto y 2 de la figura (3.5) 

Tras recibir la respuesta y 2 , el centro lleva a ca

bo la tercera etapa y procede a elaborar una aproximación Y3 

del conjunto Y. Esta incluye ahora el área situada por deba

jo del segmento y 1 y2 y del segmento v 2 y 0
• Como antes, el co~ 

junto de planes factibles es la parte de ese conjunto situa-

output 

input -w' 

Gráfica 3,5 
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da a la derecha de la recta vertical que pasa por -w' , y el

·plan óptimo con respecto a esta nueva aproximación es preci

samente el punto y 2 . Los precios asociados a este plan se~-

rían los mismos que los propuestos en la etapa anterior y, -

por consiguiente la empresa responderá comunicándole a la of~ 

cina de planificación el punto y 2 , con lo cual la oficina de 

planificación sabe que ha encontrado el plan óptimo. 

Es obvio que no tendría sentido continuar con el pr~ 

cedimiento, puesto que la oficina de planificación no aprend~ 

ría nada nuevo en las iteraciones sucesivas y, además, ~se es 

efectivamente el plan óptimo para la empresa. 
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III.-6 DUALIDAD EN CADA ETAPA DEL PROCEDIMIENTO 

En el capít~lo anterior se dio una interpretaci6n eco

nómica del valor de las variables tanto primales como.duales -

asociadas al plan óptimo del problema de .Planificaci6n descen

tralizada, también se dio la interpretación del estado de las

restricciones (desigualdad estricta o igualdad) que delimitan

el conjunto de soluciones factibles del mismo problema. Todo -

lo anterior se logró al aplicar los resultados que la teoría -

de dualidad nos proporciona para los problemas de maximización 

condicionada. Cabe señalar que todos los resultados que se ob

tuvieron en el capítulo II son también válidos para el plan -

óptimo que se obtiene mediante el procedimiento de Malinvaud.

Por consiguiente en esta secci6n tan sólo se dará una interpr~ 

tación económica de los planes obtenidos en cada etapa del prQ 

cedimiento, así como del comportamiento general del mismo;_de

hecho, se mostrará que el procedimiento de Malinvaud cumple la 

funci6n del mercado competitivo, el cual se rige básicamente 

por la ley de oferta y demanda. 

El programa de producción (xt, y~ 1/-k E: 1, n ) es un -

plan de producción factible desde el punto de vista de los con 

sumidores, así como también por parte de las empresas y es de

terminado por la oficina de planificación en la iteraci6n t, -

al optimizar el problema siguiente: 
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Mlb:: U(x) 

s,a, 

X - k yk = w 

xE: X 

yk E: yk .lJ.k E: l,n 

t donde Yk son las aproximaciones elaboradas por la oficina 

de planificación de los conjuntos Yk, al considerar las -

combinaciones lineales convexas de los programas de produc -

ción que las empresas le han enviado en las iteraciones ant~ 

rieres. 

Aunque el plan Ci:~ y~ >f k E. 1 .n) no es conocido 

por ninguna empresa, los precios que la oficina de planific~ 

ción propone son un refleio del estado en el que se encontr~ 

ría la economía si se llevara acabo el plan obtenido en la -

iteracion t. Se sabe que el vector de precios Pt que la ofi-

cina de planificación envía a las empresas en la etapa t - -

cumple: 

para todo XE. X tal que U(x) :? U(:~t) 

-t -t-t t -p yk .= P yk para todo yk € Yk y para todo k 6 l,n 

+ t ) o o 
k=l 

112 



~ W. + 
]. 

-t 
y ik 

o 

Las últimas dos propiedades se pueden interpreta~ -

de la siguiente manera: si el producto i está en excedente 

es decir si la oferta es superior a la demanda, entonces se

puede afirmar que el precio dual asociado a dicho nroducto -

será nulo. Si, por el contrario. el precio dual asociado al

producto i es positivo, se puede afirmar que dicho producto

es totalmente utilizado en el plan determinado en la itera -

ci6n t, es decir. la demanda superará a la oferta. Es preci

samente por esta característica que se dice que el procedi -

miento de Malinvaud cumple con la función del mercado campe-

titivo. 

N6tese que si -t 
se acepta que Pi sea el incremento -

que sufren los precios base (antes de iniciarse la elabora-

ci6n del plan determinado en la iteraci6n t) de la economía, 

entonces se puede hacer la siguiente compar~ci6n: 

Según el mercado competitivo, si la oferta supera

ª la demanda entonces el precio base no se incrementa, lo -

cual equivale en el procedimiento de Malinvaud a la tercera 

condici6n de que el precio P{ será nulo: por otro lado. el

precio base solo se incrementa si la demanda supera a la -

oferta o al menos la alcanza, lo que equivale en el procedi 

miento de Malinvaud a la cuarta condici6n que dice que si -
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-t 
el precio Pi es mayor que cero. entonces en el plan· que se -

·está llevando a cabo se consume totalmente toda la produc -

ción del bien i: nótese que pueden haber bienes para los cu~ 

les la oferta sea menor que la demanda y sin embargo. su pr!::_ 

cio dual asociado sea nulo. esto se puede explicar si se co~ 

sidera el bien como un bien de lujo. el cual será demandado-

por la clase alta y no afecta positivamente a la función ob-

jetivo que representa a toda la comunidad, va que la comuni

dad preferiría que los recursos que se están asignando a la

oroducción de dicho bien, se utilizarán en la producción de

bienes de consumo básico. 

En el mercado competitivo cuando se han determinado-

los cambios oue sufren los precios base, entonces cada empr~ 

sa reconsidera su plan de producción tratando de maximizar -

sus beneficios; obsérvese que en el procedimiento de Malin -

vaud se realiza la misma acción al enviarles a las empresas -

los precios duales Pt y pedirles que determinen el plan de -

producción que maximice sus beneficios con dichos Precios. 

En el mercado competitivo una vez que se han deter

minado los nuevos planes de producción, se ponen en vigencia 

Tepitiéndose así el ciclo, mientras que en el procedimiento

de Malinvaud la oficina de planificación todavía revisa los 

planes de producción para evitar aue se utilicen demasiados 

recursos en la producci6n de bienes de lujo que podría ser-
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vir para la producci6n de bienes de consumo básico, los cua

les darían un mejor nivel de vida a la comunidad vista como-

coniunto y no sólo a ciertas clases. Entonces la ·oficina de -

planificación determina cuáles deberían de ser los consumos -

finales y los planes de producción que den mayor satisfacción 

a toda la sociedad, a partir de los cuales vuelve a calcular

los precios duales, si dicho plan se pusiera en funcionamien

to repitiéndose así el ciclo. Puede pues observarse que tanto 

el mercado competitivo como el procedimiento de Malinvaud es

tán fuertemente ligados con la conocida ley de oferta y dema~ 

da; sin embargo se puede considerar que el procedimiento de -

Malinvaud es más equitativo desde el punto de vista de la ju~ 

tici~ distributiva. 

Un atributo más que tendría el procedimiento de Mali~ 

vaud sobre el mercado competitivo, sería que; el mercado -· 

competitivo se tiene que dar en la realidad, es decir, cada -

plan deberá ser puesto en práctica, por lo que sería más tar

dado llegar al punto de equilibrio (óptimo) de la economía, -

mientras que utilizando el procedimiento de Malinvaud los pl~ 

nes tanto de consumo como de producción no tienen que ser 

.puestos en práctica para continuar con el procedimiento. 

Sin embargo, no debe perderse de vista que las .difi -

cultades mencionadas en el capítulo II, relativas a la casi -

segura nulidad del precio dual asociado a la mano de obra no 
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calificada, no es solamente un problema que se presente en -

el plan óptimo. Por el contrario se presentará en todas y ca

da una de las iteraciones y, dado que seguramente el procedi

miento será detenido antes de llegar al óptimo, podemos ase!@_ 

rar que todavía quedan problemas por resolver para que el Pr~ 

cedimiento de Malinvaud deje de ser un procedimiento meramen

te académico y pueda ser aplicado para encontrar el plan ópt.!_ 

mo en los sistemas económicos reales, o al menos aplicable a 

la resolución descentralizada de problemas más pequeños que -

tengan una matriz de restricciones con una estructura tan es

pecial como la de los problemas de planificación de una eco -

nomía. 

N O T A S 

En el apéndice C se describe el procedimiento de Dantzig

Wolfe al mismo tiempo que se le compara con el procedi -

miento de Malinvaud. Por lo que si se desea confirmar ~a

afirmac ión es conveniente referirse al apéndice C. 

2 E. Malinvaud, 'Decentralized Procedures far Planning', c~ 

pítulo 7 de 'Activity Analysis in the· Theory of Growth 

and Planning', edición a cargo de E. Malinvaud v M.O.L.

Bacharach, Mac Millan. London, 1967. 

3 Ver apéndice A 

4 Ver apéndice B 

S Ver apéndice C 
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C A P I T U L O IV 

PROCEDIMIENTO DE PLANIFICACION GUIADO POR CANTIDADES: 

EL PROCEDIMIENTO DTI WTIITZMAN 



IV .. -1 OBSERVACIONES GENERALES 

En 1970 Weitzman1 propuso un procedimiento de planifi 

cación descentralizada, en el cual se utilizan los niveles de 

producción como índices prospectivos. Este procedimiento per

tenece a la clase de algoritmos por hiperplanos cortantes, in 

traducidos por Kelley en la Teoría de optimización. 

Este nuevo procedimiento al igual que el orocedimien-

to Malinvaud, tiene una característica muy atractiva y es el-

hecho de que la decisión a ser tomada por la oficina de plani 

ficación en cualquier etapa se tomará en base a todas las pr~ 

posiciones hechas por las empresas hasta ese momento. Además. 

este procedimiento (denominado procedimiento de Weitzman)per-

tenece a la clase de procedimientos de relajación, descritos

por Lasdon2 . En efecto, la idea de la relajación consiste en-

optimizar sin considerar algunas de las restricciones, y aña-

dir, en cada iteración. alguna o algunas de las restricciones 

hasta el momento omitidas y que no se han satisfecho. La des

cripción hecha por Lasdon conduce a un procedimiento conver -

gente y es bastante general, porque se pueden examinar diver

sas modalidades de los cambios de información entre la ofici-

na de planificación y las empresas. 

Primeramente se enunciarán las hipótesis bajo las cua 

les funciona el procedimiento de Weitzman. 
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.. 
Hipótesis 1: El conjunto de consumo X es cerrado 

Hipótesis 2: La función obietivo U(x) es continua; y en al~ 

nos casos se supone la siguiente definición de

monotonía: 

Si x E. X y entonces U(x) >, U(x) 

Hipótesis 3: Los conjuntos de producción Yk son convexos. c~ 

rrados y acotados superiormente. en algunos ca

sos se requiere que se cumpla la hipótesis de -

libre disponibilidad de excedente, la cual se -

puede enunciar de la siguiente forma: 

entonces 

Hipótesis 4: La oficina de planificación conoce una esti~a -
1 

ción por exceso Y k de cada conjunto de produc-

ción Yk; Y k se supone cerrado y acotado supe

riormente. 

Se podrá observar que el conjunto X no se ha supue~ 

to convexo, ni la función U(x) cóncava; esto generalmente -

no es necesario mientras no haya un interés particular des

de el punto de vista económico. 

La hipótesis 4 es bastante restrictiva: representa

la idea según la cual, interiormente en cada intercambio de 
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información, la oficina de planificaci6n tiene va una cierta 

idea de las capacidades de oroducción de las empresas. La 

oficina de planificación puede así estimar por exceso los di 

' ferentes conjuntos Yk. Los conjuntos t k pueden ser escogi -

dos tan grandes como se quiera; sin embargo. el orocedimien-

to no será realmente funcional desde el punto de vista de la 

velocidad de convergencia, si los cojuntos Y k difieren dem~ 

siado de los conjuntos Yk, lo cual se debe a que, como ya se 

dijo, el procedimiento resolveri el problema global sin con-

siderar las restricciones tecnológicas ( la oficina de plani 

ficación no conoce los conjuntos '\l y, por consiguiente, la 

tarea de las empresas será indicar de alguna manera las res

tricciones oue deben cumplir los objetivos de producción pa-

r:t oue nuedan ser realizados por cada una de las emp_resas. 

Para aclarar esta idea, supóngase que las proposici~ 

nes hechas por las empresas a la oficina de planificación -

fueran vectores de producción pertenecientes a la frontera -

de Yk. Entonces tras t-1 etapas la oficina de planificación 

conoce t-1 vectores de producción y~ r é 1,t=T pertenecien

tes a la frontera de Yk, si además para cada y~ r E. 1, t-1 se 

determina un hiperplano de aooyo a Yk en y~ , es decir, se-

determina (vector director) tal que: 

r 
~ II 

k 
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entonces en la etapa t, la oficina de planificaci6n puede -

aproximar por exceso al conjunto de prodÜcci6n Yk como sigue: 

yt = { 
k 

obviamente Y~ ya es conocido por la oficina de nlanifica -

ción e hipótesis 4). 
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IV.-Z DESCRIPCION DEL PROCEDIMIENTO 

En esta sección se presenta la descripción del proc~ 

dimiento, oero antes es necesario recordar que el nroblema -

global de planificación descentralizada podría ser definido-

como: 

donde: 

Máx U(x) 

s .a. 

X 

e 4. 1 J 

xE:X 

i E: l ,m es el vector columna de consumo fi
nal 

i E: l ,m es_. el vector columna de produc -
ción neta de la empresa k (• ou~ 
puts - irrputs) 

iE:l,m. es el vector columna de recursos --
iniciales. 

U(x) es la función objetivo o función de utilidad - -
colectiva. 

Yk es el conjunto de posibilidades de producción de 

la empresa k. 

X es el conjunto de consumos aceptables. 
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Se sabe que la oficina de planificación no puede resol 

ver el probl~ma (4.1) de una sola vez, puesto aue no conoce -

los conjuntos de producción Yk. Sin embargo, es factible que -

en la t-ésima iteración la oficina de planificación conozca -

una aproximación por exceso Y~ de los consumos Yk v, por con

siguiente. en la etapa t podría resolver el siguiente problema 

Máx: U(x) 

s.a. 

X - ti (4. 2) 

X E: X 

Resolvería pues un problema similar al problema glo-

bal de planificación (4.1), pero que difiere de éste en que -

la restricción ykE:Yk ha sido sustituida nor la restricción

yk e: Y~ . Se puede afirmar que la sucesión {Y~} cumple la -

siguiente relación de contención: 

lo que nos permite afirmar que las aproximaciones por exceso-

que elabora la oficina de planificación de cada conjunto Yk,

son cada vez más v más precisas, por lo que la solución de -

(4.Z) se aproxima cada vez más a la solución de (4.1) y, por 

consiguiente, la solución de (4.2) tiende hacia el plan ópti 

mo. 
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Entonces, en la etapa t la oficina de olanificaci6n-

resuelve el problema (4.2), obteniendo así xt -t y yk. Como -

se trata de un problema de maximización condicionada, su so-

lución, además de proporcionar un plan óptimo según las res

tricciones de (4.2),oronorciona un vector (lxm) de multipli

cadores de Lagrange o precios sombra3 que sabemos cumple con 

~as siguientes condiciones: 

para todo x E. X tal que U(x) )U(xt) 

ii) t para todo yk E. Yk y para todo - -
kE. r,n 

(4 .3) 

iv) pt ~ O 

N6tese que la condición (4.3) puede reescribirse como: 

w ) o 

donde: 

p~ ~ o 
1. 

Por lo tanto la condición anterior puede descomponerse como-

sigue: 

~ V· t t 
Pit Wi ... 

1.k xi > o o 

Pit) O ti 
t t: 

·,ji ... yik xi o 
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A partir de este vector (Pt) se puede construir un -

nuevo vector de precios Pt, el cual cumplirá con ser un vec -

tor cuya norma es uno; para lograr normalizarlo definamos: 

m 
/ {;l 

Podemos así concluir que a la solución ( xt, yt k 

~k é.r;-Il) del problema (4.2) está asociado un vectcr de pr~ 

cios Pt que cumple las siguientes condiciones: 

i) pt X > ¡;t -xt para todo X E. X tal que U(x)) U(xl) 

ii) -pt ¿-t -t todo 
t .. ---

Yk- P Y. para yké. y -'il k é. 1, n 

k k 

t -t -xt > '-P~ 
iii) w. + 

y o o 
l. ik i l. 

n 
-t 

iv) pi > o-w¡ + L: -t -t o 
yik X 

i 
k=l 

v) -pt > o ~i €. l,m 
i 

vi) m pt 1 

{;l i 

(4. 4) 

(4. S) 

(4.6) 

(4.7) 

(4. BJ 

(4.9) 

para conocer la interpretación económica de cada una de estas 

condicione.s puede recurrirse a la página. B4 del capítulo III, 

Conocido este vector de precios, la oficina de plan~. 
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ficación lo envía a cada una de las emore·sas iunto con· el 

correspondiente nivel de producción ( y~ ) , en cada una de -

las ,empresas pueden suceder dos casos: 

I Sl.. -t y 1 k d -yk i:. k' entonces a empresa po ra cumplir con 

el objetivo de producción que le propuso la ofici-

na de planificación. y se lo hace saber a la cfici 

na de planificación. 

II Si Y~ ~ Yk, entonces la empresa deberá buscar un -

vector de producción que asegure la realización de 

los objetivos y que minimice el costo que tendrá -

que pagar la empresa por cumplir con los objetivos 

planteados a costa de salirse de sus posibilidades 

de producción. Antes de indicar cómo es que se lo

gra realizar lo anterior, es necesario dar una de

finición. 

Considérese el problema (4.10); en él,la empresa es-

tá suponiendo poder comprar los diferentes bienes qt1e no le es 

posible producir a los precios Pt, entonces, la empresa bus 

cará determinar un vector de producción yk y un vec.tor de

compra zk, de tal manera que se minimice el costo de la pe

nalización (i5t zk), correspondiente al total de compras -

que la emoresa ¿ebe efectuar para noder realizar ~l objeti-
-t vo de producción e yk 

126 



Min 

s.a. 

(4.10) 

Sean y~ y zt la solución óptima del problema (4.10) 
k 

por la estructura del problema podemos suponer que: 

de hecho se ouede ¿emostrar que yt también es la solución ó~ 
k 

tima del problema: 

Máx ¡;t 
yk 

s.a. (4. 11) _t 
yk = yk 

por ser y~ soluci6n 6ptima del problema (4.11) diremos que: 

es un vector - eficaz 

Como puede observarse, el número de restricciones v -

el númerc ¿e V<!riables involucradas en el problema (4.10) es

superior a las involucradas en el problema (4.11) y, dado que 
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la solución óptima de ambos problemas coincide, es convenien

te resolver únicamente el problema (4.11), el cual nos oro -

porciona un nivel de producción que está contenido en el con

junto de posibilidades de producción y que además es lo más -

cercano posible al objetivo de producción planteado oor la --

-t ,¡ oficina de planificación. Por lo tanto si yk .,- Yk la k-ésima-

empresa deberá resolver el problema (4.11). 

Supóngase que la empresa k se encuentra en el caso II, 

entonces deberá resolver un oroblema de la forma (4.11), obte

niendo así un vector de producción (y~); además, por el teor~ 

ma de Kuhn y Tucker, podemos asegurar la existencia de un ve~ 

tor ( x t) de multiplicadores de Kuhn y Tucker 4 asociado al 
k 

problema e 4.11) y que cumple las siguientes condiciones: 

i) 

ii) 

iii) 

">.. t ~O 
k.,. 

xt e 
k 

-t 
p yk 

Sea IIt 
k 

-t 
yk 

+ 

- t 
yk ) = o 

">.. t -t yk) máximo k yk - es 

p-t - ">.. t entonces: 
k 

t sobre en yk 

... J -Pt , t c-t J ,, -Pt t , t c-t t) 11 E. Y por 111 yk + "k yk - yk ~ yk + "k yk - Y;.;: TYk k 

por consiguiente: 

de donde: (pt -

..lfykE.Yk 

!f yk €. y k 

yk 
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por lo tanto: 

entonces: 
t t 

n (y -
k k 

(4.12) 

( 4. 1 3) 

" t Sea yk un vector de producción tal que yk~yk, si se 

aplica la hipótesis 3 (libre disponibilidad de excedentes), ~ 

se puede afirmar que y~ E. Yk , entonces Yk~ Yk y y~ - yk · ~ o 

y por consigtiie"nte e por la condici6n (4.13))se puede 

afirmar que: 

por ii) Si 

entonces: Si 

t 
n ¿o 

k 

t 
por ii) Si \k > O 

por lo tanto: 

(4. 14) 

o ·- n~k 

nik > o (4.15) 

(4.16) 

t -t Finalmente, se sabe que yk~ yk por la restricción -

del problema (4.11) y también que y~~yk (recuérdese que se 

está anal izando el caso II), por lo que·. se puede asegurar 

que existe al meno5 un índice i tal que: 
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y por consiguiente -t t -t-t 
p Y.k. ( P.l'<.yk 

de ii) se deduce que: 

utilizando (4.17) se obtiene: 

entonces: ¡;t 

por lo tanto 

resumiendo: 

)..t 

k 

(4.17) 

-t y 
k 

(4.18) 

En la etapa t, la empresa K además de obtener vt -
. k' 

propone un vector rr! que cumple ·aon las siguientes condici~ 
k 

nes: 

i J rr~ 1- 0 

ii) si Yt > v t . ._ rrt > o 
ik . ik ik 

iii) 
t < -t -t t 

S . IT p. - Y·k Yi·k 
1 ik 1 1 

v) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.12) 

(4.18) 
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Las condiciones (4.12) y (4.18) indican que Ilt es-
t k 

el vector director de un hiperplano de apoyo en yk del con -

junto Yk y que excluye al vector de producci6n y~ del conju~ 

to Yk; las restantes condiciones, tan s6lo son condiciones -

de signo. Si cada empresa le envía a la oficina de planific.§!:_ 

ci6n los vectores { yt ' rrt } ' entonces la oficina de planifi 
k k 

caci6n podría elaborar una mejor aproximación de los conjun-

tos Yk, es decir, podría construir Yt+ly en base a estas nue
k 

vas aproximaciones repetir el procedimiento. 

Para iniciar el procedimiento es necesario conocer

una aproximaci6n por exceso Y~ de cada conjunto de produc 

ci6n Yk; sabemos que este requerimiento es satisfecho, ya 

que está contemplado en la hip6tesis 4. 

Podemos observar que si en la etapa t, los objeti 

vos de producción propuestos por la oficina de planificación 

son factibles, entonces habremos llegado al 6ptimo, ya que -

ninguna empresa tendrá que pagar un costo adicional para po-

der cumplir con los objetivos de producci6n. Estamos pues en 

condiciones de establecer formalmente la regla de alto. 

Regla de álto: El procedimiento se detiene cuando se encuen

tra una etapa t para la cual se cumple: 
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1 

. ~.:; DIAGRAMA DE FLUJO 

Habiendo mostrado el funcionamiento del procedimiento de Weit:man, 
estamos en posibilidades de construir el diagr~ma de flujo asociado al 
mismo. 

,.e• yc-1 . . 
*· . =l 

. . t "• $ • ... 

-· 1'11 s 1'. 

- lt - 1 .. '. 
.. 

'• 

, .. 
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IV. -4 PROPIEDADES DEL PROCEDIMIENTO 

Es flcil demostrar qu~ la regla de alto da una prue

ba de optimalidad inmediata. Por construcción de los conjun

tos Y~ se sabe que, para todo t, Y~ contiene a Yk. Por lo 

tanto, cualquier plan que satisfaga las restricciones del 

problema de planificación (4.1) satisfará también las del-

problema (4.2); sin embargo, la afirmaci6n contraria no es -

necesariamente cierta. De ello se deduce que si el plan ópti 

mo de (4.2) cumple las restricciones del problema global de

planificación (4.1), entonces este plan serl también el plan 

óptimo del problema global. Para formalizar esta idea supón-

gase que se encuentra T tal que: 

a) 

b) y que el plan asociado (xt , vt ·x .\/kET:'ñ) no es óptimo. 

Entonces 3: un plan alternativo 
t 

tal que es mejor que P e en términos de la función objetivo) 

y ademls factible, es decir, tal que cumple las siguientes -

condiciones. 

i) U(~) > u cxt) 

tl " ii) X - Yk -= w 
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iv) 1 
iii) 

.... 
X €..X 

Por hipótesis (xT .;/k C: l,n) es el plan óptimo del 

problema siguiente: 

Máx U(x) 

s.a. 

(4. 19) 

xE.X 

Por construcción de T sabe contiene a Yk; yk se que 

sabe 
... 

yk lo que yk E:. , por que se -por la condición iv) se 
A. 

puede asegurar que yk ~ yT 
k este resultado aunado a las 

condiciones ii), y iii) nos muestran que el plan (~, 

+ k E.· l ,n) es un plan factible para el problema (4 .19) y -

por consiguiente se deberá cumplir la siguiente relación: 

u cx1 

lo cual contradice a la condición i), por lo tanto se puede-

afirmar que el plan ( x T T 'ik t. G1 es un plan -

óptimo y por consiguiente la regla de alto propuesta da una-
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prueba de optimalidad inmediata. 

Ahora pasaremos a analizar cuáles de las denominadas 

propiedades de Malinvaud cumple el procedimiento de Weitzman. 

a) Procedimiento bien definido: 

Por una parte, el cálculo de las empresas para efec-

tuar las proposiciones a la oficina de planificación, ~·

siempre tiene solución, ya que lus conjuntos Yk, son compac

tos, convexos y supuestamente no vacíos, y las restricci·ones 

son lineales; por lo tanto, siempre existe el máximo para --
-t P .vk en el conjunto de soluciones 

(4.11). La existencia del vector 

factibles del problema - -

e :>-. t ) es asei;¡urada por -
k 

el teorema de Kuhn y Tucker; supongamos que se pueda de~inir 

Pt entonces la resta de vectores Pt- At también está defin~ 
k t 

da y por consiguiente también lo está n . Se puede, pues , 
k 

concluir que las operaciones que deben efectuar las empresas 

.para obtener las proposiciones que le harán a la oficina de-

planificación siempre tienen solución. 

A nivel de la oficina de planificación es necesario-

resolver un problema de programación matemática de la forma: 
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Máx U(:¡_c) 
·s .a. 

n 
X - L:'yk ~ w 

k=l 

X é.X (4.20) 

yk é yt .l,Jke:l,n 
k 

Por hipótesis, el conjunto X es cerrado, los conjuntos Y~ -

son cerrados y acotados superiormente y las restricciones -

son lineales; por lo que se puede suponer que la región de-

soluciones factibles del problema (4.20) cumplirá con far -

mar un conjunto compacto y convexo; es válido suponer que

la región de soluciones factibles sea no vacía, puesto que, 

en caso contrario, no existiría ningún plan factible según-

las restricciones del problema global (esto debido a que Pi!_ 
t ra todo t, Yk e Yk Además, si U(x) está definida en X, -

también lo estará en la región de soluciones factibles d~l-

problema (4.20), ya que es un subconjunto de X. Por lo tan

to, se puede concluir que el problema (4.2) tiene solución. 

Por último, dado que (4.20) tiene solución óptima y si SUPE 

nemos que U(x) es cóncava se puede garantizar que a la sol~ 

ción óptima estará asociado un vector de multiplicadores de 
t m t 

Lagrange P tal que J;;
1 

Pi - ) O. Por consiguiente, es posi-

ble calcular el vector de precios Pt. Se puede concluir que 

las operaciones que debe efectuar la oficina de planifica -

ción para obtener los planes provisionales y lo·s índices -

prospectivos que le envía a las empresas siempre tienen so-
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lución. Por lo tanto, el procedimiento está bien definido. 

b) Procedimiento estrictamente bien definido: 

Al igual que el procedimiento de Malinvaud, el cumpl~ 

miento de esta propiedad sólo se puede garantizar si todos -

los conjuntos Yk son estrictamente convexos. 

c) Procedimiento Factible: 

Dado que las aproximaciones a los conjuntos Yk son por 

exceso, ningún plan provisional ( a excepci6n del óptimo ) es 

factible. 

d) Procedimiento monótono; 

No tiene sentido hablar de monotonía, pues el proced~ 

miento no es factible, sin embargo es posible afirmar que la

sucesión {U (x t)} tiene una evolución monótona decreciente. -

Para demostrarlo considérense los siguientes problemas: 

Máx U(x) 

s.a. 

X E. X 

y E. yt 
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Máx U(x) 

s.a. 

X - L. w 

X é. X 

Por definición de los conjuntos Y~ se cumple que .lJ..k 

Yt+l yt 
k e k . Por lo tanto, cualquier plan que satisfaga las-

restriccio~es del primer problema satisfará también las - -

del segundo problema. La afirmación contraria no es necesa -

raimente cierta. De ello se deduce que todo valor de la fun

ción objetivo alcanzable en el primer problema también es a! 

canzable en el segundo y que pueden existir valores alcanza

bles de la función objetivo en el primer problema que no .10-

sean en el segundo. De este modo si xt es la solución del -

primer problema y xt+l es la solución del segundo, se -· -··- · 

cumplirá: 

e) Procedimiento estrictamente monótono: 

Está claro que si no tiene sentido hablar de monoto

nía, menos lo tiene hablar de monotonía estricta y también -

es claro que para determinar cuando se debe parar el procedí 
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miento, la monotonía creciente (la cual se cumple en este -

procedimiento) no es de gran utilidad. 

f) Procedimiento convergente: 

Es claro que si al aplicar el procedimiento de Weitz 

man, se encuentra una etapa t para la cual se cumpla la re -

gla de alto, entonces el problema global (4.1) tiene solu --

ci6n 6ptima y está dada por la solución del problema 

1 d - 1 1 ~ - c-t -t en a etapa t, es ecir, e pan optimo es x -, yk 

y por consiguiente el procedimiento es convergente. 

(4.2) -

~k €oT;n) 

Falta demostrar que aún cuando no se ut:iJ ice la re -

gla de alto, el procedimiento sigue siendo convergente. Para 

lograrlo, supongase ahora que el procedimiento no es finito. 

Sabemos que para cualquier plan factible se cumple que: 

i) X :~l yk + w 

ii) X E: X 

iii) yk E. yk °'fk E. l,n 

donde los conjunt:os Yk son acotados superiormente (hipótesis 

3) y es válido suponer que el conjunto X esté acotado infe -

riormente (económicamente no tendría sentido que algún xi -

fuera negativo). Entonces, el vector x pertenece a un conju~ 
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to acotado y según la hipótesis 2 la función objetivo U(x) -

es cont'l.nua, de aqui se sigue que la función U(x) está ac_o 

tada superiormente para todo plan factible. Sea ü la más p~ 

queña de esas cotas, entonces ü cumple que: 

i) ü >, U(x) l./ x E. X 

ii) Si u' "J1 U(x) . 
entonces ü t:: u 

Ya se demostró que la sucesión 

ciente, además, esti definida en un conjunto acotado y está

acotada inferiormente, entonces existe el límite de la suce-

sión { U(xt) ¡ , es decir, * 3 u tal que: 

U(xt) 
,. 

" u(Xt) lim u y u !: 
t-cc 

ademis -t é X -tf t X 

entonces por i): u '], U(xt) J.}- t 

aplicando límite sobre t se obtiene: ,. 
~ u 

-l/-t 

Para demostrar que el procedimiento ·es convergente -

* ü. es necesario demostrar que u de hecho es igual a Pa-

ra lograrlo, supóngase que ü ) u * . entonces existe un plan 

x yk .l.f k 1 ,n) " * factible ' 
E. tal que U(x) > u Con 

sidérese el siguiente problema: 
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Máx U (x) 

s.a. 

dado que Yk está contenido en Y~ para toda t, se deduce que 

'f k ~ l;'°n) también es factible según las-

restricciones del problema anterior, ·de aquí que: 

U(x) .= 

aplicando límite sobre t se obtiene: 

U(x) 

por consiguiente: u * u 

por lo tanto se puede concluir que el procedimiento es con -

vergente. 

g) Procedimiento Finito: 

Esta propiedad sólo puede garantizarse si los conju~ 

tos de producción son poliedros, ya que sólo así se puede -

asegurar que despues de un número finito de iteraciones los

conjuntos de posibilidades de producción Yk habrán sido bien 
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definidos ( al menos en el punto en donde se encuentra el 6E 

timo X. por los hiperplanos de apoyo generados por los vecto

res nt que han enviado cada una de las empresa~. 
k 
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IV.-5 REPRESENTACION GRAFICA 

Al igual que en el capítulo anterior, utilizaremos 

un modelo gráfico sencillo para explicar el desarrollo del -

procedimiento de Weitzman. 

Supongamos que la economía se compone de una sola - -

empresa ( o varias empresas idénticas) que utilizan un solo

factor (input) para producir un solo producto (output). En -

la gráfica (4.1) se representa su conjunto de posibilidades-

de producción (Y) y algunas curvas de nivel de la función o~ 

' jetivo, La economía dispone de una cantidad inicial fija w -

del input y nula del output. Las disponibilidades iniciales

pueden ser representadas por el vector w=(w' ,O)t, donde la -

primera componente indica la cantidad de input v la segunda

la cantidad de output. Si suponemos que los consumidores co~ 

sideran aceptable cualquier nivel de consumo, entonces el -

problema global de planificación puede enunciarse de la si -

guiente forma: 

Máx U(x) 

s.a. 

X ~y + W 

y E. y 

y lo podríamos interpretar del siguiente modo. Supongamos -

que el input es trabajo, y el output es un bien de consumo.-
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El conjunto Y representa entonces las posibilidades de tran~ 

formar el trabajo en bienes de consumo y la cantidad w' indl 

ca la cantidad máxima de trabajo de la que se puede disponer 

en la economía. Si y=(y 1 ,y 2 ), y 1 es el input asociado al - -

plan de producción y, que por convención será un número neg~ 

tivo (ver capítulo I).-La expresión w'+y 1 indica la cantidad 

total de trabajo que no se utili:a en el proceso productivo

y por lo tanta, la cantidad que puede consumirse en forma -

de ocio. En la gráfica (4.1) el input en el proceso productl 

vo se mide a partir del punto (O.O) hacia la izquierda, mien

tras que la cantidad de ocio se mide a partir de -w' hacia -

la derecha. Entonces en el punto y, la demanda de trabajo es 

oy 1 y el ocio del que se puede disfrutar es -w•y 1 . La prime

ra componente del vector x no debe ser mayor que 0•'+y1), o 

cantidad de ocio disponible, y la segunda no es mayor que -

y 2 o cantidad producida del bien de consumo. Las curvas de 

nivel de la función objetivo muestran que la oficina de pl~ 

output 

yz 

-w' y' (O.O) 
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nif icación considera deseables tanto el bien de consumo como 

el ocio. En efecto, partiendo de un punto incial cualquiera, 

el valor de la función objetivo aumenta la cantidad de out -

•' put o la cantidad de ocio consumidos. 

Una de las hipótesis del procedimiento es que la -

oficina de planificación conoce una aproximación por exceso

Y' (zona rayada, gráfica 4.2) del conjunto de posibilidades

de producción Y. para calcular los precios y los objetivos -

de producción iniciales, la oficina de planificación resuel

ve el problema siguiente: 

Máx U(.x) 

s.a. 

X _:y + W 

y E. y' 

entonces, los programas de producción factibles serán aque -

llos que pertenezcan a Y' y cumplan además que la demanda de 

trab~jo por parte de la empresa sea menor o igual a la ofer

ta disponible de ésta, es decir, los programas de producción 

situados a la derecha de -w'. Supongamos que la empresa está 

produciendo el punto q, entonces el consumo del bien produci 

do puede tomar valores comprendidos entre O y q 2 y el del -

ocio puede tomar cualquier valor comprendido entre O y q 1+w' . 

Por lo tanto, el vector de consumo puede estar situado en -

cualquier punto de la zona doblemen-te rayada·, 
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input (O. O) 

GRAFICA 4.2 

Es fácil ver cuáles serán los programas de produccióp y 

el vector de consumo factibles que maximizan el valor de la 

función objetivo. El plan óptimo con respecto a lo que la --

oficina.de planificación conoce sobre la economía consiste -

en producir y consumir lo indicado en el punto q 1 de la grá-

fica (4.3) 
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Po 

Gráfica 4.3 

1 
y Pe los precios del trabajo y el bien -

de consumo respectivamente. Entonces, el cociente P1 /P 1 in-1 e 
dica la relación según la cual pueden sustituirse ambos bi~ 

nes, manteniendo constante el valor de la función objetivo. 

Como es bien sabido, esta razón es igual a la pendiente de

la recta tangente a la curva de nivel de la función objeti

vo en el punto q 1 . Entonces, los precios Pi y P~ que la -

oficina de planificación anunciará en la primera etapa se -

rán tales que la razón.Pi/P~ sea igual a la pendiente de la 

recta P
0 

, y la empresa deberá responder comunicando a la -

oficina de planificación un programa de producción q 1-efi -

caz y el vector director de una recta de apoyo al conjunto

y en el programa de producción determinado. El punto q 1-efi 
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caz será el punto de la frontera del conjunto Y en el cual -

la frontera de producci6n es tangente a una recta con pen -

diente igual a la de P
0

• El punto y 1 de la figura 4.4 será -

q 1-eficaz; además, determina una recta de apoyo a Y en y 1 

Gráfica 4.4 

En la gráfica ésta será P1 , con la cual la oficina de plani

ficación podrá mejorar su conocimiento del conjunto de posi-

bilidades de producción de la empresa. Entonces, el conjunto

Y2 estará constituído por los puntos que pertenecen a Y' y

se encuentran por debajo de la recta P1 (zona rayada de la -

gráfica 4.5). Los programas de producción que la oficina de

planificaci6n sabe a_ue son factibles son aquellos que además 

de pertencer a Y2 estin situados a la derecha de la línea -

vertical que pasa por -w' . 
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Pl 

input -w' (O.O) 

Gráfica 4.5 

Es fácil ~e• que el plan óptimo con respecto a la -

nueva aproximación Y2 consiste en producir y consumir lo in-
? 

dicado en el punto q- de la figura 4.5. Obviamente el plan -

q 2 es el óptimo ya que q 2 pertenece al conjunto de posibili

dades de producción de la empresa. 
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IV .-6 DUALIDAD EN CADA ETAPA DEL PROCEDIMIENTO 

Como vimos en el capítulo III existen ciertos resul-

tados de la teoría de dualidad que son aplicables en todos -

los planes obtenidos en cada iteración de los procedimientos 

que hemos estudiado. En esta sección se verá que implicacio

nes tiene la teoría de dualidad en el procedimiento de Weitz 

man·. 

Precios duales propuestos por el centro: 

Sabemos que en la iteración t, la oficina de planifl 

cación determina un plan óptimo desde el punto de vista de -

la funci6n objetivo que ella misma determinó con anteriori -

dad y, de acuerdo a lo que hasta el mamen to cono'ce de los 

conjuntos de posibilidades de producción de cada empresa; se 

sabe que también determina un vector de precios, el cual re

fleja el estado en el que se encontraría la economía si se

pudiera realizar el plan obtenido en la iteración t. Para -

entender con mayor claridad esta afirmación, considérese el 

vector de precios ¡;t que la oficina de planificación deter

mina en la iteración t y el cual cumple las siguientes rel~ 

e iones: 

i) ~ --1: x~) O 
-t o wi + YJk pi l. 

ii) -t >o + tl -t -t o pi wi yik xi 
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Económicamente las podemos interpretar de la si 

guiente manera: si el producto i se encuentra en excedente, 

es decir, la demanda del bien es inferior a su oferta, en -

tonces se puede afirmar que su precio dual es nulo. E, in -

·versamente, si el precio dual asociado al bien i es positi

vo, entonces se puede afirmar que ese bien es totalmente -

utilizado en el plan determinado por la oficina de planifi

cación en la iteración t;·es decir, la demanda iguala a la -

oferta. Es claro que el resultado anterior es válido para -

cualquier bien o servicio (mano de obra, capital,. recursos 

disponibles, divisas, etc .. ); entonces, podemos concluir -

que la utilización incompleta de cualquier factor trae la -

nulidad del precio dual correspondiente y la no nulidad de

ese precio implica la utilización completa del mismo. 

En el capítulo II vimos que una gran dificultad pa

ra que se pudiera implementar en la realidad un sistema de

precies de la naturaleza de Pt radicaba en la nulidad del-

precio dual de ciertos bienes o servicios tales como el as~ 

ciado a la mano de obra no calificada. Como se puede obser

var este problema prevalece en cada plan determinado por la 

oficina de planificación, por lo que aún si el procedimien

to fuera detenido antes de llegar al plan óptimo se ten - · -

drían que hacer ciertos ajustes para corregir estas desvia-

cienes, en la mayoría de los sistemas económicos estas medi 

das de corrección son adoptadas bajo la forma de impuestos-
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o subsidios. 

Vector director propuesto por las empresas: 

En la iteración t la empresa k determina un vector

director Ilt que cumple cuatro condiciones, de las cuales
k 

en este momento sólo nos interesan las siguientes: 

> o 

y~k 

que se pueden interpretar de la siguiente manera: Si la - -

empresa decide no cumplir el objetiYo de producción de bien 

i que le fue enviado por la oficina de planificación, entOQ 

ces deberá pagar un costo de penalidad; el cual está intim.!! 

mente relacionado con la no nulidad del termino rrt 
ik 

Podría pensarse que si se cumple con dicho objetivo enton -

ces la penalización debería ser nula; sin embargo esto no -

siempre sucede así, por lo que representa un gran problema

que ha sido tratado por los teóricos como un problema de i~ 

centivos. 

Supóngase que la empresa k decide no cumplir el ob

jetivo de producción del bien i, entonces: 

> t 
y ik - implica II~k ) o 
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supongase que entonces 

por 1o tanto p~ 
1 

se puede conc1uir que si 1a empresa K decide no cump1ir e1-

obj etivo de producción de1 bien i deberá pagar un costo de

pena1ización superior a1 simp1e costo de la producción fa1-

tante. 

NO T AS 

Weitzman. -Iterative Multi1evel: P1anning with Produc-

tion targets, Econométrica. Junio 1970. 

Z Lasdon.- Optimization Theory for Large Sistems. Mac--

Millan. 

3 .·- Ver apéndice B 

4.- Ver apéndice B 
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C A P ! T U L O V 

RELACIONES ENTRE LOS PROCEDIMIENTOS DE .MALINVAUD 

Y WEITZMAN 



V. -1 COMPARACION BASADA EN LAS PROPIEDADES DE MALINVAUD 

En la presente sección se establecen algunas. relacio

nes existentes entre los dos procedimientos estudiados y se

hace una comparación de ellos en términos de las propiedades 

que cumplen y la carga informacional implícita en cada uno -

de ellos. 

En secciones anteriores se demostró que el procedi 

miento de Weitzman no verifica dos de las propiedades más 

importantes de un procedimiento de planificación. En efecto, 

todos los planes obtenidos en el procedimiento de Weitzman -

son no factibles (excepto en el óptimo) ; además se demostró

que la sucesión {U(xt)f es no creciente. Estas dos dificul

tades, aunadas a que el procedimiento es finito sólo si los

conjuntos de producción son poliedros, lo sitúa muy por deb~ 

jo del procedimiento de Malinvaud cuando el objetivo es de-

terminar el procedimiento a seguir para resolver el problema 

de planificación descentralizada. 

Por lo que se refiere a la velocidad de convergencia, 

no existe ningún fundamento teórico para afirmar que los al

goritmos por hiperplanas de apoyo tengan la propiedad de con 

verger 'rápidamente' . .Más aún, en el caso particular del pro 

cedimiento de Weitzman, la rapidez de convergencia estará en 

función de la precisión del conjunto Yk como aproximación -
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del conjunto Yk de posibilidades de producci6n de cada empr~ 

sa k. 

Basados en el razonamiento anterior, parecería que -

utilizando el procedimiento de Weitzman, la oficina de plan! 

ficación podría provocar que el procedimiento convergiera r~ 

pidamente, al elegir adecuadamente los conjuntos de aproxim!!_ 

ción Yk (particularidad que en el procedimiento de Malin -

vaud no existe), pero realmente esto no es así, ya que por -

ejemplo, en el caso de empresas nuevas, resultaría extremad!!_ 

mente difícil para la oficina de planificación, estimar de -

manera satisfactoria las capacidades de producción de dichas 

empresas y, por consiguiente, el avance que se obtiene al o~ 

tener una buena aproximación de los conjuntos de posibilida

des de producción de empresas ya conocidas se perdería por la 

mala aproximación que se podría obtener del conjunto de pos! 

bilidades de producción de estas empresas nuevas. Por lo ta~ 

to, en el aspecto de la velocidad de convergencia podríarnos

decir que ambos procedimientos se encuentran al mismo nivel. 

Por lo que concierne al costo administrativo de los -

procedimientos, existen dos aspectos que deberemos tomar en

cuenta: el que se refiere al costo que implica el envío de -

los índices prospectivos y proposiciones y por otro lado el

que se deriva del LOSto de almacenamiento de la información. 

En el procedimiento de Malinvaud, en cada iteración -
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la oficina de planificac.i6n envia un vector de precios 'T>t y 

las empresas responden con un programa de producción y~ lo

cual implica un total de (2·m·n) datos que se envían en cada 

iteración, donde m es el número de bienes y n el número de -

empresas que constituyen el sistema económico que se está --

planificando. 

En cada iteración del procedimiento de Weitzman, la -

oficina de planificación envía un vector de precios Pt y un

obj etivo de producción y~ a cada empresa, en total son -

(2·m·n) índices prospectivos, las proposiciones que la ofici 

na de planificación recibe de cada empresa comprenden un prE_ 

grama de producción y~ y un vector director nt ' son un to 
k -

tal de (Z·m·n) proposiciones, por lo que en el procedimien-

to de Weitzman el número total de dai:os que :;e env'ian en ca-

da iteración son e 4·m·ñ ). 

De aquí se deduce que el costo deri~ado por el envío

recíproco de información es considerablemente superior en el 

procedimiento de Weitzman con respecto al procedimiento de -

Malinvaud. 

Por otro lado, en el procedimiento de Malinvaud, en -

cada iteración la oficina de planificación tendrá que añadir 

a su memoria los programas de producción yt enviados por cada 
k 

empresa, por lo tanto la carga informacional se incrementa en 

un total de e m·n) datos. 
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En el procedimiento de Weitzman, en cada iteración la

oficina de planificación deberá agregar a su memoria los pr~ 

gramas de producción ytk y los vectores directores rrt envia 
k -

dos por cada empresa, por lo que la carga informacional -

aumentará en un total de (Z·m·n) datos. 

De aquí concluimos que el costo de almacenamiento en-

el procedimiento de Malinvaud es mucho menor que el origina

do si se utiliza el procedimiento de Weitzman. Por lo tanto

podemos concluir que también en función del costo administr~ 

tivo de lo~ procedimientos, es preferible utilizar el proce-

dimiento de Malinvaud. 
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V.Z FLUJOS DE INFORMACION 

Al parecer todas las ventajas ( en términos de las 

propiedades ideales que debería tener todo procedimiento de 

planificación y la carga informacional que éste origina) , 

las tendría el procedimiento de Malinvaud sobre el procedí -

miente de Weitzman. Sin embargo, no todo es desventaja en el 

procedimiento de Weitzman, ya que éste posee una teoría in -

teresante de la cual señalaremos algunos puntos: 

- En la iteración t cada empresa determina su progra

ma de producción basándose en dos parámetros: los -

precios que le son enviados y los objetivos de pro

ducción que debe tratar de cumplir, por lo que de -

termina su programa de producción al maximizar sus

beneficios cuidándose .de no violar los objetivos mi_ 

nimos de producción e a menos que esto sea indispe~ 

sable) ya que esto le acarrearía un costo, el cual

obviamente disminuiría sus beneficios. 

Recordemos que en el procedimiento de Malinvaud las 

empresas tratarán de minimizar sus beneficios sin -

tener que respetar ningún nivel mínimo de producción. 

Podría pues concluirse que en el procedimiento de -

Weitzman la oficina de planificación tiene más con -

trol sobre la producción de cada empresa, mientras -
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que en el procedimiento de Malinvaud se tendrá que

conformar con el control que le permita el manipu -

lar los precios. 

En la iteración t el vector de precios Pt puede ser 

individualizado para cada empresa, el fijar cicrtos

componentes del vector Pt a un nivel elevado; así -

la oficina de planificación puede mostrar la intensi 

dad sobre la necesidad de realizar ciertos objetivos. 

Supongamos que la empresa k sea monoproductiva, si -

la.oficina de planificación fija los precios asocia

dos a sus inputs a un nivel muy elevado y los pre 

cios de sus outputs a un nivel muy bajo, entonces la 

empresa fijará sus inputs prácticamente iguales a 

los correspondientes para cumplir el objetivo y~, 

una actitud así podría tomarse con las empresas dedi 

cadas a producir artículos de lujo. Inversamente, 

si la oficina de planificación fija el precio de sus 

outputs a un nivel muy elevado y el precio de los in 

puts a un nivel muy bajo, la empresa fijará su pro -

grama de producción lo más próximo posible a su obj~ 

tivo yt si es que no le es posible alcanzarlo o - -
k 

bien al máximo de su producción, en caso contrario. 

Por lo que el procedimiento representa satisfactori~ 

mente las preferencias que la oficina de planifica -

ci6n pueda tener sobre la realización de ciertos bie 

nes o servicios. 
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V.3 RELACIONES DE DUALIDAD 

Además de las relaciones enunciadas en las dos secci2 

.nes anteriores, existen ciertas relaciones de simetría entre 

los dos procedimientos que se han estudiado. 

- En el procedimiento de Weitzman, la oficina de pla-

nificaci6n utiliza una aproximación por exceso de -

los conjuntos de posibilidades de producción Yk, a -

la cual podemos llamar lin.ealización externa, es de-

cir: 

mientras que en el procedimiento de Malinvaud, la 

oficina de planificación utiliza una aproximación 

por carencia de los conjuntos de posibilidades de 

producción Yk, a la cual podríamos denominar lineal~ 

zación interna, esto es: 

En e:L procedimiento de Weitzman la sucesión { U(Xt)} 

es no creciente, es decir: 
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mient:ras que en el procedimiento de Malinvaud sucede lo con-

trario, es decir, la sucesión {UCxtJl 

por lo tanto: 

es no decreciente, -

- En el procedimiento de Malinvaud, los índices pros

pectivos enviados por la oficina de planificaci6n -

( los precios pt) están constituídos por un vector-

de variables duales asociadas a las restricciones -

recursos-disponibilidad, en un programa por aproxi

mación y las proposiciones de las empresas están -

constituídas por un vector de producci6n, se puede-

considerar que en este caso la responsabilidad de -

la determinaci6n de los bienes a producir se delega 

a las empresas, mientras que la responsabilidad Ae-

como distribuir los bienes producidos entre los 

miembros de la comunidad se delega a la oficina de

planificaci6n. 

En el procedimiento de Weitzman, por el contrario -

los índices prospectivos son establecidos en térmi

nos de cGntidades (objetivos de prod~cci6n y~ ) , -

con la eventual adición de un vector de precios y -

la,; propcs i.-::i.ones de le.s empresas comprenden a la 

vez elementos cua.nti ta ti vos ( los programas de pro-

ducción y~ ) y el vector de director que puede 
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ser interpretado en términos de valores marginales. Por lo -

·tanto se puede asumir que la responsabilidad de determinar -

cuales y cuanto de los bienes deberá producirse está determ! 

nado tanto por la oficina de planificaci6n como por las 

empresas, mientras que la responsabilidad de distribuir la -

producción está del·egada únicamente a la oficina de planifi

cación. Puede pensarse que en el procedimiento de Weitzman -

la oficina ~e planificación se adjudica una responsabilidad

que le tocaria a las empresas asumir. 

Por otra parte s~ puede observar que en el procedi 

miento de Malinvaud los indices prospectivos son precios, 

mientras que en el procedimiento de Weitzman éstos son canti 

dades. En la teoria de dualidad estos dos tipos de variables 

( precios y cantidades) tradicionalmente son consideradas c~ 

mo duales entre sí. 

En la teoria de la programación matemática existen a~ 

goritlllos que se consideran CllllllO duales entre si; entre los -

más conocidos se encuentran el algoritmo simplex y el dual -

simplex, en el primero se tiene factibilidad y se busca opti 

malidad; es decir, en cada iteración la solución es factible 

pero el valor de la función objetivo asociado a ella está -

por debajo de la solución óptima. En el segundo tipo de alg~ 

ritmos se tiene optimalidad, y se busca factibilidad, es de

cir en cada iteración se obtiene una solución que no es fac

tible ( no cumple algunas de las restricciones del problema) 
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pero para la cual el valor de la funci6n objetivo asociado a 

dicha solución es superior al de la función objetivo. 

- En el procedimiento de Malinvaud el plan determina-

do en la iteración t, .i.f k E. T":°ñ) es un --

plan factible, ya que es una solución de una aproxi 

mación por carencia del problema global de planifi

cación por consiguiente se puede afirmar que el pr~ 

cedimiento goza de la propiedad de factibilidad y -

dado que la sucesión {·ucxt)} es no decreciente, 

es decir, siempre se está mejorando ( o al menos no 

se aminora ) el valor de la función objetivo, se 

puede afirmar que el procedimiento de Malinvaud ti~ 

ne factibilidad y busca optimalidad . 

A la luz del modelo gráfico que utilizamos en lá -

sección 3.4 podemos observar que efectivamente los

planes que determina la oficina de planificación -

siempre están dentro del conjunto de posibilidades

de producción de la empresa, a la vez que cumple la 

condición de que la demanda sea inferior a la ofer

ta ( estar a la derecha de ·1a linea _vertical que P!!c 

sa por -w') y puede observarse que yo nos daría un

nivel de.satisfacción menor que el que nos daría q 1 

y a la vez q1 nos daría un nivel de satisfacción m~ 

nor al que nos daría q 2 . 
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output 

input -w' 

Gráfica S .1 

En el procedimiento de Weitzman la sucesión 

{ U(xt)} es no creciente y dado que el procedimien 

to es convergente podemos asegurar que se tiene o~ 

timalidad, además en todas las etápas el plan 

e -t -t \L --X , yk Tk é l,n) es no factible excepto en -

el plan óptimo, lo cual implica que el procedimie~ 

to de Weitzman tiene optimalidad y busca factibil~ 

dad. 

Utilizando el modelo gráfico de la sección 4.4 ob

tenemos los planes q 1 y q 2 que determina la ofici

na de planificación en la iteraci6n 1 y 2 respecti

vamente (gráfica 5.2) y puede observarse que el 
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plan q 1 nos daria un nivel.de satisfacci6n mayor -

que el que nos puede ofrecer q 2 pero como este no

es ºfactible, apesar de cumplir la condici6n de 

oferta y demanda, ya que no pertenece al conjunto

de posibilidades de producci6n de la empresa, pue

de interpretarse como que se sacrifica cierto nivel 

de satisfacci6n para lograr que el plan sea facti -

ble, claro está que se pretende sacrificar el míni 

mo de satisfacci6n. 

f output. 

input 

Gráfica 5,2 

En virtud de la similitud de condiciones de ambos 

algoritmo_; con los que teóricamente se consideran 

algoritmos duales se puede concluir que el proce

dimiento de Malinvaud y el procedimiento de Weitz 

man forman una pareja de algoritmos duales. 
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e o N e L u s I o N E s 

En los capítulos precedentes se han examinado dos pr~ 

cedimientos que pretenden re.solver el problema de la prepara

ción descentralizada de los planes, los cuales representan 

solo algunos de los algoritmos que permiten determinar los 

planes en forma descentralizada. Las conclusiones que se pue

d~n obtener del análisis anterior se pueden resumir de la si

guiente manera: 

1.- .El algoritmo de Malinvaud cumple con dos propiedades - -

(factibilidad y monotonía) sumamente importantes en la -

práctica, ya que permiten detener el procedimiento en al 

guna etapa anterior a la óptima (considerada como satis

factoria) sin dejar de obtener un plan factible. 

Debido a que el algoritmo se inicia con un plan factible 

y mediante la realización del mismo se busca la optimali 

dad del plan es posible determinar la conveniencia de -

realizar una iteración más, en base al costo que implic~ 

ría la realización de ésta y el incremento en la funci6n 

objetivo que se podría tener si se realiza la nueva ite

ración. 

2.- En la práctica el Procedimiento de Weitzman no sería muy 

aconsejable ya que para poder obtener un plan factible -
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serta·necesario realizar las etapas necesarias hasta -

que el algoritmo por si s6lo llegue a su fin. Otro pun

to que lo desfavorece es la cantidad de informaci6n que 

necesita retener, asi como la que necesita comunicar -

(flujo de informaci6n) la cual asciende al doble de la

utilizada por el algoritmo de Malinvaud. 

3.- Para poner en practica cualquiera de los dos algoritmos 

es necesario: 

a) Evaluar si el grado de descentralizaci6n de la infoE 

maci6n, amerita que el problema sea resuelto median

te algún algoritmo descentralizador o bastaría con el 

algoritmo simplexº. 

o) Anali'zar 1a estructura organizacional del sector al -

.que adolece el problema' para poder determinar así .la

autoridad que ostentaría la que funja como oficina -

de planificaci6n, sobre los sectores a planificar, -

así como 1os estímulos que les podría proporcionar. 

En el caso de que la autoridad concedida a la ofici

na de planificaci6n no fuere lo suficientemente bue

na, sería más conveniente util-izar el algoritmo de -

Weitzman ya que proporciona un.mejor sistema de in -

centivos que el procedimiento de Malinvaud. 

4.- Este breve estudio muestra que falta mucho camino por -
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recorrer para poder pasar de los modelos acad~micos a -

la utilización practica de los mismos. 

Una de las razones principales que apoyan la afirmación 

anterior reside en el marco tan limitante fijado por 

las hipótesis que se requieren para el buen funciona 

miento de los procedimientos; sin perder de vista que -

ímplici tamente se, están haéiendo hipótesis no menos restric

tivas que las que explícitamente se piden, tal es el ca 

so de la ley de los rendimientos decrecientes, la cual

no ha. sido consider.ada al maximizar los beneficios de -

cada empresa. Sin embargo, existen procedimientos q~e -

sí la toman en cuenta, entre ellos se puede mencionar -

al algoritmo de Heal: 

Estos aspectos restrictivos tienen su origen en el he--.

cho de que los procedimientos de alguna forma tratan de 

utilizar los precios como elemento descentralizador y -

como se demuestra en la programación matemática, la 

existencia de estos precios y su capacidad de regular -

la economía están supeditadas al cumplimiento de la es

tricta-convexidad. En los casos que sólo se cumple la -

convexidad simple, como los estudiados, surgen los pro

blemas de la no unicidad, lo cual impide el buen funci.2_ 

namiento de los procedimientos. Este problema ha sido -

estudiado entre otros por: Charnes, Clower, Kortanek, -
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Ghe11ink, Piacce y Littlechild; los cuales han sugerido 

introducir algtln t6T'1llino perturbador de la indetermina

ción, ya sea en.la funci6n objetivo o en el sistema de

~ondicionantes (restricciones). Sin embargo, estos aut~ 

:es, se han preocupado del problema desde el punto de· -

vista de la descentralizaci6n de las decisiones y no -

del problema de la preparación de planes en forma des -

centralizada. Esto significa que el problema que se ha

planteado es el de como motivar o controlar a cada una

de las unidades de un consorcio industrial para que op;:: 

ren de· acuerdo a un plan establecido (sin violar las r;:: 

glas, con el fin de obtener mayor beneficio) y en estos 

casos se supone que la solución óptima del problema gl~ 

bal de planificación ya es conocida y lo único que se -

debe hacer es entregarle a cada unidad un vector de pr;:i_ 

cías para que maximice sus beneficios. 

Es claro que en el problema tratado en este trabajo, por 

definición se desconoce a priori la solución óptima del

problema global de planificación, estas soluciones no -

tienen relevancia. J\lás aún, la no convexidad implica la

inseguridad de que existan los precios .. Sin embargo, es

claro que el supuesto de estricta convexidad se convier

te en un supu~sto difícil de satisfacer en la realidad. 

La razón para el emple_o de los precios como elemento .;:._ 
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descentralizador parece radicar en que el desarrollo de

cualquier disciplina parte considerando los resultados -

que pueden serle útil de lo desarrollado en otras disci

plinas adyacentes a ella. En este sentido, la teoría de 

asignación de recursos, al tratar de mostrar la ef·icie!!. 

cia de los mercados, adopta una caracterización de la -

economía y de su funcionamiento, que asegure la eficie!!. 

cia de un sistema de mercado. En este contexto, resulta 

clara la existencia de precios implícitos. Desgraciada

mente, al considerar caracterizaciones más realistas, 

desde el punto de vista de las abstracciones efectuadas 

por la teoría, nos encontramos con que no existen desa

rrcllad~s teorías, al respecto, ya que 1a teoría de 

asignación de recursos, sólo se ha preocupado de la ca

racterización y estabilidad de la asignación óptima 

(considerándola como dada) y de la posible consistencia 

del resultado de los mercados con ella. Por otra parte, 

para la descentralización de las decisiones (de la cual 

mucho se ha tomado) los precios son el elemento esen· 

cial, lo que hace que· cualquier avance en este campo 

implique la utilización predominante de los precios. 

En vista de la gran ~ificultad que se tiene al utilizar 

los precios como elemento descentralizador, surge la -

idea de los procedimientos por cantidades, como un cam~ 

no más fructífero, no sólo por ser más representativo -
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de lo que es la preparación de un plan, sino porque apa

rentemente, la convexidad no jugaría un papel tan impor

tante. Sin embargo, como vimos en el procedimiento de 

Weitzman, se tienen algunos inconvenientes para poder 

ser puestos en práctica, y además, en este caso particu

lar, los precios también juegan un papel como indicado 

res de eficiencia, evaluan la capacidad que tiene cada -

sector para cumplir con los objetivos de producción pr~ 

puestos. 

S. Otro c'amino que también parece importante y que no ha sj._ 

do presentado en este trabajo, lo constituyen las metod~ 

logías que surgen en el campo de la agregación. En éstas 

se pretende también utilizar métodos iterativos, pero en 

los cuales en cada iteración se determinarían planes pa

ra toda la economía, con un grado de desagregación ere -

ciente conforme aumente el número de etapas realizadas.

Esto significa que en la etapa final se construiría un -

plan con un gran nivel de agregación, y para el cual - -

existiría información en la oficina de planificación, -

plan que sería entregado a los sectores (las partes re~ 

pectivas) y con la información recibida. se construiría

otro plan con un nivel de agregación menor. En esta di -

rección se han desarrollado trabajos en países sociali~ 

tas. 

Otro aspecto también importante para la posible utiliza-
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ción de diversas metodologías en nuestro campo es el que 

se refiere a que los procedimientos sean finitos. Tal c2 

mo hemos observado, esta propiedad solo se verá satisfe

cha en algunos de los casos lineales. En este sentido p~ 

rec~ necesario desarrollar metodologías que de no poseer 

esta propiedad sean monótonas factibles y tengan incorp2 

radas criterios eficientes para detener el proceso antes 

del óptimo, ya que en el caso de metodologías no finitas 

es imposible la realización del número infinito de iter~ 

cienes que se requiere para la convergencia. 

Por último señalaremos un aspecto que pude haber pasado

desapercibidc por el lector y es el hecho de que el pro

blema planteado tiene un carácter estático. Esto signifl 

ca, que tan solo nos hemos preocupado por cómo asignar -

una serie de recursos a una serie de actividades en un -

periodo determinado, lo que resultará restrictivo en la

medida en que no existirá movilidad de recursos en peri2 

dos menores al considerado, situación que se presenta -

con frecuencia. 
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Definici6n: 

Definici6n: 

Definici6n: 

Definici6n: 

A N E X O A 
DEFINICIONES MATEMATICA$ 

Un conjunto C contenido en el espacio IR" es 

convexo si11x + (1- a )y E. e cuando x, y i:. e 

y O = a ~ l. La idea de esta definici6n es que, 

dados dos puntos cualesquiera del conjunto C, -

cada punto del segmento que los une es también

un elemento del conjunto. 

Un conjunto C contenido en el espacio 

abierto si para cualquier punto de 

e a .:. c. 3: E) O tal que s e e donde 

S= 1 (x !ó IR") / d (x,a) t.. E. f 

IR" 

En otras palabras un conjunto es abierto, si 

es 

P!!; 

ra cualquier punto que pertenezca a él, existe-

una bola abierta con centro en dicho punto, to

talmente contenida en el conjunto. 

Un conjunto C contenido en el espacio 

cerrado si su complemento es abierto. 

Sea E un conjunto de números reales. Si 3: 

es 

un 

número y tal que x !: y para todo x E:. E, se di

ce que E está acotado superiormente y se dice

que y es una cota superior de E. 

Del mismo modo se define la cota inferior. Si E 

estl acotado superior e inferiormente, se dice-

simplemente que E está acotado. 
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Definición: 

Definición: 

Definición: 

Sea X un espacio métrico. Se entiende que to

dos los puntos y conjuntos mencionados a con

tinuación son elementos y subconjuntos de X 

E es acotado si a un número real M y un pu~ 

to q i;. X tales que d (p,q) L M para todo pE.E 

Sea f (x) una función de \Rn- !R, se dice -

que f(x) es cóncava si para todo x,y e:. Rn se 

cumple la siguiente condición. 

f( 11 x+ (1- a)y) )
1 

af(x) + (1-a) f(y) 

donde 

y se dice que es estric~amente cóncava si se

cumple la desigualdad ~stricta. 

Supóngase que X e Y son espacios métricos - -· 

E<:. X, Pf. E. En estas condiciones, se dice 

que f es continua en p si para cada e.> O 

existe ¡; > O tal que: 

dy (f(x) .l f(p) ) '- E. 

para todos los puntos x e:. E, para los·cuales-

dx (x, p) L ó 
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A N E X O B 

FUNDAMENTOS DE PROGRAMACION MATEMATICA 

Uno de los aspectos mis importantes en el análisis del 

problema de programación lineal es la caracterización analíti 

ca de sus soluciones óptimas. Esta caracterización y sus cons~ 

cuencias son el punto de partida de los métodos de solución -

del problema lineal. El propósito de este apéndice es estable

cer los teoremas fundamentales de la programación lineal y pr~ 

sentar algunas de sus formas equivalentes, así como sus conse

cuencias más elementales. 

Este apéndice se desarrolla como sigue. Primeramente

se establecen algunas definiciones para proceder a especifi -

car y demostrar el teorema fundamental de la programación "li

neal. Este teorema demuestra la importancia del concepto de -

soluciones básicas de un sistema de ecuaciones lineales en la 

solución del problema de programación lineal. A continuación

se establece el teorema de dualidad y su forma equivalente, -

el teorema de complementaridad. Estos teoremas representan la 

caracterización analítica de las soluciones óptimas del pro -

blema lineal. Finalmente, se presentan algunos ejemplos y - -

aplicaciones de estcs resultados al análisis y solución de -

problemas lineales. 
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1.- Definiciones 

Considere el sistema de ecuaciones lineales 

Ax = b 

donde A es una matriz mxn; b, un vector columna de m componeg 

tes; y x, un vector columna den incógnitas. Sea B una subma

triz de A de orden mxm que es no singular y suponga que los -

n-m componentes del vector x no asociados a las columnas de B 

se.hacen igual a cero. Entonces, la solución del conjunto de

ecuaciones resultante se denomina una solución básica con re~ 

pecto a la base B. Los componentes de x asociados a las colum 

nas de B se denominan variables básicas. Se dice que la solu

ción básica es degenerada si una o más de las variables bási-

cas tiene valor cero. 

La idea de definir la solución básica del sistema - -

Ax= b es que si podemos escribir, por simplificar A= [ B,R,J
donde B es una matriz no singular, entonces una solución de -

este sistema de ecuaciones puede determinarse observando que, 

si hacemos BxB = b es la so 

lución que deseamos. Note que en una solución básica no dege

nerada es inmediata la identificación de las columnas de A --

que forman la matriz no singular B. Sin embargo, en una solu

ción degenerada existe cierta ambigiíedad para identificar B,

pues, las variables básicas con valor cero pueden ser confun

didas con las variables no básicas cuyo valor es cero también. 
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Sea el problema lineal 

minimice ex 
s.a. 

Ax b 

X >1 0 

donde A es una matriz de orden mxn; b, un vector columna de m 

·componentes, e,· un vector renglon den componen):es; y x, el -

vector columna de n variables a determinar. Se dice que x es

una solución factible si satisface las restricciones de este 

problema. Si la solución factible es también básica se dice -

que es una solución factible básica. Si algunas de las varia

bles básicas son iguales a cero, se dice que es una solución

básica factible degenerada. Finalmente una solución factible 

que adquiere el valor mínimo de la función objetivo en el pr~ 

bl;:;ma lineal se denomina. solución óptima. 

2. - Teorema fundamental de la programación linea'1.. 

En esta sección procedemos a establecer, a través del 

teorema fundamental de la programación lineal, la importancia 

de·las soluciones factibles básicas para resolver el problema 

de programación lineal. Específicamente, el teorema demuestra 

que en la determinación de soluciones óptimas del problema -

lineal, en forma estándar, es únicamente necesario considerar 

las soluciones fact.ibles básicas de este problema. 
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TEOREMA FUNDAMENTAL- Dado un problema lineal en la forma -

estándar en donde A es una matriz m:xn y de rango m, 

a. Si existe una soluci6n factible, existe una solu-

ciOn factióle básica. 

b. Si existe una soluci5n factible óptima, existe una 

soluci6n factible básica que es óptima. 

Prueba a. Denote por a 1 , a 2 , •. ·•ªn las columnas de A y su -

ponga que x = (x1 , ... ,xn) es una solución factible. En térmi

nos de las columnas de A, esta solución satisface 

b (B. 1) 

Supongamos que exactamente p de las xi variables son mayores

que cero, y por conveniencia, que éstas son las primeras p va 

riables. Esto es, el sistema anterior es equivalente a 

(B. 2) 

o, k= p+l, ... ,n. Tenemos dos casos que considerar: 

Caso I: Suponga a 1 , ···•ªp son vectores linealmente independie~ 

tes. Es claro que p :: m. Si p = m la solución es factible -

básica. Si p <. m, entonces, podemos encontrar entre los n-p

vectores columnas restantes de A, m-p vectores que sean linea_!. 

mente independientes, por ser A de rango m. Usando el valor de

las variables correspondientes a estos m-p vectores, se obtie-

ne una solución factible básica (degenerada. ) 
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Caso 2: Suponga a 1 , .•. •ªp son vectores linealmente dependie_!l 

tes. Entonces, existen escalares y 1 , •.. ,yp alguno mayor que 

cero, tales que 

o 

Multiplicando esta ecuación por un escalar S y restándosela 

a la ecuación :(B.l)se tiene 

+ b 

Not~ que esta ecuación es cierta para cualquier €. 

Sin embargo, dado un ~ las· des.igualdades xi - E y i -"~ O i= 1, 

..• ,p no se. cumplen necesariamente. Sea el vector y= (y1 ,

y2, ... ,yp,0,0,0). Observe que x-ey es una solución de la 

ecuación {B. l) y en particular, Si C. =0 se tiene x ;>1 O, la-

solución factible original. Ahora bien, conforme E aumenta 

su valor positivamente, cada componente i-ésimo de x-Ey 

aumenta, disminuye o permanece constante dependiendo de que

yi sea negativo, positivo o cero. Como existe un yi que es -

positivo, al menos uno de los componentes de x-ey disminuye

cuando E aumenta. Aumentamos E hasta que uno o varios de los 

componentes x- EY sea cero. 

Es to es, ha gamos 

~ = min ( xi /Y i : Y i > O 

Pal:"a este valor ~ tenemos que x-5y es una solución-
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factible con, cuando más, p-1 variables positivas. Repitie~ 

do este proceso podemos 5eguir eliminando variables positi

vas hasta obtener una solución factible con vectores colum-

na que sean linealmente independientes. En este evento apli 

camos el resultado ae1 caso- 1 y la prueba de ~ termina. 

Sea x = Cx1 ,~ .. ,xn) una solución óptima. De man~ 

ra semejante a la prueba de~ suponga que las -primeras p -

componentes de x son positivas. Tendremos dos casos que ana 

lizar: 

Caso 1: Los vectores a 1 , .... ,a son linealmente independie~ 
p 

tes. La prueba es similar al caso 1 de~ 

Caso 2~ Los vectores a 1 , ... •ªp son linealmente dependien -

tes. La prueba es como en el caso 2 de ~ y sólo demostrare

mos que el vector x-Ey ahí considerado es óptimo. Primerame~ 

te, se observa que el valor de la función.objetiv_o para esta 

.solución factible básica es CX-Ecy. Es claro que si cy = O -

la prueba termina. Suponga que cy es diferente de cero. En-

tonces, se observa ·que~ para valores de a suficientemente 

pequeños, positivos o negativos, el vector·x--f:Y es una solu -

ción factible. Para alguno de estos ése tiene que f·CY >O. 

Por lo tanto, 

ex E cy <. ex 

que es una ·contradicción, pues x es la solución óptima. Esto 
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termina la prue~a del teorema fundamental. 

La importancia del teorema fundamental es que permi

te reducir la búsqueda de soluciones 6ptimas del problema li 

neal en forma estándar, a su subconjunto finito formado por

las soluciones factibles básicas. Te6ricamente este problema 

. resuelve·. el problema de programaci6n lineal. En particular-

se observa que el número de soluciones factibles básicas en

un problema lineal con m ecuaciones y n variables es a lo --

más 

n~ 

(n-m) 

correspondiente al número de maneras de sele-ccionar m de las 

n columnas de la matriz A. 

Es conveniente puntualizar que el teorema fundamental 

es sólo una alternativa para resolver el problema lineal; .en

general, esta alternativa resulta computacionalmente ineficaz. 

Sin embargo, la extensión de los argumentos de prueba de este 

teorema han servido de base para diseñar métodos de solución

eficientes, tal como el método simplex. 

El concepto de solución básica en un problema de pro

gramación lineal está relacionado con el concepto de punto -

extremo de un cierto politope convexo. Esta relación de con -

ceptos, uno algebráico y otro geométrico, se describe a conti 
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Teorema 2 (Equivalencia de puntos extremos y soluciones 

básicas). Sea K el polítope convexo que consiste de los ve~ 

tores x en Rn que satisfacen 

donde A es una matriz mxn de ranzo m y b es un vector collJ!!!. 

na de m componentes. Entonces un vector x es un punto extre 

mo de K sí y s6lo si x ~ O y x es una solución básica de 

Ax = B. 

Para finalizar se establecerá un interesante result~ 

do que se deduce de los teoremas de esta sección y que res~ 

me .las propiedades del polítope convexo formado por las res 

tricciones de un problema de programación lineal en fcrm~ -

estándar. 

Teorema 3. Considere el conjunto convexo K del teorema 2. 

a.- K tiene, al menos, un punto extremo si es no va

cío. 

b.- K tiene un número finito de puntos extremos 

c.- El mínimo de la función lineal ~ = ex sujeto a -

x~K se adquiere en un punto extremo de K. 
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3.- Dualidad en los problemas lineales. 

Considere los problemas lineales 

Minimice ex maximice b ty 

(P) Ax >, b At y L et (D) 

X ~o y '/ o 

donde A es una matriz mxn; b, un vector columna de m compo -

nentes: e, un vector renglon den componentes; x, un vector 

columna de n incógnitas; y, y, un vector columna de m var·ia

b les. Estos problemas se denominan problemas lineales duales 

y se dice que (P) es el problema primal y (D) el correspon -

diente problema dual. También se dice que estos problemas -

están en forma simétrica, pues, el vector de variables a de

terminar en ambos problemas es no-negativo y el número de -

restricciones del primal (dual) es igual al número de varia

bles a determinar del problema dual (primal). 

Esta definición de problemas lineales duales permite 

determinar el problema dual de un problema lineal cualquiera. 

Esto se obtiene, mediante la transformación del problema li

neal original a la forma del problema (P). Por ejemplo, con

sidérese el problema lineal en forma estlndar. 

Minimice ex 

(P') b 

X >, 0 
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que puede escribirse en forma equivalente como 

Minimice ex 

Ax ), b 

-Ax ~, -b 

X ~ o 

cuyo correspondiente problema del dual seria 

maximice b} 1- b tYz 

At At t. t 
Y1 - y 2 - e 

donde y 1 y Yz son vectores hilera de m comp0nentes. Si 

"A = y 1 -y 2 podemos concluir que el correspondiente par de 

problemas duales asociados es 

minimice ex 

Ax = b 

(P') X~ 0 

minimice b t A 

Ati\ _=.et 

(D') 

denominada la forma asimétrica, pues en un problema el vec -

ter de variables es restringido y en el otro es no restrin -

gido. En general, se cumple que si alguna de las desigualda

des del problema primal se cambia a igualdad, el componente

correspondiente del vector A en el problema dual será una va 

riable no restringida. Recíprocamente, si alguno de los -

componentes del vector x en el problema primal es no restri~ 

gido, la desigualdad correspondiente en el problema dual se-
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rá igualdad. 

4.- Teorema de dualidad 

La relación más importante y significativa de los pr~ 

blemas definidos anteriormente será considerada ahora. 

Con el propósito de establecer esta relación, denomi

nada el teorema de dualidad, es conveniente considerar el si -

guiente resultado de los problemas lineales duales. 

·Proposición 1. Se cumple que 

min (cx;A..'C>,b, .!: c1; y >., O) 

.Prueba. Sean x y y soluciones factibles (arbitrarias) de los-

respectivos problemas lineales duales. Entonces 

que es equivalente al resultado del teorema. 

* * Corolario l. Sean x y y soluciones factibles de los proble-

mas lineales anteriores. * Si ex = b t * y * se tiene que x 

son soluciones óptimas de estos problemas. 

* y y -

Se observa de estos resultados que las soluciones fa~ 

tibies de los problemas lineales duales permiten acotar el v~ 

lar óptimo de las funciones objetivo. Asimismo, si el valor -

de la función objetivo de estas soluciones factibles es el -

mismo, las soluciones son óptimas. El resultado recíproco se-

implica del teorema de dualidad. 
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TEOREMA DE DUALIDAD. 

Considere los problemas lineales duales 

min z ex 

(P) Ax';¡. b (D) 

X ':>1 0 y >,. o 

a. Si (P) y (D) son f ac tib 1 es tenemos min z =' max w 

(finito) 

b. Si (P) factible y (D) no factible tenemos min-z 

- no acotado. 

c. Si (D) factible y (P) no factible tenemos max-w 

·• no acotado. 

d. Los problemas (P) y (Ú) 'pueden ser ambos no --

factibles. 

Prueba a. Si x y y son soluciones factibles de (P) y (D) -

respectivamente, se tiene que ex >,. b ty (Proposición 1). De

donde, ~queda demostrada si existen soluciones factibles x y 

y tales que ex ; bty. Probaremos que el sistema 

x~O Y ~o 

tiene solución. Este sistema puede escribirse como 

u: -:J [:] (1) 
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Sin embargo, si este sistema no tiene soluci6n sabemos que 

[u.v.o] r :~ 
l-b -
L 

donde u:>, O, v '>1 0 y s ~O, tiene solución 

L. o (2) 

Note que s es un escalar y que los vectores hilera u y v tie 

nen tantos componentes co!lD número de columnas e hileras tie

ne la matriz A respectivamente. Analizaremos dos casos. 

Caso 1: s '>O. Sin pérdida de generalidad, hagamos s=l. En-

este caso se tiene que existe u>,O y v>
1

0, tales-

que. 

cut~ b t vt 

Sin embargo, ésto contradice la proposición l. 

Caso 2: s = O. Si el sistema (2) tiene solución se tiene que 

[:1 o 

no tiene solución. Sin embargo, ésto contradice la suposición 

inicial, esto es, (P) y (D) son factibles. Estos argumentos -

demuestran que~ ->e cumple. 

Dada la simetría ~ y E sólo probaremos ~- Primera -
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mente, si (D) es no factible, se tiene que: 

y =. e' y >,.. o 

no tiene solución. Consecuentemente, 

A A. >,.. O 

tiene solución. Por otra parte, sea x una solución factible de 

(P), esto es, Ax. )1 b; 

vector x + a. A donde 

A (x+'iaA ) >, b 

x ~O. Entonces, se observa que el

") O, satisface las restricciones 

X +ai\.)1 0 

y el valor de la función objetivo es z = ex + "e).. . Sin emba.E_ 

go, si a tiende a ,infinito el valor de z tiende a menos infinl_ 

to. De ésto se concluye que el mínimo de z es no acotado. Fi -

nalmente, es sencillo construir ejemplos de problemas lineales 

duales que sean ambos no factibles. 

Una forma equivalente y simple de establecer el teore 

ma de dualidad se resume a continuación. 

Corolario 2. (Teorema de dualidad) 

Si alguno de los problemas lineales duales (P) o (D)

tiene solución óptima, lo mismo es cierto del otro problema y 

el correspondiente valor. de la función objetivo es el mismo. -

Por otra parte, si uno de los problemas tiene función objetivo 

no acotada, el otro problema no tiene solución factible. 

Las soluciones óptimas de los problemas lineales dua

les satisfacen ciertas relaciones adicionales que permiten es

tablecer una interpretación económica de los mismos. Estas re-

189 



laciones se resumen en el siguiente.resultado denominado el --

Teorema de complementaridad. 

TEOREMA. DE COMPLEMENTARIDAD. Considere los prob 1 emas 1 ineales

duales. 

min z ex max w b ty 

(P) Ax 'J, b ., Aty = et ·(D) 

X >, o y >, o 

Sean x* y y* soluciones factibles de los problemas respectivos. 

Entonces, una condici6n necesaria y suficiente para que x* y y* 

sean soluciones 6ptimas es que satisfagan las relaciones. 

a. X~ ... > o implica aiy ci 

b. x'!' 
l. 

o si aiy ¿_ c. 
1 

c. y'!' 
l. > o implica ajx bj 

d. y~ o si ajx > b. ;¡ J 

donde a. 
J 

(a i) es el i-ésimo (j-ésimo) vector renglón (columna) 

de la matriz A. 

Prueba. Si x* y y* son soluciones factibles de (P) y (D) res 

pectivamente. 

.. = yt·. (Ax*-b) >, o 

fJ = (e - y t ''·A ) x* '>, O 
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De donde, « + /3 = ex* - b ty*. Sin embargo, el teo

rema de dualidad establece que x* y y* son soluciones ópti

mas sí y sólo sí se cumple que ex* bty*; que es equiva -

lente a ª=O y /3=0. Esto termina la prueba, pues las··rela-

ciones del teorema son f~ciles de implicar dado que « y /3 -

resultan deL producto de vectores no negativos. 

5.- Ejemnlos v aulicaciones 

En esta sección se considera la aplicación del te~ 

rema de dualidad o su equivalente, el teorema de complemen

taridad, al análisis o solución de algunos problemas de pr~ 

gramación lineal. 

1 • - Considere el problema lineal. 

maximice z = 20x1 + 1ox2 
... X3 ... 1Sx4 

3x1 
... 2Xz .¡. 1 ÜX-

.) 

.¡. 3x4 !:: 1 o 

(P) 
zx1 

.¡. 4Xz + zox3 + X4 = 1 5 

x 1 )1 O Xz ), o X- ),0 ;x4 .,, o 
.) 

Determine la solución óptima de este problema y de 

su dual. 

El problema dual de (P) es 
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Minimice w 

3/.1 

2). 1 

(D) 1 o 'A 
1 

3•). 1 

/\ 1 >,o 

cuya solución óptima, 

w" 

= 1 o A1 
.¡. 

.¡. 2).. 
2 

.¡. 4- ). 
2 

+ 20 A 
2 

.¡. 11..2 

. 
)\2 ), o ; 

obtenida 

200/3 

1 s )\2 
>,. 20 

), 10 

~ 1 

>, 1 5 

graficamente es, 

)* 
1 

·20/3 ; o 

Usando esta información y el teorema de complement~ 

ridad se implica que la solución óptima x* de (P) satisface -

x" 2 o x*. 
3. o o 

pues la segunda, tercera y cuarta restricciones del problema

dual se satisfacen con estricta desigualdad cuando se sustit~ 

ye la solución óptima ( ;\ f, ).~). Por otra parte, 1ado que -

~ f es positivo se implica que la solución óptima del proble

ma (P), satisface con igualdad la primera de las restriccio -

nes de desigualdad, esto es, ~e cumple que 

+ + + 3x~ Jo 

Sin embargo, dado que x~ O se tiene 
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xi=10'/3 .. Finalmente, es fácil verificar que el vecto x" es una 

solución factible del problema (P}, y que e~valor de la fun

ción objetivo es z* = 200/3. Esto demuestra que x* es la sol~ 

ción óptima del problema (P) 

ó.- Asignación de recursos en una economía en comoetencia per-

fecta. 

Considere una economía formada por m industrias (k=l, 

... ,m} que planean sus actividades para maximizar sus respec

tivas ganancias. Suponga que cada industria k tiene caracteri 

zado su nivel de actividades por un vector xk, y sus restric

ciones de producción o tecnológicas por medio del sistema 

donde Bk es una matriz mkxnk; y bk un vector columna de mk -

componentes. Puede decirse que bk es el vector de máxima cap~ 

cidad (i.e. número de máquinas, horas-hombre, etc). disponi -

ble en la industria k. Asimismo, cada elemento (i,j} de la ma 

triz bk puede interpretarse como la cantidad de recurso i ne

cesario para tener una unidad de nivel de la actividad j. Las 

ganancias en la industria son dadas por ckxk, donde ck es un

vector hilera de nk componentes. 

Las industrias consumen un determinado número de re-· 
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cursos básicos cuya cantidad depende del nivel de actividad a 

que operen. Específicamente, la industria k consume un vec -

tor de recursos Akxk, donde Ak es una matriz m0xnk. Sin -

embargo, los recursos básicos son limitados, e igual al vec-

tor s. 

Consecuentemente, la suma de los recursos básicos -

consumidos por todas las industrias deben ser menor o igual a 

s, esto es: 

(O) t 
i:=l 

Ante esta situaci6n, el gobierno decide que los pre 

cios de los recursos básicos sean cero si al seleccionar las 

industrias separadamente sus niveles 6ptimos de actividadés-

se satisface la restricción anterior. En el caso contrario, 

el gobierno establecerá un vector de precios p sobre los re

cursos de manera tal que la restricción (O), se satisfaga. 

En tal caso cada industria k=l, ... ,m buscará 

Podemos interpretar a la función objetivo de este -· 

problema diciendo que la ganancia de la industria k será CkXk 

194 



.. 

menos la cantidad de dinero que debe pagar por los recursos

bás icos que consume, esto es, pAxk. 

El Departamento de Control del Estado procede a la

determinación del vector de precios que permitirá reducir el 

consumo de recursos básicos por las industrias a una canti-

dad menor o igual a s. Con este propósito, el Departamento -

pl~ntea el problema lineal: 

(1) max z clxl + czxz + + C X mm 

Alxl + Azxz ... + Amxm ~ s 

Blxl = bl 

( 2) Bzxz !:. bz 

Xz )1 0 . 

Este problema correspondería a pedir que el conjunto 

de industrias maximicen sus ganancias totales, pero que el -

consumo de recursos básicos no exceda el vec~or de cañtidades 

disponibles. Supongamos que en este problema las ganancias to 

tales son acotadas. Equivalentemente, existe una solución 

óptima a este problema. En consecuencia, existe solución óp-

tima del problema lineal dual asociado a (1)-(2), i.e., 
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(4) min w ps + Y1h1 + Yzhz + Ymbm 

pAl+ylBl '>1 el 

pAz+YzBz ), Cz. 

(S) 

pAm+ymBm ), cm 

(6) 
P'>, O ; yi),0 i=j, .... m. 
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A N E X O C 

ALGORITMO DE DANTZIG WOLFE 

En el capítulo tres se hizo la siguiente afirmación: 

'El procedimiento de Malinvaud es una mera generalización -

del algoritmo de Dantzig Wolfe'. Para justificar dicha afir

mación, es necesario conocer el procedimiento de Dantzig 

Wolfe, el cual se desarrollarl en el presente anexo. 

Supóngase que una economía se puede describir media~ 

te un modelo lineal. Y que los recursos de la economía se 

pueden dividir en dos categorías: aquellos que son de uso c~ 

mún de todos los sectores de la economía, y que por lo tanto 

habrl que asignarlos óptimamente, y aquellos que ya están -

distribuidos entre los sectores e con moviliada nula ) . 

Llamaremos Hk y Lk a las matrices de co0ficiente té~ 

nicos de los procesos productivos del sector k, con respecto 

a los recursos fijos del sector y a los recursos comunes que 

deberln de ser distribuidos, respectivamente. Sea xk un vec

tor colunma cuyas componentes serán los niveles de actividad 

de cada uno de los procesos existentes en el sector k. Por -

tanto, Hk xk corresponde al vector de demandas de recursos -
fijos del sector k, y Lk xk al vector de demandas de los re-

cursos comunes del mismo sector. Sea ck el vector hilera de-
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ponderaciones de las actividades del sector k en la funci6n 

objetivo. Por último, sea b el vector columna de recursos -· 

existentes en el sector k y d el vector columna de recursos 

a ser asignados. 

Por lo tanto en este caso el problema de asignación 

consistiría en: 

Máx 

s.a. 

Hk xk ~ bk -\j k €. l,n ce .1) 

n 
Lk = d ¿: xk 

k=l 

xk >, O Vk €. l,n 

Se tratará de llegar al óptimo de una manera desee~ 

tralizada, la cual consistirá en dar un conjunto de precios 

para los recursos comunes a ser asignados y entregar dichos 

precios a cada uno de los sectores para que maximicen sus -

beneficios. 

Cabe sefialar la estructura especial que tiene la ma 

triz de restriccjones de problema, puede verse que algunos

renglones de la macriz sólo involucran a un bloque de vari~ 

bles, por ejemplo la matriz Hk sólo involucra a las varia-
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bles del sector k, mientTas que otro bloque de restriccic -

nes involucra a casi todas las variables del problema: por

ejemplo, Lk. 

De hecho la aplicación de todos los metodos de pla

nificación descentralizada están basados en esta caracterí~ 

tica especial de la matriz de restricciones del problema a 

r_esolver, y esta misma característica nos da idea de la mu} 

titud de problemas que se pueden resolver mediante algún -

algoritmo de planificación descentralizada sin ser necesa -

ria.mente la planificación de una economía. (Observese que a 

nivel de una empresa esta sería casi siempre la estructura

d~ la matriz de restricciones). 

Si se llama p al vector hilera de precios asociados 

al vector d tendríamos que el costo unitario por proceso de 

los recursos comunes estaría dado por el elemento correspo~ 

diente en el vector pLk; por lo tanto, el vector de benefi

cios unitarios será ck - pLk. Con esto el problema que deb~ 

ría plantearse cada sector seria: 

Máx 

s .a. 

Hk xk t.. bk 

Xk), 0 

ce. 21 

Obsérvese que el problema (C.1) puede escribirse simplemen-
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te como: 

Máx c.x 

s.a. 

A.x,: b 

X )1 0 

donde: c=(c1 ,c2 , ... ck, ... cn) 

b=(d,b 1 ,b 2 , ... bk, ... bn) t 

x=(x1 ,x2 , ... xk, .•. xn)t 

0 
A 

Ql ••• 0 0 

0 ... 0 0 

Este problema es factible de ser resuelto por el al 

goritmo simplex;.sin embargo la existencia de matrices con

este tipo de estructura, hizo pensar en la posibilidad de -

efectuar alguna modificación para aprovechar la existencia-
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de submatrices nulas así distribuidas, con el objeto de red~ 

cir la di.""!le:nSión del problema a ser resuelto y disminuir el -

tiempo computacional a ser empleado. 

Llamemos Gk al conjunto de soluciones factibles para 

la unidad productiva k ( lo que en el procedimiento de Malig 

vaud se denomino Yk), o sea: 

Es fácil ver que este conjun.to es convexo y cerrado, 

si además se supone que es acotado, se puede asegurar que -

los conjuntos Gk son poliedros convexos. Y por consiguiente, 

se podría utilizar una propiedad de los poliedros, la cual -

consiste en que cualquier punto del conjunto puede ser expr~ 

sado corno combinación lineal convexa de sus puntos extremos. 

Si se denomina xki a los puntos extremos del palie -

dro convexo Gk, se tendrá que: 

xk -r Akixki -"/ xk E Gk _,,¡. k E. l,n 
i=l 

gk 
"Aki > o con 2: 7'.ki l -'lk E. l,n y 4i E. l ,gk 

i=l .. 
donde gk correspónderá al número de puntos extremos (finito) 

dado que Gk es un poliedro. 
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Se puede llamar l~i al vector de demandas de recursos 

comunes, si el sector k estuviera produciendo lo indicado por 

el punto extremo xki' 0 sea: 

y cki al valor de la producción del sector k, si estuviera -

operando en el punto extremo xki' o sea: 

Entonces el problema C.1 puede reescribirse como: 

n 
Máx 2: 

k=l 

s.a. 

(C.3) 

t:k 1 >.Jk ti. l,n 
i=l 

~ )~ o 
ki 

donde las variables a determinar serian las ponderaciones -

asociadas a los puntos extremos de los diferentes poliedros-
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Esta nueva versión del problema de asignación se di 

ferencia de (C.1) en el hecho de que se produce una dismin~ 

ción en el número de restricciones {ahora salo hay una res

tricción por cada sector ) , conjuntamente con un aumento -

del número de variables ( el número de puntos extremos en -

un poliedro normalmente es mayor que la dimensión del espa

cio, en que está definido); aún así el balance es positivo, 

:;a que lo que determina la dimensión del problema y, en .cog_ 

secuencia, el número de iteraciones es el número de restri~ 

ciones, el cual ha disminuido; en cambio, el aumento de va

riables no afectará en 'forma importante el número de itera

ciones. 

Aparen temen te, se requiere de una enumeración complé· 

ta de los puntos extremos, lo cual haría perder mérito a e~ 

ta variante del problema, debido a las problemas de infarm~ 

ción que originaría. Sin embarga esto no es así. Supongase

que en la etapa t, se contara con una matriz básica Bt, aso 

ciada a la iteración t del algoritmo simplex. 

Es sabido que a cada una de las iteraciones del mét~ 

do simplex, está asociada una cierta asignación de recursos, 

la cual a su ve: tiene implícitos un conjunto de precios que 

están asociados a las restricciones del problema (dichos pr~ 

cios serían precisamente las variables duales). Dicho conju~ 

to de precios se obtiene al premultiplicar el vector de pon-
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l deraciones asociado a las actividades básicas (cBt) por la -

matriz básica inversa (Bt- 1). 

Pero en este caso se tienen dos tipos de restriccio

nes, unas relacionadas con los recursos a ser asignados y --

las otras con el hecho de que la suma de las ponderaciones -

en la combinación convexa de los puntos extremos debe ser 

unitaria. Para facilitar el tratamiento de los diferentes ti 

pos de precios,particionese el vector (c 8 tBt- 1 ) en 

(Pt, Vt), correspondiendo Pt a los asociados a las restric -

cienes de recursos y Vt al resto de las restricciones. El 

vector Pt puede interpretarse como un conjunto de precios p~ 

ra los recursos, en la asignación determinada por la base 

Bt; por su parte, el vector vt s6lo puede ser interpretado -

como un conjunto de precios en el sentido de que valoran - -

cuál sería el impacto sobre la función objetivo (estando en

la base Bt) si aumenta marginalmente la capacidad productiva 

del sector. 

Se tienen ya los elementos para aplicar el criterio 

del simplex en nuestro problema, con objeto de saber si exi~ 

te una base que sea adyacente a Bt y que tenga asociado un -

mejor valor de la función objetivo. El criterio simplex -

compara cki con z~i tal que si cki - zfi es positivo para al 

gOn ki significa q~~ 2xiste una base adyacente a Bt que pro-

porciona un mayor valor de la función objetivo. 
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Siendo zt el escalar que resulta de postmultiplicar 
ki 

el vector (Pt,Vt) por la columna de la matriz de coeficien 

tes correspondiente a las variables Aki' es decir: 

Por lo que: 

según el criterio simplex, se deberá encontrar una actividad 

sr tal: que: 

c - z t sr sr Máx 
.\/ik 

- z t }= 
ki 

v~} 

y una vez encontrada, si es positivo, se deberá incorporar a 

la base y pasar a la siguiente iteración; el caso contrario-

significará haber llegado a la base óptima. 

Para encontrar la actividad que maximi~a los coefi-

cientes de costo reducido, se pueden realizar dos etapas. La 

primera consistiría en bu.scar entre los índices i y, para t.9_ 

do k, aquel que lo haga máximo; y, la segunda en buscar el -

máximo para los subíndices k dados los resultados de la eta

pa anterior. 
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Dado que V~ no depende de i, la primera etapa con -

sistiria en: 

máx 
i { c -

ki 
(C.. 4) 

si se recuerda la definici6n de cki y lki' lo anterior es -

equivalente a: 

donde xki corresponde a un punto extremo de Gk 

Y si se recuerda que el teorema·rundamental de la -

programaci6n lineal establece que si el conjunto determina

do por las restricciones es acotado, entonces por lo menas

en uno de los puntos extremos estará definido· al máximo~ --

por lo tanto, resolver (C.4) es quivalente a: 

Máx (ck - P tLk) xk 

s .a. 

y se llega finalmente a un problema que tiene la forma del

problema planteado inicialmente (C.2) 

Con esto se puede ver que el problema (C.4) consis-
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te en que todos los sectores determinen cual es el programa 

de producción que maximiza sus beneficios, dado el vector -

de precios para los recursos entregados por la oficina de -

planificación en cada etapa. Este cálculo puede ser realiz~ 

do en cada sector y lo único que se requiere para continuar 

el procedimiento es que la oficina de planificación reciba

la información respecto al punto extremo en el que se situ~ 

rá cada unidad productiva. A diferencia del procedimiento -

de Malinvaud los programas de producción que envían las - -

empresas a la oficina de planificación no son necesariamen

te .Puntos extremos, pero se obtienen bajo el mismo principio 

de maximizar los beneficios de la empresa dado los precios

que determino la oficina de planificación. 

t Si se llama xks al punto extremo en el que se situa 

el sector k en la etapa t del procedimiento, la oficina de

planificación procederá a buscar la actividad rs tal que: 

máx { t 
k ( cks - P 1ks 

Esta expresión es bastante interesante; ya que nos

dice que es necesario comparar el beneficio que genera la -

actividad ks, con algo que se podría denominar precio de su 

capacidad. Si el beneficio es mayor que dicho precio, signi 

fica que es rentable el aumentar la producción de la empre

sa k, y por lo tanto, se le podrían asignar más recursos a-
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trav~s de.introducir dicha actividad en la base. Conocidos

los sectores para los cuales es rentable el asignar más re

cursos, se escogerá aquel en que el beneficio tenga la ma -

yor diferencia con el precio de su capacidad, introduciendo 

la actividad correspondiente a la base (obteniéndose, por -

tanto, Bt+l).Asi pues, la oficina de planificación está en 

condiciones de volver a repetir el procedimiento. 

Aparentemente la oficina de planificación necesita

ría conocer todos los puntos extremos de los conjuntos de -

posibilidádes de producción de cada sector para poder re 

solver el problema que le corresponde; pero esto no es así, 

ya que sólo necesita conocer aquellos puntos extremos que

están en la base inicial, y conforme se vayan realizando -

las iteraciones subsecuentes los sectores le darán a cono-

cer los puntos extremos, de los cuales escogerá el que en

tre a la base. Puede observarse que, aunque no realiza ex -

plícitamente ninguna nueva aproximación al conjunto de posl 

bilidades de producción de cada sector, como en el procedi

miento de Malinvaud, .el hecho de cambiar de base implica -

un mayor conocimiento de los conjuntos de posibilidades de 

producción de cada sector. 

Se está pues en condiciones de mostrar el diagrama

de flujo asociado n.l procedimiento de Da.ntzig· Wolfe. 
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Se a presentado un método de resolver el problema 

(C.l) a partir de la solución de subproblemas de la forma 

(C.2), y por lo tanto es conveniente señalar algunas relaci~ 

nes existentes entre ambas alternativas. 

La primera relación consiste en que la solución ópti 

ma del problema (C.1) es solución óptima de los subproblemas 

de la forma (C.2). Para demostrar esto se plantean los pro -

ulemas duales asociados a cada uno. 

El dual de (C.l) es 

s.a. 
(C. S) 

--
_lfk E. l ,n 

El dual de (C.2) es: 

s.a. 
.lf k E. l,n (C.6) 

donde wk corresponde al vector de precios duales asociados a 

las restricciones bk y P a las rescricciones d. 
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Tanto (C.S) como (C.6) tienen solución, en virtud de 

que los conjuntos de solución de los problemas primales son 

acotados y no vacíos y, por lo tanto, existe una solución -

óptima para ambos problemas. 

* Si y P son soluciones de (C.1) y (C.5) 

respectivamente, se tendrá que demostrar que también son so-

luciones óptimas de (C.2) y (C.6). 

Se puede observar que son soluciones factibles de los 

subproblemas, dado que satisfacen las restricciones de (C.2) 

y (C.6). Por lo tanto se cumple que: 

es decir: 

Para que sean soluciones óptimas de (C.2) y (C.6) re~ 

pectivamente, se requiere que la expresión anterior se cumpla 

estrictamente como igualdad. Si se suma sobre k obtenemos: 

:E + ¿ (C.7) 
k k 

* Pero en virtud de que P son solucio -

nes óptimas de (C.l) y (C.S) se cumple que; 

por lo tanto (C.7) es equivalente a: 
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Como xlj: es soluci6n óptima de (C.1) se puede suponer que: 

¿: 
k 

.. 
multiplicando por P 

Se puede concluir que: 

¿ 
k 

+ L: 
k 

d 

.. 
- p d o 

y dado que para cualquier k el término correspondiente es ma 

yor o igual que cero, se puede asegurar que: 

+ o 

que es lo que se quería demostrar. 

Uno de los grandes problemas de este procedimiento -

surge del hecho de que, aunque la solución 6ptima del probl~ 

ma (C.1) es solución óptima del problema (C.2), la implica -

cación contraria no es nec~sariamente cierta. 

Se puede observar que si son soluciones 

" óptimas de (C.2) y (C.6) respectivamente (con P=P), los --
Q 

xk satisfacen en el problema (C.1) las restricciones de re -
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cursos fijos; sin. embargo. no existe raz6n para asegurar 

que se satisfagan las restricciones de recursos a ser asig-
o 

nadas; a su vez. los wk son soluciones factibles de (C.5),-

sin embargo no tienen porqué ser óptimas. 

Este hecho parecería contradictorio con todo lo an -

tes señalado; sin embargo esto no es así, ya que el proble

ma (C.3) que es equivalente al problema (C.1), no tiene po~ 

qué dar como resultado, niveles de actividad que correspon-

dan a puntos
0

extremos de los conjuntos Gk• lo cual si suce

de con los xk • El problema (C.3) da a la solución óptima -

valores para las ponderaciones de los puntos extremos de ~

los Gk y la combinación lineal de los puntos extremos no -

tiene porqué corresponder a un punto extremo del conjunto -

Existe un caso bastante significativo, que es una 

buena muestra de este problema. Supongamos que en la solu -

ción óptima de (C.3) resultara que la capacidad productiva

del sector k no debe estar ocupada plenamente. Esto signif~ 

ca que los precios duales asociados a los factores fijos --

* del sector son nulos (wk =O). Pero dado que existe corre~ 

pondencia de-la solución óptima de (C.1) y (C.5) con (C.2)-

y (C.6) respecivamente, se tiene que: 

w~k o 



Además, al estar la capacidad productiva del sector -

desocupada en el problema * central, xk será un punto inte --
rior de Gk. Pero sucede que dado * que xk es solución óptima-

de (C.2) y Y xk también lo es, se tiene: 

(ck - * p Lk) xk (ck * * - p Lk) xk o 

* Lo cual significa que ck - P Lk, constituyen un vec -

ter nulo, pues si no lo fuera, sería imposible que un punto

extremo e que es frontera), originará el mismo beneficio que 

un punto interior. 

Está ·por demás decir lo que significa el que las pon

deraciones de una fun~ión objetivo sean nulas, en términos -

de tratar de tomar una decisión. 

Finalmente cabe señalar que sería equivalente, que al 

sector se le entregará alguna instrucción que no significara 

maximizar beneficios, siempre y cuando ésta implicará _si -~ 

tuarse en un punto extremo de Gk. Esto se debe a que el cri

terio del simplex para obtener la actividad que entra en la-

base, teóricamente no disminuye el número de iteraciones pa-

ra llegar a la solución óptima. Por lo tanto, cualquier 

otro criterio que implique que el sector se sitúe en un pun-

to extremo de Gk sería igualmente válido, y originaría proc~ 

dimientos alternativos. 
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