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Aprovecho esta preliminar para mencionar dos cosas: el motivo
que me hizo pensar en la presente tesis y -1 propdlito con el gue
puede contribuir.

Antes de ingresar a la Pacultad de Ciencias, recibi clases de
matendticas financieras en el Colegio de Bachillerss plantel mo. 3}
momento desds el cudl me gusto dicha materia, por lo que al final
de la carrera no descartd la posibilidsd de considerar éste drea
para este trabajo.

Al cabo del tiempo encontré en la biblioteca del Sistesa de En-
sefianza Abierta del Colegio de Bachilleres, una gufa de estudios
para los exdmenes correspondientes a ese sistema, elaborads por la
Act, Himmelstine E, Lilim y el Act, Toledano y C. N. Alfonso; gufa
gue tomé como base pars cubrir gran parte del nrn;x'lu de lltll‘t1~
cas financieras del Colegio de Bachilleres.

' El propdsito de esta tesis es precisamente, trnscr cada ‘objetive
‘del programa o plan de estudios de matemdticas financieras del Co -

legio de Bachilleres de modo que el estudiante de dicha institucidn
pueda encontrar en una saola fuente, ahorrando tiempo, toda la- intar

macidn que nocolit-. obtcniondo uns concreta y clars idea de. eqda

concopto. "
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INTRODUCCION

Las operaciones bancarias y comerciales se pueden llevar bajo un
buen contral mediante una adecuada administracidn, contabilidad, in
vestigacidn de operaciones, etc, y utilizando la herramienta de las
matemdticas financieras. En dichas operaciones se busca una ganan ~
cia, 1la cudl es la que se obtiene mediante el interés, representa -
do por una tasa o porcentaje que se aplica sobre un total gque se 1n
vierte durante el tiempo que dura la transaccidn.

Hay operaciones en las que se maneja una cantidad o pago, otras,
en las que se trata de una serie de pagos. En el primer caso se arli

‘cgn los conceptos de depreciacidn, interés simple, prorrateo de fac
turas, etc; cuando se trata de varios pagos, se utilican los conceg
tos de ocuaeidn de valor, descuentos sucesivos, racionales, banca -
rios, etc. En el caso de una serie de pagos, se aplican las llama:~-
das anualidades que corresponden a deudas e inversiones generalmen
te.

Los conceptos financieros tambien tienen su base en el algebra;
los squi tratados se relacionan con los capitulos del 15 al 21 que
hablan de progresiones, interpolacidn lineal, teorema del binomio,
etc.

Matendticas financieras I que corresponde al 50. semestre como
materia optativa del QJolegio de Bachilleres, cubre lo que concier~
ne al primer caso mencionado. Y el segundo caso lo cubre matemdti-
cas financieras II correspondiente al 6o. semesatre de dicho cole -
glo, cuyo plan de estudios estd vigente deasde el lo. de marzo de
1976.

En cuanto al contenido; el capitulo de exponentes contiene sdlo
el caso de exponentes racionales; til y suficiente para los con-
ceptos aqui expuestos.

Las tablas de logaritmos en el anexo, pueden servir para encon-
trar el logaritmo de un nimero de'4 o mds cifras, aplicando el mé-
todo de interpolacidn lineal obteniendo una aproximacidn aceptable,

Las tablas financieras a las que hacemos referencia, son las ela
boradas por el Act. Benjamin de la Cueva, las que se sugiere consuI
tar (ver. referencia bibliogrdfica).

Para el buen aprendizaje de la materia, se sugiere que el alumno
cuente con una calculadora cientffica J en su defecto, el profesor
debe ‘sugerir gque cuente con tablag financieras.

- X1l -



L INTERES SINPLE

Interds: Interés es la cantidad que se paga por el uso de un -~

capital en base a la unidad de tiempo (un aiiz).

1.0

1.1

Interés Simple.

La cantidad que se forma al aplicar una tasa de interés a
dicho capital por el tiempo en que se usa el capital, es el in
terés. Cuando dicho interés no se afinde al capital original o
inicial, se llama interés simple.

Los elementos del interés ainple son: el capital, el tieapo
la tasa o tipo de interés.-

El capital es la cantidad que se utiliza por cierto tiempo
a determinada tasa.

El tiempo estd considerado en aﬁos. mesea o dfas, semin el
CASO,

La tasa de interés es la razén sobre $100.= en la unidad de
tiempo que generalmente es de un afio o 360 dfas; as{ una tasa
de 10% significa 10/100 = .10 , un d‘cilo del total, represen~
tado por 100.

Célculo del Interés Simple. v
Se calcula segin un tanto por ciento, en un tiempo determi-
nado, el tanto por ciento recibe el nombre de tasa o tipo de
interés y generalmente es anual.
. El interés es el producto que resulta de multiplicar el ca-
pital por la tasa de interés (puesta en forma decimal) y por
"la unidad de tiempo, es decir:

I = Cit
I; interés simple i; tasa de interés
C; capital t; tiempo, cuya base es
un aﬂo
despe jando tenelosz
I
°= 3¢ L teqr

Suponiendo que la tasa es anual (en caso contrario se con -

vierts, ver ejemplos), la formula general del interés presenta

una de las siguientes tres for-as, dopendiando de como expresa
mos el tiempo:
a) si el viene expresado en afios:
, I =Cit: (r.1)
b) si el tiempo viene expressdo en meses: -
| -3 (r2)
c) 01 01 tiempo viene expresado en dfas: :

r-%% - )

-1



Ejemplos:
1. Calcular el interés producido por $1960.= al 5% semestral en
3 aflos 5 meses.

DATOS FORMULA SUSTITUCION
¢ = 1960 1= Cit 1= 1960 x 41 x 0.10
t = 41 meses 12 12
i =,05%x2 = .10 anual I = 609.67

2. Hallar el interés producido por un capital de $1028.75 al
4% trimestral en 2 afios, 6 meses, 15 d{as.

DATOS FORMULA SUSTITUCION
¢ = 1028.75 I« Cit 1 < 1028.75 x 915 x 0,16
t = 915 dfas 353 380
-0y 2 8 e ERTLE

Para calcular la férmula general del monto simple, es decir, la
férmula para la cantidad que se forma al sumar al capital ini-
cinl los intereses, denotaremos a dicha cantided con la letra
S; es decir;

S=C+1
y recordando que I = Cit, tenemos:
= C+Cit = C(1 + it) - (F.4)
de ésta férmula obtenemos lo siguiente:
€= e (P.5)
4 = §l§§:_l- ~ (P.6)
t = §ZEI:-E- (P.7)

Ejemplo:

l. En tres meses un capital de $21000,e produjo un monto de —--

-$24250.=, ;bajo qué tasa trabajd dicho capital?
Baros ¢Podo A PORMULA 36 P

o DAfos < SUSTITUCION
t-3/12 =025 4= g(______ _ (24250/21000)—1
S = 24250 . | L lsgfifsoi -1
A .25
=0 619047619
i = 61.9%
Ejercieiol-

¢(Cudl es el interés de $4500. al 8$ anual en 8‘-osea. 16 af
as? R. $256.= .

2. Calcular el interés de $2560.= al 10% anual en 1 afio, 4 me -
ses y 18 dfas, R. $354.13, ,
3. ¢Qué interés tendrd un capital de 88135.- al 3% trimeatrnlv‘

om 4 lﬁOl? Rl ‘390‘-80. ' :
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1.3

4, ;Cuénto acumulard un sefior en el banco, 8i invierte $45000.=
a una tasa del 20% anual, en 3 afios? R. $72000.=

5. iDurante cudnto tiempo se requiere invertir $22500.= para te
ner $41000.= a una tasa del 42% anual? R. 1.95 aflos o 1 afio
y 342 dias (para obiener la cantidad de dfas, ver sec.,16.2).

6. ;A qué tasa debe trabajer un capital de $§10000.= para for -
mar un monto de $15000.= en 6 meses? R. 100%.

Gréfica del monto bajo Interés Simple.

Bajo cierta tasa de interés que es constante dentro de cier-
to perfodo, el monto simple, varia segin varie el tiempo, es de
eir el tiempo es 1la variable independiente (t) y el monto la va
riable dependiente f(t) =

donde S=C(1l+it) semin (F-d). por tener t grado 1, con pendim
te Ci y ordenada al origen C, vemos que Y es una recta:

Y=Cit + C=8§
Ejemplos
1. Graficar el monto de $260.w=, cuando el interés einple es del
3% anual, durante 5 afios.

DATOS FRMULA SUSTITUCION-
¢ = 260
i = .03 S = C(l+it)
t=5 - )
t 01 2 4 |5
5=T(t)[260(267.9 . B340, 1299
‘f(t)zgg
291,2
283.4
275.6
1 267.8
260 +
o bty b
Ejercicioas

1. Construir 1la gr‘fica para un capital de $200.= con interés e
del 1.5 anual.. .
2, Graficar el monto de $370.= al 7% anual.

Valor Presente o Valor Actuasl o Capital Inicial, _

Se denoxina valor presente o valor actual, al capital que
se tiene disponible en éste instante (lnt.l de aplicar los in-
tereses), al cufl se le aplica una tasa de interés para obtener
el interés simple y luego el monto sumando I=Cit & dicho .capi-
tal, después -de transourrir cierto tiempo.
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Se obtiene de(P.5), es decir: C = - (r.8)
1+t
Fiemplos
1. ;Cufl es el valor actusl de $13300.= cuya tass es del 12% -
anusl para un tiempo de 2 afics?

DATOS FORNULA SUSTITUCION
8 = 13300 s 13300 13300
1= Co-yiiz e 4% )1 ¢ 9% 1
C=$10725,80

es deoir, la cantided que es necesaria invertir
a una tass del 12% anual para acumular $13300.s
durante 2 aiios es $10725,80,
Ejercicios:
1. 3Qué cantidad se necesita invertir para acusular $10200.= du-
unto i afio & wna tasa del 31% anual? R2 $7786.26
. Para acusular 25000.= en 2 afios & una tasa del 16% anual, --
Mw‘ cantidad se necesite invertirt R. $18939.40.

Ecuacién de Valor,

Una ecuacién de valor es, como su nombre lo indica, una igual
ded de valores, en donde cads miembro de la igusldad representa~
una obligacién del deudor, pero, con feohs de pago distinta a la
del otro miesbro. Nediante ésta ecuacidn, el deudor tiene la ven
taja de cambiar la fecha de pagc (fecha de valuacidn o fecha -
fooal) para su comodidad, siempre y cuando el acreedor acepte.

I ocaciones varfa aunque ligeramente el valor de la obligae-
oién, dependiendo de la focha focal escégida, pars el caso de -
usar tasa de interds simgle(para el caso de la tass no unul. -
wver secoién 5,1, que utilisa interés compuesto). ‘
Rjemploss
1. Determinar el valor de :I.n siguientes oblimiono-, on 01 dfa

de hoy, suponiendo una tase de 4% d¢ interds simples $1000.= =
con vencimiento el dfa de hoy, $2000.= con vencimiento en 6 -
meses con interes del 5% mnusl y $3000.= con vencimiento enm 1-
afio con intereses al §% anual. Utilisar el dt- de hoy como fe
cha focal.

Designemos con X sl nlor requerido. $X sord la susa de

los valores presentes al 4%, de las tres obligaciones:

e) $1000 el afs d4e hoy,

b). 2000(1+(.05)(1/2)) = $2050 ver(Pr.4)

6) 3000(1+(.06)(1)) = $3180 ‘

donde b) se vence en 6 meses y c) se vence en 1 sfio
representenoslo con un "eoje del tiempo"

. L aAde j
1560 - Ty %o




por ser valores pressntes tenemos:

X = 1000 + 2030 . -8

1+.04)(1/2)  1+(.08)(1)

= 1000 + 2009,80 + 3057.69 = $6067.49
por lo tanto si la fecha focal es el dfa de hoy:

Ahora cambiemos la fecha rocal a un sfio despues, es decir:
r L aSe ¥ allc }
1666"‘“"'"’"""‘"2356 3teo

por ser ahora un monto para cada caso, tenemos:

X(1.04) = 1000(1.04) + 2050(1+(.04){(1/2)) + 2180
= 1040 + 2091 +3180 = 6311

X= ‘.u - = $6068.27

por lo tanto si la fecha de veluscidn ss dentro de 1 aflo
el valor de 1ss obligaciones varfa en (5068.27-6067.49)
78 centavos. s
2, Una sefiorita debe $1000.= por un prestamo con vencimiento en
6 meses, contratado originalmente a 1.5 aiios a 1la tasa de 4%
y debe, ademds, $2500.= con vencimiento en 9 meses, sin inter
reses. Kl desea pagar $2000.= d¢ inmediato y liquidar el dal-
do mediante un pago unico dentrs de 1 afio. Supomiendo un remdi
miento de 5% y considerando la fecha focal dentro de un nno. -
detom:lnar ol pago dnico mencionado.
El valor al vencimiento del préstamo con intereses es -
1000(1+(.04)(3/2))=1060. Designemos och X el pago requeri
do. Coloquemos, por sncima de uns linea de tismpo, las o
obligaciones originales ($1060 al final de 6 meses y
$2500.= a1 final de 9 meses) ¥ por dedajo sl musvo siste
ma de pagos ($2000 en 1la fecha y X al final de 12 meses]

17 ases { Gwases [ 3racay .
{ 060 2500 echs focal
0 ’ 6 9 12 meaes
2000 X

calculando cada valor en la fecha focal e iguslenmdo la -

suna del valor resuljante de las obligaciones originales
con el de las nuevas obligaciones, temmmos

2500(1.05)+X = 1060(1+(.05)(1/2)) + zsoo(n(.os)(l/u)
2100+X = 1086,50 ¢+ 2531.2%

I = 1086.50 + 2531.25 - 2100
= .1517 75

1.5 Pagos Parciales.



1.5 Pagos Parciales.

No siempre las deudas se cubren con un pago inico; dentro &
del perfodo de obligacién se puedan hana» ppgos parciales has-
ta pagar la deude total. E1 deudor hard los pagos por la canti
daddad que el guste disponiendose a pagar el saldo de la deuda
en la fecha de vencimiento.

Ejemplo:

1, Se tienen que pagar $2000,= en 1 ailo a la tasa del 5%, el -
deudor paga $600.= en 5 meses y $800.= en 9 meses, Hallar el
saldo de la deuda en la fecha de vencimiento.

1o solucionaremos de 2 formas:

2) Se determina el interés simple sobre el ler. pago par
cial ($600) por 12-5x7 mesee y sobre el 2do. pago par-
cial ($800) por 12-9=3 meses y sobre la deuda original
de $2000 por un aflo;

600x0.05=30 interes al afio
30/12=2.5 interes por mes
2.5x7=17.5 interes por 7 meses

as{ para el 2do. pago, tendriamos:
800x0.05=40; 40/12=3.33; 3.33x3=10

Y pars el monto:
2000x0.05«100; 2000+100=2100

la suma de los pagos parciales y los intereses de cada
pago es la suma que se restard al monto acumulado al --
final del afio, para obtener el saldo de la deuda en la
fecha de vencimiento:

600417.504800410 = 672.50

b) Si tomamos como fecha focal ¢l final de un afio, tenemas
) ( Treses r‘..‘.;&
600 800 X
i 9 12
: : 2100 :
X+600(2+(.05)(7/22) )+800(1+(.05)(3/12) )=2000(1+(.05)1)
X + 617.50 + 810 = 2100
X = 6720 50

& &
+

neses

Ejercicios: :

1. El costo de un televisor es de $36500.= y s¢ pagarf en 6 me
‘ses a una tasa de) 8% snuel, ;cufl es el saldo al finel de -
los 6 meses, si en ol ler. mee se pagan $12600.« y al 50. se

2. Una calculadora cuesta $25000.= y para pagarse en 8 meses -
noe imponen una tasa del 5% anual, ;cudl serd el saldo a pa-

. &ar, oi en el 2do, mes pagamos $7500.e y en el 6to. mes la =
cantidad de $9000.m? 8090700830 : ) e
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2.1

2 DESCURNTO

Desouento.

Descuento es una rebaja sobre una cantidad; la cantidad que
ge rebaja puede ser vista como un tanto por ciento (sec.13.0)-
de la cantided inicial considsrsda como el 100%X.

Descuentos Sucesivos.

Los descuentos sucesivos forman un conjunto de dsseuentos ¢
que se conceden por un motivo distinto cada uno, ya sea por —
pago por adelantado, por la temporada de descuento que ofrece-
una tienda, por la posesidn de una tarjeta especial,eto.

Cada descuento se aplica & le cantidad ya descontada por al
gin otro descuento, es decir:

Sea C la cantidad a descontar. _
T la tase de tanto por ciento que se aplica para el
descuento.
con un subindice indicamos el orden de los descuentos J supo-
niendo como unidad de tiempo un afio,
. Cr es la cantidad que se descuenta de C, es decir:
ler. descuento: c - cr - C(l-!‘ )

als cmtidadlﬂlultn e se le aplica otro descuento -

representado por la tasa ryt
2do, deecuentos

c(l-rl) - t.‘(].-x-l):'.,2 = c((l-rl)-(l-rlrz)
= C(l=r ~r +r.r.)
= c(1-ri)(i’:r52

. @ ls cantided resultente se le aplica r,:
Jer. descuento: 3

c(lorl ) (1-r2) - (:(1-3':l ) (1-:2 )x'3 -
: = ¢( (1"1)(1"'2)'(1"1)(1"2)’3)
= c(1-r1-r2+r1r2-r3+r1r3+r2r
- c(1—r1 )(l-rz) (1-:-3 )

y asf sucesivamente dependiendo del mimero de doac\x;n
tos, de modo que, pare el n-ésimo descuento, tendriasos;

ODn .. c(l‘rl)(l.rz’coo(l.rn, (’09) .

3-r1 r2r3 )

Ejoago: ‘ o

1. Una tienda ofrece el 2.5% de descuento para un eonjunto mo-
dular que cuesta $120000.= y un joven presenta su tarjets de
plan Joven y le conceden un descuento de 3.5%, jcufuto pagn

' por el conjunto? ' o



2.2

DATOS FORMULA SUSTITUCION
C = 120000

ri= 2.5%=.025 CD,=C(l-r; )(1-r,]  CD,=120000(1-.025(1-.035)
l‘ =» 3,54 =,035 .120000(0975)(0965)
=112905

Euto es, la cantidad ya descontada GD es ¢l precio que se pag

por el conjunto,

Ejercioios:

1. ¢Cufl fué el costo original {es decir, sin descuento) de un
articulo cuya cantidad descontada ¢ precio final em de $28900
cuando se le aplicé un descuento de 1.5% y despues otro del-
24? R. $29 938.88

2, ¢(Cuél es la cantidad que paga finslmente una seflors al com-
prar una mfquina de coser con costo de $568000.= si le hicie-
ron descuentos de 1%, otro del 1.5% y otro del 1%?

R, $55993.11,

Los descuentos sucesivos se aplican generslmente a los pre-
cios de mercancims al igual que el descuentc oomercial, que ee
un descuento sobre el precio de lista de un artioculo.

Descuento Bancario o Simple.

Hemos visto que para obtener un monto simple es noonarto -
aplicar una tasa de interés a un cierto capital durante ocierto
tiempo; la cantidad resultante (I) de aplicar la tasa sl capi-
tal(C), se suma al mismo {C) y se obtiene as{ el monto (S).

Ahora apliceremos una tass 1llsaada tasa de descuento (d4) a
una cantidad (S) (acusulada en algun momento por un capitel C,
a uns tasa de interes) en cierto tiempo t que por lo general -
es un aflo y ia cantidad resultante (D) serd restada a le canti

‘dad '8 obteniendo asf el valor presents (C)(ver sec.1l.3) de S,

a dicha cantidad que se resta se le llama descuento simple o
descuento bancario. '

El descuento simple D sobre una centidad S por t -ncu als
tasa de descuento 4, estd dado por:

D = 54t (r.20)
Y el velor presente de S5 estd dado por:
C = S=D = 3-5dt = S(1-dt) (r.11)

Ejemplo:

1. Hallar el descuento simple sobre una deuda de $1500.» gon Un
. vencimiento en 9 meses 2 una tasa de descuento de 6% snual,
scufl es el valor presente de la deuda?

DAT0S PORMULA SUSTITUCIOR
§ o 1300 Ca5(1-4t) C = 1500(1~(.06x.75))
R 9/12 - 3/‘ - 1500(0955) .
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el descuento simple es Dm=Sdt, D=1500x,06x(3/4)a67.50 y el valor

presente de 1la deuds ee $1432.50

njercicios:

1. Hallar el descuento simple para una deuda de $2600.= ouyo -
vencimiento es de 8 meses y la tasa de descuento es del 5.5%
anual. R. $95.33.

2, Si una deuds de $3250.= que vence en 10 meses, se le aplicd
una tasa de descuento de 7# anual, icudl es el valor actual-
o presente de diche deuda? R. $3060.42.

Dascuento Racionsl o Justo. ‘

Para que exista el monto simple tuvo que existir un capital
que 1o genera mediante una tasa de interés esimple durante cier-
to tiempo, el monto es mayor que el capital inicial (velor pre
sente 0 actual), hay pues un valor que diferencia al capital de
el monto} si ese valor o diferencia lo descontamos del monto S
obtenemos el capital G, a tal diferencia se ls 1llama descuen~~-
to racional sobre 5, es decir D =S5 - C {r.12)
Ejemplo:

1. Determinar el capital inicial o valor presente, al 6% de in
terds simple, de $1500.= con vencimiento en 9 meses y gcufl
es descuento racional?

DATOS PORNULAS SUSPITUCION
5 = 1500 0w a3 0= o 1900 _
i= .35 y 1+1% E&)&Nﬁn
t = 9/12 = 3/4 = :
D, = S~C 17035
= 1435.41
D, = 1500-1435.41
. - 6‘-59

Observaciéns Al comparar éste ejemplo con el ejemplo de la -
sec 2.2 (anterdor) vemos que cuando el descuento estd involucra
do, #l uso de la tasa de descusnto en lugar de 1la tasa de inte-
rés, esimplifica los cfloulose; por ésta rasén, el descuento raci
cional rara ver se utilisa. Al descuento bancerio se le conoce

. frecuentemente como interés por adelantado.

Bjerecicion: '

1. 51 se tiene un monto de $2300.= que se logrs en 7 meses a un
una tasa del 7% de interes simple, ;cukl es su descuento ra=-
cionsl y cufl el velor presente? R, D =90,23 y C=2209.77

2. Dursnte 5 meses se obtuvo un monto de” $13650.= & une teasa —
del 9% de interés simple, determinar el valor presente y ol -
descuento racional correspondiente. R. C=13156.63 ¥ D, =49337
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3 INTERES COMPUESTO

Interds Compuesto.

El interés simple devengado al final de un periodo especifi-
cado, puede aiiadirse al capital original para formar un nuevo
capital. El interés del siguiente periodo se calcula sobre este
nuevo capital. Si éste proceso se repite por dos o mis periodos
el aumento total del capital original se llama interés compues-
to.

Monto Compuesto.
Le suma del capital inicial mas el interés compuesto se lla-
na monto compuesto,

Periodo de Capitalizacidn.

Es el tiempo en que un capital inicial se convierte en un
nuevo capital, constituido por el capital inicial y los ux_teré-
ses generados.

Precuencia de Capitalizacidn.

Es el nimero de perfodos de capitalizacidsn que se dan en un
afio, As{ la frecuencia puede ser anual (una ver al afio), semes-
tral (dos veces al aio), trimestral (4 veces al afio), stc.

Tasa Nominal.

La tasa de interés que se enuncia con base anual en el caso
de interés simple, es también aplicable al caso de interés com
puesto.

Deacripcidn del Cdlculo del Interés Compuesto.

“(ver 3.0), Como un ejemplo de aplicacién de los térninos pre
cedentes, observemos el efecto de acusular a interés colpnolto
un capital original de $1000.= con capitalizacién trimestral y
con tasa nominal de 4%. La tasa de interés en cada uno de los
per{odos de 3 meses es entonces igual a 1%, En la siguicnto ta-
bla se detalla la acumulacidén en un perfodo.de un afio:

rrimeatfe 9g§§¥§i%‘1 Interds por perfodo §§:§i§;;9. §3§!§§i¥o

primero 1000.= - 1000x0.01 = 10.= = 10.= 1010.»
segundo  1010.= 1010x0.01 = 10.10 20,10 1020.10
tercero  1020,10 1020,10x0,01=10,20 30,30 1030.30

cuarto - 1030.30 1030. 30x0.01=10. 30 40, 60 ~ 1040.60

Tasa Efectiva, '
Es la tasa que se aplica a cada perfodo de capitalisacidn
cualquiera que sea este, la tasa efectiva es aquella en que m.l.

’

" mente esta nbnjnndo ‘el capital; se puede obtener de h tase -

nominal, dividiendo esta entre Qlcmhoro de ‘perfodos pr afio ‘en
que el interds fom parte del nuevo capital (o bien, en gque el

-10 -



interdés se capitalisa en cada perfodo).

3.7 Equivalencia entre Tasa Nominal de Interées y Tasa LEfectiva de
Interés.
Cuando la convertibilidad de la tasa 0 el mimero de periodos
de capitalisacidén son 1 o nds al afio; la tasa efectiva, la obte

neaos asf:
ainal
tasa efectiva por perfodo = ;;;;{;: !SnptflﬁﬁS' de capl

obmervasnos que si el nimerc de perfodos es 1, las tasas son
iguales, es decir al oabo de un afio (que es el perfodo en dste
omso), el interés simple es igual al interés compuesto; es por
¢80 que la tasa que hemos usedo en el interés simple la iden -
titicamos como anusl.
_ Onando el mimero de capitalisaciones es mayor a 1, tenemos
ques

la tass efectiva por perfodo < 1la tasa nominal
Frig-<t

_ donde m es el mimero de c-pttnincionn por aﬂo y la -
notaoidn (m) no representa un exponente, es sélo para indicar
ol winero ds conversiones o veces en que ¢l interés forma par
ts de un nuevo capital durante el afio. ()

Podemos expresar i en términos de 1 y viccveru. 1lle~
gando a establecer primero una relacién entre ambas:

Supongamos gue nuestro oapitol. inicial es de §1 que trada
Jara durante n enésimos de wjo_es decir un sfio; para cada enf-
simo de afio, el interés es 1{%)/a = 1°; ssf para el final del
ler. smésimo de afio el movo oupitnl o8

(1) « Q)1r a1 10

ltguionﬂo la definicidn de monto compuesto (3.0), para ol

2do. emésimo de afio ol nuevo oapital es;

(144') + (02000

(101‘)1»(101")1' s 1+1%41%1 '2- 1021'#1' (14-1')
as{ para el r-ésimo perfodo de oapitnincidn. tendrémos:
e, ey
factorisandos . ’
(141 )"'1+(1+1-)"‘11'- (1+1-)"'1(1+1 ') - (1w)"
y nl rum dol afio tendrémoss :
C(aeae)®
de udo qae n £inal del afio ol monto cospuesto de $l.m bajo

.una tssa nosinal capitelisable a veces al afio s ol misao nonto
oe-puuto do tl.- mn uu ‘tasm efective anual 1is

Qet)e (1eg)d _ ©(P23)
=1 - '



el finel de n afios se tendrfa:

(141°)™® = (144)" (P.14)
as{, segin las leyes de exponentes (cap.20):

1= (i) -1 (F.15)

19m (Le1)M/® - (?.16)

1(-) a( (1*1)1/. 1) (r.17)
simbolos:

= mimero de afios del plaso.

= nimero de perfodoa de capitalisacidn por afio.

a nimero total de perfodos de capitalisacién en los n -
afios,

oapital original o inicial,

monto compuesto al final de an perfodos.

tasa de interés efectiva anual o de un perfodo de ca-
(=) pitalisacidén el aflo.

-0 a EIB
"

b | = tasa de interés nominil amual gque se convierte m ve -
oes al afio,
1' = tasa de interds efectiva por periodo de capitalisaciin.

Ejemplos:
1. Determinar la tasa efectiva que egquivale a una tesa noainal-
del 7% anual convertible semestralments.

DATOS FORMULA SUSTITUCION
n=2 » 2
g(m) (@) 40 1=(2e1r) ) 1=(1+.035)-1
1'2,07/2 =,035 =-071225
por lo tanto la tasa efeotiva anual es
_ del T.1225%

2. Determinar la tasa nominal convertible semestralamente oqui -
valente a una tasa efectima del 7.1225% anual.

DATOS" ) FORMULA 2) : SUS‘!‘I!UCION y
ns=s2 1 2
1 = $0TL225 1(-)_.((1’1)1/h_1, 1'%22((1+.072225)
(2) =2(.035)
1*"'= ? 20,07
por 1o tanto 1a tasa anual es del 7%
Biercicioss

1. Determinar la tasa efectiva convertible cada 4 meses, si se
tiene una tasa efeotiva anual del 9.2727%. R. 2'=0.03=3%

2. Determinar la tasa efestiva trimestral a partir de una tasa
ofectiva anual del 11.4621259%. R. 1'=,0275=2,.75%

3.8 Deduccidn de 1a !6rlu1. del Monto Compuesto.

Sea C ol oapital original, S el monto y ses 1° 1- tlu ofec
tiva por periodo. , ,

-12 -



Si se aplica el interés 1° sl cupital; al final del ler. pe
riodo tendrémos;
S = C+Ci* = C(L+8')
donde C(1+1') e el nusvo capital al empesar el 2do. perfodo
y ol interés al final del 2do. perfodo es C(1+1°')1', de modo -
que el monto final del 2do. perfodo es:
Ss= c(1+1')¢c(1¢1')1'
= c(1+1')£1+1'
= C(1led?)
enslogamente, el monto fiad del tercer perfodo es:
8 = C(1+1*)
. por haber m perfodos de capitalisacidn al afio, al final del
n-6oimo perfodo, que es el final del lor‘ afio, tendr-ou
S = C(1+1°)8xl, C(1+44')
i el capital trsbajara durante 2 afios, habrfa a+me2m perf-
.0dos d¢ capitaliszecidn, as{s

.
gl fueran n lﬂgo? C(1+1°) .
S = C(1e1*)™ (».18)
y ueando la formuls (P.14), tenemos:
S = C(1+1)® (?:19)
donde 1 es la tasa eofectiva amual,

Ejemplos:
1. Determinar el monto compuesto de un capital de $3250.=» que
trabajé a una tass efectiva del 1% anual durante 2 afioss

DATOS FORNULA © SuSeITUCION
C = 3250 2

: . n 5=3250(1+0.01)
1= S = c(141) =3250(1.0201 )

=3315.325

es decir 9=$3315.33 '

2. Determinar el monto compuesto de $1630.a que se invirtid a
na tasa nominal del 4.5% convertible bimestralmente durante
3 aiios,

DATOS FORMULA SUS!ITUCICI
¢ = 1630 an 8=1630(1+0,007
=0,045 -1354.655434
1'-.045/6-0 0075 - el monto es de $1864.66
n= 3

_ obnnci&n. el factor (1+1)°. 1o encontramos generalmente ea

' tablas financieras de las que se hace menoidn em la
introduccién. Puede obtenerse su valor mediante lo-
gerituos (cap.20) o desarrollando el b:lnouo (ouna)
"0 bien oon cnlou.ldon oon oxponento. ‘

-13 -



Bjercicios:

1. Determinar el monto compuesto de un capital de §2700.= a la
tass nominal del 4% convertible semestralmente durante 4 afio
ni ‘31630‘8.

2., Si un capital de $4100.= trabejé a la tasa efectim del 2% -
anusl durante 9 afios, jcuél es el monto compuesto? R.S48%88

3.9 Obtencién de los Elementos de 1la FSrmula del Monto Compuesto.
Los olﬂentoa Cyi,i'yn, losndupejarelos de la férmula
S=0(1¢i')" o bien de S=C(1l+i) .

3.9.1 Cdlculo del Gap:l.fal inicial o Valor Fresente o Valor Actual,
En las relaciones (F.18) y (F:19), el capital original C
es el valor actusl del monto S y despejsndo tenemos:

3 -n 3 -un
= prien = S C = —emteae ' ,
c $EEpL] (1+1) y (1e17)an = 3(1+1i') (P.20
Ejemplo:
1. Determinar el valor actual de §4000.= pegaderos dentro de
3 afios, 51 la tase nominal es de 4% convertible trimestral

mente.
DATOS FORMULA SUSTITUCION
S = 4000
D=3 CaS(1e1* )80 C=4000(1+.01 );;‘3
n=4 ' =4000(1.01)
1$4)_ o4 -4(5)00(.8874492253)
' _ =3549.7969
1' = .04/4 =0.01 el cmpital que se invertird es de:

_n83549.80 :
observacidn: el factor (l+i)” me identifica como V'en las ta
blas financieras de las gue se hace mencidn en 1a
introduccidn. puede obtenerse su valor tambien -
por logaritmos (cap.20) o desarrollando el bino-
mio (0ap.21) o bien con oalculadora con exponente

Ejexcicios:

1.'31 la tese nominal es de 3.5% convertible mensualmente pma
$3100.= & pagarse dentro de 2 ailos, scufl es el valor actusmi?
B..82890,72 [ M A WA
2. 81 1s tesa efectiva por perfodo es del 24 semestral para
cantided de $2800.= pagaderos en 4 efics, determinar el va-
lor ;lct\lll. ‘R ‘25850150
3.9.2 Cfleulo del tiempo. : v ‘

En les relaciones (F.18) y (F.19), n es ol tiempo en que se
forma el monto S. De (F.18) y usando logaritmos (cap.20), te
nenos ¢ ‘ : ‘ ' =

1ogS = log(C(1+1%)™")
= logC + mnlog(l+1*)

1068 - Loge_
ma = 1o¢h+ﬁfc

- 14 -
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sl --1“&1‘1’53’- (F.20,1)

de (¥.19) enslogumente tenemos:
logs = logC + nlog(l+i)

nw i E—rﬁ-} ¢ (P.20,2)
otro modo de obtemer n ss, usar las tablas financieras (ncn
cidn P a introduooidn), buscando el valor de 5/C ya que -~
(l+i) = i en caso de que dicho valor no se emcuentre en ta-
blae, usar el método de interpolacién lineal (cap.17.)); el
siguiente ejemplo 1o resolverémos usendo logaritmos y el mé-
todo de interpolecidén lineal.

Ejemplos:

1. Determinar el tiempo durante el cufl un capital de $1360.=
que ha de transforsarse en un monto de $3000.,=, si la tasa
nosinal es del 2,.5% oconvertible trimestralments.

DATOS PORMULA SUSTITUCION
¢ = 1360

- -l.o : lo 3000 ____
5 = 3000 St iR

as{

) 3.417121255- 133536908
1'94,025 , Rﬁ?ﬁb’ﬂ
10-.025/4=.ogszs 223435823466
1.(1+.ooszs) ~le,025235353 =.010823 ‘1 s

=31,74552257
aquf se usé calculadora y la tabla de logaritmos que se -~

" sncusntra en el anexo.

- Ahors por el método de 1ntorpoluci§80bino
, . En tablas t&uncioru busoanos 2, 205882353 on . la

columna de (l+1)" a la tasa .025s2,5 -ésta forma de . en

oontrar n, para buscer en: tablas o8 nacesario. encontrar i, 1

tasa ofective amaal, pues bajo ésta estd elaborsda dichs oo-
lumna, pars efectos préoticos dado que 1s,025235353, se con-

sidera 1=,025, paro en éste sjemplo lo haressos . con la tasa
1=.025235353 pars aproxinarnos més al resultedo correcto, ps

ra lo cudl glaboraresos una perte do la columnss. ."

n (1e4)
28 | 2.009370662 nuestro f"l_or i-; 2-205882353 se on-
- 29'12.060077840 ouentra entre afios nell y n=32 ex
"30 | 2.112064632 presado segin la rom «de la uooﬁn
. 036 . : ,
2,27602 2.!20001036 324
33 | 2.276029697 '{:“”“”ﬁe-a[]
01‘,”3328 n

donde cads: letra: mu. la ufor-uu de :I.o- u— v
. lores illundou

i —
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(0,040519025)(1)

=31 = ==5.054843708 -
= 0,7415130942
de donde X = 31,7415130942, es decir;

usando proporciones tenemos: (sec,lv.2)
1,00 : 360 dfus comerciales
.7‘ y " "
= 0,74 x 360/1,00 = 266.4 dias
de modo quo n = 31 afios 8 meses 26 dfas,

Hay otra manera de encontrar n dentro de lo que respecta
al método de interpolacidn lineal, en la que no es necesario
obtener i, basta trabajar con i':

2, ¢(En qué tiempo el capital de $1850.« serd de $3250.= al

3.5% convertible semestralmente?

DATOS FORMULA SUSTITUCTION
= 3250 buscar en tablas S/C:
= 1850 3= (eie)™ (1.0175)%"=1, 756756757
(2)_ .035 usando las formas F.172 y F.175
- y segin la tabla de la tasa del
1-_.035/2 0.0175 1.75% 1.75% = 49:
1.742213 32
[1.756757 [Zn]
1.772702 3 |
de d°“d°2n;33 _ (1.756757-1,772702)(32-33)
(1.742213-1.772702)
0,015945

= 205030485
de donde  2n = =0,5229754994 + 33

‘ 32.4770245
'y v n = 16.23851225, es decir; ,
usando proporciones (sec.16.,2) '
1,00 s 360

.2‘ s g 2386.4 d{as

as{ n = 16 afios 2 mesed 26 dfas.

" De las dos anteriores maneras de oalcular n. es convenien
te utilizar la primera en caso de que mn ) 100 gue es el 1imI
te de las tablas financieras a las que hacemos referencia en
1a introduccidn, ya que nos basamos en mn para hacer la in -
terpolacidn.,

Ejercicioss )

..1.- Determinar el tiempo que necesita un eapital de $2200.@
para formar un monto de $14665.8072 a la taau efectiva del
10.5% anual. - R. 19 arios.

2. (En qué tiempo el capital de $2000.e serd de 83000.- al 2’
gonvortiblo sonostrnlmente? R. 20. 314; 20 aﬂol 4 neses 14

Afe
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3.9.3 Célculo de las Tasas de Interés (i, 1(.)) ()
Para obtener las tasas de interés i y i podesos proce-
der de las sigulentes tres maneras:
-Despe jando 8in logaritmos:

de 5 . o(rei*)™®
t‘ngl/'g.; (1+1°)™®

1/mn, (1440
¥5/0) 1' = %s}c)l/"- 1 (r.21)
1) 4im = u((s/c)/™1) (r.22)
ahora despejando i de s-c(;u)“
(1e1)" = 5~
141 = (5/0)M2

1 = (s/6)/Ba (.23)
-Despejando con logaritwos (ver, cap.20)

logs = log(C(1+1°)™)
1048 = logC + mmlog(l+1°)

log(lei®) = lgﬂ.";l‘.’ﬂ.._
antilog(log(lei® ))-nntuog(l-g‘g:li‘g-)
1+ =antilog(12@_2 194C)
1 = antilog(}® -Z_-}ii‘-’) -1 (r.2¢)

de donde

de donde , ‘
LT -(-ntuog(l‘léi-;-iﬂlf) -1) (r.25)
shora despejando i de S=C(1+1)"
logS = log(C(1+1)®)
1085 = logC + nlog(lel)

log(1+1 ).“*!...l!!‘.’

1ei = mtilo((m—s-m)
1 = antilog(12@—1062) _, (».26)

~Buscando en tablas financieras el sooiente 5—(1&?—(&1" A
y on caso de no encontrar el valor de dicho cociente en
tn;lu, usar ¢l método de interpolacisn lineal (ver eep.~
17)%5
ElL ejemplo siguiente se resolveri por las 3 formas prece
dentes: . ‘

1. (A qué tasa nominal convertible irimestralaents, el -
capital de $1600.= serf de $2250.= en osho afios?

-17 -



DATOS 3

=4

n=§

C = 1600

S = 2250
1(4)_ ?

resolucién sin logaritmoss
1™ oa((s/ot/mon) 1 (ag (B2 32)

-4((1.40625)1/32€l
= 0,042843644
es decir 1“’-4.2843644#
resolucién con logaritmos:

1(-)-I(lntilo¢(£2§§-ial2‘g) -1)

1 )4 (ant 1108 (L28225071061600, ),
a4 (ant1log(2:322533:2040) _ )

=4 (antilog(0,.004628125)-1)

para encontrar el antilogaritwo ver (oap.20)

-0.24 84

es decir 1(4)ayq.284%
resolucidn por interpolacidén lineal:

S/C = 2250/1600 = 1,40625
En tablas, el valor 1.40625 estd entre las tasas de interés
del 4% y 4.5% en la fila que corresponde al renglén 8 y los va

lores son: 1.368569 y 1.42210) aplicando la forma de la seccid
17,-, tenemos:

11.368569 0,040
. [1.40525 . a [114 ]b
1.422101 0.045
d = bo/a
de modo que:

(4) (. 040~.045)(1.406250-1.422101)
L0045 = CTIRESEy - T.azEon)

(4 )--0. 0014805163
de donde 1:,1=0.0435194837
Dado que ¢l método de interpolacidn lineales sélo de mproxi-

maciin, el resultado varfa en 0.06% con respecto a los dos re-
sultados anteriores.

Ahora si en les tablas buscamos el valor del cociente on'h
fila que corresponde a 32, es decir, el ndserc total de perfo-
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odos durante los 8 afios, tenemos que 1.40625 se encuentrs entre
1.374941 y 1.430451 de las tasas 1% y 1.125% es decirs

1.430451 0.?”25
[1.406250] i ]
1.374941 0.01000
as{:
1M 5.0 = go.oofzs)(g.onm)
de donde

144). 0.a107050306
dado qu consideramos el nu-ofo total de perfodos mm, 1s ta
i 1' = 1$8)/4 on precisamente 1(4), tenemos:

1{4) . 4(0.0107050306
« 0.0428201224
esta aproximmcisn resulta mejor ya que:

1“) = 4,282% ocomo en los dos casos anteriores

Ejercicios: (m) o

1. ¢A qué tasa nominal 1' ‘convertible semest ’to, 1a canti
dad de $500.= serd de $1400.= en 4 afics? R. 3'2)u27.478. =

2. ¢A qué tase efectiva snual el monto de $750.= sexrd de $5500,
en 10 afigs? ‘o 1-22.040’0

‘. -19 -



4 DESCUENTO CONPUESTO

4.0 Definiciones:
Descuento: ks una rebaja por el pago hecho por adelantado-
por el usoc del dinero a orédito.

Esa rebaja se calcula en base a una tasa que 8e
aplica al valor que estipula el dooumento.

Valor Nominal de un Pageré:

El documento estipula un valor que debe ligui ~
darse en cierta fecha, dicho valor es independi-
ente de los intereses, ai los hny

Monto Nominal de un Pagaré:

Es la cantidad que se forma del valor nominal y
los intercses aplicados a este hasta la fecha de
Pago.

Tasa de Descuentos

Se define como la rasin del descuento aplicada
2 la cantidad sobre el cufl esta dado el descuen-
to bajo la unidad de tiempo (un afio). La tasa de
descuento anual se expresa como un porcentaje.

Valor Liquidos

Es 1la cantidad neta que recidbe el acresdor ha-
biendo ya coneiderado ¢l descuento que se aplicd
0 bien al monto nominal, o al valor noaminal del
documento.

Descuento Bancario Compuesto.

Es la diferencia entre el monto de una deuda a
su vencimiento y el valor ligquido cuando se des-
cuenta la deude a una tasa de descuento nolinll
convertible m veces al afio.

Descuento Compussto Verdadero.

Es ol interés compuesto total acusulado halta
el finsl de n perfodos, llamado tambien descuento
sobre el monto.

4.1 Descuento Compuesto Verdadero en Problemas con Tasas de Interés
Capitalisable.
Como menocionamos en 4.0 el desousnto compuesto verdadero(D)
o descuento sobre el monto, es el interés compuesto que sin el
capital no generarfa al monto y puede ser vtato como S-C donde
C es el capital:

D = §-C - (r.27)
Usando (r.zo) tenemos v _
n-s-(--.---) o bien n-s(1 - (1+1)'") (r.28)

(1+1)

segdn sea la frecuencia de oapitnlilnoidn otra forna do oxp
presar D es: ‘

a(mmese - om0 r.2
D=S ((1+1"5'A9 biox: 201::3(1 (1+41°) | (r.29)



D=S—(-~-§----) 0 bien D=3(1 - (].+Ii.')-mn (F.29)

(1ed0)™°
Ejemplos:

1, Si se obtuvo un monto de $1950.= & una tasa del 17.57 convar

tible semestralmente dursnte 3 afioe, ;cudl es el descuento -
compuesto verdedero correspondiente?

DATOS FORMULA SUSTITUCION
S = 1950 an 2m
m=2 D=S(1=(1+1*) ) D=1950(1-{140.,0875)
12)_ 175 1550(1-(1.0875)"6)
ne=3 =1950(0. 3954608845)
1'=0.175/2=0.0875 IR

as{ D=§771,15
2. Determinar el descuento sobre $6010,= a pagarse dentro de
3.5 afios, si la tasa nominal es del 3.5% bimestral.

DATOS FORMULA SUSTITUCION
S = 6010 —n 635
As6 D=3 {1-(1+i*) ) D=6010(1~(1+.005833
10600035 =6010(1-(1.005833)
1120,0058333. =6010( .1149791587)
> =691.0247439

as{ D=§691.02

Ejercicios:

1. Determinar el descuento compuesto verdedero de $7320.« & pa
garse dentro de 4 afios, 81 la tasa es del 9% anual efectivo.
R. §2134.32.

2, Detsrminar el descuento compuesto verdadsro de $12122.» g -

pagarse en 2.5 afios, sl la tase efectiva nnunl en del 14%.
R. $3386.01. ~

4.2 Deduccién de 1a PSrmula para Calcular el Valor Liguido de uns

Deuda Descontada Anualmente a una Tasa de Descuento por un -
Per{odo Determinsdo.
Basendonos en la definicidn expueste on 4.0, ¢l descusato

es (Monto nominal)(tasa de descuento)(tiempo) = Sdt, el valor

1{quido es C=S-5dt
Supongamos que cada afio hacemos un deccuento y que 4 es -
una tasa anual efectiva, entonces, al final del ler. aﬁo, te

nclol. Cm3(1-4)
Para o1 final del 240, -ﬂo la tese se aplica al capitel an
terior, obtenisndose un nuevo capital descontsdo, es decirs

C = 5(1-d) - S(1-4)a
factorizsando tenemos: .
Cs 3(1-4)(1-4) - s(1-a)2
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4.4

de modo que al final del n-ésimo afio tendrfamocs:
c=3(1-a)" (P, 309

4.3 Equivalencia emtre la Tasa Nominal de Descuento y 1a Tana Efec

tiva de Descuento.

Anglogamente & las definiciones de tesa de interés nominal
y tusa de interés efectiva (3.4 y 3.6, respectivamente), tene-
mos las siguientes definiciones:

Tasa Nominal de Descuentot

Como su nombre lo indica aparents una tsse global por afio -
(dado que el capital se descuenta efectivamente o realmente a
otra teasa, que es la tasa efectiva por periodo), es la tasa
bajo la que se descuenta el capital durante el afio.

Tase Efectiva de Descuento:

Fs la tasa con que se descuenta sl capital en cada perfodo
de capitelisacidn, cualquiers que sea ests, es aguella en que
reslmente afecta al capital; se puede obiener de la taea no-
minal de demcuento dividiendo eeta entre el nimero de capita-
lizeciones por afio.

Ahors tenemos la tasa d como uns tasz anual efectiva de -
descuento; si tenemos $l.= de capital que se capitalisard por
perfodos menoree a un afio, trabajarf con uns tasa nominal de
descuento oconvertible m veces por afio, de modo que la tasa de
descuento efectiva por perfoc}ox es:

. a\m

donde d(')
veces al ailo.
Asf, a1 final del ler. perfodo o m-ésimo de afio, teniremos:

(1) = (1)a* = (1 - a*)
el final del 2do. m-ésimo de afio tendrémos el descuento
aplicado al nuevo capital:

(1 -d%) = (1 =~ a")d*a(led? )(1-4")u(1-4+)2
de modo que al finel del sfic habrémos llegado al m-ésimo
perfodo de sfio y el deacuento compuesto de $l.= bajo una tasa
nominel de descuento convertible m veces al afio, genera el mis

mo valor para $l.= colocado & una tasa de descuento efectiva
&nual, es decir:

es la tasa nominal de dcecuento capitalisable m

(-a)=@-a)t (r.32)
Yy ol final de n afios se tendrfia:
(1 -a)% (1 -ar)™ (r.32)

Desouento Bancsrio Compuesto o Descuento Exterior Propio que
8¢ obtiene en Froblemas con Tasas de Descuento Compuesto.
" Recordando la definicisn de (4.0) tenemos: o

D = (Monto sl vencimiento) - (Valor 1fquido omevo copital) -
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es decir: Da§ ~-0C
sustituyendo (F.30) en la igualdad anterior, tenemoms:

D=5 -5(1 -4a)° (¥.33)
y usando la kgusldad {F.32), tenemos:
an
Ejemplos: D=5 -5(1 -ar)

1. Determinaxr el descuento compuesto al 5.5% de descuento anud
sobre $9510.= en 6 aflos.

(F.24)

DATOS FORNULA SUSTITUCION
= 055 =9510(-(. AABL76N ))
n=6 =9510(. 2878182326)

el descuento compuesto es 8273??9;2151392

2, 4Cudl es el descuento compuesto al 5.5% de descuento capita
lisable trimestralnente sobre$9005.= durante 3 afios?

DATOS FORMULA SUSTITUCION
S = 9005 an 12
a®)_ 055 D=5(1-(1-4')"")  D=9005(1-(1-.01375)
ast .900521-(598625;2 )

- =9005(1-,846923521
z': 3055/4-.01375 =9005(.1530764786)

1378.453689

el descuento co-pueato es de $1378.45
observacifn: los valores de (1-4)2 y (1-4')™2 pueden obtenerse
mediante logaritmos (cap.20) o desarrollando el bi
nomio (cap.21) o bien con calculadora con expmete

Ejercicios:

1. Para una cantidad de $1100.= & pagarse en 2 afios, soudl es
el descuento compuesto al 3% de descuento trimestral? R.S$
R. 864.30

2. (Cufl es el descuento compuesto bimestral del 4% sobre $6990
dursnte 4 afion? R. $1036.T1

4.5 Relacién entre la Tasa de Interés i y le Tasa de Descuento d.

Podenos expresar la tasa de descuento en términos de la ta-~
sa de interés simple y esta en términce de la tasa de doacuon—
to.

4.5.1 La Tasa Efectiva de Descuento Anual d.

‘Supongsmos gque tenemos un préstamo de $l.= por un afio &
un interés i.

Para liquidar el prd-tnno hay que hacer el pago de 1+1 al
terainur el aflo.

Segn la definicién de 4.0 de tama de descuento, l+i es
esa cantided sobre la que se aplice el descuento. Si vemos
la foramula de tanto por ciento estudieds en el capitulo 1) »
Yy #1 consideramos a 1+i como la base y = 1 como el porcenta-
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4.5.2

" 1=0, 0338164251

Je que se paga por el uso de $l.=, es decir de i’OT) - -l]—;-, te-
NeMos ;
d = L = - a as{: d = -
100 © "I.T ) T
de modo gue d es el porcentaje de descuento sobre el monto
l+i,

La Tare Efectiva de Interés Anusl 1.

Ahora supongumos que S es el monto nomingl de un pagaré y
C el valor 1fquido (ver.4.0)
Sea Bm jl.» y d 1a tasa que al descontarse de S genera el va

lor 1iquido y partiendo de la fSrmula (F.4) que os;

S =C + Cit
de dounde 3-C = Cit
S-C
1=
dado que el tiempo es de 1 afio:
i= jsg-
sl S5=x1 y 4 la tasa, tenemos segin 4.3:
1= 1 -—(1:22__
-1
es decir: N 4
.
la relacidén de 1 y 4 e8;
sl d= I+§
i= d(1l+d)
i= d + di
i-a8i=24
i(1 - d) = a
a
1= 1 1 d
por lo *mto d= 37 ¢ 1= =3 ~(2e39)

Asi por ejemplo:
1. Dada una tasa efectiva de interés anual del 3. 55. detmrsi
nar le tasa efectiva de descuento anual.

DATOS FORMIULA SUSTITUCION
*1a ° 130,038
© = 0.0338164251
as{ d«3,318¢

2. Dctemnnr la tasa efectiva de interés anusl »i la tun
efeotiva de descusnto anusl es de 3.38164251%. .
© Da®03 FORMUT.A - SUS‘!IMIOI

d
1=73%
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- 0.0338164251
1=6.63381642%
0.035

-
L

asl 1=3.5%
Ejerciciod:
1. ;Cuél es le tasa efectiva de interés.anuaml, si la tasa -
efectiva de descuento que se tiene es de 5.75%? R.1i=6.1%
2, 81 se tiene una tasa efectiva de interés anual del 8,34%
determinar la tasa efectima de desouento anual.
Ro d = 7.70%
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$ ECUACION DE VALOR

5,0 Capitales Egquivalentes.
Dos capitales c y C, pagaderos respéctivamente deantro hnl
perf>dos, son oqulznontu. si descontados oon la misme ¢
ﬂ producen ol mismo valor actual de 2040 que se verifique la

1 te igualdad
siguiente lcl(l * r) nl - 02‘1 + l')-‘z

Calculando con el interés compuesto, dos capitales equiva -~
lentes en cierta fecha, son siempre equivalentes, porque adquis
ren constanteasnte los aiemos valores. »

Asi dos capitales uno de $2500.= y otro de $2056.7560 paga-
deros el primero dentro de 3 afios y el segundo dentro de 1 afio
descontados al 10% semestral, valen actualmente $1865.5384 ca-
da uno. Dentro do k aflos, cada uno valdrf segfn (P.20)s

. 1865.5384(1.05)~2K, es decirs

xeses ¥V )
i QR 3
1865.5384(1.05)"2 1865.5384
O bien, de otra formas :
v L] !
& 9 -t 5
‘ Kk aRes
2056.756(1.,05)~2(%+1)
2500(1.05)~2(X+3)
As{, #1 tenemos que k es 6 aflon:
1065.5384(1.05) 2%« 1038,8015

= 2056.756(1.05)~2(6+2)

= 2500(1.05)~2(6+3) |

9.1 P‘;co Unico -~ Probluu oon Tasa Nominal convortiblo B veces al
0. . .
La omc:wn de valor es 000 visos em 1.4 una 1gealdad e -

las obligaciones de un deudor cuando estas tienen diferentes
fechas de valusoidn.

Para obtener el pago ¥nico, basta obtener la suma do l.o- va
, loru 1.1 -o-onto de '1a fecha de nluctdn. '
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Ahora veressos mas ejemplos en 1los que aplicaremos la férmula
del interés compuesto.
ZjemploSs
1. Se obtuvo el dfa de hoy un préstamo de 361000,= que se van
‘a pagar dentro de 9 meses sin intereses, habiendose contrai-
do une deuda de $16000.= exactamente un mes atrds y debis pa
garse en 6 meses sin intereses apartir de esa fechs, jcudnto
se tiene que reunir para pager ambas deudas dentro de 5 meses
si la tasa de interés es del 4% convertidle semestrilmente?
Sea X el valor requerido que es igual a la suma de los va
lores en la fecha de valuacién de las dos obligaciones!
a) $16000.= en ¢l womento de la fecha de valuacidn.
b) para la segunda deuda tenemos:

n = 4/12
n -)2

(2
i 8004
i' = .02 0 = 61000(1+.02)~(4/12)(2)
S = 61000.=
es decir: ;gf

_ 816000 61000

X = 16000 + 61000(1+.,02) 12

= 16000 + 61000(1.02)
desAarrollando el binomio (cap.2l) o wsando logaritmos
(cap.20) o con calculadora con exponente, tenemos:

X = 16000 + 61000(.9868850094)

X = 76199.98557

ol pago ¥Ynico dentro de 5 meses o8 do $76199,98

2, £l sismo ejemplo anterior pero con intereses distintos en
cads deuda: Se obtuvo el dfa de hoy un prestaso de $61000.
. qUe 8@ Van & pagar en 9 meses a una tasa del 3% convertible
trisestralaente, un mes antes se obtuvo un pr‘utnao de -
$16000,= a pagarse en 6 meses a una tasa del 2% convertible
cada 4 meses, ;cufnto se tiene gue reunir para pagar dentro
de 5 meses a partir de hay, si 1la tasa es del 4% converti-
ble semestralmente? 4
monto de la lera. deuda:

C=16000 :
‘ ::2/1.2 _ '8-16000(1"00753(9_/12)(4)
1{4)y -lggoogl .0075)
11270)/4e, «16000(1.022669172)
. 3/4=.0075 | s16000{2.022
monto de la 24a. dewdas
C=61000
n=l/2
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(1/2)03)

n= 3 S=61000(1+.00666667 1.5

(3 0a =61000 21.00666666?;
=e . =61000(1,.010026647
1%, 02/3:.006665667 -61611-015‘6

de modo gue:

n=4/12=1/3 4 16362.10675+61611.01548(1.02)"“/12'2)
ma? = 16362,70675+60802,98759
1(2). 04 =77165.69434

112,02 o pago dnico dentro de 5 meses es de $77165.89
3. £ 1 dfa de hoy se pagan $2330,= de una deuda cuyo monto es
dé $5400.= @ pagarse dentro de 3 afios, dentro de 1 afio se alg
narén $3400.= de una deuda cuyo monto es de $7300.= & pegarse
en 6 afios. Determinar el pszo unico que cubrirfa ambas deudas
al finalisar el 2do. afio a partir de ahora si la tasa de in-
terés es del 1.5% convertible semesiralmente.

A 2R
I A 3% 5778
X = el pago Unico
(2.=2
i‘¢ = 0.015
1'=,01%/2 = ,0075

1a ecuacidn ea:

2930(1+.0075)2%2 + 3400(1.0075)% + X = 5400(1.0075)"
: 7300(1.0075)

—4:2

de donde: -2 ‘ 4
X = 5400(1.0075)2+7300(1.0075)2~2930(1.0075)*-3400 0075}
= 5400(,9851670782)+7300( . 9419754006)~-2930(1.030339191 )~
-3400(1. 01505625)
= 5319,.9022 ?24»6876.42042463018.89383-3451 19125
=5726.237566 ‘
el pago tnico &l final del 2do. aflo es de $5726.24

Ejerciciom:

1. Se tienen 3} deudss cuyos montos son de $6210.» a pagarse en
1 afio .83720.= @ pagarse en 2 afios y $8520.~ a pagarse en 4
afios; determinar el pago Ynico al finsl del 3ler. aiio si ls ta
sa de interds es del 9% convertible semestralmente.

R. $3665.85.

2. Dentro de 1 afic se pagardn $5555.= de una douda cuyo monto ®
de 313333.= & pagarse en 3 afios. Determinar el pago ¥nico al
final del 2do. afio 24 1m tasa de interés es del 9% trimestral.
R. ¥6125.53.

5.2_ Deteminagidén de la Fecha del Pago Unioo.

La fecha en la cual um conjunto de obligeciones, con vonci-—-
miento en fechas diferentes, pueds ser liquidado medisnte un pa
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go Unico igual & la suma de las distintar deudas, se conace co
uwo fecha de vencimiento promedio de las deudss o fecha de ven=
cinlento comin.

El tiempo por transcurrir hasta dicha fecha se conoce como
tiempo equivalente, o plazo medio.

Ejemplo:

1., (Cudl es el tiempo equivalente para el pego de unas deudns
cuyos montos son de $2850.= con vencimiento en 2 wflos y $1600
con vencimiento en 1 afio suponiendo une tesa del 5% convertid
ble bimestrnlmente?

x-~-+—--+---+-—-ﬂ——-4--l?£1-%§g+--——§§°' afio
+ 1 2 3 4 5 6 12 bimestre

* bimestres

como fecha focal tenemors el inicio del ler. bimestre,.
285041600 = 4450 .

4450(1+ £32)"572 1600(1+ 292)", 2850(1+
= 1600(1.00833) %4 2850(1.00833)72
1600(.9514265236)+2850(.9052124298)
1522,282438 + 2579,.855425
4102.137863

(1.00833)'6“= 4102.137863/4450 = 0.921828733 3
interpolando, segin (17.6) tenemos; ademds de usar teblas fi-
nancieras:

0.928032 9
[o. 921829 6n ]1
0.920362? 10 .
_ (0.921829-0,920362)(9-10)
6o - 10 = 5 5380332535038
+.,001467)(=1)

= =T00767)

- -.1912646675

«05,=~6x2
=z=)

[ I |

de donde: .
6n = -,1912646675 + 10
n = 9,808735332/6
ns= 1.63478
Regla prdotica para obtener el tiempo equivalente:
l- Multipliquese cada deuda por el tiempo (afios) que falte
hasta su vencimiento.
2- Sdmense los productos obtenidos y dividanse entre la su-
na de las deudes. ' -
Ejemplo:
En nueatro caso tenemos: -

..2_9_



1000(1) + 2850(2) _ 1600 + 5700 _ 7300
4450 - 4450 ~ 3450
Si tomamos como fecha de comparacisn ( o fecha f o'c a 1) el
el inicio del ler. bimestre y le magrepamos l.64 aring, obtenemos
la fecha de vencimiento comin.
El plazo medio es de 1,64 arios o bien usando proporciones
(sec.16.,2) tenemos:

n = = 1l.b4 arios

.64 ¢ £ dfas
1.00 ¢ 360 dfas comerciales

de donde
z = 230 dfas

de modo que el plazo medio es de 1 afio 7 meses 20 dfas,

2 36 -



6 ANUALIDADES

En los capitulos anteriores estuiismos bases suficientes pa-~
ra tratar shora, los casor de varios pegos que se ofectuan des~
pues de transcurrir detersinado tiempo entre cada uno de ellos,
los cuales se acumulan, o bien se descusntsan en una fecha espe-
offica (en casi la totalidad de los casos).

6.0 Concepto de Anualidad.
Una snunlidad es una sucesidn de pagzos periddicos iguales,
Una anualidad parece indicer que los pagos ee hacen snual-
mente; sin embargo éste no es necesarismente el caso. Son ejem-
Plos sencillos de anurlidades los pagos mensuales ypor concepto
de renta y el pago de primss de seguro de vida.

6.1.0 Clasificacién General de las Anuslidades.
Existen dos tipos de series de pagos y son anualidades cier
tas y anuslidaden contingentes;

6.1.1 Anuelidades Ciertas.

Las anualidades ciertas son aquellas en que ¢l plazo estdf
previamente detsrasinado, como por ejemplo, abonos para la com
pre 4ds un auto, el pago de las rentss por contrato para un de
partamento, eto. =

6.1.2 Anualidades Contngentes o Eventuales.
Es la aerie de pagos que s8¢ relacionan con cosas o hechos .
que en algun momento no determinado sufriran algo inconvenien
te o inesperado con lo cual se termina dichs serie de pagos.”

Un ejemplo seria la muerte de un individuo que tenfa seguro
de vida.

6.2 Klementos de uns Anualidad.
Renta:

Es el valor de cada pago de la anuaslided.
Renta anual:

.Es el totel de los pagos en un ailo-
Pluso o téraino de la anualided;

Es el tiempo comprendido entre el inioio del ler. perfodo
de la anuslidad y el término del fltiwo perfodo de im misma.
Perfodo o intervalo de pago: . ‘

Es el tiempo ‘comprendido entre cuda pugo.

Tasa de la anualidad: :

Es la tasa que genera la remta, por lo que generalmente

en efectima por perfodo.
Observacidn: -

Dado que en la préctisa son muy frecuentes los pasos de

rentas, pagos de primas de seguro de vida, seguro automovi- -
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6.3

6.4

listico y toda clase de seguros, asi como bonos semanales, etc
la palabra PAGO utilizada en los capitulos posteriores es ade-
cuada para estos casos. En los casos en cue el valor del pago
gane intereses como en los casos de monto de une amalidad o e
los casos gue dicho valor se descuente, ¢omo en los casos de wa
ior presente de una anualidad, dicho valor lo interpretaremos. ~
como una cantidad de inversidn y no como una cantidad de deuda
en la mayoria de los casos.

Clasificacidn de las Anualidades Ciertas.
lLas anualidades ciertas se dividen en dos y son: anualidades
a plazo fijo y rentas perpetuas;

- Anualidades a plazo fijo son las series de pagos en las que
se conoce la fecha del dltimo pago, como son los pagos en la
compra a crédito de un televisor.

Rentas perpetuas son cantidades que se pagan en cada per{—
aolo sin final, por ejemplo, las donaciones a algin orfanatorio
o algin asilo.

Subdivisidn de las Anualidades Atendiendo a 1la Pecha en que el
Pago tiene lugar.
La subdivisidn la expresamos asi:

ordinarias o vencidas

anticipadas
' ordinarias
ANUALIDADES diferidu< |
‘ anticipadas
ordinaria
Perpetuaa< diferida<ord1nlr1t
anticipada anticipada

Las mualidades ordinarias o vencidas son aguellas en las
que el pago de cada perfodo se realiza al final de este.

Las anualidades anticipadas son aguellas en las gue 01 pago
de cada perfodo se realira al inicio de este.

Supongamos que sl siguiente "eje del tiempo* representa un

~aflo dividido en trimestres y que las flechas indican ¢l momen-

to de cad:_; pago:

. : 6--4»-4——3——4-—0—-&—0-—0—-?—-1»—0-—{2
2) anticipeda — 7 e e eon—eed
b) ordinaria  seee ..o d i § 4
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Anualidades Diferidas son aquellas cuyo primer pago inieie des-
pues de un tiempo prefijado.
Rentas Perpstas son aguellss que no tiensn un Ultimo pago.
Supongasos que ¢l siguiente "e¢je del tiempo™ representa una
cantidad infinita de trimesires a partir del reésimo afio,

6 + + i + + 1 + + see
‘ 1 J‘ eee
§iMiRao Tenta perpetus ordinaria aiferida
6.5 Epoca de Valuacién de una Anualidad.

El calculo ds una anualidad depende de la época de valuacidn
1la cual puede sor al inicio del plaso, en un punto iatersedio
del plaso y al final del plasot

a) Monto de una anualidads Es el valor de la anualidsd que

se ocaloula al finsl de la serie de

poEos,

fteb ki

fecha
. de valuscién
b) Valor Actual de la anualidad: is el valor de la anualidad
que se calocula al prineipio
de la serie de pagos,

| B 111

v

0 1 2 n-2 n-1 n
fecha .
de valuacidn

c) Valor de una enualided en un punto intermedio:

Es el valor que resulta de agregar
4l monto del tiempo "transcurrido®, el valor actual del
tiempo "no transcurrido”, .

-t R 40 E——
) ae $2888016n

-3 -



T MONTO DB ANUALIDADES CIERTAS ORDINARIAS

7.0 Concepto.

Consideremos gque en una anualidad ocada pago gana interés com
puesto desde ¢l momento en que ee hace el pago haste el final
del plaso, siendo el perfodo (nO el plazo) de la mnualidad igusl
sl perfodo de capitalizacién del interés compuesto o"bien, dis
tinto (7.2.1), asf{, el monto de una anualidad al final de su
téruino o plazo, se define como la suma de los montos compues$
tos de todos los pagos de la anualided acumulados hasta el fin
del plarzo.

7.1,0 Deduceidén de le PSrmule del Monto de una Anualidad Cierta Or-
dinaria de una Unidad Monetaria por afio durante n efios a una
Tasa de Interés Efectiva anual,

‘54 oconsideramos una anualided ordineria en donde R es el
pago hecho gl final de cada uno de n afios, ¢ 1 la tasa de ine-
teres por afio y la fecha de valuacidn al final del plazo, te
nemos: -

. EXL ler, pago de R se hace al final del aflo y el interés ase
aplicard por n-l afios que es el tiempo en que se acumulard ai

cho pagos
L, .
5 TRTTR
Semin la formula (P.19), su monto al final del plaszo serd

R(1+1)272
Analogamente para el 2do. pago de R, gana interés por n-2
afiog y su monto al final del plazo serd:

R(1+4)22
o § .
[\ JI A i -v_%
Continuando as{ vemos que el pago de orden n-1 producird
un monto de; n-(n-1)
. ) 0 bionn(l’“
R(1+1)

\ S ~ ngi:x

Y el pago n-ésimo o pago final, tendrd como monto su pro-

v
pig alor, R, ya ques R(1+1)°-n
o8 decir, ya no hay afios por transcurrir para lograr otro
monto mayor a R: '
[ G . g
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Escribiendo estos montos en orden inverso tenemos:

R. R(1+1), R(1+1)%, .o R(1+1)%72, R(241)77)

Partiendo de la definicién del monto de una anualidad ordina
ria, dades en 7.0 y designando la letra S peara representar el -
monto, tenemos:

S w R+ R(1+41) + R(1+1)° + R(1+1)

S = R(1 ¢ (141) & o0v + (141)%7)

La f6rmule se puede obtener usando el concepto de progresién
geométrica estudiado en (cap.19) y lo dejamos como ejercicio al
estudiante. Deducirémos la féruula de la siguiente manerat

Asignando el simbolo s_\i al 2do. factor del 2do., mieambro de
la ecuacidn, tensmor:

‘@1
3::!?Smi (1)

n=-2 n-1l

+ R(1+1)

= 1¢(l*i)+...¢(1+i)n-1

obmervemos que!
- 2
(L41)85 4= (141)+(141) teeet(Led)® (2)
ahora restando (2) de S A1’ tenemos:

S - (1+1)s = 1+(1+1)+...+(1+1)
ni AT (141)-, aem(1e1)™" (1+1)
=1 « (1+i)
de modo quet

(L = (1+41)) = 1 = (141)"
S +1)) (1+1)
1o aa)” 1 - Qu)®

1 = (1+i) -1
miltiplisando nuserador y denominador por (-1) tenemos:
Sy - (GLA-aa)Y _ au)®

Shy =

(r.36)

a1 (-1)(-1) 1
sustituyendo s-.' y on (1), tenemoss
n(.(.!*“ -1 | (P.37)
o bien . 4
Sa Rsau ’ (r.38)

por lo tanto si 1a renta es de $1, tenemos::

S =3,

obnrnc:ldm el simbolo s 86 encuentra en tablas financieras
: a las que hnc‘-sa referencia en la introduccidn. E1

valor de (1+1)% 3, podenos obtener mediante loga =
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ritwos (cap.20) o desarrollando el binomio (cap.21) o con cal -

culadors con exponente.

Ejemplo

1. Determinar el valor acumurado al final de 2 afios 8l se invhr
te-un ocapital de $53.= al final de cada afio que trabujs a una
tasa efectiva anual del 45%.

DATOS FORMULA SUSTI:UCI'JK
n=2 : -
R=C=53 S = RSz 45 3.53(&*9;45)...}.)
1=.45 usando logaritmos !ncontru'uo-

"ol velor de (1.45)c:

= (1-‘5)
logd = 2log 1.45
logh = 2(.1613680022)
logh =.3227360045
¥ = antilog(.3227360045)

M= 2,1024 de modo quet 2.1024 - 1)

8-53(——-115-'-

=53(2.449777778)
=129,8382
- ol monto es de $129,84 al final de 2 aflos.
Rjercicios:
1. Determinar el valor que se scumulard »1 final de 7 afios st
al final de cads afio se invierten $90000.« a una tasa del 10%€
anual. R. 3853'8‘5030.
2.0ufl es ol monto de una deuds al final de 4 afios, si al fi -
nal de cada afio se pagan $1315.= a una tasa del 6.5% anual -
sfectivo? R. 5795.43.

7:1.1 Célculo de ls Renta Anual.
1o renta anusl que bajo una tasa efectiva amual se trans -
forma en un cierto monto al través de n afios, se obt:lono des-
pajando R de (P.17), es decir:

Ra= §-—s - s 4 s @8 decirs )
A1 Q)i
o i
‘ 3 .
R ”- - ‘ '. A
)1 ( 39)

Ejeaplo: ' :
1. Determinar la cantidad quo ‘al f:l.nn.iur cu!l afio se dobe :I.n

vertir a una tasa del 45% anual efectivo pars acusulsr 1la ¢
clnt:l.dad de 8129.8382. Rs

" DA%0S FORMNULA . ‘susereoorom
_2 i g.s...!-_ ._‘ 129.8382
: 11 =% ¢



Ejercicios:

1. ;Gué cantided anual es necesaria para que en 6 aios se acu -
sulen $150000.= si cada cantidad se invertird al 40% smual.
R. §9189.01.

2. Si se tiene un monto de $92000.= que se acumuld en 17 aiics
@ una tass efectiva anusl del 14%, jcudnto tuvo que inmvertir
se al final de cada afio? R. $1556.22.

T.1.2 Célculo de el tiempo.
El tiempo que hace que un capital se transforse en monto
bejo una taca de interés, se obtiene de dos maneras:
- despejando n de (F.37)

]
[ o
-1

(1+1 )n

(1+41)® = §h‘ vl

nlog(l+i) = log( +1)
de donde:
n= IO!SL._! . (r.m
log(l+l)
= basandose en tablas nnmchru. huc-ndo el oochnto
eiguiente:
Sa4 = +

#i dicho cociente no se encuentra en tablas, se deter -
mina mediante el método de interpolacién linesl (Bp47) y
la n que corresponde a dicho wvalor, es ¢l tiempo buscado.
Ejemplo:
1. {Cufl es el tiempo en que tiene gue invertirse al final de
ceda afio, un capital de $2000.= para formar un -onto de 8356&
o1 la tasa efectiva de interés es del 11%.

DATOS FORNULY, _ SUSTITUCION
R = 2000. ne Le(g 1) _gﬂssoomgmo
f . 32200 log(led) log(1+0.11)
: - 10g(2.958)
log(1.11)
_ 0.4709981697
0.0453229788
| =10. 39203914
n=10,39 ailos C
x o3 : 35600
Tl & 3.1 = 3665 = 17-8
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en tablas financierns, segin (cmp.17; F.172 y F.175) el
método de interpolacidn:
19.56143
[17.80000] [ n]
16.72201 10
(19.56143-16.72201)

_ (1,07793)(11-10)
- 2.81942

0.3796514781

= 10,38
ussndo proporciotes (sec. 16.2)
.38 : 2 _
1.00 : 360 = 136,8 dias
por lo tanto n = 10 afios 4 meges 16 dias.

Bjercicios:

1. Si Be quiere formar un monto de $27960.= bajo una tasa .
efectiva anual del 9% con pagos de $3100.= al final de cada
afio, ¢cudnto tiempo se necesita? R. n=b6.8849 o bien 6 afios
10 meses 18 dias,

2. ¢En qué tiempo se acumulardn $100000.= si al final de cada
afio se invierten $9000.» a una tesa del 7% anual? R, 8.503
o bien 8 atios 6 meses 1 dia.

T7.1.3 Cdlculo de la Tasa de Interés Anual Efectiva.

Para obtener la tasa anual podemos buscar en tablas flnan
cieras el cociente S y Tfijandonos en la fila de n y~
ep ls columna de S in lag paginas gue contengan el valor
-== con la poaibilﬁkiﬂ de aplicar el método de interpolacidn
(Eer. cap.17).

Mediante el desarrollo-del binomio (eap.21), podriamos en
contrar alguna expresidn para i, sin embargo no es muy prdcfx
ca como buscar en tablas, por lo gue aqu{ no la veremos.
Ejemplo:

1. Para un valor acumulado de $210000.= que se loard en 5 aflos
mediante cantidades de $13000.= pagaderas al final de cada
aflo, scudl es la tmsa efectiva anual correspondiente?

n-10 =

L]

de donde
n

‘DATOS " FORMULA SUSTITUCINN
8. = 210000 en tablas financieras: S Co
n==5 8 = 16.15384615 = —pu-

R = 13000 514 R

e interpolando (F.172 y P.175), tenemos:
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7.2

nenos §

[18£5510 7o$]

16.15384] [ s
15.80960 60%
460 = (16:15384-15.80960) (70-60)
(18.85510-15.80960)
o 3244245 4 1q03431
3.0455 1.13034313
de donde:
Ejercicios: 1= 61.13% |

1., (Cufl es la tasa efective anuel necesaria para acumular
en 6 aflos con cantidades pagaderas al final de cada aflo de -
‘9500-- Ro 1.17.687$l .

2, ;Cufl es la teera que mediante centidades de $5560.= pagade -
res al final de cada aiic forman un monto de $75000.= en 4 afios
i= 90-737’.

Desarrollo de la Pérmula del Monto Uniterio S5 ecorrespondien-
te a valores que estdn fuera de los limites dg 1.- Tablas Finan
cieras,
la formula que obtendrémos es para cuslquier valor de n; las
tablas a las que hémos hecho refersncis en la introduccién, tie
nen como limite n =100 y haeta la tasa del 15%, pera la del” °
16% en adelante n=50, 51 vamos a trabajar con n'>100 o n) 50 seg
&in el oaso podemos utiligar dos valorse k y t tales que k+t es
igual & n y ambos esten en tadbles, tenemos:
Si ket = n
entonces: ’
21" S
: k
e ¢ Vet
mi - Tiketld i~

81 sumamos cero &l numerador, siendo (1+1)k-(i+1)k-0. ‘tg

) ket k k
- (Lei) " "=(led) e (Q41) = 1
S = ‘rema ™ ' i
ket

L aa)taan)®, aan-a

7 i =
as{: N L

' -(141)5‘1‘5312i-:.l v sl
’oburulo- quet x
de modo quei :

. K R
Sgels = )8R e8n, . )
-39~ | R



sustituyendo en (F.38), tenemosi

SeRS;oy (P.41)
obdien o o(14)F 591 * S|4 (2.42)

Ejemplos

1., Encontrar sl monto de uns serie de pagos de §200.e pagaderos
al final de .m afio - durante 125 aiflos si la tasa efective anu
al es del 10%,

DATOS PORMULA SUSTITUCION
A = 200 X
n = 125 S = R((1+1) sﬂi" 81‘:11)
i = .10
sea k = 80 80
y &= 45 5=200((1+.10) sm.loofsm.lo)
=2048.400215(718.90484)200 +
200(20474.00215)

=294520965,80 + 4094800,43
§=298615766.20 = $2981615,766.20

Bjercioio

1. Hallar el monto que produce una serie de pagos ae $200,= a1
f24nal de cada afio #i la tasa efective anual es del 8% duran-
te 130 aifos. R. $55 086 T17.506.

7.3.0 Deduccoidn de la PSrmula General del Monto de una Anuslidad
Cierta Ordinaria de una Unidad Nonetaria pagsdera p veces al
Ao durante n afios @ una Tasa Nominal de Interés Capiteliza-
ble m veces al alio.

Anteriormente, cusndo hablemos de interés oonpuesto ten{-

amos que el monto al final del le‘ afio erms -
5 = C(1lel*)

y ol final del n-ésimo afio 5 = C(1+i*)™ donde C s ol
capital y le dnica cantidad y la Unica cantidad sobre 1a que
el interés trabajaba.

Abora sstudiaremos el caso d4e no uno, sino de una serie
de pagos o cantidades a las que a cada una se les aplica el
interés durante el tiempo que falte hasta la fecha de vencim:
aiento. Supongasos prisero que por cada afio hay p perfodos de
pago, es decir para reunir en un afio le cantidad R, en cada
p-6ésimo de afio se paga (R/p) existiendo m perfodos al afic en
que se convierte 1la tasa. De acuerdo a (2.18) donde n ss an
afios el tiempo quo falta por transcurrir para foraarse un mon
ggé ‘el ler. pago o cantidad R/p hecho al finsl del ler. peri-

tiom oo-o sonto sl final del ler. aflos
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1
g (142)203- )
o8 decir ol tio-no para que se forme el -blto (" 1]

s
lor. '-'350 N ler. afio
' o (1-_-)porto¢o-lo
M

si se trata del monto & scumularse en 2 ailos, teadriamoss

5;;:’557“"”—!?@"-—_&! - 22

ler, p-zlilﬂ _ : ‘hl 280. afio
de afilo (2 - =)perfodos de .

' P pago ,
es decir:

1
(m-)'“" 3
Abora pm ol csso de n ulo- o) monto del ler. pago urhl

(1*1')'("' D

u{ pars el 2do. pago de RAp (Q\u al efectuarse se acusuls-
rian dos pagos es decir R/p + R/p) el monto al final del n-ési-
mo afio merias

‘ 2
2 aunse- 3

+-m-l 4 : ~
. \ v —t simo afio
n=2/p fecha do
venoiniento

Dado que el p~ésimo pago se sfectua al finalisar el ler. ailo
el monto serfa de:

2 amin- P
al finaliur ol 2do. afio se efectusrias el 29—“1-0 mo. por
ucorn P pagos osdd afio, y el monto serd:

= ; (1+1')-‘-.
i (1,,10)-(5 - 2P/P)'. s ‘1,10)}&
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As{ el pendltimo pago se acusulard por (1/p) de aifo, es decir
el monto es de:
; (e /R, 3 (14i0)VF

De modo que el dltimo pago se efectuar{u &l final del n-ési-
mo afio y sl monto serie de:

E (lfi')-(n - nP/P), %(1+i|)m-"n=

L-2%)

Como vimos en 7.0 el monto de la snualidad cierta ordinarisa
es la suma de todos los montos compuestos acumulados hasta la
fecha de vencimiento, es decir, denotando a dicha suaa con la
letra S y factorirando R de cada pago-

n
SeR(2 (14 ™D+ p(1+1')‘“'“!r+...+ S(1e1 )P + - )

Asignando el pimbolo Sg?i,al 2do. factor del 2do. miembro de
ls scuacidn, teneloa:

L)
Sgi. % + -(1+1 3 TN -(1+1')“‘2‘/P+ .1.(1+1-)'“"3

-+-(l+1')./p+...+-(1+1 )p(np -2) l(1+i')l)(np-1)

es decir:
S =R sﬁ;) )

5i aplicamos el concepto de progresidn geomdtrics (cap.lg)
tenemos los datos siguientes:

ll-) es el ler. término de la sucesién
np nimero de términos (p perfodos por afio)
(1+r) »/p razdén de la progresfdn
L(1,40 )05 ¥ltimo término , :
sustituyendo éstos datos en (2.180), tegemon:-
x = %. roa (2410)%P, X, = %(1»,1')‘“'5, S* S4p)

de modo que:

s&fl' < Yp - (1+i',)'/p(1’/p)(1+1')“-§
1- (1+1')‘7§

L L/p = 1/p(Lei?)™@
1= (2e10)VP
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sultiplicando por 1 el cociente de manera gue 1 = %—E%% ]

-1naan™ waam faa)™ s
S = =
éﬂ' —(1)(141*)¥Pe1 (1)
es decir:

1 (1+i*)
Wlm 3 ((1+1')‘75-1

(l#i').]f’- 1

_

) (F.43)

sustituyendo Séri, en (1), tenemos:

(1+1')m- 1
= R( ) (r.s4)
Coren Plaan¥Eg))
S=R s&pl, (7.45)

entonces, 8i la renta anusl R es.de $1.=, tenemos:

s = 5fp).
T7.3.1 Casos Particulares.
La formula (F.43) incluye cualquier caso relacionado eon
la frecuendia de los pagon P y la cgyrﬁbﬂidad de la tasa
n

nominal 1™ (recordemos que i' = 1—3), @in embargo simplifi-
caremos la férmula para cada caso, .
Los casos son: .
2) 21 y p>1 ; a/p no es entero, p/m no es entero
b) maly psl § m=p
c) m>l y p>1 ; m=p
d) a1 ¥y p>1 } p/m entero; pr>n
®) a1y p>1 j a/p entero; m>p
f) m)l ypsl
"g) m=1y.p>l .

a) Es ol caso més general y la formula es splicable tal como
‘ss expresa en (F.44). = ' ‘
‘Ejemploi ...

1, Durente 5 afios y al final de cada semestre me invierten

$12500,= a una tasa del 4% capitalizable cads 4 meses s
scudl serd el monto correspondiente? '

DA;!QS . JORMULA SUSTITUCION
= '
P =2 (a+10)"%- 1
- - S=R/p x <= -
: .1§5_00!2 ‘25000 (1_,1.); P_l
1030 04

1 = ,04/3=0,013333
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3x5
g - 2500 x(1«.01333) ~1

z (1+.gl333)3/ ‘a
+ 219789614
= 12500x 538538515~~~

= 12500x10.9530579
#136913.1425

Ejercicions

1, Durante 3 aflos y al final de cada trimestre se invierten
$1230 a uns tosa del 1.5% convertible cada 4 meses, determinar
el monto correspondiente. R. $3767.016986.

2, Al final de cada 4 meses se abonan 34100.« & une tasa del
2% convertible trimestralmente durente } afios, determinar el
monto correspondiente. R, $12633.44.

b) Caso en que loe pagos son anunles y la tasa es efectiva anwuml
es decir 1°'=i,

Sustituyendo m=1, p=l e i'=i en (PF.43), tenemos:
l.n n
{lei) """ 1 (14i) =l
Sﬁi = =

1((143)t- 1
ceso ys conocido, ejemplo enn ejercicios en 7.1.0.

¢) Hay p pagos por aiio y m convereiones de la tasa nominal al
&ilo y m=p,
Sustituyendo m=p en (P.43), tenemos: an
L] L]
S&fl' = Qﬁ-.).--:.l = 1 x ilti_.)._-t-}. & f(r.46)
. p((Lei?)-1) P i pan
Ejemplo:
1. Al final de cada trimestre se efectuan pagos de $17210.=
que trabajan & una tase del 5.5% convertible trimestrslmente
durante 4 afios, ;cufl serfa el monto correspondiente?

DATOS FORMULA » SUSTITUCION
o ,
: =1’41210x4 68840 5;5 S x sﬂi' 8 s sf‘]'-o:ly)r ]
= 1.01375)_°-1
1. 055 s v
1' = ,055/4 =.01375 .11210(3224210538
ne4 O3
=305 662.79
Ejercicios: as! 5=8$305662.80

1. Durente 5 afios y &1 final de cada mes se invierten 52050.= a

una tass del 2.5% convertidle mensuslmente. Mtermi -
2, to correspondients. R. $109067093 ermipar el mon

Al final de cada cuatro meses s¢ abonan $1090.= a una tasa
del 3.5% convertible cada cuatro meses durante 6 afios. Deter-
Ainar el monto correspondiente. R, $7230.7289, ' -
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d) Caso en el gque hay p pagoe por afic y m conversiones de la
tese nominsl por afio, cuando p/m es entero y p>m.
Dividiendo numerador y denominador de la férmuls genersl

entre i', obtenemos: an
1 ((1er?)" =1)/1"

skfl'.l_) x ((1,1.)l713_ 1)/i*

I S O s 1
P x 1! x (1*10 )./p-l
1 L)

1 .
s =« X ‘K e e gy
P %]i. (1+i* )‘7’_1

multiplicandc el denominador del 2d45. factor por 1 = 5

Sﬁﬂ, - x 1 x i
“li. E P (1*1l)-]i'1
consutando los factores tenemos:
1 i
Sfp), = =8 « X
4l = 3 fem p/m( (1410 )VP)
Observacidni
Al denominador del dltimo factor lo denotamos eomo
~=T57a) el denominador de esta expresidn no representa

(P.46-bis)

&I.l sxponente y tampoco tiene relacidn de oquiv,l.lonci.n
con la fczrya;}o. (F.17) no obstante su parecido. El valor
de 1°/1°(0/8) 310 !ncontruou en tables financieras bus~
ocandg la forma -p=y- #n donde i'.temp ¢l lugar de i o
Wl o [ lugar de AS)

de modo ques

1 i ‘
Ejemplo: _ : o
1. Al final de cads bimestre se efectuan pagos de $1100.=
que trabajan a una tasa del 7€ convertidble semestralment
te dursnte 3 afios, ;cufl serd el monto correspondiente?
. Daros PORMULA SUSTITUCION

p=6 A R e
R = 1100x6-6600 = 3 %@ X TAT
1207
1'2,07/2=,035

N wm)
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S-éégg S x 9-9-_
-3300:6-55015:(1.01157748
=21 865.74796
el dltimo factor 1o encontramos por interpolacidén lineal (ve:
17.6)s1 ussmos tablas finencieras, tambien se puede obtener su
valor por medio de aplicar la formula (P.3Bibis).

Ejercicios:

1. Al final de cadm mes se depositan $1180.= & una tasa del 2%
convertible bimestralmente durante 7 afios. Beterainar el monto
correspondiente. R. $#B8857.724743.

2. Durente S aflos y al final de cada trimestres se invierten
$5215.= 8 uns tasa del 1l4% convertiblo semestralmente. Deterd.

nar el monto correspondiente. $90177.64783,

e) Caso en que u/p os entero y ) p.
Como en el caso anterior dividimos numersdor y denolinador

de (P.43) entre i', tenemos:

i¢
S =Laxs ————————
- #ple =5 X Smmye X (TN
ae donde: sp)e = lxs ., x -..l...- '
Rjemplos
1. Durante 8 afios y al final de cada semestre se invierten

$1110.= a una tasa del 3.5% convertible bimestralmente., De-~
terainar ¢l monto correspondiente.

DATOS PORMULA SUSEIPUCION
o=8 R 1 ‘
p=2 S== 8 X m—m———
R=1110x2e2220 P SH1' * Sy s
s, 5e222% om) . costs Xz
1497, 035 ﬁl ;583
‘s ™
1'=.035/6=0.005833 «1110%55. 2”“"“61753
=20 308,748
as{ 5=20308.75
Ejercicios:

l. Al final de cada cuatro meses se invierten $980.= s ums
tass del 1% bimestral durante 2 afios; determinar el monto
oorrupongionto. R. $983.2726412.

Durante 8 afios y al final de cada semestre. se invierten
01000um aruna . hu ded. 2554 sonvertible lcnlul.l.lentﬂ ded
terminar el monto correspondiente.,

f) Caso en que los pagos son anuales y hay a eonvorsionoa ul
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afio de la tasa nominal de interés.
-mgusgigaegdo ReSehol? (F.43) y dividiendo numerador y denc
C e

B S FrT O

(ei)™-1 i*
de donde it (101’)- 1
i ,
Skl. = Smi. x 5;1-;: ('-‘9)

Ejemplo:
1. 41 finel de cada aiio se invierten $2780.s a una tasa del 5%

trimestral, durante 5 afios, determinar el sonto correspondien
te.

DATOS PORMULA SUSTITUCION
p=1
R= 2780 s 1
=R S X g==—- S=27808 Xg— e
l(:)‘ i!ﬂi' §;-‘1| m <0125 3‘ LB25
1V 'a,08 - 1
1% = .,05/4s.0125 2780(22.56298 )2 —pypy-
B=5 =15390.27939
el monto es $15390.=
Ejercicios:

le Durante 5 afios y al final de cade aiic se depositan $1200.= &

una tasa del 6% semestral, detersinar el monto corrupondionto.
R. $6776.681.

2. Al final de cada afic se invierten $500.= a una tasa del 3% ca-

da cuatro meses; determinar el monto eorrnpondionto que se for
sa en 4 aiios. R. $2092.752714.

g) c.zo on cue hay p pagose &l afio a una tasa efectiva anual de in
terés.

Sustituyendo i’ por i y mel en (F.43), tenemos:
s&fl = (1’1.)ﬂ -1

P((1+i")/Po1)
dividiendo numerador y dononmdor por 11

§ éf ) - ..(LQ----..

pm.zu.W
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de donde:

s, - 2w« gt

Smqe X ; x s----1
observacidéns Es mfs dificil obtener el valor de Ep-t on ta-
blas por lo que es conveniente cambi ‘o 2do.

factor del 2do, miembro de la igudand por su equi
va.lonto, es docir:

asi:

1 - -
§17ial 1 p((m)v Pll) 1 .
en donde ;T%T se esncuentra en tablas tn.mcando la forma ;‘(i)""

(p) ( ver.(P2.17))

por lo tantos
B i
591 = 531 X [T (e
Ejemplo:

1. Durante 4 aflos y al final de cada seaestre se invierten 3390.-
a una tasa del 4,.5% anualj determinar sl monto correspondiente.

DATOS PORMULA | SUSTITUCION

: . 3 SeBS_ . X ~piy= 578057 x =243

R = 390x2a780 @1 " To) )05 T (2]

1 = 2045 =780x4.27819x1.0111262
=3374.116198

el monto es de 83374.11

Bjoro:lcion

1. Al final de ceda trimestre se pagan $680.= durante 10 aflos
s una tase del 8.5% anual, dotomm el monto corrolpomuon-
t.o n- '10403 95'
. Durante 9 afios se pagan $900.= al final de oada bimestre quo-
trabajaré a una tasa del 10.5% anusl; determinar 01 sonto co-
reespondiente. R. §13017.02843,

7.4.0 Cdlculo de los Elementos de la PSrmula General para el lonto
de Anualidades Ciertas Ordinarias.

En caso de no conocer la renta anual & el tiempo § la tasa.
de interés podemos basarnos en la firmsula general despejando
nuestra incognita o bien basandonos en la férmula propia purs
el caso particular en que nos enocontremos (7.3.1) y dupour '
de esta foraula nuestra incognita.

Obtendremos 8010 la formula general para la renta m.:l. y
sl tiupo Jya que o8 muy complicado despejar la tasa de la for
sula general y de algunos casos pcrtieuhru.
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7.4.,1 Cdlculo de la Renta Anual.
Basandonos en (F.44) y despejando R, tenemos:

sp({1e1*)¥P-1)

(1+1')-n -1

Tjemplos :

1. Durante 5 afios al final de cada semestre se invierte una
cantidad de dinero que & la tusa del 5% convertible cada 4
neses genera un monto de $51500.=. Determinar la renta amu
al correspondiente.

R = (P.Sl)

DATOS FPORMULA SUSTITUCION‘
n= %
p=2 R_Sp((l*i')'/p-l) a=51500:2((1.015_5_5)3/2-1 )
"3 (1414)"%1 (1.016666)°% - 1
1 ..05

6 103000( . 025103879)
5 3226332016666 .281255312
=9193. 388761

cada 6 meses se pagan 9193, 388/2=4596.69438

Ejercicios ‘

l. Al final de cada 4 messs #s deposita oierta cantidad que
trabaja & una tasa dcl 7% convertidle trimestralmente du-
rante 7 afios que producirdn un monto de $70000.s; Cetermi-
nar la renta anual correspondiente. R. $7857.59.

7.4.2 Céleulo del Tiempo en afios.
-Basandonos en: nn :
Salyx -121511;7.:.!
(1+1°)VPo 3

tenemos: (141.)-n- 1. Sp((1¢1')./p- 1)
C aanm. 39((1**')./?;/1)+ 1
anlog(1+i* Julog(SRAGHIVE 22) )
. P
) 10,(32(11*152- =1), )
m =
log{ 1 + 1

10‘(59(11+1'%!)P =1, 1) (
= P.?.
" . ‘m log(l+s?) %)

Ejeaplos :

1. Al final de cada cuatro meses se dcpositan $5500.= que
trabajan a una tasa del 5% convertible trinestralmente, ;on
qué tiempo producirdn un monto de $63500.«? Rs = -

.DA§OB . PORMULA SUSTITUCION
pP=3 ‘
R = 5500x3=16500 - 49 -



DATOS FORMULA suswxon
R - gsoo:3=1ssoo ver, F.52 Log(22205) L
n=4 4log(1.0125)
1{4)= 0.05 19050(A6700293 )
i* = .05/4 = 0.0125 . Yog( 16560 + 1)
8 = 63500 4log(1.0125)
1og(1.192824019)
“41og(1.0125) °
__0.0765763757 __
=70.0215801275
= 3.5464067251
usando proporciones (seec. 16,2 ):
«5484 : = s = 197 afas

1,0000 3 360 dias
el tiempo necesario es de 3 afios 6 meses 17 dfas.

Ejercicio:

l. Al final de cada cuatro meses se depositan $5500.« que tra-
bajan a una tasa del 4% convertible c¢ada. cumtro meses, ;en
qué tiempo producirdn un monto de $71000.=? R. n=16.87 o
bien 16 afios 10 meses 13 dias.

s



8 VALOR PRESENTE DE ANUALIDADES CIERTAS ORDINARIAS

8.0 Concepto.

Como dijimos en la sec.l.3 el valor actual o presente es una
cantidad a la gque todavia no se le aplican los intereses para
scumular un monto, lo cual, tambien lo podemos interpretar de la
siguiente manera, es la cantided que resulta de descontar del mon
to los intereses acumulados.

Consideremos gue sn unae anualidad a cade pago me le descuen
ta un interés compuesto desde el momento en que se hace el pago
hasta el inicio del plazo, de modo que el valor presente o va-
lor actual de una anualidad al inicio de su plazo, se define ™
mo la suna de los valores presentes(obtenidos a unw tasa efecd
tiva anual o a una convertible varias veces al afio) de todos
los pagos hechos al finml de cada periodo, descontados sl ini-
cio del plaro.

8.1.0 Deduccidn de 1la FSraula General del Valor Presente de una
Anualidad Cierta Ordinarie de una Unidad Nonetaria pagadera
por afio durante n afios & una Tasa Efectiva de Interés Anual.

Si consideramos une amialidad cierta ordinaria en donde R
es ol pago hecho al final de cads uno de n afios ¢ 4 es 1la ta
es de interdés anual y que la fecha de valuacidn es el inicio
del plaro.

Kl ler. pago de R se hace al final del ler. afio, para el
cufl al valor presente se le aplicard el interés por un afios

3
segin 1la fornula (F.20) ol valor actual el inicio del pla
80 o8 R(1+1)" -]

Analogamente el 240. pago de R es doscontnda por 2 aflos y
su valor actu cio del plazo es R(1+1)™

v §28R8n 00 20—t~ 8
280. pago timo pago

Continuando ‘anf vemos que el pago de orden n-l tione como
vnlor actual:e

| A I W
IS 4
'S , - /
tiempo transourrido
es decir: B(1*1)-(11-1)
Do modo. que 01 pu‘p de orden n tiene como valor actual:
R(141)™
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Zscribiendo estos valores presentes tenemos:

R(1+1)7Y, R(+1)72, . . ., R(e1)" 1) paa)™
Partiendo de la definicidn del valor actual de una snualided
cierte ordinaric dada en 8.0 y designando la letrs A paras repR
sentar el wvelor actual, tenemos:

4= B(1e1) e R(141)72 4 RO41) 0. s R(4+1)~ (1) p1aa)™
= B( (1+:I.)-1+(1+1)-2+. eot(led )"“'14» (141)™%)

la férmulae la podemos obtener basandonos en que esta suce -
8ién de valores forma una progresidn geomstrica, sin eabargo,
lo dejamos como ejercicio para el estudiente (cap.l9).

La obtendrémos de la siguiente maners:

Asignando el siadolo QE\ 1 al 2do. téraino del 2do. miembro
de 1la ecuscidnm, tenuo-z

Qmy = (144) Ll (141)™%% (141) Peeas (1e1)™ (P.53)
es decir:
: F '~lam1 Q1)
observamos que:
(1e1)g, = 1+(248)" L eet(1e1)®* (2)
ahora, reatundo (1) de (2), tenemos:

(1.1%1 -Q-“ = 1e(1ei)” 0...+(1+1)°n+1
-(141)" -...-(1+1)""1 (14)™®
= S (10-1) v

de modo que: ‘

Qp 1((1»,1)1-1.) -1 (141)"
asf{: . (141) 1-(144) 2 ‘

ams = uun- --It-—- - (RS54)
sustituyendo (F.54) en (1) tenemos:

1- (16
1

A=RXx (’-55)
o bien ' ’ »
Por 1o tanto ei la renta anual es de 81.-. teumu

| Obnrucisn- el simbolo aim. lo montt-u e tablas finsn -

oi.;m a las que mml rcforoncin cn la introdnc
oidn, |
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Como ya @e ha indicado, el factor (1+1) lo encontramos en
en tablas financlieras representado por Ve , @icho factor lo po -
demos calcular tambien por medio de logeritmos (cap.20) o teo -
rema del binomio (cep.2l), o bien con calculudora con exponente
Ejemplo:

1. Obtener el valor sctual correspondiente a un conjunto de pa
£0s 8l final de cada afio de $6290.« que trabajan a una tasa
del 3% anual durante 7 wuflos.

DATOS FORMULA SUSTITUCION
R = 6290
i=.03 A = RQ A=6290(
n= T LE! .03
. =6290(6,23028)
- =39188.4612.

el valor presente es-de $39.88.46

Ejercicios: e

l. Un conjunto de pagos efectuados al final de cade eflo d¢ -
$7170.= trabejan a una tasa del 6.5% anunl durante 3 afios, 4
scudl es el valor presente correspondiente? - R. $18989,60,

2, Dursnte 5 afios se hacen pagos al final de cade afio de $1900.
que trabajan a una tasa efectiva anual del 5%, scufl es el
valor sctual de le anualidad? R. 88226.01.

8.1.1 Cflculo de la Rents Anusl,
Para conocer la renta anusl necesitamos.despejar R dc la
formula (F.55) o (F.56)% _

de (P.55):

Ra AL _ 8y
1= ()™ (r-38)

de (P.56): : ‘ _ -

‘ fR' 'a"'"" . (P 59)

Ejemplos mi, o ‘

1. Un valor sctual de 820 890.- . oalculado cn bue e uns
tosa del 4.5% anual y a un plaro de 3 afios, scufl es ol
valor de ceda pago?

DATOS FORNULA : SUSTITUCION
A = 20890 Al R =120890)(.045)
1= ,045 Ra et ___ =1
n= 3 1 - (l#i)-n 1-(1 0‘5)
940.05
R = .a_e____ 1237633955
imi = 7599,225495
m R = "--gg----— = ggggo '
3 .045 20TA8%

R 27599, 2375!
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Ejercicios:

1, Obtensr la cantidad a pagar 21 fipal de cada afio para cubrir u
ung cantided de $63000.= en 4 afios 81 1z tasa efectiva anual es
del 4%. R. $19008.81.

2. Al final de 9 aflos se debe pager una dehds de $72000.= si la
tasa de interés anuasl efectivo es del 5%; determinar la reanta
enual. R. $10129.688.

1.2 Cdlculo del Tiempo.

Para conocer el plaso de la anualided ordineria podemos des
pejar n de la férmula (P.55) o bien al través del cociente A/R
usando tablas financierss y ¢l método de interpolacidn (@PpJT)
el es necesario como & continumcidn veremos:
= despejamos n¥

-n
A=Rx --I-l"u’il——

1-(1#1 ).n = ——;1

)= - g
usando logeritmos (cap.20)
~alog(l+i) = log(l - ;‘i—)

de dond
¢ fonte! nw !-:1)&9.!9..‘.*2 - | (.60)
en tablas: R log(1+1)
Ejemplo: 1 “Gmi

1. Dursnte cuénto tiempo se cubre una deuds de $85000.= ocuyos
ragos sl final de cada afic son de $11500.s que trabejan a
una_ tasa del 9% anual efectivo? ,

‘mrggooo " FORNULA SUSPITOCION
R= 11500.- n.l:..’l?.!!l‘..ﬁl pe-lxlog(l- W )
i =.09 log_(lu) ~ log(1.09) .
°m0‘so « 334782608 )
10‘10
_0wd752371117
- =12,6978782
. dettrsn = 12.69787 3
Y S 85000
Any = 7 Ox 09" TT506"

, . o =7. 391304348
~ @ interpolando segin (BpA¥ y 7.172) ,
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7.1607)
7.391301 [ n]
7.48690 13,
13 = (7:39130-7.48690)(12-13) (=.0956)(=1)
B=dd = CTTY18573=7.4BE30Y T -.32617

= -,2930986909
de donde
n = 12.70690131
usando proporciones (1¥.2), tenemos:

.70 : = dfas
1,00 : 360 dfas
z = 252 dias

por 1o tanto n « 12 efios B meses 14 dims

Ejercicioms

1. ;Cudl es el tiempo & transcurrir para pagar una deuda de
$91000.= si los pagos al final de cada afio son de $16000.=
que trabajan a una tasa del 4% amial? R. n=6.58 o bien
6 afios 209 d{as.

2. Se efectuan pagos de 413130.« al final de cada afio, adu -
rante ocufnto tiempo cubrirdn una deuds de $82000,= gi la
tasa es del 5% anual? R. 7.67 o bien 7 afios 241 dfas.

8.1.3 Cdlculo de la Tasa de¢ Interés.

En este caso s0lo conoceremos i al través de usar las
tablaes financieres y el método de interpolacién si es necesar
rio, ya que el dempeje de 1 de (P.55) es muy complicado.

As{ puee, buscaremos el cociente A/R ‘61'11 COmO & contihua-

cién ejemplificamos: n ’

Ejemplo:

1. Una deuda de $270000.= se cubre con pagos al final de cndn :
aflo de $31000.= durante 9 afios, ioufl es 1a tasa do interés

anual? :
DATOS . PORNULA . SUSTITUCION
A = 270000,= ‘ : ~
= 27%C A 70000
R = 21000 dgys =3 Om §T666‘“’

ns=9
‘ S -8 709677419
interpolando (C#p.i3)

_ 1358 [ g.;oge 006666
 -.03583 | 8.70967
‘ 8.143021"°3335 [oosss

Ry .ooses; h?ﬂgg!&%h:.}iL...

].0006333
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1 = .007753433 + .005833
1 = .0066083433

e decir: i = ,6608%

Zjerciciosm:

1, Una deuds de $52000.= se cubre con pagos al final de cada
afio, de $12500.= durante 7 afios, jcudl es la tasa de intes
l‘él .nual? R. 1-15.003“.

2. Una deuds 3¢863500.= se cubre con pagos al final de cada
afio de $31093.31 durante 3 afios, ;cufl es la tasa de inte-
res anual? R, 1 = 224¢.

8.2 Desarrollo de la PSrmula del Valor Presente Unitario a
rrespondients & valores que estan fuera de los Limite ]‘ las
Tablas Financieras. _

Le foraula que obtendrémos es para cualquier valor de n, las
tablas a las que hemos hecho referencia en la introduaién, tie-
nen como l{mite n=100 hasta la tasa del 15% y de 1a del 16% en
adelante n=50. Si vamos a trabajar con n> 100 o n >50 segin sea
el caso podemos utilisgaer dos valores k y t tales que keten y
ambos estén en tablas.

8& kft =n

ncées

ento;
Gmi1 Yeen1 4

as{ -(k+t)
1 - (1+1)
Ay Gy ™ 1

si sumamos cero sl numerador, aiendo (1+i) - (1+i)'k-0 _
tenemos : =(Xke¢t)

| 1=(1+1) ™% (141) ™~ (141
Qms gy = : *(Aiv) {121)

1-(1;1)“‘ o ) qu)en)
as{ :

dn, + (1+1)“bﬂ .

de modo que;

221 % 'Chi + (14) ka‘flt

y sustituyendo en (P.56), tenemoss ' .

° bien AR @y + (1.1).“‘0?,1). : . (P.62)
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Ejemplo:
1. (Oufl en la deuds que se cubre con pages ul final de cada
aflo de §1700.s “urante 113 afios a una tasa del 13% anual efec

tivo?
DATOS PORUULA SUSTITUGION
R = 1700
nw=8 AsB(a.H & 4(14171: a-t-“.)
i - 113
sean; A=1700(05) 1 4+(1:13] a
k =43 a1 .19
t =70 A=1700(7.65216+0.005219x7,63083)
=1700(7.692298442)
421307630735
Ejercicios:

1. 4Cufl es la deuda que se cubre con pagos al final deesda -
afio de $150.= dursnte 105 afios & una tasa del 11% anusl efec
tivo? R. $1363.32.

2, Obtener el valor actual de $250.= pagaderos al final de ca-
da afio durante 115 afios & una tasa del 8% anual. R. $3110.76

8.3.0 PSrmule General del Valor Pressnte de una Anuslided Cierte
Ordinaria de una Unidad Nonetaria Pagadera p veces al afio du
rante n ailos a una Tasa Nominal de Interés Capitalisable m
veces al afio.

Anteriormente, cuando hablamos de interés compuesto tenf-
amos que el valor presente de m capitalizaciones del interés
en un afilo era: C= 5 (1 + 1° )". y para m capitalizaciones
en n affios eras C= S (1 + i' )™ donde 1'-1fl)/- y donde 8
era la unica cnntiand que se descontaba al inicis de los m p
per{odos.

Ahora utuduruo- el caso do una serie de cmtidulu a
descontar desde ¢l momento en que se ofectuan estas hasta el
inicio del plazo. Supongmmos que por cads aflo pagaaos la rent
ta R y que en cada afio hay p perfodos de pago, es decir para
reunir en un sfio la cantided R, en cada p-ésimo de afio (1/p)
se paga (R/p) existiendo m perfodos al afic en que se convier
te 1a tasa, De acuerdo a (F.20) donde n es en afios el momen~
to en que se efectue ¢l pago y & su ves es ol tiempo que ha
transcurrido -« partir del inicio del plazo de ls anualidad,
El ler. pago, monto o cantided R/p tiene como valor presente
valuado desde el final del ler. perfodo del ler, afio:

(1,10)‘.(1/1’)
es Qdecir, el tiolpo transcurrido a pnrt:lr del inicio u:
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1n:!l’£$%°del — g:%.i'-ﬁrﬁ p‘ﬁ) cee

L ler. sfio
ler.

‘pago
el valor presente del 2do. pago de R/p ser{a:

E (l+il )-(Z/P)
o8 decir: P

Y & .
e 6- -njp igli p‘/’ ese
2do. - Lier, afio
pago

as{ ol finel del ler. afio el valor presemte del p—‘lilo pago
es:
R(mu)""l’/ P, B (1*1')"‘1- 5 (1e1)™

de modo quo al final del 2do. afio el vnlor pruente del
2p-ésimo pago es:

g(l‘i,)—.(zl’/l’)_ !(1+1.)-h

‘ap decirs (
B V“t“ u— VY
T e,
afio afio

al final del n-1 afio tenemos que 8l valor presente ess
(n-1)p '
R (1*1,)-1( 5— ) R (1*1')-("-1)
yal nnnf del n-ésimo aiflo olpvnlor presente corrupondionto

(1.}
: (1+1 )“(!8) R(lu')'ﬁ("") '(1+1-)"“

Como viloo on 8,0 01 valor presente de una snualidad cierts
ordineria es la suma de los valores presentes de todoss los pa-
gos de la anualidad y descéntsdos el inicio del plaso, es deoir
denotando & dicha suma con la lotn Ay tnctoﬂ.zw R de cada

puo'm-n(-’;(hi')-.( ) 1(1*1. -l(’),.", ;(1,1' -ln+l l(m-ﬁ

Asignando el -mboloaﬂa), al 2do, factor del 2do. llonm de
la ecumcidén tenelosl

Gfple = 2P + 20 S22 tan)” p“”

(P.63)
A= !aﬂl Q1)

51 aplicasos el concepto de progresién po-‘erlu (oap.19),
tonuol los hton siguientes:.

= 204)% 7 oreand, X }(m-)"" 7 5 ~agp)s
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eB decir.
-(1+1') P : ler., término de la sucesifén.

np s : nimero de término (p, perfodos por afio)
(14i*)"P : rezén de la progresidn

segin (P.180) del cagdgi.“ﬂﬁ’f_ (1e1)"VP) /D) (11 )™
aﬂ’l' 1 - (148 )-q/p

1-Qau)™
1 - (Lear)" WP}

)-(./P)

1 -
= =1+ )P x
P
dividiendo numerador y denominador por (1+i'
1 -an
=(1 = (Qed*) )
_n(

1 - (1+1. l-(.]p)
(1e10)"WP)  (14q0)” (WP}

ani:

T ean)VPo
sustituyendo. en' (1), tenemos:

Aw By 2o (24)

P (140)%P oy

A= Baifl.

#i la renta anual es de §l.=, tenemos:

s-agp),

8.3.1 Casos Particulares.

La féxmdde (P.65) incluye cualquier caso rell.ciomdo con
la frecuefgr de los pagos P y la esnvortibnidad de la tass
nominal 1'™ (recordesos que 1'= i(m /m). Sin embargo simpli-
ficeremos la firmule pars cads cago. -

Los casos sons :

8) m>1 y py1l; a/p no es entero, p/m no es entero

b)a=1y pelj mp

c)myl yprl; m=

d) m>1 y p>1; p/m entero, po>a

o) m>1 y p>1; m/p entero, m) p

f) >l y pel -

€)aslyp>l

- L s .
a4l = '16.‘ 1o (sl (2.64)

~En

(r.65)

o bien
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e) Es el caso was general y la fSrmulu es aplicable tal como
se express en (P.64),
Ejemplos
1, Durante 5 afios y al final de cada semestre se invierten
$12500,.= & una tasa del 4% capitalizable cada 4 meses,
cuél serd el valor sctual?

DATOS FORMULA SUSTITUCION
n=$Y
p=2 12500 1-(1, 0133T3‘5
R =12500x2=25000 2 3/2
11904 ) '125°°(f6§aaaa§:9r§"
1* = .04/3=.01333 =12500(8.979459467)

A =112243.2433

Ejercicionms:

1. Durante 3 afios y 81 final de ceada trimestre, se invierse
ten $1380,= a una tass del 5.,1% convertible cada 4 meses
determinar el valor actual correspondiente. R. $15268.07

2., Al finsl de cade 4 meses e abonan $3750.= a una tase
del 2% convertible trimestralmente durante 3 afios. Deten
ainar el valor ectual correspondiente. R. 3$32651.06. -

b) Caso en el que loe pagos son anuales y la tasa @6 ofectivu
anual, es decir i'si.
Sustituyendo mel y p=1 e 1'=1 on (F.64) tenemom:

1-(1+1) (1) 7?

ate), = (7.68)
il - 11+i)1 i

ca80 ya conocids, ver e jemplos y ejercicios en (8.1.0).

c) Hay p pagos por afio y ® conversiones de la tasa nominal al
afio y m=p.
Sustituyendo a lyp 1 ¥ l-p en (P.64):

1=(141)" 1 1-(1+17)™
aml - 7i:;=st o Rl Uy

Bjemplos . '

1. Al finsl de cada trimestre se efectuan ragos de $17210,
que trabajan a una tasa del 5.5% convertible trimestral-
:u’:to dursnte 4 afios, jcuél seréf el -onto corrospomucn-

]
: » EA:OS roam ' SUSTTTUCION
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DATOS FORMULA SUSPITUCION
p=4
R 17210x4=68840

R 1258840
oy g =1 o .o
4

1 -1055 - '16

1'=,055/4=.01375 —17210(1={1:01375) ")

ne=4 .01375
-11210(:1?%'%%92-3;_
=245668.0609

an{ $245 668.0609
Ejercicios: :

1, Durante 6 aflos y al final de cida mes se invierten $2050.
a uns tasa del 2.5% convertible mensuslmente. Detersinar el
valor presente correspondiente. R, $136 931.29.

2, Al final de 4 peses se sbona $1095.« a una tass del 3.5%
convertible cads 4 meses durante 6 afios, Determinar sl va
lor actual correspondiente. R, $17 685,48,

d) Caso en el que hay p pagos por afic y m conversiones de la
tasa nominal por aflo, cuando p/m es entero y p) m.
Dividiendo numerador y denominador por i' de la férmuls
(P.64) tenemos:

1-(1ei!)™
-l i’
R Bt oty
Sl 1-(1»;1')""n 4
: i (1+1').[p-1

observamos queil
[ ]

1 ' i
o - ------ —-
pam s (141') Py
oomut-ndo los tlctoru del 260. miemdbro tenemos:
=, - ..--.- -
Aam x -
P (1440 )i7-
sultiplicando al denominador del 2do. factor por m/a:
.am 1. x _} b 4 ----1-.---
Iip (1,,,_.)!/17
-conmutando loe factores:;
) t &4
=20 *

p/a((1e40)VPa)
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Observacidms .

Al denocminador del dltimo factor lo demotamos como -—(17;,

L
ol denominador de esta expresidn no representa uam expofiente y
tampoco tiene relacidn con } firmula (P.17) no obstante su
parecido. El valor de i'/i* P/8) 1o encontramos en tablas fi-
nancieras bnasmdo la forsa .I-T ’ou\lo 1° toma el lugar 4

de i e 1*(P ol lugar de
porvloa tanto tmmu
1'
adpl. = z a-.—a 1 X =Te7a) (».70)
‘Ejemplo:

1. Al final de cada bimestre se efectuan pagos de $1100.=
gque trabajan a uns tasa del 7 convertible semestralmemte
durante 3 afios, ;cufl es ol valor actual correspondiente?

DATOS JORMULA SUSPITUCTON
P 00X6=6600 Am B i
n o 30060600 A= 2l * Ttz
(2) 6600 035
1 -007 . As a =
1 -3.01/2-.035. ZAEml.035 * T T672)
n=
-035
-33006]—1”5
=3300x5. 32855:1.01157148
Ejerciocloss """‘"‘1‘

1. Al final de uada mes se depositan $1180.= 3 una tesa &l
2% convertible bimestralmente durante 7 afice; deteraninar d.
valor presente correspondiente. R. $92427.01.

2. Durante 9 afios y al final de calda trimestre se imviertemn
$5215.= a una tasa del 14% convertible semestralmemte; do-
terainar el valor presente correspondiente. R,.$106721.29.

e) Caso en que a/p es entexo y ) p.
Como en ¢l caso anterior dividimos mumerador 4 dno-l- '
nador de (P.64) entre i, tensmos:

a - _ x 1-;1;1-)"")@'

ﬂ’l S (e )VPq) /e

1-(an) ™ g0
1Y (ae0)VP

- 62 ',-,



de donde:
APl 5 * Qamae = "S5 (r.71)

Rjemplo:

1. Durante B afios y a1l final de cada semestre se invierten
$1110.» a una tasa del 3.5% convertible bimestralmente; de«
terminar el valor presente correspondiente.

DATOS PORMULA SUSTITUCION
el B
§ =1120x2=2220 A=plam iy * Serm i
6 2220 -
if ia:ggg/6=-005333 *2 Aezm 005033 55:1"05;833
=1110Uyg), 005833 * 55{%'05;333

1l
=1110 x 41.76020 x 3:61733-

'=15361,51157

Bjercicioss

1. Al final de cada cuatro meses se invierten 3991.- a una
tasa del 4% bimestral durante 2 afios; determinar.el valor
presente correspondiente. R. §5677.23.

2. Durants 8 afios y a1l final de cda semestre fe inviorton ‘
$1000.= a una tasa del 3% convertible mensualments, jcudl
¢s el valor presents correspondiente?. R. $14120,55.

£) Caso en ¢l que 1los pagos son anuales y hay m oonvorlionu
al ailo de la tass nominal de interés.

Sustituyendo p=1 en (P.64) y dividiendo nu-endor y do
nominsdor por i', tenemos: -

aﬂ’l- L {1=(aeir )~e )A®

((1+1' -1)/1'

S U1 ¢ 07 C) Wi &
17 a
; . (1e1°)" =2
es decir: .
a , X —g-taen (r.72)
ﬂl = Qs iy
. ljup].ot

1.-A1 final de cada aflo se inviorton $2780.s a una tasa del
5% trimestral, durante 5 uﬁon determinar el valor presente
eorroupondionto. ‘
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DATOS FORMULA SUSTICUCION
p=1

: - f?BO A= Ra‘.ﬁ g0 X §::'l-—"'- A=27804m .°1é5 x
1) 05 . —
1'2,05/42,0125 7 .0125
n=0 A=2760x17.59932x7-gn8zy
A=12004.55135
Ljercicions

1. Durante 5 afios y al final de cada aflo se depositam $1200.
a una tasa del 6% semestral; detersinar el valor presente
correspondiente. R.$5042.48 ’

2. Al final de cada afo se invierten $500.= & una tasa del %
cada 4 meses durante 3 ailos; deterainar el valor prounto
correspondiente. R. $1413.49. .

&) Caso en el gque hay p pagos &l aiio a uns tasa efectiva unu
al de interés.
Sustituyendo i* por 1 y m=l en (F.64),teneuos:

Qggp.m b x L)
L}

PU (144)YP-,
dividiondo'nulorador y denominador por i

R P O Wt V2

" ((1esv )I Pot

l-(1 1) % - o )
1 (1))

y escribiendo el 2do, factor como se ‘menciona en (P.11)
{aquf si podemoe hacer refersncia a dicha férmula, ya quo
se trata de una tasa de intaréo sfectiva anual)s

afpl: = O, = ;fﬂ o (r.73)

Ejemplot '

l. Durante 4 afios y al final de cada semestre se invierten
$390.» a una tasa del 4.5% anual; dotomimr el valor stus
correspondiente.

DATOS - PORMULA . susurm.ml
g = 390x2«780 1'P -
4m,045 ' -100(3.56153)(1.011126!-

el valor ﬁ’?ﬁ{ 485



Ejercicios:

1, Al final de cada trimestre se pagan $680.= durante 10 afos
e una tasa del 8% anual, scudl es el valor actual ocorres -
pondiente? R. $18790.18.

2. Durante 9 afios se pagan §900.» al final de cada bimestre
que trabajard a una tasa del 11X anuals detersinar el va -
lor sctual correspondiente. R. $31 242.69.

+4.0 Cdlculo de los Elementos de la PSraula General para el Valor
Presents de Anualidades Ciertas Ordinarias.

En caso de no oonocer la renta anual 6 el tiemp 6 la -
tasa de interds podemos basarmos en la firmula genersl des-
pejando nuestra incognita o bien basandonos en la férmula
propia para el caso particular en que nos sncontremos (8.3.1)
y despejar de esta nuestra incognita.

Obtendrémos s0lo la firsula genersl para la renta anual y
el tiempo ya que es muy complicado dempejar la tasa de la -
foraula general y de algunos casos particulares.

8.4.1 Cdlculo de la Renta Anual.
~ Basandonos en (P.64) y despejando R, tenemos:

Ap((1+4° )./P- 1)

R =
1 - (leiv)™®

(r.74)

Ejemplot ,
1. Durante 5 afios al final de cada semestre se invierte una
cantidad de dinero que a 1la tasa del 5% convertible oada &

meses y cuyo valor actual es de $51500.e. Determinar la -
renta anual correspondiente.

DATOS FORMULA SUSITUCTON
Il = 5 V
p=2 Ra-AR((1#1¢)VP-1)
m =3 1-(1ear)™ ‘
PREL ___\3/2
i = 005/3'001666 ’ x_2150012(£1001066’ -1)
A = 51500 1- (1.01666-)'3‘5
103000( .025103879)
1-(.2195928664 )
‘ =11774.97056
la renta anual es de $11 774.97
Ejercicio: : ‘

1, Al final de cada 4 meses 86 deposita cierta cantidad que
trabaja a una tasa del 7% convertible trimestralasnte du -
Tante 7 aflos y cuyo valor actunl es de $70000.=; determinar
la renta anual correspondiente. R.12771.824. LR
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8.4.2 Cdlculo del Tiempo.
Busandonos en (F.04), tenemos: n/p
- ' -
1 - (Lsi*)™™ Ap( (1+i*) 1)

R
Ap((1ei)™Po1)
R

Q+in)™ =1 -

usando logaritmos {(cap.20):

/P
~unlog(l+i’) = log(a - ARLL1rd ) - 1)

de donde: /D
Ap((1+ 1') -1)
n = (CLogQ ZETTIRtoomT) (g g

mlog(l+eit)

Ejemplo:
1. Al final de ccda 4 meses se depositan §5500.= que trabajan
a una tasa del 5% convertible trimestralmente. “btener el

tiempo que determina un valor actual de $63500,.=

DATOS FORMULA SUSTITUCINN
pP=3 (ver. F.75) 6 4/3

- 3500x3((1,0125)7/ - 1)
3 N 2500*3“15500 _ {-1)10g (1- - 16500 _1_
14D o5 4 logl.0125
1'=,05/4 =.0125 (-1)log(l - 190502é;8367°1293))
A = 63500 =

4(,0053950319)
_ =1(10g(.8071759808))
B 0. 0215801275
v = 4.310992598
usando proporciones (sec.l6.2):
3109 : z dfas
1.0000 360 dias

z = 111 dias
. el tiempo necesario es de 4 afios 3 meses 21 dIun.
. Ejercicio:

l. Al final de cnda tres meses se invierten 32970.- gue trae
bajan a una tasa del 4% convertible cada cuatro meses. Ob~
tener el tiempo necesario para un valor actual de 371000.-v
R. 6.86 o bien 6 afios 10 meses 9 dIas.
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8.5 Relacién que Existe entre Valor Presente y Monto de una Anuali
dad Cierta Ordinarie & una Tasa de Interés Efectiva.
Sabemos ques

Cllni = (1#1)-l+(141)-2+...+(1+1)-(n-1)+(1+1)_n

= (141)-1+(1+i)_2+...+(1¢i)1-n + (L)
y (Veraa.l.O)

a1 (1) (141)% %4 o0 (1e1) + 1
(ver.7.1.0)

Ahora ei lultiplﬁcnlos ambos miembros de le ler. ecuacidn
por el factor (1+i) , tenemos:

‘1*1)n0,—,1 = G (@) ) e @) e e) ™)
= (1+1)n-1+ (1+1)n-2+...+ (1+1) + 1

@
de modo que:
| Sa1 (1+1)"Qﬂ . (.76)
y as{ tenemos ques ;
: -n
Qg = (1+1) s'_qi (F.77)

- Por lo tento podemos encontrer el monto de una anualided
cierta ordinaria de n afios a una tasa efective i, conociendo
el valor presente de dichm unalidad, tambien, obtener el va-
lor presemte de la anualidad cuando se conoce el monto de la
misua.

" 81 la rente anual no es unitaria, sustitufmos (F.76) y (ETﬂO
on (1.38) y (7.56) respectivamente obteniendo as{:

S =R (1+1) (:(.11 = A (1+1)° (2.78)

A=R (141)70s =8 (1+1)"" ' (F.79)

ni
'Ejo-plo:
1. Al finel de cada afio se efectuan pagos de. 813760.- durante
7 afios que trabajan a una tess del 8% anual; determinar el
valor actual y en base a este valor, cnlcullr el -onto COo=-

- .rrespondiente. .
DATOS : _PORWULA SUSI‘ITUGION
R = 13760 n v : 1 ‘
a=T . 8 53(1+1) ai.“ s-13160(1.08)a.n .08
' g =13760(1.713824 x
56 20637 )

, 3 =3122777 75
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| Ejercicioss
1. Durante 5 safios y el final de cada ado se pagan $6800.= que
trabajan a una tema del 5% anual, Obtener el valor actual en
buse al velor S .. R. $29440,43.
2. Durante 3 afios y &l final de cada afio se pagun $5120.= que
trabejan a une tasa del 3% anual. Obtener el monto en base
al "‘1°rami' R. $15825.40.
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9 ANUALTDADES CIERTAS ANTICIPADAS

Como dijimos en (6.1.1), las anualidedes ciertas son aquellas
en que ¢l plazo este previamente determinado y en (6.4) vimos que
1as anualidedes anticipadas son squellas en las que la rente 8¢
page 8l inicio de cada per{fodo. Por lo tanto en un ndmero deter -
minsdo de perfodos se efectuan pagos al inicio de¢ cada periodo
cuando se trats de une anualidad clerta anticipada.

MONTO DE UNA ANUALIDAD CIERTA ANTICIPADA

9,0 Concepto.

Coneideremos que en una anuslided, cada page gana interés

compuesto desde el momento en que se hace el pago hasta el fi-

nal del plazo, de modo que el monto de una anualidad cierts

anticipada al final del phkaso, se define como la suma de los
montos compuestos (obtenidos bajo uns tase de interée simple o

compuesto) de todos los pegos de la anualided acusulados hasta

el fin del plaso.
9.1.,0 Deduocidn de la PSraula del Monto de uns Anualidad Cierts

Anticipada de una Unidad Monetariz por aflo durante n efios
& una Tasa de Interés Efectiva Anusl,

51 consideramos una anualided anticipada en donde R es ol
pago hecho al inicio de csda uno de n afios ¢ 1 es 1la tasa de
interés por afio y que la fecha de valuacién es al finel del
plaso, tenemos que:

El ler. pago de R se hace al inicio del afio y el interés
se aplicard por n perfodos o arios, en este caso, que es ol
tiempo en que se acumulard dicho pago! :

YA A
[+ R n
segin la férmula (F.19), su monto al final del plazo serd
R(1+41)" , '

Analognnoﬂto para el 2do. pago de R, gana interés por n.l
perfodos y su monto al final del plazo serd:

R(1+1)2"

& Y e l"

_ o 1 2 - ‘ n

Continuando as{ vemos que ¢l pago de orden n-2 o pendltimo
pago tendrd un monto de} '

R(1+1)

n=(n-2)
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/,6"‘1"'§‘f B3 Dyl A
ler. timo pago
pego

0 bien R(1+1)2

Y ¢l pago néeimo o Yltimo pago, tendrd un monto de R(1+1)
ya que 8¢ acumulard por un afo.
Y

[ JS G- MRS
Escribiendo estos montos en orden inverso, tenemos:

R{1e1), R(1+1)2. x(1+1)3....,n(1+1)""1, n(1+1)ll
Ahora partiendo de la definicidn de 9.0, tenemos que el
aonto e3 la sums de todos los montos compuestos acumuledos,
y si denotamos ¢on la letra 5 & dichs suma tenemost

5 = R(141) + R(L+1)% eoous R(Geg)™2s ROA)®
= R( (Le1)+(1+1) 4ouee(1ed) ¢ (141)7 )

i utilizamos el simbolo § pars desigoar al 2do. factor
de la ecuscidn anterior, toncn*s o

Sy = (141) + (141)2 4oeor (141)™ s (e1)®
es decirs:

S =R §§n1 ' (1)

sl aplicamos el concepto de progreeién geométrica (oap.l9
F.180), tenemos que: :

X= (1+41) 1 e» el ler, término

r= (1+1) 1 es 1la razén geométrics

x= £1+1)“: es ol fltimo término

2= 5@

o8 decir: - n
3 o (121)=(1+1)(241)

a4 1-(1+4)

- -‘14-1 “]'vblu
- - .-I
sultiplicando por %:B-]..

n+l

-

(@)

- f1t1)

‘ R £ Vot B

observamos ques
5

-
T
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observanos que: o

] Sgvq)y - (r.80)
sustituyendo en (1) tenemos:
0 bien -

S = RS5, (r.82)
por lo tanto si la renta anual es de $§l.=, tenemos: '

la foraula (F.81) habla del monto de una anualided cierta
anticipada en términos del monto de una anualidad c¢ierta ordina
ris. Ahora obtendremos otra expresidn con las mismas caracteris
ticae, la cusl puede ser til para facilitar los célculoss

Partiendo de (2) podemos factorizar (1+1), tenemos:

(1+1)x-1°$l1-1-

5
Ok 1-(1+1)

(-1)(1-(1+1)™)

(=1)(1-(1+1))

= (1+4i) x

a

= (1+41) X A=oSfenta
observamos que: ' EEAPTE
g = @)y, " (2.83)
#i sustituimos en (F.82), tenemos: '
7 S = R(1d)ag ‘ , (r.84)
Y #i la renta anual es de $1.= , tenemos: -

8 = (141)35, '

Ejemplos:

1. Determinar el valor acumulado al final de 2 afios 81 se in -
vierte un capital de $53.= al inicio de cada afio que trabaja
a una tasa efectiva anual del 40%,

) mgos PORMULA SUSPTITUCION
B 53 S=R(Szqm; =1 S=53(Sgy .0 - 1)
= -‘0
S = R(1+1)8 =53(4.3600=1)
"3 ©178.08
5-53(1.40)557.40_
=53(1.40)2.40
=178.08

ol-lonto serd de $178.08
. Bjeroictoss ‘ .
1. Detrminar ol tulor que se acusulerd al finnl de 7 nﬁos ol nl
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inicio de cada aflo se invierten 390000.= a una tasa efectiva

anual del 10% R. ¥939229,.80.

2, ¢Cufl es el monto de una deuda al final de 4 afios sl sl inl-
cis de cada afio se pagan $1315.= & una tasa del 6.5% anual?
R. $6172.,13.

.1.1 Oflculo de la Renta Anual.
Para obtener el valor de la renta necesitamos despejar R
de las férmulas (P.81) y (F.84) es decir:

(r.85)

Rs= —~——-—- [+] R 2 cana

nel) 4 : (1+1)
Bjemplo: 35)1

1. Determinar la cantidad que a2l inicio de cada afio se de-
Be invertir & una tasa del 20% anual efectivo para acumu
lar la cantidad de $85600.= durante 5 afios.

DATOS YORMULA SUSTITYUCION
i=,20 . :
5=85600 Beogmdooeeey Ry t00__
ne5 m «20 5—*1 20 © .
(1+i)s 8.92592
i =95 (<]
12
(1.20)83 .20
85600
1.20x7.44160
=9585,752168
la renta anual anticipada url des 89505.15
Rjercicios:

1. ¢Qué cantided pagadera n inicio de cada afio o3 necesa
ris para que en 6 aflos se acumulen $150000.=, si cada
cantidad se invierte al 40% anual? R. $6563.58. .

2, 51 se tieme un monto de $92000.= que se scumuld en 17
afios a una tasa efectiva anual del 14%, ;oufnto tuvo
que invertirse al inicio de cada afio? R. $1365.11

«1.2 Célculo del Tiempo,

El tiempo 1o podemos obtenor despejando n de las férsulas
anteriores o bien unndo las tablas finsncieras como a eon-
tinuacidn veremos:

= despejando n3
S = l(s—-11 ,
8 v- n!h&%fﬂ‘_l -R

2.




S +R (1+41) 1
R’ - i
(1+i )r“l -1 = i'(_ls-ltgl.-
(n+l)log(l+i) = 1 133—%‘32 1)
de donde:
i{gsB) + 1) ' : '
log(l+i) R
usando tablas:; o _ R(i‘i)éﬁyi

. R
Smi = R{IST)
el valor de dicho cociente lo buscamos en tablas y oi es
necesario usamos el método de interpolacidn lineal (cap.l7)
Ejemplo:. ’
1. (Cuf) es el tiempo en que tiene que invertirse al inicio
de cada afio un capital de $2000.= para formar un monto de
$35600.= si la tasa efectiva de interés es del 11%?

DATOS , l¥¥§+n) , SUSTITUCION
R = 2000 « -. —="41 0: +2000)
§ = 35600 B = memmecBeeel .1 n 1”%“" 21)
i=0,11 log(l+i) log(1.11)
' __53.068 1
10&1-
_0.4868553553 1
~0.0153225783
_ n=9.74190989
es decir:
‘ .8 : :
W1 = RIHAY 35600

S&1.11 = Z000(T.11)
= 16.03603604

' en tablas financieras segdn‘(cap.17 y ?.172), tenemos:

16.72200 ~ 10
[16.03603]. ' ]
14.16397
59 = (16.03603 ~ 14.16397)(10-9)
n-3 16; 72201 =z 14.163971"
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9.1.3

1.87206
n..g __-5580--- = 07318333‘75

de donde:

= 9,7318337477
usando proporciones:

«731833 : z dfas
1,000000 : 360 dias
z = 263 dfas

as{ n = 9 aflos 8 meses 23 dfas,
cuando obtenemos n por fdrmula es mejor, mds exacta aue
por el método de interpolacidn; en este caso la aproximacidn
falla por 4 dias, gue es mucho,

Ejercicios:

1, 5i se quiere formar un monto de $27900.= bajo una tasa
efective anual del 9%, con pagos de $3100.= al inicio de
cada aro, jcudnto tiempo tendrd que transcurrir? R. 6.44
o bien 6 ailos 158 dias, que son 6 afios 5 meses 8 dias.

2. ¢En qué tiempo se acumularan $100000.s= si al inicio de ca
da ario se invierten 3$9000.= a una tasa del 7% anual?

R. n=8,07 0 bien 8 arlos 25 dias.

Cdleulo de 1a Tasa de Interés Anual Efectiva,

Dado que es muy complicado despejar i de cualquiera de las
férmulas anteriores procederemos a obtener i usando tablas y
el método de interpolacidn lineal (cap.17) si es necesarin.

de 5 = R(S - 1) (la vdnica fdrmula de la cudl es
_ n+lld © . mas fdecil obtener i)
tenemos:
S = _S_ +1
: n+lli -~ "R
Ejemplo: o
1. Para un valor acumulado de $210000,= que se logrd en 5
afios mediante cantidades de §13000.= pagaderos al inicin
de cada afio, jcudl es -la tasa. efectiva anual eorrespond1en

Ye?paros  moRwuLA SUSTITUCION
5 o semiedeen .30,
R = 13000 nellt - TR 5+1]1 = "13000

5311 = 17.15384015
en tablla

financieras y aplicando el método de
interpolaci&n (cap.17):
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20.78125 « 50
1701538‘] [ i J
16,32364 .40

(17.15384-16.32384)(.50-.40)

1,40 =

(20.78125-16.32384)
. £.83)(.1)
4.45741
=0,0186206788
de donde:
1 = 0‘1862
1 = ‘10802‘
Ejercicios:

1. (Cufll es ls tama efectiva snual necesaria pars acumular
$89000.» en 6 afios con $9500.s pagederos &l inicio de cada
afio? R. i=12,89%,

2, (Cufl es la tasa que mediante cantidades de $5560.= paged
derss al inicio de cada afio forman un monto de $75000.= en
9 lﬁoe. Ro 1‘8-0037%0

9,2.,0 Deduccidn de la ¥érmula General del Monto de una Anualidad
Cierta Anticipada de una Unidsd Monetaria por afc pagadera
en p pagos al afio Durante n aflos a uns Tass Nominal capitali
gable m veces al aiio,

Cuando hablamos de in ;erée compuesto el monto al final dsl
ler, afio erg S = C({1+i')" y al final del ntésimo aflo ers
S = ¢(141')™donde C ers la Unica cantided sobre la gue se
aplicaba el interés,

Por tratarse de una anuslidad serdn tantos montos como pa
gos se hegan y donde la fecha de vencimiento es sl final del
plazo.

Supongasos primero quo por cada afio pagamos la renta R y
que en cada afio hey p perfodos de psgo, es decir para reunir

~ en un wio la cantided R, en cada p-ésimo de afio (1/p) se ps
gs (R/p) existiendo m porfodoa al aflo en que me convierte la
 tesa, :

De acuerdo a (F,18) donde n es en aﬂou el tiempo que fal-

ta por transcurrir para scumular un monto, el ler. pago o

cantdsd R/p hecho al inicio del ler. perfodo tiene como non

to al finnl del ler, aiios

.-(1+1')"1)
op decir el tip-po para que se forme el montc es: -
‘ o/ % ler. silo
S Mt 4
lor. pago B T PR
b , P

de modo que, 8l tinal del n-épimo aiio 01 monto del ler.
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de modo que, al final del n-ésimo aiio el monto del ler,
pago es:
%(101-)“

el 2do.,pago se efectuarfa 1 _ Geimo de aiio después pero
antes del S - éeimo de aiio y P se acusularfan 2 pagos es de
cir R/p + !(/p = 2R/p y 51 ¢l plazo er de un afio, tendrfasom

L] m
!__2! v‘__tter | )

R A v
1/p de aiio - l= = por
transcurrido transcurrir

he transcurrido 1/p de aflo y el tiempo en gue se ucu-ului
el 2do, pago es: 1-1/p y el -onto e8:

g(1+1')'(1‘ 3

as{ a1 final del n-épsimo aiic el monto del 24o. pago serfal
1
2 quoe-p

de modo que ol monto del ler. pago al final del n-feimo nil

(Mfloees o T \p-ésimo afio
i ii IR B
\ echa de
5 P 5 valuscién
2/p do afio n- = por ‘
tranacurridos P transcurrir

es decirs
' ll(1+1')'("" 2

. Dado que ¢l p—l-m pago se efectua sl inicio- dol dltimo -
‘perfodo del ler, sfio, se acumulsr{s solo por un p-6siso de aflo
el ee tutara de obtener el monto al final de¥ 1er. afio este

ser{as
: %(14' ym(1- h" Y -(1+1-)"( 3)
0 1 n
v o momt

* ]
Si se tratars de obtener el monto al final del 2do. eflo,
el Yltimo pago se hurfaun-p-daimp de siic antes del final del

2do. aflo y por 1lo tento dicho pago -se acumularis por /ey
ou monto soria; o ; ’ RS N
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2p-1
%(1+1-)"‘2‘ =) (m')"( 2

el monto del pemiltimo pago o (np-l)—éﬁino pago &l final
del ario n seriat

p-1)-1
R(14,1')"(“' "‘DH") R(1e,1 ym{n- ’%") (1¢1' '( 7
es docirl
s i A e A

peniltimo pago 2/p de afio
por tremscurrir

y el dltimo pego se acumulard por 1 de aﬂo y su monto al
‘aﬁo n ess a/ P
B(1+1') P

as{ pues, la eerie de montos compuestos ess .’

) 1 R .
Buiiy™, Bueany®03), .., Baag)2p, 5008 e

Como vimos en 9,0 el monto de una anualidad cierta antici-~
pads es la suma de todos los montos compuestos acumulados has
te la fecha de vencimiento, es decir, denotando a diche suma
con ll letra S y factorisendo R de oade pago:

SeR( p(1+1-)ﬁ+ -(1+1 ) p+...+ -(1+1 )'("‘i) 1(1+1°) )

dado que por cada afio hay p pcriodoe de psgo, en los n
arios hsy mp poriodos de pago, asl tenemos:

-n(-T1+1')§ + 1(1+1')p(2)+...+ 1(1u )ﬁ‘“"1)+ (1+1')p(“9)
'asignandq ol simbolo. s&?) ’l 2do, factor del 2d40. miexbrv

tenemos:
' S = R s&p) | (1)

si .plicalon el concepto de progresidn geométrioca (cap.19).
tenemos loe datos siguientes:

Xl' = -(1+i')./pl ler, téruino de la progresidn

. P
' r »  (1¢1')%P; ragdn de la progresidn
SEF R )'“ # dltimo téraino

“H’I
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sustituyendo los valores snteriores en (r.180, cap.l?)-to_
NneRos:
,(m' )!’ ~ei)Pa/p0es)™)

Sﬁ) (1‘,10).7P
1 -/p 1 - (i)™
= =(1+1°)
P L @)
(-1)

sultiplicendo por ls-—-=:v y conmutando el factor %, tene -
mos: (-1)

) W/P, 1(-1)(1-(1+1')
={141*) prmmmwﬁ

3 WP Qﬁ')- -1 '
s&p). =(1e10 ) ¥( ; x ey, ) (r.87)

obnrvu-ol que:
Sﬁ)i . (Leat)VP Skl (r.88)

sustituyendo en (1), tenemos:

S = R(Leg?)VP S&p)e | - (r.04)
‘c bien " . o/ ( )-' v )
S = B(1ege)VPy Ml21) o1 r.
. P + X (1*1'1 ).7’_ : : ( 90)
o bien

s = R §fp), - (ra),
por lo tanto ei la renta anual u de $1.=, tenemos:

S = (1+41°)WVP sﬁ)) : e (r.92)

9.2.1 Casos Particulares.

: Ls féraula (F.87) incluye cualquier cmso relacionado con
la trecuetzc%n de los pagoe p ¥ 1& convortibuidul de 1a tasa
nominal {'®/ ( recordsndo i*= 1 )/l)

Sin embargo podemos simplificar la tonuh para csda caso:
Loscasos son:
a) m>1 y p>1; m/p no ee enterv; p/m no es entero
b) m=1ly p=l; m=p
B>l yprl; m=
m>1 ¥y p>1; p/m entero, p>nm
e)asl.y p>l; m/p entero, m)p
f) m>l y p=1
g) m=lyp>rl
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n) Bs el ¢rro més general y la fdrmuls ee apliceble tal como
se expresa en (F,87).
Ljemplo:
1. Durante 5 afios y al inicio de cade Bemestre se invierten
$12500.= a una tasa del 4% capitalizablc cada 4 meces,
icuél serd el monto correspondiente?

DATOS FORWULA SUSTITUCION

n=5

p=2 s=B(1410) Px llt&-l-

R =12500x2=25000 P (1+17) Py

R =3

(3)

1'7/=,04 25000 ¥e, (1. 0133)

L §=525-=(1,0133) dirra-

it=.04/3 L (1 0131) 72
0.219789514

=12500 (1.020066519)5> 535055515~

212750.82149x10.9530514
9=139660,5127
Eaerclcios°
1. Durante ; afios y al inicio de cade trimeetre, se invier-
ten $1230.= a una tesa del 1.5% convertible cada 4 meses,
determinar el monto correspondiente, R. $15124.54.
2. Al inicio de czda 4 meses se epbonan $4100.= a una tasa
del 2% convertible trimestralmente durante 3 afirs. Deter-
minar el monto correspondiente. R. $38153.18,

b) Caso en el que loe pagos Son anuales y la tasa es efectivaz
anuel, es decir i'=i y m=l.

Sustituyendo m=l, p=1 e i=i' en (F.87), tenewmos:
Sgp), = (et (hil-"-%-
1(1+i) -
11+i)“*1 (1+i)

§£H -‘sm g =1 - (P.93)

caso ya conoeido, ver ejemplos y ejercicioe en 9.1.0.

¢) Hay p pagos por aflo ym conversionee de la tasa nominal
al aflo y m=p,

Sustituyendo m=p en (F, 87). tenemos:
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. 1 (aa)™o
Sﬂl' = (le#) x ;'(zi:zj'jx:"ij
(i)™ _(1447)
p(l +1 -1)

1. (i)™ g0

-X -

P i
1440)%0 .y g )

£ - Ll 2 e

p i

o 1

%Fl. = 5( Sin_mi. - 1) (FOQ‘)

Ejemplo:

1, Al inicic de cada trimestre se efectusn pagos de $17210.=
que trabajan & una tasa del 5 ,5% convertible tri-ostrnlnon
te durante 4 afios, icudl aer{a el amonto correspondiente?

DATO3 PORMULA SUSTITUCION
p =4 R '
R =1T7210x4=68840 S=-(8 . - 1) Ss-- -(S
_(2)4 plian+g) 4 4 PTES) oiiv)s
4
1'"=,055 _ . _
192,055/4=.01375 17210‘)5]' .01375~1)
n =4 3 1,01375)° -1
.)=17210)é .01375 1)
=17210(18,00497697)
$2309865.6531
Ejercicios:

1, Durante 6 afiom y al inicio de cadza mes me invierten $2050.
& una tasa del 2.5% convertible mencualuente. Deter-innr a
monto correspondiente, R. %159397,91,

2, Al inicio de cdda 4 mesen se abonan $1710.w a una tasa del
3.5% convertible cada 4 meses durante 6 aflos, Deterninnr el
aonto correspondiente. R, $34 427.89,

d) Caso en el que hay p pagos por afio y m coaversiones de la
tasa nominal por aflo, cuando p/m es entero y p>m.. .
En el caso- de onualidades ciertas ordinarias, obtuvimos =
la fruala (P.47) y ess .

-1
S = = 3. X eemewe
1 = 2 S X i)
Dado que la firzula (F.38) no puede simplificarse més en

ectc oaso, 10 que harémoe es auatituir (P.47) en (P.88) y
obtenemos1

g - e L e * st 9
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Ejemplo:
1. Al inicio de cads bimestre se efectusn pagos de $1100.=
que trabajan a una tasa del 7% convertible semestralmente

durante 3} afios, scudl serd el momto correspondiente?

DATOS PORMULA SUSTTTUCION
P = 6 R ./ .
R =1100x6=6600 S5 = =(1+1')"Ps X ki
a2 a4 Sy 1+(p/m)
1(2)-.0/7 . y
1'2,07/2=.,035 600 2/3., .035
n=3 Sf--!-(l.()}ﬁ) 55331 .035 x ;-3-;“

=3300x1.023099257x6. 55015x1 ,01157
5:22373.01794

Tecordesos que en &9213) sl 3 no es exponente, es una

expresidn que se encidira en tablas financieras, aungue
con o1l nimero hay que interpolar (17.6).

Ejercicionm:
1. Al inicio de cada mes ae depositan $17680.= & una tass

del 2% convertible bimestralmente durante 7 alios;; deter
ainar ¢l monto correspondiente. R. $160606.84. -
2. Durante 9 aflos y al inicio de cada {rimmetire se invier-
ten $5215.= & una tasa del 14% convertidble semestralments
deteruinar el monto correspondiente. R. $373121.94.

¢) Caso en que m/p es entero y m) p.
Segin la férmula (PF.87) podemos sustituir (¥.48) en

(r.87), os dscir:

Be)y = et )P0/p . 1)
&1 et Pigmse ¥ Lagy

(r.96)

desarrollando la férwula anterior tenemos:
- ‘ .

0t )VP0/p sy ) -t

: * mi {1+i°) ’fl
l’ z‘-(“l..*i_o)Vl'zo

Pgm"__/‘xw) 5

multiplicando por 1.!!1.1.2:;7 tensmoss
S (1410)”VP

o WP -a/p,
1 {2ei0) ¥ ¥ (14d*) 1
= =3 s Xwdoan
BT TR ) Vg

1., -
- - S K e o nay aven o ance
a1 qanve



= l S X .._-..i:......;.... -
poEaLt T ()P
observanos que.

1
= - P, P.
S‘fl 3 S__]i. xc) o (r.97)
Ejemplo:

1. Durante 8 afios y al final de cade semestre se invierten
$1110.,= a una tesa del 1.5f convertible bimestralmemte;
determinar el monto correspondiente.

DATOS ~ PORMULA - ~ SUSTITOCION.
ns=28
p = 2 S = . . ----_-.
H=1110x2=2220 P Emi X i
l(: 6
6)
1'%/u 035 2220 1
1* = .035/6=4005833 % ST5A 005833 ‘a“""’m o

e cons 75

alquSS. 209241-2.-§‘m-—
Jasf 3 s 20666.18209 4

E} orcieios H

1. Al inicio de cadr 4 meses me invierten $889.s a una tasa
del 1% bimestral durante 2 afios; determinar sl monto co-
rrespondiente. R.$5396.63.

2, Durante 8 aiios y sl iniclo de csda semestre se muortn,'
$1000.= & una tasa del 2.5% convertible mensualmente; de-
terainar el monto correspondiente. R.. 11021.12. '

© £) Caso en que los pagos son anuales y hay = oonvon:lono- IJ.
afio de la tasa nominal de interéds.

Sustituyendo p=1l, en (P.87), tenemos: - un :
§£i)).‘- (1,10)‘; % x .!l!m;—:-l ‘
' ’ - (1el*) =1
[ ]
multiplicando por 1 = :—; » tonemos: o

(14_1'). x (14'1'1 =1 1
(loi') 1f.‘

- . ;



(1e1)™- 1 (1e1t)"ie

= ..-—...._....- eme X mmmmn et —m———

1410 )1
(1+1°') ‘

multiplicando por 1 e ==-=-~=-— =’ tenemos:
(1+1°)”

(1eit )21 it

-------- - G e T

1-(1ei0)™
observamos que:

g - O S .98
sﬁﬂ' -Smi'xa-ﬂio (F.98)

Ejemplo:
1. Al inicio de cada afio se invierten 32780.- a una tasa

del 5% trimestral durante 5 efios; determinar el monto co-

rrespondiente.

* DATOS PORMULA - SUSTITUCION

. p - 1

R = 2780.= S =RS X evmmame

m =4 M1 Gy

14 s

i'=.05/4 = .0125 S=27805 X mmecdacaan

2 e x5 .0125 c}7 L0125
-2780‘22 56298;__-8186---
_S=16174.34

Sjercicios:

1. Durante 5 atios y al inicio de cada atio se depositan
$1200.= a una tasa del 6% semestral. Determinar el monto
correspondiente. R. $7189.38.

2. ‘Al inicio de cada afio durante 6 afios se invierten 3500.=
a una taesa del 3% convertible cada cuatro meses; determi-
nar el monto correspondiente. R. §3334.72.

€) Caso en que hay p pagos al afio a une tasa efective anual
de interés.

Suatituyendo i*=i y n=l en (P, 87), tenexos:

- (1*10 l/p 1 (1*1') -1
s&rl (1+1)Vf’-1

nultiplicnndo por l'I' tenenolx .

. ,(1+1)1/p (ei)?o1 4

p((e1)} =Y i
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n
= (1+1)1/px ..L.l.:l%_._:_l X S S

p((1+1)1/P1)
segin (F.17), tenemos:

o l/p i
S&Pl'. (101) Sﬁ-,i X ‘;ri’ (F-gg)
Eic-plo:

Durante 4 afios y al inicio de cada semestre se invierten
8390.- a une tasa del 4.5% anual; determinar el monto co-

rrespondiente.

DATOS FORMULA SUSTTTUCION
n =4
p=2 S=R (144)1/Pg X =
R =390x22780 R )]
1= ,045

1/2
S = 780(1.045)~ “s x-2243

-780:1.02225241:(4.27819!1 0111%
#3449,198432 ,
as{ el monto es de $3449.198
Ejercicios:
1. Al inicio de cada trimestre se pagan $680.s durante 10 a
- gfios a una tasa del 8.,5% anual; determinar ¢l monto co-
rrespondiente. R. $42473.29,
2. Durante 9 afios se pagan $900.= al inicio de cada bimes-
tre que trabajan s una tase del 10.5% anualj detersinar
el monto correspondiente. R, $79412.73..

9.3.,0 Célculo de los Elementos de la PSrauls General pars el Monto
de Anualidades Ciertas Ordineariss.

Bn oaso de no conocer la remta anusl § el tiempo 6 1la ta -
ss de interés podemos basernos en la férsuls general doupejsn
do nuestra incognita o bien basandonos en . ls formulm general
propia pare el caso pu‘ticulu' en que nos oncontrenos {(9.2.1)
y despejar nuestra incognite.

Obtendremos solo le férmula generzl pera la rente anual y
el tiempo ya gue es muy complicado despejar la tzsa de la -
férmula generel y de algunos casos particuleres.

,9.3 1 Cdlculo de ls Renta Anual.
: Buandonos o (1.90) y dupe:lando R, tene-on-

Re ﬁn..“lﬂ.')‘/" sl). (P.100)
‘(1‘,10)-/1)( (1‘_10 )ln 1) .

8K -



Ejemplo:

1. Durante 5 &fios 8l inicio de cada memestre se invierte
una cantidad de dinero que a la teisa del 5% convertible
cada 4 meses genera um wmonto de §51500.=. Determinar el
monto anual correspondiente,

DATOS FORMULA SUSTITUCION

n=5%

Pe § 'sz((ld')"/p 1)

L3205 (142)VP((1410)%1)

1's,05/3=.01666 , 32 _

S = 51500, Re31500x2( (1.0166) 1)

' (1.01666)32((1.0166)3%%-1)
103000(.025103879)
11.025103879(. 26125641.2)
=8968.250929
la rente em de $8968,250929

Ejercicios:

l. Al inicio de cada 4 meses se deposite cierta cantidad

" que trebaja s una tasa del 7% convertible trimestralmente
durante 7 afios que producirén un monto de 370000.=; deter
ainaer la renta anual corresponiiente.

"9.3.2 Cdlculo del u.-po en afios,
: Basandonos en:

R a/p. (14i0)™® -2
5= = (1+41°)7" *x
: (ei0)VPo 3
(1+1 )“'1 Sni(lw)'/’ 1)
R(1+44°) /P
L4
(1+10)™ . Spl(1ed®) ™ 7-1)
' R(1+1%)VP
lpli.cando logaritmos (°‘p.20):
' s/p
mnlog(l+1i*) = log( Sp((1+1°) 7%, 1) L
S ° R(1+17)VP *1)
de donde: (89((141')'/ _),
. n= . ._1*‘ .)./P . :‘l’.lo].)
: - m log(1les®) | ;

+1
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Ejemplos
1. Al inicio de cada 4 meses se depositan 35500.= que traba-
jan a8 una tasa del 5% convertible trimestralmente, jen qué
tiempo producirdn un monto de $63500.w?
DATOS PORMULA SUSTITUCION
3

5500x3=16500 sustituyendo

en (P.101) tenemos: 4/3
) 10 (6350013((1 .0125) -1)
=.05

4/3
- .05/4=.0125 n = 16500(1.0125)

&0

-

+1)

= 63500 .. 4 10g(1.0125)

e g g

3181.596304
_ loeligzreieris- + 1)

4 10g(1.0125)
. log(1.18965651)

4 log 1.0125

00754215853
0.0215801275

=3,4949555
usando proporciones; (sec.16.2)

4949 : ¢ dfas
1.0000 : 360 dfss

= 178 dfas
es decir el tiempo necesario es de:
© 3 afios 5 meses 28 dfas

Ejercicio: ‘ ' '
1. Al inicio de cada tres meses se invierten 82970.- qu. tra-.
bajan a una tasa del 4% convertible cada cuatro meses, ien
- qué tiempo producirdn un monto de $71000.=? R. 5. 338 o

bien 5 aflos 4 meses 1 dfa.

'”,é 35 ;l_¢



10 VALOR PHESENTE LE UNA ANUALIDAD CIZRTA ARTICIFADA

#0.0 Cuncepto.

En (1.3) mencionamos que el valor actusl es ung cuntidsd &
le. que todevia no se le aplican loe intereses para acusular
un monto, lo cudl, tambien lo podemos ver como la cantidad que
resulta de dcscontar del monto, los intereses acumulados.

Congideremns que en una anualidad a ceds pago se le descuen
ta un ihterés cospuesto desde el momento en gue se hace ¢l pa-—
go hasta el inicio del plazo. De modo que el valor awtual o
valor presente de una anualided cierts anticipeds se define
como la suma de todos los valores presentes correspondientes
a los pagoe hechos sl inicio de cada perfodo de la anualidad,
descontados al inicio del plaso.

10.1.0 Deduccidn de 1la Pdrmula del Valor Fresente de una Amualided
Cierta Anticipada de una Unided Nonetaria por siio Durante n
sfios a una Tasa Efective de Interés Amual.

Si conriderazos una anuclidad cierta anticipeda em donde
R e2 ¢l pago hecho sl inicio de cade uno de n afive, ¢ 1 e
la tora de interée por afio y que la feche de valumeidn es al
inicio del plaso.

El ler. pago de R se hace 81 inicio dcl ler. perfodo y de
acuerdo & 1a firmulea (F.20) tenemos que el valor presente
correspondiente al inicio del plago ess

5t 3

ler.
pago -0
es decirs B{1+i) = R

Analogaments, el 240. psgo de B e¢s descontedo por un pew
- riodo y su valor presente al inicio del plaso es: :

R(141)7}
es decir;
[ B
2do, pago
Continuande as{ vemos que el pago fe orden n-1 tiens como
VElOTr presente: 8(101)-(!1.2 es decir:
y S A U
-0 1 =201 n

EL pﬁgo de orden n tiene como valor prenonte:
R(1e1)”01), g(44)10
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[ 2 Ns
0 1 n-1 n
imo

pago

Escribiendo estos valores presentes tenemos:
B, a(ui)‘l. n(1+1)'2..... R(1+1)',(“"2). R(1+i)

Partiendo de le definicidn del valor actuasl o valor pre-
ssnte de una anualidad anticipada dada en 9.0 y designando
la letra A para repreaentar el valor actual, tenemos:

A= R+ R(11) e R@e1)Pusiue R(1+1)’(°'2)+ P.(1+1)‘(""1)

dR(Le(1ed) 2o (o) 2000 e (191)~ 72D (104~ (071D

la féruula la podemos obtener basandonos en que esta su-
cesién de valores forma una progresién geométrica (cap.l9)
sin embargo, lo dejamoes como ejercicio para el estudiante,
la obtendrémos de la siguiente manera:

Asignando el silbolod N al 2do. término dol 2d0. mien
bro de la ecuacién tonuom -

Gay = 1A )2 e e)? ™ )t
es decirs (F 102)
A= (1)
obssrvamos que: . Rai“'
(1+1) bﬂi‘ (1+1)'1+ (Lei)™ +...+ (1+1)1'n+ (141)"‘
¥ de acuerdo a la exproeidn (®*.53), tenemos:

-(n-1)

(141)” iu =z, ~ (P.203)
o bien L
day = G0 g, = (1+1)x-¥:%ﬂ2-- © (P.204)
sustituyendo 2,104 en (1), tenemos; | '
A= R(1+1)am1 (?.105) .
A =R0q, - (».206)
por 1o tanto si la rents anual es de $1.=, tenemos: _
Wuoﬂaoi&m A= QatlGg, (r'.l m
Kl simbolo(]— . se sncuentra en tablas fin':ncioru' a las

que hacemos rotiunch o la introduccidn.

n factor (1+1)°B 10 encontramos en tablas re esentedc
r v ¥ que tamblen podemos caloularlo por long{tlo- (vgr-'
up. 20) o _por el teorema del binouo (cnp.a)

, Dnl;'ronn_ndo 7,104, tenemos:
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(1+i) x

1 - (Lei)™®
Lot

_ (ed) - (1)

i

1 = (1+i)
I

~(n-1)
+

P

observamos que:

dmi "Aemy *1
sl sustituimos en (F.106) 1a expresidn anterior:
A= '(aiﬁh +1) (r.109)

(r.108)

Ejemplo:

1. Obtener el valor actual correspondiente a un conjumto de
pagos al inicio de cada afio de $6290.= que trabajan a uns
tasa del 3% snual durante 7 afios.

DATOS PFORMULA SUSTITUCION
R = 6290

Z .03 A = RQa)qy A=629o(1.o3)aﬂ .03
n=17 =“18.116.23028

el valor presente es de $40,364.16

Ejercicion; )

1. Un conjunto de pagos efectuados al inicio de cada afio de
$7170.= trabajan a una tasa del 6.5% anual durante 3} afios
icudl es el valor presente correspondiente? R. $20223.93.

2. Durante 5 afios se hacen pagos al inicio de cada ailo de
$1900,» que trabajan a una tasa efectiva amual del 5%, -
icufl es el valor actual de la anualidad? l. 88, 631.31.

10.1.1 Cdlculo de la Renta.
Para conocer la renta anual necuitno- dnpojlr Rde ls
férmula (P.105) o bien de (PF.109). » ,
P S o Re 2 (ra10)
(4)dg 4 Az +1 :
‘Bjemplo:
1. Un valor actual de $20890.= calculado en buo a una tasa
del 4.5% anual y a un plaso de 3 afios, :,cuﬂ es ol n:l.or
de cada pago?

DATOS PORNULA susnmcxol
"A = 20890 R= A : R =
; - Sott‘:i | '(i?iv e A (1.045)ﬂ;|



R = -_-20890
(1.045)2,74896
R =7271.997636

- > 0 ey o s e e i v

Ejercicios:

1, Obtener la cantidad a pagar al inicio de cada afio para
cubrir una cantidad de $69000.= en 4 afios si la tasa
efectiva anual es del 4%. R. 318277.68.

2. Al inicio de 9 afios se debe pagar una deuda de $72000.=
ei la tasa de interés znual efectivo es del 5%; deterain
nar la renta anual. R. $9647.32,

0.1.,2 Cdlculo del Tiempo.

Para conocer el plaezo de una anualidad anticipada podemos
despejar n de la férmula (P.105) o bien al-través del cocien
te que a.continuacidn mencionamos usando tablae financieras™
y ol nétodo de interpoladéidn (GPJ¥) si es necesario.

- por despeje:

-n
A= B(141) x -l-:-§l312--

1-(1+1)Ba <AL

R(1+1)

(144) B 1 - AL
v R(1+i)
usando logaritmos (cap.20)

-nlog(1+41) = log(l - ---AL____)

R(1+1)
n = {-1)log(1l - A;[R(1+1ll (r.111)
2 A log(ls1) ‘
? - por tablas financieras: ‘
aﬂ. A= R(i#i)a-i\i
; | M1 p1a)
} el valor de dicho cociente 1o buscamos en tablas.

Ejemplo}
4 1. ghurante cuknto tiempo se cubre una deude de $85000.= Cu~
) Yos pagos al inicio de cada afio son de $11500.= que traba
Jan a una tasa del 9% anual efectivo? ' =
s FORMULA

DATO K SUSPITUCION
A = 85000 ' :
:, R = 11500 n = {=l)lea(i=_41/8(11))
é i=.09. ‘ “ log(lel)
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(85000)(.09)
. (-1)208(1 - ~rriEBEYTITaET)

log(1.09)
_ (<)los@ - ‘;gggﬁ")
log(1.09)

. {-1) 10g0.3897088153

logl.09
-4092597702
= OITAZAYT
n = 10.93502714

R 85000
By R R rererri

=6.76101316)

interpolando (tapl)

6.80519 11
6.78101 n ]
6.41766 J (10
0 = $6:78101-6.41766)(11-10)
(6.80579-6.41766)
o £+36335)(1)
+38753

= .9376048306
n = 10,9376048306

usando proporciones (cap.1$)

93ss } £ = 334 afas
1.,00:360 dfas ) . s .
por lo tanto el tiempo necesario es de 10 aflos 334 dfas

Ejercicios : : :

1. (Cufl es ol tiempo a transcurrir para pagar una deuds
de $91000.=, 81 los pagos al inicio de osda afio son de
$16000.= que trabajan a una tass del 4% anual. R. 6.29
o 6 afios 104 afas, ' , ‘

2. 3¢ efectuan pagos de $13130.e al final de cada aflo, ¢8u
rante cufnto tiempo cudrirdn una deuds de $82000.= 81 1a

~ %asa es del 5% anual?. R. $.23 o 7 afios 82 afas. '

10.1.3 Gflculo de 1a Tass de Interés. _ -
: Bn este cas0 sole. conoceremcs 1 al través de wear Sables

‘tiunnei.o_r'u ¥ ol aétodo Qe interpolacidn si s 'ucumo»n :
que ol despeje de 1.de cuslquier firmula excepto (P.109) oo
.complicedo; s ' o R :

n=1

P



A= R(aﬁ:ﬂ n + 1)
de donde:

A
a-—n—:i 1 + 1 = .-R-'-
- A
Aaz=ni =%
Ejemplos
l. Una deuda de $270000,= se cubre con pagos sl imicio de

cada afio de $31000,= durante 9 afios, ;cufl es 1z tasa de
interés anual?

DATOS PORNULA . SUSTITUCION
A = 270000 A 270000
B=31000  (aqe=g -t dgu=moe -?
n=9
=7.709677419
interpolando (E3WR)
7.7081% 00833
T.T2t61 «0075
1 = .0075 = £200833-.0075)(7.70969-7,73661)
: (7.70815-7.73661 )
-0,02846
de donde:
i= .008285
. i= 0828‘ .
EJercicios; . .

1. Una deuda de 352000.= se cubre con pegos-al inicic de
cada afio de $12500,= durante 7 afios, jcufl es le tasa G
interés anual? , '

2. Una deuda de $94 593.11 se cubre oon pagos al inicio de
cada afio de $31093.31 durante 4 afios, scufl es la tass d
de interds anual? R. 1=224%, ‘ ' ‘

70.2.0 Deduccidén de 1la FSrmule General del Valor ._'.ctuai de una Anm

lidad Cierta Anticipada de una Unidad Monetaria por afic em

P Pagos al afio Durante n afios a una ¥asa Nominal de Interés

Capitslisable m veces al Afio. R - h

Cuando hablamos de interés compuesto tenfamos que ¢l va-

E lor presente de = capitalisaciones del interés en un lﬂ'-
C= 3(1eg0)™ on n afios ers 0 = 3(1+4i')™™" domde 1'ms"®

- ¥ donde S éra la dnica cantidad que se descontaba el inicio

_’gg -




de los mn periodos.

Ahorea ertudisremos el camo de una serie de cantidades a
desconter desde el momento en ogue se efectuan éstan harta el
inicio del plazo. Supongaumos que por cada afio pagamos la ren
te R y gue en cada efioc hay p perfodos de pego, es decir, pa-
ra reunir en un afic 1la cantidad R, en cada pésimo de afio(1/p
ge page (B/p) existiendo m perfodos el afio en que se convier

te la tesa. De acuerdo a (F.20) donde n e en efios el tiempo
en que ne efectua el pago y & su vez es el tiempo que ha
transcurrido a partir del inicio del plazo de la anualidad.
Fl ler. pego, monto ¢ cantidad R/p, tiene como valor pre-
sente valuado desde el inicio del ler. perfodo del ler. afios

g(1+1°)"(°)= 2
es decir, no hay tiempo trenscurrido:

& <+

£ .
Rb irn—t 1-3fo &

igig%o d'l = fecha de valuacién
el velor presente del 2do. pago de R/p seria:

B(l-t-i. ’ )'.(l/P)
P
0" Iy ==t M1
R/p 2R/p
2do. pago

ae{ el velor presente del p-ésimo pago que se efectua 1/p
de afio antes del final del ler. nﬂo, eas

R(1+1 )"(EP") = E(1»,1' )"‘p

es decir:

\
251 1 LN ] ﬁ
P .
1/p

as{, el valor presente del 2do. r<éeimo pago est

-
e

By o Bge2eng

y el valor presente del np-l—‘ailo o pendltimo pego oue
se ltoctuu 2/p de afio antes del final del n-ésimo afio es:

: %(1+1' "“'?’ ' -(101-)"'“.*1'
f} 'P i ;
(1] decirz o
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| 2 R e
LV B2 Al
y €l valor presente del np-ésimo o Ultimo pago que se efes
tua 1/p de afio antes del final del n-ésimo afio es:

T SIS

o8 decirs
X \
0" 1/p np-1 p:n
ler. pago P 1timo
pago

Escribio‘do loe valgres preeentee anteEioreB, tenemos:
1; B(1+1°)77, -(1+i')"p'..... -(1+1' ~an+y -(1+1') Rt

Como vimos en 10.0 el valor premente de la anualidad cier
ta anticipade es la sume de los valores presentes de todos
los pugos de la anualided y descontados al inicio del plaro
es decir, denotando a diche sumo con la letra A y factori-
gando a R de ceda. pago~

2
AsR( - + -(1+1 )" p+...+ -(1+1 )"“‘*1.74» S(1410) -ans 3 )

Asignando el simbolo p , 8l 2do. factor del 2do. aiem
bro de la ecuscién tenemos: -

v o 1.1 . -2 1 v '-n’»'a- 1 o )-mn+ 7
al . pPUAI)P gt )T 2R
= ;*-(1+1') § +...+1(1+1')- (np-2) 1(1*1 )--(up-l)
_em decir: '
. A - Raﬁf’) (1)

Si aplicamos el concepto de progreaién 5eo-6tr1ca (cap.19)
tenemos los detos siguientens

x1 -.% $ es el ler. término de la progresidn
A
(141*)" 7 1 em 10 razdn =T

-(1-&1') p(”"l): es el {ltimo t‘niuo =X

éti s es la suma S
Subtituyendo estos valore .7 on (r.1ao), ton"ol:
a S’f 1/9 - (1+1' (1/p)(1+1'
(1+1') -a/p’
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1 - {1+i)™
1 = +1')"7i’

o,
multiplicandeo por ].=Q-*-£--l y tenemos:

(101')-7
Gigp)e = @ )VPxl x -
observamos que:

dﬁp}. - (an)VP XA 4Pl (P.114)
sl sustituimsos (F.114) en (1), tenemos:
4 = 2P ), (P.115)

a/p . l-(1ein)™

A = R(1+1*) x (r.116)
pl(1+1°)¥P1)

a:l la renta anuel ee de $l.=, tenemos:

= (141) '/b{ﬂ. (F.117)

10.2.,1 Casos Particulares,

Ta £5rmula (P.113) incluye cuslquier coso relacionsdo oom
la frecue d*a de los ngo- P Y le convertibilidad de la tasa
noainal 1(3) (1'a 1(- /m).

Sin embargo simplificeremos la f4rmula para cada caso:

Los caeos son:

a) >l y p>); m/p no es entero, p/m no es entero

b) m=l y p=1l; m=p

.¢) m>1 yp>l; msp

d) m>1 y p>1; p/m entero p>a

e) m>l y p>1; un/p entero myp

f) B>l yp=l;

g) =1l ypsl

a) Bs el caso més geheral y la férmula es apliceble tal camo
se expresa en (F.116).
Ejemplo: v
1. Durante 5 ailos al inicio de cada semestre se invierten
$12500.= & una ‘tasa del 4% capitalizable cada 4 meses,
scufl serd el valor actual?

=3
]

_1-(1+44° y

(1ei? ).75 (r.113)

e'e decir:s

DATOS FORMULA SUSTITUCION
n=95 - -
pe2 . miaanVRl Ld-}
R = 12500x2#25000 (1 )VP

a=3
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1(3)_ o4

192.04/3=,0133 A -3229‘-’(1.0133)3/ 2A-(1.0133)
(1.0133)

.18018649‘

=12500x1. 02(”“519me—-

=12750.83149x8.979459467
=114495.57

-3x5

as{ A=$114495.57

Ejercicios:

1. Durante 3 atlos y al inicio de cada trimestre se invier
ten:$1380.» s una tasa del 15.3% convertible ceda 4 me-
ses; determinar el walor actual correspondiente. B. -
R, 313600,18.

2. 41 inicio de ceda 4 neses se abonan $3750.= a una tase
del 2% convertible trimestralmente durante 3 afios; deter
ainar el valor setual correspondiente. R, $32868.92. ~

b) Caso en el que los pagos son anusles y la tu- os ofocu
va anual es decir 1i's4i,
Sustituyendo m=1l, p=l ¢ 12i° en (P.113), tenemos:

- (1 1)1 le(l+i
a&! * (101){2‘1

= (101)3 I-L’i )
e )—(101 )“"1

- v + I

aﬂ) .q._n 4t 1 , | | (r.ns)

Caso ya conocido, ver ejesplo y ejercicios en 1la nceidn
10.1.0.,

c) Hay p PaEgOs por afo y m conversiones de ls tasa no-m a
-al afio y m=p,
Sustituyendo msp en (!.113).

a‘fl ‘_(1*1.)1 I-Ltii__.“

(144°)"-

~En- 1
ad 5 (14 1ei®) *

) o ° -u-l
= %.x( %{ 1-(1;’:; ) )
e (i ey -(mm=1)
. -\%»(I + ‘-1'(1'}‘ ). - |
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observreos quas

dsels - %(ami, +1) (¥.119)
Ejemplo:

1. Al inicio de cada trimestire se efectuan pagos de 317210
que trabajan a una tasa del 5.5% convertible trimestral
mente durante 4 aflos, ;cudl serd el monto correspsndien

te.
DATOS FORNULA : SUSTITUCION
p=4
R = 68840 R
X A= FURRS
4
1447 055 68840
19=,055/4=,01375 b===p=(Azaq o375 *+ Y
n=4 : -15
=17210( (125%:6%%22---)»,1 )
=17210(14.47100504 )
=249045. 9968
as{ A=$249045,99
Ejercicios:

1, Durante 6 afios y al inicio de cada mes se invierten
$2000.» @ una tasa del 2.9% convertible mensualmente,
determinar el valor prenente correspondiente, R, ~ :
R. $147 390.54. :

2, Al inicio de cada 4 meses me abona 31191.= a una tasa
del 3,.57% convertible cada 4 meses durante 6 afiosy deter-
zinar el walor actual correspondiente. R. $19460.42.

a) Caso en el que hay p pagos por aiflo y m conversiones de la
tasa nominal por afio, cuando p/m es entero y p>am.
¥Miltiplicando por lei'/i* a la férmula P.113, tenemos:

((1+42)Y Pl )40
1 n/p_(1-(1+10)"™") i’
= =(1+4") X: 3
P 1 i WE]

Cifple = Sauete Woe Qeliaty 2L
N

‘observauos que:
[}

1l
g T L M LI

| (1e10)VP
_-‘ (1+1')-/pamil X meemehlovanaes
o p((1en )‘7’-1)

sultiplicando el denominador del 2do. factor por m/ms
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«)»/P X ~
= Q) O X ap * (es0)VPo 2
a2

i.
p/a((141°)P_1)

1 N Y
= i(hi ) ai'n‘lt' x
segin (P.17), tenemons:

Gifpde = 3 Q™o x --;%%7;,— (r.x20)

‘observacidm el denominador del vltimo factor lo denomina-
.reacs o denotaremos comos pars snocontrar su
valor en tablas financieras { ¥y lo que esti en-
tre psrentesis no represents un exponente y dicho
denominador no tisene relacidn con le fSrmuls P.17
no obstante su parecido.

B)

Ejemplos

1. Al inicio de cada bimestire se efectuan pagos de $1100.=
que trabajan a una tasa del T% convertible semestralmen-
te durante 3 afios, ;jcufl serd el valor presente corres-
pondiente? .

DATOS PORMULA SUSTITOCION
p=6
R = 1100x6=6600

: n/p i
"2 L= 20n) PG, x T AY
’.01
1'.07/22.035 6600 1/
ns3 A= 252200350 Yoy 35
-..:935 e
L03s(872)

4=3300x1.011533142x5. 32855x1.01157748
asf_A=17992.94507

Ejercicios:

1. Al inicio de cada mes se depoeitan $1180.= a uns tass
del 2% convertible bimestralmente durante 7 ados; deter
ainar el valor presente correspondiente. R. $92581.86,

+ Durante 9 afios y al inicio de cada trimestre se inviers
ten §5215.= a una tasa del 147 convertible semestralmen

te; determinar el valor presente corrnpomonto. R
R. $110 393.36. o
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e) Caso en que m/p e# entero y = dp. gv
Como en el caso anterior multiplicamos por 1 = I la
fdrmula PF,113, tenemos: --
- L [ ]
J-I;(Lri')"/P x 1-(1 ¢ i) x i

a#l - i (1+i)VPy
{ observamos quez-/ 1 .
" 1 P
o = =(141°) v X gz (r.121)
a ﬂz 1 4 ¥ a-—l i ﬂi‘io . .
- -a (1,.,1! )-/Pio V
m_tiplicando.por 1= :i:i.;_.;-, y tenewos:
. ' N 5 ,
es dccir: - . -
a .- paza 3 a;;;;:* - "-122)"» |
ljuplol ' ‘

1. Durante 8 aﬂo- y al inicio de cada semestire se iuviortcn
$1110.= g una tasa del 3.5% convertible biu-tmllontc-
_deteninar el valor presente corro-ponﬁ-nto.

DATOS FORMULA . SUSTI‘!UGIOI

n=8 o
' R 1 2220
P= 2 h-a X camwcames
R = 1120x2-2220 P8 Qg e am-oosan
m=6 _— 1 |
48 035/6 ' ;6 " . am ooson :
i''=.,035 -.005 33

-15631.87423 B
asf 01 vulor lctm K] 815.631.81

ljcrciciou ) : ;

1o Al inicio de ceda. 4 meses se invierten 8900.- s um tasa
"del’ 4% bimestral durante 2 asos; dotonhnr el nlor pro—
‘sante. correspondiente.. R. $5,689.324.

‘2. Durante 8 aiios y al inicio de ceda: nuitro s mviortm‘ o

- $1000.= & una tasa del 3# convertible mémsualmente, ;cﬂl
.‘,-f es. 01 valor mnnto oomlpondtonto? l. 85, 343.37. fRpe




f) Caso en el que los pagos son anuales y hay m conversiones
al ufio de ia tasa nominal de interés.
Sustituyendo p=l en (PF.113), tenemos:

o \—RIO
Gpls = (1ot L (11.*1 )

(1+i*') -1 .
multiplicendo por l=i'/i', teneaost

. 1 - (Lea0)7" 1°
= ()" x 17 Ty

observamoe que:

é {o o (1e10)® , X gte—- (r.123)
1“‘ (1+ ami x s_'i' .
(1e10)™10

X meacoamen=ams

~ s (1+41¢)%1

multiplicando numerador y denominador por el factor:

(1eiv)—m;
1'
- D —
G 1 1 - (2ea)™
es decir; . ‘
Pl ———————— '
4P)s - Qe * "G (P.123-bin)
‘Ejemplo: ’

1. Al inicio de cada afio se invierten $2760,~ a una tapa -

del 57 trimestral, durante 5 afios; determinar el valor .
presente correspondiente.

DATOS PORNULA ' SUSTITUCION

p=1l : '

R = 2780 1

ned A=R(Q) X mewme—
molie

140 05 awmise

‘', =,
LA A = 2180. (g S S

00125 a"' 0z
-2780_!17. 59932:0.2578508 :

o | =12616.12576

. as{ A = *312616.13 . ,

E,‘lcrclcioa:

1. Durante 5 ance y- al inicio de cada afio se depositan s
'$1200.» @ una tesa del 6% luutrnl; dotouinnr 01 vnh' '
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presente correspondientc. R. $5349.57.

2, Al inicio de cada afio se 1nvierten 3500,= durante 8 alilo
a una tesa del 3% convertible cnda 4 meses; determinar
el velor cctual correspondiente, R. §$3611.61,

g) Caso en el que hay p pagos el eafio a una tase efectiva
anual de interés,
Sustituyendo i® por i y m=1 en (F 113), tenemoax

Ly 1/p, 1 - (11 )
), = (141 s x i S b
Gl = (07 (1e1) VP 1
multiplicando por 1-%-, tenenon:

n

1/p 1-Q+i) 1 i
= ()T P x(1+1)I7
aﬂln ‘ (1*1)‘1(pamio x ';%‘(5) (F.124)
o bien 1/ L "
Qpl = (141) Pami x O (F.124)

observacidn: El denominador del 2do. factor si tiene rz-)
lacién con la férmula F.17 de una tase nominel 1
que se convierte p veces al aiic, por tratarse aquf
de una tese de interés efectiva anual.
Ejemplos
1. Durznte 4 afios y al inicio de cnde semestre se invier-
ten $390.= 2 una tasa del 4,5% snual; determinar el va-
lor actual correspondiente.

DATOS " PORMULA SUSTITUCION
ns= 4 :
p=2 A=k x -k
R =390x2=780 W T
b | 300‘5 ' ' )
1/2
A = 780(1.045) x---- -
.780(1.022252415)(3.58753)x.
' (1.0111269)

Ejercicioss

1. Al inicio de cada trimestre se pogan 3680.- durunto 10
afios & una tasa del 87 anual, joudl es el valor actual
correspondiente? R. 3$19155.21,

2. Durante 9 aiios se pegun $900.= al inicio de cada bimes-~
tre que trebajard a uns tosa del 11% anualj determinar
ol valor actual correspondients. R. $31790.90.

0.3, 0 Cdlculo de los Elementos de la PSrnula General pnra el VI-
‘lor Actuml de Anualidudoiogiertaa Anticipedas.



10,3.0 Célculo de los Elewentos de la FSrmula General pars el Va-

lor Actual de Anualidader Ciertss ABfisipadas.

En caso de no conocer la renta anual & ¢l tiempo & la ta-
o de interés, podemos bacarnos sn la firsula general despe-
jando nuestra incognita o bien basandonos en la férwula pro-
pia pars el caso particular en gus mos encontresos (10.2.1)
y despejar de ésta nuestrs incognits.

Obtendrexos »0olo la ffrmula genersl para la renta anual y
el tiexpo, ye que o= muy complicedo despejar la tasa de la
féraula genersl y de algunos casos partioulares.

10,3.1 C{lculo de la Renta Anusl.
’ Deepejando R de (F.116), tenemos:

2 - Ap(ea)V? 1)
(141 )V P(1-(144)"™®)

(r.125)

Ejenmplo:
1. Durante 5 afios 2l inicio de oads semestre se invierte wa
cantidad de dinero que & la tasa del 5% convertible cada

4 meses y cuyo valor actual es de $51500.=, Determinar la
-renta anusl correspondiente. R.

‘m;os PORNULA o SUSTITUCION
n-= o
:’: g (ver.125) Re2220022((1 016552 =)
e  (.01666)Y2(1-(2.01666) 3%
"4 =,05/3m,01666 103000(,025103879)
A = 51500.= 1.025103879(0. 2195928664 )
zse’s’.‘sg’ 5 g._
R«11486. 61204
Ejercicios T

l.. Al inicio de cnda 4 meses se deposita cierta cantidad’ qno
trabaja a una tasa del 7% convertible trimestralments du -
rante 7 afios y cuyo valor actual es de $58300.s; dttom-
nar ls rents anusl correspondiente. R. $10393.88.

10.3.2 Cfloulo ded Tieapo.
Basandonos ens

A a WP 1-5141"‘""
A= R(1e1v)V Py ST -

1-(1.1-)-- Ap((1es? )'/» -1)
R(1es)VP

/P .y -
(1»1-)"“ Ap ﬂ.._.).il*i‘ 7.._.1..(-1) 1
S0 mr(1e4t) *
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-anlog(1+1i*) = log(l - ==1i=-2-2-

.ﬂlp
de donde: R(1+1°)
log( 1 - Aplétzli)l/p‘ 1)
R ~3E— (F.226)
m log{l+i')
Ejemplo:

1, Al inicio de cada 4 meses se depositan 35500.a que tra
bajen a una tasa del 5% convertible trimestralmente. 0b
tener el tiempo que determina un valor actual de $6350Q

DATOS PORNULA SUSTITUCION
»g :5;00x3=16500 (ver.F.126) ’ o
e o st - R ey
1* = ,05/4=.0125 4 log(1.0125)

= 63500, (c1)tos1- -Tpaae 2230ty

4 log(1.0125)
_{-1)105(0,8103434205)
41og(1.0125)

0.0913308522
" 0.0215801375
n = 4,232173892

.usando proporoiones {(car.l§)

«23 1 2 z = 82 diuc‘
1.00 : 360 dIqu

por lo tanto el tiempo necesario es de 4 aﬁoo 2 nekes.y
Ejercicios : 22 dfas,
1. Al inicio de ceda tres meses se invierten $2970.= gue

trabajan a una tasa del 4 convertidle cada 4 meses. Ob-

tener el tiempo necesario para un valor actual de -

$34 445.=. R. n=3,06 o 3} afios 21 dias, :
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11 ANUALIDADES DIFERIDAS

Cono vimids en 6.4 las anuelidades diferidas son aquellas cuyo
plazo inicia después de un tiempo prefijado; ese tieapo es ol que
se difiere o aplaza el inicic del plazo de la anualidad, plazo en
que 158 pagos son venclidos o anticipados. Loe calculos pare dichos
pagoue son iguales a log que hemos visto en capitulos anteriores ya
que no afecta el tiempo diferido o de aplasamiento o de demora de
estas anualidades,

tieapo _plazo de la anualidad
diferido vencida § anticipada

L)
o

*

Y
h 4

duracidn de la anualidad diferida

Si hablamos des monto, la fecha de valuacién serd por lo general
al final del plazo de la anualidad; si hablamos de valor mctual, la
fecha de valumcidn puede ser al inicio del tiempo diferido o bien
al inicio del plazo de la anualidad,

HONTO DE ANUALIDADES CIERTAS DIPERIDAS

Dado que durante el tiempo en que se difiere la anualidad no exis
te pago alguno, tampoco hay intereses que aplicar, de modo que las
operaciones sobre el capital & acumularse se sfectusran exclusiva-
mente en el pleso de la anuslidad, por 1o que no hay diferencia en-
tre anualidedes diferidas y no diferidas, Aplicaresos las férmulas
antes estudiadas tanto para pagos anuales cuya tasa se convierte
una vez al afio como para los distintos casos de varios pagos al sfio
con tasss m veces convertibles al aflo, durante n afios.

11,0 Monto de¢ una Anualidad Cierta Ordinaria Diferida Durante ¢
afios 4o una Unidad de Moneda por ci'lo Durante n afios a una Te-
sa de Interés Efectiva Anual.

Bn 1a seccién 7.1.0 obtuvimos la formula (P.36) que es:

L anp-a
"]1 T ~ '

que corresponde a uns anualidul cwo- pagos se otoctm y
se acusulan do la liguiento manerat

. W (T
\———‘—‘6 — A 1 2: S
tiempo }uﬁ o
diferido
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-11.1

considerando el tiempo diferido t, tenemos:
*/5q11 = 5@ ( )

(note: t/sfﬂi no es un cociente)

Cuando la rents anuasl no sra de una anidad monetaria la de
notabamos asf{ (P.38):
S = R3

nli
de modo que: (r.128)
.por lo tanto si la renta es de $l.=, el monto es:
3 12
5 = t/55; (r.129)

Ejemplo:

1. Determinar el valor acumulado en el afio 11, si al final el
5t0. afic se invierte un capital de 31830.s al final de cada
afic @ una tasa efectiva anuel del 25%.

DATCS PORNULA ~ SUSTITUCION
£ =35
n =26
R = 1830 5= Bay S = 18305g) 05
=025 =1830(11.2587)

el monto serd de S=20503.5857

Ejercicioss

1. Determinar el valor que se acumulard al finalisar el 9mo.

~ ajdo st el final de cada afio se invierten $90000,= a una tasa
efectiva anual del 10% y si sl ler. pago se hace al finali-
zar el ler. aflo a partir de hoy. R. $694404.90.

2. ;Cuil er el monto de una deude &1 finalizar el aflo 6, el al
finalizar el 2do. aflo se pagan $1315.= al final de ceda afio-
a una tasa del 6% anual efectivo? R. $5752.63. -

¥onto de una Anuelided Cierte Ordinaria Diferida Durante t o
aflos de una Unidad NMonetaria por afio pagadera en p pagos al
afio durante n afios a una Tasa de Interés Nominal capitdiubh

B Vveces por ailo.

En 1la ceccion 7.3.0 obtuvimos la f6rlnla (r.43) que es:

S . = P x -u-ﬂn-l "-L..-
b2 (1ea)VP_ )

que. corresponde a una anuslidad cuyos pngoa u‘.otunn y se:
acumulan de la siguiento maneras

o ‘..L/ . ® o . K . P Y

ohgds - pags™




Considerando el tiempo diferide t, tenemos:

t/5gp)e = SEPY (r.130)
{donde t/Sérl, no representa un cociente)

cuzndo la rents anucl no era de una unidad monetaria, el
zonto 1o denctubamos asf{ (F.45)

S = 85&?1.
de modo que: S = t/séfl' (r.131)

por lo tanto si la rents es de $§l.m, el monto es:

sﬂ)i (F.132)

Los casos particulares correspondientes a la férmula del
monto de anualidades ciertas ordinsrias diferidas tienen las
mismes f3roulas que se obtuvieron en la seccidn 7.3.1l.
Ejemplos:

1, Determinor el montc al final del afic 14 de unn serie de
depoditos de 318110.» gque se hacen al final de cada semes-
tre desde el finnl del S5to. afio, que trabajan & una tass
del 4% cepitslizadble cadz 4 meses.

DATOS PORMULA SUSTITUCTION
R = 18120 ¢ 18120  (1.01333)3%%)
t = 5 S - X Q:&-l- ——} 2 (1.01333)3/?.1
n=9 Po(esn)VPa 0.42992
n =9 9055x0:429923139_

(31 X5.020088513

.04
=194002.729%

' =, =,01333..

1. 04/3=.01233 ssi el wonto sl final del wfio 14 es:
$194002,7295

2. Un sbuelo esperza que su nieta cumpla 1 &fio de ednd para
que al fina) del ler. trimestre pueda invertir $1090,= 8l
final de cada trimestre, joudnto ascusulard pers su fiesta
de 15 aflos, 81 la tasa es del 11% convertible trimestrale-
mente?

. DAfOS PORHULA SUSTITUCION
R =1090x4=4360 R ' - ga4360
p=4 S 5Smmu 5==T" 5Taxa) o215
: - ? , - =109035g) .021556

‘ 1.02
RO S '1°9°(£'-'6§;§""’

10_-.11/4-.0215
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recordemos nue el factor que tiene exponente
lo podemos determinur al través de usar las
tzblns financieran y el método de interpola-
cidn lineal €ap.{?) o bien por lognritwos (rec.
20) o desarrollando el binomio (czr.21) o por
calculedora con expnnente,

-1090(129.7610337)
%e%&%alga%éqﬁul 1ess S=141 446.0668

Ejercicios:

1. Al final de cade trimestre se invierten §2385.= 7 uns tasa
del 2% convertible cuda 4 meses, Deteraminar el monto corres
pondiente &l final del afio 20 si el ler. deposito ec hace

. gl final del To. afic. R. $141219,.45,

2. Al final de ceda 4 meses se abonen 34250.= & una tasa del
3% convertible trimestralmente. Determinaor el monto al fi-
nal del 2fo 17, si el ler. abono se hace sl final del sfio 8
R, $131010.79.

11.2 Honto de una Anuelidad Cierta Anticiprda Diferida Durante ¢
aflos de una Unidad Monetsris por efio durente n aflos a unn Ta-
aa de Interés Anual :rfectiva,

iZn 1s seceidn 9.1.0 obtuvimos las firmulss (F.80) y (F.83)
que se resimen as{:

Smy = Sy -1-° (1+1)sn_li

gue corresponden a unc anualidad cuyos pagos se efectuan y
se acumulem de la siguiente msnera:

. ARy AN 4 7 l
R MR =
ler . dii mo
tiempaiferidop.g§ P
Coneiderando el tiempo diferidot, tenemos:

85, = 5, (F.133)

(t/.,_.li no represents un coclente)

‘Cuando le. rents anuel no era de una unidad monetaria, el
monto lo denotabamos asf{s (F.82)

’ S
de modo que: - 35511 :
S = n/s : (r.134)
por lo tanto si la renta o- de élem, 01 monto es:
- t/85, o (M)
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11.3

Ejemplo:

1, Determinnr el veolor ecumulads al finel del 90. afio si ce
invierte un..capitzl de $275.= el inicio de cada afio que tra
baja a una tasa efectiva anual del 30%, dado que el ler, pa
€0 ®e hace al inicio del 5o,aflo.

DATOS PORMULAS SUSTITUCION
E=275 - - - _
i =430 S=R(S;qy =1)  5=2T5(5gg) 30 - V)
t=5
- S = R(1+1)8 =275(8.04310)
n=4 al1 =2211.8525
s-215(1.30)s;].3°
=275(1.30)6.,18700
mgnto al fipel del 9o,  =2211.8525
° g“3'32211.8525
Ejexrcicios:

1, Determinar el monto al final de 6 afios si el inicio de ca
da aiio Be invierten $66000.= & una tasa efectiva anual del
129 dado que el ler., pago re hrce al inicio del 3er. afio.
R, $249435.65,

2, (Cufl serd ¢l monto de una ceuda al final de 7 afios si al
inicio de cade efio se pogan $980.s a una tasa del 6% anual
dado que el ler. pago se hace al inicio del 5to. eflo?
R.$2139, 93.

¥onto de una Anualided Cierta Anticipeda Diferida Durante t
efion de una Unidad ¥oneteria por efio pageders en p pagos al
afio durante n efioe 2 una Tasa de Interés Nominal Capitaliza
ble m veces por aio.

En le reccidn 9.2.0 obtuvino- las f&unlal P87 y 1.88
que ge resimen as{:

§$1 =(144?) I/P 1 (101')-7:_& = (141" )./'b&l
P (1ea)VPy
que corresponde & una anualidad cuyor pagos se efectuan y
se acumulan de la sigu:lente laners :

ler. pagow/
‘——z———}"’ —— "17'”275 n_;
coneA8MERa8 167 HBupo aifertdo t, tememos: S1Vim0'Pago
Y541 = Sl
" (donde t/sﬂ:l no es un cociente)

Cuando la renta anual no era de una unidad -onetu'h, el
lonto 10 denotabemos ul:(l.”).

S = n(xu')'/’sﬂg,
- 108 -



de modo que:

5= Rt/sﬁxi, (?.130)
por lo tanto, si 1la renta es de §l.=, el monto es:

Los casos particulares correspondientes a 1la férmula dcl
monto de anualidades ciertas anticipodas diferidas tienen las
nismae fSrmulas que se obtavieron em (9.,2.1).

Al aplicar las f4rmulss podemos usar las teblas financieres
(#e mencionen en 1la introduccidn) uear el método de interpsla
cidn lineal si ea necesario (¢WJ?; o usar logaritmos (cap.20)”
o desarrollar los bimomios (cap.21) o bien usendo ealculado -
re con exponeénte,

Ejenplos:

‘Le Al inicio de cada semestre se invierten 312500.= que se em
piezan & pagar & partir del inicio del 4to, afio & una tasa”
del 4% cnpitnliublo ‘cada’ 4 menes hasta el final del aflo 9
goukl: merd ¢l monto corrospondionte? :

DAROS ' PORMULA - . . SUSPITUCION
-a-lzsoOxz-esooo St (1+1')'/ P ‘1*1'2.7:1
t=4 i (1+1')' Py
n=} o
(3) 3x5_y
1350 000 .
to:.o4/§=.0133.. ""5 (1.0.1333)¥/ % {2291332) 7t
n.=5 ’ (1,01333)7 =1
‘H'_.;zsoou 1020066519) (35330288t §-~-)
=119660. 5127 :

el monto serk de: $139660.51
2. Unoe novios se van a casar con el dinero que acusulen hase"
“ta el final del 105, ‘afio, o1 desde el inicio del 2do. affo
'ainviorten $10000.,= al inicio de cada trimestre, a uns tasa
del 7% trimestral, ;cudiito juntarén?

| Damos FORMULA SUSTITUCION
tm )

_ n=8 30000 -
B le s ""’il 1 - 1) s=ttGaEd.ars - Y
- R=10000x4=40000 . _ ‘

'j...i(‘)-.o7 o - | =10000(43.15441)
1'«,07/4=.0175. . R

. 82843154410

‘ .10,9"; '



Ejercicios:

1. Al inicioc de cadm trimestre, se invierten $4800.w & una taws
sa del 9% convertible cade 4 meses, desde el inicio del 3eF,
aflo, Deterainar el monto al final del Bo, afio. R.$101794.85,

2., Al inicio del 50. afio e pagard una deudm cuyos pegos de ~
cada 4 meses son de $3800.# a una tasa del 20% convertible
trimestraluente, ;cudnto se habr‘ pagado sl finsl del 100.
afioc? R. §99750.082,



12 VALOR PRESENTE DE ANUALIDADES CIERTAS DIFERIDAS

Como di jimos en 8.0 el valor prescnte o valor actual eg la can -
éed que resulta de descontar del monto, los intereses acumulados
nde dicho descuento re hace en base 3 une fechn de valuacidén. En

caso de anuanlidades diferidas la fecha de valuacidn puede ser al
icio del plezo de la enualidad o bien al inicio de su duracidn o

que o8 1o mismo &l inicic del tiempo o lapso dnlquécmpodifiers
a anualided que es el ceso que estudiarémos,

4s{ pues consideremos que z cada pago sc¢ le descuents un inte~
€és compuesto desde el momento desde el momento en que se hace el
ago hasta el inicio del tiempo diferido.

2,0 Valor Presente de una Anualidad Cierte Ordinaria Diferida Du-
rente t aflos de une Unidad Monetariae por afio durante n afios @
una. Taga de Interés Anusl Efectiva.

Acoplando la definicidn de valor presente de una anuslidad
ordinaria al caso diferidoc, tenemos que: el valor presente de
una anualided ordinaria diferide es la suma de los valores
presentes de todos 1os pagos hechos al final de cada perfodo
dentro del plazo de la anuslided, deecontndos al inicio del
tieapo diferido.

Si consideramos una anualidad ordinaria diferide t afios en
donde R es el pago hecho al final de cada uno de n afios e i ag
la tama de interés por ailo y que ta fecha de valuacién es en
el inicio (X) del tiempo diferido (t) de 1la anualidad, tenemos

_ B .
SRR A 7S £in aflo
- fecha de _ ler, - dltimo
valuacidn pago rago

De modo que el ler. pago de R se hace al final del ler. pe
riodo despues del tieampo t; para el valor presente en el mo =
mento X el interds se aplicard por t+l perfodos; por (P.20),
o1 valor actual del ler. pago al inicio del tiempo diferido

1Y
R(1+1)"(%+1)
es decir el tieapo transcurrido es t+l:
\
f e, . tin
: ler. pago

as{ para el pago r-ésimo, el valor actual es R(1+1)'(t*r)
¥ tendriamos los siguientes valores presentes:

.‘141‘).»‘t*1)g '(1‘4)°(t+2‘)h.”..(1’11)-_(24@) ‘
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Recurriendo a la definicién anterior, denotamos a dicha su-
ma con el simholo A y factorizando R tenemos:

A = R( (1+1)-(t+1)+ (1+i)-(t’2)+...+ (144

34 denotemos al 2do. factor del 2do. miembro de la ecuacién
con el simbolo t/aiﬂ 4» tenemos: )

*/Qgmy = (141)~(442) y=(t+2) y~(8+n)

es decirs

)-(t+n))

+ (1et $eeet (141

A=RtQq
8i factorizamos el factor (1+i) de t/ 0_1 g0 tenemon}
Qg 4 = 75 e1) P (141) 1)
segin (P.53), tenemos:

Qs = 040, (r.138)
Si sustituimos 2,138 en (1), tenemos: ~
& = 20e)7Y05, (F.139)
por lo tanto si la regta anual es de §l.=, se tiene;
d= ()dm, (P.1240)

(e hctor'(ld)-t lo encontramos en tablas financieras a
las que hacemos referencia en la introducciém, buscando la
forma VB, pues (1+1)"Pa V)

segin P.54 y F,138, tenemos:

-n
/0y = (141 % 1'(1’”
y desarrollando tonuou )

-n=t
t/aa (1+1) 1 (14»1)
rumando cero, es decir l-l«0 % teaemos:
(101)7° - (101)‘(““)4-1
YOms = T

'conlutl.ndo los t‘rd.no- del nunondorc.
1-(164)") _ 3 gyt

101%_(“") 1 1.;)__
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observamos que:

Gy *Omm 1“0 (r102)
y sustituyendo (F.141) en (1), tenemos:

bh=R(Azm 1 - aay ) (®.142)
y ®i la renta anunl es de §l.=, tenemos: |

A= am 4 - a'x'x'li (P.243)

Ejemplo:

1;.’ Ug puente recién construido no necesitard reparacidn hasta
finalisar el 50. afio y se estima se requerirdn $300000.= pa-
ra reparaciones cada fin de afio durante los 17 aflos poste -
riores, jcuénto deberd inwertirse ahora en el banco para man-
tener dicho puenté, si la tasa que otorga es del 15% anual?

DATOS . PORMULA SUSTITUCION
t =5 -t - -
R = 300000 A = R(1+1) qmi A 390000(1.15) am.]s
n=17 - - - )
1= 15 A= “(aﬁ:ﬂi a4 ) 300000{2.3;3’;) x

Ejercicion: A:gglgggﬁgégg }

1. (Cufl es el valor presente de una serie de pagos de $5070.=
que se efectuan deede ¢l final del Jer. aflo y al final de ca
da afio, que trabajan a una tasa del B% anual efectivo duran-
te los 7 affos posteriores? R. $20954.21,

2, Deteraminar la cantidad a invertir el dfa de hoy para que a
partir del inicio del 4o0. afio se reciba del banoco una canti-
dad de $7500.» al final de cade afio hasta el final del 1lo.
aflo si la tasa es del 9% anual efectivc, R. $26741.03.

12.1 Valor Presente de una Anualided Cierta Ordinaria Diferids Du-
rante t afios de una Unidad Nonetaria por afio pagadera en p pag
€08 al sflo durante n afios a una Tasa de Interes Nominal con -
vertible m veces al afio, .

Supongamos que por cada afio pagamos la renta R'y que en ca-
da afio hay p perfodos de pago, es decir, para reunir en un aio
la cantided R, en cads p-ésimo de aflo se paga (R/p) existiendo
n perfodos al afic en que se conviorte_ig tase. _—

De acuerdo a F.20 que es CaS(1+1°) » ¢l valor actual de S
donde n es en afios el momento en que se efectum el pago 'y = su
ver es ¢l tiempo que ha transcurrido a partir del inicio del p
plaso de 1la anualidad después de un tiempo diferido.t el ler,
pago o cantidad R/p tiene oomo valor presente valuado desde @
final del ler. perfodo del ler. aflo que ha transcurrido des -

pués del tiempo t, hasta el inicio del tiempo §,emt . -
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gmi. y~=(t+1/p)

es decir el tiempo transcurrido a partir del inicio es:

) 4 N . s/

X t %1/p . . . t+p/p. . . t+0p/p
t:l.enpod 1ér. ler. 61310
diferido pago afio despues

do ¢

parc ¢l 2do0. pago de R/p, el tié-po transcurrido desde X
es t afios mag 2/p de ailo - (t+2/p) y su valor actusl seria:

§(1+1- )‘.(t02/P)
P
es decir: _
\ &
{ T %42/p teap/p
2do. pego

~ asf al final del ler. afio el valor presente del p-ésimo pa
£0 esl '
%‘“" )-»l(tﬂ;/]:)= guﬁ, )-n(tfl)

t Tp/p (244
t+l -

sl finsl del 2do. afio el valor presemte del 2p-ésimo pmgo

5(101' )-I(t+2p/p)- g(lfi' )—-(t+2)

asf al final del n~l-ésimo aiio el valor actual es:

;(1,,1. )',l(h(u-l )o/p)_ gu " )-(to'g-l)

y al final doi n-ésino afic el valor motual correspondients

1T ‘ g(1+1.)-(_tmp/p)‘ g(h_i,)—-(tm)

Como vimos en 12.0 el valor presente de la anuslidad cier-
ta ordinaria diferids es la suma de los valores presentes de

todos 1los pagos hechos al final de cada perfodo demtro del -

Pplago de la anuslidad, descontados sl imicio del tiempo dife-
rido; denotando a dicha suma con 1a letma A y futorunlo R

do cMa pagos

ama( 2 )"“*‘" 1(141')"“")0 et -(m')""""’
1(1+1')"“m)) |
-114 -



n 2m
- -at-mmia
A= R( %(ui') at-g , %(1+1').ut1+...+ %(14,1') +

¥(1+1'v)"t"")

Aeignando el simbolo 4/ xpl al 2do. factor del 23o0. miembro
de la ecuachkdn, tenenos-

t/q4pl. = Tan™ 1(1+1')""T+..-+ Taege)

)-lt-ln -

es decirs A=R t/a_#). (1)

npuc!ndo 1as leyes de exponentes (0ap.20) y sl factoriser
(141°)°%%, tenemos:

» . o=
Yagpe = a0 00T ¢ F0a) T e g™

L1440
P

%(ui')"" ).
¥ de acuerdo s (F.63), tenemos:
tAUFY = (1+1')-“Oﬁ)- (2.144)
y sustituyendo (F.144) en (1), tenemosi
A = 117G 4p). (r.145)
segin (P.64), tenemos:

B e = (10)™
Ae=(144°) (¥.146)

P (1+1° )I/P 1

si la renta anual es de §l.=, tenemos:
PP s 74 N (».247)

(el factor (ld')"tlo sncontrasos en tablas financieras a
lu e hacemon unci&n en la introduccisn buscando la far
ya que (1+41)®= ¥®, otra forma de obtensrlo es eo
tiau & logeritmos (cap.20) o medisnte el dcearrollo del
-binomio (cap.21) o usando calculsdors con exponente.
- Para los casos particulares de fma anualidad cferts or-
' unu-u diferids, dsbemos multiplicar por. ol . factor

: | ‘ (1+1')°'t & 1s férmuls corruponﬂlnto de h ueci.‘n 8.3.1
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segin indica la férmula F,144, ver formulario.

Ejemplos:

1. Deteruinar el valor precente de una serie de pagos de $8200
que se efectuan desde el final del 6o, aflo y nl final de ca=-
de semestre durante los 5 afios pocteriores, a unn tzss del £
capitalizable ceda 4 meses.

DATOS FORMULA SUSTITUCIONN
t =6
p=2 A= B(1e10)™® 1:$}.ﬂ') B A= 1‘9599(1 0133) 3’6
B =3 p (1+10)%P_) -3x5
R=8200x2=16400 ) 1-(1.0133) )
»=3 (1.0133) 7%
1(3)=.0‘
1°=.04/3=,01333 4£=8200x0. 7878763832xgi%gg%§g§%-—-~

_A=38012.57319

2, Una sefiora quiere que su sobrina que acsba de cusplir 12
afios reciba del banco §5000.= mensuales a partir del final
del ler. mes dempuée de que elle cumpla 15 afios, heste los
22 afios, para cubrir sue estudios, ;cufl es el valor sctual
que necesits invertir, ei la tase que le otorge &l banco es
del 10% anuel?

DATO3 FORNULA SUSTITUCION
p =12
R=15000x1.2=180000 A-180000(1.10)'12‘3
= 3 A-R(l*i.)-Nta Xe i— ( )
n=7 M1 *5) Q.10 )%

= . R
1N, 10 (ver 8.3.1 inciso g) (-;3%53
1= .10 - Aw=1B0000,032349x4.06342x1.04%0447

‘ A=29624,8575
Ejeroicions

1. ;0ufl es el valor preunto necenrio para gue al final del
100, afio ¢l banco otorge $1Q000.= al final de coda trimestre
a partir del final del ler. trimestre, despuée del 3er. afio
s1:1a tasa os del 7% convertidle cads 4 menes? R.$178772.03.

2. Un seilor decide donar $5000.= cada fin de semestre & 1l
oruz roja s partir del final del ler. semestre del préximo
afio y durante 5 aflos, si la tusa de interés es del 8% semes’
tral, icudnto necesita uwcrtir shora en el banco?

" Re 337 494.91.

12,2 ¢floulo del Tiempo Diferido Cuando ee Conoce el Valor Preunto
"' de 1ls Amualidad Cierte Ordinaria Diferids.
~ Antes de hebler del tiempo diferido nncionaro-ql que pars
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obtener 1- rents anual o btien todos los pagos periddicos y el
tiempo del plazo de la anualidad eolo busta despe jar adecuade-
mente nuestira incognita de P,146 o bien de la fdrmula particul
ler pura el ceso de m y p de que se trate ver sececidn 8.3.1
sin olvider aplicar el factor (1+i°) "' en cada caso., El célcu
10 de la tasn de interés no es facil obtenerls pero el estu -
diante puede obtenerla para algun caso particular de le férau-
la general por medio del método de interpolacidén (QSpI¥).

Bien, el nuevo caso que se presenta es2 obtener t, el tiempo
diferido, incognita que despejaremos de:

A = Brege) ™ty 1oQed) 7T
P (1+4)%P
es decir:
(1+47) "% éBiSltillfff:.l
R(1-(1+17)7™?)

aplicando las leyes de los logaritmos (cap.20)
Ap((1+1-)'/p-1) N
R(1-(1+1*)™™")
de donde: ” n/p
Ap((1+4° -1)
‘. (apes Rty
m log(l+i®)

-mtlog(l+i®) = log(

Ejemplo:
1. ¢Cufl es el tiempo diferido de una anualidad cuyo plaro es
de 5 afios y pagos de$8200.= gl final de cada semectre que
trabajan a una tasa del 4% convertible cede 4 meses que co~

rresponden a un valor sctual de $58012.57.
DATOS PORMULA i

n 5 i 1.2!/p 1 SUSTITUCION
= + - s .
p=2 (atesCRi s
B w3 by ' -

A log(lei®)
1(.)-004

58012.57:2((1.0133)3/2- 1)
i.-no‘ 'nol oe 1 e gt -
PR oINS G 11 €150 ) N
R =8200x2=16400 k| 103(1.01333)
116025,14x0.020066519

18 iEa0a0, 180188458 )

3 logl.01332
- _~11080.7878763398

~ 310g1.013333
«-=1_%_=0:1035419414 . 6.000001 -
*""3T.0057523287) - 0000009
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por lo tanto el tiempo diferido es de 6 afion,
ijercicio:

1. Determinar el tiempo que se difiere uns seris de pagos de
$1750 hechos sl final de ceda trimestre durante 2 afics y cu-
yo valor actual es de $9000.,= a uns tasa del 4% convertible
cade 4 meses. R. t=10.0008.

Relacisn Entre el Valor Presente de uns Anualided Ordineria y
el Valor presente de una Anualidad Ordinaria Diferida.

El valor presente de uma anuslided ordinaria se valda en el
inicio del plazo de la snuslided

£ . \,
o 1 n
.Y ¢l valor presente de une anualidol crdinzrie 1ifcrida se

valda en el inicio del tiempo en que =se difiere:
g . Y N\
0»——;——,——4:@“ n
& !‘ ngo plaso
- Es decir el valor actual de una snuslidad ordinaris es uma
cantidad que se deacuenta por mt perfodos ya que en cada aflo

la tasa de interés se convierte s veces, es decir aplicsndo 1s
férmuls F.20 que es ¢l valor presente de 5: C=5(1+i?)™®

‘tonuon ques t/aﬂ)
'am

n=t

ee decir:

agel: - w1 a g,

{1+

£ —_
:iI/i P 3 <

val. o
Valor Fresente de una Anaalidad Cierta Anticipads Diferide Dn-
rante t afios de una Unided Nonetarias por aiio durante n alios a
una Tasa de Interés Anual Efectivo.

Acop].lndo la definicidn de valor presente de una uuundul
"anticipada al caso diferido, tenemos que el valor presente de
una anualided anticipada diferida es la suma de los valores
presentes de. todos los pagos hechos al inicio de oada perfodo -

densro-del plaszo de ls m-udd. ducontuloo al moh dol
tieapo difcrido. o
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Si con=ideramos una anualidad anticipada diferida t afios :
en donde R es ol pago hecho al inicio de cada uno de n afios ¢
i es la tzea de interés por afio y que la fecha de valuacién
o8 eu el inicio (X) del tiempo diferido (¢) de la anualidad t:

nemos:
1 L3S ¢ T+EIT ten

fecha de &
valuscién - % ) W

de modo gque el ler. pago de R me hace al inicio del ler,
afio despuée del tiempo t3 pars el valor precente ém ¢l ROMOD~

to X se aplicard el interés por t aiios. De acuerdo a 2.20 ¢l
valor actual del ler., pago al inicio del tiempo diferido es;

R(1+1)"%40) & p(1aa)~t
es decir el tiempo tmuurrido e ts
F .
4 - i g R 2L
" as{ para el 2do. pago, el valor sctual ess
R(1e1)~(84271), p(a4q)-(841)
es decir el tieapo tumcurudo o8 tels
¥ .
X _ t Hf _ K2
para ol ftine o n-feimo pago el valor actual es:
o8 doctr, el tiempo transcurr:l.do es ten-1:
£ ; PR
3 =t !:;'.r‘t.. ‘

- Bscribiendo lol nlom presentes utomm, Senewoss
R(Le1)"%, R(1e)~ () L, naeg)=(tem2)

 Reourriendo a la definicisn anterior, denotamos a dicha
susa con la leira A y factorisando R, tenemos: '

A wR( (1e2)" % (e)~ ) () (Eel)
31 denotanos al 2do. factor del 2o, mieabro de la scussifa
antoriox- con el simbolo t/an q» Senemos:

e/am o @et)te Qet)" 80, (140)-(ton-1)

e loou-l

:A-nt/a.u , | ‘7._(1'.)'
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5S4 fnctorizamos el factor (1+i)’t de t/ Ciiﬂ 4¢ tenemos:

t/ Ciﬁli = (1+1)-t(1+(1+1)-1+...+(1+1)‘(n—1))
segin P,102, tenemos:

1:/0"!.a $ = (1+1)'tdm N (P.148)
si sustituimos F.148 en (1), tenemos:
. -t -
A = R(1+1) amy (r.249)
por lo tanto sl la renta anual es de $l.=, se tiene:
A= ) dn, (P.150)

{(ei Tactor (1+:L,"t 1o encontranos en tablas financieras
representado por vn ya que (1+1) "= V%, otra forua de ob-
tener su valor es por logaritaos (cap.20) o desarrollmndo
¢l binimio (cap.2l) o con calculadora con exponente)

" negdn F.104 y P.148, tenemos:

: -n
Vimy = () ) x Lol

y desarrollando tenemos:

) -n
“tel, 1xlet)

= (141) (r.151)

- (1’1)-t+1_ §1+1)°n't+1

. (1+1)'“‘i)- (1+1)“““'1)
i
?-unando cero 0-1-1, tenemoss
U@y - (meel)

i :
- 1-1101)"“-"“1) ' 1-(14)‘.“‘1’
i - 1

‘obssrvamos que:

¥/dm1" et “den - (ras2)
luatituyondo 1.152 en (1), tonc-o-z ,
i la renta gnual o8 de¢ 01.-, tenenos: :

A 'QEIED’:. =W (Ra54)

o1 sustituinos F.151 en (1), tenemos:
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-n
A= RQa)H o L) (2.155)

Ejeaplo:

1. Un sefior de 70 afios quiere reoibir del banco al inicio de
osda afflo $120000.= a partir del préximo afio y durante 10 afife
si ¢l banco le otorga una tasa de interds del 11% anual , -
4ouél es la cantidad que mecesita invertir ahors? :

DATOS

PORNDLA SUSTITUCION
t=l
R«120000 -
n=10 s PRl = P
1-.11
#0308 EA0nR, A 08
4=12000005557 35 Y 1)
=120000Q13 .11
=120000(5.88923)
-&:19.9'191:99. '
Bjeraioloss

) Dotoninu' el valor presente de una serie de pagos de $2000
que se efectuan desde ol inicio del 50. afio y al inicio de
cada afio, que trabajan a una tasa del 7% sanual efectivo du-
rante los 6 wiios postsriores. R, $7272.74. -

2, ¢(Cufl es la cantidad a invertir el dfa de hoy para que a
partir del inicio del 6o. afio se reciba del banco la canti-
‘dad de $6125,= al inicio de cda aflo hasta el inicio del Jo, -
afio s1-la tasa es del 10% anual efectivo? R, $9457. 86.

12.5 anor Prnonto de uns Anualidad Anticipade. Diferida Dunnto t ‘
aflos de una Unidad Nonetaria por afio psgadera en p pagos al .
afio durente n lﬁo- a una Tasa de Interés Nominal convortiblo
R veces al aflo, .-
. Supongamos que por cada aiio pagamos la renta R y quo en cada
afio hay p periodos de pego, es decir, pars reuniw en 1 afio la
cantidad R, en cada p-ésimo de afio (1/p) se pags (R/p) exie -
tiendo m perfodos al afio en que se g”lorto la tass, De acmr:
do & la fSrwuls F.20 que es Ca3(1+¢i)™ " el valor actual de: Sy

- donde n es . en: lﬁol el momento en que se efectua el pago ya mu
ves es ol tiempo que ha transcurrido a partir del inicio del
plaso de la anualidad dupuu de un tiempo diferido t. Xl ler.
pago o cantidad R/p tiene como velor premexte valuado desde .
ol iniolo del ler. perfodo del lor. afio después del sieapo ¢,

hastd ol hic:o lol tledpo ¢ ess.

(101' )"“’
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o8 decir, el tiempo transcurrido es t: 1/p

hd b . —

) 4 ¥ $41/p v te(np-l)p Senp/p
ler.
pago

para el 2do. pego de R/p, ¢l tiempo transcurrido desde X
es § afios mas 1/p de afio (t+1/p) y su valor actual serfai

es decir, el tio-po trmcurrido es t+1/p:
4 Y s
& 2 25 ¥4 tia

as{ ol valor presente del p-ésino pago que se efeotus 1/p de
ailo antes del final del ler, afio, es:

n(lfi' )"-(t*(l"l)/l’) :(1’1 ° )-It-lﬁs

~ ep decir, 01 tiempo transcurrido es tol—ls

) + —Q ] .
SR : telogl) sa1 tea
uI 01 vnlor prounto del 2p—é|1-o pago es:

%(1*”)"!“*- -) ‘(1+1') t-2-+-

- ¥-ol valor presente del np—l-‘aho o peniltimo pago .que s
‘ efoctu 2/p de aflo antes del ﬁna.‘l. del n-‘lho ‘afio, . ) ‘

‘(hv)"“"!:" '(1+1-)""""1'

on dooir. el tu-po tmcurrido est tm— %

L — "vz/’

Yy 01 valor presente del np-‘lilo pago u. le ofectun
de aflo nntu del final del n-ésimo afio, .28 T Ve

N l(lci')"“'np) = -(1*1')"'"-"5
n doc rs .

™ —

Q“‘ 1.
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Escribiendo los wvalores presentes anteriores, tenemos:
. a 28 »
g(m')"". {CREL) R TP ey, guu'r'“"’i

Como vimos en 12.4 el valor presente de una anualidad cierta
anticipada diferida es la suma de loc velores presentes de %0 -
doa los prgos de le snuslided y descontsdos 21 inicio del tiempo
diferido, es decir, denotando a dicha suma con 1la letre A Yy
factorisando R de cada pegol tn-o,u

)-nt 1l -lt-n«z-!

A= R( %(hi' (1*1') p Fooet %(1&') P+
n
l(ld,)-lt-lmi— )

Alignando el simbolo t/ aﬂ) al 2do. factor del 2do. miemd
bro de 1la ecuacidén, tenemoss

. om
Vafpls = Faean ™t 1(1+1')"'- RS~ s B I
%(101' )""""% .
es decir; ’ -
A=2t/qfp). Q)

splicando lge leyes de los exponentes (cap.20) y el facto-
rigar (1+i')“t' tenemor:

-
‘/a#’l - (1+1o)'“( "(1+1-) D tecet -(1+1')""‘3 .

. l(m-)""i )

de scuerdo a la férmula F.112, tenemoss

Vgl = @G, rase
¥ sustituyendo P.156 en (1), tenemoss
he RO )Y ™G0), (r.157)
segin la férmula 2.113, tenemos:
A= xuw)‘“(zw)‘/’ x - 1.1:1. =3 (r.a1se)
si la renta unuo.l o8 de 81.-. tmonolv
8= Qo)™ agpl. (rasm)
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Pere encontrer el valor del factor l-fi')""mt podemos buscar
en teblas 1la forma VP yu que (1+1)™P=v®, o bien nediante loga-
ritmos (cap,20) o deserrollando el binomio (cap.21) o con ,-
celculadora con exponente,

Para los cesos perticularees de la férmule genersl del va -
lor presente de anuelidades diferidas anticipedas debemos wule
tiplicar por el factor (1+i')"‘t & la férmula correapondiente
de la seccidn 10.2.1 como indica la férmula P.156; ver formu -
lario,

Ejemplo®;

1. Se estima que un tractor requeriré el servicio de manteni-
miento por $10000.= al inicio del 3er, aflo y al imicio de ca
ds trimestre posterior durante 5 sfios, jcuénto deberf inver~
tirse ghora pars que el baznco proporcione la cantidad nece-
saria pers el servicio, si lu tasa de interés trimestral es

del 6%,

DATOS PORMULA SUSTITUCION
; y A2 (141)™(e g )
R=<10000x4=40000 P SRR
n=5 40000 -4x3
= A Ame-z==(1.005)777(10 am.ns)
144)o,06 -10000(1.015)‘12(1% 015!

1' =, 05/4-0015
=10000(0.836387)(17.42617)

=145750, 2205
cantidad necesaria para el mantenimiento $145750.22.

2, iCuénto necesits depositar une sefiorita que guiers viajar al
final del To. afio; pars recibir {9000,= al inicio de cada »
mes & partir del inioio del préximo afio; st la tasa que le
otorga el bsnco es del 10¥ oonvertible senestralmente?

nma)s PORKULA SUSTITUCION
peld —mt
R=9000x12=108000 A-_’;’uu- YR (1410)Y' "a.ﬁ.u, R S
t=1 10(12/ 2)
nwé .
Re2 108000 -2x1 21
N Aes2op (1,057 (1.05) Py o x
1%%.10/2=,05 | (=225 _»
.05
A=54000x0, 907029x1 . 008164846x8. 85323,:5-5“98 05 ‘--
A=446693,2118
Ejercicioss
1. Deterainar el valor presente de uns seris de p » do $1 50

que se efectusn desde el inicio dol 3er, -ﬁo y 1n1cio
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cada semestre, que trabajan a una tass del 6% smual efectivo
durante los 5 afios posteriores. R. $12933.06.

2, iCufl es la cantidad a invertir shora para que a partir del
inicio del So. afic se reciba del banco la cantidad de $7700.
ad inicio de cada afio hasta el inicio del 8o. afio, si 1la ta-
po es del 14% semestral? R, $20451.62,

Céloulo del Tiempo Diferido Cuando se Conmoce el Valor Preseuis
de uns Anualidad Cierta Anticipeda Diferidas.

Antes de hablar del tieapo diferido ssmtionaremos gus pars
obtener la renta anusl o dien el wvalor de lot pagos periddi -
cos y ol tiempo que forsma ¢l plazo de la anmualidad solo basts
despejar adecusdamente muestra incognita de P.158 o bien de
la férmula particulsr para el caso entre m y p de qus ss tre-
te (ver foruularic). Z1 cflculo de la tasa de interés no es
facil (como por ejemplo una fSrsula que resultéra de un des-
peje) pero el estudiante puede obtenerla pars algun caso per
ticular de la férmula general por medio del método de intery
polacién por sjemplo (¢apid.

Kl nuevo caso que se presenta es obtcnn %, ol ti-po Y-
ferido, incognita que despejaremos des

&n
A= -(1*1-)"‘(101-)'/’ O il
(1+10)VP_

es decir: ./p
'(ld,)-lt - Ap((1+1°) -1)
n(1+1')""’(1 - (144°)™®)
aplicando las leyes de los logaritaos (cap.20), tenemost

* P
-Iflc‘(lﬁ-i )= log(APlll*ﬁi ) - 1) .
(101 )VPQ - (1010)7)

)0/
. s,

‘- loc(lu')

de dondu

Biemplos

1. Determiner el tieapo en quo se difiere una serie de pegoe
de $10000.= hechos al inicio de ceda trimestre durente 5 afias
ol el valor actual de 1a morli&n o de 8145150.22. i la
tass es del 6% trilutnl. _
p -4 e

100002440000 -

RARe S

‘ - 1‘5750122

an=4
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27

ver fSrnula P.160

145750, 22x4 ((1,015)-1)
(=1 067000071 oT3 U= T, 015 7=9%8)

i 4 10g(1.015)
BN e o P ) B
4 log(1.015)

p{71) 10€(0.8263870757)
3 10g(1.015)
t__4.):07759§§8_t§£_§_
=0.0525884169
t=3.000006
el tiempo requerido es de 3 afios.

Ejercicio:

1, Determinar el tiempo que se difiere una serie de pagos de
$2930.» hechos al final de cada semestre durante 3 aflos y
cuyp valor actual es de $11500.= & una tasa del 5% converti
ble cemestralmente, R. t = 7.36 o bien 7 afios 129 dfas.

Relacidn Enire el Valor Preseante de una Anualidad Cierta Anti-
eipads y 6l Valor Presents de unz Anualidad Cierta Anticipade

i(‘)8.05
i'=.06/4=,015

 Diferida.

El valor presente de uuna anuslidad anticipada se valda en
el inicio del plazo de la anuzlidad;
1o N .
01 n-l n
y el valor presente de una anualidad anticipada diferida
se valda en 6l inicio del tieapo que se difiere;

4 N e N
X t t+17p tn=1 t4n
Es decir el valor actual de una anualidad anticipeda dife-
rids ss wab santiddd ghe se dastieasa per mt paifodes ya que.
en cada afio 1a tasa de interés se convierte m veces, es deoir

aplicando la n{&iuh (P.20) que es el valar presente de S, -
C = S(1+1°)"%", tenemos que: '

¢ = t/qkpds -
SeGfle  ¥dRp) = ae O,

ne$ -

3 " )
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13 DEPRECTIACION

3.0 Concepto de Depreciacién,

Depreciacidén es la disminucién o rebaja del precio o valor
de un objeto.

As{, una mdquina de escribir elecirica se deprecia cada afio
como consecuencia de su uso.

Depreciacién de Activos M jos.

Depreciacidn de activos fijos es la disminucidn del wvalor o
precio que se refiere a inversiones permanentes como consecuen
c¢ia de su uso, como 1la inversidn de un terreno para maquinaris

Definicidén de Pérminos:
Pondo para Depreciacidén.

Es una reserva que sirve para sustituir slguna inversidn
permanente (activo fijos Equipos de oficina, de tramsporte,
edificios, etc.) por el desgaste sufrido al través del tiempo.
Cargos por Depreciacidn.

Son las cantidades provenientes de las utilidaden. desti-
nadas a formar el fondo para depreciacidn.

Costo.
Es el valor del activo fisico desde ¢l instante en que se
compra, _
Valor de Desecho.
Ee el valor del activo fisico después de su uso.
Depreciacién Total.
Es la diferencia del valor original del activo fisico y
el valor el final de su uso.
Valor en Libros. ‘
. Valor en 1ibros de un activo fisico es la diferencia del
. valor original del activo fisico y 1o acusulado para mtit\ur
dicho activo. :
C = Costo
VD = Valor de desecho
D = Depreciacién total
F = Pondo por éepreciacidn .
CD = Cargos por depreciacién
L = Valor en libros '

asf: ,
DaCa-VD - (r.261)
¢o * ¥ida prfbabla del * '! .‘ "-1‘.2‘)
“activo fisico S
LeC-P. , (P263)
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Ejemplos:
1. Una camioneta de reparto tuvo un costo de y115000.= y des-
pues de su uso vale §53650.=, ,cufl es su depreciacidn?

DATOS FORNULA SUSTITUGION
¢ = 115000 D = GwVD D=115000~53650
VD=53650 =61 350

2. En base a los datos de contabilidad despues de 3 arios se W
vo reservada la cantidad de $16000.= para la nueva cowpra
de un escritorio; el escritorio antiguo costo $18500.= y
anora al cabo del 40. ario se tiene regervado §17500.=, ;cudl
e8 el valor en libros al final de los 3 afios y cudl al fi-

naj dsL 4o. afo? L ouLA SUSTITUCION
¢ = 18500
F, =16000 L, = C-F L, = 18500 - 16000
R,=17500 L, = c-7, L, = 18500 - 17500
L, = 2500
Iy = 1000

3. La vida probable de un torno es de 39555 horas cCuya depre-
ciacidn ya es de 815200.w, ;de cudnto fue la depreciacién
en las primeras 25 horas? :

DATOS FORHMULA SUSTITUCION
VP = 39555
0_por 39555
D = ;%, =2.6023026
D =(2.6023026)(25)
ﬁg;{:ciaciép por =65.0575

D = CD x hrs.

$65.06 fue la depreciacién de las 25 primeras hores
Ejercicioss = B

1. El valor de demecho de una computadora es de $212999,=, la
cudl costo $2513339, scuél es su depreciacidn? R. $300340.

2, El departamento de contabilidad indica que gse tiene reser-
vado $999000.= para una base de datos, scufl serd el valor e .
en 1ibros si la base de datos anterior costo $1890000.=.
R. $991000.s=, , : ' :

3« La vida probable de una impresors es de 15040 hrs., de tra-

bajo , 1la cuél tiene una deprecimcidén de $12630.=, ;cudl es
_ ¢l cargo por dcprecipc16n~pot hora de trabajo? 3.0.33976.
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4.0

14.1

14 PRORRATEO DE FACTURAS

Concepto.

El prorrateo de facturas consiste en determinar el costo
de las unidades de mercancia compradas segn facturae, siempre
que se conozca el precio de compra total y el valor de los gas
tos originados por las mismas.

Definicidn de Téruinoss
Peso Neto. :

Es el que tienen las mercanciss sin inoluir sus olpaques.
Peso Bruto.

Es el que tienen las mercancias incluyendo su Olpaque.
Gastos al Peso.

Son .aquellos que se calculan en base al peso bruto de la
mercancia,
Gastos al Valor.

Son aquellos que se calculan en base al precio de compra
de la mercancia.

Calculo del Costo Uniturio de Mercancias por Medio del Prorra
teo de Pacturas.
» 'Mediante ejemplos hurémos los oulculoa usando’ los t‘rliuol‘
anteriores.
1. 3e compré segin factura A-128, 1500Kg. de frijol a $3.20
el kg y se pagé por empaque $60.,= y por acarreo $80.=, scudl
seri el costo de un kilogramo de frijol incluyendo sus gastaof

Precio de compra: 1500x3.20 = 4800
Gastoss 60+80=140
Costo totals 4800 + 140 = 4940

Costo total por kilpgrqnq de frijoless
Costo total = _ 4940

-t gpen s ahey e imas TR = 3.29
Total de: lg 1566

"Be decir, un kilograno de frijol costard en total 83.29

Y& que el gasto do empaque y acarreo por kilogramo fue de $.09

que es la diferencia entre el costo total por kilogru-o y el

costo inicial, es decir: 3.29-3.20=0.09, -

2. 8e comprd segin factura A-1512,3500 litros de leche a 06.-
el 1litro, el pago por empaque fus de $850.= y el pago por
transporte fue de $150.s, 4cull fue el co-to y gasto totll
por litro de. leche?

Precio de compra: 3500x6=21000

. Gastons - 850+150=1000

- Gosto totals - - 21000+1000=22000
COIto totad por kilogrnlo de loohos

Costo total
total EE-IIEro;' . 22900 = 6.2857




eg decir, el costo por litro fue de $6.2857
Gasto al peso (por litro) - Gasto al valor =

6.2857 - 6,00000 = 0,2857

Ejercicios;

1. Se tiene una factura A-215, por la cantidad de 181 litros
de gasolina donde pe pagd & $3.= ¢l litro, se pagé por ‘rame
porte $55.= por diversos gaustos $155.s, jcufl fue el costo
y el plto total por litro? R. costo=4.1602209, gnto=1.1602
209,

2. Una factura por calcetines marca X, mimero 112, tiene la
.cantidad de 1200 pares cuyo costo del par es de $23.50, se
pagd por transporte $165.= por empaque $200.=, icukl es el
costu botul de un par de calcetines? R, 323,804166.

v -13'61-'_“1_-



5.0

15.2

15.3

15 RAZONES

Razén .o Relacién.
Es razén o relacién, la comparacidn de dos cantidades de
la miema especie.
términos: Antecedente - Cantidad gue se compara.
Consecuente -~ Cantidad con la que se compara.

Clases de ragén: Aritmética y Geométrica.

Kazén por Diferencia o iritmética.
Es el excedente de una cantidad sobre ptra, ambas homo -
geneas,
Ejemplo: La razén aritmética de 10 litros dz gasolina a
9 1litros de gasolina, es un litro de gasslina,

Razén por Cocliente o Geométrica.
Es el resultado de dividir dos cantidades homogéneas que
nos dice cuéntas veces 1l una contiene o estd contenida en la

°t“" jonplos La razén geométrica de 90m y 10m es 9m.
Observacidn: El consecuente es 10m y representa tub1en
la unidad de medida.

sé expresa 90/10 o 90110 y se lee 90 es a 10.

Propiedad Pundamental de las Razones.

Una razén no cambia cuando se multiplican o dividen sus:
dos términos por un mismo nimero.

Siendo a/b 1a expresidn general de la razén entre 2 nimer
ros a y b, la propiedad anterior se expresa, reprosontando por
m un mimero arbitrarioi ‘

+3: "% S (rase)

Bjercicioss ' ‘ ‘

1. Dos personas tienen dinero en el banco, una tiene $10000.=
y otra $9889.95, icufles son las rasones u':lt-‘ticl ¥ goo-‘
trica? R. arit.110.5 y geo.1.0111274.

2, En uns ‘librerfa cierto libro cuesta $3000.= y ol lt-o 11-.
bro en otra librerfa cuesta $3400.=, scukles son lad rasonss
aritmética y geon‘trica? R. arit. 400 Y g0, Q.8823529. S

G\



16 PROPORCIONES

16.0 Proporcidn.
Una proporcidn es un par de razones cuyo valor es igual; e
decir, es de la forma:

b (P.165)
n

&g

tambien m:n = p:q H m:n :: p:q

donde m y p son los antecedentes
n y q son los consecuentes
my g son los exiremos

p

son los medios

16.1 Propiedad Pundamental de las Proporciones.
En toda proporcidn el producto de los extremos es igual al
producto de los medios.
De 1la expresién m/n = p/q la propiedad se expresa por la
igualdad;
mq = np - (F.166)

De tal propiedad se desprenden las siguientes reglas pr‘c-
ticas para el cdlculo de un términc de la proporcidns

n
m = wesa * = eseser » p = ——g- ’ q = --.--
Ejemplos

1. Despejar el valor de z en las siguientes proporcionea.

——— S me——— y —-—————— R wn—-

v e el
de 1la propiedad' fundamental de la proporcisns -

(rel)k = tz . y r(til) = ge
dividiendo entre t y e respsctivamentes
= SEI%IE - ¢ = E{tel)

observacidn; los pasos anterioreu e:\plicn.n tanbion ll for-

. ma de llegar & las reglas antes mencionadas,
Ejercicio'l ‘ ‘ : N
1. Dupoju' z des -2-5 = ;‘; R. z=n2/2,

16.2 Proporcionea Directas Simples. ‘
s. dico qno la variublo Ty e directn-onto proporcional ala
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16.3

variable x si la razdn de doe valores correspondientes cusles-
quiera de x y y es constante es decirs

si 1=k donde k es llamada constente de propor
x cionalidad

oy = kx (F.167)
donde y siempre seri distinto de x por k unidades. si x
aumentara de valon,y aumentarfa k veces ese incremento de x y
viceversa. .
Algunas magnitudes directamente proporcionales sont
1. El valor de una mercancia y el nimero de unidades de la
misma.
2. La longuitud de una circunferencis y su radio.
3. El ndmero de olreros y la cantidad de trabajo que reali-
zan,
4. El interés de un capital y el tiempo en que se impone.
5. El1 descuento asignedo a cierto precio de un producto.’
Ejeaplos ’
1. E1 kilo de tortillas cuesta $80.=, si compramos $357.= de
tortilla, cudntos kilom de tortilla obtenemos?
- por P.165, tenemos:

1Kg on & $680.= como p kg son & $357.=

1380 :: p1357

1/80 = p/357
por P.166, tenemos:

p(80) = 357(1)
as{ obtenemos un equivalente de P.167s
| P = 3L = 44625
Bjercicios: - o . A _ '
1. 3000g de camarén seco cuestan$7500.w, iqué precio tienen
2. Un trabajador hace 3 moldes metdlicos en 2.5 horas, ioudn-
tos moldes har‘n 7 trabajadores en el mismo tiempo? R. 21.
3. 250g de queso cuesta $610.=, cudnto cuestan 80g? .R.$195.20
Grifica de la Proporcidn Directa Simple. R o
Como se menciond en 16.2 para cualgquier valor de x o Y, la

relacién entre éstas variables es k cuando y es directamente
proporcional a x; 1o explicaremos en la siguiente griéficas
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3
Y
2
Y1
‘ M x1 12 13
de donde:
Yz - ~Y1 =Y
12 - H =X
y - =
!'3 Yl Y
x3 - H = xo

recordando el concepto de pendiente de Geometrfa Amalitica,
tenemos gue la pendiente es 1la razén de crecimiento de la va-
riable y con respecto a x, la cufl es la missa para cualquier
par de puntos, y de lo anterior tenemos ques

-5

cosa que no sucede en algo comos

en donde puu variaciones de la variable x, w ea-b:loc
muy granies en t B 4 y/x no es eon-tnnto. ‘
Ejeaplo: '
1. Una tonelada de carne es almacencda en us espacio de 00(:.3.
asf X toneladas serdn almacenadas en Y ca .

lquOco-olua!

de dondes

as{;
X ’-802
W

T Yo0




6.4’

asi 4 toneledas de curne se almecenarfan en 80(4):3200:113.

Ejercicios:

1. 40udl es la expresién de Y con respecto a X, 8l X repre-
senta el tiempo y Y el nimero de vuelos promedio del aero-
puerto de la ciudad de México, cuando en 1 hora hay en pro-
medio 18 vuelos? R. 18x.

2. Greficar la razén de crecimiento del mimero de alumnos que
ingresan a primsria respecto al nimero de escuelas que se
constituyen en México, dado que por escuela ingresa en pro-
medio 170 alumnos.

Proporciones Inversas Simples.
Se dice que la veriable y es inversamente proporcional a la
variable x, si y es directsmente proporciomal al rec{procc de x
es decir aplicando (F.167), tenemoss

“I}i" =k (F.168)

o8 decirs

En el Rociente y=k/x, si aumenta x, y disminuye por ser k
constante, pero si x disminuye, y aumenta.
Ejemplos: 35
l. 51 x=10, k=35 entonces y=3.5 ; y={5

pero si x=20, k=35 entonces y=35/20=1,75 disminuye
pero si x=5 , k=35 entonces y=35/5 = 7 aumenta
2. Una llave llena cierto deposito en ) minutos, ien cudnto .
tiempo se llenard el deposito con 2.llaves, '
por (r.168) ‘

. 1
, 331 s y3 --Ez;;y

3 = --y-—-
1" 7172
por (P.166), tenemos:
3(v/2) = y(2)
es decir:
: ¥y = 3/2 = 1.5 minutos
Ejercicioss =’ . , ‘
1. Un ordeflador obtiene 20 litros de leche en 5 minutos, #aR

cuénto tiempo obtendrdn la misme cantidmd de leche 3 orde-
fladores? R. 1.666 minutos. o : '

2. Una refiner{a produce 2000 litros de aceite en 1.5 horas,
¢ cudnto tiempo producirdn 4 refinarfas los 2000 litros
de aceite? R. ’.4375 hrs. o bien 22,5 minutos.
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«5 Gréfica de la Proporcién Inversa Simple.

En el caso de una proporcidn inversa simple, tenemos que; a
valores menores de la varisble X (independiente) le correspon-
den valores mayores de y (variable gque depende de x) y vice -
versa; lo cudl 1o veremos en el siguiente casos

Supongamos que una incubadora encoba 250 huevos de pollo en
5 horas y nos preguntamos jen cufnto tiempo encobarém 6 incuba-
doras, la misma cantidad de huevos?

= tenemos: :
5 horas es a 1 maquina, como
y horas son 6 méquinas

% = -,-;3- por  (P.168)

y(1) = 5(1/6) " por (P.166)

y = g de .hora

(usando proporciones directas simples, tenemoss

60 mimatos son a 1 hora, como
£ minutos son a 5/6 de hora

60 %
T '578“‘
x{1) = 60(5/6)

por lo tanto y = 50 minutos.
Si el nimero de méquinas varfa, tenemoss

.3 = 50 minutos

# de maq. 5 :

x r-; de hora s \

1 5 '
; 2 5/2 = 2,50 :
] 3 5/3 = 1.66 1o
: -5 -1 hora : ,

- o
: maquinas
3orc1cioll

1. Graficar los ojorctciol de (16.4).

;.6 !n\to por Ciento. .
] ‘h.nto por cionto i.nll:lcu 1; rohctdn que hay entre uma clers.
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lo.b Tanto por Ciento.
Tanto por ciento indica la relacisn que hay entre una cier-

ta cantidad de unidades con respecto 2 100 unidades. Resulta

ser uno razsin geométrica en 1la que el consecuente o unidad de
medida es 100,

Ejenplo: 9% = 35 =0.09 10% = fa=-T5=0.10
Partiendo de la proporcidn:
Tanto por ciento _ Porcentaje
160 ® ~"“Base (F.170)

1 donde la relacidn del tanto por ciento y cien, es la misma
que existe entre el porcentaje y la base; y dondes

T = Tanto por ciento es la cantidod que se considera por
cada 100 unidades.

B = Base es la cantidad total con la que se compara.

P = Porcentaje es la cantidad que representa el tanto, res
pecto a B.

Monto es la suma de P y B.

Diferencia es la resta de B umenos P.

:16.7 Porcenta je.

: Porcentaje es el cociente que resulta de el producto de la
cantided que se toma por cada 100 unidades y la cantidad con
la gue se comparat

P =‘§§6“ ‘ (F.171)

Ejemploss
1. ;cudnto importa el 12% de $450.m?
. = resolucidn por proporciones:

100 es & 12 como 450 es a X

100 _ 450 450x12
iRl St v R AN 1

; o - resolucidn por férmulas

. .+
§ 106 = 156712
; R B = 450
; ; por (F.171)
P
100 --—5-2‘

2, Aun layoristn el kilo de azucar le conté 495.-. pero el
" 1o vende a 8120.-, ;ou‘l es ol tanto por cionto quo gnnu

_en.csda kilo? : .

.. DATOS - .. FOWIULA : s SUSTITUGION
'Be95 ‘

. P =120 I65 = ‘§
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r = E(100) - 1200100)
B 95

= 126.31579
= 126,32

T nos indicu el tanto que es $120.= de $95.=, que
es el 126,32% en donde el 100% son los $95.00 del
costo y el 26.32% restante representa la ganancia
por kilo que en pesos es de $25.,=, es decirs

el tanto por ciento de ganancia por kilo es de.
26.32% (126.32-100)

3. Al comprar un boleto en la Oineteca Nacional nos hacen
un descuento del 40% sobre el precio del boleto, el cufl
cueste $120.m para la peliculs que preferimos, joudnto
‘nos descuentan?

DATOS FORMULA SUSTITUCION
= 120 :
P=2 P= -;ga . P= -!-o: X ]-'2—9
T = 40 ‘P =48

el descuento es de $48.=
Ejercicios: i
1. ;0udl es el capital cuyo 24% es $480.=7 R. $2000.=
2. ¢Qué tanto por ciento representa $60.» de $300.=7 R, 20f
3. (Cudl es la cantided que representa el 17% de $250.=?
Ro 8‘2 5-
4. El aguinaldo de un empleado es de $20000,=» y. es el 52%
de.su sueldo mensual, ;cufl es el sueldo mensual?

5. ¢Cudnto obtondré de interés un joven al final de 1 afio,
si invirtié $30000.= a una tasa del 2587 R. $7500.s=.
6. Un mueble tiene marcado un precio de $23215.= yal com
prar el mueble nos cobran en total $26000.=, iqué tnnto

por ciento nos cobran de impuesto? R. 1l. 996# :

-138-



17 INTERPOLACION LINEAL

El método de interpolacidn lineal es un método de aproximacidn.
t4 fundado em la hipdtesis de gue un arco pequeiio de una curva
Jontinua puede sustituirse por un segmento rectilinec sin intro -

cir un error apreciable. Naturalmente esto es solo una aproxima-
iin, pero tiene la ventaja de que es posible mejorarla disminuyen-
jo 1a longuitud del arco considersdé. .

SR0eR o8
araepancibe

. Para explicar el método recurramos al concepto de la recta quo
pasa por 2 puntos, de Geometrfa Analiticas

la pendiente de la recta
esté deda por m = -i:il_

BEn la siguiente gréfica, lo gue pretendemos conocer es el valor
e la ordenada o de la abscisa del punto C que es intermedio en la
purva, la aproximaciin depende de 1o cerca que esten log puntos A
y B del punto C PN

2 - Yo - Yo
B = TR N ysqnollylztimh

niana pendiente m; de aquf podemos dospojar ol valor dnconocﬂo

105

f ‘1os valores conocidos son valores qne encontramos en tablas fi-
nzncieras; representaremos las ordenadas y las abscisas de¢ 1ls si -
guicnto maneras

, P! X2 ‘ '
T
c -
dondes : C ;
A=3-3 0=%-7, (2.173)
Be=x, -2 Dax) -z, ‘
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8i queremos el valor de Yyr escribiremos:

c= A2
B
6my -y = @2=Jo)1 = %o)
1 0 x2 - xo
de dondes .
(Y2 = Yo)(*1 T %) : :
¥y, = = +Y (F.174)
1 x2 xo 0 _ _

analogamente para el velor de xl. tenenos:

X, =X ¥, =Y :
. - 2 _,o)f L 2 4 (F.175)
2 o]

Asf, cuando no encontremos un valor exacto pera nuestra in
cognita, tendrémos que calcularlo en base a los valores mds =
proximos conocidos, usando el método de interpolacién lineal.

En el caso de esta tesis se usard para encontrar el valor
de n 0 de.i en 1ls expresidn (l+i) que me encuentra en tablas
financieras a las que hacemos referencia en la introduccién.
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18,0

18.1

18,2

18.3

18.4

18 PROGRESION ARITMETICA

Razdn Aritmética.

Como sedi jo anteriormente, la razdn aritmética es el resul-
tado de comparar por diferencia dos wagnitudes de la aisma es~
pecie; a esta diferencia haremos referencia en esta seccidn.

Progresidn Aritmética.

Progresidn aritmética es un conjunto ordenado de mimwros
tal gue cada uno de loe términos posteriores al primero se cb-
tiene afiadiendo sl términc anterior un mimero fijo llamado di-
ferencia de la progresidn.

Udlculo de la Progresidn Arituwéticu.
De acuerdo con la definicidén, una progresidn artimética
puede escribirse en la forma:

X, K+, X +2d, K43, ...y X +nd, (1)

donde es el primer término y 4 es la diferoncin entre
término y término.

Es decir, para construir una progresién aritmética necesi-
tamos conocer el término inicial y la diferencia que nos lle-
vard a obtener el n-ésimo término adicionendola al- término en
terior.

PSrmula para el Cdlculo del n-ésimo Término de una Progresidn
Aritmética, o

De la sucesidén (1) vemos que afiadiendo d & Xi obtenemos el
segundo término que es: :

X=X +d
el 3er. término es: =X + 2
el 4to. término es: X=X +3d ‘
¥y en general el n-ésimo término es: X, = xl + (n-1)a

(P.176)

Doducci&n de la rdnnula para el Cflculo de la Suma de los n
~Primeros términos de una Progresidn Aritmética.

. Obtendremos una expresién para la suma S_, de loa n-prime-
ros términos de le sucesién (1), es decir;

8 -xl + (Il+d) + (Xl+2d)-+...+ (I -2d) + (X -d) ¢ X (2)

Escribiendo los términoa del 2do. mienbro de (2) en ordcn
1nvor|o. tono-o-x :

- (xn-a) . (xn-zd) fouer (Ru20) 4 (X, +d) + x1 D)
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sumando miembro a miembro (2) y (3), tenemoss

25, = (X +X J#(X +X )+ (X 4K, Voo s ot (X 41 )+(X, 9K =a(X, +X ) '
de donde:

= By
=3(x +x) (r.177)
0 bien sustituyendo el valor de X i ‘
n
8 = 5(211 + (n-1)a) A (r.178)
Qbservacidn: :
los cinco elementos X, X , d, ny S_ de una progresidn

aritmética estén relacionodés por nedio de™2 formulas indepen

dientes (£.177 y P.178). Por tanto, si se conocen tres mlu

“quiera de dichos elementos, pueden calcularse los otrom dos.”

Ejemplos:

1y En la progresidn aritmética 3,5,7,9see0) calcular el tér -
Wino de lugar doce y la suma de los primeros 12 términos. -

~ DATOS PORNULA susumclol'
=3
:1' ) ln :,11 + (n=-1)d H =3+tlx2 ) 25
- ' n 3+25)=168
n =12 8, = ’2(‘1‘ +X) 5)2"7 ,

2. Bn une progresidn aritmética X,=2 y d=3, scudntos términos
deben tomarse para que la suma 8ea 1557

DATOS FORMULA . SUSTITUCION
=2 »
:13 3 Sp = 3(211+(n-1)d) 155:5(2;;2 4 (n-1)3)
Sn=155 o 310-4n + Jn m
o _3n ‘+ne=310= o
1) Si (3ne31)=0 . (3n¢31)(n-10) = 0
2) si (n-10)=0 m =10 )

: . 2 3
dado que n debe ser positivo

n =10 térl:lnoe.
Ejercicios:
1l. Hallar la suma de %odo- los miltiplos positivos a 3 que son
lenoru que 20. R, Sp=63,
Duloux = 9, d-}.ys--66oncontarnyll R. m=]1,
x1-21. -
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8.5 Interpolacidn de Medios Aritméticos,

En una progresidn aritmética los términos que estdn entre
dos términos a y b se llaman medios aritméticos entre a y b,
los términos a y b reciben el nombre de extremos. Por ejemplo,
en la progresidn gritmética 3, 6, 9,12, 15, 18,..., los medice
aritméticos entre los extremos 6 y 18 son 9, 12, y 15.

La manera como se interpolsn un nimero dado de medios arit-
néticos entre dos nimeros-dudos se muestra en el ejemplo si -
guiente;

Ejemplo:
1. Interpolar dos medios aritméticos entre =7 y 2.

Debemos encontrar 2 nimeros que con el =7 y el 2 como
extremos, formen una progresidn aritmética. Por lo tento so
10 necesitumos hallar la difereicis 4 de una progresidn axit
mética de 4 términos, haciendo a-x y b=X y aplicar la for-

mula F.1763
X =X + (n-1)d
2=-7+ (4-1)d
9= 3d

de donde d=3; entontes ~T+3==d; =4+3z=-1l; -1+3=2
por lo tanto los medios aritméticos de =7 y 2 son -4y-1
Si me interpola un solo medio aritmético entre dos nimeros

dedos, se tiene el caso de 1a media aritmética o comunmente co
nocido como promedio.

Digamos que A es la media aritmética dea y b

entonces asd=A Yy A+d=b

d = A-a = b=A
de donde 2A = a+b

a+b
Y A=-—2- .

Ejerciciols ‘ ’

1. ¢(Cudles son los medios aritméticos de 19 y =9, de una pro=--
gresién de 8 términos? R. =5, =1, 3, 7, 11 y 15. ‘

2. Se tienen los extremas =1/3 y 11/?1 de una progreaidn de:

cuatro términos, ;cufles son los medios aritméticos?
R. -1/21 y 5/21.
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19 PROCRESION GEOMETRICA

9.0 Razén Geométrica.

Como se dijo en 15.2, 1la razin geoméirica es el resultado
de comparar por cociente dos magnitudes de la aiema especie.
A esta comparacién por cociente hareaos referencia en esta sec
cidn. ,

9.1 Progresidn Geométrica.-

Brogresi’n geométrica es un con;unto ordenado de mfmeros
tal que cualquier témino posterior al anterior se obtiene mi
tiplicando el término anterior por un nimero no nulo llsmedo
razén de la progresién.

19.2 Razdén Constante.

La razén constante o rasdn geométrica de la progresidén es
el factor que diferencia termino a término del conjunto orde-
nado de nimeros. ‘

Un ejemplo de progresidn geométirica ess 1, 1/2, 1/4, 1/8,..
donde el factor o rasdn es 1/2,

19.3 Pérmula para el Cdlculo del u-‘lino !‘mino de una Progresidn
Geométrica.

Segun la definicidn podemos representar a una progresidn

geométrica de 1a siguiente fomz

xl' xlro 11" ’ x.lr pesey xlr ’ » (1)

donde ‘es el ler. término yTresla ms6n. vemos que el
segundo téfnino lo obtenemos multiplicando por r al ler. tér-
mino que ea 11 ¥ obtenemos: llr-
as{ el 3er. término es: xlrz
el 4to. t‘nino en;: llrs

y en goneral. el n-‘l:l.lo téruino es: v"- lllp'l (r.179)
19.4 Deduccién de la Pérmula para el 6lculo de la Suma de los n =

Primeros Términos de una Progresifn Geométrica.

Ahora obtendrémos la suma 8 de los n wium términos de
la sucesién (1)3

' 8, = xl+xlr+llr +...+X1rn 20!1 (2)
-ntiplicando ambos miembros de (2) por r obton-ou

™8, = K reX rPex S R S L ()
rutando miembro a miembro (3) de (2), resultas

n'. n'ﬁ xllp
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s (1 ~-x)=x(1- r?)

de donde:
T YU MR ik LA
n -r 1 - ’

8i multiplicamos cada miembro de F.l1l79, tenemos:

..n
rxh,_ Xlr
as! simplificamos ls expresidn de S,¢
xl - rX

Sn = -_i_:_;_r_l_ r # 1 (FolBO)

Tambien sucede igual que las progresiones aritméticas; si
se conocen tres cunlesquiera elementos de 1los siguientes »

X, r, n, pueden determinarse los otros dos, usando las
fOrmulas P n179 y F.180,
Ejemploss

1. En la progresién geométrica 1, 2, 4, ..., hallar el To. tér.
mino y 1a auma de los 7 primeros términos.

_ DATOS FORMULAS SUSTITUCION
5= X .xlrn‘l Xy = 1 2%) = 64
- X, (1-r%) s, - 1a=21) .0
- e Sl 7= =13
l-r

2, En una progresidn geométrica el ler. término ee 4, el flti-
mo es 30 ¢ ¥ la suma de los términos es 83 é: hallar la ra -
zén y el niimero de términos.

DATSS FORMULAS SUSTIgHgIQN
= -rX - -

g 3 243 §_ = x&.--E_- 863 . . ———c-
x =30 g = -5 n 1= r 8 i =

s =83 5= 535 X = xlr mul tiplicando por 8(1-r), se

665 =« 665r = 32 = 243r
donde: 3
~422r = =633 yr= 5

sustituyendo en X = Xlrn'l
tenemoss

43, 4(.1)“'1

de doml.esz‘3 . (3)n.1
R Y 2 ]
n-1 ‘ : :
y (g) = (%) . por 1o tantos n-le5 y
‘ - n=6
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5

Ejercicios:

1. Dados X_ = 729, r = 3 y S_ = 1093 encontrar ¥ n. R.
R X =1,n=7. B 1

2. Hallar Xy sn pura 2, =-2/3, 2/9 hasta 7 términos,
R X = 8/129", 5, = 1.500685.

Interpolacidn de Medios Geométricos.

En una progresidn geométrica, dados dos términos a y b que
se llaman extremos, decimos que los términos entre a y b se
llaman medios geométricos. El método para interpolar medios
geométricos entre dog mimeros dndos se muestra en el siguiente
e jemploy
Ejeamplos
1. Interpolur tres medice geowmétricos entwe 1/10 y 8/5.

Debemos encontrar 3 némeros tales que, con 1/10 y 8/5
como extremos, formen una progresidn geométrica. Por tanto
bastard determinar la razdén r, de una erogresiin geonétrica
de 5 términos en la que X}= 15 ¥ %= B sustituyendo en la
relacidn (F.179), es deci¥:

d -1
e: xn - xlrn
donde; 1 541
gzmr
r*=(2)(10)
r‘=-859=16

¢l exponente indica que r tiene 4 valores que son -2,

-2, 2 ¥y 2, pero para evitar ambigiiedades considera-

remos la raiz positiva o comunmente llamada la rais

principal, as{ r=2 y los tres medios geométricos sont

(1/10)2=1/5, (1/5)2=2/5, (2/5)2=4/5 ye que (4/5)2=8/5.

Si se interpola un solo medio geométrico entre dos nimerosz

dados, se obtiene la medir geométrica. Sea .G la media geomé ~
trica de dos nimeros dados a y b, 10 que significa que a,G,b
estdn en progresidn geométrica, asf:

ar = G y Gr=0D
" de dond
e dondes r = G/a = b/G
y ’ 6% = ab
G = £ Jab -

Para que G sea un nimero real a y b deben tener el mismo
signo. ) : : . :

~La medig geométrica tambien se conoce como media Propor - :
cional. ' R
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Ejercicioss

1, ¢(Cudles son los medios geométricos de una progresidn geo -~
métrica de 9 términos, si los extremos son 16 y 1/16%?
Rr. 8,4,2,1,1/2,1/4,1/8,.

2, La media geométrica de dos nimeros positivos es 4; hallar
los nmimerocs, si uno de ellos es el cuadruplo del otro.
R.a=2yb =8,
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10.0

20 EXPONENTES Y LOGARITMOS

Supongamos que tenemos el caso de la multiplicacidn y que
todos los factores que se van a multiplicar son igusles. Asi
si multiplicamos el nimero a por si mismo, obtenemos el pro-
ducto aa, el cudl generalmente escribimos en la forma &“. BEn
general el producto de n fngtoru cada uno de ellos iguales a
&, s8¢ sacribe en la forsa a, en donde n es ¢l exponente y es
un nimero entero y positivo y 1la operacién se llama potencia~
ci‘l‘l. . . -

. A continuacidn estudiaremos las leyes de los exponentes:

Sean ay b dos mimeros cualesquiera y m y p nimeros enteros

poaitivos.
ley I
a"(a?) = AP ‘
demostracidns Por la ley asociativa de la luLtiplicucigh

o (aP) = (akalek...hasta n fuctoru)((u)(.‘)-(l’)...
hasta p factores)
= (a)(a)(a)(a)... hasta me¢p factores
- .l*p . : ’
Ley II
(a®)P = a"P
demostraciéns ((a®)(a™)(a®)... hasta p factores) = (a®)P
= -p. ‘
Ley III *
(ab)® = a"p"

' demostncidm‘(ab)-sﬁb)(tb)_(ab)...haetl n flctoro_l)“ »
: 888’1%!:1". comtativa de 1la -nnpy

=((a)(a)(a)...hasta m factores)((b)x
(mb)(b)...hutn m factores)
- . .

demostraciéns (%)'-( (g)‘(s)(a)...min a factores)

-.&l)(l_t) g*._;_._hut. _m_factores)
jﬂb b)...hasta = Tactores)
[ 3 ? " e ' :
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Ley V

(55) = am—p; para a0 y m y p enteros positivos tales gue

a R )p.
demostracidn: por la ley I de los exponentes:
(B. P)(ap)_ m-p+p _m

a
por la dﬁflnlcion de divisidén:
m-p ' &
a = ——
[

(&) = -JEE; para a0 y m y p enteros positivos tales que
a B P

demostracidns dividiendu nuaerudor y deaomitadol por a”
no se altera el cociente.

L /S

a? ap/am

por definicidn de unidad:

n

!— = e ———

of aFa"

por la ley V de los exponentes:
n

a 1

e 3B onanam e

a®? aF o

5i se quiere que estas leyes sean tambien vdlidas para ex -
ponentes que no sean mimeros enteros y positivos, es necesario
establecer el significado que se debe dar a los exponentes ne-
gativos,
) Antes hay que llegar a un acuerdo ¥y es que para que la leyd
. de los exponentes I sea vilida para el exponente mero, debemos
tener para m=0 ques
(e%)(aP) = 2P = &P

por doSinicidn de divisidn y unidad

e = 55 =1 ; af0

[ 3

por lo tanto cualquier nﬁmero no nulo afoctado del exponsnte
cero es igusl a la unidad, (el simbolo 0° no estd definido),
" Ahora, siendo m entero positivo ¥y suponiendo que la ley de
los exponentes I, sea vdlida para exponentes negativos, tond!'
noss

(‘ )a™) _.-p+(-m) - !l-m.a ‘0 -1
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de donde por definicién de divisidni

o™ - 1 ; a0
a
y
‘.,- = .l-; ; #0
a

esto nos dice que el significado de un exponente negativo
queda dado por la igualdad:

Rl % ; af0
o
Notas a"/ps P a* |, donde u!/p significa la rafs de fndice
p de 1la potencia de grado = de a.

«1.0 Logaritmos.
El logaritmo de un nimero en una base dada es 01 exponen-

te a que se eleva la base para obtener el nimero,
1°‘b. = X H =N
logyN = ;0 =N

d°n‘"l. ¥y bson mhoros positivos.
Para establecer teoremas fund:mentales de logaritmos tm
formarono- los siguientes conceptos. »

(1) b = o™

(2) S S X G S

(3) ()" = ™.

(4) B Al e

{(5) -sbx»"l.by

(6) . locbisx y.lo;bl_l-y
'.l‘eorcna 1. -

logbll = loghl + logbl

demostracién: de (5) y (1) tenemos: ll-b'b’-b“’
o por la doﬁnicid’n de logaritmo y (6)! ‘

logbll = X4y = loghl * logbl

el teorema puodo oxtonhrn a lll h
toru.

Teorema 2.10“’___ - 1°‘b. - 10‘.’[

denootnoi&m Do (5) y (2). tcno-on
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de donde, por la definicidn de logaritmos y (6):

M
lob, §S= XY= logbm - long .

Teorema 3.
(1og ) = nlog u
demo;tncidns De (5) y (3) tenemos:

= ()"
de donde, por doﬁniclon de logaritmo Y (6):

(logb(!) ) = nx = nlog ¥ .
Teorema Llog_bll/n ) % logbl
demostracidns De (5) y (4), tenemos:
/B nx /e
de donde por definicidn de logaritmo y por (6):
1ogbl1/ = x/n = (logbl)/n .

Aquf estdn tres propiedades que son consecuencia directa
de 1a definicidn de logaritmo:

(7) ' logb = 1
(8) log " = n
' (9) - ] b]"t’sbN = N

el logaritno de un nimero depende de 1la base. El loga =
~ritmo de un nimero positivo en cualquier base & »0 puede ex-
_presarse en funcidn de logaritmos en otra base b) 0 por me-
‘dio del teorema siguiente:

Teorema 5. .

E logaritlo de un nimero poaitivo N en la base g,
es igual al logaritmo de N en otra base b, dividido
entre el logaritmo de & en 1la base b, es decir:’

log, N
AT " T
“demostracién: , x
Sea 1og N = x donde a’=N
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.1

tomando logaritmos en la base b tenemos; por el teo -

remsa 3:
long =X logbn
de dondes 105bN .
X = 10—6-ba— O sea;
ol
lOg.N = iai;;-

Para los temas tratados en esta tesis usaremos logaritmos
de base 10 o decimales, que & continuacidn veremos:

Logeritmos Decimales.

Un logaritmo decimal conste de la suma de dos partes, una
de ellas es un entero y la otrs es una fraccidn decimal pod.
tiva (que puede ser cero). El entero, que puede ser positiwo
negativo o cero, se llama caracterf{stica. la fraccién deci -
mal ce llama mantisa y le proporciona una tabla de logarit -
mos decimales,

La regla para obtener la caracteristica del logaritmo de
un numero N es la siguiente:

l. 5Si N&1, la caracteristica de log N es una unidad me~
nor que el nimero de dfgitos de N que estin @ la is -~
quierda del punto decimal.

2, 51 N€1 y N estd escrito en forma decimal, la carscte-
risticd de log N es negativa y el nimero o d{gito que
1lleva ese signo negativo, es el nimero de ceros que spa
recen inmediatamente a la derecha del. punto decimal ufs

nimero: 0.843 ; caracter{stica: -1
nimeros 0.04360 ; caracterfsticas -2
nfmero: 0.00291 ; caractorfatica- -3

En el caso de un logaritmo con caracter{stica negativa -
cribimos el signo menos sobre la caracterfstica para BOstrar
que solamente ella es negativa, mientras que la mantisa es p
positiva. Asf, por sjemplo, el nimero 0.142 es memor que 1a
unidad, su logaritmo es negativo como puede nproourn . -
cridbiendo

Unoe
Ejemplos:
nimeros 4232 ; caracter{stica: 3
nimeros 321.3 ;3 caracter{sticas 2
nimeros 85,72 ; caracter{stica: 1
ndmero: 1,260 ; caracterfstica: O
H
H

1.1523 = .1+o.1523 = -0, 8471
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Ahora veremos como obtener lu mentisa utilizando una ta-
bla de logaritmos (ver enexo).

51 el nimero dado tiene tres cifraes significativas o mence
localizamos las primeras dos cifras en la columna izgquierda
¥y la tercera cifra en la perte superior de la tabla, La man-
tisa busceda estd formada por el mimero de cuatro digitos -
que estd en la fila de las primeras dos cifras y en la co -
lumna de la tercera cifra. As{i, por ejemplo, para el nimero
142, las primerse dos cifras aparecen en la columna igquier-
da en la quinta fila, y le tercera cifre, aparece en la par-
te superior de la tercera columna. Las cifras correspondien-
tes son 1523; por tanto, la mantisa de log 1.42 es 0.1523,
Ejercicios:
verificar lo3s siguientcc wvalcres ¢ resultados
log 0.0000099=8.9956==5.0044 ; log 888=2. 9484
log 8.99=0.9538 log 0.337=-1.5276=-0.4724

Si el nimero dado tiene cuatro cifras significativas o mds
la mantisa de su logaritmo no aparece en la tabla pero puedes
obtenerse aproximadamente por el método de interpolacidén lie
neal estudiado en el capitulo 17 y veremos un ejemplo a con-
tinuacidn;

Ejemplo:
l. Hallar el logaritwo de 7915,
En la tabla encontramos las mantisas de 7910 y 7%20
que son .8982 y .8987 respectivamente y si usamos la
forma F.172 del cap.l7, tenemos:

nimero mantisa
7920 28987
[7915 x ]
- .B982 = $28987-.8982)(7915-7910)
| Lo (;?2?-7910) )
+0005)(5 0.0025
118) = =27552 = 0,00025
de donde .
x = 0.898450

Y por tener 4 cifras el numero, la caracter{stica es 3;
por lo tanto log7915 = 3.89845¢

Ejercicios:s

l. Verificar los siguientes resultados-
log 9116 = 3.95980 -
log 0. 09577 = !.98125 = -1.01875

- 153 -



1.2 Antilogaritmo.
El antilogaritmo de un nimero x en una base daida b es el
mimero M que se obtiens al elevar la base b al exponente x;

es decir; des 1ogbl - : .
tenemoss
Antilogx = Antilogb(logbl) =N
Ejemplos

1. ¢Cudl es el antilogaritmo de 3.87747
La mantisa 0.8774.se encuentrs en la tabla (anexo), en
1la fila que corresponde al 75 y en la columna cuyo nimero
es 4. Por tanto las cifras significativas son 754 y el an
" tilogaritmo es 7540 ys que log 7540=3.8774
2. ;Cudl es el antiloguritmo de T.96547
En la tabla encontramos las mantisas de 9230 y 9240
que son .9652 y .9657 respectivamente y si usamos la for-
ma F.172 y 1s férmula P.174 del cap.l7 de mtorpoloeién
lineal, tenemos:

ninero mantisa
9240 o
y .9654]
[92”] [:36s2
y - 9230 = (9240-0230)(,9654-.9652)
(.9657-.9652)
+002 -4
- T 0005
de donde:
y = 9234

tomando en cuenta la regla para obtener 1: canctor{l ’
tica del logaritmo de un nimero (20.1.1), vemos que ¢l an
tilogaritmo debe ser 0.9234 para que al obtener el loga -
ritmo de 0.9234 tengamos 1.9654; verifiquemos:

1og 0.9234 = -0.0346 = =1 + 0,9654 = I 9654
Ejercicios:
1. (Cufl ee el antilegaritmo de 3.25557 R. 0.01800833..
2. ¢Ciml es el antilogaritmo de 3.1111? R. 0.00129015..

"3 40uél es el antilogaritmo de 1,0995? R. 0.12574285y..
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21 TEOREMA DEL BINOMIO

e un binomio; & continuacién veremos que es un binomio y los ele-

h Comunmente llamamos teorema del binomio a la férmula general
entos necesarios para llegar a dicha férmula.

21.0 Pactorial.

Con el simbolo mi o ln jdentificamos al factorial y repre-
senta el producto de 1os mimeros enteros positivos que empie -
zan en n y terminan en 1 o viceversa, es decirs

= (n)(n-1)(n-2)...(3)(2}(1)

ac{
3t = (3)(2)(1) = 6

observemos que la formula anterior puede expresarse como:

n} = n(n-1)
de modo que si n = 1, tenemos:
l! =1(0)
y para que se cumpla dicha igusldad conviene definirs: .
ot =1

21,1 Desarrollo del Binonio con Potencias Enteras Positivas,
Un binomio es una expresién algebréica de dos términos;

X+y -y=3x ; (-1-912) binomio con potencia
entera positiva (8)

El teorema del binomio es una férmula (por esto se llama
tambien férmula del binomio) con la gue se pueden escribir
directamente 1os términos del desarrollo de una potencia
entera y positiva de un binomio. Para formarnos una idea de
1o que es 1a estructura del desarrollo de (x+y)", en donde
n ‘es un niimero entero positivo, escribiremos el resultado pa-
ra los primeros cuatro valores de n. Asi, por -ultiplicacidn .
directa teneloa:

(x+y)lt=xey,

(x + y)2- X+ 2xy + y2,

(x + ¥)3= x3 + 3:2y + 31]2 + y3,
(x + y)4, x4 + 4x3y + 6x° y r 4xy3 + y‘.

_ Observemos que cada uno de estos dcaarrollos tieno 159 11-
p.ucntu o.mtorhucus

- 155 =



1. El ninero de términos es n+l, o sea, una unidad mds que
el exponente del binomio.

2., En el ler. término el exponente de x es n y decrece de
unided en unidad en csda uno de los términos siguientes.

3. la y eparece por primera vez en el 2do. término, con ex-
vonente 1, y su exponente sumenta de unidad en unidad en cada
uno de los términos siguientes. El exponente de y es siempre
una unidad menor que el nimero de orden del término.

4. La sumg de los exponentes &e.x.e y es igual & n en cual
quiera de los términos.

5. Los coeficientes de x e y presentan cierta simetria, gque
consiste en que los coeficientes de términos equidistantes de
ios extremos son iguales.

6. El coeficiente del ler. términn es 1a unided y el del se
gando término es n.

" 7. Si en cualquiera de los términos, el coeficiente se mul-
tiplica por el exponente de x y este producto se divide entrs
sl exponente de y aumentado en uno, el resultado es el coofi-
ciente del siguiente término.

Le séptima caracteristica tal ver no paresca tan cv:ldonte.
pero- dada su importancia para la determinacidn de goeficientes
la explicaremos aplicandola al desarrollo de (x+y) + ElL coefi-
ciente del 3er. término se obtiene del 2do. como siguet se mul
tiplica el coeficiente 4 del segundo término por el oxpononh '
3 de x y este _producto se divide entre el sxponente 1 de y su-
mentado en 1, E8 decir, (4)(3)/1+1 = 6, que es el coeficiente
del 3er. término. Andlogamente, de este coeficiente obtenemos

(6)(2)/241 = &, que es el coeficiente del cuirto téraino, - y

as{ sucesivamente,
-En general tenemos que el teorema o fér-ula del binod.o 010 .

) vedo a una potoncia n entera pomitiva es;

(xfy): =204 ‘Il iy, .‘éﬁ%} 22 {ﬂl n-2 {;—

Yook Iﬂn.é;"(ii:nf:%; xn«m—),yx- ”1’. " ’

quo con el simbolo de n pucdl ucrihiru ‘como n ticnc en. |

-1s siguiente socci&n.
@’

ﬂnmo General del Desarrollo do un Bi.nouo. s :
“Reescribiendo 1a féraula dol binonio (21 1) pero con el ‘aim -

: ‘bolo nf, tenemons

(z.:)" x"+ me'-i, N J.g-ll ;n- . ..L_ﬁl_._z ,n-s,s .

. 0.-.0 - ?%1.;7‘-—-4. L 3.2 xn-r’l'r 1000;'.' ,n
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en donde, el término de orden r, es:

n(n-1)v..{n-r+2) anr+1 r-1
B €250 VR y
el cudl se conoce como el término general,

«3 Desarrollo ée Binomios con Povencias Enteras Negativas y con
Potencias Praccionarias Positivas y Negativas.

En los casos de exponentes enteros y negativos y en los de
exponentes fraccionerios positivos y negativos, el ndmero de
térmings o sumandos es infinito y & medida que aumentan los su
mandos, los valores van siendo cada vez mds insignificantes, ¥
lo que se hace es tomar los primeros sumandos, concsiderando la
suma resultente como un resultado aproximado al real. )
Ejemplos:

1. Deserrollar el binomio (s+r) y encontrar su valor para
s=2yr=,02.

(ser) e a4y ()l=41), , -4)%4-1) (-4-2) 2 ,
, (=A)(A=1)(-4=2) (-4-3)3 ,

-4)(-4312(-4-2)(-4-3) (-4-4)r4_
N N [ R X )

r+109

4-45 6r -203'7r3+35= r4-...
si a=2 y r=0.02, tenemos.
(2+.02)“ (2)“-4(2)‘5(.02)+1o(2)‘5( 02)3- 20(2)‘7( 02)3 +

#35(2) ( 02)4-l¢a :
- = 0,0625 - 0.0025 + 0. 0000625 - 0. 00000125 +.

+ 0.0000000219 ITEY

= 0, 0500612719 -

observamos que el dltimo sumando {50.) do loa‘anteri r '
es nds chico aue lon demds, 81 continudranoa obteniegd;'tér
minos, estos serian menores. -(

2+ Desarrollar el binomio (a+b)” 2/3)

4plicando la ernula del bino-io. tcnemost
(I.-t-b) (2/3)_ .-(2/3)* (- (2/3”.('2/3-1)‘, + ' v

;3 .s.:-fl.. o5 - Ty
2

(-3)(-§ '1)( i:z) (- -3) o3

-5

’-oooi‘_.

3!
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o

2 2

3 2 (=3/5)
- _3.a

(asb)3 = & (~8/3),2 ag‘(-u/s).s

2
b + 3
Ejercicios:s 7
1. Obtener el valor del So. tér-ino de (2- 3) - R. 884.9383
2, Desarrollar el binomio (9- 3)~2 hasta el’cuarto término y
obtener la suma hasta dicho“término. R. 0.0138402004.

Aproximacidn de Binomios & un Nimero Dado de Decimales.

En una cantidad como (x+y)? muchas veces requerimos obte -~
ner una aproximacién al resultado con cierto mimero de cifras.

Supongamos que y = 0.2, entonces y2=0,04; segin la posicidn
del ler. nimero entero Boaltivo después del punto decimal te, -
nemos que el valor de y- estd dado con ure aproximacisn de 15
es decir de dos cifras decimales,

Asf; nuestra cantidad obtenida al realizar cierta operacidn
tiene una exactitud que depende del nimero de sumandos que se
van obteniendo al desarrollar por el teorema del binoamio.

Si el término de algin sumando tiene el ler. mimero entero
después del punto decimal en la = posicidn, donde s es el mime
ro de cifras decimales con las que se aproxima al resultado
Teal, podemos omitir el resto de los sumandos siguientes,

Al desarrollar un binomio cuyo exponente es fraccionario o

- . negativo mediante el teorema del binomio se obtiene una infi-

nidad de sumandos que cada vez van siendo mdés peque!lon, como
se aprecia en el siguiente ejemplo:

Ejemplo: 3
1. Calcular J1.0l con 6 cifras de aproximaeidn. 1

haciendo x = 0,01 se tiene 3 1+x o bien (1+x)3,

(1+x)1/ 3 lo podemos desarrollar mediante el teorema dal
binomio (21. 1). es decir:

(1¢x)§-1 -13 B]] -}E]lg Z]xzo

GE-nd-2) f-
‘3)(33!13 2.5 _13

. 2 10
=1+ 30+ F-w@? s .. L

x 2.2 M) ‘
nlfI-Igl «otﬁx.;-..v.
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2 3

X x 5x
=l¢.3.--§..+-5i-—o--*---

sustituyendo x=0,01 en cada sumando tenemos:

= 0,01 0.,0001 5{0.000001)
=1 + 3— - § + al - s o

observamos que el 40, sumando tiene el término 5(0.000001)
donde el ler. entero después del punto decimal ocupa la 6a,
posicidén , por lo que se puede prescindir del 4o, sumando y
de los que siggen, obteniendose un resultado cuya aproxima-
c¢idn eslde 1650555 * as{:

0.01 _ C.0001

(14.01)° = 31,01 = 1 + 202 - 222881 < 1.003322

Ejercicios:
1. Calcular (1+i) con aproximacidn de 8 cifras para i = 0,05

R. 1,01227223, g
2, Calcular (1+i)

R. 0.766416732.

con aproximacidn de 9 cifras para 186.03
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PORMULARIO
MONTO DE ANUALIDADES CIKRTAS ORDINARIAS

Para el monto con renta no unitaria, multiplicar el valor de
la renta por la fdramula correspondiente.

m>1 =m/p ¥ entero s‘f)ﬂ - (1+1‘)

P>l p/a ¥ entero p (1’1.,-19

;:% .= p 34p) = 11+1); -1

::i BR=p S&H.?%xsmi,

;:i :/:: entero ?&fl' = é sii‘li_' x ';':%%757 :

;:;i , ':/,PP= mt;ro s‘fl? = % siﬁi' x .S_L—'
N Spde = Sy X - ‘:;.._
. ;;i : S‘f). = Sy x .F%,..

G PJmin pa.r(vnioreu',juo no se encucntun [ tnblu.

sa:l ﬂk—,‘-‘1 sni(lu) "Eli

llotll ’ (.)

1. 8--—.




FORMULARIO
VALOR PRESENTE DE ANUALIDADES CIERTAS ORDINARIAS

Para el valor actual con renta no unitaria, multiplicar el va
lor de la renta por 1a fdrmula correspondiente. -

1, 1= (1ei0)™™
P

(Le10)®/P _77

1 t \
P31 pa ke afRl.

=1 1 - (141)™
Sy
>l 1

p>1 T =P AkPYs = 5 * Qg4

m>l psa , 1 ' R
P>1 p/m = entero aﬁﬁ' “admmi * -;T(m,

m>1 myp v 1
P>1 a/p = entero a&"f' =§allli' X -§go——-

1
oo i’i'

a1 = Qon g4 X etoeo
P=1 akp}. a@li' gl
‘m=] ) ‘ i
P> e PR

rdmuia pdfa‘valores que no se ehéu:ehtré;n ’e‘n:;ta\blaé. 3
o Oma=Ogmy =0, « Fag,
Notas g o

i' = ce

B




PORMULARIO

MONTO DE ANUALIDADES CIERTAS ANTICIPADAS

Para un monto con renta no unitaria, sultiplicar el valor de
la renta por la f#rmula correspondiente.

n>1 m/p # entero
P>1 p/a f£ entero
ax]

'p-l B=D

ad>l a=

p>1 =P
. Ama>1 pom

P>1 p/m = entero
-51 m>p

P>1 =m/p = entero
31

p=1

n=)

P>l -

Nota: 1(')

g 1 aayw/p (1ei0)"-2
8&2' P (14‘1 ) x (m—

:s:ﬁp),'- (1+1) Sa 4
WPl =Sama- '

- 1
5452 = 5 CamvTne - 1)

e = 3 ‘1*1"./p3m1- x ';‘;1' a
o .
ple = 3 gy x g

moy ol 1
WL 5 fma < A

gﬁp), = (101')./1’8‘.'1. x . S

ne

o sy
sﬁf’l it G

. Y
S&). = (14i°) /Pslm x ;%31

=162 -




FORMULART O
VALOR'.PRBENTE DE mnuil CIERTAS ANTICIPADAS

Para el valor actual con renta no unitaria, multiplicar el va
lor de 1g renta por 1a férmula ¢orrespondiente, -

B>1  m/p ¥ entero CZ{,P)-

¢ y—Hn
P>l p/m K entero (144 )%P L 1 < (144 )

-x———-—---

P (L)W )"

p=1 m=»p a‘.ﬁf’)' = Q)gg
QAfpi. =2 M P
p>1 m=» ag), - ta +OQrerry )
>1 o 1 . v
IS A AUpl =50V x Prio
B>1 gy o 1 '
pP>1 :/pp-.- entero aﬂf)- = f(l*i')‘/bm—m;, x -55-;;?;-
AR = om0 x e
::% dﬂﬂr). = (1~~:L)"/"am g0 X gl
o il
: | )
¢ = t X e
il Qs %
m=] o - B
P>l dﬁp). = (1e,:1)1/3’aEli x I&”
Notag 1(m) ‘
= -;--

‘=163 -




FORMULARIO
VALOR .PRESENTE DE ANUALIDADES CIERTAS ANTICIPADAS

Para el velor actual con renta no unitaria, multiplicar el va
lor de la renta por la férmula correspondiente. ,

21 mpdemer i Gao¥? Rl
P=i m=v@ Ggpls = 04) Ay

Gkl = 2 +0s 4
2ol m=F | agp)s = 30 +Qgers )

m>1l > v 1 , vi
b3l  p/m= entero kP =50+ ™A * = t7mr

m>1 > . 1 , :
B B tero GPL = 30V gy x g

" 1 ) H57p14°
| el = s * Foy
m>1 . o
-1 d&e)s = @IV, x —gtee
p=1l ::ﬁfl + aﬁli x 3;11'
aﬂl' *ami' b 4 .a—;‘-;:-_
A=l " -
P>l - awl- 1e)VPoq, x 1‘1_37
Notar , _ 1(») ‘
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FORMULARIO

MONTO DE ANUALIDADES CIERTAS
DIFERIDAS ORDINARIAS

Para un monto con renta no unitaria, sultiplicar el valor de
la renta por la férmula correspondiente.

m>1 m/p ¥ entero 1 _ (Lei*)™ 1

p>l  p/m £ entero t/S&). =3 * E;;m:l
- M n .

=1, ciagg), - eaded

[

;:i m=p t754e) = 5 % Sgm e

n»l poa i

P>l p/m = entero t/sﬁpz, == sﬁ'li' R C70)]
i'

L]

Wi

m>l m>p 21 1
pol n/p = entero t/s{lﬁ' P s-’mi' x §W1'
m>l 1

- t/s{p), = S ¢ X g==——-
vp 1 SH’I an] 1 sili'
A=l 4
p>l t/S&p),_ =85, X 15y

Férmula para valores que no se encuentran en tablas.

t/sa i= t/sm i= Sﬂi(la-i)t + sa i
" Notai ; i(') '

i'::—-a-—



PORMULARIO

VATOR PRESENTE DE ANUALIDADES CIERTAS
DIFERIDAS ORDINARIAS

Para el valor actual con rente no unitaria, multiplicer el va
lor de la renta por la férmula correspondiente.

ROl
p>l

1
1

Il

mn>l
p>1l

m>1l
P>l

m>l
p>l
m>l

p=1

R=]l
P>l

m/p £ entero
p/m £ entero

m=p

m=p

mnp
p/m = entero

a>p
/P = entero

I

t/ap) .

t/afp).
vage). -

[}

“/akp). -

t/akp) =
tézﬁp}, =

YOkp1
tagp). -

)ntl 1 - (1e1')™

(1+4
(141 )m7§ 1

(1"‘1 )-tam i
gy~ Oy y

(1+i')-Mt

LT

Qznd 40

. ¢ y=mt e
@i aga 0 ¥ ra7Er

Bl

t 1
-(l+i y e qmi, X —gr—--

£

mt
a x _.._-....
L LRI i

(L+i?)

et 4

Pérmula para valores que no se encuentran en tablas.

. togy - Yagmy = )% ag, + ¥ag,)
Nota: - (m)

1t = --_-

;Erf}iGS‘-‘:



R>1
p>1

(')

m=1
p=1
P>1
w1l
p>l

)l
P>l

myl

p=1"

T

a=]l

PI1

m>»x

FORMULARIO

NONTO DE ANUALIDADES CIERTAS DIFERIDAS
ANTICIPADAS

n/p £ entero
p/m ¥ entero

m=2p

m=p

Po>n
p/m = entero

Ry D
m/p = entero

Notai 1' (=)

g

tﬁm, -
/e,
t/é&p). -
t/§&p),

“/Sgp), -

t/E{ﬂ, =
t/é"np), =

t/é',&p), =
t/é'm'.v

Para un monto con renta no unitaria, multiplicar el valor de'
ja renta por la férmula correspondiente.

1 wn/p_ (1+it)-2
= (1) ¥x A==
Pt * (1+1°)a Pa

(1+1) Sm i

Sams -t

=166 - o



PORMULARIO

VALOR PRESENTE DE ANUALIDADES CIERTAS
DIFERIDAS ANTICIPADAS

Para el valor actual con renta no unitaria, multiplicar el va-
lor de la renta por la fdrmula correspondiente

md>1l
prl

m=1
p=1

m>»1

P21l

m>1
p>l

m >l
Pyl

m>1
pal

- m=]l

P>l

n/p ¥ entero
p/m # entero

P >m
p/m = entero

m>p

‘m/p = entero

. 8 eowmemes

"'ﬁﬁf’l

t/a.“&pl. =

LAY

“afp). -

+/0gp).

t/'a}f ) .
“aP).

“ikp).

Q).

ok

= (141°) "'t(1+1')'/21 1-(wi) 77
P (14q0)VP XY

(14_1)—1:4-16.‘_ﬂ .

B vy P ale) i
-mt

)™ x 2 a +Ogmyse)

ST g, . x x -t

=¥ \ -nt . ll/ 1
pa"i , (1"1 ) I&mi'xr--;:
= - mt —---.]-.——--
(1+1') ami, x "
=141 )™ (i), o, X gt
Qa1 =y

(1+a0)™ R S
+ am1 x.ai“..

(1410)” (1+1') /pami -‘13-, ”
i .

' lv-f ;15'7} :'.' ,
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CONCLUSIONES

Al terminar de estudiar esta primera seccidn en los conceptos
e Matemdticas PFinancieras, el estudiante de matemdticas financie-
ag del Colegio de Bachilleres es capaz de tratar cualquier objeti-
o relacionado al plan de estudios de matemdticas financieras de di
ho colegio. -
Globalmente. Puede aplicar el econcepto de funcidn lineal en la
olucidn de problemas de interés simple, Puede identificar la ana-
ogia existente entre una progresién aritmética y el interés simple
ra la comprensidn de la solucidn de los problemas relativos a es—
e interéds. Es capaz de identificar la analogia que hay entre una
rogresidn geoméirica y el interés compuesto. De aplicar el teore-
del binomio en el cdlculo de potencias (1+i), donde i es 1la tasa
e interés, para aproximaciones a un nimero dado de decimales. De
eterminar el interés compuesto y el descuento compuesto y sus ele-
entos para cualquier frecuencia de capitalizacidn de la tasa, en
a operacidn financiera, as{ como plantear una ecuacidn de valor
uando.a cierta fecha se determina el pago de las deudas. También
pto para resolver problemas sencillos bancarios y comercisles me-
iante la aplicacién de las anualidades, ya sea para determinar el
onto, el valor presente, la renta, el tiempo, o la tasa, correspm
ientes a pagos vencidos .o anticipados y si son diferidos, determl
también el tiempo diferido. De identificar 1a semejanza entre .
ontos de anualidades no diferidas y diferidas. De identificar l1a
relacidn entre el valor presente de una anualidad no diferida y
una diferida cuando embas son ordinarias o anticipadas.
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