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PREFACIO

La necesidad de contar con un texto, acorde a las necesidades del
programa vigente para el curso de Cdlculo Actuarial I que se im-
parte en la facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auté-
noma de México, me indujo a la elaboracion de este trabajo cuyo
objetivo primordial es: facilitar el aprendizaje de los princi-
pios fundamentales del Cdlculo Actuarial e introducir al conoci-
miento de las Diferencias Finitas.

Initil seria negar mi interés por dejar en forma explicita, la de
mostracién de la forma de Woolhouse y su utilizacion en el &mbito
actuarial,

Sin embargo, el contenido de este trabajo se adecud a la duracidn
del curso, por o que fué imposible cubrir en su totalidad 1o re-
ferente al Cdlculo Actuarial para el ramo de vida individual.

Imposible terminar este prefacio sin expresar mi agradecimiento

al Act. Aurora Valdéz Michel por la direccion de esta Tesis; a la
Srita. Cony Santiago, por la colaboracion inapreciable que me brin
d6 en 1a mecanografia de la mayor parte del manuscrito; a todas -
las personas que de una u otra forma me otorgaron su ayuda; y, muy
especialmente a Rogelio Prado por su apoyo y confianza.




INDICE

PREFACIO. ..evveieennnnns te e teeresentereserssstasoenesnaes nrenes ve ¥

INTRODUCCION....... Ce e eie et e eea b ettt eesatteestrenetereniennons 1
CAPITULO I

TABLA DE MORTALIDAD. «.vvvuverunnnneeneeeeerenreseasennersnns .. 3

1.1 IntroducCion...cciveeeeineecinerecsnnsananenes cevees Ceenne 3

1.2 Funciones biometricas...c.ceerieresnneenccessrancennsnannss 3

~ 1.2.1 Funciones elementales......... Ceaeaeneaes Y

1.2.2 Probabilidades de vida y muerte.......... R

1.2.3 Funcion de SupervivenCia.....oeeevereerercenonnennss 7

1.2.4 Tasa central de mortalidad............ cerenne veeeese 9

1.2.5 Esperanza de vida......... cesessisscneaas Ceretnnes oo 11

1.3 Método para edades fraccionales......eovvvvvennnencrncnnss 13

1.4 Fuerza de mortalidad....cocciieenncnnnonersnnsnannnscnns vo 15

1.5 Estimacion de ,1;.. ................................ R ¥

1.6 Leyes de mortalidad.....ccoiiveninrnnncncesncsnncnnscncnns 19

1.7 Determinacion de los pardmetros de,/gv................Q.. 24

1.8 EjercicioS.cieecetcasocenncanss Ceeeeetessetetesetantnenans 28

CAPITULO II

CONSTRUCCION DE TABLAS DE MORTALIDAD.....ccvovevnnnnsnnaseannns 31
2.1 Tabla géneral.......... ................................... 31
2.2 Tablas de mortalidad de aseguradoS......cevveennnnensonnss 31

2.3 Ajuste de tablas de mortalidad.......ccvevvvevnnnnnsnnnass 38
2.4 Ejercicios....... Ceeeserientseteteratataesanoanaens chesaes 39




CAPITULO II1I

ANUALIDADES CONTINGENTES...cvvvvannnnsnnnnaas A 3
3.1 Introduccion......ocveue. Chesereereenens Ceerreeanen Ceeeens 41
3.2 Dotal pur0..eecevroiiannnes Cererereasesrerertesareaones voo. 41
3.3 Anualidades........... et eer et e ee e e 42
3.3.1 Anualidades pagaderas una vez por periodo........... 43
3.3.2 Anualidades pagaderas m veces por periodo........... 53
3.3.3 Anualidades cONtinNUAS....vveeveeeanrnnneasrenns veees 57
3.3.4 Otros tipos de anualidadeS.....cvvverveernonnnss veee 99
3.3.5 Efectos de variaciones del interés y la mortalidad.. 61
3.4 EJercicios...ooviviiierictiieniinannannes ceerad feeone ceves. 64

CAPITULO IV

SEGUROS EN CASO DE MUERTE.....cvvvvennnnnnans Ceerieienns Ceeraas 68
4.1 INtroduCCiON..ocvuurienseesiearosrecnsesssocnscasnonnnnnss 68
4.2 Seguros pagaderos al final del afio de fallecimiento...... . 69
4.2.1 Seguro vitalicio...veeivieranansas cerenene cesssaeass 10
4.2.2 Seguro temporal........... . R 2!
4.2.3 Seguro dotal mixto...... Cerreerenens veeeenns vesnnan 71
4.2.4 Seguros diferidos............. Cerrerereresteenaane 72
4.3 Relaciones entre anualidades y SeguroS.......ceeeeuseaeess 73
4.4 Seguros variables..........ccoovunnnn Ctreeseettttseserenns o 715
4.5 Seguros pagaderos en el momento de 1a muerte.............. 80
4.6 EJercicioSeeeeeeiserrivnnsannnens Ceeieesentsantacaasnatan . 84
CAPITULO V
PRIMAS NETAS PERIODICAS.........cunn. Cetisssensasiaene cieenees 87 -

5.1 INtroducCiOn..ocvverienrncsceecssssassssasccssnnssssocsses 87




5.2 Prima neta anual .......... et eteetiietatteratanrrttanans 87

5.3 Prima neta fraccionada .......coieiiviiieiinnncnennnannes 90
5.3.1 Primas fraccionadas reales ......covivvvennnnennnns 92
5.3.2 Primas fraccionadas a plazos ....... PN 94
5.3.3 Primas fraccionadas a prorrata .......cceveeenenannn 95

5.4 Primas CONtinuUas ...vieireeretnnenreeecneensonennnnnanans 95

oI T =2 ool 1 ok I 1 96

CAPITULO VI

RESERVAS DE PRIMAS NETAS ............... e, 99
6.1 INtroduCCion ...vvierrenineeroneecenoneannenenansnnnnnss 99
6.2 Método para determinar 1a reserva ..........ceceiienen.ns 103

6.2.1 MEtodo prospectivo .v.vevirenriiieneereraneneeanens 104

6.2.2 Método retrospectivo .v.vviverriiniiiinrannieaenns 108

6.2.3 Método de recurrencia «....veeevreererinecnnencnnas 110
6.3 Prima de riesgo y prima de ahorro ........ccovvvnne. e 111
6.4 Reservas medias .....ceevevvereeacns erteeererneaearaaees 112
6.5 MEtodo de valuacion ...cvevverereeeeerrenennneaeeresannans 113
6.6 Comparacion de reservas de diferentes tablas ............ 114
6.7 EJerciCios .oviieenerinnieereeceecorearocensoaroanssnenas 117
CONCLUSION ....... T SO . 119
BIBLIOGRAFIA ..t iiriiiieriettereenoccssearoesonaasnsensanonns 120
APENDICES ..o vneneeennnerenennnn. VTR e, 122
Apéndice A: Diferencias Finitas ......coveieiiverennnnnncnans 122
A.1 Introduccion .......... et eetteeeteetettettanacaacenenas 123
A.2 Definicion del Operador A ......cvvvnvvvvinurnnennenas.. 124

A.3 Relaciones entre los operadores Dy O ................... 126



A.4 Polinomios de Bernoulld ..ivieireeniennerncecncncannas 128

A.4.1 Nimeros de Bernoulli ....iciiiiiinnnnennnnnnnens 131
A.4.2 Propiedades de los Polinomios de Bernoulli ..... 131
A.5 Métodos de integracidon por aproximaciones ............ 133
A.5.1 Regla de Simpson .....eeiiieiieeerinenennrennens 134
A.5.2 Formula de Hardy .....vevriieiieriniecnnnenennnns 135
A.5.3 Expansion de Maclaurin «..ccevivveviecnenennass, 137
A.5.4 Formula de WOOThOUSE uviverienrenreoncannenanns 139
A.5.5 Aplicaciones al Calculo Actuarial .............. 140
Apéndice B: Tablas ....cuoiviiiviiiiniinnes chvieronnnannnnss 142
1.- Tabla de vida inglesa No. 10 ........ Ceeens vee.. 143
2.- Tabla de mortalidad C.S.0, 58 ........... reeeas 146
3.- Tabla de mortalidad mexicama .......cevevvennnns 149

4.- Seccidn'de la tabla selecta y Gltima E.M ....... 152



INTRODUCCION

E1 Calculo Actuarial es una rama de las matemdticas aplicadas des
tinada al andlisis de capitales sujetos a contingencias. Se consi
deran aqui, contingencias sobre la vida humana, ain cuando los --
conceptos vertidos tienen una aplicacion mucho mds amplia.

Este trabajo estd disefiado para ser usado como texto en los cur-
sos de Calculo Actuarial I y comprende material suficiente para
completar un semestre. Su contenido estd presentado en seis capi-
tulos estrechamente relacionados y dos apéndices.

Los primeros dos capitulos estdn dedicados a la definicidn y cons
truccion de tablas de mortalidad. En el capitulo III se presenta
el concepto de anualidad contingente en sus diferentes modalida-
des.

Las primas netas dnicas de seguros en caso de muerte se exponen
en el siguiente capitulo. E1 capftulo V estudia 1o referente a -
primas netas peridodicas.

Finalmente, en el capitulo VI se analiza la formacion de reservas
terminales y medias, asi como algunos métodos para su determina-
~cion.

Puesto que este trabajo se disefio con fines didacticos, se inclu
ye en cada capitulo una serie de ejercicios tedricos y practicos
de diferentes grados de dificultad a fin de lograr la reafirma-
cién de los conocimientos adquiridos.



En el apéndice A se resalta la importancia de las Diferencias Fi-
nitas en el campo actuarial y se demuestra la férmula de Woolhou-
se; asf mismo se deducen algunas expresiones de gran utilidad en
problemas practicos.

Por Gltimo, el apéndice B contiene diferentes tablas de mortali-
dad incluyendo sus Valores Conmutados y un extracto de 1a tabla
Selecta y Ultima de 1a Experiencia Mexicana Bisica.




CAPITULO 1
TABLA DE MORTALIDAD

1.1 INTRODUCCION

E1 cdlculo Actuarial tiene como objetivo fundamental la determinacidn de
pagos que dependen de la sobrevivencia o muerte e involucran el concepto
interés; por ello es necesario el anilisis y medida de 1as contingencias
de vida humana para hacer inferencias acerca de su comportamiento futu-
ro.

La tabla de mortalidad es un conjunto de funciones biométricas que repre
senta el comportamiento de una poblacién ante el evento muerte, Aunque -
es posible construir tablas de mortalidad espec{ficas desagregando las -
muertes por casualidad (accidente, cancer, enfermedades tnfeccionsas,etc),
nos avocaremos aqu exclusiyamente a 1a tabla General de Mortalidad:y a-
ella se hard referencia,

1.2 FUNCIONES BIOMETRICAS

Supdngase que se t1ene un nﬂmero suficientemente grande de ratas recien
nacidas, si se aisla a cada una en un cajén individual de tal forma que
cada cajdn tenga las mismas caractertsticas a fin de homogene1zar el me
dio amb1ente y se registra adecuadamente su fecha de nacimiento y muer-
te, al término de cinco afios aproximadamente este grupo se habrd extin- -
guido y su comportamiento respecto a 1a mortalidad podré delinearse por
medio de una tabla que indtque el nimero de ratas vivas y muertas en ca
da periodo considerado,

. B |
Este método de medicién de 1a mortalidad es muy simp]e pero raramente
es utilizado por la dificultad de a1s]ar el grupo 6 efectuar su segui-
miento hasta su extincién,



1.2.1 Funciones elementales.- Sea |, un conjunto de personas con la carac-
teristica: de que todos sus elementos tienen exactamente la edad x.

Si se considera a ]x cerrado ante el proceso migratorio y se sujeta a
observacion hasta que todos sus elementos se destruyen por la accidn
de la mortalidad, el nimero de sobrevivientes en cada instante t for-
mard una sucesibn decreciente }y' y = x+t, que constituye  la funcifn
fundamental de la tabla de mortalidad.

Llamaremos a w 1a edad 1imite de vida si:
w=min{ y’ 1_y=0}

Si x es 1a edad inicial de la tabla, la cardinalidad de 1* le 11ama-
remos “"radix" o “"base"

Aunque comunmente se elige como radix alguna potencia conveniente de -
10, su magnitud deberd ser tal que permita la-significancia de la infe |
rencia estadfstica y proporcione el grado de precisién deseado en los
cdlculos basados en la tabla de mortalidad.

Para facilitar el desarrollo matemitico del cdlculo actuarial, en lo
sucesivo supondremos que }x es una funcién continua y diferenciable.

Si denotamos por dx el nimero de personas que fallecen entre las eda-
des x y x+1, entonces: '

dy = 1x = Tx41 _ (1.1)
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FIGURA 1.- Gréficade I, co;respondiente a la Tabla de Vida Inglesa No. 10
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FIGURA 2.—- Gréfica de d, correspondiente a la Tabla Inglesa No. 10



1.2.2 Probabilidades de vida y muerte.- En 1o sucesivo p y q denotaran pro-
babilidades de vida y muerte respectivamente; estos simbolos tendran
asociados sufijos y prefijos correspondiendo el primero a la edad exac
ta de la persona y el segundo al nimero de afios involucrados en la pro
babilidad en cuestion; asi nPy representa la probabilidad de que una -
.persona de edad exacta x, que abreviaremos de aqui en adelante (x), so
breviva a la edad x+n y n%® la pro?abi]idad de que (x) fallezca entre
las edades x y x+n; esto es:

) n-1
= Xt _ p (1.2)
nPx T t =0 1%t
=——T———"‘-]"*"=1- (1.3)
nqx' X npx . *

Si se omite el prefijo, se supondrd que este es igual a la unidad.
Comunmente se conoce a q, como "Tasa de Mortalidad".

La probabilidad de que (x) muera_entre las edades x+n y x+n4m se repre
.senta por n/qu’ y .

1 -1
_ _X+n__ xdntm _ } -
n/mix © lx nPx ~ nimPx (1.4)
= (P (o) (1.5)
n+m-1 nm-1

=§n t/lq"=2=': iﬁ‘ﬂ (1.6 )



En la figura 3 se muestra la grafica de Gys €N ella se puede apreciar
claramente que la mortalidad durante la infancia es muy fuerte, decre
ciendo durante la juventud y acelerdndose en edades cercanas, a w.
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FIGURA 3.—- Gréfica de q, correspondiente a la Tabla Ingless No. 10

1.2.3 Funcibn de Supervivencia.- Considerando la probabilidad de que una -
persona de edad cero sobreviva hasta alcanzar la edad x (xpo),'pode-
mos escribir,

=T xPo=To S(x) (1.7)

donde S(x) serd conocida como "funcion de supervivencia”.

Definida asi Ta funci6n de supervivencia, cumple las siguientes con-
diciones:



i)

ii)

iii)

Es una funcion decreciente, por ser un cociente de una funcidén de
creciente (]x) y una constante (el radix)

Es una funcién continua y diferenciable en el intervalo (0, w); -
caracteristicas atribufdas a lx con anterioridad.

0& S(x) £ 1 por ser una probabilidad; se conoce que S(w) =0 y

Podemos construir funciones que cumplan estos requisitos y utili-
zando la expresién (1.7) calcular una tabla de mortalidad hipoté-
tica, no obstante, determinar una expresibn algebraica que cumpla
las condiciones antes descritas y corresponda al comportamiento -
de una poblacién no es cosa facil; aun mis, implica el condcimigg
to mismo del patrén de mortalidad y por ende la tabla de mortali-
dad respectiva.

- Aunque de interés puramente tedrico, podemos determinar las expre
" siones antes descritas en funcibn de S(x); esto es:

de = Vo (S(x) = S(xe1) )

S

- ~{x+n
npx (X)
q = S(x) ~ S(x+n)
n'x S(X)

q S(x+n) - S(x+n+m)
n/mx | S(x)




1.2.4 Tasa Central de Mortalidad.- E1 &rea bajo la curva definida por L
presenta el nimero de afios vividos en conjunto por todos los componen
tes del grupo inicial; si consideramos el &rea bajo la curva en el in
tervalo (0,t) con t € w, esta representa el nimero de afios vividos --
por todos los componentes del grupo desde su nacimiento hasta que alcan
zaron la edad t y su complemento denotard el nimero de afios que debera
aun vivir todos los componentes del grupo.

En este contexto, si representamos por Lx el drea bajo 1a curva lx en
el intervalo (x, x+l):

"X+l 1
L= §. 1y dt- LT (1.8)

FIGURA 4.—- Grificade L,
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Suponiendo uniformidad en Yas muertes (1inealidad en ]x) en el inter-
valo de referencia y utilizando el teorema del valor medio para inte-
grarles, podemos escribir:

Lx B 1x+1/2 N ]x - %- d = %— (1x * ]x+1) (1.9)

Otra forma de interpretar‘l,x - suponiendo que el nimero de nacimientos
y muertes durante cualquier afio se distribuye uniformemente - es con-
siderarla como el nimero de personas que habiendo cumplido 1a edad x no
han alcanzado la edad x+1; aquf 1x+t dt representa la cantidad de per
sonas vivas de ]0 dt que nacieron hace exactamente x+t afios con 0<t<l

Definiremos como “tasa central de mortalidad" (mx) a 1a relaci6n exis-
tente entre dx y Lx' esto es:

dy | | (1.10 )

20, Tygy) 21 - py) | (1.11)

O

X - 77y | | | (112)

de donde:

2 - m | (1.13)

y % 7 | ‘ , | V’(LM)
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De la expresibn (1.8) se deduce que:

d _ -
a; by = Tyap = 15 = - 4y ' .( 1.15)
entonces:
_ 1 d . d
My = = [; = -@&n (]x+1/2) (1.16)

1.2.5 Esperanza de vida.- Si se interpreta a Lx como el nimero de personas -
que habiendo cumplido 1a edad x no han alcanzado 1a edad x+1 y defini-

mos:
pi )
T, = L = f' 1., dt (1.17)
X t=0 Xtt . Jp Txtt

Tx denotard el nimero de personas vivas de edad mayor 6 igual a x.

Utilizando 1a expresién (1.9) tenemos:

OO
.S, L1 -
T, - Z_l lat * 31, (1.18)

Puede también interpretarse a Tx como el tiempo que deben aun vivir to
dos los componentes del grupo; si denotamos por é%x al tiempo prome-
dio de vida de cada uno de los que sobrevivieron a 1a edad x, enton--
ces:
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A ‘
0 0

se conoce a é; como “Espérénza completa de vida"

Si suponemos que las muertes ocurren al inicio de cada afio, simboli
zando por Q; el tiempo esperado de vida, entonces:

uo.l ©0 p ‘
. X+t thx _ A 1 1.20
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Donde GZX se conoce como "esperanza abreviada de vida", 6 simplemente
“esperanza de vida".

Pueden definirse férmulas para esperanzas de vida (completa 6 abrevia
da) diferidas 6 temporales; esto es:

o0 00
w8 2 th | n,éx . f (P dt (121)
t=n+l n
n n
exm = z th } éx:n_‘ = s tpx dt ( 1,22 )
t=1 ‘ 0
; ntm ' nHm .
v Cms S , tPx | n,éx:m: (" tpedt (1.23)
t=n+ n

1.3 METODO PARA EDADES FRACCIONALES

Si se conoce la expresifn matemdtica de la funcién de supervivencia,
la valuacién de probabilidades de vida y muerte para edades y perfo
dos fraccionales no presenta problema alguno; sin embargo, comunmen-
te ]x esta definida Gnicamente por la tabla de mortalidad que propor
ciona valores solo para edades enteras; esto implica la utilizacibn
de métodos aproximados para ly con y{ Z

La solucion mas sencilla es la interpolacidn lineal. La utilizacifn
de este método supone que la funcién se comporta linealmente en el -
intervalo de interpolacidn, por lo que conviene que este sea 1o mas

pequefio posible para que el error incurrido no sea de consideracién.
Este método de aproximacién, usado adecuadamente, ha demostrado ser

suficientemente preciso.
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Como:

1y = Ty  Conxel 0<t<l

Bajo la suposicidn de linealidad tenemos:

1 -td , 0&ts€l | (1.24)

x+t E ]x X

Usando esta expresidn se deduce:

P = 1= () g, | - (125)

& = (1) g (1.26 )

Otra suposicién que ha demostrado resultados satisfactorios, consiste
en asumir que el recfproco de lx se comporta linealmente en interva---
los pequefios.

x+ x+t

1=,1_t1_1],osts1 (1.27)
Tt T L Tt ,

Bajo esta suposicidn:

a9t = (1) g, 0t (1.28)

Esta expresion se conoce como la hipotesis de Balducci.
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1.4 FUERZA DE MORTALIDAD
Si dividimos el intervalo (x, x+1) en t partes iguales y consideramos
la probabilidad de fallecimiento en cualquier t-ésimo igual a

entonces, q)((t) serd una tasa anual de mortalidad si:

wx

1 -
at) = (t) g, = (1) ~5-—T;5i115

y si t999, su valor 1imite denotard la fuerza de mortalidad.

- (t)
Mm%

1 tim. Wt gt
Tx Ys=>0 Ik

=L d
T; dx x
Representando a la derivada de ‘x con respecto a x por Dlx. tehemos:
P - x = - ‘
jlx D1n Ix (1.29)

E1 papel dejdx en el cdlculo actuarial es similar al de § en la teo-
ria de interés compuesto.

Puesto que ﬂx ha sido definida como una tasa nominal anual de mortali
dad, puede suceder que /{x‘)l para valores de x situados al inicio o
final de 1a tabla.
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De (1.29) se deduce:

1 - joo Ve Mg at (1.30 )

0

]x ’ux representa el nimero de muertes que ocurren en el momento de al-
canzar la edad x y su grafica es 1lamada "La curva de muertes".

La grafica de 1, A es similar a Ta figura 2 puesto que:

v
d = 2 /lx+1/2

Utilizando (1.30) se obtienen facilmente las siguientes expresiones:

1
d, =f0 L ye Mgy ( 1.31)

L - '
" T go Vot Myag Ot So Py Myy 4t (1.32)

m
n/mq)g= Sn tPx /‘x+t dt : (1.33)

puesto que ﬂy = -D1 1] ." si integramos en el intervalo (0. x)

ny

X 4 X 11x
go/L.Y Y -IQ D'In'ly--nl—a

de donde:

(1,34)



1.5
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De esta expresifn pueden obtenerse las correspondientes a las probabi-
1idades de vida y muerte,

ESTIMACION DE M,

Si se desconoce 1a expresifn matemdtica de S(x)' Ta valuacidn de /“x
puede ser determinada mediante aproximaciones,

Si suponemos gue ‘x es una funcién de segundo grado, empleando la apro-
ximacién:

B el %~ ( ?(x+1) - f(x-1) ): » f(x) de segundo grado

se _deduce: -

‘/llx Z -1~ st . 1 * 4y ' '
e) 1, @)1, (1.35 )

Si suponemos que ]x es una funcion de cuarto grado:

lx = a:+.bx + cx2'+ dxS + ex4
d1x=b+2cx+3dx2+4ex3
dx

d1l = b

ax *x=0
]_1']1='2b'2d
1,-1,=- 4 - 16d
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Entonces:

8(]_1‘11) - (12’]2)=-b=' g_]x

12 X 1x=0
Por 1o tanto:
X 1721
X
7(d, ,+d) - (d _,+d.,,) o
- x-1 " "x o x=-2  “x+l | (1.37)
. X

De 1a relacién entre los operadores derivada (D) y diferencia (8) se
tiene:

De donde se deduce:

/ux='1 {A]x' Az 1+ A3 ]x"A‘l Yy +-....}
x. 2 3 4
JLofe -nd o+ pfd - ndd e ]
1'x 5 3 3 , (1.38)
={:A]nlx+A21n1x-A,31nlx+- ..... }
7 3
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1.6 LEYES DE MORTALIDAD

Se conoce como "Ley de mortalidad" a toda expresifn matemitica de 1 6
My que reproduzca el comportamiento de un grupo inicial ante el even
to nuerte.

La proposicibn mas simple corresponde a 1a presentada por Moivre (1725),
se basa en la hipftesis de que 'Ix decrece en progresifn aritmética, es-
to es:

= k(w-x) (1.39 )
bajo l1a cual q, = }lx ‘ix

Un siglo despues, Gompertz enuncif que la muerte se presentaba a conse-
cuencia de dos causas generalmente coexistentes: el azar y el deterioro
b1o]691co 8 1a creciente impotencia de resistir la muerte. No obstante,
su expres16n s6lo involucra la segunda causa; esto es:

M, =B (1.40 )

de donde se sigue:

X

X
S dy =) BCY dy = B rCyInCdy
o)ly So ™e
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haciendo:

Ing=- 8B
n

y utilizando (1.34), se tiene:

cx
]x = kg (1.41)
donde:
k:lo_
g

Gompertz demostrd que (1.41) proporciona valores aceptables para edades
comprendidas entre los 20 y 60 afios, debiendo efectuar ajustes fuera de
este rango.

En 1860, Makeham sugirié modificar 1a f6rmula de Gompertz de la siguien
te forma:

M, = nec (1.42)

Donde A es una constante que representa el factor azar enunciado con an
terioridad por Gompertz.

La expresidn correspondiente para ]x bajo esta ley:

X
1, = Ks¥ o° (1.43)
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con:

1

o

'K= g]ns":"A;]ng:"Tﬁ“B‘c‘

|

Proporciona valores aceptables para edades mayores 6 iguales a 20.

Aunque se han propuesto otras leyes de mortalidad, las férmulas de -
Gompertz y Makeham presentan ventajas en aplicaciones practicas debi-
do a las cuales aln se utilizan,

Entre las leyes propuestas se puede citar:

La segunda ley de Makeham (1889)

Moo= A+ o+ BeX (1.44 )

La generalizacién de la férmula de Makeham por Perks (1931)

A+ BCX ’ |
= : (1.45)

La ley de Lazarus (1935)

,/4x =A+B C]+B,C; . (1.46 )
Ogborn sugirid en 1953:

2 -

+ .

M e AN S (147)
bgtbyX+bx"+bax ‘




Analizando la grdfica de dx (Figura 2), esta sugicre la existencia en
]x de al menos dos puntos de inflexién. A continuacidn, suponiendo la
ley de Makeham, determinaremos valores de j/& para los cuales el nime-
ro de muertos alcanza el valor maximo y minimo respectivamente.

como:

[

dy = iy My

entonces:
a-g-v(}(x Ty ) =/L(x g;]x oy g—i/‘x '

de (1.29) se sigue:

(A ==y [ (M)? - d (A+Bc")}
= '[( M%< Bc* 1n c]
=-1, [u{x)z - (M, - AS m'c]
Sis | | |
37(/,(.)( 1) | = - lx[(/ux)2 - My InC+A 1nC—J - 0
y como 1, # 0

(/4x)2-/«x1nc+l\1nc=o
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entonces:

M= 1nC* {(n 02 - aninc
2 '

=]nc{ltjl-(4l\/1nc)] (*)
| i

son los puntos de inflexion de la curva de muertes,

Ahora, usando el criterio de la segunda derivada:

(A1) =-1 [2 A 8¢% Tn ¢ - BCX (1n c)Z]

a |e.
%%

2
-K(/Ax) - 8C* 1n c] 4,

donde el segundo término de esta expresidn se anula cuando‘jlx toma
alguno de los valores descritos en (*), ya que el miximo y minimo en
d, corresponden a puntos de inflexidn en T ‘

por lo tanto:

2 2 \ 4 |
3;7 (1) = -1, Bc* (1n C) {f i1 - (4A/1n c)]

Considerando que los rangos de los parametros de la ley de Makeham
son:
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,001< A<.003

107%¢ B <1073

1.08<C <1,12

Cuando /L& =1n C [_1 £ 1 - (4A/1n C;}, la curva de muertes alcanza
2

el maximo.

4

Para .M = Tn C[l -1 - (/i C)j, ¢2 (M, 1,020 por To que -
en ese punto de curva, alcanza el minimo.

DETERMINACION DE LOS PARAMETROS DE U,

Si una tabla de mortalidad sigue la ley de Makeham, podemos determinar
el valor de los pardmetros de la fuerza de mortalidad a partir de valo-
res equidistantes de ]x 0 ,L{x; el nimero de valores requeridos para -
este cdlculo estard en funcidn del nimero de parametros desconocidos.

La expresion de ]x correspondiente a la ley de Makeham (1.43) consta de
cuatro parametros, por ello, para su determinacion se necesitara igual

nimero de valores equidistantes de 1x’ considerese los que .corresponden
a las edades x, x+t, x+2t, y x+3t; entonces.

1n1x=1n|<+x1ns+c"1ng
X

In = In K+ (x+t) In S+ CX+t Ing ()

n ]x+2t = In K+ (x+2t) In S + X2t 1, g



x+3t

n1 =In K+ (x+3t) In S+ ¢C Ing

x+3t

Tomando primeras y segundas diferencias.

On 1, =tins+ c* (Ct-l) In g

()
ain 1=t s+ ot cta) g |
BIn 1o = tIns + C*7 (ct) n g
2 - X et 112 S
y A ]n]x—C (C-l) 'Ing | . : (.‘.)

de donde:
2
AN leat ¢t
2
AT In ]x
- 2 i 2
0 m(a®nl )= (0" M1)

InC =

t

Sustituyendo el valor de C en cualquiera de las ecuaciones (¥ ) se de-
termina g; procediendo de igual forma para las ecuaciones (<) y ((3)
se obtienen los valores de los pardmetros restantes. ‘
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Con estos valores se determinarin los pardmetros de la fuerza de morta
Tidad. |

Notese que para determinar los pardmetros (nicamente se necesitaron --

cuatro valores equidistantes de ]x; para evitar esta inconveniencia, -

se propuso tomar cuatro grupos de cuatro edades cada uno obteniendo --

as1 cuatro grupos de pardmetros que, promediados adecuadamente, generan
un nuevo grupo de pardmetros.

Las cuatro series propuestas corresponden a las edades:

75
80
85
90

15, 35, 55
20, 40, 60
25, 45, 65
30, 50, 70

« <

< <

que cubren el rango de aplicabilidad de la férmula de Makeham.

Para mayor precisidn, se sugiere dividir el rango de aplicabilidad en
tantos grupos como pardmetros desconocidos se tenga, indexar los ele-
mentos de cada grupo obteniendo grupos de pardmetros con los elementos
de un mismo indice y promediar adecuadamente estos parametros para ob-
tener valores mds representativos. Esto es, en nuestro ejemplo:

(g 15 %05 X3,1 > Xg,1) = (ks 955 595 €4)

(1,2 %2,2 > X3,2 0 X4,2) > (kps 955 S5, Cp)

<xl,n » Xoon 2 X300 x4,n) > (kn’ In* Spe C,)



donde X33 es el j-esimo elemento del grupo i.
3

entonces:

{(ki’ 955 S;s Cs) con iéfjﬁ} f;. (ks g, S, )

el ‘promedio adecuado" se logra haciendo:

n
i (i) | V4
1 -DI 1 ]
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donde 1£i) representa la expresion para 1x usando el i-esimo grupo de

pardmetros.

entonces:

n
k=1 2 nk,

L
.
M=
—f
3
wm

InS = .




1.8

28

En la tabla de Mortalidad Hm, George King y Hardy determinaron los pard -
metros de /(Q formando sumas de los elementos de cada grupo en que se -
divide el rango de aplicabilidad de la ley de mortalidad y con estas, cal
cularon el valor de Tos pardmetros usando primeras y scgundas diferencias
seglin el procedimiento descrito al inicio de esta secciéﬁ.

EJERCICIOS

1.8.1 Completa el siguiente fragmento de tabla de mortalidad:

X ]X dX qX px
0 14358 .88720
1 .03508

2

3 106588 .01544

4 .98737
5

1.8.2 Utilizando la tabla 2 del apéndice, éa]cu]e 1a probabilidad de -
que una persona de edad 30: '

a) Sobreviva a la edad 40

b) Muera antes de alcanzar la edad 50
¢) Muera entre las edades 49 y 50

d) Muera entre las edades 40 y 50

1.8.3 Dada S(x) = I;Z~:—£~£§lfixllz con Z = 3600 » T =0,5625
a) Ver1f1car que S(x) es funcidn de supervivencia.
b) Calcular 1a probabilidad de que una persona de edad 15 fa--
1lezca entre las edades 21 y 24,
c) Calcular la probabilidad de que una persona de edad 0 fallez
ca antes de alcanzar la edad 13.



1.8.4

1.8.5

1.8.6

1.8.7

Dadas las tasas centrales de mortalidad

= 0.00942

= 0.00865; m 38

m35 36 0.00889; m37 = (0.00914; m

y considerando 135 30000, calcular: 136’ 137, 138 y 139

Demuestra que:

o

a) n/éx " P Cyan ® ex:"ﬁ] * %‘npx

b) n/éx:m ) n/éx ) n+m/éx

c) émﬁr:exm ¥ %(l'rPQ

d) éx = %‘x gnbot Vot /et dt

e) ﬂx;é}’[1+%(éx+l'éx-l)]
X

Bajo 1a hipotesis de Balducci, demuestra:

. t
a)  t% _[1 - (I-t) q;}qx

Myt

9%
1 -(1-t) qy

_ 9 (1-a)) )
tpx./ux+t [.T_: (1-t) qx]

si f o =A+ B C’l( + B, C)?(_ , demuestra que:

X X
_ X 1 2
,=KkS" 91 9



y encontrar expresiones para determinar los valores de 1os paréme-

tros de /11; suponiendo conocidos valores para 1x .

1.8.8 De una tabla de mortalidad estandar, se prepara una segunda

duplicando la fuerza de mortalidad si q; denota la tasa de mortali-

dad de 1a nueva tabla, como €s q; en retacion a 2qx, x?

1.8.9 Si //150 = 0.01542 y /1151 = 0,01631, determind Pgg -
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CAPITULO Il
CONSTRUCCION DE TABLAS DE MORTALIDAD

TABLA GENERAL

Construir una tabla de mortalidad mediante el seguimiento de un gru
po suficientemente numeroso es practicamente imposible, aln cuando
se lograra, careceria de valor priactico debido a 1a magnitud del --
periodo de observacién y los cambios en las condiciones de vida; pa
ra evitar esta inconveniencia, se prefiere determinar las probabili
dades de muerte seleccionando adecuadamente grupos de personas de -
una misma edad (estratificando la poblacién) que estardn sujetos a
observacidén durante un periodo menor.

Las tasas de mortalidad pueden obtenerse también de datos censales
y registros oficiales de defunciones; en este procedimiento las --
muertes contabilizadas pueden no estar en relacion con las personas
censadas si se considera una poblacién abierta a proceso'migratorio;
én tal caso el andlisis de la medida de la mortalidad es mas minu--
cioso y deberd recurrirse a bibliografia especializada en el tema.

TABLAS DE MORTALIDAD DE ASEGURADOS

Las compafiias de seguros no puedeﬁ utilizar la tabla general de mor
talidad debido a que los asegurados constituyen una poblacion espe-
cial (depurada) a la cual un sujeto puede ingresar solo si goza de
buena salud 6 bajo condiciones especiales (extraprimados) a juicio
de la propia aseguradora. '

En la practica, las personas aseguradas son seleccionadas por medio
de un exdmen médico u otro dispositivo (cuestionarios exhaustivos)
que muestre su aceptabilidad a tasas regulares de sequro y se les
1lama "vidas selectas" desde este punto de vista. Es de esperarse
que las tasas de mortalidad entre tales vidas selectas sca menor en
relacion al resto de las personas, al menos durante un lapso de tiem
po después de efectuada la seleccion (usualmente este periodo es de
3 6 5 afos).
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Podemos entonces clasificar a la poblacidn asegurada en tres catego-
rias:

a) La que esta dentro del perfodo de selecci6n
b) La que esta fuera del periodo de seleccién
¢) Toda la poblaci6n asegurada sin distincién alguna.

y por tanto, elaborar tres tipos de tablas de mortalidad a las que
respectivamente 1lamaremos; selectas, finales y agregadas.

Las investigaciones sobre mortalidad basadas en 1o0s registros de las
compafiias aseguradoras permiten rastrear la experiencia de cada ase-
gurado - cuando ingresa al seguro, si muere, si se retira é si conti
nua en el gremio de asegurados al final del periodo de observacién.

Es obvio que no todos los asegurados estan expuestos al riesgo de -
muerte durante el mismo tiempo; se deberd entonces determinar en --
primera instancia el nimero de personas expuestas al riesgo de muer-
te para cada edad, mismos que denotaremos por E,, para a continuacion
obtener la tasa de mortalidad como la razén del nimero de muertes y
los expuestos al riesgo; esto es:

& (2.1)

donde 5& representa el nimero de asegurados que fallecieron entre -
las edades x y x+1 ., '

Para ejemplificar, aunque en forma muy simplificada, como pueden de-
terminarse las tasas de mortalidad, supongase que una compafiia asegu
radora opera bajo las siguientes condiciones:

a) Asegura (nicamente a personas de edad exacta x 6 x+1/3
(x no necesariamente entero).

b) Todas las p6lizas vencen a la edad exacta x+1

c) S6lo se permiten retiros voluntarios a la edad exacta
x+3/4
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Si fx denota el nimero de personas aseguradas a la edad exacta x, Wy
el ndmero de asegurados que abandonan el plan {por causas distintas
de muerte) a edad exacta x, E& el nlmero de personas que fallecen en-
tre las edades x y xt1 mientras estan aseguradas y 9y 41 el nlmero -
de personas que alcanzan la edad x+1 estando aseguradas;

f fys1/3

g

v
/

se deduce que:

91 = Fx * Fxa13 = Waazss - 6

ex = fx (qx) + fx+1/3 ( %qX+1/3 ) - wx+3/4i ( %.qx+3/4 )

En esta Ultima ecuacion se desconocen tres pardmetros, siendo eviden-
te 1a incorporacidn de alguna_suposicion que permita determinar la ta
sa de mortalidad. Si suponemos valida de hipdtesis de Balducci, (1.28),
es decir que 1-t%%+¢ S comporta linealmente para 0 <t <1, tenemos:

Ex

q, = -
. %Tx+1/3 2}"’x+3/4

De (2.1) se sigue que:

_ 2 1
B ™ Tt 3 Fxn1a = T Yaays
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donde los coeficientes de las variables involucradas corresponden al
tiempo de exposicifn a la muerte durante el ejercicio de este sequro,

En 1a practica deben considerarse las terminaciones de pdlizas y los
existentes en el momento de verificarse la 1nvestigac¥6n que denota-’
renos por txy hx respectivamente. Si se considera la edad entera mas
cercana a la edad de ingreso como la equivalente de la edad exacta -
de enprada al gremio de asegurados y se contabilizan las terminacio-
nes y retiros voluntarios de acuerdo a la edad entera mas préxima, -
los expuestos al riesgo pueden determinarse por la expresion:

Exel = By * Myup %-( hy +hyyy )= (8 +uyy %-( tysr) )

con Ex =N, - W para la edad mag baja.

Donde Ny denota el ndmero de entrantes a edad X'

La forma de calcular Tos expuestos al riesgo variard de acuerdo al -
tipo de tabla de que se trate. Asi, para tablas agregadas se agrupa
rd todas las personas que corresponden a una misma edad alcanzada -
para determinar su experiencia de mortalidad.

En las tablas finales se agruparan, de acuerdo a la edad alcanzada,

inicamente las personas que esten fuera del periodo de seleccidn, es
decir, aquéllas con una antiguedad en el seguro mayor al per1odo en

que se admite actua la seleccion.

Si se trata de tablas selectas, se debe efectuar el cdlculo de la -

tasa de mortalidad para cada edad y durante el periodo de seleccidn;
en tal caso, el elemento "entrantes" solo se considera en la primera
edad de cada grupo. Esto implica la introduccidn de funciones que de
pendan de la edad de selecci6n y el tiempo transcurrido desde enton-
ces. Se ha adoptado encerrar entre corchetes la edad de ingreso al -
seguro de tal forma que; | |



representa el ndmero de personas que alcanzan la edad x+t
de las 1 ]que fueron seleccionadas a edad x.

] [x]+t

En este contexto qmy q[X 2 +2 representan la probab1hdad de que una
persona de edad x fallezca antes de alcanzar la edad x+1, pero corrcs-
ponden a grupos diferentes en su composicidn; es decir:

es la probabilidad de que una persona que ingresé a edad
x fallezca durante el primer afo de aseguramiento.

‘9

th;_z +2 €S la probabilidad de que una persona que ingresé a edad
x-2 fallezca durante el tercer afio de aseguramiento.

Las expresiones para las funciones d, p, q, y 4 correspondientes a la
tabla selecta, suponiendo un periodo de seleccidn de 5 afios son:

][x]+n - 1‘[x]+n+1 si n<4

d[)i] n 1[x]+n " Tt si n=4 (2.2)
]x+1 - ]x+n+1 si n>4
! X1+n si n&5

| ] |

P = (2.3)
]x+n | $i nZ5b

35‘ :



- 36.,_ .

][£]+n B 1[x']+n+m si n+m¢<5s
T
n/mixy” ]Dg+n " Ixtnim si n<5 y ntm)>5 (2.4)
A
o]
]x+n j 1x+nﬂn si ny5
1[X]

Hrg o0y

- 2 3 4
P - £l A leam A Tpg* o

K] 4

(2.5)

Las tasas de morta\idad‘prdporcionadas por la tabla selecta muestran

- a paridad de edades - una convergencia hacia las tasas correspondien
tes de la tabla d1tima a medida que se aleja la época de la seleccidn;
esto es:

<9 g-1341€ 9 2342 V-3 43< %
- si se supone un periodo de seleccién de 4 afios.

Esto puede verse con claridad en el cuadro siguiente, extraido de 1a ta
bla 4 del Apéndice B, donde se considera un periodo de seleccifn de 4 -
afios, '
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Cdad de Valores de q K+t q* X
Ingresos ( al millar ) (al millar)
X t=0 [t=1{t=2 [t=3 '
1.2199 26
1.2100 27
24 0.6099 0.8539]1.0369 | 1,1495 1.2099 28
25 0.6100 0.8540 | 1.0285 [ 1.1494] 1.2900 29
26 0.6099 0.847011.0285 | 1.2255 1.3699 30
27 0.6050 0.8469 | 1.0965 { 1.3015 1.4499 31
28 0.6049 0.9029 | 1,1645 | 1.3774] 1.5299 32

Notese que la tabla anterior comprehde tasas de mortalidad dentro y
fuera del periodo de seleccion, este tipo de tabla es conocida como
SELECTA Y ULTIMA. '

Una vez que se han obtenido las tasas de mortalidad para todas las
edades (dentro y fuera del periodo de seleccién) se determinan los
distintos valores de ]x eligiendo un radix y utilizando la expre--

sion.

n-1
]x+n = 1x ll px+t
t=1
Con los valores de lx se obtienen en forma sucesiva los de

T+t Vrxjet-1 s e s Tiy ya que:
i

][x]+t : (][x]+t+1 )/ Pix]+t

donde ][x1+t+1 = 1 et si t+1 es mayor o igual al pe-
riodo de seleccidn. '
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2.3 AJUSTE DE TABLAS DE MORTALIDAD

Generalmente los datos que sirven de base para la determinacién de 1la
tasa de nmortalidad presentan inexactitudes aue afectan los resultados
obtenidos; es necesario entonces, efectuar un ajuste previo a la cons-
truccion de la tatla para eliminar errores, cualquiera que sea su cau-
sa, '

Los procedimientos de ajuste pueden clasificarse en: grdficos,.mecdni-
cos y analiticos. En los primeros se sustituye la poligonal resultan-
" te de 1a investigacidn por una curva lo mas regular posible, teniendo
como principal desventaja la dependencia del criterio personal de quien
efectia el ajuste.

Los métodos mecdnicos se basan en el empleo de promedios para eliminar
las asperezas originales, deduciendo férmulas algebrdicas del calculo

de diferencias finitas; el inconveniente de este método consiste en la
imposibilidad de ajuste en los valores extremos, estando estos en co-

rrespondencia con el niimero de elementos utilizados en la determina--

cion de los promedios.

En cuanto a los métodos analiticos se supone una expresidn algebrdica
para alguna funcion bijométrica, obteniendo de los datos observados --
los correspondientes parametros; posteriofmente, dando’va]ores a la -
variable independiente se determinan los valores ajustados y con ellos
el resto de 1a tabla de mortalidad. En el capitulo anterior se hizo
referencia a la determinacidn de los parametros cuando se suponen va-
lidas las leyes de Gompertz & Makeham.
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2.4 EJERCICIOS

2.4.1 Dado el siguiente fragmento de tabla, determinar los corres-
pondientes que muestren el nimero de personas que permane---
cen con vida y las que fallecen para cada edad si se supone
un radix a edad 20 de 10000,

Egggeso “pg+t (al millar) | a, Eﬁi:;zada
ft=0_t=11t=2 {t=3] t=4 [(almillar) X
3.92 20
3.02 | 21
4,12 t 22
4.18 2
4,25 | . 24
20 2,73 | 3.59| 3.80 3.96 4.13 431 | . 25
21 2.78 3.66| 3.86 4.01 4.18 4.35 26
22 2.83 3.72{ 3.91 4.06 4.21 4.39 27
23 2.86 3.76 | 3.96 4.08 4,24 4.41 28
24 2,91 3.80} 3.99 4.11 4.26 4.43 29

- 2.4.2 Utilizando la tabla 4 del Apéndice B determine

}1[253’ flt253+1 y /([2§_]+4

2.4.3 De una expresién para 2/6q[3d1+2 supon1endo un per1odo de se-
Teccion de 5 afios.
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2.4.4 Utilizando la tabla 4 del Apéndice B, calcule:

a) La probabilidad de que una persona de edad 25, que in-
greso al seguro a edad 23 fallezca antes de alcanzar -

la edad 27 .

b) La probabilidad de que una persona de edad 24, que fue
asegurada hace tres afios fallezca entre las edades 28

y 30 .
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CAPITULC 1II
ANUALIDADES CONTINGENTES

INTROBUCCION

En este capitulo nos avocaremos a desarrollar férmulas para calcular -

el valor presente de una serie de pagos futuros, Tos cuales son contin

gentes a la sobrevivencia de una persona designada. A este valor presen
te se le conoce como PRIMA NETA UNICA (PNU); neta porque se calcula sin
tomar en cuenta los gastos que origina la operacién; Unica, porque se -
paga en una sola ocasion (al contratar la operacion).

DOTAL PURQ

Supongamos que 1x personas de edad x desean contribuir en igual canti-
dad para formar un fondo que provea de una unidad monetaria a cada uno
de los que sobrevivan a un periodo de n afios; de acuerdo a la tabla de
mortalidad, al término de ese lapso habrd ]x+n sobrevivientes. Si E

nx
representa la contribucion de cada una de las 1x personas, entonces:

1
_yn xtn _ N _
nEX =Y 1;—-—- ) an (3.1)
D _ " :
= x+n 7 ‘ 3.
5, )

L oyxtt
donde Dx+t =Y ]x+t

Los beneficios anteriormente descritos constituyen lo que se conoce co

mo: “seguro dotal puro" cuya prima neta Gnica puede ser representada -
también por Ax:ﬁ\; el "1" sobre 1a "M" en el simbolo anterior signifi
ca que el pago (unitario) se verificard solo si transcurren n afios y -
(x) permanece vivo. |
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puede ser interpretado como el valor presente de una unidad mone-

taria que serd pagada a (x) si y solo si sobrevive a un perfodo de n -

afios. Podemos entonces decir que nEx juega, en el calculo actuarial, el

mismo papel que V" en la teoria de interés compuesto,

ANUAL IDADES

Una anualidad contingente (6 anualidad de vida) es una serie de pagos -
periodicos que dependen de la sobrevivencia de una persona (anualidad -
simple) 6 de un grupo de vidas (anualidad compuesta). Definida asi, es
evidente que una anualidad simple (Unicamente trataremos aqui este tipo

de anualidades) puede ser representada como una serie de dotales puros
de vencimientos periodicos.

Las anualidades simples se clasifican de acuerdo a:

a)

~b)

c)

d)

la fecha de inicio del intervalo de pago en relacidn al momento de
contratacion,- Se dice que la anualidad es ordinaria si el interva
To de pago inicia en el momento de la contratacidon 6 diferida si -
empieza después de transcurrido un periodo preestablecido.

la forma en que se realizan los pagos.- Anticipada si los pagos se
verifican al inicio cada periodo 6 Vencida si se realizan en el fi
nal de cada periodo.

la temporalidad de los pagos (o intervalo de pago),- Vitalicias si.
se pagan mientras la persona este viva, sin l1imite de tiempo. 0 -
Temporales si es a 1o mas por un lapso preestablecido.

la frecuencia de pago por per{odo.- Pagaderas una vez por periodo,
pagaderas m-veces por periodo o pagaderas en forma continua,
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o ————— i e e ey ey

iguales durante todo el intervalo de pago; en caso contrario seran
Variables.

Las anualidades tienen una caracteristica de cada subclasificacién
y a menos que otra cosa sea especificada, al hablar de anualidad se
estara haciendo referencia a una anualidad ordinaria, vencida, vita
licia, pagadera una vez por periodo (periodos anuales) y con pagos
constantes (Unitarios).

Clasificacion de Anualidades
inicio de forma de temporalidad| frecuencia tasa de
. pagos pago de pagos de pago Tos pagos

ordinarias }vencidas vitalicias una vez por | constantes
periodo )

diferidas [anticipadas temporales m-yeces por
periodo
continuas Variables

TABLA 3.1 clasificacion de anualidades

Anualidades pagaderas una vez por periodo,- La anualidad mas simple
consiste de pagos unitarios que se efectuaran al final de cada afio
que (x) complete,a esta anualidad se le conoce como "anualidad vita
licia", Si d; representa la prima neta dnica, entonces:

Oo

(-F Sty oS e
- E=2 Vb .p = X (3.3)
Xty Emootx e
o0
Defjniendo Nx+r = Eé% Dx+t , se tiene:
N .
X+1 (3‘4)

v,
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1.

S$i los pagos contingentes a la sobrevivencia de (x) se limitan a un pe
riodo miximo de n afios (anualidad temporal a n afios) representaremos -
su PNU por GX'Tﬂ 6 [n @, ; esto es:

L x+t
czx:ﬁl B jgl tEx = 2. L

c};—-

"
MR
Ms

- _x+l x+nt+l (3.5)

Una. anualidad vitalicia diferida n afios es aquélla en la cual el inter
valo de pagos contingentes a la sobrevivencia de (x) ha de empezar a -
correr despues de transcurridos n afios; representando por n/CIX_1a PNU
de esta anualidad:

(V-] o

e

= E = ...)_(_t.t.
n/CZx éég;l tx ;2%;1 Dy
Nx+n+1 ( 3.6 )
= -__ﬁ-__—x - : .
-4 -Gm e
= nEX ax+n ( 3.8‘)

n/mCIx i n/czx-iﬂ representa la PNU de una anualidad diferida n y
y temporal a m anos, entonces;
m+n
A = E
n/m*x qwltf
= N = Mrnemser )/ Dy (3.9)
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=% = nanOx (3.10)
=6x:ﬁ?rﬂ - Qx:m | ' (3.11)

Cuando los pagos son hechos al
cas se denotan mediante el uso

inicio de cada afio, las primas netas dni
de diéresis sobre la "g"; asi:

o 2 N,
= E, = 5 ( 3.12)
b = L t% 7D,
o f n-1 N -N
ax-’ﬁ\ = by = —D""'—‘x Sl (3.13)
) t=0 %
L o0 . Nx+n
n'/ax - tZ 5 b (3.14)
=n X
a - f E = Netn = Nxtnsm ( 3.15 )
n/m-x oot D '
= X
‘de donde se deducen con facilidad las relaciones siguientes:
= 1+Q, (3.16 )
m 1 +ax:n_-'1 (3.17 )
n/ax n-l/ax (3.18 )
n/max n-l/ma‘x' . (3.19)




TABLA 3.2

C‘x:ﬁl:

n/ax ,
n/&m
n/max

n/m ax

DIAGRAMA DE PAGOS

Bajo la suposicidon de que (x) fallece despues de n+m afios afio en que
fallece (x)
4 \»
_'; %. .‘ ! il n '
X+l  x+2 xtn-1 x+n x+n+l x+n+2 x+n+m
1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1



TABLA 3.3

EXPRESIONES .PARA ANUALIDADES

Tipo de Anualidad Simbolo ‘ Equivalencias en termino de:
tpx Dx Nx y Dx
v itali st 1 ST N1
N - - =T
C | Temporal a n Lt 1 & x+1 7 "x+ntl
I | afios Oy .7 .tZl v tPx B; :4::1 Dyt D,
D =5 =) N
A cp s : t 1 X+n+1
Diferida n a 2 vh P T D 2
S n/ “x tentl t x . Dx t=§n_7r1 x+t Dx
Diferida n an n+m n+m N - N
y temporal n/m&x yt tPy I!)" D, st x+ntl 5 xintmtl
afios t=n+1 x t=n+#l X X
o O t 1 O Wx
A Vitalicia ' D :
T n-1 . n-1 N, - N
Temporal a n se t 1 : X X+n
I afios - Gy .m 2:-— v th . Do 2——— Dx+t D
C ‘ t=0 x t=0 X .
1 o0 o0 N
. R P t 1 X+n
P | Diferida n a . ve.p =D
A n/“x i tx v D‘x' Fong X+t .
D Diferida n n+m-1 n+m-1 N - N
o t 1 x+tn . x+n+m
A | y temporal RN D
S | afos. n/m>x t=n tx D: t=n x+t 1)x R

Al e
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En la tabla 3.3. obserye que las expresiones para anualidades en térmi
nos de valores conmutados (Nn, Dx) son de la forma: .

Nz " Nz+k

s e s st

Dy

donde z es la edad en que se verifica el primer pago, k es el nimero -
de pagos que componen la anualidad y x es la edad en que se realiza la
operacion (edad focal).

Cuando, en las anualidades diferidas, el periodo de diferimiento es --
una fraccion de afio, 1a PNU puede ser aproximada utilizando la expre-

sion (A.31); esto es;

I/Ct = t E , k entero

2
k-1 A0 (k1) (2k-1) AD D,

o 1 -
= -+ +... ( 3.20 )
C& k k2 Dy 6k3

X

En la practica se omiten los terminos que involucran ADX, A2 Dx,...
lo que equivale a suponer que Dx se comporta linealmente; entonces:

- 1 ‘ :
]l(_/ax 'dx'k— , (3.21)

Esta expresion puede obtenerse interpolando linealmente entre Ol&x

y l/ax

De (3.8) y (3.21) se deduce facilmente:

. : 1
é_/&x:n B dx:?ﬂ 3 (l'nEx) (3.22)
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Hasta este momento {inicamente hemos considerado anualidades con pagos
constantes; nos ocuparemos ahora de aquellas en las que la tasa de pa-
go varia con el tiempo, mismas que 1lamaremos: anualidades variables,

Genericamente representaremos por (V&),ala PNU de anualidades varia--
bles, donde z indicard si se trata de una anualidad vitalicia 0 de una
temporal, debiendo especificar en cada caso la tasa de pago por periodo.

Consideraremos aqui el caso mas simple de anualidades variables, aque-
1las en las que los pagos forman una progresion aritmética de razén h
y primer elemento k; si suponemos que el perfodo de pago se 1imita a un
midximo de n afios (anualidad temporal), los pagos y periodos correspon--
dientes son:

k k+th  k+2h k+(n-2)h k+(n-1)h

X  xtl  x+2  x+3 xtn-1 x+n

que pueden ser representados en "forma piramidal" como:

h
h h
L . : n-1 elementos
hooe... h b
: h h..... h h
k k k.... k k
X x;l x;z x;3 x+ﬁ-1 x;n

donde cada nivel corresponde a una anualidad nivelada temporal y dife-
rida; entonces:

(Va)x;m =kl h(llax:m * Z/G'x:m t o a4



N - N, n-1 .
_ x+1 x+th+l | h
=k Dx * D‘x' E—} (Nx+t+1 - Nx+n+1)
o0
Nyt = t}; t D,

o0

definiendo Sx+r

=

(V&) = k(Nap = Noamen) 0 ygp = Sypne = (001N 04)
xm D
X
- k(Nx+1 - Nx+n+1) th (Sx+2 - Sx+n+2 - "Nx+n+1)
D
X

(3.23)

Cuando k = h = 1 , 1a PNU serd denotada por (ICL)X'H) , esto es:

S .1 - S - (n)N
(1), - = XL__xmil ] (3.24 )

X

§

Sik=ny h=-1, la PNU serd denotada por (D<1)x,ﬁ1(anua1idad de-
creciente), entonces:

(nIN_,q = (S0 - S )
(Da)x:ﬁf x+1 l)xx«\Z x+n+2 (3.25 )

Los pagos correspondientes a una anualidad variable vitalicia bajo el
esquema planteado, pueden tambien ser representados en forma piramidal
donde cada nivel corresponde a una anualidad nivelada vitalicia.

1

(v &), kax + h(ll(‘x + Z/G.x o)

n

o0
1
=~ (kN +h > N )
D, x+1 §51  xtHl

== (kK Nyy # hS,.5) (3.26 )
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Cuando k = h =1, se tiene;

(1G) '='N><+ID+ 12 Sg’fl - (3.27)
X .

X X

En algunos casos, la variacidn en la tasa de pagos cesa despues de un
determinado periodo, en tal caso representaremos la PNU por: (vma)x;
donde M significa el nimero de periodo en que varia la tasa de pagos.

Representando 1os pagos en forma piramidal, podemos expresar la PNU co
mo una combinacion de anualidades niveladas, esto es:

h h h
h h h h
ho h h h ho..
h h. h h h h.
_____ k k k. k k k k
X xtl  x+2-  x+3 xtn-1 x+n x+n+l x+n+2
(vma)x-kaxm o O

=1 \
) D:( k Nx+1 th (Sx+2 - Sx+n+1) ) (3.28)
Si k =h=1, resulta;

(I?'i\c") U— (Sy41 = Syans1) | (3.29)
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La PNU de una anualidad variable diferida n afios: (Vn/‘CL)x » en simili
tud con l1a expresién (3.8), se define como:

Vpy @y = g VA, _ (3,30 )
o en su caso particular;
(1, @)y = E, (1@, (3.31)

Razonando de igual forma se deducen factlmente expresiones de anualida
des variables anticipadas,

(13,32)

oy o]
(VQ)X = ﬁx_( NX + h SX+1)
(1G), = -5, : (3.33)
X
[N — 1
V&) = D, Ck(Ny = Nypd +h (Sx+1" Sxtntl
/
"0 M) ) (3.34)
[ _ 1 :
(1 = 0 Sy = Syan = (M) (3.35)
[ 1 . '
i D;( M N = St S (13.36)
[XJ - 1 :
(@) = g (kM + b (S0 = Spq) ) (3.37)
[ L - 1 !
(150, = o (S, = Syun) (3.38)

(v, B, = B (VAo (3.39)
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(In/Cl)x " nEx (Ici)x+n ( 3.40 )

Anualidades pagaderas m veces por periodo.- En la prdctica, con fre --
cuencia se presentan casos en Tos cuales el pago de las rentas se efec
tua m veces por perfodo, por ello es importante el poder determinar 1a
PNU de anualidades de este tipo.

En la notacidn de las anualidades vistas con anterioridad afiadiremos -
un supraindice de la forma; (m), que indicard que la renta es pagadera
m veces por perfodo. Asi CL? denota el valor presente de una anuali
dad unitaria pagadeba m veces al afio; es decir, pagos de 1/m cada - -
m-ésimo de tiempo.

I/m 1/m 1/m I/m 1/m ...
S SN P P S
X X+l x+2  x+3 X+l x+m+l.,.

m m m m

Entonces tenemos que:

[0 o
@ bE sedE

~ tx
t=1 o

]

3=

o)
1
mD :Zl Dx+t
x t=1 =
m
Utilizando 1a expresion (A.31):

oo 2
(m) _ 1 S m-1 m-1n
6% =0 h Dx+t Yoo Dx + 2 Dx AR

X |t=1 12m
2
R ] (3.00)
m

puesto que:



Tae

D! 4
X . d - d d X .
B IO =gy g InY (A +)

En 1a practica, es usual considerar como aproximacién los dos primeros
terminos de (3.41), esto es:

QM= a gt (3.42)

La expresion anterior puede obtenerse considerando una anualidad cuyos
pagos cada m-&simo fueran de una unidad monetaria; es decir;
1 1 1 ... 1 1
> o - ; ( '
X x+1/m x+2/m x+3/m ... x+1 x+m+l ..,
m

m e
(m)d)(("') = tzl £/ Gy
-1

De (3.21) se sigue:

Ms
A
=7
o
M
S|+

(m) ™

|
—
=2
St
+
|~
3
1
e
3

de donde:

@ 6 g

En la derivacion de formulas para anualidades diferidas y temporales -
pagaderas m veces al afio, utilizaremos la expresién (3,42).

Para una anualidad diferida n afios, pagadera m veces al afio, se tiene;



O = oy G = 1 (G + B
) n/clx * g%l'nEx ) (3.43)

Y para una temporal a n afios:

ay)'n/am)

X

am

_ m-1 -1
= (G, +5=) - (G, + 5= )

Q = +%la- E) (3.44)

Las anualidades variables pueden ser pagaderas m veces por periodo; -
la representacion de los pagos en forma piramidal permite deducir con
facilidad las expresiones correspondientes, esto es:

od
21 m-1
T Do Z (Nx+t+1 T m Dx+t)

x t=0

= Seg - BNy (3.45)
X

= (1&), - 75 o (3.46 )

Aun mas, podemds pedir que la tasa de pago se incremente m veces por -
periodo y que el pago anual total sea pagadero m veces por periodo. Su
pongamos que la tasa de pago es de 1/m anual pagadera m veces al afio,
incrementandose en 1/m al final de cada m-ésimo; los pagos y periodos
correspondientes son:
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1 2 2 t
ond ol w ..

X x4l x4g_ x+3 xtt ...
m m m m

utilizando (A.31) se sigue:

) ' o

puesto que:

d [ |
tD D, -tD .. +6 )] =D
dt x+t\t -0 x+t xt (St £=0

Las formulas correspondientes para anualidades anticipadas pueden dedu
cirse de manera similar; algunas de ellas son:

'd’(("‘) a +p | (348

ax"%;_‘.l | | (3.49)



sn) _ o S(m) 2 el .
n/‘zim) " nEx Tn X (Clx B g}" ) ( 3.50 )
. L _m-1 E
n/cg< Zif n-x
b - - 0
v G- B0 (3.51)
“'Q)fcm) = tZO t/ Es((m)
vl (g .mly R (»352)
ﬁ;’ X 2m X - .
L (d), -G (3.53 )

3.3.3 Anualidades continuas.- Se conoce como anualidad continua a aquella se
rie de pagos infinitamente pequefios que se efectuan a intervalos tam--
bien infinitamente pequefios; puede decirse que se trata de un caso par
ticular de una anualidad pagadera m veces por periodo donde m es infi-
nitamente grande.

Para representar la PNU de este tipo de anualidades, sobrepondrémos -
una linea sobre la " ", asi C& representard la PNU de una anualidad -
unitaria, vitalicia, pagadera en forma continua.

T . ° 1

G 'x};l;fo (m)=ax+? o (3.54)
— ]'
.<1x:ﬁ] - m1?°° (T%T

=Um t % (l'néx) o (3.55)
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R4

- %(ax:n—\ R | (3,55%)

De manera similar pueden obtenerse expresiones para otras anualidades -
continuas, adn cuando estas son de valor puramente tedrico,

La PNU de anualidades continuas puede tambien expresarse en términos -
de una integral; esto es:

Yin 1 =
= _ lim
C‘x T moo t}:ltEx

m
jw wa+t
= E dt = S —D——-dt
0 tox 0 “x
od t '
Si definimos:
- 1 ' .
0, = So D, dt | (3.57 )
- i - L '
N = D = f D dt ( 3.58 )
xtro 4o, Xttt g Txdt ‘
entonces:
- N : - |
M .
= = : ( 3.59 )
G- |

En la prdctica, para calcular Bx y ﬁ; se asume un comportamiento 1i--
neal de D, 4¢ Para 0£t<1 , 1o que conduce a:

( 3.60 )
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. 1 :
Ng =5 (N + Nygd = Ny # 5 D, (3.61)

Para anualidades continuas temporales y diferidas se tiene:

- n N - N
t
Ui = So VT gy dt = _)ibx X (3.62)
- 00 N
_ t _  X+n
n/ax gn v Py dt Tx— ( 3.63)
&; - nHm vt dt = Kx+n B ﬁx+nm ( 3.64 )
n/m tPx D
n X
Y para anualidades continuas variables:
co - ff N
(1), = =2 Kt
- A =
. oo
definiendo: sx+r = Egl L+t
=r
(IQ)x = D;' ( 3.65)
. 1 /2
t(ra), +5 O (13.66 )
TEV o 11m (m), \(m) _ t
(Ta), = lim (1lmg ) §0 wt p dt
1 (*
=§;fotnx+td | (3.67)

3.3.4 Otros tipos de anualidades,- Supongase que cada miembro de un grupo -
- de ]x personas conyiene en hacer un pago de una unidad monetaria al -
principio de cada aiio durante un periodo de n afios, bajo 1a condicidn

de repartir proporcionalmente el fondo acumulado a ese momento entre:

los sobrevivientes; el capital que le corresponde a cada sobreyivien-

“te recibe el nombre de "anualidad de vida paciente" 6 "anualidad de -
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(] - " ‘.
paciencia" y se denota por Sx K

De acuerdo a la tabla de mortalidad las contribuciones a7l fondo son de
la forma:

!

. 1x x+1 1x+2 ‘ 1.x+r:-1 i
; x;l k:é - x+n:1 | x;n
por 1o que:
-1
o 1 . n ’ . N-t
S, .\ ] (1+1)
X1 1x+n Z'_G %+t
e . -1
el n X+t
vx+n 1x+n s X+t
- :‘3:'10 "b—'—"l (N, - N, ) (3.68)
xtn t20 Xt Dy X XM .
D, ¢ o |
= X Qo = . ( 3.69)
5x+n x:m ;E'x— X:m

'y
Observe que Sx-m es el valor acumulado de una serie de pagos de los -
o . .
cuales ax'r'ﬂ es su valor presente; entonces:

1
Sem tTE | (3.70)

Cuando se trata de anualidades de vidas selectas, basta sustituir x -
por [x] en las expresiones deducidas con anterioridad, correspondien-
do los valores conmutados a las siguientes relaciones: ‘

Drget =V Tpet (3,71)
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o0
Vg © Z D+t (372 )
oo

Six1+r = Z [X]+t (3.73 )
Dpy+n = 56 D] +n+t dt - L (3.74)
o o2 — |

NDG*n = 226 [XJ+n+t (3.75 )
T | (3.76 )

Spd+n Z N[X]+n+t

3.3.5 Efectos de variaciones del interés y la mortalidad,- Resulta interesan
te el poder analizar los cambios que se presentan en Ja PNU de las - -
anualidades como resultado de variaciones en la tasa de interés o de -
mortalidad, trataremos aqui el caso mas sencillo de anua]Idad es de-

cir: &x

De (3.3) se infiere que(ix depende del interés y la mortalidad referi-
da ésta a una tabla particular. Consideremos primero la influencia en
Gx de un cambio en la tasa de interés, efecto que puede determinarse
mediante la derivada de &x con respecto a i ,

De (3.3) se sigue:

00 o0 ,
d _d t i i -t-
a?‘&x T Ezi v tPx Eé% t(1+1) tPx
- , .t
=y 2ty Py

(3.77)
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La expresidn anterior (que indica que (i, decrece cuando la tasa de in-
terés crece), en terminos de diferenciales, puede reescribirse como:

Ay = -V (1Q), d
6 en término de incrementos:
4G, = - V(1) Ai (3.78)
" que propokciona una estimacion satisfactoria cuando 43i es pequefio.

si la nueva tasa de interés es j, de (3.78) se obtiene:

@=ql -igt (xa),‘; (3.79)

143

donde el supraindice indica la tasa a que esta calculada la prima neta
Gnica; lo anterior puede verse graficamente como: '

61

{do
e Cu T - ---7

e
]
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Las varjaciones en la mortalidad pueden ser muy diversas, trataremos -
aqui Unicamente los siguientes casos:

a) modificacion en Ta tasa de mortalidad de una edad

b) adicidn de una constante a la fuerza de mortalidad para toda
edad, ‘

En el primer caso, supongamos que la edad es x+n y consideremos una --
anualidad vitalicia,

by = ax:i\ * nEx ax+n

(X4

=G, a eV @- 9x+n) ax+n+1

. n+l
B ax:?ﬂ v nPx (- qx+n) cix+n+1

si reemplazamos g, por (q,, +C), 1a modificacidn en Qx serd:

n+l 3
(- O oy Gyupe)

En el segundo caso, puesto que toda anualidad puede ser expresada en
terminos de dotales puros, bastard analizar la modificacién sobre - -

nEx E

Puesto que:

..vn=e'n6=€ 0
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se sigue;

n
‘ ='-€“So (At fg) at | '

nx

Si /ux j,lx +C ‘Vx , entonces:

b - éso (/ux+t+C+8) dt

C-S; (Mg + &' dt

~donde §' =8+C

Lo anterior implica que un cambio constante en la fuerza de mortalidad
es equivalente a hacer el mismo cambio en la fuerza de interés.

EJERCICIOS

3.4.1 Si S(x) * 93;3)( » cual serd el valor presente al 3% de un dotal

puro a 10 afios, unitario, para una persona de edad 23?

3.4.2 Utilizando la tabla E.M. 62-67 al 4.5%, determina cual serd la
prima neta Gnica de un dotal puro a 10 afios de 50000 unidades
monetarias para una persona de edad 26. '

- 3.4.3 Demuestra que:

: V-A:
a) Gy = xa'"”

b) (1+i)Q.x < ex

c)&x 1+VP x+1



3.4.4

3.4.5

3.4.6

Una persona de edad 25 paga 40000 unidades monetérias a una compa
fiia aseguradora, misma que se ha comprometido a retribuirle anual
mente y, en forma vitalicia, cantidades que se duplicardn cada -
dos afios debiendo efectuarse el ler. pago cuando la persona alcan
ce la edad 65.

Determinar 1a cantidad que debera pagarla empresa en el décimo -
pago (si es que alin estd viva la persona) si se utiliza la tabla
E.M. 62-67 al 4.5% .

Demuestra que:
2m) o Rm) 1, tem
2) 1/ G = Oy t” 262 Dy
t
o =N, - G5t ) (D )
m _ X x#n 2m Dy4n
1/ ¥=x:nl D,
t
Determina expresiones en funcion de conmutados para:
(m)
a) k/CL

(m)
b) (I&) ——\

c) (ﬁaﬁdﬁ?%\ ‘ k&

d) m/sx:ﬁ\
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3.4.7 Si las muertes se distribuyen uniformemente entre las edades x y
x+1, demuestra que:

- V6 +dls? ]
Va1 - Vs +dlg

c) P, =

3.4.8 Si ]x+t = ]x ( 1-bt ) para 04t<n , dd una expresion para valuar

(‘x :n]

3.4.9 Demuestra que:

(]

a) Eﬁ( =s0 tPx Mxst a‘ﬂ dt
b) %;ax: 63((/“x+‘g)'l

c).

Al

g? x:n =(/"‘x+£)&‘x:ﬁ'\"nEx' 1

3.4.10 Cual serd la expresion en términos de conmutados para:

) O,

b) ,(,(T-'cl)x:Fl



3.4.11

3.4.12

3.4.13

3.4.14

- 67

Demuestra que:

(TG, =- (W) 4 G | '

De una tabla de mortalidad estandar se calcula una nueva tabla
donde p; =Py ( 14r ) para todos los valores de x, donde Py €O
rresponde a la tabla estandar y pi a 1a nueva tabla. Demuestra
que los valores de las anualidades de la nueva tabla calculados
a la tasa de interés i son iguales a los obtenidos de la tabla
estandar a la tasa de interés i' = (i-r)/(1+r).

Demuestra que si en la expresion de Makeham para la fuerza de
mortalidad se sustituyela C por C' de forma que jxx -.5+BCkx
donde k = log C'/1og C , entonces a} es iqual a 1/k CL ca]-
culada a la tasa de interés i' tal que §' = 1/k (§- ln S)+1nS

Si la fuerza de mortalidad es constante entre las edades x y
x+n, demuestra que:

1- v" nPx
61"\ TMES

donde M denota la fuerza de mortalidad entre las edades men--
cionadas.
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CAPITULO 1V
SEGUROS EN CASO DE MUERTE

4.1 INTRODUCCION

Las funciones descritas en el capitulo anterior corresponden a una se-
rie de pagos sujetos a la sobrevivencia de una persona, en este capitu
1o nos ocuparemos del desarrollo de férmulas que determinen el valor -
presente (PNU) de un pago contingente a la muerte de una persona (ase-
gurado) comunmente conocido como seguro de muerte o simplemente seguro,
aln cuando las anualidades constituyen seguros sobre la vida.

Los seguros pueden clasificarse de acuerdo a:

a) el inicio de la cobertura.- Ordinarios si se inicia en la fecha de
contratacion 8 diferido si debe transcurrir un determ1nado tiempo
para que entre en vigor el seguro.

b) la temporalidad de la cobertura.- Temporales si 1a cobertura es -
dnicamente por un determinado periodo 6 vitalicio en caso contra-
rio.

c¢) la variabilidad de 1a suma asegurada respecto al tiempo.- Constan-
‘tes si la suma asegurada es siempre la misma, variables en otro -
- caso. '

d) 1a forma de pago.- Pagaderos al final del afio 6 en el momento en -
que ocurre el fallecimiento.

La clasificacion anterior se sintetiza en la siguiente tabla:



4.2

69

. .CLASIFICACION DE SEGUROS
INICIO DE TEMPORAL IDAD DE FORMA DE "LA TASA DE
COBERTURA LA COBERTURA PAGO . ..} . PAGO
Ordinarios vitalicios pagaderos al fi- constantes
nal del afio del
deceso
Diferidos temporales pagaderos en el variables
momento del de-
ceso

E1 seguro dotal mixto resulta ser una combinacifn de una anualidad y -
un seguro,

En 1a determinacion de la prima neta lnica se hacen las siguientes su-
posiciones:

"a) La edad de cdlculo es entera
b) La mortalidad se comporta de acuerdo a la tabla adoptada

c) La compafifa invierte los fondos a 1a tasa estipulada

En 1a prictica la edad se obtiene como la mas cercana a la edad de cum
pleaiios del asegurado facilitando con ello los cdlculos derivados de la
tabla de mortalidad.

SEGUROS PAGADEROS AL FINAL DEL ANO DE FALLECIMIENTO

Tradicionalmente 1os seguros han sido calculados bajo la suposicidn de
que el pago de 1a suma asegurada se efectua al final del afio en que --
ocurre el deceso, aunque en la practica el pago se verifique inmediata
mente después de comprobarse la muerte del asegurado.
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A menos que otra cosa sea especificada, al hacer referencia a un tipo
de seguro se dsumiré que la suma asegurada serd pagada al final del -
afio en que ocurra el fallecimiento del asegurado y serd de una unidad
monetaria.

4.2.1 Seguro vitalicio.- Un seguro que garantiza el pago de la suma -
asegurada al final del afio en que fallezca (x) en cualquier --
tiempo que esto suceda, es conocido como seguro vitalicio, de -
vida completa u ordinario de vida (0V).

Supéngase que ]x personas contratan a.1a vez este tipo de poli-

za; durante el primer afio de aseguramiento falleceran d, de - -

ellos, por 1o que deberadn pagarse dx unidades monetarias al fi-

nalizar el afio por concepto de reclamaciones. Durante el segun-

do afio, fallecerdn dyp ¥ deberd pagarse igual cantidad por re-

clamaciones y asi sucesivamente. El valor presente de las recla
maciones constituye el compromiso del asegurador que (por omi- -
tirse cargos adicionales) deberd ser igual a los compromisos de

l0s asegurados.

Si denotamos por Ax la cantidad que deberd pagar cada asegurado
para tener derecho a esta cobertura, entonces.

A 2 3
LA =Vd +VEd 4V d

d ’ g '

.M : : |
Ax __Bi- o (4.2)
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dénde

. 00 ‘ '
Mx+r:=gg%cx+t ‘( o (4.3)

- oyXtttl
¢ it v d

X X+t (4.4 )

4.2,2 Seguro temporal.- Un seguro que garantiza el pago de la suma -
asequrada Gnicamente si la muerte ocurre dentro de un periodo -
Timitado es conocido como seguro temporal. Si el término del se
guro es de n afos, denotaremos por A£:ﬁ1 su prima neta (nica. -
Igualando Yos compromisos tenemos: '

=
—

1, A vty

X X X+t

ot
1
(o]

(4.5)
n-1
_ t+l
A)’(:’ﬁl— E:-(-) v /%
‘ oo | co

} :Z: vt o, - TZ: gt o |

t=0 t=n

M~ i e

Oy

4.2.3 Seguro dotal mixto.- En este tipo de seguro se garantiza el pa-
go de la suma asegurada al final del afio en que ocurra el falle
cimiento siempre que éste ocurra dentro de un periodo preesta-
blecido 6 al final de dicho periodo si el asegurado permanece -
con vida adn, |

Si el término del sequro es de n afios y denotamos por Ax’m la
PNU de esta p6liza e igualamos los compromisos; se tiene:



12

7
—

]x Ao ?E% Ve O * v Tx+n
Ao iéé gy N :
=Nt Ax:%ﬂ | | ( 4.7 )
e Mg+n £, o)
X

4.2,4 Seguros diferidos,- Los seguros diferidos son aquellos en los -
~que Tas obligaciones de la compafiia entran en vigor después de
un periodo preestablecido, es decir, que la suma asegurada po-
dri ser exigible s6lo si el asegurado fallece después de un de
tefminado periodo (periodo de diferimiento) y dentro de} térmi-

no de vigencia del seguro.

S1 denotamos por n/Ax la PNU de un seguro OV diferido n afios, -
entonces.

A = v™g 4y g

]x n/ x x+n

+
x+n+1 se e

n
-
(sl
+
[y
o

‘n/‘x /% : ' (4.9)

= XN o ( 4.10 )

]
m
=

(4.11)
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Sq n/A;:ﬁl denota Ta PNU de ur seguro temporal a m afios diferido a n

afnos y n/ . ',dvnota Ta PNU de un scguro dotal a m afios diferido n --
afios, puede deducirse fécilmente que:
M -M
- Xtn Xtntm
n/Ai:ﬁﬂ B D, (4.12)
B n/Ax ) n+m/Ax (4.13)
A : Mean = Myenam ¥ Dyenam ( 4.14 )
n/ x D, y
= Al A
n/ x'? n X x+n'1 ‘ ( 4.15 )

4.3 RELACIONES ENTRE ANUALIDADES Y SEGUROS,

Se pueden determinar las expresiones deducidas con anterioridad en fun
cion de anualidades, ya que 1os valores conmutados C y M pueden ser
expresados como:

VD, -D

X X x+1 (4.16 )

(]
it

=
"

VN, - N, ( 4.17 )

 Sustituyendo las expresiones anteriores en las primas netas dnicas de
'seguros, se obtienen equivalencias entre anualidades y seguros. Otra
forma de obtener estas relaciones es utilizar la expresidn (1.4), asi:

ol

oo
- yt+l t+1
A = 2 /% ° ?; L CUNIEIPIY N
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"
-~
M
-~
(‘
*+
=
=
]
-
Ll
b
fa—y
or
wm
ot
-~
=

n
-~
AN

>

1
o

X (4.18)

donde Véix representa la PNU de una serie de pagos de V unidades mone-
tarias pagaderos al inicio de cada afio que (x) inicie; si estos pagos
se depositan en un fondo a la tasa de interés estipulada, se tendria -
al finalizar cada afio una unidad monetaria que serd retornada al ase-
gurador si es que el asegurado permanece con yida en ese momento. Eyi-
dentemente, al finalizar el afio en que ocurre el deceso de (x) queda -
en el fondo una unidad monetaria, misma que serd entregada al benefi-
ciario por concepto de reclamacién. |

Otra forma de expresar (4,18) es:
Ax=l-d(kX o (4.19)
que puede interpretarse de la siguiente forma:

Al contratar el seguro, el asegurador deposita en un fondo a la tasa -
de interés establecida, la suma asegurada descontando de ella los in-
tereses que se generardn durante un afio; asi, al finalizar el afo se
tendrd en el fondo la suma asegurada completa, De este fondo y siem-
pre qde el asegurado permanezca con vida, el asegurador retira los -
intereses que se¢ devengardn para el siguiente afio y asi sucesivamente
hasta que al finalizar el afio en que fallece {x) el fondo es entrega~
do al beneficiario, '

Puede fdcilmente deducirse e interpretarse las siguientes relaciones:



Am * vqx:'n—l "Qx:'ﬁ\ . (4.20)
=1- dz:x:n " nfx ' ( 4.21 )

1

A)k:?ﬂ Viy., ’ax:m ’ ( 4.22 )

1-4d Qx:n (4.23)

4.4 SEGUROS VARIABLES

Consideramos ahora un seguro en el que la suma asegurada varia respec-
to al tiempo. Supdngase que si el asegurado fallece durante el primer
afio de aseguramiehto, su beneficiario recibe K unidades monetarias; si
fallece durante el segundo afio, recibe K+h unidades monetarias, si fa-
1lece durante el tercer afio K+2h y asi sucesivamente. Si el termino -
del seguro sorresponde a un 0.V, denotaremos la PNU de este sequro por
(VA), s esto es:

- 2 3
V(VA)x =K V q, + (k+h) V 10 * (k+2h)Y™ 5 0, + oove
2
= zﬁ V* (K+th) t/% |
oD
C
= 2_ (K+th) s*t
t=0 X
21
= f)';[K( Cx + Cx+1 + Cx+2 + Cx+3 o, )+

h ( Cx+1 * Cx+2 + Cx+3 )

h( Copp + iy oo ) +]
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1y .
= [}\ MX + h(MX'*'l 1 MX"Z + s tv)]

DX
. |
haciendo Rx+r = EZ? Mx+t
=r
KM, +hR
(VA = —H— 2 (4.24)
X

Otra forma de obtener la expresifn anterior consiste en representar -
Tos beneficios en "forma piramidal" y expresar la PNU del seguro como
una combinacidn de seguros con suma asegurada constante; es decir:

-
=
_~ T =T

donde el primer nivel representa las obligaciones de un seguro 0V de -
K unidades monetarias; el sequndo, tercero, ... las de seguros 0V di-
. feridos 1, 2, ... de suma asegurada h; esto es:

(VA)X,= KAx +h( I/Ax * 2/Ax o)

(=]

K Ax *h EZ; t/Ax

N
Herg
o

=

= K&+ h
D,
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MR

Si el term1no del seguro es de n afios, denotaremos la PNU por (VA) T s
esto es: ’

1]

(VA)' “\ K A)’(:Tﬂ+ h (1/A>'(.ﬁ:—ﬂ+ 2/ x m+ vee ¥ n—l/A)’(:ﬂ)

KA *“Z t/M%:iE]

M, ~M...) n-1 (M -M. )
_ X X+n X+t x+n
= K2 XT v Egi 5
X = X
=1 ‘
E DX{F(MX" Mx+n) *h{Reyq = Ryaer - () Mx4n;] . (42

Supongamos que en un seguro OV la suma asegurada se incrementa durante
los n primeros afios, permaneciendo después constante,

Si denotamos por (Vﬁ] A)X la PNU y representamos en "forma piramidal"
los beneficios se tienen:

. h '

h h h"'

he.. h h h ,.,

: h hcou h h hotv

h h h!'! h h h"'

K K K K... K K K ...

1 l\'¢ J‘ .

0 1 2 3 & n-l n n+l., ., .
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n.1
(Vl—ﬂ A)X = KAX + h ( ?:’T t/l\)( )
=b~;I(K) Mo+ h (R - Rm)] . (4.26)

La notacidn para scguros variables es de la forma:

oG n, f
donde ¢ identifica el término de cobertura del sequro (vitalicio, tem-
poral 6 dotal), B\ el periodo de variabilidad de 1a suma asegurada -
(asumiéndose igual a la cobertura del seguro en caso de omitirse) vy
(m) 1a frecuencia de variacion por periodo (asumiéndose 1 en caso de
omisidn).

Se ha convenido en sustituir 1la V por I cuando K= h =156 por D si
K=1yh-=-1;asi:

(18), =‘§-§ | S e
(W) = %;‘-Rx— Rean - nMX+r] : o (4.28)
(ImA); = é—x- [RX- Rx+n] | | (4.29)
(0 A))'(:h - 51-; i(n) M, = (R - Rx+n+1)] . (430 )

Si (I(m) A)x denota la PNU de un seguro con heneficios de 1/m durante
el primer m-ésimo de afio e incrementos de 1/m cada m-ésimo de afio y su
poniendo que las reclamaciones serdn pacadas al finalizar el afio en -
que ocurra el fallecimiento del asegurado adn cuando la suma asegurada
se incremente cada m-ésimo, puede obtcnerse una aproximacion a 1a PNU
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considerando 1incalidad en las reclamaciones; esto es, que el pago pro

medio de los beneficios entre el afio x+t y x+t+l éi t+ g%l-y por 10 tan

to:

' o0
(m) - m+ly  t+1
(10 A, tz(:) (t+50=) VL
= (t + T.___. ) —l(i.._
t=0 em Dy
1 QO 1 o
T e m+
0, | &5 (8 St T Em ?::0 Cx+t]
21 _m-1
v -5
- m-1
= (1A), - 5o A, (4.31)

Cuando el crecimiento de los beneficios no corresponden a una progre-
sidn aritmética, la PNU puede determinarse igualando el valor presen-
te de las obligaciones del asegurado y asegurador; esto es:

k .
1 t+1
~(PNY) = =— f,oy VT d
1, g__:r (t) x+t
L& ‘
= = f,.\ C
D, & (t) “x+t | - | (4.32 )

donde.f(t) denota los beneficios garantizados por la péliza si el ase-
gurado fallece entre las edades x+t y x+t+l siendo (r, k) el periodo
de cobertura del seguro.
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SEGUROS PAGADERQS EN EL MOMENTO DE LA MUERTE,

Hasta ahora, hemos asumido que la suma asegurada serd pagéda al final -
del afo en que fallece el asegurado; si conyenimos que la suma asegura-
da sea pagada al finalizar el m-8simo de afio en que ocurre el deceso y
denotamos 1a PNU de un sequro OV'por Aim), se tiene:

(i) 1 1/m 2/m ;
" - T;'[ Oy ]x+1/m) ty (]x+1/m ; 1x+2/m) oo ]

siendo 1/m la magnitud del intervalo entre cada argumento. Si hacemos
m infitamente grande, el seguro serda pagadero en el momento en que ocu
rra el deceso.

¢

La simbologia utilizada para representar la PNU de los seguros pagade-
ros en el momento de ocurrir el fallecimiento difiere de la empleada
con anterioridad sd6lamente por la insercion de una "barra" sobre la A;
esto es: |

= tim A
n>°0

>
1

v
Te Mgy - T g

puesto que si 1/m=0 , 1X+E$lr% dle ¥V dhge © ']x+t-/“;+t dt
entonces:

!
g

0

O

¢
VT Mg At



el
- t
ﬁSo Vi, Moy dt (4.33)

Integrando por partes se tiene:

Ny ) °° Tt
- t
Tx—‘(o Vet %x+t ST {K_"V 1x+t] - § R VU e Y

X 0

entonces:
Ko=1-§0G (14.34)
De manera similar puede deducirse que:
. _ "
Ax:ﬁl B SO V tPx ’ux+t dt
=1-8§0, .0 - o (438)
Ax:?\'\ =1 "SCLx:n ( 4.36 )

T

Podemos definir valores conmutados de 1a forma:

1
= (- yxtt
O So VT Ty May 9

Fr = 2 Gt jr Dyst Myst 4t
t=r |
, )
Rt Fert



Podemos entonces escribir

K ;'ﬂi

x Dy

K = Mg'—Jgﬁﬂl

0 I

T - M; T
x| DX
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(4,37 )
(4.38)

( 4.39 )

Suponiendo uniformidad en 1as muertes, es posible obtener relaciones -
practicas entre los seguros pagaderos en el momento de la muerte y los

pagaderos al final del afio de fallecimiento,

Bajo la suposicidon anterior:

Lot Mogat =7 D lgpe ™ 4y 04t<1

(=2

O = tPx Mx+t C0¢ted
de donde:
1 1 .
S Vt dt %= S vt p. M dt
qx t"x / x+t

0 0

1td s
Gy vidt = Ax:T]
0

Rl ™ 9% |
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L
§~<

Puesto que OI] = f podemo escribir:

x o i 1 .
AT T s Vg, = s A;:I7 (4.40 )

Cualquier otro tipo de sequro puede calcularse como una combinacién de
sequros temporales a un afio diferido t afios; por ejemplo:

n-1
K}:ﬁ1 - Eg% t/ﬁlzij

n-1
EE% t X x+t -7.
o 1 A y KETE
*5 Aew) B (4.01 )

De manera similar se deduce:

o i ' e , : ‘
Rorg A | L (4.42)
SR | o
Agan © S Ai:?n+'nEx ( 4.43 )

Ya hemos visto con anterioridad que cualquier tipo de seguro puéde ser
expresado en términos de seguros 0V, temporal o dotal; por lo que su -
cdalculo no involucra mayor dificultad.

Otra suposicidn que puede hacerse para obtener expresiones prdcticas -
es la de asumir que las muertes ocurren a la mitad del afo, siendo - -
(1+i)1/2 el valor al final del afio de Ta reclamacién correspondiente;
se sigue entonces: .

. Ww1/2 | : |
ml:i\ = (1+1) A;:T] | (4,44 )
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Puede fécilmente deducirse que:

N 17 oo

A = 70 A o C (4.45)
Rt @)Eop (4.46)

ry (X . 1/2

Aem © (1+1) Aesat nfx (14.47 )

En las expresiones anteriores puede aproximarse (1+i)1,/2 por (l+%§

De acuerdo a las suposiciones hechas puede decirse que:

1

5 %
T = (1+“1/2 Cy
A

(1+i/2) C,

4.6 EJERCICIOS

4.6.1 Demuestra que:

a) A =v(o +P A)

, A, -vA
b) ‘ X x+1

L o
¢) x M A LM+ é ) - Ay
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4.6.2 Describe los beneficios y expresa en funcién de conmutados las -
siguientes primas netas Gnicas:

a) (Ig A) 30:1_6)
) (0 . 15)
c) .RSO:EB\

|
) 10/R30: 10}
4.6.3 Demuestra que:

iR -um, L%
amn,-am -3 a5

4.6.4 Si una tabla de mortalidad sigue 1é ley de Makéham, demuestka -
que: '

k-Kx=A Kx+(}4x-A)‘a;(

. donde A es la constante de Makeham y encuentra la tasa de inte—'
rés i' que sirve de base para calcular ¢, |

4.6.5 Si una tabla de mortalidad sigﬁé 1a ley de Gompertz, demuestra -
que: ‘ '

s A G
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4.6.7

4.6.8

4.6.9

4,6.10
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donde Ei; es calculada a la tasa de interés i' = l%i -1

Una persona de 50 afios de edad esta sujeta a la mérta]idad de -
1a tabla E.M. 62-67 al 4.5% excepto para la edad 54. En esa —=
edad dicha persona estard sujeta a un riesgo extra equivalente
al 400% de la tasa de mortalidad para tal edad de dicha tabla.
Calcula la prima neta Gnica de un seguro temporal a 5 afios de
200 000 unidades monetarias.

Demuestra que:

o v-A o1
- . xin+l
Cleﬁl ST d

A)((m) —ve ‘(L’((m) ) 63(('")) =1 - ¢lm 'd)((m)

Cual serd la prima neta lnica de un seguro variable temporal a
n afios tal que el beneficio durante el primer afio es de T uni-
dades monetarias y los k sucesivos (k{<n) se incrementan en L
unidades monetarias permaneciendo constantes los beneficios pos
teriores?

Demuestra que si q,,. es incrementada a (g.,.. + C), entonces A,

n+l x+n
se incrementara en Cv

aPx (1= Ane)-

Cual serd la prima neta dnica de una p6liza emitida a edad 30 -
cuyos beneficios se describen en la siguiente tabla:

anos de vigencia )
del sequro 1 2 6ab 6ald0 + de 10
beneficios por 1000 2000 5000 10000 50000
| muerte
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CAPITULO Y
PRIMAS NETAS PERIODICAS

INTRODUCCION

La prima neta Gnica, segin su definicion, es la cantidad que deberd pa-
gar de contado quien pretenda asegurarse, Si las compafiias asegurado-
ras convinieran en celebrar todos sus contratos bajo este principio --
inicamente “se asegurarian quienes dispusieran de fuertes capitales des-
virtuando con ello la finalidad del seguro. A fin de hacer mas accesi-
ble 1a adquisicion de Tos seguros, se ha convenido en "diluir" la obli-
gacion del asegurado a través del tiempo, esto significa: aceptar pa--
gos periddicos anticipados contingentes a la vida del asegurado (pri-
mas periddicas), cuyo valor presente sea equivalente a la PNU del se
guro.

En la prictica, es usual considerar primas periddicas constantes {pri-
mas niveladas) pagaderas al inicio de cada afio p6iiza y durante un pe-
riodo menor o iqual al periodo de cobertura del seguro, '

PRIMA NETA ANUAL

La notacién para primas netas niveladas anuales, cuando estas son paga
deras durante todo el periodo de cobertura del seguro, es muy similar
a la utilizada para primas netas Gnicas de los seguros bdsicos (tempo-
ral, 0.V. dotal), dnicamente se sustituye 1a A por P; por ejemplo P,
denota 1a prima neta anual (PNA) de un 0.V. de una unidad monetaria -

- pagadera al final del afio de fallecimiento y P;.ﬁ] la PNA de un tempo-

ral a n afios,

Si las primas son pagaderas durante un nimero limitado de perfiodos, in--
cluiremos en )a notacion anterior un prefijo que identifique esta con-
dicidn; asi th,ﬁ\ denotara la PNA de un seguro dotal a t pagos limita-
dos.
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En el caso de seguros variables 6 sequros pagaderos en el momento de
la mucrte, se utiliza. el simbolo P en conjuncidén con la notacién de -
la PNU del seguro respectivo. Por ejemplo:

P(ﬁ%) dehota la PNA de un seguro OV pagadero en el momento -

de la muerte.

P[ﬂIA);l denota la PNA de un seguro creciente de vida entera.

tP (K%_ﬁ7) denota la PNA de un éeguro dotal a n afios a t pagos -
1imitados, pagadero en el momento del fallecimiento.

Las relaciones correspondientes a las diferentes PNA pueden determi-
narse mediante la ecuacion: '

(VALOR PRESENTE DE PRIMAS FUTURAS) = (VALOR PRESENTE DE BENEFICIOS
FUTUROS)

que puede expresarse como:
PG = A (5.1)

donde P representa la PNA, C.1a PNU de una anualidad cuyo término co-
rresponde al periodo de pago de primas valuada a la edad de adquisi-
cion de 1a péliza y A la PNU de los beneficios de 1a péliza en cues-
tion. ' | '

Para el seguro vitaticio con pago de primas durante la.sobreviyencia
de (x) se tiene:



p =X o X ( 5.2)
PR N
G.X X
1 ,
=~ - d ' (5.3)
dx

Para un seguro temporal a n afios con periodo de pago de primas iqual -
al de cobertura del seguro la relacidn es:

pL__ = A - My = My (5.4)
XM e N, - N :
Qx"ﬁ] X X+n

Para un dotal a n afios con caracteristicas similares de pago:

_ Ax 1l My - Mx+m * Dx+n

P . Y = .
x:n| Nx Nx+n ( 5.5)

Si el pago de primas se limita a t afios, las relaciones para los segu-
ros anteriores son de la forma:

A ‘ M '

P ___‘"X = X ( 5-6 )
t x G‘x-'ﬂ o Ny - Nx+t , ,

_9A | o (5.7 )
t' x:7l &:X 1 N = Nost '

it

p ___Ax:Tﬂ . M = Morn " Doun 3 . (5.9 )
txam & W= Nt '

R
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De manera similar pueden determinarse expresiones referentes a otros -
tipos de seguros.

Si consideramos ahora que la prima neta anual varia respecto al tiempo
de forma tal que la correspondiente al t-ésimo periodo es de la forma:
(p f(t))’ podemos escribir:

k |
p froy 4E, = A 5,10
& 0 ot

siendo (r, k) el periodo de pago de primas.

Un caso particular es cuando f(t) = t+1, r=0, k=n-1y se trata de un -
sequro temporal a n aflos; entonces: '

por 1o que: ,

Al | .
p o XM o ~ . (511)
(Iﬁ.)x:‘m | ' o

PRIMAS NETAS FRACCIONADAS

Se conoce por primas fraccionadas aquellas cuya frecuencia de pago por
afio es mayor a uno, es decir, primas pagaderas m veces por afio, Cuando
se opta por este tipo de primas (si la suma asegurada es pagadera al
final del afio de fallecimiento), su cdlculo puede estar determinado por
cualquiera de las siguientes consideraciones:
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a) si en el ajio de fallecimiento dnicamente se han cubierto P cuotas,
las (m-p) restantes serdn deducidas de la suma asegurada al pago -
de 1a misma, '

b) el pago de primas cesa al fallecimiento del asegurado sin gque el -
asegurador tenga derecho a retener las cuotas no cubiertas del afio
en curso.

¢) 1la parte de la cuota parcial "no gastada" serd reembolsada al ase-
gurado en el momento del pago de la suma asegurada.

Las primeras son conocidas como primas fraccionadas a plazos; las sub-
secuentes como primas fraccionadas reales y primas fraccionadas a pro-
rrata respectivamente. Cuando no se haga referencia alguna, se asumird
vdlida ia condicién b).

En la notacidn establecida para primas anuales, afiadiremos un suprain-

dice de Ta forma [m] , {m{ 6 (m) para describir respectivamente primas
anuales pagaderas m veces al afio calculadas a plazos, a prorrata o rea-
les. Asi: '

Pim) denotard la primé neta anual real pagadera m veces al
afio de un seguro 0,V. unitario cuya suma asegurada se
rd pagada al final del afio en que fallezca (x).

P£T1 denotard 1a prima neta anual calculada a plazos, paga-
dera m veces al afo de un seguro dotal a n afos, que -
garantiza una unidad monetaria.

P;a%} denotard la prima neta anual calculada a prorrata, pa-
| gadera m veces al afio de un seguro temporal a n afios,
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(

5.3.1 Primas fraccionadas reales,- Si me) es la prima anual que se -
paga en m-Gsimas partes cada m-&simo de afio, de acuerdo a (5.1)
se tiene:

(m) 2o (m) |
me O‘xm - A

X

por lo que:

A
P)(("‘) Y (5.12 )
by - B
P
. X .
) ] _m-T1 Do (5.13)
m f[;
De (4.19) se deduce
po+d=21 ( 5.14 )
X G‘X o
por lo que:
P , | | ,
P(m) - X ‘ ( 5.15 )
m Vx
(m) o m-1 p(m) m-1 (m)
Px = P + 5= e x P + 5 o P d ~(5.16 )

En Ya expresion anterior se aprecia claramente que Pim) excede
a Px debido a: 1la posible pérdida de prima en el afio de muerte
y, la pérdida de interés debido al fraccionamientc de 1a prima,



Consideremos 1a pérdida de prima por fallecimiento; si (x) falle-
ciera en el primer m-8simo dejaria de pagar (m-1) cuotas, si fa-
lleciera en el segundo m-8simo, (m-2) y asi sucesivamente, Supo-
niendo una distribucién uniforme de muertes, la probabilidad de
fallecer en cualquier m-ésimo particular seria 1/m; la pérdida -
promedic de prima sera entonces:

por 1o que la prima neta anual de un seguro 0.V. que garantice -
esta suma al final del afio de fallecimiento sera:

m-1 L{m)
n Px Py

La pérdida de interés de las diferentes porciones de la prima -
fraccional es:

Pueden deducirse e interpretarse facilmente las siguientes expre

siones:
P)Em"r)ﬂ : Px:?i)+ nz‘ﬁ_fl" P)(<m't')ﬂ ( P)'(:n +d) _ ( 5.17 )
nR o m B AR e (s
p(m) m-1 p(m) (P +d) (5.19 )

t x =.tpx *owm thx
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5.3.2 Primas fraccionadas a plazos. - Para el célculo de esta modatlidad
de primas fraccionadas, debe considerarse que al inicio del afio -
en que fallece (x) la primera cuota queda cubierta, faltando - -
(m-1) pagos fraccionados por verificarse, Suponiendo una distri-
bucidn uniforme en las muertes el promedio de las cuotas no paga-

das serd de Eil .

Asi,‘para un seguro 0.V., la deduccion por concepto de primas no

pagadas es m?i- P&m]; puesto que asumimos una suma asegurada de

una unidad monetaria, la cantidad que entregara la aseguradora -
al beneficiario designado es de (1 - %ﬁl- P&m]) unidades moneta-
rias.

e (5.1) se deduce:
|  (m) 1 0m)
PEnﬂ { m) _ A, HL__ p mi]

P)[(m] AL [ j M pEm]]

ax 2m

P, 'gml LI | (5.20 )

Esta eXpresién muestra que la prima fraccionada a p1azo§ puede -
ser considerada en dos partes; la prima neta anual y el ajuste -
de la pérdida de intereses debido al fraccionamiento de la pri-
ma. '

Usando el mismo procedimiento anterior pueden deducirse:

b o
tp[nﬂ i} t'x - ( 5.21 )
X - ?-»‘d .



P (m) ,._._.P x:nl_
ximh -~y _mely
an
pinl _____'_cP>'< i
t xin 1- m-1 d
2m

(5.22)

(5.23)

5.3.3 Primas fraccionadas a prorrata.- E1 reembolso correspondiente a
la prima no gastada, suponiendo uniformidad en las muertes, se-
ré en promedio la mitad de la prima pagada al inicio del m-&simo
‘en que ocurre el deceso. De acuerdo a (5.1) para un seguro 0.V.

unitario se tiene:
fmy »* (m) _ [ 1 Slmrl]
Px [‘“x - Ax 1+ m Px

P}(“‘\ - i (1 + P{‘“I’)

2m x

n
>

De manera similar pueden deducirse facilmente:

P{m}_‘ ) P>1(:'rﬂ :
X:n m-
- d-7Pem
pimhs - th
t'x 1 -m=d g Lpy
2m 7 'x:t)

5.4 PRIMAS CONTINUAS

( 5.24 )

( 5.25)

(5.26 )

( 5.27 )

Cuando los pagos se hacen con mayor frecuencia, de tal manera que m es -
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infinitamente grande, 1as primas se conocen como primas continuas., La no
tacifn utilizada es similar a 1a utilizada hasta ahora, sustituyendo el
supraindice por una "barra" sobre el simbolo P, En esta wodalidad de pri
mas (nicamente se considera la hip6tesis de cese de pago de primas al fa
1lecimiento del asegurado.

Las expresiones relativas a los distintos tipos de seguros pueden dedu-
cirse de la expresién (5.1) 6 de los pagaderos m veces haciendo tender
m a infinito; asi:

AX
poe X ( 5.28 )
| Gy
) P, B ( 5.29 )
1 ' ~
1 7 (PX + d)
_ Tim o p(m) LR ( 5.30 )
m>°0 X BT
.Y M. : '
ﬁ'(ﬂk) = ;££~ = X | T ( 5.31)
(Lx Nx
Cim o™ @) (532
M- o S

5.5 EJERCICIOS.

5.5.1 Una cierta poliza emitida a edad 45 provee 105 beneficios mostra-
"~ dos en la siguiente tabla:
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afios de 1 2 3 4 5 6 7 8 9 despues
vigencia '
beneficios | 1000 1200 1400 1600 1800 2000 1500 1000 500 O

Cual serd la prima neta anual a pagar durante 5 afios?

5.5.2

5.5.3

5.5.4

5.5.5

Demuestra que:

a) i:’rﬂ = V- 6*x:ﬁ'l (Px:ﬁ\+ d)

d A
b) P = 2
X l-Ax
. _qu+px+1&‘x
c) Px— —

Si A = (0.01)x y i = 0.02, hallar expresiones para C‘x y P

Démuestra que:

vim P o qqn pM)
m->%0 m-y %o

Demuestra que:

x 3
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¢) P[(I/\)A S 1 (I'd)x /G,

5.5.6 Una persona de 30 afios de edad, desea adquirir una'pdliza que le
garantice: mensualidades de 100 000 unidades monetarias a partir
del momento en que cumpla 48 afios y mientras permanezca con vida
y un pago de 2 500 000 unidades monetarias en el momento en que
fallezca independientemente de 1a cobertura anterior.

Utilizando 1a tabla E.M. 62-67 al 4.5% determina:

a) La prima neta anual si el periodo de pago de primas es de 10
anos.

b) La prima neta fraccionada calcu]éda a plazos pagadera en for
ma mensual con periodo de pago de primas de 15 afios.

c) La prima neta fraccionada calculada a prorrata, pagadera en
forma semestral con periodo de pago de primas de 8 afios.
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CAPITULO VI
RESERVA DE PRIMAS NETAS

INTRODUCCTON

Considerando las tasas de mortalidad e interés como factores nicos en
la determinacién de primas (primas netas), podemos expresar cualquier -
p6liza como una combinacion de seguros diferidos temporales a un afio; -
1o anterior permite que una persona, en lugar de pagar la prima dnica ¢
la serie de primas peri6dicas constantes, pueda optar por renovar anual-
mente un seguro temporal a un afio con beneficios idénticos a los ofreci-
dos en la péliza original pagando 1a PNU que afio €n afio va siendo nece-
saria.

La cantidad a cubrir en el t-&simo perfodo (si la suma asegurada es uni-
taria y pagadera al final del afio de fallecimiento) es V Gy4t.15 €Sta -
cuota se conoce como "prima natural™ y es proporcional ‘a la probabilidad
de muerte. ]

Sin embargo, como la tasa anual de mortandad se incrementa afio con afio
(excepto para edades pequefias), la tendencia creciente de 1a prima natu-
ral ocasionaria que - a edades avanzadas - el seguro quedara fuera de -
las posibilidades econdmicas de la mayoria.

La prima neta nivelada estd disefiada para evitar los incrementos en las
primas periddicas y asegurar con ello la permanencia dentro de la pobla-
cidn asegurada.

La figura 6.1 muestra que para los primeros afios de aseguramiento la -
prima nivelada es mayor a 1a natural, invirtiéndose esta relacifn en -
los aiios subsecuentes. Es necesario entonces, que la compafiia forme un
fondo acumulativo con los "excesos" de los primeros afios para solventar
los 'déficits" posteriores; dicho fondo re¢ibe el nombre de RESERVA.
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Puesto que hemos asumide con anterioridad que un niimero suficientemen-
te grande de personas adquieren un tipo determinado de p6liza, deberd
dividirse 1a Reserva (8 fondo comdn) entre el nimero de sobrevivientes
para encontrar el fondo correspondiente a cada péliza individual.

La reserva puede entonces definirse como la diferencia entre el valor -
presente de los compromisos contraidos por parte del asegurado y asegu-
rador,

En lo.sucesivo, el término "reserva terminal" (6 simplemente "reserva")
hard referencia a fondos individuales - valuados al finalizar cada pe-
riodo - formados en base a primas netas niveladas.

E1 siguiente ejemplo ilustra el comportamiento de la reserva. Supdnga-
se qué cada una de 1000 personas, todas de edad 30,adquieren un seguro
temporal a 10 afios de mil unidades monetarias. De acuerdo a la tabla F.
M. 62-67 al 4.5%, 1a prima neta nivelada anual que deberd pagar cada -
asegurado es de 2.7389 unidades monetarias; la prima natural correspdn-
diente al pfimer afio de aseguramiento seria de 2.2915 unidades moneta-
rias existiendo un exceso de 0.4474 por p6liza, esto es, un exceso -
total de (0.4474) (1000) que acumulado al 4,5% al finalizar el afio es
de 467.53. Durante el transcurso del afio fallecieron 2 personas, por
1o que e1 fondo acumulado deberd dividirse entre 998 para determinar -
1a reserva individual al final del ler. afio, correspondiendo 0.4685 --
unidades monetarias a cada pdliza.

Para el siguiente afio cada asegurado paga un exceso de 0.3660; el exce
so total sumado al fondo anterior y acumulado a la tasa de interés es-
tipulada forma la reserva del segundo afo, por 1o que la reserva indi-
vidual es: 870.28/995 = 0.8747

La tabla 6.1 muestra el comportam1ento de la reserva durante todo el -
per1odo de cobertura del seguro.



Afio | Prima natu- | Prima neta { Diferencia | Asegurados | Exceso 6 | Fondo al Fi | Reserva termi-
ral constante ' a inicio déficit nalizar el nal por péliza
(al millar) | (al millar)l de afio total * afio
1 2.2915 2.7389 0.4474 1000 447,40 | 467.53 0,4685
2 2.3729 2.7389 0.3660 998 365.27 870.28 0.8747
3 2,4629 2,7389 0.2760 995 274,62 °1196.,42 1,2049
4 2.5635 2.7389 0.1754 993 174.17 - 1432,27 1,4467
5 2.6745 2.7389 0.0644 990 63.76 1563,35 1,5839
6 2.7968 2,7389 (0.0579) 987 - (57,15) 1573,98 1.5996
7 2.9338 2.7389 (0.1949) 984 (191.78) 1444,40 - 1.4724
8 3.0849 2.7389 : (0.3460) 981 (339.43) 1154.69 1,1807
9 3.2521 2.7389 (0.5132) 978 ~(501,91) 682.15 0.6996
10 3.4388 2.7389 (0.6999) 975 (682.40) (0.25) 0.0003
.Tabla 6.1 Comportamiento de la reserva de 1000 p6lizas temporales a 10 afios de 1000 unidades mo
netarias emitidas a edad 30 bajo la tabla” E.M. 62-67 al 4.5%.
NOTA: La reserva al final del décimo afio deberia, ser cero;la diferencia existente corres-

ponde a errores de redondeo.
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La notacion que se utilizard para la reserva individual-al final del -
t-ésimo afio de seguros basicos (0.V., temporal 6 dotal) pagadercs al -
final del afio de fallecimiento, es de la forma:

Ny,
tVex

donde t indica la fecha de valuacion de la reserva, n el periodo de pa -
go de primas,« el tipo de cobertura de la que se trata y m la frecuen
cia de pago de primas por periodo y su forma de cdlculo (reales, a pla
z0s 0-a prorrata).

Para otro tipo de coberturas omitirémos el sufijo, conjugando la expre
sion con la notacion utilizada para la PNU adecuada; asi:

gvim) denotara la reserva al final del t-8simo afio de un seguro
0.V. con primas fraccionadas reales pagaderas m veces al
afio durante n afos. '

tVx:M denotard 1a reserva al final del t-ésimo afio de un seguro
dotal a n afos.

QVIL(IA)£7 denotara la reserva al final del t-ésimo afio de un seguro
vitalicio y creciente con periodo de pago de primas de n
anos.

]

A

6.2 METODO PARA DETERMINAR LA RESERVA.

Dado que la reserva se forma con "excesos" de primas pagadas durante -
los primeros afios de aseguramiento y sirve para cubrir parte de los -
riesgos futuros, pueden determinarse expresiones para su valuacion - al
final de un determinado aiio - considerando: .
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a) la diferencia del valor presente de 10s beneficios futuros que otor
gara el ascgurador y el valor presente de las primas periddicas que
falta de cubrir el asegurado. (Método Prospectivo).

b) el valor actual de la diferencia entre las primas pagadas por el -
asegurado y los beneficios otorgados en el pasado por el asegura-
dor (Método Petrospectivo).

La equivalencia entre estos dos métodos puede demostrarse facilmente.

6.2.1 Método Prospectivo.- Desde el punto de vista prospectivo, la re
serva al final del t-ésimo afio deberd cubrir la diferencia en -
las obligaciones futuras entre asegurado y asegurador valuadas
en ese momento. Para una pb6liza cualquiera emitida a edad x lo
anterior puede ser expresado como: x '

May = P gy * o (e

donde A(t) representa 1a PNU a edad x+t de los beneficios futu-
ros estipulados en la poliza, P es la prima periddica convenida
en el momento de la contratacidn, 2i(t) es la anualidad valuada |
a edad x+t correspondiente a las caracteristicas de la prima --
periddica y tV es la reserva acumulada valuada al finalizar el
t-ésimo afio.

En el caso de un seguro 0.V. unitario, pagadero al final del -
ario de fallecimiento, la reserva terminal al cabo de t afios es:

tVx = Pert - Py Gexat C(6.2)
M M N Lyl Gt
b "W D =



Para un seguro 0.V. unitario con periodo de pago-de primas de
n afios se tienc:

Acit = nPx Gxat: n-t| si t<n
V. = (6.3)
si ton

" La reserva al final de t-&simo afio de un seguro 0.V. con primas
fraccionadas reales pagaderas m veces al afio, se tiene:

- (m) % (m)
AU W AR A | (6.4)
= A - X 'c:-(m)
X+t 'C‘ (m) "~ x+t
Ly

Sustituyendo (3.42) y (5.16) tenemos:

| ) Rl
t")((m) = At - Pim)[c'xn - n’é%f‘]

_ 4 =1 o(m) ’ m-1 ,(m)
= At "[" m x "*dﬂ*m x

1
>
x
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o+
t
v
x
-
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>
+
(ad
+
]
>
=
e
o
[
—
©
=X
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>
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En Ja expresibn anterior se aprecia con claridad la formaC16n :
de la reserva correspondicnte a la parte de primas que en prome
dio deja de percibirse en el afio en que ocurre el fallecimiento.

Para un sequro Q.V., con primas fraccionadas calculadas a pla-
20s se tiene:

m _ m-1 [nﬂ m Y (m)
tvx‘] Agst (1= P2 P[

x+t +t

l‘
x>
>
+
<+
1
=
1
ey
o
—
=3
—
[y
1
o
£
L J
+
H
¥
B~
=
—
XF\'
-+
&+
[ ]
=
5{1
S

por Tlo' tanto:

UL » o (6.6)

Para un seguro 0.V. con primas fraccionadas calculadas a prorra
ta se tiene:

Vim}

1 1 (0
NS R

u

(1+ P{"{S 5 - ,,_,) ) - p{m}ZE;n

x+t
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. 1 m me1 m 4’
Ry (14 L) - g2t i - g Gyrt)

m} A S m-1
" Pi (O’x+t"'2|'n-")

1 {mt mg m-1
Ay (1+5 P - Pfg Gy (1 =524
De (5.25) se tiene:

A -Blay s e (14 bl

por lo que:
tY?(m} = Agag (1 %'Pém}) - ax+t {1 ’;%'P;[(m.s,) Px._

= (Auat ~ Py .C"x+t) (1 +%'P§<m”§)

.
= ¥y (1 +%_PS;(m5) (6.7)

Para un seguro vitalicio con beneficios de k unidades moneta--

rias durante el k-ésimo afio de asequramiento, la férmula pros-
pectiva de la reserva al final del afio t es:

1
21 1...
1 1 1...,
t t t
-4 A 1 '

Dot x+‘f+1 x+t+é x+£+3
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V[(I/\)j [ Ay t (1 A) JA* "L(”\)‘S C‘ ( 6.8 )

Para otro tipo de coberturas, las férmulas prospectivas de la reserva
se obtienen de manera similar,

Cabe mencionar que en el momento de elegir la forma de la prima‘perié-
dica debe tenerse cuidado de evitar la formacion de reservas negativas;
el ejemplo mas obvio corresponde al seguiro con beneficios decrecientes
y primas netas niveladas. Ese tipo de reservas se evitan acortando el
periodo de pago de primas o combinando seguros dotales puros con otros
beneficios.

6.2.2 Método Retrospectivo.- Otra forma de calcular la reserva - al
final de un determinado afio - , es considerarla como la diferen
cia entre el valor acumulado de las primas ya pagadas y el va--
Tor acumulado de los beneficios pasados.

Para una pdliza cualquiera emitida a edad x, con primas anuales
durante k afios, 10 anterior puede ser expresado mediante la re-

Tacion:
Vo= Pl -k _ - (6.9)
con
.S‘ . . .
x: si k)t
tux - Sx:ﬂ_ si k¢t
L E
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1 t-1 r+l
T e o/

donde b(r+1) representa los beneficios estipulados en la poliza
correspondiente al r-€simo afio de aseguramiento.

La férmula retrospectiva de la reserva al final del t-ésimo afio
de un seguro 0.V. unitario es entonces?

~ [ . ) 1
tVx * [Px C‘x:t - Ai:ﬂ] EE;

-M, - M

- Px (NX ) X X+t) ‘ ‘ ( 6.10 )

Nx+t)
Dx+t

Para un seguro 0.V. unitario con periodo de pago de primas de n
afios se tiene:

. . 1 .
E)x (exm) - AT B nyt

o 1 v )
E)x ax:‘ﬂ - A)'(:-ﬂjzf; $1 n<‘§

Para un seguro vitalicio con beneficios de k unidades monetarias
durante el k-ésimo afio de aseguramiento, la formula retrospecti-
va de la reserva al final del afio t es:

(Il\)] [[(IA (it - “A)i:ﬂ:]”%:;‘
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6.2.3 Método de Recurrencia,~ Si tV es la reserva al final del t-ésimo
ano, P es la prima anual pagadera al inicio del afio t+1 y S es -
la suma asequrada correspondiente pagadera al final del t+l-ési-

mo afio, puede determinarse V considerando a (tV + P) como la

t+1
prima natural de una pdliza temporal a un afio que garantiza S -
unidades monetarias en caso de fallecimiento y t+1V en caso de

sobrevivencia; esto es:

(5) dypy * 41V Vatat

Tert (1Y 4 P) = 1+i
g o Dxre LP) (1) - (S) dy

t+l 1
, x+t+l

_ () (1+1) - (S) a4 - (6.11)

Py+t

V= (VP U = (S) Koy R (6.12 )
con U,y bort Kert Port y oV =0

La expresion (6.12) es conocida como formula de Fackler.

Este método es muy conveniente cuando se trata. de beneficios pa-

'gaderos al final del afio de fallecimiento no constantes ¢ cuan-
do 1a obtencion de las primas periddicas es muy laboriosa; por -
ejemplo, primas periddicas crecientes.
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6.3 PRIMA DE RIESGO Y PRIMA DE AHORRO

De (6.11) puede deducirse fdcilmente la siguiente expresion:

Gyt {m" |
PG aay (6.13)
donde se aprecia con claridad la parte de la prima destinada a cubrir
el desembolso complementario a la reserva formada al final del periodo,
momento en que se efectla el pago de las reclamaciones; asi, si la su-
ma asegurada es de S unidades monetarias y al final del t+l afio 1a re-
serva formada es de t+1V , el desembolso complementario de cada una de
las reclamaciones esperadas (de acuerdo a la tabla de mortalidad) serd
de S - ¢4 - 141V) A/ (1¥1) es -
la parte de la prima destinada a cubrir el desembolso complementario y

V unidades monetarias, por lo que (S

recibe el nombre de "prima de riesgo".

Por otro lado, t+1\I/(1+1') - ¢V representa la cantidad de prima destina-
da a "completar" Ta reserva necesaria al finalizar el afio t+l , esta di
ferencia se conoce como "prima de ahorro".

En los seqguros dotales y vitalicios se cumple:

tV 4 t+1v

para toda t entera comprendida en el periodo de cobertura; sin embargo,
esta relacion no se cumple para seguros temporales (ver tabla 6.1) en -
- las que la "prima de ahorro" podra tomar valores negativos.

Es facil de demostrar que la suma de las primas de ahorro acumuladas al
interés preestablecido al final de afio m es igual a ‘la reserva acumula-
da a esa fecha.
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6.4 RESERVAS MEDIAS.

Para efectos de balance, es necesario que las compafifas aseguradoras -
calculen (a la fecha del balance) el total de reservas de.las pdlizas -
en vigor,

Debido a que las reservas terminales se calculan al final de cada afio -
p6liza y que la cartera de una compafiia aseguradora cuenta con pdlizas
emitidas en distintas fechas, es preciso poder determinar la reserva de
una p6liza en un momento cualquiera, para lo cual se utiliza un método
de aproximacion.

Definiremos la reserva inicial de una pdliza, como la reserva a inicios
de afio justamente después de que ha sido pagada la prima correspondiente;
si denotamos a la reserva inicial del afio t por tI » entonces:

tI

n

gV P (6.14 )

(13

= 41V siel periodo de pago de primas ha fe-

—
1

- pecido.

Si se quiere determinar 1a reserva en el momento t+h con 0<h <1 , pue-
de utilizarse como aproximacion una interpolacion lineal entre 1a reser
va inicial y terminal del afio t+l; esto es:

La reserva media (cuando h = 1/2) serd denotada con una simbologia muy
similar a la utilizada para reservas terminales, donde la Unica varian-
te es la sustitucion de 1a V por M; esto es:
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M 1 (P + .V +

TS A (6.16 )

t+1/2

La expresion anterior es utilizada para calcular la reserva de balance
bajo la suposicion de que todas las pdélizas correspondientes a un deter
minado afio calendario fueron emitidas justamente a la mitad de ese afio.

METODO DE VALUACION.

Se conoce como valuacion al proceso de calculo de Ta reserva conjunta -
de un grupo de p6lizas. Consideraremos aqui ciertos aspectos practicos
del proceso de valuacion.

Uno de Tos métodos de valuacién estd basado en la férmula retrospectiva
para la determinacion de la reserva, que es valida para seguros basicos
(0.vV., temporal y dotal) cuyo periodo de pago de primas no ha cesado.

Por este método, se agrupan todas las pdlizas bdsicas de acuerdo a 1la
edad y afio de emision calculando la reserva de cada grupo resultante de
acuerdo a estas dos caracteristicas, donde se considera como prima a la
suma de las primas correspondientes de las palizas que conforman el gru-
po y la suma asegurada como la suma de las correspondientes a cada poli-
za del grupo; esto es:

:E: P x x+t)/Dx+t ? S x Mx+f)/Dx+t V t G(n,p)
je G(n p) Je G n,p) JCG( n,p)

(VT) = OV - o

t AP t'G(n,P) | ' (‘6.17 )

donde G{n,p) es el conjunto de indices que identifican Tas polizas emi-

‘tidas el afio n con edad de emision P, tVg(n,p) € 1a reserva total del

grupo G(n,p) al final de) afio ty t(VT) es la reserva de todos los gru-
pos formados. ‘
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E1 método de valuacion a edad alcanzada es una modificacion del método
descrito con anterioridad y tiene la caracteristica de calcular la re-
serva conjunta agrupando todas las polizas bdsicas, cuyo periodo de pa-
go de primas no se ha extinguido, de acuerdo a la caracteristica de edad
alcanzada. La formula de cdlculo se deduce partiendo de la formula re-
- Px Nx); obtenién-

trospectiva para la reserva sumando al numerador (Mx

dose asi:

£V = At " POy g ( 6.18 )

donde P representa la prima neta anual del plan que se esta valuando y
Px']a correspondiente a un 0.V. calculada a la edad de emisidon del plan.

Si hacemos GX = (P - Px) N> el valor de 6, serd constante durante todo
el periodo de cobertura de cada poliza y deberd ser calculado una sola
vez (de preferencia en el momento de la emision).

Puesto que la reserva conjunta de las pdlizas que conforman un grupo es
1a suma de las reservas individuales entonces:

VG(p) - Z gV = Z S Aget - Z P .G‘x+t * Zga /Dx+_t_

je6(p) JeGlp) jeGp) je a(p)
o o (6.19)

V) = 2 Ve
Y

COMPARACION. DE RESERVAS DE DIFERENTES TABLAS.

Dadas dos tablas de mortalidad (T y T') en las cuales las tasas de inte



rés son i e i' y las de mortalidad q ¥ q; respectivamente, las reser-
vas correspondientes a una cobertura determinada (de una unidad moneta
ria) pueden escribirse de la forma:

(tv + P) (1+i) = t"‘lv + qx+t (1 = t+]V) ) ) ( 6.20 )
y

(V' +PY) (14) = V' +gp, (1= (V") - (6.21)

.

Restando las expresiones anteriores se tiene:

(QVAPY(T =)+ (V0= V + PP )= gy = G (T = (V)

(1= qhye) (V' - gV (6.22)

Suponiendo que las reservas correspondientes a estas dos tablas son -- .

iguales para todas las edades, se tiene:

st = Oe) (1= V) (6.23)

(VP) (i'-1)+(P'-P)(141) = (q
La expresion anterior se conoce como "ecuacion de equilibrio" y tiene -
aplicaciones en problemas relacionados con riesgos extra y valuacion.

Cuando las tasas de interés son idénticas, puede demostrarse facilmente
que la condicion de equilibrio para (6.23) es:
- ' ‘ '
' . k(1+i)
q X -q, =

x om
+1
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donde k={ t;x/ a;) -1

La relacion que guardan las reservas de una misma péliza obtenidas atra
vés de la tabla Ty T' dependerd tanto de la relacion existente entre -
tasas de interés como en la referente a tasas de mortalidad. Lla contri
bucién mds importante en relacién a los efectos de cambios en las tasas
de interés y mortalidad se debe a G.J. Lidstone quien en 1905 demostré
en teorema (vdlido para seguros 0.V. y dotales) del que se desprenden -
los siguientes resultados:

a) al incrementar la tasa de interés de una tabla de mortalidad se -
produce un decremento en la reserva; sucediendo lo contrario cuan-
do 1a tasa se decrementa.

b) Si la tasa de mortalidad se incrementa por una constante, 1a reserva
se decrementa, sucediendo 1o contrario ante un decremento constante
en la tasa de mortalidad.

La relacion entre las reservas puede ser obtenida también a partir
del criteric de las relaciones de anualidades. Asi, para un seguro
0.V. se tiene: ‘

tvx >=< tv;<
Adependiendo de:
a‘ o0,
Z(C{t):‘ ax:rt
X 7

'l i . [ s - ’ o . B ..
Puede entonces, por simple inspeccion sobre el cociente ax+t/ ax’ de-
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terminarse si la reserva obtenida a través de una tabla T es mayor o me
nor que 1a obtenida a través de una tabla T'.

6.7 EJERCICIOS

6.7.1 Proporciona las expresioneé en funcion de conmutados para:
a) ‘v [_(DA)X:W]
b) 1o ('A3'0:§—5])
B [(15)30:1'61]

6.7.2 Demuestra que:

Ay, - A p
N - Xt X _ X
D TTow T A (1)

b) Vi = (Pxit:m- P)!:T\'\) th:ﬁ:-ﬂ

' _ ' _ ' oA
6.7.3 Dados- P40:1_.6\ = 0.00426, P40:-5-| = 0.18972 y P40:§] = 0.00343 de
termina 5V40:1—0-|
6.7.4 Proporciona las expresiones para:

(m)
a) Y in]



6.7.5

6.7.6

ky, [}
b) £y pafa t<k

c) tV[nj

{m}
d) tvx:ﬁ]

Demuestra las siguientes identidades:

a) t+er =1-(1- er:)‘ (1 - t\f')H_r,)

V)=P +d .V

b) Px’rt(l'tx X t'x

Demuestra que:

P+dtv=vqx+t(1—tV)+vp V-_tV)

xrt Lt

y da una interpretacion verbal de esta ecuacion.

118
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CONCLUSTON.

La importancia del Cdlculo Actuarial radica en que por medio de él se
valdan los riesgos de los seguros, lo que permite determinar las pri-
mas a pagar por cada uno de los asegurados de una determinada cobertu
ra y constituir las reservas necesarias para el buen funcionamiento -
de una empresa aseguradora.

E1 presente trabajo constituye una recopilacién bibliografica acerca
del Calculo Actuarial para el ramo de vida individual; aun cuando no
se tocaron algunos puntos que son de interés en la prdctica, los con-
ceptos aqui vertidos facilitan su comprensidn, sin que ésto implique
el abandono de aquellos.

En relacidn a Tablas Selectas de Mortalidad, su desarrollo integral -
estd fuera del alcance de este trabajo, aunque es un tema bdsico y de
amplia utilizacion en los planes de seguroé de vida; queda pues, como
punto de estudio para los interesados en el tema.

Se hace tambien énfasis en la importancia de otras ramas de las mate-
miticas aplicadas en problemas prdcticos en el campo actuarial

Es importante entonces, contar con profesionistas que tengan los cono
cimientos necesarios para el desarrollo de planes de aseguramiento so
bre bases sdlidas y acordes a las necesidades actuales, garantizando
con ello el buen funcionamiento del seguro.
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APENDICE A
DIFERENCIAS FINITAS

A.1 INTRODUCCION

En la prictica con frecuencia tenemos que conformarnos con valores apro
ximados de funciones cuya forma analitica se desconoce o es de tal natu
raleza que es deseable sustituirla por otra mas simple; puesto que los

polinomios son las funciones mds simples, es comin encontrar férmulas -
aproximativas de este tipo. '

Weierstrass en 1385* demostrd los siguientes teoremas:

\

~Teor. 1 Si f(x) es continua en (a,b), es posible encontrar un potino-

mio P(x) tal que f(x) - P(x)'(s N *v[xe (a,b)

Teor. 2 Si f(x) es una funcién continua de periodo 29V, es posible en
contrar una funcion de la forma:

n n
=a +
9(x) = % Ezi a, sen (tx) + Eéi b, cos (tx)

tal que I f(x) - g(x)l(s ,’*/‘xe (a.b)

que justifican 1a sustitucion de una funcign por un polinomio o una se-
rie trigonométrica.

* Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkurlicher Funk-
tionen einer reelen Veranderlichen(Sitzungsberichte der kgl. Ak. der
Wiss., 1885).
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Utilizando diferencias finitas se pueden deducir férmulas polinomiales
aproximativas; en este apéndice estableceremos las bases necesarias pa
ra 1a obtencion de la férmula de Voolhouse; dando un breye esboso de -
diferencias finitas y omitiendo lo referente a la determinacion del --
error inherente’a toda aproximacidn.

DEFINICION DEL OPERADOR A.

Sea f, una funcién cualquiera de x, si consideramos valores equidistan

tes del argumento, definiremos las t-ésimas diferencias de fx como

At = At At

0
x x+h con A =1

X ]

donde A_t debe ser entendido como la t-Esima aplicacién del operador 4 .

Ejemplo:

]

3 2, 2.
B, = A - 20, = (Of g = Ay ) - (A, - A1)

3 3 4 - f

= fya3n = 3fxaon * 3fan ~ T

Si definimos al operador E=I+A , donde 1 es el operador identidad, -
entonces : '

Ef, = (I+_A)fx = fx +Afx = fx+h'

2. . ] = Ef =
26, = E((1+A)F,) = Efy = (1+A) 0 = f

x+h = "x+2h
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¥y = Fxaan
e _
By = Txenn
por 1o tanto:
f =(I+A)"f=2n(”)A‘”f +f | (A1)
x+nh X =T X X '

Esta expresion se utiliza en la aproximacién de integrales; por ejemplo:

1
como
1., =E'1 L1 +(t)81 =1 - td
x+t X X X X X
entonces
L =’§1 (.- td) =1 -“ld -1 +1 J)
X 0 X X X 2% Z V'x x+1

que corresponde a la expresién (1.9); se puede inferir la equivalencia
entre la aproximacion utilizando las primeras diferencias y suponer que
la funcibén se comporta Tinealmente.
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A.3 RELACION ENTRE LOS OPERADORES D Y A ,

Utilizando 1a serie de Taylor podemos escribir:

2 3
- rh (rh) (rh)
Foerh = Ty * T7 Ofy + péf, +~3.._Df .
={I+ (rh) D + gz, () s f
2| Tl_ ooooo x
- ArhD
= e f

Por otro lado

fx+rh = X

entonces:

eM=E=(1+4)

hD = In (I + A)
Aplicando la serie de Maclaurin tenemos:
2 3 4 |
__.2.,_9?-_4{“,...,) (A2)

La expresidn anterior, permite determinar (aprox.) el coeficiente dife
rencial de una funcidn partiendo de sus diferencias,
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Ejemplo:
Determinar /130 dados los siguientes valores de ]x

X | 30 11 32 33 33 35

Tx

9705398 9682154 9658142 9633282 9607474 9580621

La tabla de diferencias es:

2 3 5
X 1 M £, o, ah, &1,
30 9705398 - -23244 - 768 - 80 - 20 23
31 9682154  -24012 - 848  -100 3 3
32 9658142  -24860 - 948 - 97.

33 9633282 -25808 -1045
34 9607474 -26853
35 9580621
L. =1 d '
Como ﬂx CT & " \

130 £ . 23244 + 384 - 26.666 + 5 + 4.6

ne

d
y a;(- 30

n

- 22882.066
entonces

. _ 22882.066 _
My = “gyyzagg - = 0.0024
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A.4 POLINOMIOS DE BERMOULLI

Sea Pn (x) una polinomial de grado n en x tal que:

n-1

AP (x) = ﬁ—-rﬁ | | (A.3)
6
-1 n-l ‘ |
ffn(x)="l ﬁr_',+c | | (A4)

!

donde asumimos que Pn (x) es de la forma:

) :E' M1 N -1 | -
‘Pn (X) = -i:o Ai W = AO h——* + A1 -(-ﬁ—:l-)i- +..... + An_lx + An
(A.5)
De (A,3) se tiene:
-1 .
ﬂpn(X) = Pn(X""l) - Pn(X) = W | ( A.6 )
. L]
x"-2 ‘ co e, .

APn_l(X) = m)?- ' e (A7)

- Diferenciando (A.6) respecto a x:

' N ' . -2
Bpr(x) = Pr(x+1) - Pn(x)  TheITT



de donde:
Ari(x) = Bp 4 (x)
0
PA(x) = Pn-l(x) + K
De (A.5):
PA (0) = An-l
Pn-i(o) - An-l

1o que implica que en (A.9), K=0; es decir:

Pu(x) =P, (x)

Podemos entonces decir que Pn(x) es una funcién Bernoulli si:

xn-l
Apn(X) = -(—ﬁ:l-)-\.—

Pi(x) = P"'l,(X)

129

( A.8)

( A.9)

( A.10 )
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Para determinar los coeficientes de (A.5), se puede proceder de la si-
~guiente forma:

de (A.10), (A.3) y (A.4) respectivamente se obtiene:
Pé(x) = on + A1 = Pl(x)
APl(x) =1

Py(x) = x + €y

esto implica: A0 =1

Sustituyendo el valor de A0 en Pé(x) se obtiene el correspondiente pa-

ra Alz

2
Pé(x) = §1~ + Alx + A2 = Pz(x)

BP,(x) = X

2
= X X s =1
Palx) = S -3+C 2 M =-7
De igual forma podemos encontrar A,, Aj, etc., 6 de la relacion:

n-1 A.
. _ i -
Apn(O) = -.Z:(:) -(ﬁ:'ry-!- 0 para n ) 1
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Asi tenemos:

131

1’ 0 1 2 3 4 5 6 8
A], 1 4 1 0 -1 0 1 -8
2 17 720 30240 1209600
Puede demostrarse que A2k-1 =0 para k> 1
Nimeros de Bernoulli.- Los valores de Bn(O) con:
B, (x) = n} P (x) ( A11)

son conocidos como nimeros de Bernoulli.
Por simplicidad de notacién, B, = Bn(O)

A continuacion se presentan algunos valores para Bn

1| 0. 1. 2 3 4 5 6 7. 8 9
BiI 1 1 1 0 -1 0 1 0 -1 0
2 6 30 10 30

Propiedades de los polinomios de Bernoulli. - Puesto que:
] =
Pn(x) = Pn-l(x)
entonces:

b . ’
Sa Pn(x) dx = Pn+1(b) - Pn+1(a) s - para n>0



n-l A-
En particular, Pn(O) =AY Pn(l) = 2{% TET%TT +A = A,
i= .

de donde:

En relacion a Bn(x) se tiene:
BA(x) = nE Pﬁ(x) =n Bn-l(x) , n3l
de donde:

S B, (x) dx = sop (Bry3(b) = Bpyg(2))

En particular:

5 B,(x) dx = prp (B4 (1) - B ,1(0))

- Loy e () - (1)l P_1(0)

Como B, = i!'Pi(O) =il Ay entonces :

pix) =B xh + By "1+ %2 N2 L +B
m - (n-INY 2y (n-2n
n
=__Lz(vi1)8ixn-1 (A12)
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6 simbdélicamente:
p (x) (x + )" ( A.13)

con Bi =B

Los nimeros de Bernoulli, para x suficientemente pequefio, pueden defi
nirse por:

l><
| e

' ) S X X2 i"’:
”_.(1+71"+3T+ ..... B;

e*- 20 (A.13")

esta demostracion puede verse en 1ibros de cdlculos avanzado*.

METODOS DE INTEGRACION POR APROXIMACIONES,

Consideremos el problema de valuar una integral definida en un interva
lo finito:

b
1=S £ dx
a x

donde fx es una funcidén continua de x en el intervalo a4 x £b; podemos
sustituir la funcién fx por una expresion de la forma:

.3 *) e, +E, (A.28)

r=1

* Sokolnikoff, 1.S. Advanced Calculus; Wilson, E.B. Advanced Calculus.
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de modo que:

b . b
g f, dx = S g: dx + £ .
a a

donde g: representa un truncamiento en g, de las diferencias cuyo

X
orden es mayor que t; dicho de otra forma, lo que se esta haciendo es

aproximar la funcidn fx por un polinomio de orden t.

Regla de Simpson.- considerando como férmula aproximativa un polino--
mio de primer orden, la valuacion de la integral dependerd lnicamente
de dos valores del integrando. Si quisiéramos determinar el area bajo
una curva suponiendo conocidos tres valores equidistantes del integran
do, 1a curva a ajustar seria una polinomial de segundo orden; esto es:

Is fx dx

2
x(x-1) 2

2 3 2
X 1 .2 X 2

i

§HO+HI+Q) (A5 )

En 1a expresion anterior se asume que la magnitud del intervalo entre
cada argumento es unitario; si esta magnitud fuera del tamaiio n (los -

“valores conocidos de fx serian fos oY f2n)’ bastaria con hacer un --
" cambio de variable (z = nx) para obtener:

2n n ' ,
So £, dz = (g + 4F +Fp) , (A16)

1a expresion anterior es conocida como "regla de Simpson",
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Sines pary \xi - xi+1‘= h para ie T, 7-T y se conoce f o i€l
; .

entonces:

X~+tnh Xa+eh X,+2h X ~+2h :
SO fodx=(0 fdx+52 £+ +g“'2 £ dx

-"
[a
>
f
Wiz
L
-h
-+
B
—',
>
-t
+
=
+
.
>
-

+
n
=

g

entonces:

x~+nh

50 £ dx
X X
0

o+

2(F, +f + ... +f )+f) (A.17 )
Xp ¥y X, X,

esta formula se conoce como la extensién de 1a regla de Simpson.

A.5.2 Formula de Hardy.

g ] o '
- i - - |
Sea f, = ;%% a; X - ( A.18 )
entonces
53 ?6: - ] 3
f dx = A, § =
L3 % =1 1Y Uy

486 | |
bag + 182, + -p=a, | ; ( A,29 )

’



+ 8a, + 32a

2 4

fgtfy=2 +18 "+ 162,

8 . % 4

se tienen dos ecuaciones con dos incognitas, esto es:

fqt f3 - 2y = 18a2 + 15264

cuya solucion es:

..(f;z +.f2.;A2fo) (f.5 +.f3.-.2f0)

4 = 104 234

-

Sustituyendo estos valores en (A.19) se tiene:

; | |
5_3 £ dx = (2.2) o+ (162) (Fp + ) + (0.28) (F 3+ £3)

o cambiando el origen:

6 ‘ o ‘
So f ok = (22075 + (1.62) (Fy + fs) + (0.28) (g + F)

ay = (f_p + f, - 2f() (5 - TE)‘%M) * IBTLESI (f_3 + f3 - 2fy)

136

( A.20)
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Si 1a magnitud del intervalo entre cada argumento fuera n, entonces:

6n
{7 ox = n (0,28 (7 + £ + 1,62 (F, + o) + 2.2 ()

0o X 0
y
o0 6n 12n 18n
f dx = g f dx + g fx dx + 5 fodx + .....
0 0 6n 12n
(Ve o0 oD
= nKo 28 X flci+ 1.62 (Z fu(ots1) * Z fn(st_l))
= t=0 t=1
> ¢ )
+2.2 t-ZO Fr(6t+3) ( A.21)

Esta expresion es conocida como la "Férmula de Hardy".

Observe que la suma de los coeficientes de l1os valores de fx es igual
al rango de integraci6n cuando éste es finito.

A.5.3 Expansion de Maclaurin.- Las férmulas anteriores expresan la integral
de una funcidn en término de un nimero particular de ordenadas; pueden
desarrollarse otras formulas bajo 1a suposicion de que el polinomio --
aproximativo es de un determinado orden.

La Formula de Eu1er—Maclaﬁrin permite aproximar el valor de una inte-

gral o de Ta suma de valores consecutivos de una funcidn fx para valo-
res equidistantes de x, en terminos de una sumatoria o integral respec
tivamente y ciertas derivadas de la funcién valuadas en x = 0 y x = n.

n-1

Sea XZ, fy = Fy = Fo s doyde f, = AF,
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entonces:
Fo= N, - (",
=[(I+D+%‘?"+%;+ ..... )-I]-lfx
-} {1"‘%.**%%* ..... }-lfx
Utilizando (A.13')
| 4 B, D% B, p3 :
Fx =D X:FO + B0 + 77 + 3 + .....i] fx
= By D'lfx B ft ;% Df, + g%- 2 LIRAERERE
- p! £, -%fx + 1 of, 7,1[0- p3 fx\+?8'%§'0'0'05 R S

Valuando entre los 1imites x=0 y x=n tenemos:
FooF = f d- (f‘ S f )+ A (F - )
n" 0 Jy X" 7V T/ TIZ2 VT 0
- 7%5-(fﬁ" - f6") + - o (A22)
por lo tanto:
n n-1 | | 1o e
Sofxdx=;§ofx+2—(fn-f0)-Tz(fn-fo)
boagg (F100 - f30) = (A23)

Estas férmulas son conocidas como la "Expansién de Euler-Maclaurin®.
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Puede obtenerse una férmula mis general cambiando el origen al punto -
Xg ¥ considerando una magnitud del intervalo entre las ordenadas de h;

esto es:
X~+nh n-1
]—-SO fodx = 5 F, + £ .
h g X Z "%g t=1 Xg'th =~ 27 xytnh
_h (f' -f‘)+ h3 (flu _flll)_+
17 x0+nh Xg 720 x0+nh X0 Tt

(A.28)

A.5.4 Formula de Woolhouse.- Utilizando la expansion de Euler-Maclaurin.

Smf wete+ S ale oL (e gy
0 X 20 t 2m 1270

1 [ ] 10
+ 7?6'(fm - fo ) -+ ...,

Sila mégnitud del intervalo entre las ordenadas es %—, entonces:

m ) mm-1 1' Lo
nsofx dx—z-foy‘:/____‘_l fy* 300 - o (- T0)
m
+_.._1._.3..(fl|l_fll|)_+“”'
720n° ™ 0
( A.26 )
Multiplicando (A.25) por n: ' o | : \

1

n Sm fodx =n ( 1 f. + %f% f + 1 £) -0 (f - £1)
0o * 20 t 2w TI12%m " "0

* By (gt = 65 e (A27)
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De las expresiones (A.26) y (A.27) .se sigues;
mn \ ( X
f (fg + f) - R R S (ALLIE L} NSO
t=0 ,% fo m 720n 0
m n n n
= - . Y| UL - I
n bet -2-(f0+fm) 'I-Z'(fm fo)"‘TZD‘ (fm fo ) B S
de donde
m n-1 n -1
= - = " ft
2 fy = n 2 fy - T (g f) - B (- £)
m
n'-] ( )
DL Y SR O R
720n 0
( A.28 )
Cambiando- 1a unidad de medida a n, tenemos:
> fo=nop -l )-—T"z'l(f' - £2)
t0 ¢t 0 ¢ 2 0 'mn 1 m 0
+n"1 (flil_flll)_+ (Azg)
W mn O ----- .

Estas expresiones se conocen como la formula de Woolhouse.

. Aplicaciones al cdlculo actuarial.- En la prdctica, cuando se trata con

funciones biométricas, con frecuencia se cae en el error de aproximar -
las funciones mediante un polinomio de primer grado, siendo esta aproxi
macion injustificable - excepto para contadas ocasiones - . La férmula

de Hardy ha demostrado resultados satisfactorios en la valuacion de in-
tegrales de funciones biométricas; basta elegir n de tal forma que 7n

caida justamente dentro de la edad limite (sin incluirla); se tiene en

tonces: | ‘
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o0
S; f dx = n (0.28 fy + 1.62 f + 2.2 fy +1.62 fg + 0.56 f

+1.62 f, ) | ) ( A.30 )

En 1a valuacifn de anualidades pagaderas m veces al afio, la férmula de
Woolhouse permite determinar expresiones prdcticas de gran uso.

Aplicando esta formula para ciertas funciones actuariales, los valores

d d .
de fx’ I fx’ a;g-fx, ..... para x fuera de l1a tabla son iguales a cero,
Ja férmula puede entonces replantearse como;

s S 1, , mél by "
= f, = foolonp ¢ gy L
mi0 L w0 PO 0 am® 0 gt 0

( A.31)
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TABLA 3 160
TABLA DE MORTALIDAD MEXICANA (Continuacidn)
(E. M. 62 - 67) '
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TABLA 3 (Continuacion)
TABLA DE MORTALIDAD MEXICANA '
(E. M. 62 - 67)
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NOTA: Los valores mostrados para,u corresponden a la aproximacion:
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