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PROLOGO 

A trav&s del tiempo el hombre se ~ basado en observa

ciones para tratar de estudiar 1 entender alguno• :tencSmenos, ·· fr! 

cuentemente en el conjunto de ob~ervaciones se encuentran algunas 

que parecen incoherentes respecto al resto; este tipo de observa

ciones son llamadas discordantes 1 serán el ~bjetivo principal de 

este estudio, enmarcada.e. bajo el AIÚllieis de iegre•idn. 

La tesis se encuentra dividida en 5 capítulos; en el 

primero se da una introduccicfn general en la cual se.define a una 

obaervacidn_discordante 1 se Ve la aparicidn de estae, observaOi2, 

nea.en las distintas rilmas del' conocimiento hlollallOJ poiterio111lente 

se realizan( un breve estudio de los residuales tratando de re•&! 

. tar eµs principales características, .mucba1 ~e las. cuales strin 

necesaria• para el desarrollo del capitulo II 1 por . 41 tiao en ea

te capitulo se estudial'M.l•• propiedades de la aatri& llamada 

sombrero, C\17.0 ~•tudio ée tundallental en el ~1111 .d~ Ke¡resi&n 

1 en 91 tratamiento y deteccidn de las observaciones discordante•. 

Bn el capftUJ.o 11 se presentan. alguno• ••todo• que han 

eido propuestos para detectar observaciones d1avorclant1s en el 

contexto de Am,11•18 •e Regresicfn. 

in el· capht.U..o III ae hace un pequefto eatudio de las o~ 

servaciones intiuyentea 1 se proponen algunos altodos para <letec

tar tales observaciones • 

. Una vez que lae observac¡one• discordante• han sido. d! · 

. ·.,, .. [ ,· •,:,'.· . 

:.\'' 
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tectadas surge la duda de ¿ Que hacer con ellas ? , Esta pregunta 

queda resuelta en el capítulo IV en el estudio del tratamiento 

de observaoiones discordantes. 

Pinalaente en el capítulo V presentamos cuatro ejemplos 

a cada uno de los cuales ·se le aplicarán los 10 m~todos propues -

tos en el capítulo II, para deducir despuee algunas conclusiones 

finales. 

: . 

'~ ' 
'·· 

·~. 
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In e1ta1 condicione• acn¡4e a lall ca1aa. de cambio o directa 

mente a los ,roductoree, en 4el:ianda 4• a,ud.a y 1es piden -

le ¡)resten deterr;.inado1 elemen.toe a rea1rva ó.e cubrirlos -

tan ~ronto leYSnten. au co11cha 7 la realice. 

-Pract icamen te en egte D1011ento nacen las operaciones . de 

cr•d.ito. 

¿ Con que bases acudia el &i!!'icul.tor, 1ibruiendo con. nues-

tro ejemplo, ante el productor o ante la casa de cn~bio, -

para que cualquiera. de eetas o e.L ¡.;roductor misoo J..e pres·

tara !os elementos deru~d.ados? as! mismo ¿ Con qué ba:::ies -

el productor ;·restaba ciichos ele!Lentos? , estas p:reguntas

pueden contes~arse de la siguiente forma: 

l•- E.l. acricu1 tor tenia una necesidad q\1.e satisface?'.. 

2.- O.t'rec!a una. ;remesa de pagar. 

,3.- JD. productor conodo. alaericultor y consecuentemente

ten!a confianza en 41 • 

¿ Que se desprenda dt lo anterior? :~uee es muy simple, me"'. 

diante tree fac~oress la ntceeidad, la time ¡irorr.eea de -

reeboloa~ loa bienee prtatadoa y por lU.timo, la confianza. 

A. trav'8 .del tiewpo la1 0~11racionH dt' crUito se han in-

cr.ementado y perfeccicmado. Se tienen datos .:.n. el sentido

de que el cr4d1to nacid durante la idad ?í.edia. 

, '·"· 

. ,:·- · .. ' 
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" Una observación discordante es aquella que no se aju~ 

ta al patrdn de las observaciones restantes. En modelos lineales 

es aquella, cuyo valor ajuRtado, difiere mucho de los demás " 

Stefanaky, 1972)(.29:) 

"Una.observacidn discordante, ( ó conjunto de observa

ciones ) es aquella que parece ser inconsistente con el resto del 

conjunto de datos "•( Grubbe, 1969 )C20 J. 
Podemos concluir que,una observani6n discordante es a 

quella que difiere substancialmente del resto de las observacio -

nea de la muestra en la ci1al se encuentra, es decir, su valor es 

extremo en relación con los demás. 

n problema de las observaciones discordantes ha sido 

de. gran. interla par~ cientificos,estadísticos 1 todas aquellas 

personas q11e de a1gun·a manera obtienen sus. resultados de la inte!: 

pretact6n de observaciones para analizar algi1n fenómeno de,inte-· 

rea. Y es necesario .. hacer una examinación crítica de tales obser

vaciones para poder "asegurar"· que los resultados obtenidos a Pª!: 

tir de esaa observaciones VM &. .s.er representativos. 

Desde los primaros·seree humanos que se basaron en co

lecciones de datos, para trat~r de explica~ el mundo en que vi -

vían, se enfrentaron al problema de tratar con observaciones dis

cordantes, debido·a que aparecían con cierta frecuencia en sus C2, 

lecciones, contaminando a todo el· conjunto y distorsionando, la 

información que podía obteneree de 41. Y ellos no tenían porque 

confiar en que esae observaciones pertenecían a la misma pobla '!'" 

ci6n y ser del todo dignas de confianza para poder inferir en ba

s~ a los resultados obtenidos a partir de ellas; debido a que una . 

···.;· .. ~ . ·, 

< 1, 
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'' Una observación discordante es aquella que no se aj~ 

ta al patrón de las observaciones restantes. En modelos lineales 

es aquella, cuyo valor ajustado, difiere mucho de los demts " 

Ste fansk;y, 1972) ( 29 :J 
" Una observación discordante, ( ó conjunto de observa-

ciones es aquella que parece ser inconsistente con el resto del 

conjunto de datos ".( Grubbs, 1969 )C20 J 
Podemos concluir que,una observanión discordante es a 

quella que dtftere substancialmente del resto de las observacio -

nes de la muestra en la ct1al se encuentra, es decir, su valor es 

extremo en relación con los demds, 

11 problema de las observaciones discordante• ha sido 

de gran. interla par~ cientificos,estad!aticos 7 toda• aquellas 

personas q11e de alguna manera obtienen sus resultados de la intet 

pretacn6n· de observaciones para analizar algdn fenómeno de inte-, 

rea, Y es necesario hacer una examinación crítica de tales obser

vaciones para poder "asegl.ll'ar"' que los resultados obtenidos a Pª!: 

tir de esaa observaciones van a ser representativos. 

Desde los primero• seres humanos que se basaron en co

lecciones de datos, para tratar de explican el mundo·enque vi;.. 
' ' ' 

v!an, se· enfrentaron al problema de tráta,r con observaciones dis-. 

_corda.ntes, debido a que aparecían con cierta frecuencia en sus cg, 

lecciones, contaminando a todo el conjunto y distorsionando, la 

infomacidn que pod!a obtenerae de 41. ·y ellos no tenían porque 

cpntiar en que esas .observaciones perteneciari a la miaa pobla _'f" 

ci6n. ;y ser del todo dignas de. cnnfianza. para poder intei-ir en ba-

s11 a los resultados obtenidos a partir de ellae; debido· a que una, 

: ;' ~ .:: : : •. ,¡-'"'. 
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observaci6n suficientemente err6nea puede arrufnar todo el anlili-

sis que se este llevando a cabo. Debido a estos problemas y a su 

frecuente aparicidn en vario• contextos van adquiriendo atenci6n 

especial. y se van delineando mltodos para detectarlas y tratarla& 

Son varios los contextos en los cuales poaemoa encon -

·eramos con este tipo de observaciones; enseguida menci.onamoe al

gunos de e1loa • 

l) EN llODJil,OS PHOBABILISTICOS : 

Al enfrentarno• con el problema 

de determinar que funcicSn de probabilidad caracteriza el comport! 

miento de Ciel'U poblacicSn, lo que se hace ea, en base a una 

muestra aleatoria de l.a poblaci6n baJo estudio .tratar de detenni

nar la 4iatribllei6n de la~. Al aueatrear podemos encontrar la 

presenci~ de obeervaciones discoi'clantea 1 ••to provocaría que no 

se pudiera delinear con exact~ tud la foraa d• distribuci6n de la 

po~lacidn • 

. .. 2 ) D : 80118 DI fIJmPO 1 

Con e•h. Upo de aúlisi8 podemos eat~ 

diar fendllenoa coaercialH,a1teoroldgicoe,aocialH etc. Y eri eate 

tipo de aodeloa taabi4n puecienencontrarae observaciones discor -
. . 

dantes oca•ionando loa ailÍlloa problemas antee menoionadoe, que r! 

percuten directamente en los resultados obtenidos por el modelo. 

3) 11 .IOD&U>S DB DISlliO D~ IÁPBIWl~'l'OS ·Y 4;N Gr:H.r:BAL t:N llODB -

LOS LINEALBS 

in este tipo de aiocieloe podemos eaper&J'. aneo~ 

trarnos con observ&.ciones ciiacordantes en a.aba• inte~retacionea1 

Detennin!sticas y Probabilíaticáe.Lae deteraii.nhticae (que vie -

/: 

: .. ) 
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nen desde la fuente de datos no estadísticos ) y probabilísticos 

( sobre el cuestionamiento de la hip~tesis de distribuci6n o de 

estructuracidn del prnblema l. 

4) En general en todo tipo de modelos ~ue se basen u ocupen 

muestras de observaciones nara su desarrollo y obtencidn de resUl 

tados podemos encontrarnos con observaciones discordantes. Y nat~ 

ralmente encontramos obnervaciones Oiscordantes en modelos de R! 

gresi6n Line•l General, problema, que como ya hemos mencionado, 

serií el que se trate a trav's de todo el desarrollo de la. pre -

sente tesis. 

Antes de pasar al problema de observaciones discordan -

tes en modelos de Regresidn Lineal, es importante ver cuales pue

den ser las causas de las variaciones e inconsistencias en los d! 

tos. 

Estas variaciones se pueden deber a diferentes causas, 

entre las que de1tacan 

VARIACION INHE~ENTE 
Eata es.la variaci6n propia del fendm~no, es 

decir, es posible que una observacidn discordante sea una. simple·· 

manifestacidn propia del fendmeno. 

Bata va"1.acidn no puede ser eliminada ya que al elimi -

na~la esta~!amos eliminando tambi~n características importantes 

del fendmeno bajo estudio. 

'Por ejeapl:o en el ·siguiente caso la observacicSn encarr! 

da en el cuadro pódr!a detectarsA como discordante y sin embargo 

es tan sdlo la obeervacicSn que indica que el féndmeno empieza a 

cambiar de comportamí'ento , 
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• 

ERBORES DE llEDICIOBi r 
latos son errores que •e cO.eten al uaar loa 

in•trwÍl~ntoa de aedici6n al e•tar 1'41Colectan4o la• obeerYaciones 

que airYen para explicar el teadaeno. 

ERROUS DI &JiOUOIOB r 

letoa son errores que pod .. o• detini~, como 

la diferencia entre lo que H intenta hacer ~·10 que realmente se 

haoe. Por e~•plo cuando obHrvlllÍoa un •l••nto de UDa poblaci6n 

coeplet .. ente di•tinta a la de nuestro inter••· 

ID aucbaa·oca•ionea cuándo el valor de una ob•ervaci6a 

H encuentre ale,~ad~ del valor de laa deds, H eo•pechari que e! 

te alejliliiento es cauaado por al¡una de la• variaciones ante• ••! 
cionadae. 

Pero •urce de inaediato otra pregun'*a t 

¿ Que hacer cuando en un aodelo, mae•tra, eto. encontr1 
aoa la presencia de obsel'VJlciones cliecordantee t 

Si ea posible rastrear la obeervacila podrluio" detectar 

las causa•. por lae que el proce80 ha tallado ~ •ata H recbaurta, 

. :,-,l.i 
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en caso contrario, ea decir, en caso de no encontrar alguna causa 

que expliq~• el ale~amiento del valor de esa observación, no será 

posible desechar t'cil.llente la observación y se necesitarin de cie~ 

tos criterios para hacerlo. 

Una cosa importante de notar es que si la variación se 

justitica y se debe plenaaente a un error de ejecución o de madi -

ción que no es posible rectificar se tiene entonces una buena jus

tificación para descartar dicha observación y todo registro de ella. 

Ahora bien, si se sospecha que esta observación "extra

da" ea producto de alguna peculiaridad del fenómeno bajo e1tu.dio 

( por ejemplo no no¡,nalidad o cambio de pendiente en el caso de m~ 

delos lineales ) entonces ea aconee~able separar la observación y 

estudiarla por separado y al mismo tiempo abrir una secc16n en el 

reporte de la investigación en donde se comenten este. tipo de ob-

servaciones. 

·Lo anterior .ea sólo un punto de vista acerca de coao 

tratar a las observaciones discordantes cuando 4staa se encuentran 

presentes. Pero a travla del tiltllPº esta dieyuntiva ace~a de re -

chazar o no rechazar ha sido motivo de gran discu.ai6n, como ejem

plo de algunas opiniones acerca de lsto tenemos las dt 1 

Beaeel. 1 Baeur ( 1838 ) quieneo indican que nunca se 

debe rechazar una obaervaci6n.meramente porque su naturaleza es 

" extrail.a " ( valor del residual correspondiente muy grande o muy 

:Pequeño ) e 5 J . 
Legendre ( 1805 ) qui~n relata au experiencia sobre 

el juicio subjetivo en c'lcu.loa y recomienda la exolusi6n de estos 

. •, 

" 
,., 

-·',j 

·-··J.•··¡.; 
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monetaria internacional, a•t como el nacimiento 41.un lfxico 

4•a•o•o de ocupar un primer plano en la ln4ustrializac16n 11. 
tinoamericana, taicieron n1c11arioa compl .. entar la Legiela-

cidn Jan.caria 4• 1941. lato a)'\144 a oon1olidar a la 11.nca ea 
peoialisalla (41pd1ito, hipoteca, ~o•ento, unionea 4• Crldito 
C&pitaliucidn) 7 fue la clave de \111 desarrollo bancario es

pectacular. 

As1 mismo ae forma tambiln la Banca de Car'cter Jara~a&tatal 
para Pomento Agricola, Industrial, 4• lxponacidn 1 de Obra1 

Pdblicaa, en tanto que la emisidn de valor•• Bancario• •• -
con1olida. 

Si biln por un lado las metas lograd•• coni'irmaban que el -
crfdi to bancario •?'! cap4z_ de dotar a la Indu1!ria de recur

soe c~tioso1 a mediano 7 largo plazo, en apoyo a·1u cada. -
vezas clin'mico creciaiento, por otro lado,, tasnbUn eren.vi, 

aiblt• cierta• r_eeistencia1 o r!cidecea d'l sieteÍ!l& en aepe¡ 
toa iaportantea. 'Ad por e~emplo los Bancos PinanCieroe y -

laa Cédulas Hipotecaria• no hab!an entrado &l. mercado propi! 
~ente dicho quedando ..De~ados por loe propios. emisores ade

ds de que, dado que 41to1 constitu1an .La pie&& •11tra de -
la Banca elmercac!o ~til ae habfa ·lll&llttnido en''lllia poai
ci6n áu:dliar. 

lft cuanto a 101 bono. ¡ubemarr:ent•les, .ta.poco aJ.cani~ron el 
·::ercado pl1blico J)uls a peaar de &J.sunoa intentos .49. coloca~ 

' : ' ·- -·' ··- : - ,. ... ' . 

t_.;,., 

·, ,·, ', ·.~ . 

'· :~. 

.•' 
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loa • loa doa 40, el lleotlo •• '"' oontuuaabaA oaatiYo• •n 

al •oa~a f:a a11 .. tro lluoo 01atrel. 

t..~oo al 1aoa~a laaal J la aalaotiY14&& Cal c..,4ito piadi& 

l'OD ºº*'"'.&.a :iatlaoida, oo• at.paaeo aa1 un pr1ao1p1o -
••• p04rfa J.ocraraa •d1ante UD& Mnoa central, tato pro·

,.i.aon del t~oiuiento ouuto D1Yala4ora 4e .La oferta -
llOBe'8r1a. 

Ami. cb&nlat• ia a•oua ele loe 60 1 ba~o la• praeionaa d• ·
una aooadllla oada YH -'• ooapl.•~a, tl aCNPui•nto lllloa
r1o por 1a1titucionH oa'baoerae, tlllto. en tl eaotor pri.,.do 
ooao on al '!)&r•Htatu, 11.nimo rat1aamitnto el• la Htl'\lct!l.;. 

ra 1-loaria por Hpac1aJ.i4a411 c¡11e tubUa ainiera al pata· 

acaba '!>01' -;>erc&az" toaa thxibil.14•~. ~Hta que en .101 ai'!oe -
10, &aO'U& m capacidad .;ara atpir al· Pa1a en aua ntcHi~ 
4&a•• · t1nao1araa 1 á• Mna~o Mnetario,· caa paao, an J.976,• 

• u' lilnoa .u,,lpla •. :Con baat en asto, •1 lo. d• Ibero el•;. 
1919· .. tra en Yipr, ·la 1noorporac1fn a la r.1 lancaria ••

.. la reter1e1a. IUaoa alltipla •. 

91 la aaaua,4a a1 tu da la afO&da •• ...... oolaantH, •• acwli· 

••·la· ori•i• eoolldaicia •• -.cboa 4• .Loe Pab•• an vi~• 4e-•.. - ' ' . ,- , .. .· ''<. • ''i 

4eaaÍTolle, 4••tao al tl'leap1~0 . onoiahnto ••••sr'tico, a 
la oaruoia da· ad.eouadáa .aatl'\lo.""'91 ia,,rn&. pan. tJ. caaaa· 

ft.ouo etiou de aua . aotivldUH pro4uotiwu, J a lH 4afi• 

oi~ia. - 1•. adill1niatraci6n ;.pdblioa 1 .n na· •ht••• .clt

or.ait•.· r~ ooao o~~i•ou.ancia'•:t~ todo tl.i.o ·Pl'ObJ.tMa poJ.hi· 
~o~' id•rno1 (5) . .. . . . . . . 

'.,. 

t5) • ..;. •11inua1 lae1 ·1'mo1our.1o 'llnoano.-Jol'p m.1.-.aa. AJ.n-
' rea, ldci~n lf.lt4 · ·. .. . . . · · · · 
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b) IA prima a papre•, 

o) Ouaata protecctcSn nos va a brindar en oa•o 4e que oov:ra el 

sinleetro. 

&l. priaer inoi80 H titícil d• Ht\Uliar p que 4tpen4e 

del tipo especial d• problema que •• ••ti eatu41an4o, •ia .. bargo 

es un hec._., el pel18J'O de la• obaerYacione• tiacordalltea, 1 •• 

por lato, que los lnYHtipdorH eatú intere..to• en eatuüarla& 

lete factor afecta por il\l&l a todo• loe criterio• 1 por lo tanto 

no ee utlllsa para efectuar ooaparacion••· 

Je pr0teoc1cSn .,. la prima ( el precie 41 la proteccidn .) 

dependen tanto de la fol9& de detectar, oo .. la 4• tratar· a la• 

obeerYaoion•• ti•cordante•, 'ª que existe un precio tanto para la 

protecotcfa en •l altoclo te 4eteoo11a · OOllo para la proteooi&a en 
. . 

el altoclo 41 trat.aienio. Y •• por ••to que •• ooil814eran ea con-

~unto tana la p:roteccicSn ( por detecctcSn 1 trabaiento ) coao el 

p~ecio ·e •• 4eboctdn 1 trauatento ) ra ·que .O •in• tener un al . :. -
tocio cfpUllO detratu:lento •1 el ahoclo de deteooicfn H pl1illoo 

v:loever•••' 

'Para efet?to•4e coaparac:ldn 4tben npoaene dlidU ba 

eisutente• ·oontic:lonH ( aunque en la pncttoa. ~ lo Hu ),·( 2 J 
· i) Loa coa toa de coaputacicSa deba . Hi' iCDOftdO•. Si no ,. · óoa

•l4era Hto, la prima tendr!a que incluir •l coeto de •• -

pU:taot&n extra ._rHul tan te del uo de la ntel•• 
· 11) OualHc¡Üiera. que HUl 1u oirouutanoiu •• llqaD cauade 

que una observaotdn ••a •extnfta• no ateotu en tona al -. . . . / 

,gua.a· a· la• d-'9 obeel'Vac:lonH, Hto ea, .. •1 maa ob .. naoidn 

•• 4i•cordante •u o•pallerH no tteaa · ,.rque Htar ooa -

'·'. \ 

,· <-
~ ·i,-·l' .,. -: '· '.,:. ; 
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taainadae. 

Ui) Loe cri'hrioe de detecoidn y tratamiento son objetivos, -" 

en el sentido de que no inclui~ la info:naaci6n a priori 

que sobre el problema posea el investigador, esto es, los 

criterio• no dependen de quiln los aplique. 

·:'', 

·.''' 

;, ·" 

.· 

' ' :~ 
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HI8f01Il 

A travle de loa afios, el teaa de exclusi6n de observa -

cionee di•cordantea ha eido de gran importancia e interle en mu -

chas ciencia• ooao 1 Aetronoa!a, Geod,sica, Qu!mica, P.!eioa, Baljl 

tica, etc. 

1ña de las priaera1 re~erencia1 que ee tienen acerca de 

este teaa parece baber sido hecha por Beseel, en un traba~o de 

Geod,eioa, publicado en 1838 por la direcci6n de la HCuela ale

mana de aatr6noua· ( 2 )o Lo que BeHel expreeaba era lo •i¡uitn

te 1 

• fen•o• peneado que ello aediante eetriota obsenacidn ele 

esta regla 119 pueden eliminar. &rbitrari edadee de nueetroe rHUl -

tacloe •. Ja regla a la que haeia referencia era la de • nunca ex- · 

cluir una obeervacidn eolaaente porque au residual era graDde •. 

B1 priaer intento ele Wl ori terio ·de • .,1u816n baaa4o en 

un rasonuliento probabilfatioo he becbo por Peiroe en 1852 7 au. 

arglaento h• reproducido por Cbauvenet en 1863 quien entonoH 

416 una regla eiailar basada en 1ID arg\aento eiaple. 

Y debido a eetas regla•, y por alsUn&s otra• •uaerenci• 

que eerv!an de ~vertencia en el caeo ele la exietenoia 1 preeenoia 

ele obaervacionH. cliaoorduitee, •• produjo una gran 411011111c1ll, Ja 

que alluno• ni .•1quiera adaitlaa el concepto ele e'baernoionH 41! 

cordantH 7 la Hplicac16n que 4aban. cuando ellal aparedan era 
,' .• 

aiaplemente • lla7 alguna e~plicaoionH t!eioae obvia8cle1u Pl'!. 

Hnoia •,·pero él becho era que cientltiooa, eatacllatiooa 1 otra• 
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personas que tuvieron que analizar dato• 7 toaar deciaione• en 

be.se a ellos •e veían forzados a establecer 7 hacer juicios act[ 

oa de la presencia de obeervacionea discordantes. Y es debido a 

esto lU.timo que se siguieron haciendo estudio• e investigacione• 

de ellas. 

Kl. siguiente paao •1piticativo, deapul• de P.irce 1 

Cbauvenet, ·tul beoho por Wrigllt (1884),. ti.tapo 4espu'• ae d.16 una 

excelente discuai6n general, creada por la oourrenoia de eete t! 

po de obaervacioliea en la ütronoa:Ca. lfript augiere entonoea, .·• 
que la me~or regla para deteo~ "lo que no ..._. a obllervar" el 

excluir cualquier obeenacida CUJO resid\\&l UOeda en UCDi tud 

cinco vece• la probabilidad de error ( e• decir 3·31 veoH la de! 

ytaoicSn HtÚldar >•.la ráaln d&ctapara esta·r9cia ea que •1 la 

le7 QauHi&n& de error le C•ple real.llente, 8ll proaedio 8010 una 

obaervacicSn en un llillar aeri recba1ada. 

DI 1925 en adelante, io·a eatadtaticoa JUllieron auoba a

' táoicSn en ea te t .. , St.~t (1921) propo,..;,ioM una inhrHante 

relaoicSn de deteisinaoionea.Ual.:Cticaa qui.aloa• 1 propuo el.Uilo

de un ·criterio de rango para la detecc1cSn dt eaiaa ob•ervaoioaea. 
. ' 

'r. exolÚ•i6n de oma•nac1one• cÍiaoorclantH parece babtr 

•ido de particular interfa .para lo• Jforteaaericuoa¡ · ooao un ·~• 

plo. pod•o• aencioaar a Peiroe, Obauve,net 1 lb1.pt. 

ll t111a •• .~nioicS eD el contexto de ~11•1• por alniao• 

cuad~do•.o en •l•odelo de &ÚlieiB·de.variuaaa 7 H curio•o 

(apárentemente) que no tu• couideraclo por Gaua•. e 2 ) 

:; :.' 
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· Y he aqui que 7& para nuestros dia• los criterios, pru!_ 

baa, baaea para la exclusi6n de observaciones discordantes, desde 

au deteoci61l han ido evolucionando con el. paso del tiempo y adqtq 

riendo mayor ciaentaci6n científica en cuanto a loa criterios pa

ra detectarla•. 

\"• 

f.' 

,·,. 

',·· 
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LA IJIPOR~ANCIA DI LA llATRIZ SOaBRBHO 

In muchos reaul tados cono•idoa de Hegr••.icfn lineal, •• 

encuentra involucrada una matriz importante, a la cual 11Ellllareao• 

' a&triz Soabrero • • 

Loa elementos de la diacolMJll de Hta aatris, no• ••m 
muy átil•• para llevar a cabo aucho -'• t'cii.ente loa 0'1culo1, 

de deteocicfn de obaervacionea discordantes. Ad .... esta matriz 

sirve para determinar la infiuencia de un valor obeervado, sobre 

un ajustado. Por todo ••'to creel!loB nec••ario hablar un poco acer 
. . ' .. . . . -
ca de tal .. tris. 

~ el modelo lineal general .Yª >qa+e, donde y,.,o> . 
•• el vector de obaervacionH, ')( 'ª"'°' •• la aatriz de vari.abl ... •! 
plicativaa de, rango p 7 e,_., ... •l vec'tor de ·erron•, al •Juetar 

por a!ni111oa cuadrados obtenemos que 1 

· · .. ~ : x? = xcx·xr~x''i 

= tt "J 

en donde H ·• X(X•X)-1x•. ea la 118Mc1a .. tris ••bren, l• oúl 

ea una pro;reccicfn de y sobre ~ • 

Bata matriz .. a trecuent•ente ueacla ·por el .papel que 

Juega en la d..tltminacicfn de .Ja Utri& de varlanzal 7 OOV~riUlZ .. 
de j 1 de E:.'J·f, el vector de reeidualea 

. ' ... ,>· . 
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Alguna• de laa propiedades de l.a -tria K aoa 1 

H es ai•ltrica; ea decir H • H~, at--'• B ea 1cltapoteJlte, ea de -

cir H • Jf. 
Sea H a ( ~j ) , por ser H aill,trica e 1deapotente 

tenemoa que : 

11 •• - ~ 1~. : J..~. -r L J..Z... -"'"' ~ "~·J .. :•· &J 
Jlll ~· 

(1) 

.Notemos primero 5t"• ~i •• una ama de el•entos elevado• al 

cuadrado, 1 · ·• ..1&j ~O V J • 'J 'J • ·:.. h 

por lo cul Á6& .?o HCUDdo 1 llu no puede aer 11a,yor que l, 

dado que •i lo fuera .q1 aerta 11a7er que lati• 1 la 11Ulda4 (l) 

nunca · poclrta darH . : • O .E J.• • 4- I 

Como H e• id•pot•le •toaoH 1 
llaa&o ( Bi ) • tran' (e > ~ tr -(•(x•xrlx•) 

.· • tr (X•X(X11)-l). 

• •r (Jip) • J . 

' '·.·,,~·-. f: .l ú • p . '(&• . ' . 

tomando u coJU1i4eracicfa e9te rHÜJ.-.. ll•luo•a q,lle 

el tudo proaed.10 ·4· uft el•eDtO de la.diaconal 4e la MÍl1.S loa 
~ ·. . . -
c. .l , .. /,, = ~.. • ' . brero e• ,_, 

Deade el pun'° de viata ••tadt•ti~o; el, el .. ento ~~ 

de H Uene la •i8Ui.•nte interprakci.Sn.-

18 la illtl.uenoia o illpor -

'tanoia de Yj aobre ); :4ebid• a q110 ·1:. 

' ji. • ..( •• )1 ,,. ..&,a: J~ ,. ..... ~'.i Jj ..... 7' J. ... , .. 
t ... io an'Corior .. te .... illportuo1a, p que, coa.ocer . ,, . ' . 

H nos •7Udal'i a detectar valor••. te .X que i...- una iatlueno~a 

grande sobre el a~ute. · 
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ID oon1ecuencia 81 el diseflo eeti{ bien, se Hperarla que 

todas laa T'• tuYieran la •i- influencia en el ajuste, la infiue!! 

cia de 1i sobre el ajuste se encuentra sobre loa elemento• del i

~si•o rengl.on de la matriz ( H ) ( o i-&aima columna debido a la 

simetría ) esto anterior ya que analizando tenemos por ejm. que 1 

La influencia de 12 sobre el ajuste la vemos reflejada como 

sigue : ;r
1 

• 11¡27 2 + • • • aqui ·tenemos la influencia 
de ;r2 en 11 

• 
• 

· 1'n • hn~2 + • • • 

aqui tenemos la influencia 
de Y2 en. 72 

aqui teneaoa la influencia 
ele 72. • 7n 

aitoncH no• podeaoa clar cuenta que dependiendo clel valor 
'· . . . ' . . 

de hij' i • 1,2 ••• n j • 1,2 ••• n (pero tija 11tcdn la obHrn.016~) a 

la influencia que 1j tiene •obre el ajuah1 pero Htoa el••ntoa 

como vi•o• uterio111ent1 dependen del •alol' que·tnp h11, poi' lo 

cáal. ea neceeario tan .•olo ti jarnoa en el valor de h11, (ea decir 

ver la infiuenci~ de. 71 •obre j 1 ) para 1aber la infiuencia de J'i. 

1obre el ajuete. 

Otra coaá que ea i•portante de analizar lfOD loa caaoa •! 
tr .. 01 en. el valor 4• h11 , pueato que ya eab•H que O 1th

11 
* l 

analisar .. oa 101 •il\li•ntee caeo• 1 

Para·. •l. pnaer oaao ( 

',_,· 

t) h11 • o 
11) h11 • l 

h11 • O ) ten1110• que 

h ·• fo h2 
11 . r.:. ij • o . .... :J. o• h1~·· o.lfo\".i 
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11 "' o 

Is decir 7
1 

es ti~o al cero por la to:raa del diseflo, 1 

no es afectado por 11 o por cualquier otro 1~, ee decir 11 no ti! 

ne ning\llla influencia sobre el ajuste. 

Luego 

Para el segundo caso ( h11 • l ) ten .. o• que 

_l,_ :- _!~¡ • !: fj : I + 1:.,J',¡ 
J•l ;.¡ 

:. '[J.f,=o 
t/lti 

·. esto no• dice· que el modelo qu.eta exaotamute al valor clel da"°. 
Ooao aencioriUlos anterioraente, podr!U.011 penear,que el 

tuafto promed~o «.e h11 es p/n, 1 Wl poaible criterio ~ decidir 

cuando h11 H "grande", y por lo tanto 11 ea intlu,ente en •l ajll!, 

te, es comparar h11 contra 2p/n, •1 hu. 2p/n, 1a
11 

ae considerari 

."grande". 

' ~ ' ' 

,· .... ;'. 
. .. ,:·' 
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iESIDUALES 

En el modelo dt Regres16n l.=-,,•e los residuales son 

definidos COllO las n diferencias r.·.Jl.;¡ dO.nd• Y1 es el valor ob-

~ . servado y y1 es el correspondiente valor &Justado. Y debido a que 

todos lo• mltodos para. detectar observaciones discordantes se ba

san en su estudio y º'loulo hallamos importante ·hablar a4s acerca 

de ello•. La raz6n por la odal los mltodos se .basan en .s~ estudio 

es debido a que por eu·definici6n son sensibles e indican la pre

sencia de estas observaciones, ya que como la detinioi6n lo indica 

los residuales E; eon las diferencias Mtre lo que ee observa y 

lo que se predice por la ecuaci6n de Regresi6n, esto es, la canti 
. . -

dad por la cual .la ecuacifn de Hegresi6n no ea capaz de explicar 

correctamente el :ten6meno. Como consecuencia de esto,' podemos pe!! 

sar a los~ como "errores obaervados si el modelo es correcto". 

la importancia de los residuales radica en que medí.ante 

ello• podemos ver cuantitativamente los e:Pror•• obaervadoe si el 

modelo ea correcto. 

Kl. estudio y uso de loa residuales no s6lo .se hace para 

detectar obaervaoiones discordantes, tienen otros UBQ8 tan im

portantes ·como:lsté, como veremos enseguida. 

Ouando H esta haciendo un Alll(lisie .de ·Regresidn se es-

.. ,,· 
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tablecen loa siguientes supuestos : 

a) Loa d1 tipo distribucj.onal como son 1 

1) Que loa errores son indep~~di~ntes, tienen media cero y 

varianza constante ~a. • 

11) Qui •iguen una distribución nonnal • 

b) Loa supu.1atoa de linealidad • 

Para poder confiar en loa resultados del ani{liais ea 

necesario verificar tales supuestos en el fenómeno bajo estudio~ 

porque ai no verificamos, por ejemplo, los supuestos del inciso 

b), podría suoed~r como en el siguiente ejemplo e 32:). 
Bate ejemplo consta de cuatro casos y en la siguienté 

tabla a1 encuentran loa datos para cada uno de ellos 1 

var. ca~Cll # 1-) 
X ' l 10 8~04 

2 8 6.95. 

J 13 7.58 
4 9 8.81 

5 11 8.3) 

6 14 9.96 
7 6 7.24 
8 4 4.26 

9 12 10.84 
10 7 4.82 

11 ~ ~.6~ 

,,,., 

2 ; ., 
9.14 7.46 
8.14 6.77 
a.14 12.74 
8.77 7.11 
9.26 7.81 
8.10 8184 

6.lJ 6.08 
3.10 5.39 

9.13 8.15 
7.26 6.42 .. 

~·H ~·13 

i 
8 
8 

8 

8 

8 

8 

8 

19 

'8' 
8 

8 

:•.' 
".'.' 

j 

6.58 
·5.76 

7.71 

8.84 

8.47 

1.04 

5.25 
12.50 

5,56 

1.91 
6,8i 
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Con este ejemplo nos daremos cuenta de la necesidad de 

analizar siempre si los supuestos de linealidad, 7 en general to

dos los supuestos, le cumplen, 

Cada conjunto consiste de 11 parea de puntos (x1,y1) 

para los cuales el modelo de Begresi6n Lineal •i•ple es ajustado. 

Con cada conjunto de datoa ae obtuvcS el estiaador de r. , r\. , ~ 
2 y el valor de a , teniendo como resultado la mima U'nea ajustada 

para cada ionjunto, con los sigu.i.,...entee valores 1 

, •• 3 r· = .s ~ • \.3.':t! it= ·'-":t 
Ya que las eetadlaticas obtenidas aon las aismas para 

todos loa conjuntos de datoe, uno podría concluir que el modelo 

de Regresidn Lineal ee igualmente apropiado para cada uno de ello~ 

esto confiando plenamente en que: lo• eupueatoa de linealidad 1 di!. 

·tribucionalea del modelo se cumplen para cada oon~unto sin verif~ 

carlos. 

Sin .. bargo un aimple.an.iiais sr'fico 4e x contra 1 

•ueiere que estos resultados no son confiabl.ee 1 •• ve el porqul 

en la• eigu.ientea gr'ficae \~ 

3• • 



• 

\1) l 

En la gn(tica I l' nos podemos dar cuenta que ee puede 

•confiar• en la línea ajuetada para eate priaer conjunto 4e 4a -

to•. Para el aegundo co~junto de elatos, la 1rtltica 1uctere una 

conclu1i6n diferente; que los resultados del an'lieie por Re¡re

aidn Lineal aon incorrectos ya que •ería m's apropiado, para ••

te conjunto de datos, \an ajuste cuadritico 6 un a~uste polinomial. 

La grifica I 3 , corrupondiente al tercer conjunto de datoa, 11 

gier• que lo predicho por la legr11i6n Lineal eiaple puede 11r 

correcta para caeí todos loa datoe, aenoe para uno que •• encuea 

tra ·~alejado de la línea ajuetada. La grifioa del conjunto .fi. 
nal, 1ritica I 4 , es diferente de las otras en las auale• real

mente había baatante informaci6n para ba¡er un juicio concemiea 

te al modelo a~uetado. In lata el valor l'\ Hta tu~r"temente de -

terminado por el •alor de 18 s si esta obeervaci6n tuera omitida 

ni aiquiera podrlamoe eeUaar a ~\ • . . 

Con eetoe ejemplo• noe podemos dar cuenta de la imporm 

tanoia de contar con herramienta• que nos pe1111i tan verificar e! 1 



- 25 -

i) lxiste linealidad entre laa variabl••· 

ii) Loa aupuestoa del modelo se oumplen. 

para poder confiar plenamente en loa resultados obtenidos por el 

anlll.isie de iegrea16n. Y para a,.uclar a la realisacidn de eataa v~ 

rificaciones son de gran utilidad los residual••• ae1 •i el aode

lo ea correcto los residuales tender'n a confinaár o no los au -

puestos hechos. 

De eata manera cuando uno se pregunte •i en realidad H 

c1.1111plen loa aupueatoa,laa re•pueataa pueden aer 1 

i) Segdn •l coaport.aiento de 1os reaidual.H loa eupuHto• 

parecen eetar contiraadoa. 

ii) legdn •l c•port.aiento ele los residual.ea los aupu .. toa 

no parecen confirmare•. 

La reapue•ta 11) •• ••l, ,. que, no •e tiene clara evidencia de 

que eaten .incorrectos dichos aupueatos en el fea6aeno ba~o Htu

dio. 

Lo anterior illplioa una ouiclalloaa inapeooi&a de lo• n-

aiclual••• 

Hay varia• toraaa de anali•ar los residual•• para ••1'1-
fiear todo• lo• aupuHto• 4•1 aod•l•I lo• c¡u• 14\d 11ttncioauo• 

eon gftlfioo• 1 t•oilH .de ll"ar a oabof uto• .. on 1 

i) In con~unto c•pldo 

ii) .lapel nor..i .. . . 
iii) Oontra loa nlorH a~u•tdo• ':.' 

i'Y) 0ontra fH Yal'i&blH UpliOatOJ1.H ~~ 1 ,.\.,\ •••• ~ 

•) ID con~unto,ordenado coa rHpeoto al ti..,. 
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Bn general,para laa cril!icas bd'.sicas, los r••!duaJ.es P2. 

dr'n ••r graficado• en cualquier fol9& que aea sensible para el 

probleaa particular bajo consideraoi6n. 

i) in conjunto completo 1 

iete tipo_de grilficaa se llevan a ca

bo graficando por arriba de una línea recta lo• residuales, sin 

tomar en cuenta cualquier factor que ba7a influ!do en •u obtencidn. 

S! el aodelo aju.ta4o ea correcto, en la hipdteais diatribuoional, 

entonce• loa residual•• aost~ una tendencia coao ai proVinie

ran de una distri buci_6n nonal con media cero; ( es decir 1t en -

contrarú •bJ.en• di•trlbuidom· alrecle4or 4el cero ) • Pero ¿ c•4o 

••t• tipo de ir'tica• van a contra~ecir esta 14•a ?. Pria•ro ten1 

aos que notar que la aedia 4e loa residual•• •• cero, pero tato 

si .. pre •• cuapl• para el caso 4•1 modelo .de iegresi6n Lin•ll con 

el )lanaetro f. , entonce• para poder ~uacar coao •ez·r6ieo• un 

aodelo utilizan4o ••te tipo de criltioae •• necesario tener un pa

trcSn de. coaparaoi611, el patrdn'que nos a,uh a lo anterior con•i! 

te .•n lo ai¡uient• 1 

Se hace uao de una tabla de deaviacion•• ale! 

torta• no:raalea; H Haos• una aueatra 4• tamailo igual al dt la 

mueatra ocupada para el aodelo, cada elemento. ele eata aueatra se 

grilfica 4• la aiima ..... ra que lo• reeidualea,. 4ata gr,fica nos 

exhibid •l coaportaaiento ele anormalidad para muestras de 11e t! 

ll&i'l.o. Bi la ir'fica 4• residual•• difiere mucho .de eeta di.tima, 

esto quiere decir que .].oa reaidualH. a{ se COllportan collO. •i pro

vinieran ele una dutribuoi611 nonaal con me4ia é'ero; en ~l caao 

··,'."·· 

... '~ 
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en que ambas gnlficas 8e aaeaejen mucho seri indicio de que loa 

reaidua1ea no siguen un coaport&B1iento de waa distribucidn nol'll&l. 

con rudia cero y entonce• H podnl concluir que el aodelo parece 

no cumplir los supuestos eapecificadoa. 

Ahora bien, en situaciones donde el ndaero de residuales 

es demasiado grande la gralfica en conjunto de ellos puede hacerse 

en fol'lla de histOcram&8 o en papel no!9&l.. 

i1) a.i papel nonal. 1 

lllte ea UD procediaiento alternativo, pa-

ra probar ai 101 reeiduÁl.•• aueatran Un. tendencia coao •1 pro'Yi• 

nitran de una pobl!lol&11 noma!. Elltaa &rifle&• •• bacen·. en papel 

normal. 1 •e pueden bacer do• tipo• 4~ griflc•• en e1te papel 1 

·lo~al coapleta o aadio noraal, en ubaa .Z,.ttou •• poclri checar 

ai exi8teo no noraalldad 4e la 1iptentefona1 al lOI puntos al 

graficarloa obHrvan un oomport•iento linNl. eDMDCH uno podri 

decir q~e,en· efecto lo• rHidualH .Uenen UD ooaportUiento •nor

mal•; en caeo con'trario 101 reeidualH no H o•portan coao ai 

pl'OVini.HO.de una poblaoicSn DOntalo 
' . ' 

llte tipo de g1'ttcaa cuando bq .un ndae~ ¡rande de rt 

sidualea 8e pueden bacer graficando por parte•, •• decir, 11 tent 

mo.s por ejPaplo 200 rHidual.H a graficar, 18 ll'&fiOa.~ priaero 

el dfCillO residual a&1 pequeilo, IDBe¡uicla el. YiClliJlo 1 a1! baata 

el 180-l•iao 1 entonce• Hta gnltioa no1 rewelá el coaportaatea 

to en ·global de todo••· 
' ' .. 

iiiJ Gntica1 con'tra ~ 1 

Kate Upo de· oi'fica• 11rvu para 

· .verificar la homocedaat101da4 . de loe •rr&tJ'.ºH 1 no8 dua otro• · 
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indicios. Lo que •• gr4tica aon los residual•• contra sus oorre•

pondientea valores ajustados, en el eje de l.aa abotsas va el va

lor de loa ajustados T en el de la• ordenadas •• coloca •l valor 

del residual correspondiente. tlla VH o.btenida la CÑftoa, 4sta 

indicar( error en la varianza o no ( co•o ya babfuoe mencionado) 

tijtndono• en el efecto o patr.Sn que muestre dioba ar'tioa, es d! 

cir ha7 que rijarse •1 •ueatra un efecto de •baJula borizontal•, 6 

que tipo de efecto nos proporci6na, •i se obtiene Ull eteoto de 

•banda horizontal• lo que nos illdican es houoeda8Uot4a• correota. 

il error en la varian11a podÑ Hr indioacb por. ar't1cas que •u•1 

tren la siguiente toraa 

1.·. 



- 29 -

lllte tipo de g~ficaa lo que indican esa 

la # l DOll da 

indicios acerca de la varianza, 1 puede augerir que la varianza 

es no constante, como la aupuesta. Hay neoesiclad de una transfor

maci6n sobre la• observaciones ~' antes de efectuar un análisis 

de iegreeidn, 

La I 2 nos indica error en el arullisis, la desviacidn 

de la lfnea ajustada. es aistemitica, (residuales negativo• corre! .. 
ponden a valor•• pequeños de l's 1 residual•• positivo• a valorea 

• 
"randes de '°' ), ll efecto puede ser tambiln causado por ollll.ei6n 

errcSnea de ~ en ~l modelo. 

lía dltiaa de las g~ticaa no• indica un aodelo en el 

cdal DO ha, linealidad, ba7 necesidad de tl:nainos e~traa en el •2 

delo, bor e;j•plo •levar ál cuadrado o producto Cl'\.\Zado de alq 

nos tl:rmino• ), 6 tambien sugiere la necesidad de una transfol'9a

cidn •obre la• obHnaoionea ':9&. antH del Wlieia, · 

lilo áe podría cueationar el hecho de que gratiqueao• r! 

aidualH .. contra valor•• a;jutádoa 1 no reaidualee contra valorea 

obaervadoa, eeto ea debido a ciu• Htos dlJ.timos son correlaciona '"' 
' · dos 1 lo• e•, con los l's no lo •on. Otra forma de explicar Hto 

anterior ea la aiguiente 1 

Ia pendiente de la l!nea pc)r a!nillo• 

cuadrado• que atraviesa a lo• puntos ( l~ , .)i ) tiene un valor de 

1 - '/-, 1 eate valor ea cero solo cuando el. modelo H un perfecto 

a;juste¡ 1 la pendiente de la l!nea por mínimos cuadrado• que atra . . . .. -
viua 101 punwa ( t-. , ~~ ) tiene un valor de cero •i•pr• ( Dra 
per 1 .. &111 tb) e 15 :> • 
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La raz6n por la c\Sal. se prefiere que tenga la pendiente 

\Ul valor cero es debido a que •l modelo cumple lo• supuestos º118.!!. 

do los residual•• exhiban un efeoto de "banda horizontal• y sin 

eabargo 111 decidilramos grafioar E\. contra ~" , como la pendien

te de au línea ajustada ea 1 - i
2 7 solo es cero cuando ~l ajuste 

es perfecto, no tendríamos una evidencia clara de cu.indo no se a~ 

tin violando los supuestos. 

iv) Gr,ticae de residuales contra variables explicativa• (xj1 ) 

la toru. de estas gnltica11 es la mi1111a que la anterior, s,4 . 

lo que en lugar de .. poner los valores ajustados se tienen loe val.2, 

rea de cada variable explica ti va que nos interesa xji ¡ x~1 ;x~2 , , 

••• x~11 , e• decir •e Ponen loa val.ores de la, co1111111a correepoadie¡ · 
te a la variable de interla. Si ae obtiene ·'una impreai&n de banda 

horizontal esto resultan< satisfactorio. 

Las anoaal.ias.en este tipo de gn(ticas lo que aostrarlin 

es 1 (para lo• 111 .. 0• efecto• anteriores) 

1) Varianza no conatante, .necesidad de una tranafonucidn pre

liainlU" sobre, loa 7i's • 
2> .. Error en dlculos,etecto lineal de x~ no tomado en cuenta.· 

3) NeCHida.d de tlrminos extras, por ejemplo, un tlmino owa

clrjtico .'u xj en el aodalo, o una tranatomacidn de los 7's• 

v) lm·conjunto orclenado con ·respecto al tiempo.a 

Ouando sea po•ible conocer el orden en que aparecen loa re

siduales. con respecto al tiempo, se puede graticar a estos en fUi! 
cidn al tiempo. De esta manera se tiene al al~ance una intonaaci6n 

suficiente que proPoroione un criterio para saber si el ti .. po 

,, '.-
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afecta al. mo4elo a~uatado. 

Si el modelo 4e aegreai6n propueato reaulta adecuado, 

se puede esperar que la gn(tica mueatre un efeoto de "banda bori• 

sontal" • 

guiente a 

. ~ r. 

Las anomalías en eate tipo de cr'ficaa aoatra~ lo ai-

l) La varianza no ea conatanh, J& que •••Ílta conforme 

avansa el ti•po, H •uoere una truaatonaoi6n en lo• ., .•. 
2) lndioa la poaibili4ad de inclUir u tlmtno lineal ea. 

•l ti .. po¡ 6 biea lo• c'1.oulo• ban aido incorreotoa. 

J) Indioala oblipaidn 4e iaclUir ua tlnlino ouad.ñUco 

o lineal en el U•po para el ao4elo propu .. to. 

:.·.·, 

,·,,, 
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RESIDUALES Y SUS PATiONES D.B VAlUANZA 

Ooao ya mencionaaios un patrón "ideal" para muchas grllfl, 

ca•, que ·implica no rechazar. los eupuestos del modelo lineal, oc!!_ 

rre cuando la• gn(ticas de residuales dan un efecto de "banda ho

rizontal". 

En lo• modelos de ajuste esto anterior es usualaente veE 

dadero de.litro de lae li•i tacionH pr4'otica11 de mucha• gnficaa, 

pero no ea tedricamente verdadero porque no todos los residuales 

tienen la aimaa varianza si .. pre. 

11. p.rdposito de esta parte ea en dos sentidos : 

i) Poner en evidencia que ex1ste·1a pl'Obabilidad de tener, al 

· aenoe, un patrón que no• indique hacer c&11bios en la ma¡ni

. tud.de los re11iduale• para tal.ea sr'ficaa, adn cuando los 

•upueeto• ee cuaplan. 

ii) Sucerir que la varianza conatante de loa reaidualea debe 

·· aer checada antee de· descartar una obaervaci.Sn diecordante 

. o aceptar una gñtica . de residual ea que ha demostrado. una 

talla del aodelo. 

11 e•tudio e inspeccidn de las varianza• de los residU!, 

le• puede poner en evidencia una no disposici&n de los datos para 

probar lo adecuado del modelo • 

. Qomo VilllOS anteriormente la Varianza de los residUalH 
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....... y (. '-i \ : 'l\t - ""'' (. ~~ \ 
: l \- \\~ \ ~" 

••• (1) 

Dal.huuto la expreeidn anterior (1) no• podemos dar 

cuenta que el patrdn de la• varianzas de lo• re•iduaJ.es ee el co~ 
" plemento ele l.a de loe ')'\. • fambi,n, en base a que O " °"\l. ~ \. 

de acuerdo • e 22 :J, ee puede hacer notar que 1 

o~ (. \-\\L\)" \. 

Partaaoa de la expres16n (1) de la variansa de los res~ 

duales 1 • 
".... l ~\.' ~ ' .. - "i ( 'j\,) 

Para.el anll.i•i• de eeta ..U.tima expre•i6n, tomaremos a 
~ª • 
y como constante, aet que lo que queda por exuinar •• la ~~.l~ 

1 para esto bareaoe el •iguiente deearrollo para el aju1te del m~ 

delo lineal aillple a 

Oonei4ereaoa el. aodelo "t\ • 'f• ~~'s.\ °' '-'
H puede moetrar que .la e_cuao16n a.justad& va a_;,Hr1 

· ·,. :t : ~ "'°'~ l~-i) donde X• t xln A 

donde i 1' 't• eatú •u.jetos a error 1 tendrá infiuencia en Y 
~•nao• illvestigar la ~~\t\ lo priae~ que ao•traremo1 

ea que '1 1 ~. son no correlacionacloa; para Hto har•o• lo sicui!~ 

Sean •a• 1 •e• 4os constante• tales que 1 

a • a171 + a212 •••••+&aJD donde a1 1 o1 son cons-

o a º171 + 0212 + •••• +cnfn tantea. 

Vamo• a calcul.ar la OOV (a,c) 1uponiendo que '1~ 11,¡ 

son no correlacionado• cuando 1 ~ .1 1 que ~.;. l 'Si.) = ~1. ~\. 
_, .c .... to..,e) = l: l' 6t.) - el~' !l.~) 
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donde s 

f ltl e:) -::; E [ ( q,y, • Qr Ya.•· • · f <111 Yh)(C1 V1 t C1 '11+· ·..,e,.,,.)] 

r:E [ t al e;( Y•' }t '[ ( '; Oj )(- ~. Y.,·) J 
::JI . i•J 

=E<,UtQ~c ... E('1l'I,;) z-c.aj 
"' •'J 

::-a,c, f('l.1)+a,c.etl!)+·· ·+ a .. c ... E(Y .. '> 
+-~C.a; Eb• y;) 

Y debido a que ),·.ea no correlacionado con Y,j tenemo• a 

E(c¡c) : l:q, ici l!(yf} • I Q.zCJ E' (-y¡) 

Por otro 1a4o 

f ('0 E te)• f(Q.1, t cia 'Y••·· ·f<l11 l._) tf C1'f1tCa11 f ... ,(',.. 'f,.] 

=tl.!N) tCI 1 ec1J, .. •1Q11fl 1->Jfc.~CtJ t(if{ri)•' ·~-f(yJ} ... 
~ ¡.,c.<1,; Eª(y ;) t zq, CJ E lY:) E (YJ) 

De donde la oovartanza toma la expresi6n s 

';·' 
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f (ac}-E(<l)E(c)= [Q.-c.- ECYnT LQ.&Cj Eª(y, J 

- ! QlC,· eª( Yé) - [ Q¡CsE~(~,) 

: ¿ q_,c,· [E (V•ª) - E& {V;)) 

Pero como . \Jet"' (y¡)::. 11 '.,¡ ,· = 1, ... ,., 

-::::p Cov ( a,c) = ~1. t (14 C¿ 
~· 

-Sean a,. 'I 
In conHounola se tientt. a 

r ~= q, ~ .... az. "i~ + ... + (fk ~t\ 
~ y~ = Q¡ v, 

,. 
Si . C: f3 1 H tiene c:rue :· 

't(lC,;-i) (Vi·3l)-:c.'1 ... C"·'1· t··· +c"'v~ r. ()(& .;...)()& . 

,.•., 
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Se tendr!a que cuaplir en general que s 

~ (iu - X) {Y• - V = i::: e, y, 
f:_ ()(,·-~) ,., 
\~I 

" . y =: "í:..Ct : 
tl•I 

Pllrtiendo de que 

Cov { a,c) -=, tj· a, C: V Cl .. (V¡} - . . .. 
teneaoe.que para a• 'V ·7 e• f 1 

Co" ( i, fo,)= t..¡..-( ~~~•-X>~) 

. ' ' : .. " 
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--- " - o f:.(111-i)ª ... , 
ll re•ulta4o obbn14o no• indica que ~ 1' p, son vari! 

" blea aleatoriae no· correlaoiona4a•, : • la varianza de ~ para 

un v&lor eapeoftico X. cie X es : 

Va.- ( ~.) = \/aY' ( '4) + ( x • .. x)1· Vci to ( ,, ) 

Ycomo Var (ii):.C Y Va.- (l 1J. V"'· 
l t"\ Í ~/M,_:' JI 

tene11os lo siguiente s "!;-. w.,. 
. - )1. r\ 

'IQ.,. (,Y.}~-·~ t (X, ~x _ .··. 
. · ~.(x, ... ;f 

tOllUldo ahora a s2 coao un eetilftador de V'• ten.ca. 1 

~l ~--.. s• ( , .+ . k'. -k ' ) 
\JQ, · y") = -¡;¡- he:-¡, ... 

••• 
&nal.iundo eata ~- es:prHic5n ao• po4•H ciar cuenta . 

clel coaportUi.ento de la ~á1), '•te ae puede reaumr como •i&U• a 

Al.cansa 8\1 valor •Ínillo cuando >t ... i 1 .. "ª incremea 

tanto confone X. se va alejando ·4, X • Como una co~aeouencia 4• 

eate coaportaaiento 7 regresando a analizar el coaportaaiento ele 

la varianza de loa re.-idualea, probl_. inicial, tu•o• que cli - . 

,_-_,' 

,t·_'. 
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cho comportaaiento •• coao sigue 1 

Para :a:'• cercanos a x, loa rea!, 

duales, tendrin variansa m&)'Or que para x•a lejano• a i. Y debido 

a esto el patrdn 4e loa residual•• al graticarlo• nos preaent~ 

un efecto eJ.ipsoidal como se muestra en la •ilu.lente figuras 

• 
• • 

• 

í 
• • 

• • 
• 

La tona Ú• alarpda o acbatada 4el. tl1p•o1de 

be a loa valorea 4e :a:•• ua4om ea el &Úliaia .. lelJ'HicSn 7 pue

de ser iaportanh o Do para un prolal._. pñctióo. 

Si al ci'atioar la variaau ele loa rHi4ualH H viera 

que ae tiene un efecto en el cual ea •UT alarlado del centro, e1 

decir, la Yariánsa e11 4aaaia40 gftn4e para a•• oeroanom a i, H 

puede conclulr que el aodelo anta •al en cuanto a varian&a oon•

tante H refiere, lo 91•o H pue4t conclulr para valorea •UT 

alejados de i la 'YaftU&a ea,cf •U7 pequei'la, cf .... ia4o pande en 

relacicSn a laa de .. a. 

81 laa varianza• de loa residual.ea Y&l'i.,._. aucho •• 

pod:nl examinar~ en 1.-r 4• L• en la• gÑt1ou usual•• de re• 
. , ... "".... . 
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dual••· Y wiar en tona de correcta c!iAs'c1·.l••>f i en lugar de 

L.•/ S , Jeto anterior con el ti11 de poder conclUir algo acerca 

del an'1ia1• baa'8donoa en laa grltioa8 de residuales ya mencio

nadas con anterioridad, 

Una variaci6n grande de la Var ( ( ¡ ) refieja una pe

culiaridad de la matriz X, llamada el espacio no hoaogeneo de laa 

observaciones y tiende aal a tener atención directa a laa deti -

ciencias de loa dato•. 

2.'al efecto elipsoidal en la varianza de loa residual.ea 

podnl uaualm.ente no .ser perceptible en una gr'tica típica de re

sidual.ea. 

'.;:· 

,.;, 



- 40; -

uso DE GiAnOAS Di USIDUALES PAaCI.lLES 

In eeta parte definiremos le que •• una gr,fica de r•s! 

dual.e• parcial.e• 1 vereaoa eu uso dentro del cont~~t9 de ~ieis 

de RegrHicSn. 

Bata• ir'fic.aa proporcionan una gran ayuda 1 me;lor!a P! 

ra loa análisis por medio de RegresicSn, ya. que, proporcionan la 

aisaa inforaaci6n que la dada por la• gnlticaa usuales de reeidU!, 

l•• contra variables independientes, pero adeaula ayudan.al anali! 

ta a a: 

l) Dtterainar la i•portanoia ( en t4rminos del ajuste ) 4• la 

i-••illa variable ~ndependiente en presencia de la• otra• 

variable• independiente•. 

2) Dtte:isinar la iaportancia de no-linealidad.en cualquiera 

4e l•• variable• 1 hacer la tranafozwaoicSn correcta -'• pr1 

cieaaente. ( Bate altodo gritico ayuda. mucho en ••te aenti

do ,~.. eefiala qui tran•fol'lll&cidn 1 en qu4 variable exacta

mente •• debe coneiderar,para obtener un buen ~iais de 

legrHi6n). 

Bstableciendo una pequefla comparacicSn entre gn(ticas 

ueual•• de reeiduale• 1 sr'tica1 de reeidualea parcial•• podemos 

.decir lo •ieut•nte 1 

lientra1 la• primeras nos sefialan en donde 

puede baber error•• por no linealidad en alguna de las variables, 

lae Hgundae !loe proporcionan Hta misma infomacidri pero adem_tla ; 

.. :.·. 
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en el caso de que haya linealidad en todas la• variables con res

pecto al a~uate nos proporcionan into:niaoicSn aoerce de qui está 

pasando en el ajuate ( •• decir, •e cumplen toto• lo• eupueatoe 

pero qui pasa con la línea a~ustacla ) • 

Batas grlfioas son una repreaentaoiln puatual de aucba 

de la infonaaci6n dj,11ponible para un •imple a~ute por m!niaos º11!. 

drados • 

DBftJfICIOI DI GllAnCAS DI USIDU.lLl8 l'.lB.OIALIS 

.111 el Adliai11 de Hegre•icSn Lineal 114Uiple existe \ID. 

vector de obaenacione• '1 1 una u tris de obaenacionea de 'P' 
variablH indepen4ientea, i'""') el eatwador ele r el S 

fo= cxT"r'x"~ · ,. 
los residual.•• u•ual.•• que hemos MDe~ado aona ,E• l -X ' 

i.ra la clefillici&a 4e lo• r•aidual.e• paroiale• conaide

r .. oa lo siguiente a T . 
Sea x~ la 1-••tma colmaa ... JC 1 entonce• 

el vector i~'•iao 4e residuales paroiale• se.define como a 
• T A . · A T A 

_r, :. € + Xl· f• = ~ ~ Xf''" x, f'• 
=:i - ¡":~J 

A 
· llaJ que hacer notar que f •• obtenido por a~uate 4•1 

aodelo coapleto 1 no el ••tiaaa~or que podría .•er obtenido a~uatae 

do el modelo •in la·i-biaa variRble • 

.Analil:areaoa en Hpida un reaul tallo -. iJlportante aoe¡ 

ca ele lo• ~eaiduale• parcial••• 
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* Consideremos la Regresión lineal simple de r:· sobre 
T X.:..,_•. La pendi~nte de la l:!nea obtenida para el aj.e ~or m!ni-

mos cuadrados para esta Regresión tendl'I( •l. •illllO v&l.or p ~· que 

el obtenido como un estimador de P• para el aodelo-de Regresión 

lineal mlSJ.tiple involucrando las 'p' variables. 

DemostracicSn 1 
t T na regresi6n de r.. sobre x~ •• 1 

y¡•= p;. x! te .. :. e~rl-!,·Xl ... 
. . Se trata de l.ocalir.ar p. que ain:laiH ff.r¡• . ..;~x~• .. 

donde para cualqUier vector '•' la noma ae def:l.ne coao;Uif=I:l-, 

Por la detinioicSn d• reaiduaJ.e• parcial•• tenemos 1. 

;t lll-ts~;~;-;&x!IJ-- -·-----(1) 
donde flj , e• el eeU-clcJr, por atniaoe .cua4ra4o8, de ~j para 

j ~- 1 cuando el modelo co•1,.leto H a;tuetado. 

:Ahora bien·~¡ dnicamente •iniai1a la expresión (lJ 

cuando. V b& ¡I ,& .teneaos que ee cumple lo. aieuiente a 
· · . · 11 l -r -~.i Xj-· J¡ ><11 ~ ll· ~ :.Jt!. Í,.K¡T 11 "' .·. . . -~"' ~ 

pero eeta dl. tilla. dHigua].dad no pued• ser verdadera . para.,,:,, , 7a ·. 

que eeto implicarla que el elitiudor por lilllilloa c~:rados para el 

aodelo completo no ainiaiurla la •waa del ouadra4o de loa rHidua 
A -

li8; . .' · p, z ~¡ . . 
Ee'h dl. tiao rHUl.taclo lo que DO• indica H, que la 

pendiente de l~ l!ne• a;tu.atada por alnimoe e~ •• la i-4aiu 
. . 

griltioa ele reeiduaJ,H parcial•• H igual. a f'i , en: lupr de cero 

Como en la UllUal l:!nea ajustada para la g:rif:l.Oa'41! neidu.alH 00!!, 

tra variables independientes~ Y· eeto au ... tra al aaal.ieta,. COllO 

,,'·', _·,. 
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ayudan estas gráficas de residuales parciales, a detenninar la 11 

nealidad de cada variables Cu,.\). 
Cuando la ~rimera columna de la matriz X es l,lla.J.lows 

sugiere una peq~efta modificación a la expresión de los residuales 

pa.rciales :. 

()<..1) 

donde Xi y ~ son los vectores de la media para las variables XI 
y ;t_ respectivamente. ista transformaci&n traslada la gn(tica ve!: 

ticalmente a la gr&fica mencionada antes, de tal 11&11era que la lí - - -nea de llegresi6n paea a travb d:_! punto. (,~¡, l ) y todos loa 

puntos quedan dentro del rango de la variable dependiente original• 

.. ,·· 



C ~ P I T U L O I I 

- ... -- .... 
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11.BfODO DI LUND 

Én el ajÚ.Ste del modelo lineal. por mínimos cuadrados, 

los residuales E¡ son genereJ.inente anal.izados para tratar de de

tectar observaciones discordantes. A menudo se transforman dichos 

residuales ( di vidie.ndolos entre la raíz cuadrada de la awna del 

cuadrado de los residual.ea entre n-p, e11 decir Vi'l./<. ... p)' ) antes 

de iniciar el an'1iaia de el.los. Pero debido a que la varianza de 

los residuales no •• constante ee •Ueiere dividirlo• entre la ra!z 

CUlidrada de su vari-•a esti.aacla con el fln de eatandarizarloa. 

Obteniendo de esta mnera loa realdualea eatudentiBado• 

.L E.. e;' --------
. . - . ('l'E/Cl\•f\ lHu¡,\)'la 

El preaéau al~4o tOll& .como ·ea1iad!auoa de prueba el 

.. ltJ .. 
Debido a que la 4iltribuo1cSn de eaU. ••~díaUoa es llUJ' 

compleja de enconiJ'IQ' •• hace •1 •1P1•h clHarrollo ·para obtener 

cotas auperiorea el• 9119 valorea crlucoa •. 

Sea 70 t 't 'ÁK -r )\. , · au tune Un de clensidad de pro

babilidad marginal eata dada por a: 
.-t( l;) =e(• -1/)'a&-r•iJ/, ,, • r~•,1] 

la cual ea una tunctla atuduat-1avenida \ID1Tarla4a¡ donde 

e :: r ~ h: , )/,,.=. rr,·1· ~) (16). 

Queremoa obtener una oo1ia nperior pan la 1 

f[ ~o...lt• l ,t,.J . 
. :-'\' 
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pero : 

por lo que b&11ta con encontrar ootaa auperiore• para 

r l Ma .. Ir: I > 1.] 
lo cual reaulta meno11 complicado. 

Para encontrar Hta cota ooupaaos una deaigualdad de 

Bonferront. como ·~ 1: 

Si ,,)'- • : p (/\f d >d) 
entone ea " . 

f> { lt\6'r f.Wi 1 >d ) !r ~/' i · 
· por lo q11e . · 

P(e.-&llil>l.)• t f(IT•l'f.) .... , . 

: ~K Jf (l} dr • • 

'· 
•• (l) 

(26J 

De lo anterior •• tiene que, ,04..oa º'f•ner un ."Walor · 

. educo t.•, .. !;l\ ,por medio 4e (1) ' igual.ando &" ~_''hJd r~ .. 
para poder encontrar el valor de 7. 1 en coneeou.ao1a el 4e to• 

Para fa
1
cili tar ••to .. baOe lo sipif te a: · 

B1 ª"' ltl!Jdr: "- .·· ·en,oaeea ttc•Jdl = ~ . 
ele eete planteamiento •• opta por baOer la •11Ui•t• tran1fo111&

ci&n para obtener el valo~ de 1. bwsca4o 
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=P J ~(1)d' =~ 
1• ' 

• 

=9 JicrJdr-4 J ~(¡o) d r: t 
• r. r. • . 

::&> J ~crJ dr= 7 - J .t<rJ d 1 
I• ,., 

:. J-taJdr ~~l 1 - t) 
• 

.. ta dltiaa eltprHi&n H d11 ''º11 de evaluar. Oon la 

idea anterior Lun4 oonatru_,& 'tablas de cota• superiores de lo• 

~ore• orltiooa 4el aix. l t1f para 1011 nivele• J.. •.10,.01,.05 

con la1.c\11Lle• e1 po1ible detectar una observacicSn discordante 

en forma •enoill• 7 Ñp14a, 

toraa s 

11 pnHnte altodo lo pod•o• re11111r 4• la aigui'ente 

Para realhar una pnae'ba a un nivel .ar : 

l.- Calcular el ll'1c f t1f • 
2.- Bnoontrár el. 'ftlor t., .. ,~,,. en tablaa. 

J.- St el aix f ti/>to la 1-l1ima obaeryaoicSn aeñ de

clarada como dieoordante. 

. . ·~ . 
,, ,·, 
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•Bi'ODO DB iLLBNBIRG 

illenberg desarrolla un •ltoclo para detectar una aola 

ob_servacitSn discordante, en el aodelo de 8e•rH1tSn lineal generai, 

el cual eatá basado en el an'1iaia de loa reaid~ea eatandarisa

do• eati•adoa por m:Cnimoe ouaclrado•¡ la Htacl1aüoa de prueba que 

propone es el aubimo de 1011 reaidual.H a!naoa oudradoa eataa4a

rizadoe, 7 H encuentran cotas auperiorea e inferiorH para lo• 

puntos porcenta~• de la eatad!atioa de prueba a pu'iir de laa de

•igualdadea de Bonferroni. 

ilpnoa altodoade ddeociá •• l:laeu en la nduooicfn 

de la auaa del cuadrado 4• lo• residual•• al Qllitir una o varia• 

obaervacionea, pero con esto• af'todo• H nece1a1'10 real.izar auoboa 

a~uatea, algunoa otro• H baaan en el anüiai• directo de lo• r•

•1clualea, fero en eate oa•o puede a.ua•••r que la llnea o planó . ._ 

~uatado paae cerca del punio diaoerllante 7 en tal 0&10 el ~1aia 

directo de loa residualee no tunoicoarla para 1nÜoar al pun'o di•

corcla.nte; para evitar eetoe probl-• •• propone un procecliaiea

to baaado en el ~i•i• de lo• reaidual•• eat&lldarisacloa ( a.a1-

duale• cliviclido• entre la rala de la •arianaa eit111&41a aultiplic! 

da por la conatante (n'."p). La ·exprHidn para HM• ea 1 

1 .. E· .. 

• -= ( '9' '1 :"''''"', 
La Htad!atica ele pruetaa •• a ·. 8'a J j; 1 · 
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La regla de deciaidn queda definida como sigu.e a 

S! úx \ 1; \ ~ º"' a.Rechazamos la bipdteaia nula de 
que no existen observaciones di! 

cordantes. 

aNo reohamamoa la hipótesis nula de 
que no existen observaciones di! 

cordantes. 

para un valor or!tico C4 con un nivel de aignificancia.oe.,. 

Para el deaarrollo •11Ui.en1ie 88 necesario contar con la 

4istribuci&n ele ..,, .. ,as! como la distribucidn bivariada de cr., 7.J> 
las cualea ee1ié .dadas como ai¡ue e 17 J . 

. , V 

f(r., 1.> = ,,. u ~.e.W [ 1-l.'-~){1f-1'fvH •7.i') J 
P~ ra 7,ª- i'6; 7, 7,; _. 7/ ~ (1- 'f¡j) 

clon4e v. • (.n•p-2 )/2 

'e 
•.. - •..-t.•J ' . . • . .-:- (L j )' 111 la corr•.lacidn entre E, 1 EJ • 

• , : i) 1 . .. 
t.. clUtr:lb\lc1.Sn exacta clel mú ftif ea m\11' difícil 4• -en 

. -
con'trar Sin •bar&o ae pueden obhner. ootaa auperiorea e inf'eno

na para lo• puato• poro~tajH 411 dx Jl:I usando la ••l'Ulcla 

4••isualcla4 4e.:· bterroni C.16 J . . . . 
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Para cualquier valor crítico 04' la desigualdad esta 

( 1 ) h p" (IT:l/C")· ~P.-(ll1\7CiJ/7i}i'C.) 
~ rp ( ... <ix 11.J /( .. )!:- h ?r (/?d /(J.) 

para evaluar la cota inferi~r neceai tamos calcular { ~} probab!:.. 

lidades bivariadae Q.t:) sin embargo esto ee puede reducir por un 

resultado dado por Srikante.n (1961.) C 17,J, quiln demostr6 que i 

. r""[(lrd '.:'C~),( ITjl ,e,.) ]=o s; c.~('"' ~,j/ )i 
por lo que, •i deterainamos el valor crítico . a~ para W't. nivel 

de eignificancia dado (.C..), usando la cota superior dada en (1) 

tal que Pr ( 11; I >(¿) :1 . ~/" , entonces los parH ( · 1; , lJ) 
para los que ª"" 2( 1 +lt'~;I }i ·no contribuir"1 para encontrar el 

valor de la cota interior¡ con eeto se puede reducir un poco el 

ndmero de o'1culos de probabilidadee bivariadae. 

Podemos damos cuenta q'ue, .entre aenor sea el nivel de 

significancia uyor ser& e-. por lo cual,· te6ricamente podemos e!'! 
~ ' . ' . 

contrar un a.-. apropiado tal que 1 

, c. > {,. ':º' J2 y '> j 
con lo cual se ilU8].anan la cota interior 1 l.a cota superior, 1 

no se tendría que calcular·alguna probabilidád bivariada. 

Para loa c&lculoa en donde la probabilidad bivariada sea 

mayor. que cero, se pueden simplificar los clllculos haciendo lo s! 

guiente 1 
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f\ .. ( 1 Td >e,,., 11j r~c ... )-= P\. ( 1¡ ;:;.C•,, ?j °;:'c. ) + 

r~ (?: >Ci, 7j '- -(1-) + 
p"" { ?¡ {.-( .. J '{j, _, .. ) ... 

P..- ( 7¡¿-CJ.,, 7; >e"'") 
:: 2 t> ... (7¡'>(1., fJ~C.-.)• 

2 p._ ( 7• x ... , 1;i.-(,¿) 

para la ev&luacicfn de eatae probabilidad•• •• necesario hacer ueo 

de l.a; dietribucicfn bivartada de ( 7.· , 1; ), a~í oo~ de inh¡rao16a 
. . . 

nuaérica, dioba integral ee puede •i•plitioar introduciendo. la 

tnn•foraacicfn • t ¡ = ( i' i - l;) /e i (' . .e,;)).¡ 

l;j :(7¡+l;)/Cz(14~'J))t 

.con lo odal. la distrtbucicSn con~unta .. ta ·dada por 1 CrO 

,ct.Jtj): ..!_(•-t~-tjJ"-· r ... Q ~:+tJ!:.1 .. . . 

Se d•b• hacer no'9r que la prue'tla propuHa por Rlen -

berg ee equiY&lent• a la propue1ta por ll~i.rd 1. IMDd, la pr1nci 

pal dU'erencia Hta"' ea lae e1taclf eucu qut proJOÍl• pan 1u prU.! .· 

bal •. . . 

Jíund propone mix Ji1' donde t 1 • l.: _(a-p)t 7 par_a obhner 
la cota 8Upertor para los pUDtoe poro•a~t ft'a IU atencicfn en 
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mientras que para Ellenberg la estadística de prueba es directa• 

mente mtbt /7;1 • Por otra parte Ellenberg no solo fija su atencicSn 

en la cota superior para los puntos porcentaje, sino que también 

calcula la inferior y pa1•a calcular estas cotas parte de ?,· • 

DemostracicSn de la equivalencia entre ambos m&todos r 

- Lund propone a l~ como 

ii - ti/(m-p)' 

substituyendo el lflor de ti 

t :at<'T€/("-p}(1-.J.1¡)) 
' 1 . '"·p)¡ 

obtenemos 

--
que son precisamente los residua1es en los que Ellenberg basa su 

anlilisis. 

~ La funcidn de distribucidn para 7t es id~ntica en ambos casos. 

Lund dice que t( '(;} "= C (1-f¡Z) t<"'-f'-.l}/z J rols .l 

en donde 

> ., 

1'~·l 
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donde v ~ (n-p-2)/2 

y esta '11.tima expresi&n es la diatribuci&n propuesta por El.lenberg. 

- Lund se propone encontrar un valor crítico (t
0

) para el mixlt
1
1 

pero para ello encuentra pri••ro un valor ort'tico r. : e"
para el mú / l: 1 en donde O ,¡.. • ( "f º,., ... , ,, . 

la bip1hesis nula de que no existen observaciones diecordantee 

para Lund, se re~haza cuando dx Jt1I · 2 t
0 

·<3==:1> (k-p )i ""'"'" /~;f :Z t.o ('1-f)i 

4=P "'áJC Jr; I z C'-
que es precisamente el criterio con el cual El.lenberg rechaza 

la hip&teeis nula.· . 

. ·. lAe pruebaa son equivalen tea. 

NOfA 1 

Para efectuar la prueba con el m~todo 4• 11.lenber1 podemos 

ocupar laa tablas de Lund, solo hay que dividir au valor entre 
1 . 

(n-p)Í. 

::-.· 

... 
; ... 
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ME'.l'ODO DE PRESCOTT Y COOX 

Ee frecuente usar la desigualdad de primer orden de Bo~ 

ferroni para obtener cotas superiores que ap1·oximen a loa valores 

cr!ticos para el valor absoluto m!Íximo del residual studentizado, 

para detectar una sola observación discordante en el modelo lineal 

geperal. Los m'todoe disponibles para ~edir la exactitud de esta 

cota r~quieren de integración nmnerioa y esto hay que hacerlo en 

tonna rutinaria. lh este m6todo se presenta una alternativa rel!!, 

tiva.mente simple que hace posible medir rutinariamente la exact~ 

tud de la prueba para detectar una sola observación discordante· 

usando la desigualdad de Bonferroni. 

La estadística de prueba que se uaard es el miíximo de 

los valores absolutos de los reaid~les studentizados, el cual es 

un criterio ampliamente aceptado para detectar la présencia de 

dichas observaciones en modelos lineales. 

Consideremos el modelo lineal general, con las suposi

ciones involucradas, incluyendo ademds la de que no existen obse~ 

\taoiionea discordantes. 

Recordemos tambi'n que 

s2 
• en> /(n-p) 

Var( Ei. ) = 1".. (1-hii) 

la correlación entre E" y E.; está dada por : ,,.,, 
= (- h.j) /[(1-h .. ) 

1 1J 
(1-hj j >] para i 

- '"'·, .· 
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la exp!esi6n para el residual studentizado es : 
t = El/(l-h )y's 
i ii 

La estadística b'sica de prueba para detectar una •ola 

observaci6n discordante es el mú ft1 1 • 
Debido a que esta estadística es usualaente asociada con. 

una alternativa,. en la cual laa euposicion•• del.aodelo 1eneral •on 

correctas excepto porq1111 la esperanza de algihi eleaento de E pue 

de ser distinto de caro, se sugiere usar como eatacl!stica de prue

ba al mú lt~j. donde: 

"" ~~ • t
1 

/ (n-p) 

• EV (lº'- (1-h11f 
La distribuci&n de f~ ea m~ difícil le encontrar, por 

\ 

lo que para obtener cotas superiores e inferiores para los.valores. 

críticos ~el m~f~I usaremos el siguiente desarrollos 

Sean l(l "" Pr (lfcl > d) 

otr¡ = Pr (t.f ) d., 11¡1 >d) '11 - j 

las cotas de Bonferroni de primer orden aplicaclas • los eventos 

' ''fd > 4 J nos lleva a : O.o) 

'.- D ( IYL1 )4) - J::.· p, {lt\.\ >el) J \~j\)cl) 
'- .. .., (<i 

~, ( "'"" \1\\ >4) 

.... 
·,,-. 

,i:, 
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usando lo B11terior, la desigual.dad la pode111os escribir comos 

J:..C& - J: CL1 " \')., (tftá~ \T\.\ <: 4) ~ t:·-<t O) 

' '"~ ' 
Ya que bajo la aupoaioi6n de que no bay observaciones discordarl-

tee, loa \Yt\~ se distribuyea id&nticamente, la cota superior PU! 

de ser convenientemente expre1ada en tlrminos de una 1ola varia -

ble aleatoria P con diatribucidn P con 1 y (n-p-1) grados de 11.

bertad 

~ c(l :: n '°' ( \ T¡,\ ') el ) 
' 

- n ·-~ ( Yl' )'elª)-

" ~" .l f ")d' (C\~t>-\.) / ( , ... ~)] 
(2) 

con lo cual obtenemos una expresi6n f'cil.llente_calo\ll.a~le para 

las cotas superior••· 

Bval\aar laa cotaa inferiores en (1) direotaaenté es ., • . - ' ' 

complicado, dado que las-~ .. tendrían que ser evaluadas aediante 
·, ' ' . 

. inte¡raoi&n num&rioa, como se vid en el mltodo desarrollado por. 

lllenberg¡ en lugar de esto, utilizaremos una aprox1maoi6n para 

lae 11(1;'1 , ·q•• obtendremos como sigue : 

.D(L)= ~t \'¡,\)a, \J,i\. °;'d) 

= '?.., l ,, -, a, '1 )óJ +et,,)¿,~~1:.\) 

+ \l.rlt .. ¿_~el·,'~ <-d.J~r .. t1.:'~ ,fj?c\l 

·:. l' 

·i· 

...... 

'·•:·· 

···:..·:• 
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. 
Ya que la di•tribu.ci6n ele ( 11. , l.¡ ) H aillltrica ( 17J 

tenemos que : · 

cit~ = 2. ~" ( l¡ -,.! , Tj >el ) -\- !. ~ (T, )~ ,-Ti)Ó..) 

olanaente 

· P'( (1l )a , t l'~ ?~) ~ ~.., (l~·tl.s ').t4) 

1 entonces tenemos que . . 

o<i.l ~ l. 9,, ( '' "'° ,-i >1A )+1 ~(fe -T.\ >.t~) 
de donde 

'Ofi.) ~ ~'( ( (li-tl~f') L\cf]+~((t¡-t~)~')l\t) 
Para facilidad de HcrUv.n d~noi8llO• 0•01 

'flt ::L ~'f t lf< "'"' ),. ,, ~ l~] . ' 

· rl~ = ~ tttl-,~)ª>44''1 
por lo que pod8llO~ escribir 

' ~i.~ " ,,_t + fc.l 
si hacemoa ueo ele Hh reeultaclo 7 •• (1) ob'tendraoa que' 

. o<= 1:.. ( )\t+f\;)6 ~~(.-\l,\7A lt!:cc .• ~h) •.· ,' 
l4.~ ·.· .. , ' ' ' ' ·.' ' ' ' ' 

donde 

,,,•, 

.. ,.: 
.:•· 

'.' ,.:·,' 
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la evaluaci6n de la cota inferior a partir de eeta '11.tiaa expre -

ei6n ee directa, una vez que ee nota que a 

( 'f'L ~ °fj )a.(~~~) /t !L ( \-\- 'f,)) - (li. +l~ )i,] ... (~) 

tiene una distri:buci&n P con 1 1 (n;..p-1) grad~s de libertad; este 

reaul.tado fue encontrado por Sl.lenberg (1976) c~11) • 
Se puede demostrar uaando (4) q~e a· 

~q = o y 'j\s = o cu~do 2i '") (1 ! -ftl) ••• (.6) 

Sea 

\dlando. (3), (4), (5) •e puede obtener la foma final a 

o(•,,~ -\S' ~ ~ (ft\ClX ,,,\ °>~) ~o( • • ·~ (') 

donde 

oc=" ~V t f-,.a"c"·'"~)/(\·a')1 
~f: · ~ ~" e f ') ~,, e f\-p-\) ¡e.,, e, °"~>l-c\ªll 

~;.. = ~ Pv(f)ó.ll(n-t-'-)/t'li(\- ºli)-~)) r el·) . '\• 

Algunos coaentario• pueden hacerse a partir de .la for-

ma final. 

Primero, la .cota inferior depende de la dietribuci&n 

.' :·, 

. .. 
. . · ... 
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conjunta de ( l\ • f5 ) a travls de la correlación de residuales 

-f,1 , la cual depende solamente del valor de laa variables expli

ca ti val y e1tas son conocidas. 

Segundo, es inmediato de (6) que la cota superior ee exa~ 

ta cuando C.l-ft y et.-) son vacios, es decir cuando 

\. + M~'X. \ -{c.5 \ ~ 2 Ó.~ 
l4) 

Tercero, el ct(lculo d.e la cota interior requiere del co-

nocimiento de los 'fll'' 1'-i ., ;j lo cual en algunos casos hace que el 

cifi.culo sea muy lar¡o, 7 en tales situaciones se recomienda reem-· 

plazar a ti) en 't"'"(f) por el máxe<."'> i(> ( "'°'"ú-"> ..f,l) 
Bxplicacidn breve .del mhodo~ 

Calcular el valor t 1 ":tft , encontrar el. mh 1 t
1 

1 , a 

partir de Hte calcular mú \ li \ , dado un O( 

'.· 

S{ mú \fl\ ~ d .1 Bechazar· la hipdteaia nUla de que 

no existenobservaoionea discordan

·tes. 

S! úx\f¡\ ¿ d 

'•. ! 

~No rechazar la hipcStesia nula de que 

no existen observaciones discordae, 

tes. 

•, 
· .. : 

' ·, I o'.~ ' 
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•E'l'ODO DB P • PRESCOT'l. 

P. Prescott desarrolla una estadística de prueba para 

detectar una sola observaci6n discordante en modelos generales de 

Regresi6n lineal,haciendo uso de residuales studentizados, y sugi~ 

re que los valores críticos de esta prueba se pueden aproximar ad~ 

ouadamente por cotas superiores para los valores. críticos de una 

estadística similar, que considera residuales eatand,rizados pero 

por su desviaci6n e1~dar constante. 

Este proce4imiento 88 aplicable a cualquier modelo lineal 

y no necesita Wl nuevo anilisia con el valor discordante omitido. 

Desarrollo·.-

tomemos en cuenta la• suposiciones del modelo.lineal 

general y recordemo1 que 1 

var ( ~. > • (I - x(x•xf~1x•.> V& 
Si en e1ta expresi6n en lugar de V' ocupamos su eat!, 

2 T ) mador ( S • E.. E /(n-p) tendremos : 

V~ ( E ), .. (I - X{X'X)-1x• )s2 

que es la varianza 11timada de los r_esiduales. 

Notemoá que la desviaci6n est"1dar estimada del i-&si-2 , . 
mo residüal es ª1, donde si. es el i-&simo elemento de la diagonal "' . de Var ( E. ) , 88 deo:Lr: 

S~ • (l-h11 )S
2 

Varios autorH han examinado los residuales y .en base 
. . . 

a· elioe hari propueato algunos tipos _de prueba para detectar obser 

·. ~: .. i·. 

,<,,,,. 

,\:. 
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vaciones discordantes. aitre estos podemos.aenoionar a .. nhkea 1 

Draper quienes exaaillUI. el patrcSn de loe rHidual.H ('·\.J 7 •\lg:l! 

ren ql.le si la• varian••• de loe reeidual•• variua •uoho, aeda •e-
3or usar f; /S en lugar de E• /s1 coao la tona de 4eaviaoicfn 

noIWal. de loa reeidl.l&l••• 

In 1973 ti•t~en,lloore 1 Beckaan prop!.Wieron \lll altodo p~ 

ra deteotar una aola obaervacicfn disool'dallte 111 el modelo de regr~. 

eicfn lineal .aiaple ocupando coao eetadlsuoa de prueba a 1 

. 1n • aú J ( ':/si) 1 
1 dete:rainaron valore• cdtiooa para ••ta Htad!etica. I.o• reeul

tados que ello• obtuYieron 1\lg:lenn que ae pueden obtener apron- . 

aac1one1 a-u, cercana•. a ·lo• \'al.orea critico• euctoa, auponi111clo. 

que l•• variuizaa de lo• re1idualH aon ra1onabl••te oonatuatea 

1 ueando ·el valor. proaedio de las Yarianaae en el desarrollo da 

loe punto• porctnta~• de la• eetadiUioae de prueba. le b.ueno ... _ 

~-er notar que '1at3en, lloon:J laoim.a obtuYiH'Oll punto• porcmiÍ. 
. . .. . -

3e para su Htad!•tica a94iante un Hhdio de aial&laaicfa a srua 
••cala, pero eolo lo hicieron para elaoclelo lineal •1•ple, J&flU 

para modelo• úa 1•eral.•• Hto et ooaplioa 4-•laclo. Con •l pro

pcfei to de poder •alftl' Hta ·gru clitiCul.tad, ad ooao el de obte

ner punto• porcenta~e de •n •uticUnt•ente exactos, 1rHcott P1'2. 

pone uear una tetad!atioa a..,, •••~ante a 1 . oon la cual. Ha ú1 . D . 

~'cil obtener cota• •\l¡t•riore• pata •WI punto• porcmta~•• 1 que 

sean muy c1roano1 a loa punto•porcenta~e ele \• 

Ooa1ideremoa a••~ '''Jlfctonclt r H él Htiudor de 
D . . 

la varianza· promeclio de. lo• rHidual.e•, lehnk• 1 Draptr (1972)(6.1} · 

¡,' 
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mostraron que la varianza promedio de los residuales ea : 

(n-p) v' / n 

de donde podemos concluir que ! 2 = {n-p}S
2 

/ n usando aiaplt1111enP 
i 

te el estimador de V , con esto podemos austi tuir el veJ.or de . . 
! en R y llegamos a 

D ' 

R~ • m4x 1 €d / [<n-p)S
2/n ]1 

2 
aqui podemos •uatituir el valor de S y obtener: 

• 1 

a•·. mú IEd / [<n-p)Ü 1"Ji 
, ll . < ... -r> I' 

• ltlÓ• IE,1/[.t, t~/,. 7t 
:: .. ~. ,c(.v lt&I / (t. f:]t 
~ h; tncl• I ~ d . . . . . . . e t) 

clonde z, = E1 /[ ~.rr ]t 
· Para obtener co'tas supertorH para los punto•. po~entaje 

de a:,. podemos ocup~r un resultado desarrollado po.r Stefanskf (isJ 

qui4n considerd al residual múimo no:nnado aú l z1l 00110 .una 

eata4!1tica de pru•'ba para obaervacionesdiscordantea apdie9iio de 

experiaento•1 7 encontrd que u1 • [ {n-p)_P/ l n(n~p~l+P) l)t 
ea una cota auperior para los puntos porcentajee del:mix fs

1
) 

al 100(1- ·fl!Á. )", donde P ea el. punto porcentaje lÓO(l• t ) de 

la di1tJ1.buci6n r· con l 7 n-p-1 grados .de libertad. ,. 

Si analiz•os. (1) nos daremos cuenta que en .l\!'. t~n.emos 
involucrado al· residual -'xiao normado, y de lo anterior podemos 
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deducir que una cota superior para loa punto• pol"Oenta~e al 

100(1 - e( )f. de R._ es 1: 
n Ya. 
e • ( (n-p)P/(n-p-l+Pij t.,. l 

J'ara el caso de un aodelo lineal B•ne:ral teaclrt110• que 

las cotas para lo• puntos porceata~e de ( •e pueden obteaer de 1 

. .· . l (Q-2)1'/(•-l••>]f& .. · . 

Dado lo anterior podmo• defillir la·. •ilUi•h regla .11• 

decisi6n para deteotar ~ •ola o'beervaci6n di•col'dante ea •l llO

delo lineal general 1 

8l úx · 1 """ª ":, e 1leobaU110• la ·i.ip&tHia lle •• i 
no •JU.ata o'beeri&cionH 41•col- · 

dante• en el 1104elo. 

Sf da I"-' /8il L a 1 llo recbasamoa la· .,M,p6teeill de que 

no ai.ten ob9en.Oione• d11aorclaa
t•• en el 110delo. ·. 

Breve explicaoi6n aobn el uo 4• Ht• ••todo a 

CalcuJ.ar priael'O el 'falor 4• 108 n•ld11Al•• •twlentiza

doa para cada uno de lo• re•i4ual.H1 H ·decir calcular t 1 • l'-/8
1 

>f i • l, 2' l; . • • • la 

'. ba). 

calcular 

lllcontrar el da 1 -t1l (que H la H-.SÍ•Uoa 4• Pft.! 

. . . 

Oalculu el •al~r :: la . cota •uperior de a: , ea decir 

l<n-p)P/(n•p•l+P)) • · . . . . .. 

Aplicar la re¡la de dec1116a. ·pan deteftd.nar 11 uiatn 

observaciones diacozdante• en •l modelo. 

·· .... 

·!. 
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•BfODO DI COOK 

Como mencionamos en la introducción varios autores han 

propuesto varios mltodos para aislar observaciones "sospechosas" 

que en un momento dado pudieran distorsionar la infonna.ci6n que 

se va a obtener de ellas, entre loa criterios propuestos para de

tectar talea observaciones podamos encontrar el an'1iaia de resi

dual.ea .'studentizadoa • (ti) ( ee decir el reeidual diVidido poi- su. 

error st"1.dar ) y t'81bien ae vi6 la necesidad de analizar la va -

rianza eatimada de loa residuales C ft. ~) debido a que '8ta con -

tiene intoraaci6n aula iaportante qua la suministrada por loa ti 

acerca de las deficiencias de los datos. · 

· Sin embargo pudi,ramoa ocupar, para detectar observacio 
. . 

nea diacordante1 las dos medidas anterior.es al miS1110 · Uampo a 
. ""' . . 

( ti , Var ( €\'. ) ) 

teniendo al! dos medidaa asociadas con cada observaci&n • Uno de 

los pasos naturaiea a seguir ea el de examinar loa etec.tos al qU!, 

tar tal(ea) observaciones, pero ahora nos enfrentamos al problema 
' . . ' . 

de decidir que observac.i6n q\Íitar ye. que e/u tiene dos medidas a- . 
. ·.. ·. ....... . . 

sociadáa ('Ci , Var ( Ei ) ) 1 pued~ suceder que mientras una nos 

indique qUitarla.la otra nos indique lo contrario. 

l. Dennis OoÓk propone una. medida qua combina ambas a ,,,..... . . .. 
( ti , Var (·~A)< ) con le. cual túbien se poddn aislar observa-

cionea críticas 1 reaoiver el probhme. anterior~ 
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~jo 1as suposiciones del Modelo General de Regresión 

Lineal y teniendo en cuenta que s 

Var ( ~ ) "' x(x•x)-1x• ~& •••• (1) 

Var ( E. ) = (I - x(x•x)-1x•)'f' •••• (2) 
n " son las matrices de varianza y covarianza de y y e respectiva -

mente, podemos empezar el desarrollo ctel m&todo de Cook. 

Dessarrollo : 

De acuerdo con el planteamiento del probláma lo que 

se busca es una medida que asocie las informacionea suministradas 

""' por ti y Var ( t•) procedamos a encontrarla. 

Primeramente sabe1101 que un elipsoide al (1 - fil) 100" de 

confianza para ~ eat' dado por todos aquellos \'•que satisfagan 1 

,. ' ... ,. 
(, ~ - ! ) X' X ( ~ • ! ) ~ f l t, f\·' , \. · «) · ·' U\ 

~~· . 

donde s2 • &: l /(n-p) 

Ahora bien, para calcular que tanta influencia tiene la 

i-&sima observaci6n sobre el.ajuste, resulta.natural calcular el 

est:mador m:!mimo cuadrático de f omitiendo dicha observaci6n 

( ~,) y una medida inmediata 7 que proporciona mucha info:nnaci6n 

es la de la distancia de ~ a ~c.<), . 

Una medida fi{oilmente interpretable de esta distancia 
es en el lado izquierdo de (3), Por lo cual podemos definir para 

la 1-fsima observacidn lo siguiente : 

. \•,' 

!,. 



- 66 -

. . . l 'f) 

Para i • l, 2, ••• , n 

Bata ea· una medida en tlrainos de nivel•• descriptivo~ 

de aigni.:ficancia. Por ejellplo •i D1 ~ r(p,n-p, .3) •l eliainar la 

i-'8ima obaervacicSn aove:nl .al. Ht.iaador afniu cuadñtico de l
a la oril.la de una regicSn 4• confianza del. 70f.· para 't basado en 

4 . . 

que 1 

11. c'1.culo de Di •• pu•d• baeer f'Oilaent• recordando 

\.X'X)".' "'-4' (.'l¡,-a,;.1 
~- \\~ 

L Y>' vs' xo.' L t."\ 
\. \'-\. 

Suutit~endo (5) en (4) teneaoet 

:,'-'" 

> ·,_ 

! : • ~ . : • 
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t"f-:-:i.\;1· l [>1.'XT1
:n1\' X'X ()l.'Xr' Xi'tY~-.:n;) 

OL -- (. ~- "i.\) { \·'g¡l) 
~S'-

\y"' - ~ ~) 1¡_ f (>\'x(J' x~ c. 'it -1tf) 

º' : (, ~- \.;.\\1. 
\>Si. . 

{.'f¡,~ ~~) 1 'b¡,¡. (:y;. - .X¡. ; ) 

~,...:., ________ _,;_~l~\~-hw\~U~'1.-------------------
~c:,1. 

"' ' . "' 
O.: --·-('li_"_-_S'_:1._d_(_v,_-_1_~_~_)_\\_°'l/~· _:C~\~-.!!:"\l~)Lt. -

\)~!l. 

t){ == (, 'h - . ~ .li. )'- . \\Ü. 
(\-\ú''-)'1. ~S'1. 
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Como " 'll .. ,a¡ :. E'- tenemo• 

] 
.. 

Ot - e" -l &mi• 

Noteao• que ahora en Di •e encuentrua ·trH aedicla• de 

importancia, ti (i-l•i•o re•i.dual •tudentizado) 1 adema• por (1) 
. ,,. -1 t """ .. . tenemo• que Var( ~ .. ) • xi (X•X) :a1 ... • h11 ~ . 7 por (2) 

tenemo• Var( @¡, ) • (1 - h
11

) ~· :. ten•o• que 

~c.~") - ~\\.~t = ~ 
-._ (t,) - l\-W'4)q1. . ·c.\•'í") 

·Di puede obtenerae a travla ele 1 

... 
"'" l°"1') 

"i"-• (. le.) 
.... l~) 

2 ) 
llk1 donde t 1 •• \ID& aedida por ••dio ~·· la c'1al la 1-l•i 

·. ma observaci&n puede Hr conaiderada COM uaa obÍlervacicSn di•cor-

. dante; mientra11 que la raacSn Var( ~d/Var( tl·) llid• la illpor1_aa, 

cia que tiene la 1-l•i•a obHnaci&n en la determinaoi&n ele f . 
·tli val~r grande de.Hta raacSn indican que la i-l•tuobaervaoi&n . . ·.·. . . . " . 

. tiene un gran peao en la deteminac1'n de f . ·11a7· que notar que 
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i•pl!citamente en (7) .ya tenemos involucradas las medidas que de
A. 

H&buoa combinar ( ti , Var( 'C..¡_ ) ) • 

Cuando consideremoa D1 debemos tener cuidado de verifi

car que Var( ti'..} -1 O ya que si Var( t'-) = O Di no estar!a defini

da porque estaríamos efectuando una divisi6n entre cero, pero es1a 

es un caso extremo en el ciSal; debido a un le11111a ( 6 ): 

'Si la varianza de f, • O entonces el i-lsimo residual ea 

cero y esto aolo sucede cuando la matriz X(i) ea da rango menor 

que P• 
Haata aqu! hemos desarrollado la expreai6n para Di, ahg, 

ra lo que baremo• es explicar lo aiguiente 

l) ID. porque la iaportancia de la medida D1 • 

2) ID. porque con Di pod.-Os detectar observaciones di•

cordantes. 

3) lltplioacidn breve del altodo. 

La importancia de Di radica en.que, como 7& di~i•o• 1 

podemos ver por au exprHidn en (7) combina dos medidas de dete

ccidn de obsel'Vacionea discordantes. 

El. porqu& detectamos Óbaervaciones di.scordantes con H• 

te mltodo es debido a que impl!oitemente D. ea una medida entre 
~ ... . 1 . . 

f-'. y ?'-'-> (podnoe recordar que para D. se part:J:6 1 ocupd pre-
. . 1 

.oiaamente una medida de esta distancia en t'rminoa de niveles des 
. -

criptivoa de eipificancia). 11. hecho de mane~ar una medida de e! 

ta distancia en esos drminos lo que noe quiere. hacer notar es 

que mientras mayor sea el elipsoide de confianza en el c11a1 en 
A. ·. 

contreaos yh.\.) ( es decir una confianza ... m\17 l¡,NH4i: ) lo que. e! 

ta indicando ea que la distancia entre 'f 7 fu.) es 11\17 grande, 

, .. ¡ ... 
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~ A 
ee decir, j!' difiere mucho de ~) 7 .•• •l eliainar la i-41iaa o~ 
aervaoi&n cubia •ucbo la HtiucicSa ele j> eato no• Hta indiou

do que dicha obaervaoi&n ea •U7 intl.lQ'ente para la eatimaci&n ~ 

bido a eea anterior ra116n; y coneecuentemente, sí al calcular D1 

y buscar en tablas notamos que eate valor ae encuentra en una• º!! 

70 nivel de aipificancia •ea au,: grande, lo que aoa e.ta indtcaa 

do ea que al eliainar la i-&'siaa obHrvaoi6n no• aandaal Htiaa

dor de ~ a 1.111 elipsoide pequeflo o •U7 pequeilo (dependiendo 4•1 

Divel. de ei111ificano1a) 7 ••to no• indicarll que la dietancia entre 
~ A . . 

t y ""' es. •U7 pequtila¡ H decir .la 1-l•iaa obHrvacicSn no •• 
muy- i11tl117ent• puH al ·quitarla no •• aoclitica auoho la HUa&cibn 

del parúetro 4•b:l.do a que ~ d:l.f:l.ere •U7 pooo •• .,,, • . 

Breve explioacicSn de como •• etectda el aftoclo1 

&l. pri.aer palo conai•te .• eleteninar para. cada obHr-. 

vac1611 •u corre•pondiente D1 , no• t:L~-08 en el llB D1 1 aupo -

n•o• que D1 ~ l'(p,n-p,l- Gl.) bue-o• en tablaa de la r cona 

psno. de pana•tl"O• en el modela, n el tamafto d• la muesti:a 

7 precieaaente el Valor que dHCOaOCeDI08 1 que Y•OI a eDOO!\ 

trar en tabla• •• O( , Hto para ver a que re¡1cfn de confian11a 

(elip11oide) no• aanda al Htiudor ele \' al quitar la i-1•1• ob

•ervaoicSn. 

Depen41enclo del tamai'lo 4• o( ( como ,. explioaaoe .. ~ .. ) 

ea que •• determinal'll •i e11ta i-f•i- obaenacicfn .. , o no H in• 

fl'Q'eJite para la· eai-c16n d'e , • 
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IETODO DE VALENCIA 

Presentaremos ahora Wl m&todo para deteotar k observaOi..Q. 

nea discordantes que esta basado en la magnitud de los residuales , 
studentizados, obtenidos despues de omitir cada una de las obser-

• vaoiones; aunque tambien toma muy en cuenta la influencia de las 

observaciones; es importante notar que en este m&todo el tratamie~ 

to. de las observaciones discordantes es fundamental. 

Precuenteaente son usados los residuales studentizados 

para detectar.observaciones discordantes, aunque la mayoría los 

usa teniendo en cuenta el .conjunto co~pleto de observaciones; en 

este m&todo se define al. i-ésimo residual studenti11ado pero. cuan-. 

do.la 1-&sima observación es omitida. 

Si eliminamos a y1 y al i-&simo renglón de la matriz X 

y en base a las n-1 observaciones restantes se etectua el ajuste, 

entonces el i-lsimo residual lo calcularíamos como y1 - 9(i) , 

donde y(Ll es la estimaci&n de y~ en.el modelo en que no se incl~ 

yo a y 1 ; es decir 1 A 

YU) • x_,.) 13,~ 1 

' ademas1 . t 
"' -1 " Var(y (i)) .• x(:L) (XCi)X(i)) xC'Jl Y 

Var(71 - ; U) ) • E +xu¡ <x¡., X (i) ¡-lx cu] 'Y • 
2 

luego si deno.tamos como SU) a la suma de residuales al cuadrado 
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entre (n-p-1), obtenida a1 hacer el ajuste sin la i-laima obeerv! 

ci~n, entonoea se puede definir a. 

el cual tiene media cero 7 varianaa 7 Cinal.aente definir al 

i-&simo residual. studentizado sin la i-&sima obaervaoi6n como a 

" - y,_ y(iJ 
- f Sci,<••~,,, ( x~,, Xt:,r·x !:, > J t 

H puede demostrar que t li) tiene una diatri.bucicfn t oon n-p-1 

gn.dos de libertad. 

Aunque.loa residuales atudentizádcie ion-de gran utili

dad no·ea auticiente tratar de detectar a lail oblervacionea cli1-
. ' , 

cordantea baeÚdoH üni.oaaente en l.a ugni t\ul. de Hto• reaiduaJ.ee, 

dado que pueden existir obllervaciones diecorclantH con •u.cha in

fluencia en el a~uete ocuionudo con ello que los rea~dual.H •t!! 
. . . ' 

clentizados de la• observacion•• no discordantes sean ·~ grandee. 

•:por .eeto iaportanb enalillU' 111 las posibles obaenacionea di!, 

cordantes lo son en realidacl. ·late an'li•U H puede efectuar ob

Hnando el cambio que ee produce en la toma de explicar a la . . 

obeervaoicfn por ••dio del ~~uete cuando H. eatá omitiendo clioba 

obaervacicfn. 

tiere. x<Úf 
parar'contra 

Bato se puecle 1lnar a cabo obaenanclo.qut' tanto 41-
~ . 

de x( iJJ!cl); !11 t•afto de eate caabio. •• puede ooa-

el error están4ar de ~i, S Y h11' • Uu ~e~~ra adici! 
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nal ser!a que una vez que se detectan a las observaciones discor

dante? tratarlas y volver a buscar observaciones discordantes en 

el nuevo conjunto de observaciones. 

Podríamos ahora resumir el m4todo: pero antes necesita

mos definir a f t(m)\ como el m~xiao de los residuales •tudenti

zados al haber omitido cada una de las observaciones, 11 la o-.. • 
servaci&n correspondiente. 

•ETOID.-

1) Para C af!ltdetectar como posible observaci&n discor

dante a ym si lt(m) 1 ") O • 

2) Si ym es declarada coao posible observacicSn diacordan

te entonces calcular x(m) ( /'-pc-~/S Vh-lpara decidir 

•i 1 ee "peligrosa" para el.aj~ste. m . . 

3) Si x(m) Cp-~, ... >) ea eipificati.va declarar a '• como· . 

discordante, en caso contrario tomar coao '• a la ei

gltj.ente y1 tal que /tu.JI) O y ejecutar el paso 2. 

Esto se repite haata encontrar una obaervacidn diaco> 

dante o acabar con lo• t(i) tales que ltcul;>o en 

cuyo caeo el m4todo acaba y·ae puede decir que no exjl 

ten obaervaciones discordante• • 

4) Una vez que Y. sea declarada como discordante se pro-. m 
cprle a trata1·1a. 

5) Realizar el ajuste con el nuevo con~unto d,e obHrv~-

':·. 
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cionea y obtener los nuevos residuales studentizados omi

tiendo cada una de las observaciones. 

6) Ir al paso l • 

Es ·importante 

nera que Pr( 1 t {i) } > C) 

obtiene que 

notar que 1a 'e puede escogerse de tal ma

= J.. para una el.. dada, con lo cWü se 

donde P es el cuantil 100 (l- "/" ) de una distribucidn P con l y 

n-p-1 grados de libertad. 

Observando los 11iguientes resultados (Hoaglin y Welsch) 

(.22 j 

nos podemos dar cuenta que solo ~s necesario efectuar. el ajuste 

con tedas ias observaciones, obtener los residuales y ·conocer los 

elementos de la diagonal de la matriz sombrero, para poder effic -

'lwar el m4todo. 
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• 1 ' o D o G l ·A r I e o 

ai .. ta pari• pneeniar•o• \lll ••todo gntioo para la 

eleteoo1dla· ele.obe•rY~cion••· elieoordani••~ propueeio por .Aikineoa • 
.. ~. ••toclo con•ia ele 4o• partee, en la priaera •• ~1 

za •l coaporiMienio ar'tio.o el• lo• rHielualel 1iu4eniiza4o• •ill 
la i.:.4eiu o'beenacicSn oonira la aecliana el• ndaero• aleaiorioe, 

•n. la ••IUftcla •• anal.isa".•l coaportaaienio ~fioo ele la ••iaclt! 
iioa ele Cook aoclificacla con~ra la •e4iana.cle ndaeroe aleatorio• 

i•blln. 
.. iaportanie notar porque ·ee .uean, para .. te proo.•4i -

meato -fico, a io1 rHid-1•• eiu4enii&aclo1 •in la i-4eiu ~b- . 

••naoicSn. lato.•• clebe a que en auHncia ele oblenaoionH. clilo.o¡ 

du1i•• a2 1 S~i\ eerú HiillaclorH' iDHIP4o• el• ~ .. 1 lo• '°' ººª 
~unto• el• rHi4ual.eil ( iaqd no• reteriao~ a.lo• clo• oeaiuato• con· 

' '. . ' . ' 

loi.c¡ue ••~or •• puect.• tram.~ar para ct.eteotu obHnaoion•• 41iloo¡: 
llUi•• :l.' ' ' 

1.- leeielúal.H 1iu4ut1zaclo1 
11 . 

t - "' .. y, . ' . - -• s V1- "i • · 
le•14ual.•• 11iucleniisaclo1 •in la i•l1:Laa 

.· ••• •cam.vaiot .... 

o'bllenaot.cSa, 
A t,., ª Y: - t,., e'" . 

SáJ/11- X,,,(JC:';', x,:,r'tc,J\t' 

. :._ .. . ' 

' . ' '~ 

,. 
·" 
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P•l'ó en la pre .. aoia 4• una obaenactlln ti•ol"Üllte, t1 

no revelarla tan cl&l'llllente diolla obaerYaoiln como '<1) '· TA , .. 
·ea tu> tenemo• illpaotada la pre••oia •e e•. ollaenaoila .li o.i

ouJ.ar ªCi> , Id.entra• que u '1 e• obHnaolla tiNol"tute queda 
un tanto •ü•tnaada• al 'tener •i•pl••i• 1 ea la odal. no H H

ia rene~ando al. iapaoto de ••• i-l•iaa oHenaotdn. 

·Para ia Hl\lllda parte de ••i• altodo .... ftoo la Htadtt 
iioa de Oook •• a 

ºi= ¡-.¡-~ .. ¿r 
5 y,;..-"'' 
.. ~ J. 

~ ;t.···¡·.· .. , 
r <···;..{:¿J 

] 
z .J.¡; 

.. p(í~.J .• d 

· 1 lil•• •l erecto cie oua om•naoiln 1obl'e •l -Weotor 4• ·parfaetru 
HtillaclOI f> .~ .· • .. . . . . .· . .. ' · . 

· .· · ·· •iA Hiadt•ttoa put• ••r ••~or9da: ._ ~ a 

1>. º•.•• •urª iuav ... ·• < .. ~ ~ ·~r •lUIM~~· •l 111- ; 
pacto qú U.ene la i.•l•illa olNHnaotla:&l •r'lm.tHa) 

2) U.ando la raí1 ouatl'M& ••·Di.· 1a odal put• ••r lie~or exa
lliuda 1olanl 1má ~ .. ..Uo ·ao.rai 7 •Utplioaado ·por · 
(:'-p--,pan HtaDdartm' ~ D1 C:.4~ •. .: . . · . 

Gon lo UtVotor o"--•·la. •C1f1oaoidn de la HW.ft. ,O 
tioa .de Oook o~ i 

':,,' 

... 
'··· 

.-.: ' ... 
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.lll procedimiento consiste entonces en graticar por un 

lado t(i) contra la ••diana de ndmeros aleatorios coao una gzí 

fica noraal. y detectar como • •oepechoeas• a aquella• observacio

nes que ae encuentren muy alejada• de las demte en dicha eri{fica. 

En seguida hacer la gr'fica normal de T1 contra la me

diana de n6aeroa aleatorios, 1 las observaciones sospecboeas que 

vueivan a encontrarse alejad.as de laa demts en esta gn<tica, senln 

declaradas autom,ticamente como discordantes. 

In •l caso de que una observaci&n sea deteotada como 

eospecho•a con la primera grifica, pero con la segunda no se vea 

al.il~&da gritioaaente del reato, dfremos que es sospechoaa pero no 

elÍ ~peligrosa• para •l a~ua'te .1 aediante este mltodo no ~poclñ ser 

declarada coao discordante. 

.:.-· 

··. · .... '-
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llETODO Di G.Di~LiJWf Y WILK 

Bate m'todo se basa directamente en el u.so de loa rasi

dualea y requiere, para cuestiones p~ctica• de la econoa!a, dis

ponibilidad y facilidad proporcionadas por la coeputacidn, inclu

yendo preferent .. ente alguna• fo111a•·de t'cnicaa de graticacid'n 

computarizadaa. 

Haata ahora hemos Viato.altódoa que airven para la det! 

· cc16n de una sola ob~ervaci6n discordante, pero el h~chO de que 

en un modelo_ha7a 2 O ÚsobHrvaoionea diacordantes baca que ea

tBS puedan afectarse UUlt a otraa en el llÚllaia, de tal manera 

que di•iauJ.en au exi•tencia y no •• puedan detectar por altodoa 

directos de inspecci&n de reaidualH Pllra detectar wi.a •ola obae~ 

vaci6n discordante a la vea1 eato augiere la poül>ilidad de que 

2 o úa obaervacionea dia~ol'Ülltee puedan aer_ llÚ claramente de - . 
· tecta.cl&~ por un altocto en el cdal.,-IÍe tnate de detectar a toélH a 

·.'un miemo tieapo. Debtdo a lo antertor proponel'IO• el aipú.en't• •! 
todo Pª1'.8 detectar 'k' obaervaciones discordantH en con~unto¡no 

.. ·por separado. 

,·,·./ 

'¡·.' 
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DESAiBOLLO Y ARGUlENTOS DEL liETODO 

Consideremos laa suposiciones del modelo lineal general 

l:X#J., e 
conaideremos·adem&s una versi&n 'alargada' del modelo lineal ge-

neral 

donde ~ .... ,es wi vector, que consiste de k valores desconocidos 

distintos de cero (k•n), estos valorea eetarin colocados sobre 

los k lugarea donde. se sospeche la existencia de observaciones 

discordantes, los lúgares sobrantes tendr&n ceros~ 

De esta manera d1notar1110• con k al ndmero hipotltico 

de posibles .observaciones discordantes. 

· Quando eat,bulos seguros de la existencia de una obl!le:P. 

vaci6n discordante lo que veníamos h&ciendo, generalmente, era de• 
., . . ., -

cartarla,. 7 nos pregunt,maos si el uullisis sobre el conjunto cie 
' '. .. . . . ' 

dato• coapleto, ] , por ~edio del aodelo,XI, podiit. a'er mejorado 

descartando la obaervacicSn •. Oon este altodo baremos lo lli.•o a6-
. .· ' . . . . 

lo que ahora. nos ·preguntaremos si dicho an&liaia se vér« mejorado ·. 

Cll&lldo bagamos la om:iai6n de un subconjunto de k obaervacionH. 

11 ,P,llllto de viata de este ahodo .. considerar. hasta que punto el 

uut11ai8. del modelo con p panlmetros puede ser mejorado.estad!s

Ucuente, mediante ia .. reducci6n de manera aelecta en el tuai'io 

( n ) de los datos. 

Bate ahodo involucra la designación de un valor t, .que 

nos. indique, el ndmero múimo hipothico de ~baervaciones disco!: 

.dafttee. Ja identif'tcaci6n del subconjunto •k• da pro.bablemente 

.... : 

''·. . ~ ,. ··, J l 
, .. ·. 
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discordante es mediante la exploración de todos los posible• •ub

conjuntos de datos que involucren la omis16n de k obetrvaoionea 

y en el caso de que eate subconjunto no sea eatacl!aticamente ve~ .. 

rificado, la iteración se hace uaando un ndmero hipotltieo de 

( k - 1 ) observaciones discordantea. 

· ~ra un .valor hipotltico k e~isten (:) parUcion .. · 

de los datos que involu.cl'llD la ollidd'n de k valorea. 

Si eD efecto •Xia~ea k obaervacionee d.i1cordant1a,.eD~ 
' tor1oea~ de las · (:) particiones · ~ ·.>',. 

· .. y 
r: "J 
\:) ; 

tendñn elatos • .bueno• ' 

Para conUnuar con el deaarrollo d.el •lto40,· para e\ial":' 

ql.u, er partÜÍ.6~ c¡u~ invoi~~ l• ~iatd'n d~ k obae~ui~nes eape.;; . 
' . ' ' . . . . . . ·' .. . . ' . 

. 'c:!rica~ · aa tiene< aaociado io. atcUieni• , .. 
'' 

, 'ít••>w• denota el 'YeCtor de obaervacionea re1• 
·tantea • 

. deno~a el vector de obHrvacionee om.-
tidaa. 

()c)n 1~ antert~r 11. ~ io pod•o•· eacrtbir COllO 1 

·. y:J~:) ... 
adeds 1as co~esp~nd1 en tea paruc1onea d~ X :ve , se 

' '• ., . "' ·.·.;: .. 
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e. c .. -.,.)IC l 

eA (•u1I. 
anteri.or tenemos que 1 

~- 11 x.p,. e. 
Y. si denot1111101 a¡, como el estimador por a:Cnimos cuadrados basa

do sobre el con~unto reducido de datos tendremos que 1 

f:: (X; X.)-• Xo 1 1 . 
..., 

Bate f es tambiln el estimador por m:Cni_,e cuadrados para. 

1:.Xf3 tc5-1e 

Sea J orclenado 7 ••ori to ooao · c:S 
1

-= { c:S'~.; J; ) 
oorreepondhnt• a la pariio:L&n 4• . Y. • 

PodeaH entonce!!... ••crib:L.l'.2 
. ~-: x. /i.· 

.... N 

e.:C.\l_C' 
· Ce - i. .le 

.... 
J. : O .· el vector nulo. 

""' . : 

f' '"·W'JA 1 ~ 
"' C'lf: lt --X.P ' 

donde ~ ea el eatimador por mínimos cuadrados de~• en el ~modelo 
't=X/3 +,_.e ª"' 

,A; <~ ... ;.) 
el vector e= -x f3 - .;) lo llamaremos el vector d• los .... ,_ 

reaidualee reviaadoa 7 conaiete de l.as ( n - k ) .component~11 de 

{
0 

. auaentado con los k ceros de (. :: l.- X., ~-t. . . 

... ·. 

: ~ .. -x. ~ -( ~- -.x.;) 
:: o 
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.lsi C l es .l&. •uma de loe cuadrado• de lo• n•idualH , 
revisados que resultan despu'• de ajustar el modelo ~•ico de•pue• 

de omitir las k obHrvaoionH. 

La cantidad que vaaos a considerar para ver cdal de.lo• 

subconjunto• de k observaciones es el lllls probableaente dieoordaa 

te, en base a lo anterior eenl1 , 
Q., 1 iE -i. Í 

. 1 ... ..,, 

•ab•os que l l,., V ,.. Cll\• f) 

==t> ~toe ..... , 1 

· bajo loe supuestos usual.ea •. 

Sin •bargo el presente altodo involucra el o'1cul.o de 

~ para cada una de. la• (:J . poeible• partioionH de lo• datos 7 

la e~al\iacicSn conjunta de ~) .estallí•tioae. llott.oe que lu Qic 

.son estadl•ticamente dependientes, 7 m1a ooapaneidn aiaple nor

~lizada de este oojunto de. {:) . Qk:'• con. al.-& ._ del cuadJ'!. •. 

do de loe rHidual.ee, para jupr •1 alpna ti•• k obHl'T&Oionea · 

~isco:rdantee pre•entee, no puede ••r h•cb& coao una alapl• est~ ~
d!atioa P rii u•ando un 111l!biiao ,. pan_ co.pollentH inclepenclientea. 

0.9) •. 
Bs por ••to que la evaluacidn e~tadletioa para ver ai 

el da grande de _loa Qk 1s · identUioa lu o~•HYaOiones d.iaoortaa; 

tH requiere de Coilparaoiones interaae que tc:iaen en cuenta la de-
. . ~ ' . . . ' . 

pendencia estad!stioa 7 el factor de que una oontnbuc:i S1. conjun-

ta esta hecha. Este punto de.oomparaci6n.Hta1' aejor dehl'llinado 

en la explioaoi&n del a&todo. . . . .. · 
.. . . . . ., 

Entre l.:ts Qk•s el mú ~ tiene el. aenorf t .. · H decir 

· .. con el mú ~ identiticamo8·& 1,a k ob•enacion .. qúe lliniaiaan, 

'··," 
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al ser omitidas, la suma del cuadrado de los residuales, por es
' to podemos decir que el milx ~·s es la estadística que podra idea 

titicar mejor a las k posibles observaciones discordantes. 

llETODOLOGIA 

, 
l) Se elige un valor k, nihiero máximo hipotetioamente razona-

ble de observaciones discordantes presentes en el modelo. 

• 2) Para todas las posibles(:) particioneli de los datos, ae 

calcula el correapondi.ente Qk• 

3) La partici6n correepondiente al -'• grande ~· lo denotare

mos por~ 1 este va·a identificar el subconjunto k rúe pr2_ 

bablemente discordante. 

· 4) Para saber si el tamafto de Q~ ·, estad!sticamente por medio 

de un juicio inferencial, es sufioientemente grande en re

laoi6n con los dem4a valores de Qk~ se hacen gr4ficas de 

probabilidad en .las cuales se gra.fican de 50 a 100 de la• 

m4sgrandesQk's-para los datos bajo análisis junto a:va-
. lores típicos (- por ej amplo las medianas de n1Smeros aleatg, 

rios ). 

5) Si concl"'1mos que ~ no 'es estad!stica.111ente aberrante, en

tonces el procedimiento se rupite para el ndmerc> hipodti

oo ( k .;. }· ). 

6) Si 4'·· es . eancontrado como aberrante entonces el mltodo Ur

miila proponiendo las k obaerva.ciones como diacordantee. 

.~ ' ' . ~ ' 

·1" ••• 

'··,:: 

··')'···'' 
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Bs recomendable que el niSinero hipotftico k sea mds Bl'a!! 

de que el verdadero ndmero esperado de observaciones discordante&J 

veamos porque 1 

Supongamos que existen ~ observaciones discordan

tes pero nosotros damos un número hipot&tico ~ donde E< E1 , en 

este caso nunca se podl'lhl detectar a todas laa observaciones die~ 

cordantes 7a que nunca se llegan( a usar el mltodo pare. tratar d• 

detectarla•• Pero si nosotros proponemos l.> 1:1 , en este caso •l 

m&todo nos conducir4 en algdn momento a_probar ai existen 1:1 ob -

servacionea discordantes. 

Uno de los principal•• problemas que preaenta eate mlt!l, 

do es que.1 para poder llevarlo a cabo ea necesario realizar ( :J 
regresiones. A continuaci&n el altodo •• desarrollado nuev&.ente 

pero en forma tal que el problema anterior queda resuelto. 

El modelo de Begresi&n puede ser escrito como: e i4J 

( l ) En\: X~ EC~) ~ en:J: r:J jJ =X, • ' • 

donde ( ~~) es una partici&n del vector li, con Y1 Wl vecto_r de 

(n - k) x 1 correspondiente a laa (n - k) observaciones no sos-

pechosa1 como discordantes, mientra• que Y2 ea un vector de (k x l) 
correspondiente a las le obeervacionH sospecho••• coao discordan

tes. 

D1 general "eerli neceeario un· reacomoc!Uiento de obser

vaciones para poder lograr esta partioi&n de y .• 

Sabemos que si hicilraaos el a·3ust• por a!nimo• cuacll'!, , · . . . . ~ 

dos el vector de :residuales e estaría dado por l -X p 

. '··. ~ 
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el odal podríamos escribirlo como : 

f = ( ~:): (:z-h') 'j_ : (X- #11 -Jl,1. )(j) 
- 1121 z-A'-z Yi 

-1 donde Hij • x1(x•x} Xj es una sul:matriz de la matriz sombrero 

H = X(X 1X)-lx• 7 las dimensiones de cada suanatriz son : 

8il es de (n-k x n-k) 

812 es de (n-k X k) 

• .. :: 

ª21 es de (k X n-k) 

822 es de (k X k) 

·Si qiti.t,raao• las k observaciones.sospeohosae nosotroe· 

obtendríamos el modelo E(i): 'Xi~, en donde el estimador de f 1 

estar!A dado por fo' '= { x,' Xi r' x/' . y ' • . • • • . ( 2 ) 

Un modelo alternativo esta dado por1 e 14 :J 

t (:.') = ( :: ;' ){ ! ') 
en donde 9 es Wl .vector de k x l. 

El estimador de !1 estarla dado en la mi•a :tol'll& que 

( 2 ), llientras que. el de e e::: : e 14 J ·. 
A . . 

· eJ = ( I-/-12i)-~z 

.. · .. 



Como · 

tenemos 

- 86 -

é = ( :r - ..IÁ~ r' (- Na.1 '11 + { l:-"'"9'u)Ya) 
. ' ::' - { :r - /-In r }la, I y, .,. Y2 

= ~z. - l % - llaz t 1 
Ha1 ~ 1 
A 

Si re•plazaao• Y2 por Y2 -é) •n (l) -, r•ali~amoa .· 

nuevamente el a~uate, loe nue•o•.n•idual.e• que obten4zie.o• eerús 

41 donde 

(,: l I-NN) Y.1 - /.11~ ( r1.-J) 
. ::. .l~• - M1 y, - .M~ ([ z -N..1·'N.i1 "') . 
= .I!. - M1 ~. -- J.ln. ( I-,¡l./a 1 r , H:11 y , 
~ ( I-H11 -.Mz {I-H~~r·JI~,] ~' 

f~ = ("7H:t1)~1 -f. (i:-Hu)(Xz.~ 0 ~) 

= ... Ha.1 ~' .1- { I-Haa.)(I~ 11.nf'H., Y; 
. ~- J.li, 'j¡ + u •• '11: o 
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Batos son los llamados residuales revisados con los 

cualea podemos obtener a.hora que :: 
T )~' . o .. = ~ & ( l ~ fl u ~l ( 

de esta foX1118 para obtener lae combinacion•• :). ~•sea tan 

aolo necesario tener los residuales obtenidos al realizar el aju! 

te con los datos completos y la 111atriz sombrero. 

_.', 

·.·'.. 

, ·'·. 

'. '.1. 

- r·. 

'.·- ·:·.· 
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llE'l'ODO DI ANDRBWS Y PBIGIBOJr 

Presentaremos aqu! un alto4o para detectar k obaervaci~ 

nu que a4em«i. de eer discordantes tengan una gran innuencia 80-

br~ el eetiaador d• lo• parlmetro•. 

DetinUloe el ope.ndor J\fL •• ik el odal borra 101 •l•ea · 
toa aaociado• oon la• k ob8ervacione• ( il,12, ••• ik) para la expl"!, 

e16n que le a1gue1 por e,1•plo /,¡'Y •• el Yeotor 4• (11-l)xl cu.a 
do Y1 ha sido borrada, ( i,:~ (-x•i:)-1 ) .. la iDY•na b la utri• 

{X•X)· una vez que se le ban borrado loa reng].onH ~ J .1• 
Ja iqrJ.uencla de una obaenaci&n pude ··detenlinarse ·••;. 

. diante el deÍenrlDaDte de X11, H decir f X •il , . ele . tofta tal q\&e 

al borrar una obaervaci6n que tenga •• pan iatluencia •obre •l 

Q'1,cuJ.o de tx•x\ ,eeta obHnaci&n ~•biln tenañ ~ aru 111 -

tluenola •obre lo• e•tiaadorea • 

.De iaual toraa la diSoorüDcia 4• uaa obaervaot&n en el 
. ·,- ' . . . . . I . . 

a,1uete puede • aer detectada iaediante la reducoicfn de E~ al borrar 

tal ob•ervaci&no 

Kataa dos ideas pueden combiD&l'H1 para tratar de iden

i:ffioar obeenacionH diaoordaatH con 1nnuao1a a el a,1wste, ' 

calculando el C•bio en ci' E ) \l•1\4e1pul• •• qu1Ul' una o ... 

ObtervaCiODHe la CODVeftteaie real.bar t8tt Htuilio 8D la fOl'll& 

· · lx'x•/:(€'~)1xªxl · · 
dond~ x·:: (x ;' l) .. : l• aatr1• ele variable• independieni•• 

awnentada con el vector de V.:riablH dependientea l entoncea. 

wia medida. del.cailbio.relattl'o debido a la.o11111S.'8 el_• laa k.o.,.•i 



- 89 -

·(vaoionea ( 11 ,12, ••• ,1)1: ) ••tan dada por 

R':~ I ••• , CI( :-... ....... "-----..... -/ x··,· x• 
luego entone ea, entre alls pequeilo Ha ~{, 12 , ••• ilt úe di acortan 

tea e innlqentH sena lU .t obaena010D .. oaitid&ee ( l J 
U. fonaa al.1:•mat1Ya para eftluar la ••~•ttoa 

.t . . . ' 
812,i) ••• :Uc tad dAda por ( 1:4) en la c-dal •• a\lH1:ra que. 

. . . . . · f~~' ... ,,,, a [t-(.,w/,~•J}/~-;d/ • .(1) 

• en· 4onde ~ e•"· 4eftDS.4a como u1:e• ( pp -, J. ) 7 lflta e• UD& p&l't• 

·de la utri.• .. brero Hs con .. ,. toma•• caJ,.ouiar a jfl, ... ik 

•e •iapliticUl lo• c'1oul.oa. 

ai (1) H eao•a1:na do• taoten• q111 pod .. • HMinar 

üorá, •1 .. •l pria•ro (1-(~/c'c >) .. peq•do ila~e• ~ •erC en¡ 
lle 7 por lo tanto l~• 1c oltH:naoiou• .t11a1ti11a9 ·•·• dtaoordallt ... 
11. ••IUdo taotor / x ~ 11J?2lm•• l• tanuact• que '1•• l.U ·k. ·. • 

ob•el'9a0ioae• aobre !11 ·~-·· 7 .......... ftlen• •• f 1 - Ita I ooa 
.ducim ••ll'Ú• .. valore••• ~i ·.,por lo taato nYelaa p\iato8 .. 

áui 1nfl~•1:ta. •otmo•.por •~tapl.o que pan el, ouo Ji: • 1 

f1 - 822f •• oonYUrt• en 1 - 11t1 con lo cual. a ( .l. - 1111 ), o "ª 
b - H2J •• pequdo •1Pifica q• ~1 •• .,...e, 7 • OODHOaa.. 

cia la ob8enao14a 1 .._ Uda tl•• uaa ll'U iatlm~ia. · . . . 

· .. ll al1:o4o puede .. r re••Ho CClllO ittpe Í 

.'; .. 

',,· 
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diecor4ante• e infl~entes que se espera encontrar. ~ate 

nllaero k que se e1coga deberil ser el ús grande hipotlti -

caaente raaonable de obeervaciones ' mala• ' que eeperamos 

encontrar, esto por la• •iamas razone• vistas en el .,todo 

de GenUe111&11 1 Wilk. 

2) Oaloular l.. (:} ifl. .. 1k •e • 

3) lncontrar el atn ~1, ... ik'•' con lo cdal. obtend~emo• la• 
k'ob•ervacione811i1 probablemente dieoordantee 7 a.la ve• 

1Dtl.UTente• en el a~uate. 

4) st •4-'• el_•!n ~1.12 •• oik'• .. •utioienhaente di:feren
t• con re•pecto al re•to, declariLr entonce• a l•• k obler

vacione• •omo di•corclant••· 
·~ oamo contrario Jaacer k • k - 1 7 repetir el prooeeo. 

'. ·~ ' 

. /'..'. 
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IU!OJIO DI lllaul, Dmll T YillllJA 

al eeta parte propon•o• un altodo para 4eteo"tar variu 

obeervacionea discordante• a la v••• late altoclo ae basa en que 

al oai tir poaib~ea obHrvacionea lliacordant .. ta le&r .. i6n •• o~ 

tiene una gran reducci&a en la suma del cuadrado 4• lo• residual.e~ 

toilando •.ouenta .. ~iba la toma 4• ••leooiour oub.ea pu• -

den aer obeervacionea discordante• •• puecle eteo.tuu- bacierido uao 
de prol'J'9ll&• de regreai&n por StepWi•e1oomo blilo• a8Dctonado en 

varioa·4e loe altodo• ballta ahora vi•toe, la aa.Dera te checar •i 

en •l con~unto de datos eziaten o~aervacton•• diecordantea, ea a
;tuatar el aodelo con 7 •in laa obae~oionH aotpeellO..a. 11 ·u-

70r probl .. de lo anterior radio& en el hecbo 4• ' Qd obaerva
oionu eaooger 00110 •o•pecbo•a• T .• 

Lo que hace el aho4o ~~· proponeaolt aqu1 ••- encontrar 

una obHrvaotcf~ la c\lal al Olli.Urla cauae la ... cna4•. reducci&a 

~ ia ·- del oua4n4o de 109 reaiclaaJ.•• • mñl ... encontrad.~ 
ea'8 obaerff.c1&a, eate alto4o procede • Hleoctonar otra obeer:va-
01&11 cup. oma1.Ja welft a recluo1r ·pa11d••nt• -~· • ..;. 4•1 ollaÜ!;. 

clo cie loa reaidualH 1 ad auoHi .,..eate •. O..O ·,. aesioiollllllO• lo 

anterior H puede bacer por un pro ...... ••, ~t4a po~ liep"1H, 
~ ·, . . ., . . 

J& que, 8Bte tipo de regreaicfD lo qUebaoe 88 aeleOOiOUl' &qUellU 

variable• qué expliquen•ae;lor• 111liodelo1 la UDera 4• hacerlo . ' . .. . . 

H introduciendo al a~uab una a llll& lae -wadablaa 1 ••rifloui~ 
que la .suma del cuadrado ele.lo•' r••14ual•• aa ~ ian peqUéfta 
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coao H pueda; la• variable• que expliq\len •ae;jor" al 110delo serin 

aqulla• que produzom la aíllill& auaa del. cuadrado de loe reaid~ 

l••· 
fanieudo ••ta• id••• tn mente procedallos a dar el proc!. 

dimiento J la ;juatificaoidn del •'todo. 

In cualquier 110cl•lo dt legr••idn lineal la Olliaión de la 

i-'•i•a obeerváoi&n puede ••r realizada introduciendo una variable 

adicional que ioma el valor \.IDitario en el i-'•illO lucal' 1 cero en 
lo• otros lupreit. Por e;jeaplo •i a cieno ao4elo le afladiao• la• 

col...naá (1, o, O, .••• 0),(0, o, 1, ••• O) eso •ipificañ que la 
pl'i.aera 1 teroer.observacion•• ael'lln oaitida•• 

JD. prooediaiento con•i•t• entono•• en auaea.tar a la .&
tris usual 4• dato• X óon una utl'1• icllntica de (n x 11) 1 e;jecu

tar lo• 0'1.culHooa. un proanu 4• ·•ll'Hidn por StepwiH. 18 el• . . . -
01r la ilatriz X H re•plaaa4a por la ••tria amantada ~. (X,I) 

4• 11 Jt (n+p). 
Kl prOP'U&. de . a.sre•idn. por 81iepWiile Hl'll. h.eolao 4e tal·· 

to!'ll& qu.~ l.aa :vanabi .. oorreapondientt~ a l•• 001-.a '..4• :ia •

tris X •U•pre· entrUú en loe c'1culo• de eUe. tlP«» ele regrHidn, 

7 ••diute ••to aolo H e1ool•rin.a aquella• Yariabl•• oorre•poa

client•• a l••.OolUllD&8 de la id4ntica 1 ••n'n. aquella9 que redU! 

can lo da po•ibli la • ..-. del cuadrado.de :toe rHi4-.1.H, 1 en 

coa.aecuenoia ••taa dlitmae nos indicartlll que ob••rvacione• •on 
f • · •. r ' 

. •o•peoho••• • 11 •''todo podr{a quedar neuaido ele lá •ipiente •-

J'\•ra ' 
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1).- Para cada paso de stepWise declarar como sospeclwlsa a la 

obHrvaoicSn correspondiente a la columna de la aatria_ i

d"1tica, que entr6 en la regresi6n. 

2).- Para cada paao i de stepwise calcular s 
p SOR (i-1) - SOR (1) 
o • SOB(i)/ (n-p-i) 

donde so'a (i-1) • Suma de cuadrado• de rHidual.H sin la• 

obaervaoionee inclicadaa.por el palo 1-1 

de atepWi••· 

aaa (1) • 9uaa de o\aaclraclo• de n•iclual.e• •in lu 

ob•ervaoione81nd1cadu ,Or el pa90 1 

·de st11tPWiH. 

J).- Para cada pa110 1 de etepWiH 1 

S! r 
0 

) r t Declarar a l• o bllervaoicSn oorrHpondien 

te a la v~a'Dl• reoifa 1no1ldaa J,or -

•tep~•• º°"° 4ucordU'•· 
·. · 8l 1~ .4 r, La_ ob••rvacidn no .. Uacol'Üll'•• • 

_4oD4t'lt:•• ·.1 ouanui lOo(l ••/•~•·•e ..ad1etribuc1d11 
lcon 1-, (n•p~i) gradó• de'l1berta4. · 

.. iapcrt;ut;e hacer' notar que l• ... del cuadrado .ele 
. . 

lo• rHiclualH con t obeenaciollH Ollitid•• •• 1--1 a.la a\11& 

el•l cua_elrado ele lo• rHidual.H con k·colm111&11 ele ·la •tl1.a idlnt1 
'oa ·••entada• a· l• U.tf'ia l.· .. 

Y aded• .•l a!niao' de la •ma ~.1 · oua4ndo 4• .loa rHi• · · 

dual.e• obtenido por el procediaÍ.ent~ ele atepw18e, al final ele ca

da JIUO, ti el aiemo que el obtenid~ por oma16a Ü l&I obeemc¡t 
ne• 'corresponeli ~h• en el adJ,.1818' de. r•&r••ida. '(27) 

";' 
1 
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Por lo tanto los cálculos de regreei6n con variables 

unidas es equivalente a los oálcu1os de regreei6n con observaci~ 

nea ollitidas. 

", 
:,: 

·.' ¡.;-, .. 

.. ~· 

.,,• 

··: ... .. . ,.-.;.;_,.·:~.-:-
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OBSlll.VACIOHU IllPLUYIHT.ii:S 

Dado el hecho, de que una observaci&n ••• discordante 

no.•i&nifioa que neceaariaaente sea influyente en el ajuste, T d! 

bido a que mucho• a4todo• para detectar observaciones discordante• 

toman muy en cuenta que taabifn sean intlu1entee, deci~imo• hablll' 

11.bora wi poco sobre observacione• inn¡qenhe, preHntar aJ.sunos 

altodos para detectarla• 7 analizar un ejemplo en donde se muestre 

ciaru!n"te que· una ob•enaoicSn cli•cordante no •i•pre H ·infl\.11'9!, 

te y viceversa. 

llla obaenaci&n illtlU7ente puede aer.4.,inUa, ooao, a

quella observacicfn, tal que al quitarla, l!le produ~ca un c11111bio "ad.a 

Dittcativo• en el a~u"e• 

Algunos altodo• para detectar obaervacione• infll.l1"ente• 

aon loa Eigui.ente• L 

, a) Bnoontrar loa •l•entoa de la diaco~ de la utrt& H .. 

decir en~o~trar hu, i ~ 1, 2, •• ~. n . 1 caP..nrlo con

tra 2p/Íl, •i bu.) 2p/n , h11 ae considera "~~e" y por 

lo tanto 1' i H 1Df.lU7en'le - el ajWlte o C 22j . 

b) Otro mitodo para ddenu.a¡ la
41

innueno1a 4e la 1;..4.•ia 

observaoi4n H. calcular 1 -,.., .10 c\&al. H equivalenh . 

'a caJ.~\ll.ar ~, p -'Xcu pra, si la di,fe~ncia ea 111b•taa 

Cial, 81..U,ftca que¡, al excluir la 1~'8illa obae~i6n . 

existe \aJl c•bio ~ipiftcaUvo a la det~:i'a1Daoi6~ d~ ·los 
'·; ·' 

"1; 

,.,,. 

_., '•' .. 

·,·,., :·.,,·.·· 



- 97 -

eatiaadorea y en consecuencia exiatirlÍ un gran cambio en. 

el ajuste, en tal oaao diremos que la i-4aima obaervaoión 

ee iniluyente. 
11 A 

e) Una forma posible de determinar si ;t,; J r-:tcu f'c:,/ 
es•grande•, •• comparar tal diferen~ia contra el error 

estindar de y1 , s'(h11
1 Jºr lo cual ai.1 

Xsn C~-pm) ?1. 
s~r 

entonces «iremos que la-diferencia en el ajuste es gran-

de 7 por lo tanto la 1-lsilla observaci6n es influyente. 

d) Con el sigáiente mitodD podremos encontrar la influencia 

9ue tienen deterainada• observaciones en forma conjunta 

con.respecto al ajuet•1 el •'todo oonsi•te en calcular 

1 I - H22 j , donde H22 eli como. ee defini6 en ( J..,), 

. 11 - H221 nos proporciona una medida de que tan lejos 

•• enouentna l•• obeervaoionee que deterlninan ~2, del 

centro de loa· datos rHtantea; entre úe pequeilo aeá ·· 

11 -H22 ) sú• le~oa se encontraran la• obaervacionea y 

por lo tanto úa influencia tendrlln en el a~uate. 

Jfotemos que para el caso. k • l, l 1 - 9221· 1 - h11 

con lo cual tenemos pnctioamente el caso a) 
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Presentaremos e.hora un ejemplo de Regreei6n lineal si!! 

ple en el cual podBD1os observar que las obeervaoione• discordan -

tes no necesariamente tienen que ser 1ntl.uyente1, para poder lo -

grar tal cosa, usaremos adea&s de los m&todos propuestos aqu! pa-

ra detectar observaciones influyentes, las estadleticas Qk 1 

aOtl ik para detectar observaciones discordantes. il, ... ' 
Anal.izaremos Wl ejemplo dallo por 111cu,., Dunn 1 Clarck, 

el cual consiste de 21 observaciones, las cual•• aparecen a con-

tinuaci&n a 

Oba. I xl J Obs. I xl J 
l 15 95 11 7 113 
2 26 71 12 9 96 

3 10 83 13 10 63 

4 9 91 .14 ll 64 

5 15 102 ·15 ll 102 

6 20 87 i6 10 100 

7 18 93 17 12 105 

8 11 100 . 18. .42 57 

9 8 104 19 17 121 

10 . 20 94. 20 11 85 

21 10 100 

. ., . 
',. ~ . ·' t' -

. ,,.,, - ,'•. ,. 

,_-_;_ 

.. -.-:.: 

' i '~· 
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La gnlfica qae ee obtiene con estos datos es 

.19 

.·:. 

. 
,• 

• • • 

, . 
• 2 

• 18 

10 20 JO 40 50 60 70 80 . 90 . 

,.'•¡ 

a simple vieta las observaciones 19, 18 1 2 parecen 11er. "sospe -

choaas " • 

'·,:. 
·.,' 

',•' 

. ~' . 
. , ~ ;'. 

.·. 
¡".' 
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Al hacer el ajuste para el conjunto coapleto de obser

vaciones obtenemoe que la l.!nea ·~u.atada ••• 
A 1 - 109.87 - 1.127 xl. 

la cual aparece en la sigui.ente grlfica con loe datos. 

~-
120 

110 

100 

9.0 

80 

70 

60 

50. 

2Q 

10 

" <. 

:._, 

'··,! 

.-.. ¡ 
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Par.a poder evaluar la• diatintaa eatad!aticaa •• nece

Mrio contar con los el••to• de laeli.aa-Da1 de la matriz H 1 

lo• r••idualea obtenidos al realizar •l ajuste con el conjunto 

coapleto de obllervacione• lo• cual.ea •• aueatran a continuaci&ns 

Loa elementos de la diagonal de la matriz H se encuentran en la 

tabla e,~• • 
Valore• de los residual.e• 1 

i,. 2.03 E.,. - ).73 

E,• - 9.57 E,,. -15.60 

Ea• ~15.60 ,,.. .. -13.47 

·e... - 8.73 ,,,.. 4.52 
e •• -9.03 - ,,,. i.39 ,, . - • 33 f,, • 8.65 ,, . 3.41 t.,. - 5.54 
Et,~ 2.52 e,,. 30.28 
fe-. 3.14 '··· -11.47 

'··· - 6.66 "··- 1.39 
t ... 11.01. 

In la tabla siguiente •• aueetran loa valore• que to

aarón. laa eatad{•tiÓae para detectar obaervacion•• diaoordant•• 

Tlo intlu,yentea despu:a de haber omitido cada una de las obae~ 
vacionea a 

· .. '.· 

-:':•': 

··, .. 
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8t1> 
X iA)(r-~. ) .. ,. ~ ObservacicSn ~ :a:,ilJ ( 15 ·f:.,>ls nu. 

omitida 
i ( 'º 

l. 4.33 .9512 .1001 .04073 
2 108.37 .8072 -1.728 -.3897 

3 259.80 .8324 -1.0)11 -.3,52 

4 82.0l. .8969 - .6570, -0219 

5 85066 .9176 .4453 .1813 
6 .12 .9279 - .0256 -.00842 

7 l.2.58 .9378 .2061 .0762 

8 6.75 .9412 .1494 .0055 

9 l.0.73 .9167 .2693 .08460 
10 47.91 .9087 .5167 .1700 
ll 133.44 .e521 1.088 .3202 

' l.2 l.4098 .9239 - .2807 -.0930 
13 259.8 .8)24 -1.031 -.3656 
14 192.54 .8652 - .7990 -.2981 
15 21.69 .9351 .2681 . -.1000 
l.6 2ººª .9371 .0918 .03255 
17 78094 .9155 .4744 .1837 

., 18 88.1 .3385 10.198 1.1186. 

19 968.56 .5502 1.660 .642 
20 139063 .8869 - .6804 -.253 

' 
21 2.08 .9371 .0918 .03255 

' ~ ·.f . 
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J.o• valor•• de la• eataclíatioaa ordenados en cuanto a 

1ntl.uenoia o discordancia son lo• •iguientea 1 

hii Ob1. 
~ 

Obl. al 
oaiUda omitida i 

lt¡e,18 • .648 19 968.56 18 .3385 

112,2 • .153 l 259.8 19 .~502 

1\1,u • .090 ll 2~9.8 2 .8072 

hg,9, • .079 14 192.54 3 .• 8324 

~0,10. .012 20 139.63 13 .8324 

1i,,, • .072 11 133.44 ll .8521 

lli.2,12 • .070 2 108 •. 37 14 .8652 

114,4 • .070 18 88.1 20 .• 8869 

b 3,3 
• .062 ' 85.66 4 .8969 

h¡3,13 - .062 4 82.0l 10 .9087. 

~6,16 - .062 17 78.94 17 09155, 

1121,21 • .062 J,O 47•91 9 .9167 

b.r,1 • .057 15 21.69 ' .9176 

lla,a • .056 12 14098 12 .9239 

~4,14 • ·º'' . 7 12.58 6 .9279 

~5,15. ·º'' 9 10.'13 15 .9351 
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hu Obs. 
\ º'--• .w 

ollit14a Old.tida i 

h ... 
20.20 .056 8 6.75 16 .9J11 

~7,17"" .052 l 4.33 21 .9371 

~9,19 -
.052 16 2.08 7 ·9378 

~.1 - .047 21 .2.08 8 .9412 

11.5,5 - .047 6 .12 l. .9512 

., 
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Oba. " ,. ) Oba. ~, lt-~)/ aü=i1 omitida "t..,, ( f ·Pe.u olli tidf, 

18 io .. 198 8 .0055 
2 - 1.728 6 -.00842 

19 1.66 16 .03255 

11 1.088 21 .03255 

13 -· 1.031 1 .0407,3 

3 - 1.031 7 00762 

14 - .799 9 .· .08460 

20 - .6804 12 .-.0936 

4 - .6570 15 -.1000 

10 .5101 10 ~1700 

1'7 .4744 ' .1813 

5 .4453 17 .i837 
12 - .2807 4 -~219 

9 .2693 20 -.253 

15 .2681 14 ~..2981 ., .2061 11 ~3202 

8 .1494 l -.3652 

l .1001 ll -.3656 
16 .0918 2 -.3897 
21 .0918 19 .642 
6 - .0256 18 l.1186 
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Observemos que ei 2p/ni • 4/21 • .1904 entonces bajo el 

criterio a) solo podr!amoe detectar como obeervaciones intlu,yen

tee a las observaciones s 18 dado que .1904 ( .648 • h¡a,ia 

bajG este criterio las observaciones 2 y 11 son las que siguen en 

importancia de influencia. 
" /\ Si observamos la estadística x<i)(~-~;J) nos daremos 

cuenta que la observaci&n 18 ea la que tiene una gran influencia 

en cuanto a determinar loe pa:n<metros en el ajuste, las observa

ciones 2 y 19 le siguen en este aentido, aunque la 18 es mucho mis 

intlu,yente que laa otras dos. 

Con la eatad!etica 'l¡ podeaos decir que la observaci6n 

19 ea 1a da discordante en ••guida .. taa laa obaervacionea 3 y 13 

aunque no son t1111 discordante• coao la 19. . cu 
Usando.la eetad!stica a ii •emoa que la obeervaci6n 18 

ee la m4a discordante e intlu,yente a la vez, las observncionee que 

le siguen son la 19 y la 2 • 

CONCLUSION1 

Podemos decir que la ob•ervaci&n -'• 41.aordallte ee la 

19 mientras que la us influyente ea la 18, con lo cdal. queda P•t 

fectamente e~emplificado que n~ siempre una ob8ervaci6n disco~ 
te es influyente y viceveraa. 

, :.• 



OAP,ITULO I V 
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TRATAMIENTO 

Hasta este momento nos hemos concretado a presentar va

rios m6todos para la detección de observaciones discordantes; pa

ro no hemos dicho que hacer con ellas una vez que han sido detec

tadas. 

Bl pÍ'Óp&sito de esta parte de la tesis es precisamente 

indicar lo que se puede y debe hacer cuando una observación ha S! 
do declarada como discordante. 

Analizaremos 1as venta~as y desventa~ .. 4e cada una de 

las maneras de tratar a este tipo de observaciones, para poder 

as! concluir ci.&al es el mejor caaino de tratarlaa. 

Las foJ'llae de trat&11iento aplicables á las observacio

nes discordantes •e pueden agrllpar en dos que •on a 

1) RECHAZO 

2) SUSTHUCIOH 

La primera tonaa consiste en que una YH que han sido 

detectadas las observaciones discordantes, se e11minan del ajus

te tanto la observacidn ( yi ) como. el i-&simo rengl&n de lama

triz x. Una vez eliminadas del ajuate se reportan 1 estudian por 

separado. 

Las desventa~&• de rechazarlas es que producen varia• 

alteraciones en el andliais ooao son s 

L) Al eliminar una observaoicSn se corre el riesgo ( dependie!l ·· 

do del n&nero de obsenaciones restantes ) de que XU~ sea· 
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tal que su rango sea meno• que 'p' 7 en consecuencia Jtl, \i.l 

sea singular, lo ci1al i•plicar!a no poder ajustar el mode

lo. 

11) En el caso de que X(i\X\i) sea invertible es importante 

! '" " ana izar qui pasa con la Ve.i'{ ~u.))• al eliminar una t'!: -
servaoi6n. ,. 

La Var~1o1.\) e:t'- expresada--Como s· 

~~ .. t ~"'·') = "" \.. ~: .... , ~'"\,' r~ 
7 vi'ndola en't~rminos ele la matriz completa se tiene quet 

"'Cl .. l ~'" \ =- ~L t~·~ r· t "I. ... "l1.' 11. ll1'.·~r' l,.-._,j 
=~- t ~)\:t.+~~ l~·~y' l\·\\~f 1 

Allalizando esta dltima expresi6n nos podemos 

dar cuenta que a:i. eliminar una observaoi6n ee aumenta la 
. . . . ~ 

· varianza del ••ti11ador de par.lmetroa Y. , pero note110s 

ad9'• que.no' todas las obaervaciones tienen el mi1J1110.e

teoto •obre esta variansa en el caso ~e ser eliminadas, 

J& que, entre •'S infll.IY'eD'te sea la observaci6D eliminada, 

7 en oonsecuenc~a mayor aea h11,_, ma1or senl el auaento en 

la varianza de ""cuando se elimine.la 1-,siaa observaci6n 

correapondiente. 

Ahora bien si oonaideramos la varianza estimada 

del .vector de panmetro• eatilllados. r. J 

•·' .·. 
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noa daremos cuenta de que las ventajas que 1e oonseguir!a.n 
,.. .. . 

en cuanto a la disminuci6n de ~ por haber omitido las o!? 

servacionea diacordante.tj' que iaplicanan esperar una d1&.. 
~·' /'... " fF!' minucicfo en V.r ( ~L'-' ), se pueden compensar y hasta pe!: 

)-1 der por el aumento debido a (l-h11 • .· 
iii) V.amos ahora loa efecto• que provoca el oaitir una obae!: 

vaci6n en loa residuales •twlentizadoe 7 en la varianza 

de los reeiduale•. 

• Sea \\".tL.L\ s -X.'-.lX~~"',y' ').1 

entrada (k,l) de la aatriz H al haber oaitido la i-&a!, 

.ma obaervaci6n, 7 t¡U., el j-l1iao residual. atudentiza

do basado eobre el co11~unto de da toe oa1 tiendo la i_.4s!. 

11a obaervao16n •. 

Para analiaar ••te punte H necesario 

expresar tj ua , l\:l.li\ en t4rainos del conjunto compl!. 

to de datoa, para lo cdal aon de gran .quda laa al¡ui.en

tea relacione• 1 (Cook.1979)(9) 

l) ~ • ~1u>- - ~ltlhu.u-, / <1 • lluu» 
2> 11c1 • ~1 + ~i~i / (. l-hii ) 

,. ,. 
3) ~·fu,• (x•x)-1 "X\. ti/ ( l - h

11 
) 

4) (n-p) s2 
• (n-p-~)~:O + ~~ I (l-h

11
) 

-~-· .. 
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Si denotamos por "'(l~ la correlaci6n entre el i-'8iao y 

•l ~-'•imo reaidual en el conjunto completo de datos entonce• a 

., .. 
\ \lo. .. u .... ) '11~ .. (.l~) \ 

clonde <Joy( ~~, ~S ) está dada por el elemento (i,j} de la matriz 

( I.-H)~ ~ • 

Se puede obtener, partiendo de 2 que s 

,. .. 
" a... l 'Y' "'' ) 
\I~ ... l t~ "" \ L \- \\\~ t.t\ \ 

"'' l \. ~ '(' ~l ) * 'f tl 
(. \- ~~) l\- -f cª)) 

v--~•' .Anal.hando ••ta dltiaa igualdad . encontraaoe una expre-

sicSn para hjj<.i' 1 podeaos darnos cuenta que esta ra116n H grande 

•i hjj 6 -f,)tienen un valor grande. 

Pero dáonos cuenta que tener_ una expreei&n para hjjli \ 
,.. ' 

i~plica tener una expreaidn para ·Var ( Jjli\) debido a que ·S 

Var '( ~~U\) • lljjli\ ~'l. 
T esto nos indica que cuando la vaii.anaa del j-lsimo Y&lor ajue

W.do H 'incrtaenta. al oaitir una obeervaoi&n (la i-biu), ,Hte 

increme~to puede deberle a uaa gran correlaci&Íl entre el 1-'•iao 
-, el j-'•iao reeidual o a un gran valor de h;U ., A4eaule cuando la• 

Correl&CiOnel entre residualH . 80D pequeftae, 1&8 Varianzas de 108 

valoree ajuetadoit no eufrinn un c•bio notorio al eliminar cual

qUier punto. 

',; .. _ 
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Consecuencias de omitir una observaoidn en loe residua

les studentizados. 
Las expresiones (2) - (4) nos conducen a la expresi6n del 

j-,eimo residual studentizado cuando se omite la i-,eima observa

ci6n y &ata es : (Cook,1979)(9) 

2 2 2 .J2 
t j lU • (n.,.p-l )( t j - "( lj ti) / (11-p-\) (l - \ ijj) 

il an&lieie de eeta expresidn nos conduce a observar que 

ei al omitir una obeervaoi6n se _produci un incremento en t~(.il 
Hto se deberll a un valor grande de'-( 1 ~ H decir a un valor graa 

de de la correlaci6n entre ~\. '1 ls , en concluei&n Hta correlacicSn 

provoc&l'IC un.aumento en el j-'•i•o re•idual studentizado al omitir 

la i-'•i•a obsel"?aci&n. 
S.toa problemas que se generan al oaitir una ob8ervaci6n 

nos conduoen a rechazar esta fol'lla de trataaiento, e9 decir, no H 

debe rechazar a una observaci6n declarada como discordante sino 

· eusti tuirla. 

·La ••sunda tona ele tratar a la• oairnotonH di•oordaQ. 

tea ea suatitUirlaa ya ••• por a 

1 ) llueva• obeervaoion••· 

ii) Por nuevo• valoree en base a laa o'beervacionea di! 

poniblee. 

lia primera forma ee la ... aconae~ane, Ja c¡ue, de esta 

aanera no •• corre el riH&o ele al•~m• ele la l'MÍ14a4, pero •i. 

por alguna ras611 no •• posible obtener nuevaeoaervaoiones o no 

se quiere _correr el rieego de'obtener·otro valor dieoordante ( c~ 

aa que puede suceder por la naturaleza ele esta• o'beervaoionee 
.,_ 

. ' 

.· . ~. 
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entonces es preferib1• optar por la eegunda manera de auatituci6n. 

Un mltodo para poder sustituir observaciones, tomando 

como base a la• observaciones disponibles, ea •l de #1.neorizacicSn, 

sobre el cuai hablaremos un poco ahora dando una viaicSn general 

para d&spues ap1icar un tipo de winsorizaoi6n, desarrollado prim! 

ro para el ca•o _de una sola obaervaoi6n discordante 1 po•terior -

mente en el caso general cuando existen k obeervacionea cliacorda:e, 

tea. 

La. iegreeicSn winsorizada •• una alternativa del ajuste 

por mínimo• cuadrados para la esti .. ci6n de un modelo de regresi6n 

lineal mediante la alteraci6n de loe valores de algunas observaci~ 

nea, basadas sobre la magnitud de 1oa residual••• 

La. WinaorizacicSn ea una tlcnica ••tadlatica que preten

de reducir ~l efecto de contaminaoicfn producida por la preeenoia 

de una observactcfo discordante, en wia cierta poblacicSn muestra!, 

sobre la eatiucicSn de loa pal'61etna, mediante la diBminucicSn 

del efecto de tal obaervacicfn. 

In ••guida •• explica el proced.imiento general de win

sor1 zaci6n aplicado. a1 modelo de regreaicfn lineal simple. 

Consideremos los residual•• en foraa ordenada es decir 

E, ~ l ... ~ E.~ ~ .••• ~ E~ 

la línea de Hegreai6n winaorizada •• calcula por el •'todo de mt-. 
nimoa cuadrados •obre ~la muestra tranafomada ( x

1 
, 11, ) 1 •l, ... n 

en donde a 
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~,~, \.&I , ... , ') 

,.. • 
~~ 'j, + t\. • = 't.i. = ti. i,.: !i"''•. ···, ""':I 

t<\•\ t ... 'll·'S"'" .... ," 

En donde n es el náero de observaciones 7 & ea el nd

mero de puntos wtnsorizados a cada extremo y donde ~i ea .el valor 

ajustado por la regres:i.6n para la 1..:bima obaervaci6n 

Analizemoe el •ieuiente ejemplo ' 

(xi,yi) 

( 2,8 ) 

),6 ) 

4,9 ) 

( 5,4 ) 
! 

( 6~7 • 
• 7,2 

',"• 

8,6_ ) 
'•. • • 9,4 ) 

(10,14) 

""' 

\_.'. 
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La línea ajustad.a por mínimos cuadra.dos es a ,.. 
1. • 5.66+.l66x 

5 6 

U11alldo 'winsorizaÓicfo con. g • l. las. observaciones quedan 

~ªª la siguiente to:nna a 

.''·.·'. 

·,. 
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.. 1 
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Y la nueva línea a~ustada •• a 

" z • 6.8444 - .0666x 

• 

Oomo podemo• darnos cuenta en eate caso la winsoriza

cidn CUllpl• con •u objetivo, de diaminutr lo• efecio• que puedt 

tener una observacidn di•.cord.ant. en la dettntinacicSn de 101 ••

tima.dore& de lo• pa~etroe. 

Yeuoa ahora otro ejaplo en donde el a~wste correcto 

no ea una línea sino una curva. 
l: (xi , 71> 

• • (1 ,l ) 
• • 

(1.5,:i ) 

• (3 ,3 ) 

• (4.5,4 
(6.5,5 ) 

• 
(9 ,6 ) 

• (11 ,6.5) 
.-'-

1 • -~---~-;~·~: .• :· ... ~:.~<-:·· (13 ,6.5) 

15 ,6 ) 

l 2 3 4 ,,5 6. 7. 8 -~ io 11 ·12 13 14 ·'15 S• 

.'-·' 

''"• .. ,. 

" ) . 

•.'" ·,., 
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tenemos : Ajustando una línea usando el método de mínimos cuadr~ 
A 

y= 1.803 + o368x 

1~r-~-:-----~----~-------------------------------------~x' 
Uoando winoorüacUn oon g •. 1 la. ob,.rvacioneo quodan 

"', 
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~' Ajustando la l!nea con los nuevos valores se obtiene 
~ 
y = 1.1778 + 0370 X -

--+------------------ :itt 

Ooao podemos apreciar l.a winsorizaoidn. no tiene n:\.ncl1n 

·efecto en este tipo de caeos, ea decir es inútil usarla en este 

ejempl.o. 

La idea'tundamental. del tipo de winsorización que vere

aos ahora ea aubetituir el valor discordante (eupongaaoa sin plr

dida de generalidad qúe 11 1'
1

) por el v~or 7~1\· 11 - ll en donde 

el valor de N HÑ estimado de tal .fonna que la suma de residuales 

al cuadrado sea mlniila. . ll'. Se expresa a J'l de esa forma (11 - N) debido a que lo 

que se desea ea di11111inuir el valor discordante de 1
1 

en relacidn 

con loa d•4s valores presentes en el análisis. 
\.\) . 

Si denotamos por ' \. ( i=l, 2, ••• , n) a los residuales 

que se obtienen cuando y
1 

ha sido substi tuidor ·entonces lo que se 

desea encontrar es la N tal que 1 

'.,._, 
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i::. l ... ,.. ' 
. EL sea mínima • 

l.1 

Sea Y Del vector en el cual se aubatitu,ye y1 por ocnx 
• 

y
1 

- H, entonces Y
0 

= (7
1
-•, 72, ••• , yn) y el nuevo modelo a aju! 

tar sería : ~o "' X~ + 1A 

donde M sería el nuevo vector de ·~rrores • 

.n estimador por aínimos cuadrado• para ~ en este 110-

delo estarll dado por 1 

.. ' ,. 
Y • x(x•x>-1x•y • HY o ' o o 

y el nuevo vector de residual•• reauitaftl aer 1 

U') . . A 
~ \-.) • Y - Y . • (I-H)Y .. 

o o o 

la .+~lsima coaponente de .eete. vect. r. · es~ ciada por : 
. . E'" ·. . ~') ~·· 

' '' ' ' ' ;, • •• 'ª1j 7 j • ~~·· ª1j 
' ' ~ ' ' ll') ' \l) 
Sea L • . f;¡ ~1j7j +ªu 71 

donde: ª1j 88 la componente '(i, H .de la matriz (l-H) 1 1 ~l\ es la 

j-lsima componente de Y·. • · 
. O, 

Per0 como sabemos que 1 
lll · . U\ 

11 • 71 ~ 1 1 que 7j • 7j ~ j • 2, • •·, n tenemos 

que L • <?.~ á1 j 1 j + ªn (71 - lf) 

• Í: a. j7j - N a .1 ,., ·.·· 1 ,' 1 

. ·.,.i-.' .· 

' ~~··· " 
'" 
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Pero como el vector de residuales E en el modelo orl 

ginal se expresa como : ,. 
E_ e Y - Y • (I - H)Y 

entonces, la i-bima componente de € , Et , es igual a Í:, a1jyj 
l•• 

de donde 

y 

L = ~(. -- H ª11 
&.•) 

•• El. • E<. - N a
11 

dado que lo que se quiere encontrar es la N tal que minimize a 
~ ,., ).. . 
¿;_ l Et podemos entonces utilizar el criterio. de la segun-, .. 

da derivada, nosotros tenemos que : 

·Derivando con respecto a N tenemos : 

-- '"a. ft ft ~ ( I:_(E.L ~ ). • ·-2~tia11 + 2NL 
h. .... c. ... 

igualando a cero tene11os .que 1 

. t\ " 

-2 I: Ei ª11 + 2N 
" L. ª2 • o 

"" 2~ ±. ª~1 "'' . . 

'=•- 11 

• 2't€.:a ·. 
'-• il 

...... , 
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ai obtenemo• la aegunda derivada : 

D; ( t ( lt,f> = 2 t. a~1 /' O • • enc.ontramoa 

wi a!nimo con ~ •t. E~ a11/ t. ª~l 
Pero debido a que (I-H) es simétrica e idempotente ten! 

mos que : a . f\ 

-i1 • L •11 ª11 • L. <•u>2 

"'• ,,, 
t\ .,. "· . 

1 I: ""ªu· l: < ~- ªi" 1"> • 11 l&• b• j•- .. .. 

. . . 
• f:. 

1•• 
. E,,/ a 

. 11 

,,. 
N • 

~ ~·l 
Y como. e:.. .. 

e . ,,. 
~" - a N, 

11 
e ''\ ::::> ~' • i, 

• l, - ~. • o 

1. 

(, / a· .) 
11 .· 

f. ,'.' 

.· ···,·. 
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SUBSTITUOION DE ~ OBSERVACIONES DI8CORDANTiS 

Veremos ahora la forma 4e substituir k observacionee 

discordantes por k valores obtenidos a partir de las observac1o -

nea disponibles. 

Supongamos sin plrdida de generalidad que las k observ~ 

ciones diacordantea son s 71, .,-2, ••• , 'Tk J mtonce• ei & 

71 

72 

73 

• 
• 
• y -

yk 

. 1'1c+1 

• 
• 
~ 

Yn 

. . . : ~ 

Se desea encontrar un . 

nuevo vector : 

),··,,, 

'.· 

'.::.:· 

.(·. 

• 

• 
• 
7(k) 

D 

• 



d 
... (Ji:\ •. 

en ODal y1 = 11 - ~i 

1 • k+l , •••1 D • 
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(11:\ 
para i. l, 2, ••• , k 1 1i m 11 para 

Una fonaa alternativa de escribir lo anterior es la si-

guiente 1 

Sea Y • [ :: J on dondo 

1 lo que queremos 

en donde :·. 

1 

vector 

ylk\ y 
2 • 2 

y • 

en foraa tal qúe, 111 el vector de residuales obtenidos con el nu1: 
Ucl e."11) vo conjunto de observaciones Y "' '· ae debe c1aplir que 

'11::. <.. l<. ._, ).. 'IS t "-'' e. ... , . 
l&o 

sabemos que e,"•)= (I-H) ylk) 

entonces ~uit· • ylk)'(I•H) 

luego ( l...;'' E.w) • Y\k)' (I-H)(I-H·) y<.k) 

• f IO ' ( I-H) ylk) 

sea mínima 

. \Utando matrices particionadae esto lo podemos., escribir en la. foJ.too 

aá siguiente 1 

'·1' 
1.,, 

.. , ... _. 
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lk\. . ()\. 
y2 (I - 822> y2 . ' • (Y]_ - f)' (I - 8i_1) (l]_ - ,!) - !2 ~l (Yl - p) - (Yl - ~) 

1 •• ••• •••• •• ' 

~-. 1' 

;_. 

,' .··.· 
: 1 ·,,''' 
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Si ahora ueam.oe el criterio de la segunda derivada para 

obtener el m!nimo tenemos que 1 

"' => -2(1 - 11.1> yl + 2(1 - 8i1> !+ 21\2 ?2 .. º 
" ( 1 - 11.;l) ! • (1 - 8i1) yl . - . 8i2 ?2 

r . < 1 - 11¡1 > ~l u - 8i1 > yl - u - 11.1 rl 

. 
• • " ! • 

8:i.2 ?2 . 

E.'.'" .. '' ul . Se puede demostrar usando. c&lculo v.ecto?U.ál que • ~ . 
· alcanza un m:!nt•o ·cuando: 

~ . -1 
. ~ . = yl - ( I - JU) 11¡2 ?2 

. '~. ' 

;· '',_ .... 

··, 
•' :; 

\ ,\ 

_,·,·,.·.· 
·' 

- ·\'. 
·.,:' .. 
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·.; 



- 12b -

O U A T R O E J B 11 p· L O S 

Iln este cáp::Ctulo presentar•o• cuatro ejnploe que eeÑD 

tratados con cada método prepuesto en el cap::Ctulo II. Con el fin 

de poder establecer coaparacionee entre los •'todos. 

Kl. conjwito de dato• para el primer e~eaplo se obtuvo 

de [ 27 J t art!culo e•cri to por lti.cltey, Dunn J'. Olarok el cual 

consiste de 21 observacionea, la• cuales aparecen a.:oontinuaci&n 1 

Obe. i ~i >'11 Ob11. I . xli 'u 
1 15 95 11 7 113 
2 26 71 12 9 96 
3 10 83 13 10 83 
4 9 91 14 11 84 
5 15 102 15 11 102 

6· 20 87 16 10 100 

7 18 93 17 12 ·. 105 
8 11 100 .· 18 42. 57 

. 9. 8 104 19 17 121 
10 20 94 2,0 11 85 

21 10 100 ', 

ai eete conjunto de dato• •• sabe que · ia ''º b• ervacicSn 
no. 19 es. discordante. 

1 ·,, 

. :,. 
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Bl. conjunto de datos para el segundo ejemplo ee obtuvó 

a partir del priaeré> •odifica(ndose la ob1ervaci6n # 10 para tener 

dos observaciones discordantes en el conjuntos con lo 011&1 el coa 

junto de datos para el ejemplo ; 2 qufd6 de la siguiente manera 1 

Ob11. # . J[li '11 Obe. # ~i 111. 

l 15 95 11 7 113 
2 26 71 12 9 96 

3 10 83 13 10 83 

4 9. 91 14 11 84 

5 15 102 15 11 102 

6 20 87 16 10 100 

7 18 93 17· 12 105 
8 11 100 18 42 57 

9 8 104 19 17 121 
.10 20 130 20 u 85 

21 10 100 . 
.. 

~' :· 

in eete conjunto de dato• aabemoa de antemano que la• 

obaervaciones 19 7 10 son diecordant••·· 

··\ 

.·. ·.· 
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Kl. conjunto de datos para el segundo ejemplo •• obtuvó 

a partir del priaero aoditicilndose la ob1ervao1&n I 10 para tener 

dos observaciones discordante• en el conjuntoi con lo odal el CO! 

junto de datos para el ejeaplo • 2 qued6 de la aiguiente manera 1 

Oba. # Xli 111 Obs. I Xli 111 

1 15 95 11. 7 113 
2 26 71 12 9 96 
3 10 8J lJ .10 83 
4 9 91. 14 11 84 

5 15 102 15 ll 102 

6 20 87 16 10 100 

1 18 93 17 12 105 
8 11 100 18 42 57 

9 .8 104 . 19 17 121 
10 20 130 20 11 85 

21 10 100 

In ·eate conjunto de dato• aabeao• de anteaano que la• 

obaervaciones 19 110.aon discordante•. 

; •., 

..... 

··, ¡ 

• ¡ ·,- ... : 

' ·; 
1 :·,,·· 

:'\,, 

--'" 
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.in. conjunto de datos para el tercer ejemplo se obtuv& 

de ( 26 ). Artículo desarrollado por .Richard E. Lund, el cdal co~ 

siete de 18 observaoionea; las cual.es aparecen a continuaci&n 1 

Oba. 11 ·11 ~i lt2i 

1 64 0.4 53 
2 60 0.4 23 

3 71 3.1 19 

4 61 o.6 34 

5 < 54 4.7 24 

6 77 lo7 65 '.• 

7 81 9.4 44 
8 93 10.1 31 

9 93 ll.6 29 

10 51 12.6 58 

11 76 l0.9 37' 
12 96 23.1 46 

.13 77 23.1 50 

14 9J 21.6 44 .. :-· 

15 95 23.1 56 ;·:;. 

16 54 . 1.9 36 

17 168 26.8 58 

18 99 29.9 51 

•• este conjunto de datos ae sabe que la observaci&n 

17 es diacordaiite. 
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Bl conjunto de datos para el cuarto ejemplo se obtuv6 

a partir del tercero, modific,ndose la obeervaci6n # 18 para te -

ner dos observaciones discordantes en el conjunto; con lo ci1al 

el conjunto de datos para el ejemplo ; 2 qued6 de la siguiente 

manera : 

Obs. 11 Y1 xli x2i 

1 64 0.4 53 
2 60 0.4 23 

3 71 3.1 19 

4 61 o.6 34 

5 54 4.7 24 
6 77 lo7 65 

·. ~ 

7 81 9.4 44 
8 93 10.1 31 

9 93 11.6 29 
10 51 12.6 58 
11 76 lO.g 37 . 

12 96 23.1 46 

13 77 23.1 50 
14 93 21.6 44 
15 95 23.1 56 
16 54 1.9 . 36 
17 168 26.8 58 
18 169 29.9 65 

,,.,, 

¡¡n este conjunto de datos sabemos de antemano que las 

observaciones 18 y 17 son discordantes • 

<' 

·.,',-

'··'. ·, 
·r 
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JlESUL'l'.lDOS OBTENIDOS CON EL llETODO DB LUND 

Para el e~eaplo I 1 ae obaerYa que •l aix ftif • 2.823 

que corresponde a 1a observaci6n # 19 • Ocupando un nivel de sig 

nifiCBIJcia ~ = .1 y utilizando las tablas de Lund para este 

nivel con n = 21 y p = 2 obtenemos que el valor cr!tico es 1 

t • 2.64 o,n,p,IC 

lfrltonces debido a que : 

allxft11 • 2.823 ) 2.64 ... t. o,n,p,11 

Se declara a la obaervaci6n 19 como diecordante 

Para el e~•plo # 2 observamos que •l aab \\1 • 2.86 

correspondiente a 1a obaervaci&n I 10. Ocupando el mismo nivel 

4e aignificancia de .1 7 las tablas de Lwid para n • 21 7 p • 2 

obtenemos que el valor crltico es s 

t • 2.64 o,n,p,. 

Por lo tanto, debido a que 

aab \t1\ = 2 .86 ') 2 .64 • 1i o,n,p,• 

la observa:i6n 10 ea declarada como 41acordante • 
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Con el ejemplo # 3 observamos que el 111.ú: l ti'• 3.224 

que corresponde a la obaervaci~n 1 17· Ocupando un nivel de siCJli 

flcancia de .l 7 recurriendo a las tablas de Lund con n = 18 y 

p ; 3 se obti~ne el vnlor cr:!tico : 

Por lo tanto debido a que : 

úx jti \ = 3.224 ...,, 2.97 = t r · o,n,p,.c. 

la obaervacion 17 es declarada como di•corda.nte. 

Por dl tillo para. el ejemplo # 4 pod•oa obser•ar que el 

mix}t1J = 2.14 correspondiente a la observaci6n 117. Consultando 

las tablas de Lund con rJ... ~ .1 , n a 18 y p s 3 se obtiene el si

guiente valor crítico 1 

t ..... 2.97 o,n,p, .... 

Debido a que : 

mth lt1 ( • 2.14 L.. 2.97 • t o,n,p, 

Concluimos que no existen observaciones discordantes 

para este caso. 
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llETODO D E LUND 

Tabla para el ejemplo # l • 

~~Et 1 

i (1 - hii) (1-hii) E.L l ti 1 f\• .. 

1 0953 l0,75 2.03 .188 

2 .847 l0ol3 -9o57 -0943 

3 0938 .093 -15060 -lo46 

4 093 10062 - 8073 - 0821 

5 ,953 l0,75 9o03 0839 
t) ,928 10061 - 033 - 0031 

7 0943 10070 3o4l. 0318 

8 0944 10070 2,52 0235 

9 0921 10056 3ol4 0297 

10 0928 10061 6066 0627 

11 091 10050 lloOl 1.048 

12 093 10062 -3.73 -.351 

13 0938 10.67 -15060 -1.460 

14 0944 10.70 -13047 -lo258 

. 15 0944 10.70 4.52 0422 

16 0938 10066 lo39 0130 

17 0948 10072 8065 .806 
... "~; 
.'':-, 

18 o 352 6,53 -5o54 -0847 

19 0948 lOJ.72 30028 20823 

20 0944 io.70 -11.47 .-lo071 

21 0938 16,66 lo39 1.30 
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tabla para.el •~ellplo # 2 

i . (1-hii) ~ t:t (1-h ) 
f\-f u E.:. \ti\ 

1 .953 14.14 .21 .015 
2 .847 13.33 -13.15 .986 
3 .938 14.03 -16.61 1.183 
4 .93 . 13.97 - 9.58 .685 •:; 

5 .953 14·14 7.21 .509. 
->~ 
':;., 
:~~ -

6 .928 13.95 - 2.94 .210 
7 .943 14.07 1.12 .079 
8 • 944 u.07 1.35 . .095 
9 .921 ¡4.49. 2.44 .1616 

10 .928 13·9' 40.0'5 2.869 
ll .91 1).82 10~48 .758. 
12 .. 93 13.97 .:.4.59. .327 , -~: 

,. 

ll .938 14.03 -16.61 1.18 ·-~·-

14 .944 u.01 -14.64 1.039 
15 .944 14.07 3.35 .237 
16 .938 u.03 • .)8 .027· 
1'1 .948 14.10 7.32 .518 
18 .352 e.59 -11.67· i.357 

. 19 .948 u.10 28.15 le99 
. 20 .•944 u.01 -12.65 .89 

21 •938 u.03 .38 .027 
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Tabla para el ejemplo I 3. 

i (1-hii) r,¡·Ü-h > 
-;\:f 11 

Ea. \ti\ 
1 .7381 17.76 2.44 .137 
2 .8107 18.62 1.04 .055 
3 .7736 18.18 7.55 .415 
4 .8705 19.29 .73 .037 
5 .8379 18.92 -12~74 .67J 
6 .5403 15.20 12.07 .794 
7 .9293 l9e9J 4•11 .206 
8 .9974 19.59 15.99 .816 
9 .872 19.31 13.47 .697 

10 .8362 18.~l -32.83 1.736 
11 .9293 19.93. - 2.97 .150 
12 .8534 19.10 - 5.58 .292 

•' 13 .8551 19.12 -24.93 i.303 
14 .8'98 19.28 - 5,72 .296 
15 .8JJ6 18.88 - 7.45 .394 
16 .886 19.46 - 8.77 .450 
17 .7765 18.22 58.76 3.224 
18 .7355 17973 -15.18 .855 
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Tabla para •l e3eaiplo 1 4 

1 (l-h11> l:"°&~(l.-h ) 
W\-f 11 E.(. \~1\ 

1 .7289 19.55 4.056 .207 
2 .8204 20.74 6.932 .334 

3 .7847 20,28 12.406 .611 

4 .8707 21.36 4.934 .230 

5 .8436 21.0) - 9.554 .454 
6 .5347 16.74 11.205 .669 

7 .9321 22.10 1.648 .074 
8 .8962 21.67 14.956 .689 

9 .8665 21.34 ll.8)8 .554 
10 .8,23 21.u -39.194 1.853 

11 .929 22.01 - 5.325 .241 
12 .6514 21.13 -16.492 .1ao 
13 .6607 21.24 -36.409 1.713 

l.4 .8663 21.31 -15.455 .724 

15 .8514 21.13 -19.784 .936 
16 .8857 21.55 - 5.625 .~61 

J.7 .79~9 20.44 43.929 2.14 

18 .7128 19.33 35.930 1.858 
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TABLAS DE LUND 

q 

n l. 2 3 4 5 6 8 10 15 25 

5 1.87 
6 2.00 1.89 

7 2.10 2.02 1.90 

8 2.18 2.12 2.03 1.91 

9 2.24 2.20 2.13 2.05 l.~92 
10 2.30 2.26 2..21 2.15 2.06 1.92 
12 2.39 2.37 2.33 2.29 2.24 2.11 lo93 

14 2.47 2.45 2.42 2.39 2.)6 2.32 2.19 lo94 
16 2.53 2.51 2.50 2.47 2.45 2.42 2.34 2.20 

18 2.58 2.57 2.56 2.54 2.52 2.50 2.44 2.35 
20 2.63 2.62 2.61 2.59 2.58 2.56 2.52 2.46 2.11 

25 2.72 2.72 2.71 2.70 2.69 2.68 2.66 2.63 2.50 

30 2.80 2.79 2.79 2.18 2.11 2.77 2.75 2~73 2•66 ~.13 

35 2.86 2.e5 2.85 2.85 2.84 2.84 2.82 2.81 2.77 ~.55 
40 2.91 2.91 2.90 2.90 2.90 2.89 2.88 2.e1 2.84 12.72 

45 2.95 2.95 2.95 2.95 2.94 2.94 2.93 2.93 2.90 12.82 

50 2.99 2.99 2.99 2.99 2.98 2.98 2.98 2.97 2.95 12.89 
60 J.06 3.06 J.05 3.05 3.05 3.05 3.05 3.04 3.03 3.00 
70 3.11 3.11 3.11 3.11 J.11 3.11 3.10 3.10 3.09 3.07 
80 3.16 3.16 3.16 3.15 3.15 3.15 3.15 3.15 3.14 3.12 
90 3.20 3.20 3.19 3.19 3.19 3.19 3.19 3.19 J.18 3.17 

100 3.23 3.21 l.2l 3.21 l,2l l.2l '1.21 1.22 l.22 11.21 
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TABLAS DE LUND 

<oc::.O'-) 
q 

n 1 2 3 4 5 6 8 10 15 25 

5 l.98 
6 2,17 lo98 

7 2.32 2.17 lo98 
8 2.44 2.32 ~.18 1.98 

9 2.54 2.44 2.)3 2.18 l.99 
10 2.62 2.55 2.45 2.33 2.18 i.99 
12 2.76 2.70 2.64 2.56 2.46 2.34 1~99 

14 2.86 2.aa 2.78 2.72 2.65 2.57 2.)5 l.99 
16 . 2.95 2.92 2.88 2.84 2.79 2.78 2.58 2.35 
18 3.02 3.00 2.97 2.94 2.90 2.85 2.75 2.59 
20 3.08 3.06 3.04 3.01 2.98 2.95 2.87 2.76 2.20 

25 3.21 3.19 3.18 3.16 3.14 J.12 3.07 3.01 2.78 
30 3..30 3.29 3.28 3.26 3.25 3.24 3.21 3.17 3.04 12.21 

35 3.37 3.36 3.35 3.34 3.34 3.33 3o30 3.28 3.19 2.81 
40 3.43 3.42 3.42 3.41 3.40 3.40 3.38 3.36 3.30 3.05 
45 3.48 3.47 3.47 3.46 3.46 3.45 3.44 3.43 3.38 3.23 
50 3.52 3.52 3.51 3.51 3.51 3.50 3.49 3.48 3.45 3o34 
60 3.60 3.59 3.59 3.59 3.58 3.58 3.57 3.56 3.54 3.48 
70 J.65 3.65 3.65 3.65 3.64 3.64 3.64 3.63 3obl 3.57 
80 3.70 3.70 3.70 3.70 J.69 3.69 3.69 3.68 3.67 3.64 
90 3.74 3.74 3.74 3.74 3.74 3.74 3.73 3.73 3.72 3.70 

100 3.78 3.78 3,78 3.77 3,77 3.77 3.77 3.77 3.76 3.74 
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TABLAS DE LUND 

'-•:::.OS) 

' n 1 2 3 4 5 6 8 10 15 25 
5 1.92 
6 2.01 1.93 
7 2.19 2.08 1.94 
8 2.28 2.20 2.10 1.94 
9 2.35 2.29 2.21 2.10 lo95 

10 2.42 2.37 2 .31 2.22 2.11 ¡,95 
12 2.52 2.49 2945 2.39 2.33 2,24 i.g6 
14 2.61 2.58 2.55 2.51 2.47 2,41 2.25 i.96 
16 2.68 2.66 2.63 2.60 2.57 2,53 2,43 2.26 
18 2.73 2.72 2.70 2.68 2.65 2,62 2.5' 2.44 
20 2.78 2.;7 2.76 2.74 2.72 2,70 2.64 2.57 2.15 
25 2.89 2.88 2.87 2.86 2.84 2.83 2.80 2.76 2.60 
30 2.96 2.96 2.95 2.94 2,93 2,93 2.90 2.88 2.79 2.17 
35 3.03 3.02 3.02 3.01 3.0D 3.00 2.98 2.97 2.91 2.6~ 
40 3.08 3.oe 3.07 3.07 3.06 3,06 3.05 3.03 3.00 2.84 

' . 

45 3.13 3.12 3.12 3.12 3.11 3.11 3.10 3.og 3,06 2.96 
50 3.17 3.16 3.1·6 3.16 3.15 3,15 3.14 3.14 3oll 3.04 
60 3.23 3.23 3.23 3.23 3.22 3,22 J,22 3.21 J.20 J.1' 
70 3.29 3.29 J.28 3.28 3.28 J.28 3.27 3.27 3.26 3.23 
80 3.33 3.33 3.33 3.33 13.33 3.33 3.32 3.32 3.31 3.29 
90 3.37 3.37 3.37 3.37 l3o37· 3.37 3.36 J • .)6 J.36 3.34 

100 ·3.41 3.41 J.40 3.40 13.40 3•4C> 3.40 3.40 3.39 3.38 
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RESULTADOS OBTBNIOOS CON. BL lliTODO DI ILLBNBlllJ 

Para· el ejeaplo I 2 se puede observar que •l ma(xltl• .• 658 

correspondiente a la obaervaci&n I 10. Teniendo n. • 21, p • 2 1 

un nivel de significancia de a( • .1 1 bll8canclo •l correspondien

te valor en tablas de Lund encontl'Blloa 2.64 valor que es necesario 

'dividirlo entre (n-p)1/ 2 • 4.358 obtenemos 

c .... 605 

Debido a qqe el mú. \!;.\ • \l .. \ • .658 "'}' ª• • .605 
ae rechaza la bip6teais nula da que no exiaten obserYacionea dis

cordantes y la observaci6n #10 ea declarada discordante. 
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Kl mú lt~\ para el ejemplo I 3 es el correspondiente 

a la observación I 17 con el Siguiente valor : 

mllx\Ci.\ = \l,1\"' .832 

Para el mismo nivel de significancia ocupado en los a~ 

teriores ejemplos, p • 3 y n = 18 el valor en las tab~as de Lund 

es 2.97, y para poderlo aplicar a este ejemplo es necesario ha -

cer :2.97/ (18 - 3)112 • .766 .., 0111 

Como el m1b \l~\ = \l,,\ = , 832 "7 • 766 = 0-c 

la hipótesis nula de que no eXisten observaciones discordantes 

se rechaza 1 la ohservaci~n 17 se declara discordante. 

Para el ejemplo 11 4 el. m1b \l•\ es el. correspondiente a 

la obaervaoi6n # 17 con el valor de .552. Kl. valor en laa tablas 

de Lund,para el mismo ndmero de observaciones que en el ejemplo 

i 3, ai miaao ndmero de parimetros desconocidos y al mismo nivel 

de siBJlificancia,ea 2~971 dividiendo este valor entre (n-p)1 / 2 

es:.766. 

Debido a que el mú lt.\ • \t,,\ • .552 l.. .766 • º" 
no rechazamos ia·hip~tesis nula de que no existen observaciones 

disoordantee 
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11.BtODO DE ELLEMBERG 

tabla para el ejemplo # 1 

i· 1 ti f ' f¡, \ 

1 .188 .0431 
2 ~943 .216 

3 1.46 .335 
- 4 .821 .188 

s. .839 .• 192 

6 .031 .007ll 

7 .)18 .0729 
8 .235 .0539 

9 .297 .0681 

10 .• 627 .143 

11 1.048 ·. .240 
12··· .351 .0805 

13 1 .• 460 •335 
14 1.258 .288 

15 .422 .096 
16 .130 .0298 

17 .806 .184 :;._ 

18 .847 .194 

19 2.823 .647 
20. 1.071 .245 
21 .130 .0298 



- 145 -

fabla para el ejemplo # 2 

i l '1 l IJd 
l .015 .003 
2 .. 986 e226 

3 1.183 .271 

4 .685 .157 

5 .509 .116 
6 .210 .048 ., . .:. .079 .018 
8 .095 .021 
9 .1616 .037 

10 2.869 .658 
11 .758 .173 
12 .327 .075· 

13 1.18 .270 

14 i.039 .2)8 

15 .237 .0543 
16 .027 .006 
17 .518 .118 
18 l. 35? .311 
19 le99 e456 
20 .89 .204 
21 .027 .006 
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Tabla para el ejemplo # 3 

i 'ti\ lld 

l .137 .035 
2 .055 .014 

3 .415 .J.071 

4 .037 .009. 

5 ,673 .173 

6 .794 .205 

7 ,206 .053 
6 .816 .210 

9 ,697 el.79 

10 1.736 " .446 
11 .150 .• 038 

12 .292 .075 
13 1.303 1336 

14 .296 .076 

15 ,394 • .101 

16 ,450 .• 116 

17 ). 22-4 .832 
18. .855 .220 

',.' 
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Ta~la para el e~emplo # 4 

i 1 ti 1 
1 '"' 

l. .207 .053 
2 .334 .086 

3 .611 .157 
4 .230 .059 
5 .454 .117 

6 .669 .172 

7 .074 .191 
8 .689 .1n 
9 .554 .• 143 

10. 1•85.l .478 
11 .241 .062 

12 .180 .201 

13 i.713 .442 
14 .724 .186 

i5 .936 .241 

"' 16 .261 ,¡067 

17 2.14 .552 

18 1.1}58 .479 .. ~\ 
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RESULTADOS l>BTENIDOB CON EL 11'.'TOOO DE cooi: y PRESCO!T 

Este m&todo esta baeado •n la misma eatad!stioa 4e pru! 

baque la del m•todo de El.lenberg, ea decir el au(x1mo \'t\ .1111. es

te caso denotada como mú \ w1 \ • 

El IÚx \ w1 \ para' el ejemplo # l corresponde a la obser-. . 

=') 

·l• 21 P(P) d
2(l8)/(l-d2 )) 

.1/21• P(r ') i (18)/(1-42)) 

.1/21•1 - :2(! .( 4
2

(18 )/(1-42)) 

1 - .l/21 • P(I .(d
2(18)/(l-d2

)) 

. 1 - .00476• P(P< d2(18)/(1-d2)) 
. 2 2 . . 

.9952238 = P(P ')d (18)/(1-d )) buscando en 
táblas e interpol~do tenemos a 

42(18)/(1-42
).= 10.3 

::.) 
2 . 2 

4 /(l-d ) • 10.3/18 •• 57222 
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42 (1+57222} •• 57222 

i . ,572224 + .57222)= .3&>39575 

d •• 603288 

Y mh \ Wil \ • .647 ".) d por lo tanto la o'baervaoi.Sn 19 es de -

clarada como discordante. 

Observando la 'tabla del m4todo de 11.lenberg p&ra el e -

jemplo I 2 nos podemos dar .cuenta que el mlx \ w1 \ • \ w10\ -• .658 

'teniendo en oon•ideraci&n un nivel de aignificanoia ele«• .l 

7 oalculanelo •l valor de el de la misma fonta que para el ejea

plo # 1, teneao1 lo siguiente a 

• - .603288 
Y-clebiclo a que mú \ 11\ ) 4 rechasaaoa. la hipcheaie 

nula de ¡que no exiaten ob•ervacionea discordante& 1 la obeervaoi6~ 

10 ea declaracla diacordante. 

Para el ejemplo fl 3 el mú \ w1 \ es el correspondiente 

a la o'bservac:i&n 17 con un valor de m1b \w
17

\ ~ .832,.para 111 • .l 

•• tiene lo siguiente s 

·''···· . . ' . 

el • 18 ~(P)d2 (14)/(l-d2 )) 

l - .l/18 • P(P~ i(l4)/(l-d2)) 

=> .9944. 'º' 42 
(14 )/(1-11

2
)) 

42(14)/(l-d2) • ll.13 

' ,~ ., 
~·. . .. 
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d2/(l-d2) a 11.lJ/14 • .795 

d2 = .795/J..795 •• 442896. 

d = .6655043 

Ll.evando a cabo la regla de deoiai6n pode110a darnos 

cuenta•que 

úx \ w1\ • \w17\ ') d 

PIOr lo tanto se rechaza la bipdteaie nula 4• que no •Xi! 

ten observaciones discordante&. 1 la ob8ervaci6n # 17 ea declarada 

diacorclante, 

Para el ejemplo I 4 teneeos CJ.\.U! el llÍÚ \ w1\ • .552 

corre•pondiente a la observacicSn 111¡, calculando •l valor de d 

de la •isma lll&llera que para el e;teaplo I 3 teneao.• le niguientea 

4 •• 6655041 

Ya qu• t 

d ') \ W17l 

No rechazamos l~ lipcStesisnuJ.a de que no existen observaciones 

discordante•. 
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RESULTADOS OBTINI.DOS _CON KL Kl'!ODO DI PBBSCOT! 

Para es1;e m4todo pode11os ocu¡iar las tablas de Lund ya 

que la estadística de prueba en ia·•ia•a para aaboe mhodoe ;y es 

el mixillo de loa residuales atudentiaadoa; cuan4o no• referimos 

a las tablaa de Lun4 no• eataaoe refiriendo a la• tabla• de loa 

ejemplos con el mftodo de Lund. 

Si obser"#llllloa •l •'todo de Lund para •1 ej .. plo # 1 ob

servamos que el in&xillO residual studentiaado corresponde a la ob-. 
aervaci&n no. 19. lle decir 1 

úx l t 1 \ • úx 111.\/ s1 • \ t 19\ ~ 2.823 

para un nivel de ai~ficancia de .1, p • 2, J n a 21 se tiene 

-. (1,18) • 10.3 al 100 (l - •/n)" 1 por lo Unto· a 
C • ((a-p)f/(n-p•l+P))l/2 eata dada por 1 

o. ((19)(10.3)/(18+10.3))1/ 2 • (.195•7/28.3)1/ 2 • 2.62 

Debido a que dx \ t 19\ • 2 •. 82), a.• 2.62 

1• observacl&n '19 ee declara diecordante. 

,.·-· 
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Observando la tabla del m&todo de Lund para el ejemplo 

# 2 nos podemos dar cuenta que el : 

mú 1ti1 • mú \E~/ si ,. \ t 10\ • 2,86 

Se calcula el valor de la cota superior de B4 es decir 
n 

caloulaao•. a• ((n-p)P/(n-p-1+1))112 , donde r (.l,18) • 10.J al 

100 {l- IC/n)"- para p • 2, n = 21 1 un nivel de aianiticancia del 

.1, y tanemos 1 

a • (19 (10.3)/(18+10.3))1/
2 = 2,62 

,· 

Ya que \ t 10 \ • 2,86) 1,64 •a la observaoi6n lÓ ea 

declarada como cliacordante. 

Para el ej•plo # J el lllÚ \t1 \ • \ t 17\ • 3,224 

para un nivel de aignitioanoia de .1, p • .3 '71 n • 18 teneaoa lo 

siguiente 1 

P (1,14) • 11.13 al 100 (1- ~/n)~ 
1/2 1 el valor de e• ((n-p)P/(n-p-l+P)) esta dado por 1 

C.• (15. (11.13) / 14+11.13)1/
2 

• 2,57 

Por lo tanto,debido a que \t17\ • 3,224 > 2,57. e 
ee declara a la ob•ervaci6n 17 como discordante • 

. ·. 

;.; 
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Para el ejemplo I 4 ee tiene lo eigutente : 

md:x l.\\= 2.J.4 

correspondiente a la observación no. 17. •, 

Para n • 18, p • 3 y un nivel de ai&nifioancia de.' .1 

tenemos P (1,14) • 11.13 al 100 {1- tr/n) ~. el valor de O ~ata 

dado por i 

o- •C<lS)(11.13)/(14+11.13)).112 • 2~57 

7 debido a. que 1 t
17 

I • 2.14 ( 2.57 • O no recbazaaoe la b1pche8ie 

nula.de que no eXisten observaciones discordantes. · 

···'. 
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i13UJ.TADOS OBTBllIDOS OON EL lliTOOO DE COOJ; 

Para el ejemplo 1 l el m4x D1 es el correspondiente a 

la observaoi6n i 18 con valor de .659 el cual corresponde a un V! 

lor de J..= .5; lo cual hace que el estimador de fS {~ } al el! 

minar del ajuste a la obeervaoi6n 18 est& en un elipsoide de con

fianza al 50" por lo tanto esta observaci&n es la de mayor impag, 
~ 

to ~n la determinacídn de /3 . 

Para el ejemplo i 2 tenemos que el aWX D1 es el corres

pondiente a la oburvaci6n ti 18, teniendo .Di un valor de 1.69; bU! 

cando en las tablas de la P (2,191,1- .J.. ) encontramos que e1 valor 

de d.. es .25 ( aproximadamente ) 1o cual hace que ei estimador 

de ~ ( p ·) al eliminar dicha observacidn del ajuate se encuentre 

en un elipsoide de confianza al 75~; por lo tanto esta observaoi6n 
A "ª la de mayor impacto en la determinaoicSn de r . 

Bn el ejemplo # 3 podemos notar que el mtb D1 eael oo -

rrespondiente a la obeervacicSn I 17 con un valor de ,987 el cual 

correepond' a un valor de 9'. de .5¡ lo cual hace que el estimador ,. 
de r ( r ) al eliminar 4el ajuste a la obsuvacidn 17 este en un 

elipsoide de confianza del 50" por lo cual la obs. 17 ea ia·de ma 
~ -

7or iapaoto en la determinacidn de r . 
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Por l1J.timo para el ejemplo; 4 tenemos que.el mi(x Di es 

el correspondiente a la observac16n 1 18 con -un valor de 1.6 bus

cando en las tabla• de la P correspondiente encontramos que el V! 

lor de i::J... ee .25 (aproxi.aadamente) lo cual hace que el estimador 

de J1 (; ) al eliminar dicha obaervaci&n del a~u.•te ae encuentre 

en Wl elipsoide de confianza al 75~; por lo tanto ••ta observación 

es la de mayor impacto en la determinación de p 

. ' 
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llBTODO DE e o o 1 

Tabla para •l •j•plo # 1 ' 
i t 2 

i hii/p(l-hii) Di 

1 .035 .024 .ooos 
2 .689 .090. .oso 
3 2.131 .033 .010 

4 ,674 .037 .024 

5 .703 .024 .016 
6 .0009 • 038 .13-05 . 

7 .101 .• 030 .003 
8 .055 .029 .001 

9 .088 .042 .003 
10 .393 .038 .014 
11 11098 .0~9 .053 
12 • 123 .037 . .004. 

. 13 2.131 .033 .• 070 
14 1.562 .029 .045 
15 .178 .029 ..• 005 

16 .016 .033 .ooó5 
17 .649 .021 .017 
18 .717 .920 .659 
19 7.969 •027 .215 
20 1.147 •029 .033. 
21 .016 .033 .0005 

... ,, 

:·,: ,• '·.:_ ·. 

:. . 
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fabla para el ·~•plo I 2 

i 't 2 
1 hu./p(l-hu> Di 

1 .0002 .024 .5 -05 

2 • 972 .090 .• 087 . 

3 l.Jgg .033 .046 

4 .469 .037 .017 

5 .259 .024 .006 

6 .044 .038 .001 

7 .006 .030 .0001 

8 .oog .· .029 .0002 

9 .026 .042 .001 

10 e.231 .038 .312 

lll .574 .049 .016 

12 .106 .• 037 .003 
ll leJ92 .033 .04.5 

14 1.079 .• 029. ,031. 

15 .05~ .029 .001 

16 .0001 .033 .2-04 

17 .268 .027 .001 
18 ~ 1.841 .920i 1 .. 69 

19 3.96 .027 .106 

20 .808 ~029 .023 

.. 21 .0003 .033 
. -5 .9 

..• , 
,.· 

" :•", , .. 
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Tabla para •l ·~•p1e I 3 . 
i 't 2 

i h11/11(1-h11 > Di 

l .018 .118 .002 

2 .003 .077 .0002 

3 .172 .097 .0166 

4 .001 .049 ,4-04 

5 .452 .064 .028 

6 .630 .283 .178 

7 .042 .025 .001· 

8 .• 665 .038 .025 

9 .485 .048 ~023 

10 3.013 .065 .195 

11 .0225 .025 .0005 
12 .085 .05.7 .004 

. 13 1.697 .056 .075 

14 .o87 .049 .004.¡· 
. 15. .155 • 066 .c>10 . 

16 .202 .042 .002 

17 10.39 .095 .987 
18 ... 131 .u9 •086 

.... :" ... 
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fabla para el ·~•plo # 4 . 
i t 2 

1 . h11/p(l-h11} Di. 

1 • 042 .123 .005 
2 .111 .072 .007 

3 .373 .091 .034 

4 .052 .049 .002 

5 .206 ~0617 .13 
6 .447 .290 -.129 

1 .005 .0242 .0001 

8 .474 .038 -.018 

9 .306 .050 .015 

10 3.433 .0577 ~198 

li ·.058 .0254 .001 
12 .608 .0581 .035 

13 2.934 .053 .155 
'"·'•-

14 .524 .051'. .026 . ·~ 

15 .876 e058 .050 

16 .068 .043 .003 

l'i 4.579 .0849 .388 .• 

18 3.452 .134) 1.600 

-'• ... 

• 1' ·' 

~· . 

·i •:• 
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USUL'UD08 OBtDIDOS CON .Bli llETOOO DI VALENCIA 

e como 1 

Primeramente para cada uno de los ejemplos se calcula 

O• ((n-p)2 P/N(n-p-l+P))l/2 

Para el ejemplo 1 1 Q esta dada por 1 

O.= ((21-2)2 P/21(21-2-l+P))1/
2 

• 2.501 

Bn la tabla para el· mltodo de Valencia del ejemplo # l 

podemos observar q~e el m.CX lt(i)lcorresponde a la observaci6n 19 

,ya que,f t(lg)l• 3.610. 

Coaparamoe el valor de \ t(lg)\ contra el valor de O 1 

tenemos que 1 ( alt(l
9

)lla V&Jllos a denotar coaolt.\) 

por lo tanto 719 •• ••o•-

peohosa•. Para saber si es discordante calculaaos a 

x(lg) ( ~ - ~u,,> / S il\9,1; • .642 

como este valor no es significativo la observacicSn 19 no es dis

cordante. 

Como 1
19 

no tu& discordante nos fijamos en •l aiga&iente 

valor de'tc 1 ~y este corresponde ·a la observacicSn #14 a esta la 

denotamos como ltm\ y efectuamos la comp~raci6n teniendo : 

\t14\= lt
8

\ = i.279 < 2•50 • O debido a que ya se 

termincS co111oelt(d ') C el ·mhodo acaba y •"• en este ejemp1o·J 

obeervaciones discordantes. 
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• 
in el ejemplo 1 2, O esta dada por 1 

O •((n-p)
2P / Jl(n-p-l+F) )1/ 2•2..501 

donde !(1 ,18) "" 10.3 al 100 ( 1- • /n) '/. 

Toaamo11 ooao \tm\ alt(lO)l 7 \t(lO)\• 3,71]. )' 2,501 

por lo tanto y
19 

es "sospechosa•. Para verificar •i ea disoordarit 

calculaaos 1 ,. ,. ' 
~O\ ( ~ - fe.>) / S~O,lO • 3ol01 /3,995 • , 777 

este valor no es SiBJ11ficativo por lo tanto hac .. ~sltm\a\t(lg~ 

\ t(l9) \ • 2.184 < 2.501 - o 

Debido a que J•· terminamos con la obaervaoiones tales 

quelt( 1 ~eon mayores que C no exis~en obaervaoiones discordantes, 

Para el ej .. plo # 3 H Ua• el aipt.en'• valor ele C 1 

e• ((15)
2

(11.13)/18(14+11.13))1/ 2 • 2.353 
/ 

ya q~e J(l,l4) • 11.13 al 100 (l- GC /n) '/. 

n siguiente paso conaiete en hacer lt.\a\t(17J clebido 

a que \t(l?)\ • 5,445 •• el valor úxiao encontrado • iae tablas 

para el ejeaplo r 3 con el m4todo de Yalenoia. Coaparamos este 

valor deh(l?)\contra e 1 se obtiene 1 

\t<17>\"' lt.I • 5,445) 2,353·. o 
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por lo tanto la observacidn 17 sa declara como sospechosa. Cale~ 

lamos entonces . . ,. " 
x(l7 ) ( t' - f, .. ) Is~ h¡7 , 1~ = lti.91/10.11•1.67 

coao eate valor si es significativo la observacidn 17 es declar! 

da discordantet y por lo tanto procedemos a tratarla de la si~ 

ente manera 1 

Y~7 • Y17 -[t'V 1-h¡?,l~"' 168 - 58.75/1-.2225 = 92.29 

< 

Con este valor de y
17 

obtenemos los nuevos residuales · 

(observar la tabla para el ejemplo f 3 con el m6todo de Valencia 

con la observaci6n discordante tratada ) 

Con eatoa nuevos residuales atudentizadoe calculamos 

nuevamente C obteniendo 

e '"' 2.353 con P(l,l4 )•11.13 

irl esta tabla nos podemos dar cuenta que ei ~x lt(i' 

es el correspondiente a la observacidn 10, a.este lo denotamos 

como lt•\ y t 

ltm\ • \t(lO)\ • 2.772) 2.j53 • e 

por lo tanto la obeervacidn (/ 10 es declarada !'sospechosa" y 

se calcu.la entonces s 
~ ~ . 

x(lO) ( ~ - f, .. , )/s t 11_0 ,1J • .987 

como este valor no ea significativo la observacicSn fÍ 10 no es 

discordante. 

' - ~ ; . 
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Xoe fij .. os entonce• en el eigu.ient~ Yalor delt(i~ 7 ea 

el correspondiente a la observaci~n I 6 con el •iguiente valor a 

\ t(6)\· i.963 

a este lo denotaaos coao \t 1 teniendo lo siguiente a • 
1t.\== \tc6>\• 1.963 ~ 2.353. e 

como ya tel'llinaao• con los t(i)°•..., e J& no ten•os de ob•ervacio

nes discorclantea. 

1-ra el ·~ .. plo # 4 el Valor de C eata dado por 1 

O • 2.35 con una P(1 ,14 ) • 11.13 al 100(1- •/n)" 

7 observando la priaer tabla para el e~emplo # 4 con el m&todo de 

Valencia nos podeao• dar cuenta que el úx I t(i)l corresponde a 

. ia obsenaciln i 111 efectuando la ooaparacidn de eete valor de 

\t(17)\contra el Yalor de e teneao• 1 

\t(lT)\• \tJ • 2.48? 2.J5 ·• e· 

por lo tanto la ob•e~actdn I 17 •• •aospechoea• 7 entonce• ee 

calcula 1 · • 

. '.(17) ( t ~t-> /8 ~"11,1~ • 1.03' 

Dtbido a que eeta raz&n es •ipificatin la observac:ti,611 

17 se declara diecordante 7 se procede a tJ'!lt&rl•t o.b&eniendo la 

nueva observaci6n 1 ~?.ª 112.87 

'J.· 
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tma ves tratada la observaci&n que fue declarada como 

discordante obtenemos los nuevos residuales atudentiiadoa, estos 

los podeaoe ver en la aegunda tabla.para el ejemplo; 4 con al 

mltodo de Valencia. Volvemos a calcular el valor de O obteniendo: 

e • 2.53 con 'ci,u) • 11.J al 100(1- fil/ /n)" 

hacemos Ita\ = 1 t(lS)I • 4.4) 2.)5 = O por lo tanto la observaci~n 

I 18 se declara como • sospechoaa " y ee procede a calcular 1 .. ,. 
x(l8) ( \\ - t'*> I s fi\a,1J • 1 •82 

para saber si es diséordante, como la raz6n si es significativa 

ae declara a la observaci6n 18 como discordante y se procede a 

tratarla obteniendo la nueva obaervaci&n 18 a 
• 718 • l.Ol.58 

Obteneaa11 de nueva cuenta a los residuales studentizadoa 

mismos que pod•oa ver en la tabla # 3 para el ejemplo· # 4 con ti. 

metodo de Valencia. 

Wuev11111ente calcúl.aaos el valor de C 1 

o • 2.)5 

Observando aeta tabla observamos que el mú \t(i)\ H 

el correspondiente a la obaervaci6n 1 10 1 efectuamos la compara

ci&n entre eate valor deh(lO~ • 2.85 y el valor de o 

\tc 10 ~ • lt•' • 2.e5) 2,35 • e 

por lo tanto la obaervaoi&n 10 es "aoapeohoaa"; entonces caloula-

aoa : l. " . 1 
x(lO) ( ,.. -t .. ,> I s \h¡o,10 • -.947 
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como aeta raz6n no ea significativa la observación I 10 no es 

discordante. 

1iJ:0donoa ea el aigi.ti.ente valor deh(1 J podmos ob

servar qua corresponde a la obaervaci6n f 6 1 

\t<6 >\ = 1\al • i.774 ~ 2.35 • a 

como ya se acatxt con loa °'(i)'• ') O ae acaba el mltodo y ao 

existen mis observaciones diaoordantea. 

. ·~.:.. 
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•ITODO DB VALENCIA 

fabla para el ejemplo # 1 

i s(1) 
(l-h )l/2 

ii lt t(i) 

l 11.314 .976 2.03 .1838 
2 . n.055 .920 . - 9.57 .... 940 

3 10.668 .969 -15~60 -1.50 
4 i:i..121 .964 - 8.73 - .814 
5 n.112 .976 9.03 .832 
6 u.32 .963 - .33 - .030 
1 ll=29 .911 3.41 .31 

8 11.30 •971 2.52 '"' •"" 
9 .11.29 .959 J.14 .290 

10 11.20 .9630 6.66 .617 

ll io.99 .953 11.01 1.05 
12 11.28 .964 -3.73 - .343 
13 10.66 .969 -15.60 -1.510 
14 10.84 .971 -13.47 1.279 
15 u.21 .971 4.52 .413 
16 11.31 .968 lo39 .126 
17 11.12 .973 8.65 .799 
18 11.10 .593 - 5.54 -.841 
19 8.62 .973 30.28 3.610 
20 10.97 .971 -11.47 -1.07¡ 
21 11.31 .968 1.39 .126 
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fabla para el ·~•plo I 2 • 

i ªu> (1-)a )l/2 
i1 E., 't(i)' 

1 14.899 .916 .211· .015 
2 14.503 .920 •ll.148 .985 
3 14.329 .969 -16.617 1.197 
4 14.703 .964 - 9.583 .676 
5 l4o786 .976 '1.217 .500 
6 14.871 ' .963 - 2•948 .206 

7 14.886 .911 l.ll.8 .077 

8 14.885 .971 i.350 .093 

9 14.871 .959 2.449 ·.172 
10 n.207 .g6) 40.052 3.711 
11 14.662 .953 10.483 .750 
12 u.847 .964 -4.'83 .320 
13 14.329 .969 -16.616 1.196 
14 14.458 .971 -14.649 l.043 
15 ' 14.86'1 .971 1.350 .232 
16 14.889 .968 .383 .026 
17 14.783 .973 7.)17 .509 
18 u.u .593 -U.678 lo)92 

. 19 13.236 .973 28.151 2.184 
20 u.56 .971 •12.649 .895 
21 14.889 .968 • .)83 .026' 
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Tabla para el ejemplo I 3 • 

1 'u> (1-h )1/2 
ii €t 't(i) 1 

1 21.39 .859 2.94 .133 
2 21.40 .900 1.04 .054 
3 21.28 .879 7.55 .404 
4 2i..40 .933 .729 ~036 

5 21.08 ·915 .... 12.74 .660 
6 20.95 .735 .. 12.07 .784 
7 21.37 .964 4.11 .199 
8 20.93 ·~47 15.98 .806 

9 ' 21.05 .934 13.47 . .685 
10 19.17 .914 -32.83 1.873 
11 21.)8 .91>4 - 2.96 .139 
12 21.34 .924 - 5•58 .283 
13 20.18 .925 -24.93 1.335 
14 21.34 .933 - 5.72 .287. 
15 21.29 .913 - 7.45 .)83 
16 21.26 .941 - 8.77 .438 
17 12.25 .881 58.76 5.445 
18 20.89 .857. .-15.18 .848 .. 

... 
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tabla para el ejemplo 3 con la oba. 17 tratada 

1 8 c1 > (l-h }1/2 
1i E,¡ \tu>' 

l 12.23 .859 2.92 .278 
2 12.19 .900 -4.60 .419 
3 12.24 .879 2._49 .231 
4 12.24 .933 -2.56 ,224 

5 11.34 .915 -15.96 1.538 
6 10.86 .735 15.67 1.963 
7 12.09 .t64 7.)9 .634 
8 11.29 .947 16.98 1.568 

9 11.51 .934 14.83 1.379 
10 g.87 .914 -25.04 2.772 
11 12.26 .996 - 0.34 .0274 
12 12.17 • 924 5.17 .• 459 "\ . 

13 u.65 .925 -13~36 1.~39 

14 12.21 ,9333 3.84 .337 
15 12.16 .913 5.34 .481 

. 16 11.86 .941 -10.99 .985 
17 12.~ • 881 - 1.85 . .171 . 
18 12.26 .857 .087 .008 .. 

·~:./ 
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fabla para el e~emplo 1 4 

1 seo (1-h )l/2 
1i ti'.. ' t(i) ' 

l. 2).67 .854 4.05 .2 
2 2J.62 .906 6.93 .32 

·3 23.41 .886 12.40 .59 
4 . 23.67 .933 4.93 .22 

5 23.55 .918 -9.55 .44 
6 23.35 .731 ll.20 .656 

7 23.71 .654 l.65 .106 
8 23.33 .946 14.95 067 

9 23.47 .931 11.84 .54 
10 .20.85 .923 -39.19 2.03 
11 2).66 .964 - 5.32 .23 
12 23.23 .923 -16.49 •77 
13 21.30 .927 -36.41 1.84 

. 14 23.29 .930 -15.45 .71 

15 23.02 .923 -19.78 .93 
16 23.65 .941 - 5.62 .25 

17 19.81 .892 43.93 2.48 
18 20.89 .844 35.93 2.03 
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Tabla para .el e~emplo # 4 con la obs. 17 tratada 

i s(1) 
(1-h )1/2 

ii l\ lt(i) \ 

l. 19.79 .854 3.2i .193 
2 19.78 .906 3.70 ,206 

3 19058 .886 9~94 .573 
4 19.80 .933 2.67 .144 

5 19.56 .918 -10.96 .blO 

6 19.33 .731 11.go .642 
7 19.79 .654 3.77 .291 
8 19.27 .946 16.30 .894 
9 l.9o4J .931 1).63 ,753 

10 17.12 .923 -.34.6] 2.192 
11 19.79 .964 - ).16 .165 
12 19.66 .923 -ª·" 0476 
13 18.09 .927 -28.24 1.683 

. 14 19.61 .930 - 8 • .38 .458 
15 19.55 .923 -11.13 .616 
16 19•71 ,941· - 7.19 .J87 

~ 

17 19.81 .892 - o.eg .05 
18 12.94 . ~844 48.06 4,4 
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Tabla para el ejemplo # 4 con la observaoicSn 18 tratada 

i s(1) (l-h )1/2 
11 E, l t(i) l 

l 12.91 .854 3.21 .291 
2 12.92 .906 -2.97 .253 

3 12.90 .886 3.80 .332 

4 ·12.94 .933 -1.46 .121 

5 12.17 .918 -15.16 1.352 
6, 11.70 .731 15.18 10774 

7 12.83 .654 6.43 .776 
8 12.09 .946 16.46. 1•433 
9 12.30 .931 14.13 

•e 
1.233 

10 10.31 ,923 -27 .21 2.85 

11 12.95 ,964 ~ 1.26 .101 
12 1.2.94 ,923 1.60 .134 

13 11.99 ,927 -11.10 ¡,538 
_.,. 

14 12.95 ,930 .64 .053 

15 12.95 ,923 1•32 .110 

16 12.62. ,941 -10.21 .859 
17 · 12.27 ,892 

,· 

13.95 lo274 
18. 12.94 .844 -1. 35 .123 

' .. ·. ·', . 
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Jl.iSUL!ADOS OBTlllIDOS OOH KL •ETODO GRAPIOO 

~iaia para el ejeaplo I l : 

tila ves q~• h .. 01 obtenido 

los valorea te t(i) 7 T1 loa graticamoe y proced11101 a analizar 

las graficaa obtenidas. 

Al. hacer el anbiaia de la gnfica de lo• valores de 

t(i) no• pod .. o• dar cuenta de que lae obaervaoionea que se encue~ 

tran •UJ' ale~adaa_ de las dtm4e son Wiicamente s 

La obaervaoidn 19 

por lo tan1o •• detecta a la obeervaci~n 19 com@ " .. apeohoea". 

Para detenunar si eata obeervaci&n ea discordante se analiza la 

gntt1ca de lo• vaiore• de t1 7 podemos ob•ervar en ••ta segunda 

gritica qae la obltervacidn que se encuentra m¡q alejada del :r .. to 

es.la obaerwaci&n 18; por lo tan~ la obeervaci6n 18 ae declara 

peligl'Oaa, F a'lln-lllla no 8e·detecta a ninguna obeervac16n como _di! 

cordante. 

Wlisie para el ejemplo fl 2. 

Al analiaar las gr&ticaa 

de loa valorea de t(i') 7 t 1 para el aegundo ejeaplo,no• pudilloa · 

dar cuenta que las obeervacionee que se encuentran ·~ alejadas 

~el reato, en la gri(tica de l~s v_alores de t(i f son _las obaervaci2. 

nea 10 .,-19 por lo que di.chas obaervacionea son declaradas "BOBP!. 

>1 
... :' 
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cho•••"· A1 hacer el an411sis de la gri(tica de t1 ,
8 

, para deter

ainar si la1 anteriores observaciones son diacoJ'dantea, se puede 

observar que la• dnicas observaciones que s~ encuentran alejadas 

del resto en esta g~fica son las observaciones 18 1 10. 

Debido a que la obserYac16n 1 10 en aaba• 11'4f1cae •• 

encuentra alejada del reeto Be declara coao di•cordante. 

Anili•ie para el e;t .. plo ' 3• 
Al obaenar laa gr4ticae 

de-t(i) 1 t 1 no• pod•os dar cuenia que la• obaenaciones que H 

encuentran aÍe~adas del reato en la gr&fica de ¡08 Valores de t(i) 

son las Ob88rYaCiODt8 11J, flO, 117 ; por lo Cual 88 ·declaran a 

eetae obaervaciones OOllo ~1pecbo•••· 

.. aa la &l"tica de lo• valor•• de t 1.pottllio• observar 

que la• obeervaoiones que ae encuentran alejada• clel reeto son· 

la• obHrvacionea #6, 110, 1 #17. 

Ya que las obeenacionea 10 7 17 se enouatnm alejadas 

del re•to de las obaervaciones en ub&s sr'tica9 le declarán: ob

eervacionee diacordantea. 

:,.·.'·· 
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~lisis para el ej .. plo # 4 

Al hacer el ani(lisis de 

las gri(ticaa,para eate dltiao ej .. plo,nos podeaos dar cuenta que 

las obeervacionea "•ospecho•a•" iion las observaciones 13, 10, 18 

T 17 debido a que eataa se encuentran alejadas del resto en la 

gdfica de loa valores de t(i) , 

y la• observaciones que .. declu·an peligrosas son la• 

siguientes 1 

La 17 7 la 18 

Por lo tanto la• obaervacionee que ae declaran discor

dantes en este ej .. plo aon 1&11 observaciones 17 T 18, debido a 

que aai.a 89 encuentran alejada• de las dea'• obaervac.ionea •n 

la• dos 1~ticaa, 

··''.-

: '· ,· .... 

,·,,' 
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•Bf ODO Gi.&PICO 

fabla para el e~emplo I l • 

1 \ ltl \ r;R h1/(l-hii 
1V& 

'1 

1 .18) .684 .125 
2 .940 1.)09 1~230 

3 •. 1.50 .791 1.865 
4 .814 .8l8 .682 

5 .832 .675· ·9561 
6 .OJO .849 .025 
7 .110 .754 .• 233 
8 .220 .742 . .163 
9 • 290 .893 .259 

10 .617 .722 .445 
11 i.05 .964 1.012 
12 .343 .838 ~287 

13 1.510 .791 i.194 
14 i.279 .142 .• 949 

15 .u3 .742 .)06 

16 .126 .621 .079_ 
17 .799 .716 .572 
18 .84l 4.180 3.515 
19 ).610 .513 1~851 

20 l.0'16 .742 ·'198 
21 l.260 .627 .995 
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tabla para •l •~emplo I 2 • 

i '\>l ~ p 
bu/<i.-h11 ~"- '1 

1 .015 .684 .010 

2 .985. loJ09 1.289 
3 lel91 .191 .947¡ 

4 .676 .838 .566 

5 .500 .675 •. n1 
6 .206 .849. .115 
1 .011 .754 ·º'ª 
8 .093 .742 . ~069 

' .172 .893 .159 
10 le7ll' .122 ·. 2.679 

•. u .750 ..964 .723 
12 .320 .838 .268 
13 lel96 · .191 ·946 
14 1.043 .742 .eu 

:,·· 

15 .232 .742 .112 
16 

.. . 
.026 .• 627 .016 

11. .509 .116 ·3'4 
18 1.)92' 4.J.80 5.818 

19 2.184 ,513 1.203 
20 .195 .142 ·"• 
21 •. 02.6 .62'1 .016 
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fabla para. el •3•plo I 3 

i \\,\ [P;P hii/(1-hii) ~~ '1 

1 ,133 1.330 .176 
2 .054 i.075 .058 
3 . .404 1.206 .487 
4 .036 .857 .031 

5 .660 .979 .646 
6 0784 2.060 1.615 
7 ol99 .-612 .121 
8. .806 .755 .608 

9 .685 .848 .• 580 
10 1~873 0987 1~848 

.. 
11 ol39 .612 0085 
12 .283 0924 0261 
13 1.335 0916. lo222 
14 .287 ·857 .245 
15 .383 .994 .380 
16 .438 ,793 .347 
17 50445 i.'193 6.495 

·} 

18 0848 1.336 i.133 
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fabla para el e~•plo I 4 • 

i l\_,I [~ hu./(1-llü) ]~~ Ti 

l .2 1.368 .211 
2 .32 1.039 .332 

3 .59 1.168 .689 
4 .22 .857 .188 
5 .44 .962 .423 
6 .656 2.08 l.J64 
7 .106 .602 .064 
8 .67 .755, .505 
9 .54 .866 . .467 

10 2.033 .930 l.88 
11 .23 .617 .142 
12 .n .933 .718 
13 1.84 .894 1.644. 
14 .71 .874 .620 

15 .93 .932 .866 
16 ... 25. .• 903 .• 200 

17 2.48 1.128 2.19 
18 2.03 i.419 2.88 

.···. -· 
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iBSULTADOS PARA EL llETODO D:to: GENTLEll4.AN Y ~ILK 

Observando la tabla para el mefodo de Gentleman y Wilk 

para el primer ejemplo y suponiendo inicialmente la exiatenoia de 

dos observaciones discordantes; ea decir suponiendo k m 2, nos p~ 

deaos dar cuenta que el subconjunto de 2 obaeryaciones mis proba

blemente discordante es : 

Q:. 1189,32 

ParticicSn que corresponde a la pareja (19,3) .• 

Para sabe~· si esta Q:• 1189,32 es autieientemente BI'&!! 

de, estadísticamente hablando, analizamos la grltica para este 

ejemplo con k • 2, y podemos observar que dicha grlfica no revela 

que Q:• 1189,32 ••a suficientemente grande en relaci6n con los 

' . dHlas,y estad!sticamente hablando, adn mas no revela la existencia 

de algihi par de observaciones discordantes, lo que si se puede a

preciar en esta gr,fica ea que las parejas -'• po•iblemente disco! 

dantes son aqqella• que tienen involucrada la observacicSn # 19. 

Debido a que esta primer gr,fica no revela la existencia 

de algiln par de observaciones discordantes suponeaoe la existen

oia de una sola obeervaoión discordante haciendo k • 1 7 no• po~ 

mos dar cuenta que el euboonjunto de 1 observacicSn ''ª probableme!! 

te discordante ea : 

~. 968.56 

Partioi6n correspondiente a la observación 19. 

Para estar eeguros de· q~e Q~ • 968,56 es suficientemen-

te grande eetadlettcamente analizamos la grifica correspondiente/. 
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y podemos observar que éeta nos revela claramente que la observa

ci&n 19 ee la discordante ya que podeaos apreciar que su correa -

pondiente ~ ea suficientemente grande en relaci&n con las d .. le. 

Por lo tanto se declara a la observaci&n 19 diacordante. 

-·:.• 
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Para el ejemplo 1 2 nos podemos dar cuenta, suponiendo 

primeramente que existen dos observaciones discordantes, que el 

subconjunto de dos observaciones mis pro'bableaente discordantes 

es el correspondiente a la pareja (10,19), debido a que su corre! 

pondiente ~2 es el m&ximo de los Q2 ,
8

• Por lo tanto 1 

-
Para determinar si este subconjunto de dos observacio

nes es suficientemente grande en base a un juicio inferenoial &n! 

lizamos la grifica oorrespondáente y podemos observar que ~ es 

suficientuíente grande en relacidn con los d••'•• estadÍsticamen

te hablando, por lo tanto se declara a la pareja (10,19) como 

discordante. 

AÍlalizando 101 resUl.tados 1 la gri(fica para el ejemplo 

31tenemoa primeramente que para k ··2 el 9'ximo de las Q2 ,
8 

es 

el siguiente s Q. 
2 • 5078,61 

corre1pondiente. a las observaciones (10,17), Para poder inferir 

•1 eete subconjunto de observaciones es suficientemente aberran-· 

h para declararlo co•o discordante se analiza la gnltica para 

ver.si la correspondiente d; ea suficientemente grande en.rela -

.. 
·', :, 
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ci&n con los dem'• 7 para ello se analiza la grtltica corre•pon -

diente y observamos que, alÚl cuando los pares de ob8ervaciones 

m&s probablemente discordantes eón aquello• que timlen iavolucra

da a la observacidn 17, no ee puede inferir a partir de ella que 

una de dichas parejas sea discordante 7a que no •• presenta un 

caabio brusco entre ellas. 

De acuerdo con el •'todo suponemos ahora la existencia 

de una sola ob•ervaci&n discordante 7 bajo esta aupoaici4n halla

aos que el m~i•o de los ~·• ea 1 

~ .. - 4312.65 

correepondiente a la obaenacicSn # 17 • Analizando la gñtica 

correspondiente encontramos que ••ta •• auticieat .. ente grande 

en relaoidn con las dead:s por lo que •• declara a la obeervacidn 

17 discordante. 

Y por dl.U110 para el e~•p~o # 4 ten•o•,caue lla~o la 

•upoaicidn de 2 obaervacione• dieoordant••· el millo de la• 

Q2•a ea la correapon4iente al par (17,18) con •1 YAlor eiguiente1 

Q: - 5770.20 

Analizando.la grifiea correspondiente para poder decidir 

l!li este par de obae,rvaciones es diBCord.allte Obeenaaoa que 8U 

'Correspondiente ~ es autioient .. ente grande por lo que ea decl!, 

ra al par (17,18) discordante. 
" ¡ .. , .• 
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ano:oo DB GBNTLliJlAJI Y IILI 

fabla para. el ej•plo # 1 • (•in 1 obeervaciÓn) 

" n 
ObaerYaciÓn 'L t~, ~ ~Et 
oaiUda L.&1 ,:.. 

' 2)08.46 0.12 2308.58 

l.6 2)06.50 2.oe 

21 2)06.50 2.08 

l 2304.25 4.33 

8 2301..83 6.75 

9 2297.85 10.73 

1 2296.22 12.36 

12 2293.60 14.98 

15 2286.89 21.69 

10 2260.67 47.91 

17 2229.64 78.94 

'4' . 2226.57 82.0l 

5 2222.92 85.61i. 

18 2220.48 88.10 

2 2200. 21. 108.37 

ll 21'15 •. 14 133.44 
20 2168.90 139.68 

14 2ll6.04 192.54 

13 2048.78 259.ao 

3 2048.78 259ó80 

,19 1340.02 968.56 
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Tabla para el ·~ .. plo I l. (siD 2 ob••rYaCione•) 

Obaervaci6n 
.. 1\ 

omitida ¿:E~, ~ ~E~ 
(:. <z, 

3, 19 lll9o26 ueg.32 2.)08.58 
13, 19 lll9.26 u.19.32 
ll, 19 U80.l7 1128.41 
14, l.9 U82.51 il.26.07 
,, 19 l.221.80 1086.78 

20, 19 1230.00 1078.58 
17, 19 1233·99 1074.59 

.10, 19 1260.66 1074.92 
2, 19 1276.95 lOli.63 
4, 19 1278.35 1030.23 

l.5, 19 1304.02 1004.56 
1, 19. 1311.49 997.09 
9, 19 1320.44 gae.14 
e, 19 1)2 •• 51 984.07 

11; 19 1.325.83 •. ,, 
1, 19 1.)26.41 912.11 

19, 21 lJ.)2.6) 97'·95 
.16, 19 1332.6) 975.95 
12, 19 1332.93 915.65 

6, 19 l3J7.J8 9n.20 
3, ll 1751.65 55'.93 
3, 14 1826.08 412.50 

ll, 14 1826•08 482.50. 
2, 18 

~ ' 
1867.00 441.58 

13, 20 1883.41 425.17 
3, 20 188).41 425.17 
2, 3 1937.62 310.96 
2, 13 1937.62 310.9¡ 
3, ll . 1942.57 )66.01 

11, 13 ·1942.57 )66.01 
4• u. 1944~19 )64.)9 

''.• 

.• 

c.· 
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fabla para el ejemplo 1 l. (sin dos observaciones) 

,":: 

Obaervaci&n 
amtida 

J, 4 
14, -20 
J, 5 
5, 13 

13, 18 
3, 18 
3, 17 

13, 17 
2, 14 

u, .14 
1 •.. 10 

10, 13 
•• 14 
), 12 

12, 13 
11, 18 
lJ, 15 

1944.19 
¡955.43 
1976.71 
1976.71 
1983.88 
1983.88 
1985.69 
1985.69 
2002.22 
2004.31 
2007.32 
2007.32 
2016.10 
2023.50 
2023.50 
2031.88 
2035.48 

364.39 
353.15 
331.87 
331.87 
324.70 
324.70 
322.89 
322.89 
306.36 
304.27 
301.26 
301.26 
292.48 
285.08 
285.08 

. 276.70 
273.10 

2308.58 
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fabln para el e~empl.o # 2. (sin 2 observacione•) 

, I'\ 

" Obeervaoion LE~, ~ 
. ¿: ,, 

Olú.tida ii 
'~ (.a, 

lO, 19. 1260.66 2729.75 3990.41 
10, 13 2007.32 1983.09 
10, 3 2007.32 1983109 
10, 14 2074.53 191.5.88 
10, ll 21.24.60 1865.81 
10, 20 2126.51 1863.90 
10, 2 2166.68 1823.73 
10, 5 2167.73 1822.68 
10, 11 2176.67 1813.74 
10, 4 2181.77 1808.,4 
10, 18 2201.95 1788.46 
10, 15 22)6.65 1753.76 
lO, 1 2244.69 1745112 
10, 12 2247.02 l.74) •. Jt 
lo,. 9 2248.97 1741.44 
10, 8 2252.tiO 1731.81 
10, 'l 22s4.63 1735•78 
10, 16' 225?.94 l.'132~4T 
10, 21 2257.94 1732 •. 4T 
10, 6 2260.63 1729.79 

2, 18 2672.76 1311.65 
13, 19 2891.70 1092·11 

3, 19 2897.70 1092.71 
18, 19 • 2935.95 1054 .• '.46 . .. , 

14, 19 2961.62 1028.79 
2, 19 3009.08 981.ell 

11, 19 3009. 33 981.08 
20,, 19 3014.47 975.94 
5, 19 3074.34 91,.01 

17, 19 3075.60 gu.a1 · 
4, 19 3075.69 914•12 
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Tabla para el ·~ .. plo I 2. (•in 2 observaciones) 

.. 
Obaervaci&n L Ec.~• 

.. 
~ L" c .. " oaitida , .. \.:.. 

9; 20 3118.05 872.36 .3990.41 
15, 19 3131.47 858.94 
12, 19 3140.33 850.08 

9, 19 3140.41 850.00 
7, 19 3145.43 844.98 
8, 19 3146.58 843.83 
1, 19· 3150.59 839.82 

16, 19 3151.03 839.38 
19, 21 3151.03 839.38-
19, 6 3152.00 838.41 

3, 18 3357.11 633.30 
13, 18 3357.11 633.30 

3, 13 3358.85 631. 56 
11;, 18 3)64.55 625.86 
14, 18 3397.59 592.82 
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tabla para el ·~ .. plo I J. (•in 1 obeerwaci&n) 

Observaci6n 
.. 
~ ~;¡, ~ t:. (~ omi1ida . , .. 

4 641).33 0.61 6413 .. 94 
2 6412.60 1.34. 
1 . 6405.86 8.08 

ll 6404.54 9.40 

7 6395.67 18.07 
12 6376.13 35.81 

14 6376.91 37.0l 

15 6]48.98 64.96 

3 6340.26 73.68 
16 6.)27.20 86.74 
5. 6220.58 191.3' 

9 i207.00 206~'4 
6 6144.20 269.14 

' .. 8 61J0•71 283.11 
18 6109.97 303.97 
ll 5702.23 7ll.71 
10 ,5142.61 1271.ll 

17 2101.29 •n2.65 

, '<' 

•' .-'' 

·. ~· 
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tabla para el ·~•plo I 3. (ain 2 obaervaoionu) 

" " ObaervaoicSn L(~, ~ ~E'-,, 
oaitida \..:., (.e, 

10, 17 1335.33 5078.61 6413.94 
6, 17 1651..04 4762.90 
8, 17 1783.02 4630.92 
5, 17 1800.77 4613.17 
9, 17 1851.91 4562.03 

13; 17 1878.33 4535.61 
16, 17 1966.68 4447.26 
7, 17 2044.32 4369.62 

15, 17 2071.35 4342.59 
12, ·17 2013.56 4340.38 

2, 17 2076.90 4337.04 
14, 17 2086.69 4327.25 
l,· 17 2089.85 4324.09 
), 17 2092.19 4321.75 
4, 17 2094.29 4319.65 

18, 17. 2101.08 4312.86 
11, ·17 2101.10 4312.84 
10, 13 4272.17 2141.17 
10, 18. 4757.64 1656.JO 
10, 8 4849.34 1564.60 
10, 9 4904.69 1509•25 
10, 5 4984.91 1429103 
10, 15 4986.89 1427.05 
10, · 16 5010153 1403~41 
10, 3 5018.29 1395.65 
10, 12 5083.46 1330~48 
10, 14 5086.71 1327123 
10, 1 5121.08 1292186 
10, 6 5123.54 1290.40 
10, 11 .·5125.29 1288165 ' _;, 

10, 2 5137195 1275•99 
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fabla para el ejemplo I ). (•in 2 obeervacionee) 

Obeervaci6n 
o~Uda 

10, 7 
10, 4 
13, 18 
13, ' 
13, 8 
13, 5 
13, 9 
13, 15 
13, 12 
13, 14 
13, 16 
13, 3 
13, 11 
13, 1 

5141.16 
'141.47 
5150.10 
5434.90 
5457.47 
5505.32 
5534.95 
5553.58 
560J.7l 
5608.69 
5620.12 
5624.20 
5682.31 
5691.98 

1272.78 
¡272.47 
1263.24 
979.04 
956.47 
908.62 
878199 
860.)6 
810.21 
805e25 
793.82 
789.74 
731.63 
721.96 

'\ 

6413.94 
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Tabl.a para •l ·~ .. plo # 4. (ein 2 observaciones) 

" fl 

Q'DaerncicSn ¿E~, ~ ~Et.' 
oai.Ud.a l•· t:. 

17, 18 2101.08 5770.20 7871.28 
17, 10 408J.Ol .3788.27 
13, 10 4359.14 .3512.14 
17, l.J 4543.14 3328.14 
18, l.0' 4757.64 3113.64 
18, l.J 5150.70 2720.58 
17, 8 5202.61 2668.67 
17, ' 5233.53 2637o7!i 
17, 9 5285.13 2586.15 
17, 15 5344.35 2526.93 
17, 5 5355.94 2515o34 
17, . J 5369.87 2501.41 
17, 12 5404.78 2466.50 
17, 14 5412.50 2458.78 
la. 15 5432.01 2439.27 
17, 16. 5439.60 2431.68 
17, 2 5480 .. 13 2391.15 
17, 7 5482.65 2388.63 
17, 1 5482.79 2388.49 
17, ll 5486.48 2384.80 
17, 4 5488.98 2382.30 
u, 15 5617.19· 2254~09 
10, 12 5'118.84 2152.44 
18,. 6 5763.50 2107.78 
10, 14 5775.22 2096.06 
131 12 5783.50 2087.78 
10, 3 5820.15 2051.13 
20, 8 5831.49 2039.79 
18,. 8 5857.46 2013.82 
u, 14 5864.24 2007.04 
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fabla para el ·~•pl.o I 4. (•in 2 obaervacionea) 

~ 

"' ObservacicSn ~E~ ~ ~E,' oaitida L.:• (.:. 

9, 10 5898.18 ¡973.10 7871.28 
18, ' 5 5920.48 1950.80 
9, 18 5939.26 1932.02 

15, 18 5969.55 1901·13 
5, 10 . 6001.78 l&ti9.50 

10, lb 6011.55 1859·73 
12, l.8 6011.69 1859.59 
14, l.8 6011.20 1854.()8 
10, 2 6019.40 1851.88 
18, 3 6028.56 1842.12 
16, 18 6040.76 l8J0.52 
10, ll 6041.64 1829•44 

6, 13 6070.29 . ieop.99 
10, 1 607).03 1798.25 
10, 4 6079.23 1192.05 

•. 
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E.Hlll'LO ti 2 SIN DOS OB~ERV 'IONES QN•• 
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USULTADOS OBTENIDOS 0011 EL llEi'ODO DB AHDJlBWS Y PREGIBON 

Para el ejeaplo I l, auponeao·s inicialmente que existen 

doe observaciones diacordantea, es decir euponemos k = 2. Calcu

lamos los valoru de 8í! • 
Observando la tabl.a para el ejeaplo ;/ l sin dos obser

vaciones1 para este .'!"&todo;nos podemos dar cuenta que el m{n R2 

ea el correspondiente a la• obeervaciones (18,19), pero su valor 

que ea R2 • .1364 no difiere mucho del siguiente valor q~e corr•! 

ponde a las observaciones (18, 2) que ea de ~ • .1662; por lo 

tanto el par de obaervacione• (19,18) no ea diacorclante. 

Sj,guie~clo el altoclo suponemos ahora que existe una aola 

obserYacidn discordante, ea decir k-1, y obeervando la tabla pa

ra el ej•plo # 1 ain una obHrvaoi6n noa pod•os dar cuenta que 
el a{n 2:i, •• el correspondiente a la observaci6n 18 con el atguie~ 

te valer s 

8i. • o. 3366 

debido a que eate valor •1 clitier. mucho de loe siguientes valo

rea la obaervaci&n 18 se declara como diaóordante. 
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:ftlra el ejemplo 1 2, se aupon• inioialJDente l• exietea 

cia de doa observaciones discordante•, lt • 2¡ analizando la ta

bla sin doa observaciones para el ej-1plo I 2 pod .. os notar que 

el mín ~ • .1376 correspondiente a la• obeervaoionea (18, 2) no 

difiere mucho del reato de loa ~·• por lo tanto no declaramos a 
las observaciones (18. 2) coao 4i•cordante• 1 •uponeaoa entonce• 

que solo existe 1 obaervaci6n discordante; obaerYando la tabla 

correspondiente al e~ .. plo # 2 sin una obaerY&cidn podemoa notar 

que el mín -\ H el correspondiente a la obsenacicSn 18; m!n 8i_ • 

.3157 1 '•te valor si difiere eubai.ncialllente del reato de los 

8i•a por lo tanto se declara a la obaerwacicSn 18 di•corclante. 

Para el e~-plo I 3 teniendo lt • 2, ~l aln '2 • .. 1068 

correspondiente al par de obaervacionH (17, 6), pero ooao .este 

. valor no difiere aucbo de lo• reetant•• 11.¿,
8 

la pan~& (17, 6) no 

.. declara diacorün••· lllponmoe en .. ~ ... la Uiatencia de una 
' . 

•ola obaervacidn cltHordant• en el cor13unto ele ouervaoiones pa-

ra el e3emplo I l 7 en la tabla correaponcliente poclemoa notar que 

el mín 8i_ • .2542 correeponcl11nte a la obaervaoidn I 17 1 anali

&ando si eete .alor tifier• aucho de loa reatan\ .. 8i_, • pod111101 · 

obaervar que eate Y&hr •1 difiere mucho de lo• 4-'8,por lo tan• 

to la observaci&n 17 ae declara diacordAnte. 
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En la tabla para el ejemplo # 4 sin dos observaciones 

el m!n ~ • .1366 valor que corresponde a las observaciones (17,lB) 

este valor al compararlo con los restantes R2 ,
8 

nos podemos dar 

cuenta que difiere mucho1por lo tanto el par de observaciones 

(1(, 18) se declara discordante. 

J,. ~ -
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JIEfODO DE ANDRKWS y PREGIBON 

fab1a para el e~e11plo # l • (sin una observaoi6n) 

Obeervaci&n t e:t) ~ 11-~21 ~ omitida \:1 

18 2220.48 88.10 0.35 0.3366 

19 1340.02 968.56 0.947 0.5497 
2 2200.21 108.37 0.846 0.8063 

13 2048.78 259.80 0.937 o •. 8316 

3 2048.78 259.80 0.937 0.8316 
11 2175.14 133.44 0.909 o.8565 

14 2116.04 ¡92.54 0.943 o.8644 
20 2168.90 139oó8 0.943 o.8859 

4 2226.57 82.0l 0.93 o.s970 
10 2260.67 47.91 0.928 0.9087 

17 2229.64 1e.94 0.948 0.9156 

9 2297.85 10.73 0992 0.9157 
5 2222.92 85.66 0.952 0.9167 

12 2293.60 14.98 0.93 0.9240 
6 2308.46 0.12 0.928 0.9280 

15 2286.89 2l.69 0.943 0.9341 
21 • 2)06.50 2.08 . 0.937 0.9362 
lti 2.]06.50 2.08 0.937 0.9362 .. ·. 

7 2296.22 12.36 0.942 o.9y10 

8 2301.83 c;.75 0.943 0.9402 

1 2304.25 4-33 0.952 0.950~ 

'·. !.'' 

.·. 
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Tabla para el e~emplo # l· (sin dos obaervaoionee) 

Obeervacidn " .. lt - H2~ L Eu., ~ 1\ omitida h• 

16, 19 1325.83 982.75 • 3206 0.1364 
18, 2 1867.00 441.58 .2054 0.1662 
18, 11 2031.88 276.70 .3051 0.2686 
18, 13 1983.88 324.70 .3256 o.279a 
18, ·3 1983.88 324.70 .3256 0.2798 
18, 10 2201.95 106.63 .2959 0.2822 
16, 6 2209.49 99.09 .2959 0.2832 
18, 14 2039.33 269.25 .3293 0.2909 
18, 20 2090.57 218.01 .3293 0.2982 
18, 9 2196.82 111.76 .3136 0.2984 
18, 4 2157.09 151.49 .3206 0.2996. 
18, 7 2218.30 90.28 ,313 0.3007 
18, 5 ·2151.39 157.19 .3294 0.3070 
18, 12 2212.99 95.59 .3206 0.3073 
18, 17 2140.24 168.34 .3317 · 0.3076. 

. 18, 16 2215.45 93.13 .3256 0.3125 
'18,· 21 2215.45 93.13 -3256 0.3125 
18, 15 2194.53 iu .• 05 .3293 0.3131 .· 
18, 8 2211.28 97.JO .3293 0.3154 
18, l 2219.29 89.29 .3294 0.3166 
19, 13 1119.26 1189.32 .8857 0.4294 
19, 3 . 1119.26 1189,32 .8858 0.4295 
19, 11 1160.17 1128.41 .8597 0.4395 
19, 2 1276.95 1031.63 .7961 0.4404 
19; .14 1182.51 1126.07 .8914 0.4566 
19, 20 1230.00 1078.58 .8914 0.4749 
19, 5 1221.80 1086.76 .8991 0.4759 
19,. 10 1260.66 1047.92 .8753 0.4780 
19, 17 1233.99 1047~59 .8959 0,4759 
19, 4 1278.35 1030.23 .8794 0.4870 
19, 9 1320.44 988.14 .8700 0.4977 
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fabla para el e'•plo # 2. (sin una observaci6n) 

Obsenacidn L E.!:) ~ ~ - H22I 1\ Olli 'ti .. 

18 3598.95 391.46 .35 0.3157 
10 2260.67 1729.74 .928 0.5257 
19 3153.53 836.88 .947 . 0.7484 

2 J785.97 204.44 .846 0,8027 

3 3695.80 294.61 .937 0.86'/8 
13 .)69,.80 294.61 .937 0,8678 
11 3869.55 120.86. .909 o.8815 
14 3762.91 227.50 .. .943 0.8892 
20 3820.79 169.62 .943 0.9029 

4 3891.60 . 98.81 .93 0.9070 

9 l98).89 6'.52 .92 0,9185 
.12 )967•81 22.60 .93 0,9247 

6 3981.04 9.37 .928. 0,9259 

17 3933.93 56.48 .948 0,9346 
16 3990_.26 o.u .937 0.9370 
21. 3990.26 0.15 .937 0.9370 

5 3935.70 54.71 .952 0.9389 
15 3978.52 11.89 .943 0,9402 

7 3989.09 1.32 .942 0.9417 
8 3988.48 l.9J .943 0.9425 
l. ·. _3990.)6 .0.05· .952 0.9520 

•'j•" 
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tabla para el e~ .. plo # 2. (•in dos obaervacione•) 

ObHrvacicSn "' L E~l ~ 11 - ª22! ~ oaiUda \•• 

18, 2 2672.76 1317.65 .2054 0.1376 
10, 18 2201.95 1788.46 .2959 0.1633 
18, 19 2935.95 1054-46 .3206 0.2359 
18, 11 3364.55 625.86 .3051 0.2573 
18, 6 3510.01 480.40 .2959 0.2603 
18, 13 . •. 3357.11 633.30 .)256 0.2740 
18, 3 3357.11 633.30 .3256 0.2740 
10, 19 1260.66 2729.75 .8753 0.2765 
18, 9 3564.80 425.61 .3136 0.2802 
18, 4 3397,59 59·2.82 .3293 0.2804 
18,. 7 3588.00 402.4L .313 0.2814 
18, 4 3541.76 448.65 ,)206 o.2846 
18, 20 3451.84 538.57 .3293 0.2849 
18, · 12 3593.49 396.92 .3206 Oo2887 
18, 21 3594.66 395_.75 .3256: 0.2934 
18, 16 3594.66 395075. .3256 o.2934. 
18, 17 3540.14, 450•27 .3317 002943 
18, 5 3570.58 419083 03294 0.2949 
18, 15 3579.92 410.49 .3293 0.2954 
18, 8 3593.65 396.76 .3293 0.2966 
10, 2 2166.68 182).73 .7760 0.4214 
io,· 13 2007.32 1983009 .8687 004370 
10, 3 2007,32 1983009 .8687 0.4370 
10, .11 2124.60 1865.81. .8433 004490 
10, 14 2014.s3 1915088 .8740 004544 . 
10, 20 2126.51 1863.90 08740 0.4658 
10, 4 2181.77 1808.64 .8624 004716 
10, 5 2167.73 1822.68 .8809 0.4786 
10, 17 2176.67 1813.74 .8783 0.4791 
10, 9 2248097 1741·44 .8534 0.4810 
10, ' 6 2260.63 1729078'. .856 0.4849 
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Tabla para el e~emplo I 3. (sin Wla obeervaci~n) 

... 
ObservacicSn L. ~!i., ~ ~ -

8
221 ~ oaitida 

"' 
17 2101.29 4312.65 .776 0.2542 
6 6144.20 2ó9.74 .54 0.5173 

10 5142.61 1271.33 .836 0.6703 
18 6109.97 303.97 .735 0.7002 
l. 6405.86 8.08 .738 0.7371 

13 5702.23 711~71 .855 0.1601 
3 6340.26 73.68 .774 0.7651 
2 6412.60 lo)4 .e11 o.e1oe 
5 6220.58 193·36 .838 o.8127 

.... 15. 6348.98 64.96 ·.134 0.8256 
12 6378.13 35.81 .85) · o.8482 
14 6376.91 37.03 .87 o.8650 

4 6413.33 0.61 .87 0.8699 
16 6327.20 86.74 .886 0.8740 
9 6207.00 206..94 .92 0.8903 
8 6130.77 283.17 .943 0.9014 
7 6395.87 18.07 .929 0.9264 

11 .6404.54 9.40 .929 0,9276 
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tabla para el .~ .. plo I ), (•ill doa obaervacionea) 

" Obaenaoiln ¿:E~, ~ 11 - 82~ 8t om1Ucla u. 

17, 6 1651.04 4762,gO .4150 0.1068 
17, 10 1Jl5oll 5078.61 .6)40 0.1320 
17, 18 2101.08 4312.86 .5192 0.1101 
11, 5 1800.77 4613.17 .6490 0.1822 
17, 13 .. 1878.33 4535.61 ,6))2 0.1854 
17, 1 2089.85 4324.09 .5723 0.1865, 
17, 8 1783.02 4630,92 .6954 0.1933 
17, 3 2092.19 4321.75 .5969 0.1947 
17, 9 1851.91 4562.03 .675.8 0.1951 
11, 15 2071.35 4342.59 .6107 0.1972 
17, 2 2076.90 4337.04 .6245 0.2022 
17, 12. 2073.56 4340.38 .6)56 0.2055 

. 17, 16 1966.68 4447.26 .6871 0.2107 
17, 14 2086.69 4327.25 .6540 0.2128 
11, 4 2094.29 4319.65 .6738 0.2200 
1'1¡, 1 2044.32 4369.62 .n16 0.2281. 
11,. ll 2101.10 4312.84 .7186 0.2354 
1,. 6 5957.81 456.13 .2862 Oe2659 

10,. 6 5123.54 1290.40 .)g)) 0.3142 
18, ' 5763.50 650,44 .3935 0.3536 
ll, 6 5434.90 979.04 .4614 0.3910 

5¡, 6 5904.09 509.85 .4489 o.4112 
2, ' 6143.69 210.25 .4)76 0.4192 

15, 6 6103.9'1 309.97 .4429 0.4216 
. 3, 6 6106.86 301.oa .4501 0.4286 

9, 6 5994.07 419.87 .46)) 0.43)0 
12, 6 6094.05 319.89 .4595 0.4367 
4, ' 6132.39 281.55 .4579 0.4378 

16, ' 6099.76 314.18 .4649 . 0•4422 
8, ' 5898.65 515.29 .4123 0.4436 

141. 6 6091.38 322.56 .4685 0.4449 
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-
tab1a para el •3•plo I 4. (ain doa obaerY&cionea) 

Obaervaci~n " .. 
~ . 11 - ~21 .. omitida ¿:~"'" , .. 

17, 18 2101•08 5770..20 .5116 0.1366 
16, 1 'f 389.50, 481.78. .2?1' 0.2550 
18, 6 5763.5QJ 2107.78 .377, 0.21•5 
17, 6 5233,53 2637.75 .4257 0.2&.u. 
10, 6 6084.82 1786.46 .4038 0.3122 
10, 17 4083.0l 3788~27 .'698 0.3475 
13, 6 6070.29 1800.99 •4604' o.J511. 
10, 18 4157.64 3113.64 .'918 0.3577 
13, 18 5150.70 2120.58 .5a11 ó.3803 
13, 17 4543.14 3328.14 96599 0.3809 
J, ' 7494..44 376.84 .4U6 0.3920 

10.. ll 4359.14 3512.14 .7240 0.4010, 
1, 18 6087.81 178.3.47 .• 5196 0.4019 
1, 17 5482.7~ 2388.49 .• 5909:. .0.4047 
'· 15 7224.00 647.28 .4522 0.4151 
'· 12 '1256.64 614.64 •4514 0.4162 
2, ' 7580.64 290.64 .4386' 0.4225 
J, 18 ' 6028.56 1842.72 .5523 0.4230 
J, 17 5.169.87 2501.41 .6240 0.4257 
6, 14 7303.51 567.77 .4592 0.4261 
5, ' 7499.05 372.23 .4485 0.4273 
•• 6 7571.85' 299.43 .4515 0.4344 
6, g 7526.22 345.06 .4551 0.4352 

15, 17 ' 5344.35_ '2526.9) ·'* 0.4404 
12, 18 6011.69 1859.59 .• 57ea· 0.4421 
6, 16 7626.27 245.01 .458) 0.444J. 
21 18 6104.61 1766.67 .,.,,, ' 0.4466 

12, 17 5404.78 2466.50 .6542 0.4492 
6, 8 7424.26 447.02 .4767 0.4497 
5, 18 5920.48 1950.80' · .• 598' 0.4503 
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USUI.!AJX>S PARA BL •1rom DE STBPWISE 

Para l.oa cuatro ejeaplo• se uecS un nivel de •ipificag, 

cia al ... 1 • 
Para el •~eaplo I l. teneao• que para la obaervaoi&n.191 

peal.e • 13.0l ) 'tabla• • 10.3 

Para el resto de la• observacionea omitida• •ucede ques 

P..calc < 1 tablH 

por lo que •olo la obeervacidn 19 •• declarada diaoordante. 

!al'& el e~ .. plo # 2 ten .. oe que 1 

•calo • 13.48 ~ 10.45 • 'tabla• 

para.la• obaervaoione• 19 110 re•peoti.Yaaente. 

Para el reato de laa obaervacione• 1 

de lo anterior conoluiaoe que las obaervaoionee 19 1 10 aon cle

olaraclaa clieoordantea. 
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Oon el ·~•plo I l euoecle que •ol.o Pan. la obHnao1ú 

17 •• Uee a 

'caic • 28.73 ) u.13 • 'taltl.•• 

Y para el resto de la• obllervacton•• 1 

1oalc <: 1tabla• 

por lo que en ••te can solo la obeenaoi6n 17 t• declarada di•oo¡ 
clante. 

Y por dl.Uao para tl -•~•plo I 4, eolo para la obeena

cidn 18 teneao• ,.. 1 

'éaic • 21.01 ) 11.46 • 'ta'bl~-. 

t para el re•to de lu obaenacionH 1 

1
oalo < 1tablé• 

Por lo cual conclutao• que •olo la ob9erYaOi6n 18 •• 
· diaoordute. 
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S!BPWISK. 

fabla para el e~•plo # l 

Sma del CU54rado Obaervaci6n Grados de r tablas r cale• 
de loa reeiduale• olli t14a. libertad. da. 

2)08.58 lfIHGUJfA 19 
1340.02 19 18 10.3 13.0l 
lll9.26 19,3 17 10.45 3.35 
865.9 . 19, 3,13 16 10.62 4.68 
650.1 19, 3,13,14 15 10.8 4.98 
462.1 19,3,13,14,20 14 11.13 5.70 

· Poaio 
'2Je§12§ - ¡~o.02J 968.56 13.01 • 1340.02ha • • 74.44 

•oaio • U1J!2102 - 111~ 126l ro.16 3.35. m9.26/1:'1 • 5.83 • 

•oaic · • . 'ttt'·26 - 865.9l WaJi 4.68. • • 65.9/ 16 . 54,11 

'calo • l!'~.s - 6~sl:l 215.8 4e98 650.i/i5 • • 43.34 

1oalc • 1650,\ • n.62 ,1). ¡&8 5e70 • 33 • "_I ,· 

. 462.1 4 
•.. 7'·• 

.·,· .\ 

_,'·i 
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!'abla para el eJ•plo # 2 

Suma del cuadrado ObservacicSn Grado• de r ubla• r caloul.~ 
4• loa reaiduale• omitida. libertad. ... 

3990.41 HNGUJIA 19 
2260.67 10 18 '10.l 13.77 
1260.66 10,19 17 10.45 13.48 
1048.29 10,19,3 16 10.62 3.24 

80J,96 l0,19,3,13 15 10.8 . 4 •. 55 

597.47 10,19,3,13,14 14 u.13 4.83 
418.11 10,19,3,13,14 ll 11.46 5.57 

20 
264.86 10,19,3,13,14 12 11.e 6.94 

20,4 

•oaic 
ll~01!I - 22601622 . ·11D1:U· lJ.77 • 2260.67/í&. • 125·'9 • 

•calo 
,2260161 - ¡26o166J :l.2!!2101 lJ.48 • 1260.66/17 • 74.156 • 

•oaic 
{1260.66 )~049,292 2¡2.Jz 3.24 • • 65.519 • .. 1048•29 6 . ~ 

'1048 - ª/i'96) 2Ha2! 4.55. ' 
'cale • • 53.59 • 803.96 5 

{-



1oaio • 

1oalo • 

1calc • 

. ".·'•'' 

l8ºl·~6 - 522·41l 
597.47/Ú 

'~21·~1 - 418.111 
418.11/13 

~!18.11 - 264.86} 
264.86h2 

. ·.·'· 
,,,·,·. 
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= 206.4~ 4.83 42.67 = 

11~·l6 5.57 .. 
32.16 

.. 
12J•22 6.94 • 22.07 

.. 

_i', 

.,_..' 
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i'a bla para el ejemplo # 3 
• 

Suma del. cuadrado Obsarvacicfo Grados de de los residuales omittda. 

1o-.io 

'c&ic 

•caic 

•caio 

1oaic 

libertad. 
6413,94 HINGUHA 15 2101.29 17 14 1335.33 l0,17 13 1010,65 10,17,8 12 
654.85 10,11,8,9 11 404.65" 10,17,8,9,13 10 242.16 20,1198,9,13 9 3 

• i6!¡l•2! - 2101122l - Hl2t!~ 2101.29/i4 . 150,09 

• (2101.22 - lJJ~·JJl 
• 1'~·26 l3l5.3J/i3 102,71 

• .Ull~1ll -7.f:o¡o.6u · -.}g!.68 . 1010,65 2 
84.2208 

• ÍlOl0,6~ -·6~!·8~ 
•· J.2~.8 654.85/il . 

59•53 

• ~~!·8~ - 40!.621_ 
• ~.2 404.65/io 

·•.• 
•'., ·. 

40,4¡ 

• 

• 

.. 

• 

• 

1 tabJ.aa P CalO\Ü! 
da, 

10,8 

lloll 28,73 
llo46 7,45 
11.8 3e8.5 
12,J 5,97 
12,8 6,18 
lJ,6 6,03 

28,73 

7,4, 

J.85 

5,97 

6.18 



Pcalc • 
(404.65 - 242.16) 

242.16/9 . 
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.. 162.49 
26.g 

.. 

;~~r~ 
· .. , 
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Tabla para el ejaplo # J • 

Suma del cuadrado Observacicfo Grados de p tabla• F CalCul.!, 

de los residuales ollitida. libertad. ele.. 

7871..28 RI.NGlllfA 15 10.8 

5497.51 17 14 11.l:l 6.04 
2101.08 17,18 13 lle4i 21.01 

1325.47 17,18,10 12 11.8 7.02 

944.79 17,18,10,13 11 J.2.3 4.43 
670.21. . 17,18,10,13 10 12.8 4.09 

8 

318.07 l?,18,10,13 9 1).6 6.95 
8,9 

1calo - lllil.28 - 2421·~1! • 2JU·II 6.04 5497.51h4 )92.67 • 

•calo • l54fl.,1 - 21~.08) J.J361U 21.01 • 161.62 -. 2101.08 3 

1oaio • 12¡0¡121 - l»~·!I! ll~16l: 1.02 1325.47h2 • uo.45 -
· 1calc • . U»5·f7 ¡J44.'f9) ~-68 4.43 - 85.89 • 944.79 

1caJ.c 
.. ·.• {944·19 - ~0.21) 21!128 4.09 • 67.02 .. . 670.21 o . 

'.:' 



~cale - {6~0.21 - 378.07) 
j 8.0779 
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• .. 
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Q.Q.MCLUSIONES 

&i esta parte eatablecereaoa una serie de coaparaciones 

entre los 10 a4todos propuestos, en base a 101 resultados obteni-' 

dos para cada uno de los ejemplos. 

Bn la tabla ( ¡ ) podemos observar loe altodos J los 

resultados obtenidos con ellos. Podemos darnoe cuenta que loe mi
todos que solo toaan en cuenta la d.iecordancia •in poner ent,•ie 

en la intl.uencia paJa detectar una •ola ob&erYaci6n discordante, 

detect1111 ezac~ente las ai.e11a• obaervacionea en loe cuatro ejem• 

plos, algunos comentario• se podrlu hacer al reepectoa 

-- fara lo• ej .. plo• l 1 3 lo• •'todo• det~~ correctamente 

r esto ee debido a que s6lo eziete una ob8ervaci6n diecor

dante. 

lh el ej .. plo 2 lo• altodo• detectan •olo una obaervaci6n 

diecordan:te. 

-- lb el e;l•plo 4 lo• altodo• DO aon capacea de detectar obae,t 

vacionee diacordantea, eeto es debido a que al tzistir -'• 

de una obatrwaci&n di8cordute 1 tratar de detectar •ol .. tta 

té una, entre etl•• pueden 41•111\ll.ar au existencia teni,nd2 

se como resultado que lo• •liodoa para detec~ una •ola 

observac16n discordante no detecten nada. 

Debido a Hto ea recoaendable qua, cwmllo H sospeche la 

existencia de m«a de una observaci&n dieoordante •• empleen 
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m6todos para detectar m~s de una observación discordante a 

la vez. 

Entre las ventajas de estos m&todos se encuentran la senci

llez y rapidez para llevarlos a cabo. 

Cuando se sospeche la existencia de una sola observAni6n 

discordante se recomienda usar el m'todo de LIJND por ser el más 

sencillo. 

&ltre loa m'todos para detectar una sola obsarvaci6n 

discordante se encuentra el de COOK el cual es distinto a los an

teriores debido a que toma en cuenta fundamentalmente la influen

cia de las observaciones, adeuuls de que el m'todo esta basado en 

encontrar un nivel deacripiivo de ai¡niticancia. Co11parando en b!, 

se a los resul.tadoa obtenidos podemos darnos cuenta de lo sigui.ea 

te 

' Para el ejemplo l detecto a la observación 18 que es muy in-

fluyente a\Úl cuando1no es la-'ª discordante; para el ejemplo 2 

ocurre lo miBlloo Para el eje11plo 3 si detecta· correctamente debido 

a que la obsarvac16n 17 si es discordante pero adem4s muy influ -

yente 1 por t1l"timo para el ejemplo 4 detecta a .la oba.ervaci6n 18 

que es disco.rdante pero muy infiuyen'h. 

De los m'todos para detectar J!U{s de una observaci&n di~ 

cordante a la vez, podemos decir lo siguiente 1 

-- Ho coinciden en los resultados obtenidos. 

JU m'todo de Andrews y 1regibon toma en cuenta la influencia 

obteniendo que· para el ejemplo l detecta a la observáci&n 

m&s influyente; lo. mismo ocurre para el ejemplo 2, en el 



- 229 -

cual solo detecta una obse!."Vación. &l loa ejemplos 3 y 4 

detecta correctamente a las observaciones. 

Entre las desventajas de este m'todo tenemos : 

i) Es subjetivo. 

ii) Se requieren de muchos cálculos para poder llevarlo a 

cabo. 

Consideremos que el m&todo de VAL~CIA ee mu7 exigente y 

debido a esto en muchos casos no detecta; como en loa ejem

plos l 1. 2; aunque en loe ejemplos 3 y 4 si detecto bien d! 
bido a la influencia de las observaciones detectadas. 

La principal deaventaja de este •'todo es la gran cantidad 

de cálculos necesario• para llevarlo a cabo. 

Con el m1hodo GRAnCO no se puede esperar que aiempre se 

tengan buenos reeul.tadoa debido a la aubjetiViclad para in

ter}iretar las gnlticas. 

Con el.•'todo de GJiMTLEldAN 1 fILl, a pesar de tener cierto 

grado de subjetiVidad, detecicS correctamente en los cuatro 

ejemplos. 

La principal desventaja de este m4todo ea la gran cantidad 

c1'1culoa 1 la dificultad de la IP'flficaci&n, que son necea! 

rios. 

Kl. m'todo de STBPWISE adlo detecto de manera incompleta en 

e.l ejemplo 4 y esto podría deberse a que d4spuea de detec

tar la primera obaervaci6n discordante la 8\1118 del cuadra

·do de residuales no sufre una reducci6n senaible al olllitir 
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cualquier otra observaci6n. 

Bntre los m~todos para detectar varias observaciones 

discordantes a la vez se recomienda usar el de S'fEPlilSE debido 

a su gran rapidez y sencillez en comparaci6n con los otros. 

. •,' 
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TABLA ( I 

•iETODOS ii:J l!J(. 1 EJEM. 2 EJlJl. 3 EJ !!X •. 4 

ILUND 19 10 17 No detecta 

ELL.l!:NBEHG 19 10 17 Ho detecta 

COOK Y PRESCO'fT 19 10 17 No detecte 

P.RESCOT'.r 19 10 17 No detecta 

ANDREWS Y PRBGI~ 
~N 18 16 17 (17,18) 

VALENCIA No det•ctn No detecta 17 (17,18) 

GRAFICO Mo detecta 10 (10,17) (17,18) 

GENTL.l!llAN. Y ·. 
fl:LX . 19 (10,19) 17 (17,18) 

STEP4'ISE 19 (lo,19) 17 18 
.1':"1 

COOK 18 18 17 18 
.. 

TABiiA DE aeSULTADOS 
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