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I N T R o D u e e I o N 

111. concepto de fünci6D es uno de los .fW'lc!amental.ef! 

de la mate9'tica. La idea de correaoondencia en la vida -

diaria, noa da la noci6n de lo que es wia funci6n. Por 

ejeaplo: 

- a cada •er hwaano le corre•ponde una fecba de naoiaiento. 

- a cada automovil le corre•ponde un ndaero de ~lac••· 

- a cada in•tante de tieapo le corre•ponde una velocidad -

de un obje•o en aoYiaiento. 

- a cada e•tado de la repdblica le corresponde una ciudad 

CAl:)ital. 

La idea b!aica de los ejemplos uateriorea, H la corre! 

pondencia que exi•te entre loe obje11.oe del priaer conjunto 

con los objetos del eegundo conjunto. 

Cada uno de loa ej .. ploe .. ncioaadoa repreeenta una fun

ci 6n, qua ee pueden wteualisar aediant• di~• como aigu.es 

y 



'? 
l. Fu N e r o N Es 

D!FINirlION 1 

Una fwici6n f de Wl conjunto X a un conjunto Y, ea una 

regla que asocia a cada elemento x de X \lil i!nico elemento y 

de Y. Al ele•ento 1 •e le llaaa la IIAG!N de x b~jo f 1 se 

denota f(x). Al conJl.Ulto X ae le denomina DOMINIO de la fun

ci6n. Al conjunto conatituido por todas las illlAgene• de loe 

ele1aentoa de X H le llaa& R.tlNGOJ 6 COTlOfi'IINIO. 

Diagr&Ma coeo el de la figura l.l aiJv.n para entender 

el concento di fwtci6n. La• flecha• indican que lo• eleaento• 

f(s), t(w), t(s), 1 t(a) 4e Y e•t'1l aaociadoa a loa elemento• 

a, w, z, 1 a d• 1 respectiYamente. 

DOMINIO 

fipra 1.1 

Alguna8'v1cea, el eatudiante confunde lo• a!abolos de f 

y f(s). Recuerde que f •• emplea para re~resentar la f'unci6n, 

la oaal no eat4 ni en 1 ni en Y. No obstante, t(x) ea el ele

IHftW en Y, que t l• ••icna a x. 
Llamare;noe DO'.aNIO NATUll~L de U.'la !unci.~n al conju."lto de 

torios los p·..mtcs paru los cuales la funci6n toma un valor defini

dQ 1 iSnico. 
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E.ft<:iG';..C 1.1 

~)e:1 f l .. !».:HC''-.~ll ~·~1:1 ·luminio X~ { :_,:.),.~] tal !]U•' 

f (x) = x +2. !Je~ e rmine 01 r.1 ~1:'c o co.i 0m::.ni o .-~e l:i !unci 6n y h:-iea 

Soluci6n: 

:'l6tee·3 'Ut el ·lominio nrt ~urHl re lu :unci6n es t>l co:1ju.'1-

to rle los m1meros reales, y riue el rango o coñominio tHmbi~n 

es el conjunto de los ndme os reales. 

para x•l la imaeen es f(l)= 1+2 =3 

X=2 f(2)= 2+2 =4 

x23 f(3)= 3+2 =5 

x-4- f(4)= 4+2 =6 

Por lo tonto el rango o codominio es Y= {3,4,5,6} 

? 
Sea f la f1.L'1Ci6n con dominio m y f(x)=x- pRMl torlo X en IR 

Calcule; s) f(6); b) f(-6); e) f(./!); d) detel'illine el raneo ñe f. 

Soluci6n: 
2 Como f(x)=x entonceai 

f(6)= (6)2=35 

f(-6)=(-6) 2=36 

f( .J1)=(../1)
2=3 

lll ra.'"lj,\O de f es el conjunto de torlos los n11neros rer,les 

positivos y el cero ya que el cuaclrndo. de cualq:üer ndrnero reul, 

es positivo 6 cero y todo número real positivo 6 cero tiene r<;.!z 

auarlrada. 
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.. iaportante repetir el becho de que a cada x en 1 ee 

1• aaocia una dnica i .. gen l(x) en ?1 •in eabargo eleaento• 

diferente•, c090 6 1 .fi del ·~ .. plo anterior, pueden tener 

1• ai•• 1-.•n en t. 

l.JDPLO lel 

Sea 1 •l conJunto de real•• po•itivo•, 1 t la !\ulci&l 
definida por f(•)• /r +l para todo z en l. Galc\1111 

a) ·r<•h b) t(41'·h 0;) t(b.o·>s d) ICb)+t(o) 

Soluci&u 

f(4)• ./f+l• 2+l•l 

rct>-•+1 
f(b+o )• J'b+O +l 

f(b)+f(c)•(Jl+l) + (Jl+l)•lb +ló +2 

ll•PLO l.4 
2 

Sea t(•)• • +lz-2 para todo x en •· Si a 1 t eon ndme-
roe real•• 1 ti'O encuentres f(a+t) - f(a) 

' Soluc16n1 

f(a+t)•(a+t)
2

+l(a+•) -2•(a2+2at+t2) • (Ja+Jt) -2 

f(a)• a2+Ja-2 

entono•• 
2 2 2 f(a+t) - f(a) • (a +2at+t ) + (la+lt) -2 -(a +Ja-2) • 

t ' 

2 a2at+t +lt • 2a+t+J 

11 
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iJEllPLO 1 .5 

Dado f(x)=x3-sx2-4x+20 demostrar que 

f(t+l)=t 3-2t2-11t+l2 

Soluci6ns 

f(t+l )=(t+l )3 -5 (t+l )
2 
-4 (t+l )+20 = 

... t 3 +3t 2 +3t+l-5(t2 +2t+l)-4t-4+20:: 

=t3+3t 2 +3t+l-5t
2
-iot-5-4t+l6= 

=t3-2t
2 -llt+l2 

l<:J ElfJ>LO 1. 6 

Dado f(x)=..L 
X 

~emostrar que f(x~h)-f(x)= ----=h"'"-~ 

x2
+xh 

SolucicSn: 

Es importante notar que el dominio natural de la funcicSn es el 

conjunto rle los reales excepto el cero. 

f(x+h)-f(x)=_l_ - _!_ = x-(x+h) = X'-X-h 

x+h ][ x(x+h) 2 
X +xh 

EJEMPLO i •7 
Dado g(x)=ax demostrar que g(y).g(z)=g(y+z) 

Soluci6n: 

g(y)=aJV ; g(z)-az ; g(7+z)=•y+z 

entonces: 

g(y).g(z)= a7 .a&= ay+z=g(7+z) 

EJEMPLO Íi •8 

Si P(X)= 2x2-x+3 encuentre a) F(a); b) P(-a); e) -P(a) 

Soluci6n: 

a) P(a):::2a2-a+3 

b) P(-a)=2(-a)
2
-(-a)+3= 2a

2
+a+3 

c) -P(a)= -(2a2-a+3)= -2a
2

+a-3 



l~J ~.:.,!PLO l. 9 

Si g(:x ) .. 2x 
6 

encuentre: 

x2
+1 

a) g ...L b) l 
a g(a} 

e) 
2 

e;(a ) d) g(a) 2 

e) g( a) f) g{a) 

Soluci6n: 

Obs~rveee que el dominio natural de lu fu.nci6n ee el c-onjun

to de nmneros reales excepto los nWlleros 1 y -1. 

2.. 2-
= a = a ----- "' _2..-a-..

2 
__ .. 2a 

..L +1 2 
l+a. 

2 
a 

b) ..L. 
g(a) 

2 ____ 1 __ = a +l 

2a 2a 
2 

a +l 

e) g( ra>= 2ra = 
2 

(Ja) +l 

f.) ¡grar = J 2a "' 
2 

a +l 

2 a 

2..f& 
a+l 

J2.,.2~ll 
../(a2 +1)2 

2 2· 
a(l+a ) l+a . 

= J2a3+2a 
2 

a +l 
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(come se vi6 en la seccidn .1) o en un sistema ne ejeP co,"lr·'e:w-

dos, r:;sto es :10:>iule si se pie:".:?a e:-. una fuaci6n co:li·) un ccnj:..t...::!. 

to 'N 1ie pares ordenados tules que, su primer elemc:nto nertenezca 

al do!ünio de ln funci6n (lla.nl:nosle Df) y el segi.¡;1··1.'0 elemento 

sea la 1mr-.gen del primer elemento (f(x)), que pertenece al ra..-igo 

o co1ominio rle la funci6n (lla:nlmosle Rf). 

E:s ctecir, 

W= {<x,f(x)) e xcDf' f(x)•Rr1 

La grttfica de W'la funci6n f es entonces, el conjunto ~ de 

pareja.a ordenadas en el plano C'Ue re1Jresentan las parejas del 

conjunto •,y. 

G= { (x,y) parejas ordena~a.s : (x,y)c wJ 
La re!J?'Osentnc16n r.;eomltrica de la grttficn rle un.a funci6n 

e~ un sistema de ejes coordenados, es el dibujo aproximado de 

·1os ~witos del conjunto G, 

'EJ:.:J1l?LO 2 .l 

Sea f la funci6n que representa la corree~ondencia entre 

la escala numlrica ( de nW!leros naturales del O al 10) y el 

re::.;:l.i1r.ie:-.to escolar del !\lu;r...-io, es ·:'iecir, es lr-; fu..'1.ci6n rerre• 

sentana por el diagrnm!:".: 
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J:;.."l ~:-tt.: .. : 1:'0 el c:.::1JU.'1'to ·.v= f (x,f1>:)) ; xcA , f(x)cBJ 

1 

(10,MB) 
• 

(8,B) (9,B) 
• • 

(6,S) (7,S) 
• • 

. (l,NA) (2,1A) (l,IA) (4,IA) (5,NA) 
• • • • • 

1 2 3 4 5 6 7 9 10 

Trace la gr1h'ica tie f si f(x)= 2x~3 donde x es u:1 real. 

Soluci~n: 

El dominio natural de la funci6n es el conj·.mto de tc~os los 

nWlleros re2les. Como r.o es posible representarlos todos, to ;,~;:nos 

WÜCfllnente ~lgU."lOS tle ellos Y' trazamos aproximadamente la er~fica 

r:'.ue re"':.resent:'. L' l~, fU.!lCi6r.. 

T'I . :r pnrejq~ crdena~gs 

:a 

-2 -1 

-1 

o 

A 
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Y=f(:ii:) 

IJ'EllPLO 2 .3 

frace la g..«fica de f si f(X)•z2-3 donde X 88 un ndaero real. 

Soluc16n1 

D R f : nareJa• ordenadas 

X y b.f(x)) 

-3 6 (-3,6) 
-2 l (-2,l) 

'.191 -2 (-1,-2) 
o -3 (0,-3) 
l -2 (l,-2) 

2 l (2,1) 

3 1 (3,6) 
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Y=f(x) 

(-3,b) (3 ,o) 

(-2,l) 

X 

EJEMPLO 2.4 

Dada la funci6n f(x)= ..!.. encontrar su gr4fica. 

Ji 

Soluci4ni 
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:, 

pareJus d d or en··-' as ,, 
X y (x. f(x)) 

-3 -1 (-3,-1 ) 
T T 

-2 ::!.. (-2,=.!._) 
2 2 

-1 -1 <-1.-1) 

=L -2 (:!,_,-2) 
2 2 

o l. ;j :~t:;~~.t....·.i.ec<: ; ~ ~ '.J.ainic : . ·-~ . ·... ·. ' ¡ ~ ... 

l l (1.1) 

2 ..L (2&l.J 
2 2 

3 + (3,_L) 
} 

yaf(x) 

1/2) 

(3 l 3 

X 

(-2,-1/2) 
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::.T.i t ier. 

:enE: .:Jie • or .:~e::i~:o ~u<o ('.C. -leE:€:rl o·Lter:er <'l re:-,:~l:r.i<':1-:,o 'e 

cie:r<.c cultive e:: :u::.ci·~1: ·le lrt cr:!'ltiin' ,qc " .. ".'J.a. !r,tr?..."lt<~ <:1 

l)1.ntiñurl. 

~e aMia 
12 18 24 30 36 42 44 48 54 60 

,..endirnien te 

~el Ct4ltivo 5.27 5.68 6.25 7;2 a.02 8.71 9.02 8.71 8.}l 1.2 

Ol::servrunos rue el rencU1de11to crece cunnrl.o la canti.rl.n,~ t"e 

agur RU.11ent::? oero !'.aeta cierta ca"lti~F>d ~e a~..i:?., y':'. .·ue, 

si la cantidarl. rle .•r,ua es ¡:,rar,de, el rencUrnier:.to e:npieza a 

c\i~minuir. 

Graficamos l~s c'.o:.tos ~arf! ~ue F.uroxi:naaa::ie::te, vbserve

mos el comportn'.".liento rl.e la fünci6n '.'ue los nuedt>. rl.escribir. 

66 

6.26 

Tomando en cuenta <1Ue loe ~atos ob.'lervnrl.of' aproxi:na.aa

:nente ~efinen rl.os rectns, la funci6n (lUe f! . .,ro:.v:fmR los valo

res observados se pue~e obtener nor m~todos analíticos. Dicha 
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~:Ptt'I f·.1ncich ~o obtiene los valores exactos :le"'.. rer.t1i-

.niento ,1e:i. c~ltivo nero eí U..'10s valores aproximados i:1 ellos. 

ParR ñe~ostrar :o anterior, construimos la tRbla de valores 

de la funcidn y su gr&fica Rnroximada para comparnrla con los 

va:!.ores obeervnC:os y su grifica • 

•• 
• 
• 
• 
• 

1 

' 
,, .. ",.,. •• eff//l#f .... 
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3. y u N e I o N Es A L G E F R A I a A 5 

Todas las fW1ciones consideradas en esta secci6n, se 

llaman alvebráicas noraue pueden obtenerse al efectu~r un 

m1mero fi.nito de ooeraciones de suma, resta, •ultiolicaci6n 

divisi6n y extracci6n de raíce•. Adem~s se estudiarán las 

propiedades de algunas f'uncionee reales importantes ?Or eu 

frecuente uso ea mate.&ticas. 

3.1 PUNCION IDENTIDAD. 

Ea la funci6n que tiene como dominio al conjunto de 

todos loe ndmeros reales 1 e•t• definida por f(x)=x, 

En fata funci6n, a cada ndaero real, le corresponde 

11 mismo. La gráfica de la fUnci6n id•ntica, denotada por 

I, es la recta de pendiente uno que pasa por el origen (fi

gura 3.1) 

J:sf(z) 

I f(x)sx 

Jt 

/ 

figura .3 .1 



15 
3 .2 Fl!NCION CON:>TANTE. 

Es 111 1'unci6n cuyo dominio son los nWlleroti ref'lles .Y 

su rango un solo n~mero real fijo •e• tal Que f(x)=c. 

La grAfica es una recta paralela al eje •x•, cuya in

tersecci6n con el eje 'Y' es en el punto •e•. (figura 3.2), 

Y•f(x 

(O e) f ][ •C 

3.3 PUNCION VALOR ABSOLUTO, 

le la f'unci6n con dominio IR y cuya regla de correepon

dencia es: 

t(•l= f: ei X ,JO 

si x<O 

N6tese que 'sta regla de corresuondencia define el va

lor abaoluto de un mSmero x distinto de cer9, co1no aqu'1 que 

ea positivo ente x y -x. El valor abeoluto de O es o. 
Gee111ltricaaente, el valor absoluto de x ea la distancia 

del origen al punto x. 

Esta funci6n se denota IXI ¡ Por ejemplo: 

121 .2, \-21 =-<-2).2, toa .o 
La grjfica de la t.nci6n se ilustra eñ la figura 3 ,3. 



16 

Y=f(x) 

f'igura 3.3 

3.4 PUNCION llXXIN.0 EllTBRO. 

Es la t'unci6n con doainio 1 1 cuya regla de correspon

dencia es f(x)sK,ximo ente~o no aa1or que x.Eata fUnci6n ae 

denota [x l . 
La definici6n de lata funci6n no es tan evidente como 

las anteriores. Para aclararla daremos W1 ejemplo. 

Pensemos en 1~· relaci6n que existe entre el peso en ki

logramos cte un equipaje y el costo del sobre~eao. lientras -

el peso del equiprtje no aobrep~s• cierta cantiáad de kilos, 

no se cobra sobrepeso, pero si se pasa de esa cantidad, se 

cobra el sobreneso segdn ciertas tarifas. Supongaaos que di

chas tarifas est~ representadas en la tabla siguente: 

sobre::ieso tarifa 

1 a 1.9 l 

2 a 2.9 2 

1etc. 
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La gráfica d.i L. f11nci6n se ilustra en la figura 3.4. 

figura 3.~ 

Y=f(x) 

3 

2 

l 

o 

-
-
l 2 

t.5 l'IJNCION RAIZ CUADRADA. 

f(x)=[x) 

4 5 J[ 

i!:s la fancidn cuyo dominio 11on loa re~iles positivos y 

definida como f(x)• JY • la dedir, f(x) H el nl1mero posi

tivo cuyo CWidrado ea x. 

fb)•.fi' • \ (x
2 
,x)t x ~o} 

Su gr!fica es la figura 3.5. 

Y=f(x) 

f(x) • .[X 
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3 .6 FU:WION'•!S LINEll.LES. 

Unn f1.mci6n lineal es aouella que está det'inida por 

la ecuación de un~ linea recta •. ls decir, 

f'(x)=mx+b 

Para an:ilizar ésta función, (cuyo uso es muy frecuente 

en ma~em«ticas), recordemos los resultados obtenidos en geo

~e•r(a analítica. 

3.6.l Obtenci6n de la Bouaci6n. 

Sea l(x,~~ un punto cualquiera de la recta AB (figura 

3.6.l) cuya ecuaci6n cartesiana •• desea obtener. 

7 

e 

D 

figura ).6.l 

X 
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De acuerdo a la figura 3,ó,l podemos escribir: 

y=DP2CP+DO (1) 

En al tri4ngitlo reatiingulo BCP se obtiene 1 

Por lo que 

POaBO tan-oe (2) 

BC·OD-z 

haciendo fane<=a y euetituyendo en la ecuaoi6n (2) 

pe.u 

DC·O•b 

~ ordenada al origen, es decir, ea la distancia del origen 

al punto en que l~ recta corta al eje 'Y'• 

A Oca 

aaabeciaa al origen, ea deci•, •a la distancia del origen al 

punto en que la recta corta al eje •x•. 
Subatituyendo en la ecuaci6n (1) 

1-ax+b 

que es la ecuaci6n de la recta en su forma cartesiana, simpli

ficada 6 can6nica. 

Si en la ecuaci6n y=mx+b se sustituye m por -A y b por 
i"' 

- e ' •• obtienes 
T 

o aeas 

que ea la ecuaci6n de la reata en su 
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forma general. 

).6.2 Inclinaci6n y Pendiente de una ••cta. 

La inclinaci6n de una recta, •• el 4ngulo que forma 

dicha recta, con la direcci6n positiVR del eje x. (-<), 

La pendiente de una recta ea la tangente trigonoaftrica 

del ~o que dicha recta forma con la nirecci6n positiva del 

e~e x ... decir, ... Tan-< 

.. iaportante bacer notar que la pendiente de u.~a recta 

es un ndaero, mientras qu• la inclinacian es un Angulo. 

&l la sección anterior se Vid que a~Tanimic, de donde, con

sidera.~do el tri&ngu.lo rect'1\gulo AOB de la figura 3.6.l 

••Tanecr• ...!!_ ; por lo tanto ... •. ·i 
• 

).6.) FA:uaci6n de la aecta que Paaa pou un Punto. 

Se d•••• obtener la ecuaci6n de la recta que paea por un 

pWlto conocido • 4e coordenada• <-i..11)1 eolo falta determinar 

la pendiente •· 

La ecuci6n ael'll de la ~01wu 

JalU+b (l) 

Por estar el punto • eobre la recta (1), sus coordenada• 

reaolvenln lu ecuaci6n, ea decir: 

11·-i•b 
J1-u1 .. b 

JaU+Jl-Ul 

1•J1•ax-llX¡ 
J'•Yi••(x-x1) 

entonceas 

1 sustitQ7endo b en la ecuaci6n (l); 

final11ente; 

' ., \ 
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3.6.4 Kcuaci6n de la Recta que pasa por Dos Punto•. 

Se de•ea obtener la ecwaci6n de la recta que pa•a por 

los pW'lto• &(~1 11 ) 1(•2,,2). 

foar que la recta f!l• por el JUDto A, la eouacUn ba1ca-

4a e1 de la to ... ; 

,_,11. ... <•--i ~ (1) 

l•c••lt•• e:aprHar a • twacUn de la1 coordenada• 
ele AJ de a. 

n•1 

a el "r1"'cW.o rectfn&W.o ACI' ele la figura l.6.4 H U•-

··~-C·.J!L.. (2) 

'º 
m-r1-r2 OA-11¡¡42 

Su•~UUJ•ndo en la ecuaoidn (2 h 

m~ r1-r2 
~-·2 

SU.titurenclo el valor 49 • en la ecucidn (l)a 

,Y~Y-= 1¡•1¡ (a-Xi.) 
' J . S¡-S2 
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).6.5 Paralelisao y Perpendicularidad. 

La cond1ci6n nt!cesnria y euficicnte pRra que 11on nictuo 

sean parHlel~s entre sf, es que aun pendientes sean iguales. 

&i efecto, cuantto dos rectas son paralelas, el Angulo 

que forman con •l eje de las x es el ldsiuo, de ah! oue sus 

pendientes sean iguales. (figura 3.b.5.I). Is decir: 

Coao AB es paralela a CD; en'toncea ..-, = ""'ª 
por lo que1 

Tan-e, =Tan ..,. .. 

YL ¿ 

pet1:He;1te :n1 :m2 t::-1to:.ces Ta~,"'·ranw,. 

pcr ::.~ que et,= mit1 . , es ñec:.r, l?..s dor: ri:ct~s so:: ';r:ré.l._:,,:,. 
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L11 con1icic1n necesaria y sufici<mt.ti ,,u-u nue Jos rectwi 

sea:1 peroendiculn!·es e.'.'ltJ e s!, ~El o;i¡; :::uo pendientes senn l't~c!

orocan y de ei~:;no coutn>.ric. 

l'riillero consideraremo~ el cal'o de dos rieroend1culares riue 

'lae:in por el origen, si s·..is ecu;;ciune;. ~on: 

1=-i• ysm2x 

to~eaos dos puntos distintos del ori~en, A(x1 ,y
1

} y B(x2,y
2
), 

coao se ~~•atra en la figura: 

'Sltonces, por estRr los ~u.~tos A y E sobre las rectns, sus 

coordenadas resolveriin las ecuaciones res]:lectivas, es decir: 

11ª~•1 12ªm2x2 
Aplicando el teore:na de Pit,goras al triRn;:i.üo AOBs 

d(A,B)2= d(O,Bl2• d(O,A) 2 o sea: 
2 2 2 2 2 2 

(12-11) •b2-X¡) s(J2-o) +(x2-o) +(11-o) +(~-o) 

efectuando operaciones y simplificRndo: 

-21112-2~x2..0 

llero como 11~~ : · 1 2=m2x2 
-2111¡ x11~x2-2x1x2=0 
o sea: 

-2~x2m1m2-2~x2=0 

entonces 

diYidiendo aabos miembro• entre -2x x quedas 
l 2 

°im2+l:+O 

deapej:mdo: 

8¡1B2s-l 

d an'1.ogamente: 

111¡= ::...L 
m2 

es decir, las pen4lten:tes son rec!proc~e y de 8iP,no contrnrio. 
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Crrsi~eremnP ahc!'n el C'HPO ~e ~~s nerT'enaiculArPe que se 

··ortan ~n el nunto C(Y.
0

,y
0

) rliptil'!to del 0riee~. ~ue ecuacicne~ 

f'·.'!'11 

y ºU\ Y. ~- b1 y=m2x ... 11
2 

·r:::or,P.'.'!Clll 'tn nuntc c1i!'tir.to .:tf' C(x'"!,y0 ) en cada recta como 

f' l' !~" '-"E't rri ~n lA ti f"'.J.r::i 1 

Aplica.~do P1 TeoremA le Pit!gora~ en el triAngulo ABC: 

d(A,B)
2= a(B,C) 2 

+ d(C,A) 2 

2 2 2 2 2 2 
(x2-T1:) + C1'2-Y1) ={xo-~> •<Yo-11> • (x2-xo) + <Y2-1'0> 

• + Sumamos - ~ •Je reApectivemente en el primer miembros 

Ar.rup;-ntlo: 

Deo~rrollandc el ~inomio del primer lllieallro: 
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C»~-v,,)~·; ~cx_-~·,...'c-~-.~-r1.) • (l'"-:r
1

) + (y?-:.·0 ):?+ :'(y
2

-Y .. )CYr;-Y
1

} + 

Simpli f::. <'ar.do: 

2{x2-Y.o )(>:~-xl} .. ~<r::--:rr:1' (~·o-Y1) = o 

•••• ( 1 ) 

Entcnce!:' r.cr e!"t~r :'~·f' runtoe :,, y P sot-re cada rec-t~, sus coor

dena<1as l'~·· necti val! resolve'"'11. le eCUH"'i6:-.: 

Perc CO!!!O el ~unte e ee el punto de ir.tereecc-iOn de las •ectas, 811' 

coordenRdas resclventn nmbes '!'!CU~·oic!'les, ea rl.f'cir.: 

Sus ti tu:"'er.cto en (1) 

Y0-Y2=tn2(xo-x2) 

Y2-Yo=et~(~.,-xo) 

-<x2-xo)<xo-7.1) = m2{r.2-xo) 11i_(xo-~> 
dividiendo ambo~ miemhros entre (x2-x0)(x0-~) 

-l=ni:m2 

6 andlo~amente: 

llli = :t._ 
lD2 

es decir, lns ~endientes son rec!prcc-aA ~· C!e eignt' centrarte. 

Ven~~s ahr.r- el caen contrario. Si i
1 

y 1 2 son doe rP.ct~~ 

cu~as penctien'";e~ i'C<: :-t-drrccas y cte signo contrario,y oue se 

cortan e:1 el punto (7.",y,), entonces nect?snrt~mente :=cm ,,erpen-
'; " 

dicularee. 

Demol!ltraci6n: 

de 1
1 

y 1 2 • 

Por hipOtesis 111¡=..::!..,_ 
1112 

las ecuacionel!I reepectiv~~ 
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3eR 1: y-y 0=m(>:-x0 ) 

:' 11. 

ln recta que pa~n re!" \Y ,,;r,.,.} perpendicu:::.:.r 
. .., 

Por le tanto !r..'1'1. = -1 

pero por r~~6teei~ ~m2= -1 entonces m =m
2 

es decir: 1=1
20 

.. ,, 
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Giu L<H: ax:iri!.'ll onef; lilge ·úr'1:eus tic,;:1en no:n\ :-e<- P.Sf'e

.:::: .• letl. Si x e:: U:•3 Vttriable, entonces un mono:n10 en x es 

unn ex:;,resi6n ne la forma 'lXn, nonde •¡.;• es un r::l~;·;r;;. renl 

y !l es ·A1. entero no negativo. Al m1mero 'a' se :!.e '!..'.•l:n;1 coe

fic1<;:1te dt.! xn. 

Un polino:::.io e:i x es cu'.lq~üer r-u.11a fini tn rle rno:io

mios en x. Is decir; 

nEl'IlíICION: 

Un poJ.ino.uio en x es wn e>:::red6n de la for:na 1 

n n-1 2 
ªnx +an-lx • ••• + ª2x • ª1x +ªo 
don•le n es un entero pcsi'Civo y los a

1 
son n'1meros. renles. 

líh la definici6n anterior, c~~A unn ~P las Px:.rc;io-
k 

ne3 akx '~€ la S'.i.mn., es •.m t~r.:üno del polino:nio. Si e~ -

coeficiente a
1 

es cero, el tirmir.o ªi xi. es omi ti el o. ~ 

coeficiente ande la potenciR m's ~lta de x, es el coeficien

te ryrincipul del polinomio, ea tal oue a #O y se i:lice ciue el. n. 
polino:Aio tiene s:rado n. 

De Hcuerdo a lo anterior; 

DEFI;nc!Oilt 

:::.r, f·iJ.11.ci.S:l f es un2 :'u~.::i6:¡ polinomia:!. ei; 
n n-l 2 

f(x)=~ x + a ,x + ••• + a2x + n1x + a0 n n-1. . 
'•.o:-.:le lea coeficientes a

0
,a

1
, ••• ,ron. sen ~1:'!1eros rea.les y 

l0s er.pone~tes son e~teros posit~vos, 

!'16-¡;ec"' que unR L:.uci6n r;olu.o.ain: de .:.::r:-i1o O res \:.!'lP. fu:\

C'l~n co:-a1tnnte f(x)~R0 cor. ~,-:JO ;¡ c:·1e :.n funci6n ccnn1;1,r:te 

; (x)::'! r:c tiene [!'!:.do, ;;~1.r::rf...s, ¡;,:vi f~titCil~-1 r,•.;lino::iii:J. ~" n·¡¡(1;:, 

1, i:;!' unR !\lnci~n linofl.l, E:s ~.eci:·, es ~e li.;. fonn:, 

f(x)..,, P.l X + a'.) 
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3.7.1 l'Unciones Cuadráticas. 

Cuando f es una funcidn polinomial de grado 2, se 

llama funcidn cuadrática. Bs decirJ 

DE.PINICION: 

Una funcidn f es cuadrática si está definida por; 

f(x)=ax2+bx~ 

donde a, b, y e: son niimeros reales 1 al o. 

Si hacemos bzc=0 1 entonces f(x)=ax2 
y su gráfica ew 

una parábola con v&rtice en el origen, que se abre hadia 

arriba si a es positiva (figura 3.7.1, I) o hacia amjo 

si a es negativa (figu.ra 3.7.1, II). 

a>O 

r II 

' . 
. ffgw-a 3. 7 .l. 



Si b:O y º'º entonces; 

f(X)=ax
2 

+e 

29 

':f su erát'ica ea wia. pardbola con v•rtice en el punto (O,c) 

sobre el eje •y•, y que se abre hacia arriba o hacia abajo 

aegl1n sea el signo de •• 

&>O 

c>o 

t<O 

Si f(x)•ax2
+bx+c podemos 

2 J•BX +bx...c 6 an4logamente 

... 2 +...!?,_X= ..liJ..c) 
comptetanRo el cuattratto; 

x2 +..J?._x tL....Lf•..l...<J-c)+/. b,Í 
a ~ a ~2~ 

factorizando: 

(X+..S,.f •..L. -~t 
\ 2a} a a~ 

q=..l..a 
• 

.. crtbir; 
2 

ax +bx:aJ-c 

sustituyendo loa valorea de las constantes; 

&<.O 

j e.e: a 

( ... h)2 .. q(J-k) que H la ecuc14n de la parbola con eje vertlc& 

.. ;, 
·,¡ 

:1 
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1 C\1)'0 v~rtice es el punto (h,k). Se abre hacia arribu o hacia 

abai9• segifu sea e.l. sir;no c:te lu constante q. 

Coao el v•rtice (h,k) es ~1 punto más alto o más bajo de 

la parAbola, se concluye .que t(x)=ti(x-h)
2

+k toma su valor rnAx

imo o miniao en h. Este v1·.1or et> f(h)=k. 

~<.o 
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~. '·': !. : .. ;;. '~lié::. ( . ~ ~;. ! • 

•· .•.. ~l.~- ) L ..j:..: 

~ ~·~".:-> ,._·ci, 

.. n ·.1.-, 
!(1.)-:a X f.H 1 :x f.••• 1·<'.,X +d."· 

!i ~- .. 
':/ :- ... (_' 

:rr~r" n,,,1, ~.:; fu."'1ci~1: (:.' '''3 le. fun•c:.6.·. :-- e ·; f'.: :--. ~e ( ;-· .... ·; .-- :. ~ :: ... • • -1 

les n ~3. 

rn~t1cos, se oL~iene: 

:é 

;. ' 43¿ 
1 ,~ .., . .) 

3:; 

el cociente y el ; es e: reRi~~o. 

-· 

le llama divisor y al 432 t'ividendo. El rcsiduc debe st:J' eie:.ip·e 

cocic.1ti;. 

432 = (~6)(5) + 2 

Dividen~o-= (diViPor}(cocidnte) + resicii;,o 

La forma antario:r ilustre. le r.t:.r. se llam<; .-.:c~-::..1:.::.1.. :',, ::.r. 
.l::iv.id~n, el e:ual ne enunr.ii:t; rt1r;. P'-'lino;!.i.o!'.: 
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f(x)= G(x) Q{x) • R(x) 
4cL1e, o ti~~ il(x)=O o Ll :r~~c ~e R(x} e~ ~encr •uL el de ~{x). 

~ po,;.¡,c.vrr.io Q(.x} sr. lb:r.::- C':JCit:-:t.e y it{x) <'•· l '.a-;.'1 r-el"i~uo re b 

~ivisi~~ ~e f(v) ~~r ~(x). 

Un cnAC A~"''?C'in:'. c-cur:-e caa.nrlo el polinocio G(x) ~el r.l¿o

:·• t'T.o nnterior, c:s 1lc la :-c:r::i~ x-r, ~onde r e"..' un ndmerc :re!!l. 

? 
;-:eR f(x '== t,):- .¡. 3x-2 y ::r(x):: x-l 

4x + 7 
x-1 4x"' +3x-z 

•) 

41:·-4x 

7x-2 

5 

e:itonces Q(x)=~:x.-7 l· ~' 

como f(x)=ll(x) Q(,.:) + a 
;:ic.r lo trmto 4:r.' • 3:ir:-2= (x-! Hllx~7) • 5 

:!'te .. e que R=5• 

Cr.lcule;uos f(l) .., 
f(l)• 4(1)'•3(1)-2 = 4 + 3-2=5 

t;etfl obeet"m.nifi;: ·~cio con<tace n er::ta'blecer el siguiente 

':eon:rc::i.: 

¡poreir.r:. clel Itesiduo.. 

!.i el polinon.io f(x) se divide entre x-r; sia:11'0 r un 

:1·.t~1ero :real, el reeiduc R es if:\olel e f(r,. 

:>amoetraci~n: 

::::1 :'(:<)= :;¡(x}(:r.-r) + .ii ern;cucee 

f(r)= ~{r)(r-r) + R 
í(r·'= O + i por lo tn.nto f(r}:: R. 
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lU '!eonmn del Hesiiluo nos 'Proporcionn 'POr lo tanto, ot:rn 

mnnem rte encontrar el valol' de 14n~. fu.:1ci5n pclinowial f(x) 

para c:u<i.lPuier vRlor 'le su do1ninio • 

. .:. primera. vista, el Teorema del Residuo no parece ser 

una forma eficiente ~e encontrar el valor de f(x) en un punto 

r del dominio. Pero existe un m•torlo part;t diVidir cualquier 

pclinomio f(x) entre Cl (x) cuandc;, G(x) es ce :i.a forum x-r pu·a 

encontrar f(r). 

Este es el caso ae la diV1ei6n sint4tica. 

Div1•i6n S:Lntfticas 

Sea r un ndaero real, Para dividir un polinOlli.o f(:it) entre 

r.-r, ae procede coeo 1igue r 

Bn la priaera linea ee HOl'iben en ol"tt• loe coef1oientee 

•111,an-l' ••••9i,•ªo del ttiVidendo t(x), 7 •l ndmero r separa.do 
• la dencba. Si al.cuna potencia áe a no aparece en f(x), eu 

coeficiente ae escribe como cero. 

i! linea 

~linea 

3! linea 

r 

Se escribe el coeficiente principal ªn como primer t4rmirto 

de la tercera linea. 
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n 
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"'n-1 
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r 

se multiplica Rn por r, escri lJiendo el p11oct11cto anr en lR segun

da lineR aebajo de ªn-l 

a 
n 

a 
ll: 

r 

se suma ªn-l con el producto anr y la swna se et0cribe en la terce .. 

rn linea 

a n 

a r n 

a a 1+ a r n. n- n 

r 

se multiplica esta suma por r, se escribe el producto en la se

gunda line3 debajo de a 
2 n-

a 
n 

a r (a . ,,+a r)r n. n-..i n. 

r 

se suma ªn-2 con el producto anterior, escribiendo l« suma en 

la tercera l!nea. 

a 
n 

ªn 

a n-·1 

a r n. 

ªm-1 +anr 

· ªn-2 ... ª1 ªo r 

(a 
1 

+a r)r 
n- ni 

a 
2
+(a 

1 
+a r)r 

n- n'- ni 

se contim1a de esa manera hasta que se usa .como sumando a
0 

........ 

bi~ndose la awna en. la tero.era Unea. 

ó 
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a 
2 

.. (a 
1

+c1 r)r ••• 
n- n- r: 

r 

... 

nó..neros m1teriores son los ooef1ciente:::i del cocien :e, corrt>S!JC'.1-

dientes a potencias descendie~tes de x. E6 decir¡ si lla~~~as t, 
~ 

a los coeficiente" de la tercera l !nea, el cociente es un po:inc

:iU.o de i:rado n-1 de lu fo:r:na: 
n-1 n-2 2 

b
0

x +bn•lx + ••• +b3x +b2x +b1 
Ilustrure:nos con el sieitie.r.tE ejemnlo el mthocto descri. to. 

Por divisi6n sintética, hallar el cocie;1~e y el residuc r1,, 

la divisi6n de 2x4 +3x3-x-3 entre x+2, 

Joluci6n: 

Primeramente observa.moa que el :!ivicie::<iu no contiene e: té!'

mino en x2 , pondremos el coeficiente cero en ese lugar. Además, 

:;a o_ue vamos a dividir entre x+2 y el '.li~todo de divüd6n si:1tética 

reouiere :lividir entre x-r, entonces hacemos x+2=x-(-2)=x-r, es 

decir, deuemos tc';¡¡ar r=-2, La operaci6n nueda co.no sigue: 

2 3 o -I. -3 -2 

-4 2 -tl 10 

2 -1 2 -5 7 

P ltt 1 i " 32 25 l. 7 or o an o, e coc ente es ~x -x + x- y e resiauo es • 

el siguiente ejemplo ilustra como puede usarse l:t ..lividi6n 

sint~tica para encontrar valores de funciones polinomiales en al

gunos pU!ltos ,. 

Sea f(x)=3x5-38x3 +5x
2 
-l .• 

trrir f(t). 

Soluci6n: 

Use divisi6n sintática para er.con-
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_3 ___ J__ --~'r: __ , --~5 ___ ·1 ___ -1--i __ _ 

12 .'.Q 1!'10 720 

12 10 45 ieo 719 

por lo tanto 1 (4 )=: 71'.l 

Si el re.ichw de i~, división p-Jr x-r es cero, e.:ton~e:> f(r)=O, 

es rlecir, f(r) es un cero de la f\L'1Ci6n polinomial. 

J.>J ¡:;;,:p10 

Compruebe ;:¡ue -11 es un cero del polinon-.io f(x )=x3 +8x2-29x +44 

l 8 44 -11 

-11 33 -44 

l -3 4 o 
1 .• a! f(-11)=0 

Utilizaremos ahora la división sinthica para obte.1.li:lr la grá

fica de una fu11ci6n l')olinomial f(x), 

.!::J b;JriPLO 3 • 7 • 2 • I 

Construir l<• gráfica d.el,pclinomio f(x)=x4-x3-12x2 +8x +24 ••• (I) 

Primero obtendremos las coordenadas de un mt:nerc a:1ecu1do de 

puntos de la gráfica utilizando '.livisi6n sintética, 

1 -1 -12 8 24 o 

·'º o o o 
l -1 -12 8 2<1 f(0)=24 

1 -1 -12 3 21+ 1 

l o -12 -4 

:. o -12 -4 2ü f(l)=2J 
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1 -1 -12 8 24 -l 

-l 2 10 -10 

l -2 -10 18 6 f(-1)=6 

l -1 -12 8 24 2 

2 2 -20 -24 

l l -10 -12 o f(2)=0 

l -1 -12 8 24 -2 

-2 6 12 -40 

l -3 -6 20 -16 f(-2)=-16 

l -1 -12 8 24 

3 6-18 -30 

l 2 -6 -10 -6. f(3 >=-6 

l -1 -12 8 24 
12 o -24 

l -4 o 8 o f(-3):s0 

l --1 -12 8 24 4 
4 12 o 

l 3 o 8 f(4 )=56 

l -1 -1:2 8 

-4 20 - 2 

l -5 8 -24 f(-4)=120 
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:r. f(x} 

".) 2~ 

l 20 

2 o 

-2 -16 

-3 o 
-4 120 

!:oc11.lizn.ndo los puntos C\.l)'<'-!! cocrdenrida.s an:.;recen en l'.:. 

tatla, 1 trnzando una curva cc.;ntin •. 'l ·;•J.e pasi: ")O!' ellos, ob

ten••oe la ~r«fica mostrada en la fi61lra ~igu.icnte. 

ne le. ".:abla rle valoree obHrvn:nos que 2 '.l -3 son ':!eros del 

'!'Clinc!llio f(x). 

Este resu~ tado ee muy importante CV.'<:'ldt> sa estudia Tccr!n 

de Jeuacicr.e':!, t:F!' 1fl!cir, cu3ndo se buF:ce.~ la~ rn!ces o soluci .:·.:e!:' 

¡: 
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&JUPLO 3.7.2.II 
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Construir la gr,fica del polinomio 

(2) f(x)az3+x2-5x+3 

Soluci&u 

Utili1ando la diviei6n eint•ttca para localizar algunos 

puntos de la gr,ficat 

l l -5 l ..2.. 
o o o 

l 1 -5 .l.. f(O)•l 

l l -5 3 ..l.. 
l 2 -l 

l 2 -3 o - f(l).0 

l l -5 3 ...:1... 
-1 o ~ 

l o -5 .JL f(-1):118 

. ', ·~ 

;·:.··~ .. 

l 
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1 1 -5 3 2 -

2 6 2 

l ) l ..J._ f(2)·5 

l l -5 3 ...::!.. 
-2 2 6 

l -1 -3 i f(-2)·9 

l l 
_, 

l ..J.. 
J 12 21 

l: 4 7 _a.. t(l)•24 

l 1 -5 l ..::L 
-J ! -i 

l -2 1 o t(-3)·0 -
1 1 -5 ) -4 -

::! i2 -2n 
1 -3 7 :iL f(-4)-25 

La tabla de ftloree queda1 

z o l 2 J -1 -2 ..;.~ -4 

tb) ) o 5 24 e 9 o -25 

Locali&ando r.1011 puntoe de la tabla, y trazando una Cl&J'• 

.. contlnua que P••• por •11011, obtenemoe la sl'lltioa 11011tnda 

en lr> figura que 11igue1 
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4Jti.¡·tf:.~ fll.:1cione,, .iuP nJ puentl.: expre·-·:u·s" cc:i oper:i.cic'.le::.' 

comJ s-xn·i, rc'.·t:;, 1:::ti.t1p:icaci~n y divisi<5n .:te ex1):-,,s1or;~3 r;.l~~,_.

r.r~~ic:-r·, c'i.cl::lf' funciones !'iOn funciones trascer1fl~ntes. E;, decir, 

111:= fu.nc.'..ones co1:10 11.s exnonencir,:es, lo-~r,rft.,-.ic~1"' j lns tri.¿e>

nom~tricas, so::l funcione" truscendentas. 

4.1 JPu.nciones Rx~onenciales. 

Es import~nte recor~ar la ~efinicidn de exponente y las ?T,2 

piedrnies ne lstos antes de definir la función exponencial. 

i.EPI..'lIGION: 

Si n es cualquier entero positivo, entonces 
n, 

a "' a•a•a•••"ª 
~ ' 
n factores 

El entero n se le lluma exponente. 

Es posible generaliznr la definicHin r..nterior para exp::>

nentes que son enteroe negativos 6 cero, 1 qd.~ m4e, para expo

r.ei~ten rncionales.P>1ra lo cu::il ia'trotlucimc.':l lP.s eiellie"ltes fe-

finiciones. 

Si a es c~alquier ndmero real distinto de cero, e~tonces 

~-º=1 

Como a re..,resenta un n11:m~ro rea:!. distinto el.e cero, el s!:n'bolo 
,..e ,o < 1 I" • • 
·' "'.lHl>d'I .. 1-:., e .. 1n1,1::i. 

Si ~ ée '.l.n :i.dm&ro real rUstinto ,,e cero y !1 es un. entero 

.•....... ;-1 -~. 

':j 
··~~ 
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. 
Jü ... -.!. . V .~:.·· 1 -l, 

t.=..\•..J j .. , .:- ·· '..4!l .• 1:t.t~r~·: rP~.~ t·<~ .. 
;;./¡¡ .. r-rr' 

a == "4:/ ~· 

: .. riti~:: f: .... ~·: :.·: :..2.l -~', _··-rJ.:r X 

' .';,:.· ..... 

PQ .,. ... 1 

' - ¡_ x. Por 

/lil" 
< ' 

t'-tc:.~.~ :'f.t·0iJ..-::_ infi:1it," ~.~,1:!.C:~""••• p!1r-:l 'if j- R'J.por~er :~ue l:t ~~iAc.:e-

, ~ .. ~- ~~ .3 3.: ~.ll ~.l~~ 
~li~n .:: .· -li....-!::.l''"' ... , c.. , a , ~ , A. • •• • f'~ 'HJr.:xi.~J- ,.",r'·1 

ve'! rr.!.~· .~1 v:1l :r 1.e :fl • ~i!'l ~-L'ltar¡:o, $s":e:~. ~efinici ~n .,...e,,¡Jj_1-.J"e 

Pronieil?:'.cc ·1i: ::.e- ::=:;xpc.r.e1•te:;. 

Si x,y son n~:nt·rc;; re1>.:r,:::, en tone el?• 

?uer.:to que 9. cc,0a '.:W.er::>. re1.1l X l'O!'"~'ce!"·1u;-,.~e ü.:" !'J~;"'Jl"".:> ;:-¡~¡¡.;,. 

ax, u~~~;:1os -=1ef"~r.i1:- ·~411~ ~un':!i.!r:. -~P.l ?ir.:~~.:.~~~.é ·~o-~:-1 • 

<l o::r-1 e y 

' ":~ ' l, 

';;: . en 

crece cuanflc ;~ !!~ ir.cremei~ta; y q·,.ti .;;i ~,(.it (l, :.,-:;cncer-.i !: ::e 

CTC:Crec¡_;;:ite, (;;'. ;•ecir, r;f:;CTE:Ce r.:· ... ~,::.-io Y. aumentA. 



" ... ¿ ... l.·. ! . • 1 • J 

:-'errf'~ente 

'."'rJ .,,.: ~n: 

-~. -J 1 

f(y) ...L. l l 1 2 ~ 

8 -r 2 
~ • - ..... ------- ----· ·--¡-··-- --- .. --

t. 
, ,. --

l.a ... fin uhl'ior no. •••tra la gr4fica oaracterletlca 

4• la f\mo14n exponmo1al con ba .. a para a •ror que 1. "'9•· 
to q• a0

.i, 1• ordeaa4a en •l ol'ipn •i•apn ee 1. OllelnH• 

.... al ir decncienclo el •lor .el• :1 1 toundo ftlon• nepUYoa, 

1• ..,Cttoa H aproda al ·~• '•' nn llepr a cortarlo, ra q11• 

•ª •• •ror qa• cero para 'ocio ·~ 

llBIPLO 4.1.11 

lepre••n'• l~ sr'f1ca de la ecuaci6n J-(1/2):1 

SOlact4n1 

& -l -2 -1 o 1 2 l 

f(J:) 8 4 2 1 .L. ..l.. + 2 4 

La c"fica H •tetra en la fipn 4.1.II 
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fil'lft 4.1.1.1 

.2 
lepreaente la cr&rtoa •• t •1 t(z)·2-

1Óltaot.&u 2 
. . l\lHtO que f(JE)al/t' , H 11.a.aoe que •1 • crece( en valor 

alleol•••>• el, oorre.,oa41ent• punto (Jl,t(a)) de la .,.Ut.oa ae 

aprona al ·~e '•' •1n lle•ar a oonarlo. Al&\lftoa _.,,. en 

la'~oa aona ., 

• -2 -1 o l" 2 

t(•) ..l.. ..l.. 1 .J... ...L 
M 2 2 16 

runOlon•• de late tl~o aparecen •n el c'1.culo 4• probe.bi

lidaclt9.é 911.·.~fica •• •••'n ea la t1cura 4.1.UI 
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Un eje11tilo de una funo16n exoonencie.l aplicada a l!l prob,t 

bili4ad ea el aiguiente' 

. s.&pon~o• qu un f.abricute de cami1Hlll tiene en eeturtic 

la prod\&Ocldn de ca.S.••• .. ,ecialea para eetvdie.ntee uní veni

tarioa. ta que latoe re~reeentan un gl'Upo seleccionado, serfa 

c~n•eniente ajuRtar la nroducci&n del nrt!culo a sus neceeidn

dee pal'tiici¡larea. Para ello, ~reatar~ atenci6n a la medida ~• 

cvelloa q\le deberC fabricar. -Toma la!! medidlU! ·de 231 eetudian

tee cuyoe renltatloa •• lll\le11tnn en ln siguiente tabla: 

ralores metli<lo• ndaero de 

:en pul.pela•) eatucUantH 

12.5 4· 

13.0 19 

13.5 30 

i~.o 63 

U.5 66 

15.0 29 

15.5 18 

16.0 1 

16.5 1 

Total 231:. 

_.·¡ 

1.'1~ 

~·~i 
-~ .,. 
'f.' 

>~ ---~ 



" Tenienao los ctato• oe .loe ••tuaiantee arriba citados, el 

fabricante desea darse una iaea ae la canti<:tan ae cue.11011 lle 

cada ••alda que neoeeita fabriear. 

Si loa dato• aon ... preaentati•oa, •• o'bae...a de l• ~tl

oa que la «l'llft .. rorfa de loa oliente• peairln cuello• •• ...... 
da entn 14 r 15, r que eola••t• una llf.norl• ped11'6 ouello11 ; 

ae .. e11csaa pequellall o IJ'Ul••• ( 13 o 11). 

Otro ·~•.,lo de .. f\lncUn exponencial H • oreoimen.
to 4• ma poblaoUa aeteminaaa. 

la poeibl.• que H Ob••"• experiuntai.ente (!U e.L mi.ero 

a• l!Mtenu en u cul.ttn. JMeH aupUoane oaaa aon a c-
pl• con 1A• conclioionH ae 011 .. , aliMntaci&l, ubicacten r 
eapaoio uecNlldU. 11 imponute obHnar que en •.L caao aeaca. 

to, la aobrepoblacUn caeterllinar& que \ID& ae la• concsician•• n•

OHariu (Hpaoio por ·~•p.Lo) ••• lnld.btda, con lo que .La toru 
• que •• nprocauoirin, a parHr ae •tGlloea, .. 1'6 eliñtnta. 

Si eld.11~~ 1,000 llllot•l'l•• al ooatenao del exper1119nto, ea

tonoea se obtenarlan l•• olrrae 81gulent••• dona• t •• el ti•llPO 

en nona r r(t) ea el atllero ese llacteriu en •.L '1•11PO t. 
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o l 2 l 

th) iooo 2000 •ooo sooo 16000 

Se poarla obtener qlle l'(t) .. (1000)2t • Esta f6naula hace po

sible la predicci~n aei n\iaero rte bncterias que existen en cual

quier in•tante t (Id.entra• se cumplan las connici onee ón.tima•) • 

. por ej .. plo, para ,.1.5 teneao111 

re, ,.,1000 )2112 .iooo R. 1000 .rr:::: 2a2e 

Bl iDtert• coapue•to noe proporciona otra iluatracilln Clel 

cncim•to erponencial. 

lllPOllCllM• q\le H tienen tlOO inicialee que H q\lieren in

••ñir • un intert• ••l • 'anual, ctances, el 1nhrf• al t'int.l 

oe u ano H U00(0.08), o ••• 18.oo. S1 al final del perfoao 

el 1Dti• ... • es rein•eñido, entone•• el nuevo capital esr 

1100 + 100(0.08) 6 

1100(1+0.08) • 1100(1.08) • 1108 
S1 ,... otro perlo110 4• U.-po, entonces •l nuevo cat'ital 

JN•Cl• encGn,rarae 1Ultiplicanuo1 
tlOO(l+0.08) por (l+0.08) 

e• clffil't 

1100(1+0.08 >2 

Si reinvertiaoa J contillWlllO• el proceso, el capital, ctes

pute tte trea pertoc&oa H llOO(l+0.08)1s dHJNI• de cuatro, ea 

llOO(l+0.08)4 1 en general, deapul• de n peJiodos de tiempo, 
1100(1+0.0d , •• 

11. iate~a acwmlaao ae late llOClo ae llua interle compuea• 

to. Poc&UIO• Ytr que •l capital .. ,, dado por la funciOn exponen• 

et.al cu.ra baae •• (1+1) 'I C\lJO exponente H n. 
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si y l"Olo si V a = u 

} 
l1nPFtO C1Ue A= a, se tir>:'!e nor l• oiefinic]ein ne lCli~' rit.110 

AnA!oga:r.ente, como: 

1) 

2) 

3) 

e . 
A:. l, ~P. ~ienP: ] og l= '.'.' 

a 
Cor.io l~ definici~n rlP. 10,:::arft:no e!'lti\ en tt«r•ninos rte 

lar (uw)~ i_og u • log w -a a a 

lo!!' (i:./w'= lo- u 
-P. • I f:E! 

e log (u )= clog~u 
p n 

nar?. tcno reíll c. 

ta funr:.6n rtefi•üdn co'!lo f(Y.)= lo{':l'Y. ni:i.rn tero n·.'..mPro rt=!Rl 

n"':oi1:iYo ~-. f'i'l JlamArta 11'1 !il>;C':'..~:: lo".'ar{'l":r.icn de l::".~e a. 



so 
La grdUcR ae :r es J.a sisllR que la de la ecW\ci&n J ... log x a 

la c\Ull es equivalente por la aefiniciOn ae lOBRriimo a la 

ecuaci6n X••'· 
Para !>OGer localisar algwloa p\ll1to• que •atl8f~ le. 

ecwaci6n anterior, aaaoa vnJ.orea arbitrar·io• a J.a variaDle in

nepenQiente 7, 7 caJ.cuJ.amoa los valorea corre•pon<lieni•• Ge x 

coao ae iluaina en la tabla que aigues 

l -3 

-l.. -1.. 
al .2 --------

-1 

• 

o l 2 ) 

l • 

Sl a .>l, H obUene la Upra 4.2.1. 9l ••'• cuo. la 1'8l

c16n ea cncl•nte en tc110 su aOllillio. S1 a •• iaJ. que o<• <11 

:&.a gr&Uca tiene .la zona ctu• se Uuatra en la Ugura 4.2.11 1 

aoncae r •• \lfta nmc1on 11eorec1mte. loteao• que cualquiera que 

Ha el valor •• a, no eat& cieUn14a la 1uno1on para 'llllon• ne

gat1 •••s la Sl'lr1ca no interwec'• a1 e~• '1' 7 1a 1ntereecc1on 

con •1 ·~· •x• •• 1. 

lltiate una ••trecha relaci6n entre la n&ncion eJl)IClfteno1al 

1 la nano1on l.oprttaioa. lato era ae eapen.ree pueeto cwu• la 

t·unciOn _.Logaritmi.ca H ttenn16 en tll'lllin_o• ae J.a tllnci6a ex

ponencial. De ucao, •1 aoa variac.!H u 7 ,, HtAn nlacioaaaa• 

a• moao que u •• une l\lnc16n exponencial ae v, entonce• v ea 

una nanc16n J.ogarltaloa ae u. Yeuoa un e~•plos 

ai la aecci&n anterior ae v16 que el capital aeapúl• 11e n 

per{Otto• ae obtienes 
C•llOO(l+0.08)n 

lS1 •l capital inicial t·uera tl, ae ten11rla1 

C.(l+0.08 )111 

La tona logarttllica ae lata e0\laci6n ea1 

n•log1•08c. 



SI 

•>l 

O<a<l 
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De eata manera, el mlnero ae l)er!o<toa necesarios para q11e 

11.00 •• convierta en un capital e, se relaciona logartteica

••nte con c. 

Lo• lo¡aritaoa con ba•• 10 aon •til•• para ciertos c'lculoa 

n\&lllrico•• 19 co1111n r.f•rira• a ello• coao l0«aritsoe col8Ullea J 

uear el afabolo log x COllO ab1'9Yiaci6n •• ioe¡0s. 

La baH 10 H pr'ctica en lo• c'lculo• nualrtcos P••to que 

tocio n&lel'O puecle eacnbin• en b tona c.1ok, donde l9'o<l0 

J 1l •• un ndaez•o entero. Por e,..,101 

513•( 5.13 )102 

( -1 0.641- 6.41)10 

ll'P,.(2 .)1, )1ol 

0.00000438·(4.)8)10""' 
'12QOOO.(T .2)105 

. o 
4e60la(4.601)10 

Si a H cualquier n ... ro real poaUiYo J lo Hortlllao• 

• l• , ... 

•c.10• 
.Sonde l' o <10 1 1l ea un enteros •'011oea, apliom4o lu lepa 
de lo• logart taoe, ten•o• 

' 101 x• loe o + loe ia" 

P\aeeto que log io•.t, veao• q\19 

ioe x- 1og o + 11 

La dUi• oouoi&l no• diot q\ae pan onotn\nr lOil a JU'a 

cualquier ndaero·nai pOliUvo x, H nft.CS.eate conocer lo• lo

san tao• lle loa ndaeros .. , ... l , 10. 

11 daero log o, con 1Sc <10, H 11.aa .anti•• 1 el entero 

k •• 11... caract•rf •tica 4• loe •• 
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!:ii l< e <.l''• entor;ce~, puesto o·~., :!.Ot.! x crece cucmrlo x 

~rt!l't>, se tiene: 

lop, l "-log e '-lo¡: 10, 

o e"uivalentemente 

:)~ log e <.1 

La mantisa de un loearitmo es ~ues un ni1mero entre 0 y l. 

I¡'' 

.,, 
·.·.···"'.··1 
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!. , } , l .\n¡rnlos, 

n•J,11:<:·'1 en 1
1 

y l? rf'!!1"'ectivfl.'llente, entconces ne!" l'l('rto:':r.O!'.' l"f'ferir 

A el Anfulo AOE. 

Con el t>roneei to n.e estudiar tri!'.Onometr!a, es eonvf!'li ente 

considerar nu1~ eJ ~n;;'1.1lo AOB es generado El nRrtir de ·.'..!'". :: ;¡e 

i'i jq i 1 , con extre'!IC C, mediAnte u.>iR rot .. ci6n alrededor ""' O, en 

el plano, hasta coi!"'.~ictir con i
2

• 

fi 1
1 

8A le 11a:na lado iniCilll, a 1
2 

lHrlO tf!rUnA.l 'J 2 C 

v&rtice ctel &r\gulo. ta cMtidEJd o <tirecci6n cte rotRciOn no se 

restringe cte. ninr,..mR ~~nera. 1l'\tonces nc~emoe dRr al l~cto ~ni

eial varias revolueionee en cu. .. ;lnuier direceHm al rectet'lor de (l 

antee cte acabar en 12 ~oeiciOn tenninql. Por ejemplo: 
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tit:rlen los r!li('::ios la.io3 ini.ci!il y termin~,i. A cualquier par de 

estos ~Los se les llama '1117,Ulos cotermin~les. 

Si !;d tiene U.."l sistema <te coordenadas r,'cto.n,;u.lares, en

tonces Wl 4n~lo se obtien'; al tomar el vértice en el origen y 

haciendo que el lado inicial 11 coincida con el eje x poai ti vo. 

Si se rota i
1 

en direcci4n contraria a las manecillas del reloj 

hasta lR p~sici6n terainal 12, entonces se considera al lingulo 

positivo, aientras que si se rota i
1 

en sentido 'e :::..n:.; : 

manadillas del reloj, el ~lo es neeativo. 

' 

Una de las unidades de aecli4a para Mgulos es el v-ado. SI 

H coloca al ~lo en la po•ici&l ae11ciona(la dt •ieteaa de coo~ 

denBdns rectangulares, entonces un "'8ulo de 1 grado ea, por d•· 

finic1&1, la metida del f.ngalo fol'llado 1or 1/360 de una revolu

ci6n completa en direcci~n controria a lae MlHCillae del relo~. 

Bl s!mbolo 0 ee utiliza 'ara denotar los ~radoa • 

A un ,{n,~lo de 90° se le llaaa fn~lo recto. 
' ,.. 

• 
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Un !.'1,<::ulo es at;'Ulio si mide entre 'J0 y 90°. 
'f 

Un ilngulo es obtuso ai mid• entre 90° 7 180°. 

•• i 
Do• ....,., •• -.u••• •kt•ri•• •i ...... go•, 

•• 
Do• lngulos positivos son su~lementarioe si SWlllll 180° • 

••• • 

in 111acb.~s aplicacion•• de trigonometrfa ae usan aedida9 de 

raU.,. pan Hpe•Uloar la -.i:nttud de loa fn&W,oa. Un ndiá •• 
define coao aiguet 

Un tftgulo tiene una ae11da de 1 radián ai, al colocar Sil 

vlrUce en el centro de un cfrc"1o, la longit.ad del arco nb

tendido en la circunf.,..noia es igual al radio. .,. 
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puectt: c'.'11 ,,~. rPP F1 lo Jqrro 11.> la circun!e>rencia.Como l'.1 •'2.rc"v!

ferenci1·• rtel circulo .ai,\e ?c¡;r, el. m1•nero ne veces ricie r :t:1~dr:

<1<>f\ n.icrler. colocr•ri>e !?!' ·'ij, "''"'to er, ·10 fl. '."lÜO r-ue ·:.i " ::9"ré'
é!innes, es el l'lnf"UlO cte Jb0°. 

Esto •.H ti;r:o r.os dn 111.c; si ·':\tientes relncione9: 

ieoº,, 'ii rañiane.s lº=..5L... radianes 
18'J 

Si usamos ln :•.proxim;.1ci6n ~=3.Hl59 y calculr,mos 'ií/1SO 

y lP0/4iT obtenemos: 

1º~0.01745 r'ldianes y 

4.3.2 ?unciones Trigonorn~tricas de Angulas Agudos. 

Pern·.emos en un-. !ngiüo aguclo cualnuiera, si trfl:>amoF una 

l'.lerpenct:!.cu.lar ctesae el lacto inicial hastfi nue fote corte fÜ lacto 

terminal, _::ie formR un tr:!.l'tr:?.f;1llo que contiene un á.'lf,1.tlo ro>t'to. 

Com .. ictérese el triA.neulo BAC, rectrmp;vlo en A. Si se '."esif"

nan los lado~ con letr?.s m1ni1sculr>s nue correffriondAA a lai;i T.n:ri:Ja

culAs o.e los vértices onuestos, loe tuncionee trigcnoin~t:-ic,,_u 

rteJ. án1IUlo B se ctefinen: 
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e 

D11'! !U CI ON: 

2ENO es la raz6n del cnteto o:-iuesto 111 áng'Ulo, a la hinote:iusa: 

sen B= CAteto opuesto = b 
hinote~usa a 

cc-~.J~lO es 1a raz6n ·iel c'lteto actyr-:cente 'll án.'Y,Ulo, a la rJ.pote-

nusn. 

coa B= cateto adyacente =_g_ 
hi~ote~usa a 

T.A.:mE:'iT~ en ln raz6n del en teto on•..1.t:c:to al 1fogul.o, al cateto 

'ldyacente. 

tan B= cateto onuesto =.,.!?;_ 

~ate~o aJyacente e 

CO'Y'~.!mEJ·:TE ei' la r11z6n del cateto adyacente, al CRteto opuesto. 

cot ~= cnte~o adyacente =_s._ 
cateto oouP.~to b 

sec B~ hinotenusa =...!!.... 
cateto ad,.oente e 

~o:c1::C./\N'l'E. es !n. razón ae la ni1'0tenusa, al c:·iteto apuesto. 

co~ B= hinotenu~a 

cateto OT)Ue:~to 
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VfllO!"•·s no a nennen nel triAn!',UlO, sino rlP l<i rnar;ni'uci ,1r.l ::\n

ruln. 

'!'arabi@n ae lRB aetinicionPs se 1ne:ie observar lAs r<"l.A

cioneF si=;uientes; 

ese B-:: 1 !'len 'B=- l 
sen B cae B 

eec B- l CO!; E~ 1 
eoa B seo B 

r.-ot l'-= 1 tc:.n P:: l 
trut B C('.lt '!> 

el!I aecir, !)ara un mismo Angulo, lri~ t·uneiones tri,q;onom*tricne 

reclprocas (dos runcionA~ cuyo nroaucto es i.r,~a! a uno) son: 

e1 1um1' y la coeecante, el coeeno y la Recante, la t~ngente ~· 

ln cota."1.gente. 

Ctr~ ~ronieaAa imnortan~e se aePn~~noa ñel hecho ae n~~ 

en un tri~n~lo rectAngulo BAC los AnguloB B y C aon comnle-
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o 

• 
C:onlo199 • l•• ••rtn1c1onH 4 .... , •• pue4• fol9&1.ar la• 1pal-

..... •1Slli••'••• 

·••-L coeO.i 
•• • ........ .. , O..l,. 

• • .... , .. - aeo 0-..L 
o o 

•• 4eolr, el OOaeDO,la 00, .... tn,e f la 8e8ecan'e 48 \lft ~O 

•• n•peotii....a'• 11Ul•• al ....,, •aneen'• r .. oaa•• del -
fnlu,lo.ocmpl.-tan.o.hr lo tu•o I"'••• .. cnt.inH 

.. (90º-•>.8- • ·- (90º-c>--· o 
º°' (90º-••taa 1 taa (90°-c) .. tt. a 
~ (90°-1) .. eo • - (90º-c).o.o e 

lb el, '"'~º "º''ng\llo IAC •• 'hnea 

•en •....LJ 008 .. ..,s_ 
• • 

•leYando al cuadrado enu clo. 1gualcladH, 1 ftMDdo mealtro 

a alnbro, "911.us 
2 2 2 2 

t-· ., +(008 •> • b '° 
• 

... oomdn 4eno•ar lu po•..alu oomo (8m .,
2 por .-2• uf, la 

'1•1 .. 14•n•1dacl quedas 
.-2l+c•2• b2 +o2 

.2 



Por lo tMtot 

··'- + •• 2.-1 
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DI 1a ••ft•Ulfa .. "ª.,-. •• obu .... , ,.. .... . ... oet .,.. 1 
•• 

4.l.l ,_., __ w.t1...atnou •• Olal•\&i.•r AlllU1•· 
OllW14•n .. • •l••- 4• ooo~enadu notugula ..... ll 

•• oaan .. en ,__. •l on.- o •- drt1• 4•1 ._.., o. 
como ,oaol,. 1D1alal., •<•.r) \ID ,_,. oulquiom del 1aU ••~ 

•1aa1 r la 41•t1D01a OJ••• •• deftnon lu Amol••• trt.aon.a
trioa' del ~o •C. coiao •11'&•• ., 

o • 

sao •• la naln 4• la ol"l!enacJa, a la ü•t1DOla al on .... 

·- •Ol'f!9!d! •i 
cl1•t1DOla • 

aosm> •• la ru&l el• l• abllcl•, a la 4l•t•c1a al ortpn. 

coe 1Wle •..L 
41•tlD•l• • 
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TANG~NTE •• la raz6n de la ordenada, a la atecieaw 

'llft •Ordenada •..z.. 
abec1• • 

cotAJIGllftS •• la ndn de la ab•ciea, a la ordenada. 

cot • •b!ei.. •..&., 
ordenata ., 

SSAft• H la .,..,_ele l• d1•tanc1a al onpn., • l• ahecha. 

eec· .fiet990ia• ..l. 
abu1• • 

COSIOlm e• la ruin de la d1etano1• al ona-, a la ordenada. 

HC' .. h,pcla •..!.. 
Ordena4a ., 

1.98 4efi.n1c1onH an'ertoN• •on 1•n•ral.H, H decir, •• 
•-110 .. a 'oto ~o, cualqutera qae •ea •l .,...,...,e a que 
perteuscas pero lo• •iPO• ftl'fan con lo• de l•• ooordenadu 

oorn•PGD41•t•• al punto t-40 en •l lado t•l'IU.aal. 

Lo• •ipo• que 'omn lu fmlcionH 'ri1ono.,,rtca• en lo• 

4i•'1n'o. Cáaelmnt• •• pue4• n..tr en •l cuadro •11'&1ent•• 

• • 
• - • 
• • -



' 63 

Pwleion•• de Ugunoa ~1011 farticularea. 

Por 9U frecuente ••o en .. t ... \ica• r 9\l& aplicacionee, 

•• obtienen a coaUnuacUn •l Yalor 4• la• f\&ncionea trigono

•ltricas de aicuno• 61&ulo• pa~icularea. 

Anl\llo• de Joº r •• 60°. 

Sea AID un •nfacalo 9'"11'\ero eon lada. •• 1ono•u• 2. 
La Mcl1ua de un yfl'tice al lado OJMH•o ttteecta al ~o d• 

•H wlrUco, ad•9'11 de Mr perpendicular• tH lado OJUHto • 

••• 

for lo tluto. •i el lato • • •• lonct"'4 2, el lacio B del 

tn~o na•tnplo mi ftl.e. l, 11• •.Uua aa, 1t0r •1 \ION

• d• ft.t ... ru, m•• Ji, 
I• U•• m•ono•-. •oedn laa 4otlai.oion•• 'I 1•• relaeio

••• q•• Upn lu ftlncimH •• cloe ~·• o_,leaoa•ano•t 
.-10•;... 60°-.J,/2.o.'SOOO 

ooe JOº• •on60°~ J'J/M,8660 

tan 30°-co• 604aJ./ J!• IJ/J.0,577• 

ªº' 10° .... 60º· ./J.i.112 
••e 30º.o•oi60°.21Jl.a /J/l•l.155 
CM )0°...a. 60º•2 

·.\ 
. \~\ 
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Angulo de 45°. 

Para encon\rar los valores de la• funcione• de Wl jngulo 

de 45°, consider..oa un \ri~lo recdngulo h••c•l•• cuyoe 

do• lados ipalH tenpin longitud l. 1or el \eo..._ de tut
goraa, la lonci'ud de la IUpohnuaa ea 12. entone••• 

- 45°->./ JI· /1/'i.o.1cm. ... 45• 
ha 45•.i1i.1 ... 45° 

·- 45• • ./rll· Jf-i.41421 -e• .,. 

All&Ulo 4• o0 
• 

.. el ... lo •• oº, la poeici&l final del 1 ... tonlnal, 

coincide con la poeiotfo inicial. ll P(H \lft puna clol laclo 

tenilaal, tal CIU -.., nwlta que 1H eoorclenacl.. de • 90ll' 

(z,o). 1-.dn 1 .. dofl.ll1olonee, •• tienes 

oen oº. O/• •O 

tan oº. 0/7. .o 
.... o0

• s/• •1 

, 

• 
eoe o0

• z/• .1 

en o•-. s/O .:-.o :,-:::.~ü<10 

CH: oº• a/O • :.:: ·'~::..:.::.··o 
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~lo de 90°. 

ltl este caao, la poaici6n final oeincid• con OY. Si P •• 

wa f'll\tO del ldo hl91Ml, tal q\ll OP•J, •• tiene CG90 coor

dena4a1 ••l ,..,. reo,,). conro .... laa deflaicion••· rea.al••• 

' ,.., ,, 

•• 90•. rh .1 • • 

t• 90 • r/O ~o 

~~~d::.t-----------~~~-

coa 901
• O/r .O 

.... 'JIJ·· r/O .no 

Aaplo ••: 110° • 

·'efinido 

ñefi!nUo 
eet 901

• O/r .O 

o• 90°• 1/1 .i 

.. 11 "'-"l• •• iaoº, 1• to•1c1'n a.nai ••l lado ••llllnal 
001no11 .. oon ar. Si • - un ,..,º 411 ldo tol'lllnal, tal q• 

la 41•'-oia Oha, ee Uoa1 qu 1•• ooortualall •• t 80ft (.s,o). 

L• ftlore• 41 lu flanciMH aon por lo \anto1 

,(.a.o) 

ami 180° • O/s .O 
. o 

, ..... 180 • 0/-..0 

••~ 1eo• • .¡ ...... 1 

!f 

I 
• 

.... 1eo•. -s/• -1 
cot 1eo0

• -s/O 9l•o ~ef±nic'o 

980 1ao•. s/O •r'º ce!:i11ao 
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o En el ángulo de 270 ,la posición final del lado terminal, 

coincide con OY. Si P ea Wl pWlto del lado term:..nal, t'il que 

la distancia OP=y, resultan para las coordenqdas de P los va

lores (O,-y). Segón las definiciones, se tiene: 

~ 

() 

sen 270°2 -y/y =-1 

tan. 27:>º= -y/O •:.r; "'0fi:;i::;; 
o· eec. 270 ;. 1/0 a: e '' · f:.::.~ ~: 

Ang\llo de )60°. 

1 
P (o, -Y) 

coa 270º= O/y :aO 

cot 270° • 0/-y=O 

CIC 270º= y/-Y=-1 

In el «rlgulo de )60°, la posici6n final del lado terminal, 

coincide con OX eae funcione• son, por lo tanto, iguales a lae 

del "1gulo de oº. 

4.3.4 Jl'wlciones Circular••• 

La• fWlctonH trigon0taltricae de .,.guloe ag11do• f\leron de

finida·& en la ucci6n 4.3.2 c.omo razones de lados de un tri!n

i!\ÜO rectángulo. ai la aeccidn 4.3.3 se. hizo la extenci6n a laa 

liAnciones de cu.alqui•r ~lo. Taabiln se puede uaar el proc•

diaiento de desc.rí.bir laa funcionee trigono11hricaa en tll'llinoe 

de 1»Ur1tos de un c1rculo, ~ntonce1 no1 referi•os a ella• como 

funcione• circular••· 

Sea U un cfroulo w'li.tari~, esto es, un c(reulo de rartio l, 

con centro en el origen de un aiet@ma de coordenadas recta~gu-
. 2 2 

lar••· lfttoncea U •• la g_.fica de la ecuaci6n a •1 •le Si 8 

ea cualquier 4ngul.o, colocaaoa a Q •n posici6n ••iandar 1 hace

moe que P(x,7) sea el punto en que el lacto terainal intereecta 
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e U. qi UARMns ln ~efiniciftn ae lns !unciones t1jpn~nm~trtcas 

ne C"U;1!nuic'.'"' f.ngn.!.c, obtenemoc· les Bii?:1üentee rP.c:Üt;- :o<.: 

een Q = y cos Q = x 

tnn Q y/v C'Ot Q 

sec ; l/x ese· Q = l/y 

Rl ent·o~ue ctel c!rculo uni tP.ri o TIUede usnrAe :i:-trn. invr>f:

tigar la variación ae sen Q y de coa Q a meaiáa ~ue Q cambia. 

A.3.5 Gn\t'icae ae .Lae ll'uncionea Trigonomflt:ricas. 

!';xa111inemot11 anora .La grtH'icFO oe ln ecu::;cil'J!1 Y=Se!'I Q en un 

eisterna ae cooraen'.~nas QY. Si hacemo::> f!Ut• ~ vnrle a tr!'i~éA rtP.1 

conjunto ae todos los ~ngu.Los 0 entonces ryoaemos estuai~r el com

portamiento ae.L sen Q, obeesvancto los vo1orhs ae ln 8bscir,a •x• 

y la or<tena«ta •y• ctel JtUl'lto P(x,y) en tr. Para esto, a continua

cion usarl'!mos meai<ta:.'I en :ri-.dianes riara e. 

r.on!lirtere:nos el c!rculo unitHrio U. A meaia.a oue G aumenta 

ae n a f//2, el punto P(x,y) se mueve a rmrtir <te! punto A(l,0) 
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en J1rec-c:6n c::mtn1ric R l: s ui:.necilln :'\t'l T9loj, R lo lnr:ro 

de U, hRst~ el nunto B(O,l). Sn yartiC'.:.l'll' 1R orrJen ,da •y• del 

nunto P(x,y), o seri el valor cte la :t'u:-.::-iOn reno, a\lllentn cte ('l 11 

l • .\liemés, esta fu .ci6n toma toctos les VHl.oreF entre O y l. Si 

becemoe 0u.e Q VRr!e cte 9/2 fl 9', P(x,y) se .nueve :te B(O,l) a 

C(-1,0) y entonces la funciOn seno, o @ea la ordena~a de P,~e

crece de l a o. ne iF;Ual 111flnera ve;,os l'Ue si Q varia de 7 a 

39/2, el sen Q decrece de o a -1 'I cu~•nac Q var!a ae 3fl/2 a 

29 , sen Q crece de -1 a o. Si hacemos rue Q var!e en el inter

yalc [:'i' ,4'i) , entonces P(x,1) traza m1 c!rculo nuevamente y 

se re;Jite un natrón J.e comporta:niento idé.:tico. Lo mismo sucede 

para otroi:1 intervalos cte lon¡:,i tuct '2.'il .E~te co.nriorta.miento repi

titivo ee eenecitica diciendo ~ue la t1.1;1ci6n sene eF -oerifoica. 

Como -1 aeen Q •l para toda ~. l?. ;:-r~fica se encut>:itra 

entre lae rectas J=l y 1:-l. AdemAe, baetR cteter:nin!!r la ,-:-r~nca 

'>&ni O •8 ~ 2._ ,JR que sen 8= t1en(21' + Q). Por eeo d.ecimos nue 

ln funcidn eeno es ?eri6dica y que t1U per!oao ee 29'". 

1 

oc.-.-•\ 



Alg(ll'loa valores de ••n 8 se preaentan en la tabla aisui•n-

te. 

•. Q o 'ji ..L u:_ tfr 1.L l%. lL 2.,.. 
4 2 4 4 2 • 

fssen Q o lL 1 li o ~ -1 -11:. o 
2 T 2 2 

• 

, 

•"'fica de J••eD 8 

La g1'fica de l• funci6n coHno •• ob'1tn• de Mne:ra •iailar. 
La variaci6n de. la tunoidn OOHDO en el 1n'91"ftl0 f 0,2trJ, H p.aede 
cletel"ainar obHnando •l c•poñmiento de la ab•ci .. a del pgnto 

Pb,J) en 1J, cundo 8 w.rta de o a 2fi". •ewaenh' •eao• que la 

t\anci6n co••o ( o ••• •) decnc• •• 1 • o •n •l intenalo ro. 'W/2). 
Decrece de o a -1 en [9f2,'7J, enea de -1 a o en ("il ,39/2] 1 cnn 

de o a 1 en fl.P-/l,29J. 11 111 .. 0 patr&a •• npU• en intenalo• 

euceaivo• de longitud 29'. Se conclu1• entone•• que lft ~ci&l 

COHftO .. periMioa , •U perf odo .. 2'i". 

lih la tabla aigvJ.ent• •• dan varios v~lor•• 4• la f\mci6n 

co•eno. 

" o .L .E. 1..fl. ., 1%.. 1%... l.L 247' 
! 2 ! ! 2 ! 

coa 8 1 a:_ o - ./!. -1 -li o li.. l 
2 2 2 2 
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gi'&fica de la funci&l co••ao, r•coe e • 

.Analia•o• U.Ora la rwici4n tanaente, Lo• Yalorea de tan 8 

cercano. a a. 9/2 reqaienn de oucl&do Hptcial. A Mdida que a 
auMata llacia 'Si" /2, •l punto P(z,r), •n el cbculo unitario •• 

acerca a B(O,l) • Po~ la· definicidn ele f\lncionH circulan•, 

tan 8s J/s 1 en .. ftC88, 8i JS .. : aprozi•a a l y X ee• aproxima a 0 

(por •l lado po•iti•o), tan • tOllll valoree poaiti•o• aur grandes • 

.. efecto, tan 8 •• }Nede bacer tan grande coao •• quiera, esco

giendo e wficienteaente cercano a fT/2, Decim~e entonces que 

tu 8 auaenta indefiniduente cuando g se acerca a .fi/2 desde 

alona Mnona que '1112• Da .aneia aillilar, al 8 H acerca a 

- fi/2 dHd• walorH •rorH que -'V/2~ enionoH tan e decrece 

illdtfinidlllMllt•.· .. ,. comport..t.ento en el inter.alo abierto 

(-'i /2,. 9fl) H Uutra en la pfica de la f\lnoi6n t~ente. 

Lu lfnea• e. fT /2 J. e- 'fi /2 aon adatoiaa articalH en la g"
fica. Bl 111 .. 0 patran •• repite 4lft los intervalo• abiertos de 

(11/2,39/2),(3'7/2,59'/2) 1 en otro• intenalo. 8ill1larH de 

longU114 V, lntoncea, la tv.nci6n tangente tiene peri6doiv. 

Jm la tabla •iguiente •• dan varios valor•• de la funci6n. 

tan 8 -fJ -1 -Jf 

o 

o 1 

7 
l 
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LalJ gnlt'ica• <l• las tr•• funcionee reetantee pu.e!\en obte• 

nene f'cilaente. Por e3eap10, COllO cae U-1/aen e., podetlOe en

cotrar la ordenada de \U\ punto en la gr&fica de la funcidn oo

eecante, to1111Ddo el reciproco de la ordenada coJTeepondiente de 

la grilflca clel Hno. lato •• poei ble exepto- 1Nift 8-n , donde 

n ea entero, ya que en eate caso ••n a.o 1 por lo tanto 1/aen O 

no e•t' defini4o. Co•o •:f\lda para dilNjar la sr'fica de la f\U\• 

ci6n cosecante, ee conveniente dibl~ar pri•tro, con lfneaa Pl&ft• 

teadaa, la •~fica de la f\lnc16n atno 1 entono•• tomar loe rect

proc9a de la• ordenada• para obtener loa pu.ntoe 4• la gr&fica 4• 

la cosecante. Co•o- .. e· e. l/cn 8 '1 cot a. l/'8n e, l•• sr'fioaa 

de laa fllncionea aecante 1 cotangente ae pu.eden~obttner de~ 

Mfttr.a. • 

J .\J \j 
1 • • 1 
1 • 
1 1 
1 1 
1 1 

; ,, . . .,, .· · ..• . .. •,• • ' 

M 
1' . 

r 
' 1 
' 1 

; ' ' . ; . 
1 

1 

gr&fica el• la f1mci cosecánte· 1.cac O 

~{; 
'.' 



grifica de lR funoidla ••cante J=•ec 8 

, 

.... fica de la f\lllci6n cotangente J•COt Q 

Las ¡::r<~ricas de las ecuAC1ones <.te Hl IOJ"llill Y= a e;en (b: .. c.) 

dcné\e a, b :· e so::; n·!meror. reales, r;e mi.1e~tN!:1 n cor.t:.:1up~:,~!~. 
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r= 2 een x 

r ...... .. ... . . . ..... 

,. 1/2 ·- s 

•• 

Y= sen 2x 

·h /"' ..... "-*Q7.l---·.--........ --.. ---.)i111i~--,.---------·" 

1• sen 1/2 x 
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5. o p E R A e I o N E 5 e o N F u N e I u N E 5 

Come en el cn."o <1e los mineros, ¡ioclerno¡: .iefinir· oiier€'.cio:1es 

soiire !unciones. Las operaciones b;~c.iCRl'l flon Eh•ici~n, riu:ct:·nce 

ciOn, multiplicRcibn, aivisión y com~o8icion. 

Le SU..'ll:t et~ tunciOnes ee cht'ine: 

(f+g)(x)= t'(x) + g(x) doncte t' y g son ruaciones realea 

La sustracción se ¡tet'ine Malogamente, tomanao el inverso 

aditivo de la fl.\nciOn g(x), es decirt 

(f •(-g))(x) s (f-g)(x) = f(x) - g(x) 

·suponguoe q\le ti;,nemos urw. nmciOn h aefinictR como1 

b(.X)= X • COS X ••• (l) 

trazar la grtfica ue dicha nmciOn puede resultar cornnlicado. 

Pero 1'orlemo~ consi11erar1 

t'(x) '" X ••• (2) 

., g(x) = -coa x ••• 0) 
que eon fW1cionee ou1as grAtic~s JR conocemos y podemos tra1ar

l!is tAcilmente. En lo. eic"'llicnte Iigura se rnuest Hm con lineas 

punteaciaa. 

. . . 
. . 

' . 

. . 
. . · . 
. . 
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h(x) = f(x) • f(x) 

en"t1.mees :nra oLtt>::er la ~1fficP. ,~p h(x), b::rnt:-i ce:: !'~::;,u· las 

orcten,·d;.:- re,.,e,~t1v~s :ie t(x) y g(x) co;r.:> se .,1ue,·trn e:-i. la ti-

[1JTP: 

, 
,Col•• , , 

'''"'•·Mol• 

Wale lf- ••t• 

La mult1 nlicaciOn .1e runciones Re ae:t'ine: 

(f.g)(x) = f(x) • g(x) dond.e i:· y g son fu."'.ci ene;; real es 

An~logamente, le ctei·ine l~. <1ivisi0n ae !unciones to;nanao 

el inverso mUltip.icP.tivo ae la IWlcion e(x) siempre y cur:nelo 

g(x)i O, es ·decir: 

(f .(l/g) )(x)= (f/g)(x) = f'(x) / g(x) con g(x) ! O 

Al igual que la adici6n de funciones, el producto ouerte 

ayud.arno:: oara constr-..iir ;:rá!icfas ·1,, nuciones comp1ica.'as. El 

ejemplo siguiente ilast:ra el hecno a:e que si t· es el 11roctucto 

cte úof'. nmciones g y h, e:itonces se pueuen usar las erát'ic.;s ce 

g y h para obtener informaci6n resnecto R lR grát'icn cte 1. 

iUEllPLO: 

Construya la e;rátic:: .:ae t si t(x) = 2-xsen x 

SolucHn: 

La t'unci6n t es el prouucto (te e1os r·uncionee p, y h, donr1e 



f(X) .. -x = ,: 
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y h(>') -= r-·en x. 

Si u:o:.,,r,Of' l <11tinici!'.>1 de' ·11.,'l.H!lO 'l.t: tuncionE·s: 

t•(x) = (g • h)(x) .,,, f(X) • 11(;.'.) 

c.::nstrui111os lr.t< er~t1cns ne t y .n, y multiplicanuc. las ordena

d:=:: rrc: rectivas, obtl,>PJhCr lE< r;rf.trica ne f(x) coao se ::iue!'!tr~ 

er. la figuru: 

La compoaici6n de funciones se defines 

~E?INICION 

Si f es W'la fu.nci6n de X a Y y g ee u.na funci6n de Y a z, 
la :'unci6n compuesta g • f •• 11-1 funci6n de X a Z definida por: 

(g • t)(x) • g(f(x)) para cada x en X. 

,., 

z 
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EJi:-!•.PlC: 

Un tr:ibaj<.dor en Wla fábrica gan<·. S 30 por hor'.01 1le trab~jo. 

Su slleldo diario depende de.L m1mero de r .. ~ra.s oue trcibaje. Si 

x =nW.ero de horas ·1ue trabaja diari:nente 

y =sueldo diario, 

tendr!rimos: 

30x = y f(x.)= )Ox 

Si trabaja b d!ae a la semana y recibe ade~ás una ayuda de 

t 50 para nasajea, se tienet 

6y + 50 "" z 

donde y = sueldo diario 

z • slleldo sellflllal 

ea decirt 

g(y) = 61 .. 50 

Si deseamos calcuiar el sueldo sem::l..~al nel trabajado~, pri

mero tenemos qae conocer el sueldo diario f(x) = 30x y luego 

aylicar este resllltado para conocer el eueljo se~nnalt 

g(x) ,. 6y + 50 ; es decir, g(f(x)) = (g • f)(x) 

E:n Wl caso particular, si un trabnjaior trnbRja 6 horas 

diarias, e1:tcnces: 

f(x) = 30 • 6 a 180 sueldo diario 

¿(;y) = 6(180) ... 50 :s 1130 sueVJ !'e:nanal 

Gr4ficamente: 

aueldo diario oucldo ser.ianA.l 

' 

,., 
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