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INTRODUCCION.

Un interesante problema de Andlisis de Redes es cl Problg
sa de Asignacidn, cuys importancia radics sn sy frecucnte ape-
ricién en la préctica y en su {ntima relscifn con otros prodlg
mas como son el de Transporte, el d¢ PFlujo a costo sinimo, 0le
de Muta ués corta y el d¢ Acoplamiento afzino a costo afnimo,-
con los cusles comparte las bases tedricas necesarias pars su-
resolucida.

K ZFrodlems de Asignacién se plantea de ls siguiente mang
e

Ce tienen m individuos (i=1,...,8) que se quierea asignar
e 8 tradajos (J=l,...,n).

Kl costo por asigner ¢l individuo 4 al tradejo J o o) »

Kl propdsito es asignar todos los individuos de tal mane-
Fa que a cada individuo corresponds un 80lo trabajo y e cadas ~
tradajo un s0lo individuo y que adends el cesto toial de las n
asignacionss sea afnimo.

Se definen la® siguisnte: variables de mmau

g\o si ol individuo 1 no se asigna &l tradajo J
T

1 81 o)l individuo i se asigne al tratajo }
I sodelo mateaitico gue ro;rounn el probdlens esg
Ninimisar s= }:o.‘

‘J
(’) 9.8, i "
Problema Z ’ij 9§ 1al,.,.00
Prisal ;

g".‘i =] ‘-lyooo.-

!.a' 2_0 1."1.00..-
Rl prodlesa dual do (P) em,;



Baxisisar —S-u. oi

i)

(») s.e.
TFredleaa ., "j 4 .is b % L) PRI |
eal 8 .v; oia vestriesida do sigme

$edndsece @

R pretlena upl se pusée interpreter asf: Uns persess (e
eupress) ofress sus servieiss pare realisar las ssigussicncs,-
eobrands por ends 1ndividne § uaa eastided u; ¥ por ends trady
Jo § une eemtidad v;, 40 tal mesers que, Jare eads paress (4,
3)s 1o suma uj+v; s0a & 10 ads igual 4l e00te 4o asifuar 1 & §
e ol pretlema (?), o8 dostr, 1a persens (¢ ampresa) ded pro—
Seas (7) pagard & 10 sds 10 quo & 0lla 1o emeste replisar las
atighasionse. l

Atends, la pervens (o -mn) 40) predicas Msal maxzintisy
o4 sus gmancias,

" Segin 1a taterpretacifa coemiaiea, 1as variadles éuales u;
% 3edel,c.00n tondrian que ser 2o mogativas. Sia eadergo, mag
: uuo-to ef pucdon Semar valeres BeEETres que ¢ore, lo cmal-
dsade o1 puate &0 vists cosnidates represcatarfs uas pérdide pg
7o la pervcna €0l prediems Gual.

A posar 4o su ajareate siaplicidad, ol PFrodlesa &0 Asigeg
sifa 00 terua sempleje entre mayor ses ol valer ¢e s. '

Bta esnplejided constinte aa la folme 0a que orecea ol
nere @0 parejes (1,3) pesidles 7 ol adinere 6o selueiones facty
Slee para ol prediesa, cuande & ausenta é¢ valer,

Mor ejendle;: 51 o0 tionen n iadividees § 8 tradejes, 0l -
adasre ¢o paredes (1,J) peaidles os o' ¥ o) minere de solucio-
8es fastibles ¢o) peedlems o8 a!. |

21 80 agregm ma iadividue y un tradeje, ol mdaere de pa-
rejes (1,3) pesidien serd (ne1)' y o1 minere 4o seluciones fag
tidles serd (ael)! , o0 decir, ol ndsere ¢o parejas wasats m
2mel 3 01 ninere ¢ solucienss factidles suments en LBV



)
wa!((mel)=l)mmin, 1o oual ssavierte el predlcas oa wne muche -
sayer.

Mr ente, o0 han diselade diverses sétedes pare reselver
ol predicms, esa odjote 6¢ hacerle 1o ufs eficicatemente Josy
sle.

Matre ¢ishes aétedes oo sasuentren los sigaieates: B L)~
goritme Ningare, quo o8 muy isjertante por ser une 4o los Hri-
ueres algeritues sopesialisades para ¢l Predliens d¢ Asignseida
que se hicieren, y une {o los afs utilisades; eate algeritme -
o8 primal-dual perque Sredeje simmltinsencate ¢es los predlo—
Bas primal y émal, o diselié N.¥. Enkn y ootd dasade o ol try
baje 4o dos matenitioss Mingarees, D. ENaig 7 3. Mgervisy, o 3
M ol asmbve. B» ¢o les sds utilisedes porque o6 ha predede ng
disate experisentes ou sssputaders que s &0 oo nds ofivienten,
%o oxiate us néteds simplex que ses tmn eficicnte come o) Nagy
o para reselver sl Problems do Asigaseila (Ver(2, ».131)). &
tonds, verien 6o Ls sitoton que o0 han desarrelliade despuds,
sen variasiencs 4¢) RNiagare o sstia bassles s §). Nor ojmmple
oa [2] se presents ua algoritms qus resulte sds efisiemte quo
o1 Riagare suande ol sdnere ¢o individues o8 8220, Bete alge~
PI%00 00 Vasa 0n alguBes a3pestes e o1 néveds Niagure 7 alesy
88 mayer oficiencis cusado se eesbina cem 81 (2,9.163]).

R Bitede Magre ba side oxtendide yars la reseluveife &
prodlesas afs gonersles ds fluje en redes y sus prineipales i-
doan han side utilisadas pers ol desarrelle @¢ nétedes tandils
uds generales eomo o1 “"Out-ef-kiiter® (Ver [1,p.p.421=451)) y
uftodos para eaceatrar scoplemientes ea grifieas me Mjpartitas.

_Otro wétede pars Teselver ol Prodlems do Asignasida o8 u-
%0 algebraico desarrollade peor Burkard, Mabn y iinsersass & -
ol cual caracterisan el prodlesa oa térnines é¢ wa siotema -~
axgondtioo [ 3] . Existe tembién wa nétodo simplex pelimteial ~
diseiado por Wing S, Mang (6] . Walter O.Bem y Ning 5. Hung rg
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solvierea el problema por relajacién, e8 decir, relajéndolo ea
uns serie de predlemas simples de flujo on redes (7). A. Weig
trand y P, Barahoma presentarca wns implesentacidn de un alge-
ritne &ual pare reselver ol prodless (12]1. D.P. Bertsskas -
oonstruyé ua mueve algeritas primal-dual y eose ya se meneiead,
10 oeadinéd oen o) Ningare obdteniendo resultades satisfactories
(2].

Botes sea algumes d¢ les nétodes que 80 ham hecho pars la
reseluciéa dol Predlems &8¢ Asignaciéa.

190 ebjetives do) pressute tradaje som:

=Bstadlecor 1o relasidéa del Prodiems do Asignecién eem leo
predimas ¢o fransperte, MNujo & eoste sintse, Aceplamicate -
afzine a ceste sfaine y luta nds eorte; sestrando ofae 1o aé-
Sodet que rosutlven le8 tres primeres, Jedes resolver ¢l Fre-
Slema 40 Asignasifa; ¥y oo nitedes que resuslvea fste dltinmo,
puoden reselver ol Prodlema do Muta ads oorta.

=jaalisar tres {iferentes presemtasiones del Algoritmo -
Riagare, priscre por separedo, y despiés realisando uns compa-
resifs catre ollas pars deteruinar sus )untnxu diferencias
7 semejenmses. -

-ARalisar la eficiencia d¢ las tres prn-tuuuo ded q
goritme, odteniends su complejidad .ﬂl‘”iﬂﬂ e téraines -
Gl sdusre &o operacieass elementales queé requiers cada una py
Fa obtener 1s selueida Sptise dol predlesa.

In cada wne &0 1es capftules se desarrelld el siguiente -
trataje; '

I ol Copftmle I se presenta 1a relecifia entre o1 Prodle-
u8 & Asignasida y les prediemas &o Andlisis de Redes ya mencig

B ol Ospitulo II se suestren y asalisen tres presentacig
800 distintas ¢l Algoritae Hisgare.

M o) Copftmlo III se hace un anflisis mmnttvo de las
aimas, csstadiendo tanto ol prodlesa Come ¢l algoritmo.

Tor dltino, se presentaa algunos comemtarios y conclusio-
.“. ) !



CAPITUIO 1

RBLACION ENTRE BL PROSLENA DR ASIGNACION Y LOS
PROBLEIAS DB TRANIFPORTE, PFLUJO A COSTO MININO,
ACOPLANIINTO NAXINO A CO3STO NINIHO Y EUTA LAS
OCORTA.

1.1 BL PROBLEMA DB ASIGNACION COHO CA30 PARTICULAR DEL
FRODLIIA DB TRANSIORTE.

s ol Predlena @¢ Transportss se tienem m orfgenes, com o-
ferta o, em ¢l origem i isl,...,8; ¥y B dostinos coa demands d;
m o) destino J $=1,...,8, B cooto unitarie 4o transperte del
erigem 1 al destino J 08 o; i=1,...,8; J=1y...D.

Se puede teaer »)> n,a> 12 ¢ M, DOro la oferta total y la
demanda %otal dodem sor & para poder resclver ¢l predle-
28, 08 deoir, se dode toner g o.- l od, 31 ¢ >4 »e orea ua-
dcotine fieticio mel pore o) m d...-g-d T Oiay=0 dmly, 04,8,
81 4>g 90 crea ua origen fioticio m:l pars 6l cual O, =d~Q y
q..‘-l $o),000 )R 4220 ¥ o8 un miaero muy grande,

las variadles do decisién sen x); scantidad a tramsportar
del origm 4 al destiye J, ivl,0009B) Jud,00e, R

Ia este probiems ¢l propésite es sinimisar ls funcida —
;ioh 1A cunplionde les restricoiones 4o cferta y demanda. n
n-te-tono o8 ol siguiecnte;

Einisisar "z.i., HEI1
8,8,
..l;; =0: isl,,..,0
8;‘- -d‘- Jul,ie09n

I
’:3 2_0 inl,.0098} §mlyeee,tt

I o) Predlema 40 Asignacida se puede ver a 1o indivi--
@uos oomo erfgenes y a 108 trabajos como destinos, cada origen
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Yy cada destino com oferta y demanda fgual a 1 respectivementes.
I este caso neh, Les costos de asignacién corresponderda a -
los costos de transporte.

I este caso las variadles x; valdrda 0 6 1, 3% x;;0 no
¢ trameporta nads do 1 & J, o9 decir, ol individuo { 20 se a-
sigas al trabaje j, 54 11 =] 80 transporta una unided de 1 a J
o8 decir, ¢l individue { se asigna al trabaje J.

La funcida edjetive oo :i"‘i L A 4 taabidn se nininisa.

I resusen oo tieme; 3

8 orfgones (individmos)

a destines (tradajos)

0;; =008%0 unitarie de¢ traasporte de 8 a J (que o3 ¢ coste
6o asignacida del individue 1 al tradeje J)

x;st{o.li 208t A nososignaa J, 1 0ii 00 asigna a
3.
Al heger o =1, d:sl, 1,Je1,..c,m B0 ostd garaatisando que cada
individuo sélc tengs un tradajo y cada tradajo sélo un indivi-
o, A satisfacer todas las demandas y agotar todas las ofer-
Sas 50 asegura qué 80 realicen las & ssignaciones.

I plantesmionte o8;:

Biataigar l-i ei; i;
s.8,

T

ix." ol ‘.loooog.

Py
il"t.l P [ PN
"
:;j?_o ‘.‘.1'000_..
1.2 ABIUCCION DEL PROSLENA DB ASIGNACION AL FPROBLEMA DB
PLUJO A 00810 l!l_xlﬂ.

Ia ol Froblesa de¢ Mujo a Costo X{nimo se requiere llevar
un flujo de valor v del origen 8 al destino t de wna red, a --
costo afnino. Los arcos de la red tienen un 1fsite de capacidad
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y en cada arco (i,3) exisie un co3to por transmortar una uni--
dad de flujo de i a J,
Este rroblema s¢ plantea de la siguiente forma;

Hinimisar = £ '.? 5 tu
21

N N
z_fij 'zfn'l =
Exll [ $]

0 of i#‘..
~¥ 91 i=l=t

“3 _‘_k.’s ‘.J-lgooop"
“'j },0 *."1..0. .“

{v 8l is=l=s

donde:
c;; =costo unitario de transporte de flujo en el arco (4,j).
£;; =flujo a transportar ea el arco (1,3).
k;; =capacidad del arco (i,}).
vaflujo que se requiere transportar a costo minimo de s a ¢,
Nandaero de virsices de la red.,

I o] Prodlema 40 Asiguacidn se tiene la matris de costos
de la forwa:

e —
€y O eesCin
Cay Caa 0000
.
]

bc-. CmyeeeOmm
donde c¢;; es el costo por asignar el individuo 4 al trabajo J.
La red corrcspondiente al Prodlema de Asignacién es;

Kl vértice meJ representa al
trabajo J, =lyeee i

R virtice § representa al
individuo 1, 1e),...,0.

Fara transformar este prodlems en uno de flujo a costo mf
nimo s8¢ agrega s la red anterior un origen S=22m+l que 86 coneg
tard a cada virtice-individuo y un destino ta2m¢2 al que se og

neotaré cada vértice-tradajo por medio de arcos de capacidad 1
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y cesto cere, A 1os arcos (1,8¢j) se les asiges cspacidados, la

red descrita oa ls siguiente:;

2 100 arcos
8o tiene;
(capacidad, coste)

In esta red 8¢ 1leva 40 20¢l 3 2342 ua flujo do valer a,-
a ceste ninime,

Al temar ol fluje de valer & 60 aSOgurs que 80 realieea -~
1a0 8 asignaciones. La capacidad o 108 areos (2m+1,1) y (mey,
2e2), L,301,...,8 gareniiss quo cals iadividuo teage afle ua
trabaje 7 cada tredaje sfle un individue. K eonte de estes af
008 20 altera el eoste total. I fluje 20 manda al weSer 0eAtO
poaidle 1o que implica que las asignasienss se hagas & costo -
afaine, (TR

Cwme la grifica €el Prodleas d¢ Asignaciéa es tal que para
tods vlztice 1 ozisten 2elanente 10s arees (1,a¢)) ‘Jd....,l
7 are tede virsior ae) existen solemente les arees (4,8¢)) te
100008, 50 Jusde ANOEETAT que & 28¢2 JUOES eutrar ua fluje &
valer u y cnsndo o5%e museda, 108 areos (2mel,1) y (neJ,2me2)-
$e80l,...98 ootardn saturades y batrd » arecs (1,mey) 1el,...,
B qQue tengan flnje 1gual 8 3 7 que formarda la solucidn Sptine
e ooy, 51 (1,m¢)5) Siome flujo igual a 1, entonces el indi-
video 1 00 asigas al tradeje iy,

. Nl eosts tetal & eaviar ol flujo de 2mel & 2me2 serd el
" 000t 40 128 B asignacienss,
B Fredlcss do Asigascida pleateado somo un prodlema de -

_fluje @¢ valer m & coste afnimo serd satomces;
ML 1n02 :

Hininizar s= Zo.'; 2i;
M F} e
8.8,



wn a B 81 i=2mel
22ii=lfie A Ol if2mel, 2me2
st 3w -a 81 is2ue2

tl.".‘..ij it’.‘.. X .2.02
'0.‘. Zo 10"1.-...&02

donde:

les wirtices origes soa 1,...,8 (individuos)
Los virtices destimo son a+l,...,nm (trabajos)
Byw,i + *1 $5l)000)B

Buejormia o1 Jol,..008

E;omiioo 3,801,000,8

0;; woosto em el areo (1,m¢8)

Gamey 90i=Cuo}ranea o0 1,§sdy,..08

I.) &L PROBLIMA DB ASIGNACION COMO CASO PARTICULAR D3L
PROBLERA I8 ATOPLANIENTO MAXINO A COSTO MININO.

Como z¢ nsnciend anteiormcnte, en la grifics del Froblg
aa de Asignaoida pars oada vértice 1 existen colaments los ap
oes (1,8¢§) jol,...,5 ¥ para todo vértice s+ exi-tem solamen
to los arcos (1,m+J) isl5... 0. Dada 1a forma deo esta grifica
smsomtirar una asignacida Sptima en olla equivale a cmooatr.pr
WA aceplamiento perfecto de costo afnimo, (en este caso el acy
plemiento nixino o8 perfecto).

Un scoplesiento perfecto de una grdfica OGe(X,U) (X=conjun
to de¢ vértioes, Usconjunto de arcos) es un sudconjunto U aa -
coajunto d¢ arcos U tal que gy(x)el pars tode 2¢X doate Bu(x,0)
o8 desir, oada virtice de la grifioc: es tocado por exactamente
WA aroo del scoplamiento; (gy(x) ca ol grado del viértice x en
1a grifica 3. 03 decir, s ol ndmero de vecinos 4e x).

10 ses de costo minimo signifioa que la suma de 108 Cos-
tos de los elementos de U sea afnima con respecto & todos los
acoplamientos perfectos posibles,

La grifica del Prodlema de sgnacién es:

\
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(w) \ ~

Al encomtrar acoplasieato perfecto de costo mimimo en
esta grifica se tiene gque: todos los individuos y todos los -
trab:zjos quedan asignados y a cada individuo corresponde um sg
10 trabajo ¥ a cada tradajo un solo imdividuo siendo ademds 6p
timas eatas asignaciones por ser de ocosto minimo.

Tambiéa al encontrar las m asignaciones que foruan la So-
lucién Spiima se esti encontraado ol scoplmmieato perfecto de
oosto afnimo que estard foreado por los avoos (i,m+3) pars los
cuales x;: =l en la solucidn Sptima del prodiems de Asigmacida.

K prodlemas d¢ moontrsr ua acoplamiento perfecto de¢ cos~
to afnimo se plantea as{:

Kinimigsar z= £ c‘-;‘-
8.8,
.Zf;d i8] 000, 8
kLIP3 f ;
dondey

i} (x; .x.)i xaelM(xn; )} p(x: )mconjunte de veoinos de x;
;. . (091 &l arco § 0o pertemece al acoplemisato.
]

184 ol arco § 8l pertmece al acoplamiento.

S, =008t en el arco .

Para plantear ¢l Prodiema d¢ Asignacidn como ¢l prodlems
anterior, dnicamente se tieme que cambiar la M por o'y la B -
POr 2m Ja que en este caso se tendréa a'arcos y 2m vértices.

K plantessiento es entonces, el sigaiente:

lux::r n‘ﬁ o; fi
he el

<
o'-J
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I.4 XXDUCCION DEL PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA AL FROBLEMA
DE ASIGNACION.

Hn ¢l Fredlogs do Muta mis Corta se deses encontrar uns -
ruta do) wértiee 1 (erigea) al wirtice N (destino) 4s ums red
airigida, que 02 18 rute nds serta de todas las posibles com
705000 & 1os contes 40 les arecs.

1a satris de sestos @0 los arces 4o la red o9 ual aatris
4o UxB, oon 010a9ates 8;/=0, a;; =o;; =00sto ea ¢ arco (4,J) rp
e 1oo (1,3)U deads U op ol conjunto de arcos ¢e la red y a;;
e opare los (1,3)40. ,

1se oleasates d2 la prinsre oslumas ds ¢3%a Batris son do
1a formm 0, 20, 8y, "W, =c . "y, =o°POIYWS 1 08 0] origen.

Loe elemsates de) d1tine renglén scm Gy, %8, W My wo",
8yy®0 poreus N o8 o1 dostineg.

81 o¢ Yorrea &0 1o matri® 1a prisere solumss y el {ltimo
roaglén oo odtions uns matric &0 (B-1)x(W-1l) que 20 pwede oom-
siderar oemd 18 matris de ccstes &0 ua prodiems de asignacila.

Al berrar 1a primere eclumma »¢ ¢a’da quitendo 1os costos
o los arees {1,1) 1e2,...,H que son ocetos iguales ae-m -
que dishoe axvwos ea realidad a0 existen pcrqwe 1 o el origen.
fembifa o0 quita o1 eosto o, =0 que ocorresponds & 1a posicila
(341) quo o0 iatorpretard cemo o1 estar en ol vértiee 1 ein mg
verse €0 61 y 00 ¢om0o ua 6rce 40 1 & 1 yB Que 08 t16D0 MUChO ~
soatide scnsiderar ueoles on 01 Problems do Buta ands Corta. Ng
te d1time o¢ tcmard pare todss las posiciones (1,1) 1e2,...,0

Al berrar ¢l {1iimo rengléa 4o 1a matris oo estéa quitando los
dontes “ 10 aress (..‘) sl .00pF=1 quo som cOStOR iguales @
os porqud 4iches arece no oxisten en realidad por serl o1l -
ostine. S0 quita taavida ol coste .'.'00

A1 ecmsiderer 1a matris és (F=1)x(N-1), resultante de bo-
rer ol d1tine rengléa y 1a prissre eclums, oomo 1 matris de
sootes &0 wn prodiema 40 asigneciém e tendrd que uns eolucida
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faotidle, no éptinma, de eate prodleas podrd conatar 48 arcos -
que vayan formando uns ruta del wvirtice 1 al vértice N, do eir
cuitos de vértices separados y circuitos ds longited cero.

Por circuitos dv longitwd cere se eateaderd el estar ea ~
un determinado vértice y no meverse de {1, es decir, "ir do wma
wértice a 61 nismo” pero sis circular per aiagia arco. Retos
circuitos corresponden a las pesieicnes (1,1) ya sntes menoio~
padas (recuérdsas que nc som Ywoles).

los circuitos ao vériices separeados soréa lee oizcuites -
ae 18 tormm § (00 1)s Clyeiadeeses(ipsiy) pare 2es ensdes on
realidad no existen 108 arcos ( iy ia)e (a0 I3)geeesligsly) om
1a red on cuestiln, es decir, B); = 00,8, ®00,.c. 8 ®°0

Ahore se explicard por qué ume solucidn fastidlie oo éptie
ma dol prodlems do ssignasiéa construido pueds teser 10s ele~
mntos maciocaandos.

Tare tener une solucibn factidle sl Prodlsms de Actpl-
o16n se n00esita QUO B VAriables X se:coRaj, 131 Aips foiodees
«sB tengan valor 1 y las deads x;; tcngan wvaler eero. De esta
forms se satisfacen las restriceiones del prodiems.

K1 tener 2, ®,..0Xa;, =1 0quivale & elegir m posioczce iy

acpendientes (que 5o have dos en e} wi-mo rengife © 3 Ja mir
22201 ymps) on 1a matris de costos,

. 1a ruta @e vértice 1 al vértioce ¥ se va formando 40 1la
siguiente forma: Rn ol primer rengléam oo eligird una posiciéa
(1,3') com Pef2,000iB] . Ba 01 renglén 3’ 7o 20 00 podré mep
car 1a pecoién (§', 3') por 1o que se tendrd maresda uas posi
otéa (§, 3") 43" .

De 1a misms forma se seguird con el renglén 3" y com los
renglones siguientes.

1 Sin embdargo, pare los yértjces per domde no pasa la ruta
| L eligirédn les posiciones (1,1) qwe correspenden & los oirw
¥ ouitos de longitud cero. Por ejemplo, si por um vértice i no
. pass 1a ruta, el rengléa i’ y 1a columns Vno tendrda otres po-

o,
2

v




1)
sieicnss mareadas y se podrd eslegir 1s posiciba (1, ') quetme
dré eoste oy}, =0 01 cual Ro iafluird ea el costo total de 18
t.h.tl dado Gue o8 cerv y sdemds la ruts se pass por ¢l wvirtice

L

Por otre parts, eono 1la solusila fastidle en cusstida »e
o8 neccsarismsate éptime se pusden elegir pesieionss (1,3) som
a); s=y les sirouttos do vértices separsies oo poirda dar ea -
eas0s 0ome 01 siguiente: Jupda_see que 80 seleseionan las posi
ciones (2,3) g (3,2) eom a,, =a,,mc¢; en 1a matris &0 ¢ostos -
sen pesictiones independientes y on la red les wirtices 2 y )
sen 100 aismee on (2,3)) y on (),2), 3¢ tieme eutonesss 01 oir-
ouise {(2.3).().2)} ouyos areos (2,3) y (3,2) no existen ea -
realidsd 10 que da um cireuiso éo virsices separsdos. Tamdide
pusde swseder que oxista per efmple ol areo (2,)) y ol (3,2) -
ne, ¢8 &eeir, &y, fey &, oov,

1a rvta s eorta 40 1 & I s¢ va formando 4 1s mismn B0~
28rs Que ea 1as selucicacs fastibles sca 1la excepoiba 4o qw -
on 0900 0080 1o MabX{ circuites 4o wirsices separedos ya qwe -
por sor la ruta éo cesto ainimo mo o6 eligem posiciomes eem -~
008%08 o ,

Por 1o teato en 1a solucida Sptima del prodlems &e asigng
eién comstruido 9o tendrd ls ruta mis corta de 1 s I ¥y tal ves
alguaos circuitos de longitud cero correspondientes & los wWr-
tices por 108 cus NO Pass 1a ruta y suyos eocetos do ls forma -
8;; =0 agudan s que el costo tosal de la ruta gea pequefs.

Pare tdentificer qué arcos serdn los que formea 1a ruts
ade corta &o 1 » N se consideranda las variadles x;; =1 corres-
pondientes & la solucién Sptims de) prodlema ée asignacida que
#% aonetruyd.

81 xz; =1, 143, el areo (1,1) ostd on 18 ruts.

sS4 xy; =1, 1sj, entonces se sabde que 1a ruta no pass por
el wvériies 1.
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1a solucidn dptisa ss podrd encontrar sisapre y cuando la

red no tenga oircuitos negativoe, 10 cual ¢s waA coadicidn ne~
cesaric para resolver sl Problems de Ruta sds Corta.

Bl modslo que representa al Problema de Ruta més Corts es
el siguiente:

Kinimiier :-zzogj £
8.8,

] 3 10t tel

PETEDR X 0ot LAy

T 1 el m.
’;J. ?- [+ ) ;'5.1.000.'

donde
— {o 81 ol arco (1,3) no forms parts és la reta.
b |

r ° o1 el arco (1,3) forma parts de ls ruta.
8i; =oosto en el arco {1,4)s gue pueds ser s} vo;; ol (s,i)€0,
8;; =0001 (1,3)40 6 8;; =0 o1 284,

Consideraado lo explicado con anterioridad, ¢l planeamien
to del Prodlema 4s Buts ads Oorts come problems de asignacién
serd) ¥

Kiniaisar s-z o x
B8, W=
’ii =l 19),000y8=1

33
‘.#&i‘ sl “2..0.."1

=

‘:5 ?_0 “1......‘1

‘.2..'. '.

x:.m L O 1 100 80 seigna s

57 11 o1 4 80 seigae 8 § .

A continuasidén se explica 1a relsoiln existense entre s~

bos planteamientos.

En los dos planteamientos las variables de &ecieién deter
.minan pare cada arco si €ate va & estar en 1a russ o no.

Las dos funciones objetivo minimiren 1a sume 4o los coe~
tos 49 los arcos qwe formanm parte 4s la ruta,
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In las restriceionss @o]l primer planteamieato se pide que
4ol origen sile salge ua arce de la ruta, que al destiae efle
llegue wa aree 45 le aisnn y que pars loe deade virtices por -
1os que pase dieha ruts, & cads une ds olloe eatre selamente -
w A0 y ralgs slle une 4o 1a misma. Pare lee wirtices qm -
no ostda on la ruts es ehvie que aiagdm aree ds ésta sale at -
oRtyS & olles.

5 o] sogunde plantoamicate, o8 1as restriceicass
‘ .l ‘.l. see .'.1

oo pide que pu uh virti100 por 6l qQue JASA la ruta selamen-
te salge &0 61 ua aree & deta. Ne seeesariamsate 1a rwuta pese
por todon los virtices, pere tedas los MItriecicass 90 s~ -
plea por la existensis §0 cireuites 4o longitud cero qwe serrg
pondea & las varisbles & la forma z;; =l.

Sa estas restriceiones ee mlmn 1es areos Gue saldrisa
4ol dastino hasia todos loe virtiees y de todos los vértises -
hasia ol origea, yu que an uuuu no existen.

Ia las restriceicass '.‘ =l 352400000

uuhguunuﬁﬂatumuqmuuumaun-.-
te eatre a 41 w ereo, exclugéadose les que entrariam al eri-
R 7 lee qus salérfan de) destinc, Ju que a0 existen. A1 —
1ceal Gue en ¢l omse anterior, todas 1as restriceicass se owm
plea por 1a existensia 4o les cireuitos 40 leagitud cere.

Bs evidente que o1 grupe de restriceionss del primer pleg
teaniento 8¢ 44vidié ea dos grupos do restriccicaes aa ¢l segp
do planteamiento, pidiendc lo mismo.

Eatoncess

-Fara o1 origen se tiene:

En ¢l primsr planteanientos
’t 3 7 w =

en 01 -u\mdo planteamiento:!
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,:."3 =1

«Pare o1 deetino se tiens:

i ol 'A.{’ r planteamionto:
t’q

h ol ouuu planteanionto:

L. By =]l
-hn.- wirtice 41,8 que esté on la ruta, oe tiene:
En ol primer planteaniento:

& ' 2'.. '1-1-0
Ine ouulo planteamionto:

'ﬂ‘ - ‘.‘. sl=lud

&
Jare wa virtioe t/1,5 quo 30 esté on 1a ruta, se tiene:
)hno-lutoa
i 'u

porque 'e-, -o ’u‘ 3Lge-0 )W 7 ¥, =0 pAra Eul,o.00l
In ol segunds jlaatesaiento:

t 20 392,00098=1)8¢1 000,80

Biq "0 481,2)00098=1yt¢dy000 =2

Zy =1 porqye o0 deven o&l&r 1ss restricoioness

Batonses 3 = 4 7 SRR
AL t:x. sl=1=0

; A eon 16n 00 presenta ua ejemplo o4 se Tesuelve -
un prodiema d¢ ruta ads corta ccco prodlems 4o asignacién.

R slgoritas que o8 utilirard se explica en el Capfitulo -
II g eorrcopenie @ 1o Presensasila IIT del Algoritmo Bingaro.
(“.0‘“ I1.) &l “l‘tulo u)o

A lo largo del algoritac s¢ utili-an redes donde 8 en-
cusatra el flujo afxime; est0 90 hace utilirando el algoritso
de Yord y Mulkerson pore encontyer cl £lujo adximo en uns red
(Apéndsee A).



Bjomple.
Sea 1a red eizuiente:
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Se dsses encontrar 1a rute afs corta 40 1 a 6. Les nime-
ros on 1os arcos soa ceatos.
1a matris do eontos oot

W & w N

ittty yo)

§tollwe

fjotwveotew
Lo--o' "J"

4 1a matrir do 0ostos 90 1l¢ gquita la prisera o0lumna y @)
.~ d1timo renglén y se obtiens la siguieate matris 4¢ 3x3s

VoW

2330w

Eeta matris 80 considere como 1a matris 4 costos &» wa -
problema de asignacién y se resuleve dste come tal.

N w N

ﬁ'}? 9°~1~

Tvowvew

)

4 5 6

} o LY
o § oo g0
o 3 os| u,m0
0 o 9| w=0
o 0 1| wu.=0
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3 4 5 §
110 & 2 = T e -
2 |0 S os 8 oe
C's Jjoo O &= ) oe
4 2 0 oo 9
. s | = & o 1
v 0 v,20 v,a0 v 20 v; s}
2 3 ¢4 5 ¢
1 (0 4 1 o e i .-V,
210 8 © § oo
C''a ) jou 0 e 3 o] o patris do o0stes redusidse
¢ | 2 0 o
5 |2 ™ o 0

Se construye 1a red &¢ fluje ndfximes
o, 00 g&a twge)e

Ia %1i14e o8 -
unun

ﬁc‘:o uunl.

1as etiquwetas
4 la ditima
stiquetacida
o BAICE=
das asftl e

3¢ edtieae 1a cortadure afnims:

PR PRERY! IR RTNTR IR S,
C= L (03) (8,8), (8,3), (2°00D}

Se trasan l{neas en los renglones 3,4,5 y en la coluans 2
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4 ls matriz O,

Coms o) nimsro ée 1{neas o8 4<5 00 Ppreceds a camdiar 1a
aatris cre,

3o

|
4
S

4 95
1 =
o §

L) -ll{ ‘oh"o‘\’o"o.o"]"

o w N M

W

Se rests o, 4o cads elowsnte 2o Subiertc y o0 sulls A ¢ada
elemsato subierso por doe 1f{nsas. Se ebhtieae:




20
3¢ edtiens 1o Cortadure nfnigg;

As ..1.2.‘.2'."} Ac 'ilo’o)'o"o‘.lt}
g (-.3).(-.5).(2'.t).(4'.t)}

Se tresan 1f{age, 8 les renglones 3,5 7 on lag columnas 2
7 4 & 1o mtry; 0'.'.

Ceme o1 nimere 4 1{neas ¢ 4<5 00 proceds » cambiar 31g
aatrys O'.'.

% *uin &J.-.-.c.?.osz.a\og 2

8¢ resta 0o &0 cada olemento no Subierto y g0 oume & cada
elecente eudierte Por dos 1{neas. 3, obtiene:
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3o odttene 10 Sortadure afnin,,

A-{-,1.2.3.4.2°.J'.4°} A‘-{s.suc-.tj
={ (-.s).(a-.n.n-.s).w.uj

30 treren 1fneas op o) roagida 3 5y oy 120 colummag 23,4,
€ la matryg e3°.

3 ¢ 3 [ 8
2 S o
og'e 3 ) o| coenin {.-.-;s.-.smc]-s
I’} o ¢ .
5 2
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Se ohtiene la cortadare ainims:

aefel  a€ #41,2,3,6,5,27,3%,4°,5,6%,8}
ﬁ. {(l.l).(l.z).(.ol)c(.o‘)o(.oi)}

Se tresan 1{ness en les renzleass 1,2,3,4,5, és C,*'.
2 ) ¢ 5 ¢

LR}
03 -

[V I S A

Ceno ¢1 nimere de 1{neas 48 5 90 t1020 ya 1a solwoiba 6~
tine cue on

Py |
Enel
Xyl
t W)
2401
1us dends x;; w0
Las x; =1 corresponden ¢ 1os arcos (1,)') oon f=1 en 1s red de
flunjo ndxime.

Bl 00880 $0881 088 8, X, 0, X W0, X, 0 X, 0, X"

= }e0e}4241e9

Begresasdo al prodlems de ruta mis corta se tisoe ques

Zos arcos (1,4),(4,3),(3,3),(5,6) Lorman parte de¢ la ruta
‘. corta &8 1 & 6.

Adends 90 tiene el circusito de lomgitud cerc eorrespos-
diente al wvértice 2 por el cual 20 pasa ls ruts.

Por 10 tanto 1la ruta mis corta del 1 a 6 ess

F(200),(8,3)4(3,5),(5,6)
cuyo costo total es igual & 9.
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CAPITULO II
TRES PRESENTACIONES DIPSRENTES DEL ALGORITIIO IUNGARO
PARA RESOLVER EL FRO3LEMA DB ASIONACION.

I1.1 PABSENTACION I (F1). DEBIDA A H.¥, KULN,

II,1.1 PLANTBAMIENTO DEL PROBLEMA.

Il plaateamionte del Problema 40 Asignacidn que se conasji-
derard en esta presentaciéa del slgoritao, difiere un poco del
J& sxpuesto, sunque sin cambdiar la esencia del problema,

Ahora se tendrd; »
Naximiser s= ir,.‘. 2

» .8, Haz
Problema ilg" =l L) PYTI
an
Frisel l“' =l "1.0....

!."' 2_0 1.:-;...-.-

donde: ‘
{o si el individuo { no se asigne al tradajo J
X =

1 si el individuo i se¢ asigna al trabajo J
LK aproductividad del individuo i en el trabajo J
"il. >° ‘.‘-‘pooop.’ r‘j e ]

In este caso, ¢l objetivo del prodblema @8 maximizar la sy
as de¢ productividades de los individuos.

Kl probleas dual es; " "
Minimisar '-Iu; ’Z',,‘
(D) s, A dn
Prodlesa upev; > i W ) WP '}
. Dasl ui v sin restriceidn i,i=l,...,m

La interpretacidn econfmica del problema dual es ahora la
siguiente:

Una rersona (o smpresa; compra a la persona (o empress) -
del problema primal el tiempo de tr:bajo de los {ndividuos, pa
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géndole por cada individuo i una cantidad u; y por cada traba-

i

jo j una cantidad v; de tal manera que la persona del primal -
obtenga al menos lo gque iban & producir lo8 individuos en los
trabajos,

La persona del dual tratard d¢ miasimisar sus gastos.

In esta presentacién se pide que P; >0 1,s),.0008.

Rés adelante se verd que ¢l algoritmo (en ssty presenty--
gidn solamente) mantiene las veriables dusles sisspre no negs-
tivas, al principio, utilisando el hecho des que v >0, y des-

pués, por la manera en que #e¢ modifican dichas variables,

11.1.2 BL PROBLENA DB ASIGNACION 3IMPLE,

K IFrobdlena d¢ Asigaaciln 3Simple o3 squel en el cual r; =l
$yiml,.0.,m ¥ adonds no nscesarismmnte todos los individuos cg
iifican pars todos los trabajos, e8 decir, pueden quedar indi-
viduos y tradajos sin saignar al resolver sl prodlemas; tenidn-
6ose asf{ destgualdades en las restricciones de la forma siguien
te1 o

;;':‘ 5_1 1-1......

i‘u 5_1 Judlyies,m
=

Ia fase primal de cada iterscién en el algoritmo consisti-
ré « resolver un probleaa de asignacidn simple, Esto se expli-
¢a saplisasnte uds adelante,

Obsérvese que al tener R =1 1{,j=l,..,8 todos los indivj
duos tienen la misms oportunidad de ser asimados, aiempre y -
cuando califiquen para los trabajos (si un individuo no galifj
& para un tradajo, no puede asignarse a $1).

K Prodlema de Asignacién isple se puede ilustrar con el
siguiente ejemplo:

ijemplo 1. 3e tienen 4 individuos y 4 trabajos que se deng
tan con iml,,..,4 y j=l,...,4 respectivamente.

S “g:.tgag? 108 individuos califican para todos los trobajos
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Bl individuo 1 califica pera los trabajos 1,2,)}

B individuo 2 califica para les trabajoe ). 4
B individuo ) califica para el tradajo 4
El imdividuo 4 califica pars el trabsje 4

Mnte informacida se puede colocar en forma de matris to--
sando 108 renglomes para les imdividues ¥y las columnad para -
los tradajos.

Bta satris se representard por 1la letra Q y serd llamads
"satris d¢ calificacidn®; sus elementos serdn:
q:). =0 81 ol individuo {1 no califies pars el trabaje J
% =l o1 ol individuo 4 ‘uuuu para ol trebajo J
Q o0 40 amm.

Mtonces, eon los datos del ejemplo se tendrf:

1 2 3 4

112 1 1 0

Q= 2o o 1 2
Jjo © o 2

4]0 0 0 1

R prodless consiste en encontrar ¢l nimero ads grande do
tratajos que pueden ser asignado® a individuos que califiquen
para ellos sin que se asignen 408 tradbajos s un individuo ni -
dos in€ividuce a un tradajo., Esto squivale a buscar em la aa--~
triz Q ¢l mayor nimero de 1's que pusdan ser escogidos sim to~
mar dos del aismo rengldén o dos de la misma oelumma,

3¢ puede hacer la primera asignacidén colocando individuos
‘no asisnados en trabajos no asignados para 108 euales chl|fi =
quen,

I ol Bjemplo 1 ae puede comeasar uunandb el individuo 1
al trabajo 3 y el individuo 2 al tralgo 4.

Bn J se marcan cstas asinaciones con asteriscos:
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i 1 "o

o o 1 1

0 0 0 1
o 0 1

n 98te caso ya no e8 posible colocar otro individuo en g
tro trabajo porque si se hace , no se cumplen las restriccio--
nes del probdlema,

Se tiene ahora la 2iguiente definiciém:

Pefinicidn. Ung asjgpacidn es complete cypndo no es posi-

3i se tiene una asignacifén completa se puede incresentar
por medio de una transferencia de los imdividuos que ya han sji
do asignados,

I el Bjeaplo 1 se pusde hacer la siguients transferencia;

Cambiar al individuo 1 del trabajo 3} al tradajo 1,

Camdiar al individuo 2 del tradajo 4 al trabajo 3.

An{ se tendrf la asignacién incomplets siguiente:

1* 1 1 o
o 0o 1 1
0 0 0 1
0 0 0 1

en donde se puede asignar el individuo 3 al trabajo 4 (o el in
dividuo 4 al trabajo 4) quedando la asignacidn de la sicuiente
forma;

* 1 1 o
0o o 1 1
0o 0 o

0 0 0 1

qQue s una asignacién completa,

Ainque €3 posidble hacer otra transferencim moviendo al in
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dividuo 1 del trabajo 1 al trabajo 2 easo conducird a otra a--
siznacidén completa.
Pofinicidn. Ung gsjgnacidn es Gprima 5§ es copplets Jes-c
S @8 Cca 3} [ ] ansd .
Insonces, la asigmacién:
individuo 1 en el tradajo 1
individuo 2 en el tradbajo 3
individuo 3} en el trabajo 4
e8 dptima ya que no es posible incrementarla haciendo transfe-
rencias,
Se considerard ahora el problema expuesto, perc en gené=-
ral, es decir, se tendrdn n individuos y m itrabajos.
La matris Q sigue constando del aismo tipo de elementos;
0 81 el imdividuo i no califica para el trabajo j
4 '{1 8i ol tndividuo i califica pars el trabajo j
para i,isl,.ee,8®
8i se tiene una cisrta asigaacién, la sanera més sencills
de incrementarla es colocando un individuo no asignado en un -
trabajo no asignado para el que califique. Si esto ea posidble
1a asignacién es jngompleta, ®i no, es gompleta.

31 es completa, para incrementarla se mnn;n una transfe

rncia,
Una trgnsferencis consiste en cambiar la asignmcidn de r

individuos distintos demotados por i),...,iy asignadés a trady
Jjos distintos denotados pOr § ,eeepdye

Se camoia al individuo i, & un trabajo no_gsimado J, ¥
a los individuos i, a los trabajos j ., k=2,...,r; suponiendo -
que i, culifica pare § . k=1l,,..,r. De esta forma se deja li~-
bre al trabajo §, .

f:mbidn se llamarf transferencia al hecho de dejar la asig
nacién sin cambio almwuno.

Se puede ilustrar una transferencia as{:
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11 . -11 -4
«/ / /
j,...J,
l'dmese en cuenta que siempre se rueden reordenar indivi--
duos y trabdbajos,

Degfiticidn, Un individuo involucrado en ung tranaferencis

e un inrdividuo esencial.

Para mayor claridad de la anterior definicidn se puede -
ver como individuo esencial a un individuo que estando asignae
do a un trabrjo, se puede cambiar a otro trabvajo no gsignado -
para el cual califique, (NStese que al cambiar a un individuo
i, de un trabajo j, & un trabajo j,, 1 trabajo §j, queda sin g
signar y p.ede colocar:e en 1 al individuo i, que califique -
para J, y a su vez dejard sin asignar el trabdajo j, y as{ suce
sivamente).

Definicidn, Un t obajo ssjgnedo » wn individuo no esenccs
8 un traba [:2-] ] 8l
Lepal, Fara una asignacidn dada, 8i un individuo es asig-
nado a un trabajo, entonces, o el individuo 0 e} -
trubajo o8 esencinl y no ambos,

Demostracidn, Bl Lema 1 o8 una consecuencia inmediata de 3

la definicién de tradajo esencial.

Gorolario 1. Para todas las aaignacionu,' el nimero de in

' dividuos ssignados a trabajos es igual al mf
aero de individuos y trabajos esenciales,

Demostracidn, Por »l Leaa 1, si un individuo es asignado

& un trabajo, entonces el individuo 0 el ==
trabajo es esencial y no ambos; entonces py
ra cada pareja (i,j) tal que i estf asigna-
do a j, 3¢ tiene un elemento esencial, es -
decir, el nimero de elementos esenciales es
i ual al mimero de parejas de la asignacién
que a 8u vez ¢35 igual al mimero de indiviee
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duos asigznados a tradajos,
Por lo tanto el nimerc de elementos eagn--
cinles o3 i usl al nlliero d¢ individuos a-
si nados a trabajos, (Por elemento esen---
cial se entiends individuo o trabajo esene.
cial).

kama 2, Para una asignacién dada, si un individuo estf a-
signado a un trabajo y califics para otro tradajo
ng asignado, entonces el individuo es esenciml.

Dwmostracidén, e puede hacer una transfersacia cambiando

al individuo al otro trabajo B _a8igNRd0 PR
ra el cual califica. Intonces el individuo

o8 ssencial por la definicidn de individup
esencial,

Lema ), Para una asiznacién dada, 8i cada tranaferencia -
dnja a un tradajo asignado entonces el trabajo e»
esencial.,

Demostghfidn. Supéngase que el tradajo J no es esencial.

Entonces algin individuo i, estf asiguado &
€1 ¢ i, o5 esencial, o8 deoir,se ve involu-
erado en una transferencia que mueve i,,...

iy, de los trabajos a los que estén asigna-
dow, a otros trabajos de tal msnera que 8 -
el individuo i, estd asimado al tradajo &

cambie al tradajo §,  Jel,cs.ok. B0 8fmboee

los;

1| “ .aos‘.. 1“

WKl h L

11 "‘Jﬁd 3
entonces j queda sin asignar, 1o cual CON=w
Wwedtes 1a hipiteets de que cada transferen
cia deja asijando a j,

Por lo tanto j es esencial.
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Teoremsg 1. Para una asignacién dada, 8i cada traasferen--
cia conduce a una asignacién completa, enton--
ces, para cada individuo calificado para un -
trabajo, o el individuo o el trabajo es esen--
cial, y posiblemente aabos.
Demostracidn.3ea ol individuo } gue califice para el trp-
bgio 4 . Se tienen dos cases:
1) Que & esté aniznado & }
2) Que & 0o estéd avignado a
101 eotf asimnado g 4. Yor el lema 1l i s -
esencial o j e esencial,
a) 81 i califica pars otro tradajo no asig-
nado, por el lLema2, i o8 esencial, y por lo
tanto § no 1o es, (Ver la asignacidn dptims
del EBjemplo 1, es complesa y el individuo 1 -
califica para ¢l tradajo 2 np gsignedo. B -
individuo 1 estd asignado al tratajo 1. R -
individuo 1 es esencial y ¢l trabajo 1 no lo
“)o
'9) 51 1 oo puede caadiar de tradajo, enton—-
ces cada transferencia deja a § signado, -
de otro modo la asignacidén serfa incoapleta
al dejar § sin asimar lo cual contradice las
hipétesis, Tor ¢l Lema 3 § o8 esencial y en-
tonces 1 no lo es,
2l ine estd gaignado o . |
a) Si 4 estf msiznado a ' y califica para
J°* no asignado y J estd a8i’nado a un i' -~
no esencial, entonces i y j son esenciales,

Bj-plqs 1 2 ) 4
i1* 1 1 2
2f0 o0 1* 1
30 0 o0 1
40 0 0 1



k) §
Reta asigoacién es complets y la uUnica -
transfersncia posible (sover al individuo 1
al trabajo 2) conduce a una asignacidn cos-
pleta. R individuo 1 califica para el tra-
bajo 4 ¥y no eatd asignado a 1. I indivi.--
duo 1 ee esencial porgue califica pare el -
trabajo 2 que mo ontf esignads. R trabajo
4 estd asiznado al individuo ) que no es e~
sencial ya que no puede cambdiar a otro tra-
bajo no _abimaade, entonces el tradajo 4 es
esmncial, Nor lo tanto ol individuo 1 y e}
trabajo 4 son esenciales,
b) 91 1 eotd asignedo a un J° y califica py
raun §°'° 2o apignado y § ootd asignade & -~
un 1°* esencial, entonces i e» essncial y J
80 lo o8, Pero este caso 3o s¢ da en asigug
oionea que son completas después de cada -~
transfercacia, Ejemplo;

2 )
ij1* 1 1 1
2o o v 1
310 1 o0 1%
410 0 0 1

In este cano ¢l individuo 1 y el individuo
3 son esenciales ys que califican pars ¢l -
trabajo 2 no asignado. 5in embargo si se hy
ce la traisferencia que consiste en mover -
al individuo 3 del srabajo 4 al 2, la asig-
nacidn es incompleta.

c) Si 1 no e3 esencial y § estf asignado a
un i’ no esencial, entonces i no es esencial
¥ J es ecencial. Bjemplo; '
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2 3 4
1 11* 1 1 O
2 10 0 1 1
310 0o o0 1*
4 10 0 0 1

Bata asignacidn es completa despuéa de .cada
posible transferencia. Kl iadividuo 2 cali-
fica para el trabajo 4., Bl imdividuo 2 no -
- @8 esencial porque no 3® pucde cambiar a o-
tro trabajo ng Asigngdo. Bl trabajo 4 eatd
asjignado al individuo ) que no es esencial,
entonces el trabajo 4 o8 esencial. As{, el
individuc 2 no es esemecial y el trabajo 4 -
sf lo e3,

4) 81 1 no es esencial y J estd asignado a
ul 1° esencial, entonces § no es esencial,
31in eadarge, este caso no 8¢ da cuando 50 -
tiene uns asignacién que €3 completa des---
pués de cada transferencia. (Al ccabiar i
al otro trabajo pars el que califica, | =~
quedard =in asignar y 1a asignacién serd in
completa).

e) 3i i es esencial y § no estd asijnado -
entonces i es esencial y j no lo es,

Bjemplo:

1 2 3 4
1{1*1 1 o
2o o 1
3{o o o0 1
410 0 0 1

Bl individuo 1 califica para el trabajo 2.

Kl individuo 1 es esencial y el trabajo 2 -
no estd asignado. Este caso funciona sola--
mente cuando i @3 01 dnico que califica pa-
ra j; de otra forma no se cumple la hipdte~
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s8is de que la sasignacidn sea completa des--
pués d: cada trensferencia.
£) Si j e» esencial e i no estd asi;nado en
tonces j es esencial e i no lo e3, Ejemplo:

2 ) ¢4
1 f1o 2 1 o
210 o 1%
3]Jlo o o 1
4 10 0o 0o 1

Bl individuo &4 calificn para el trabajo 4.
El trabajo 4 es esencial porque esté asigng
do al individuo 3 que no es esencial. Enton
ces el trabajo 4 eo esencial y el imdividuo
4, no asiznedo, no es esencial, WMte caso =
funcions solazeste cuando i califioa sdélo -
para trabajos esenciales porque de otra forud
na la asignacién no es completa después de
cada transferencia. W el ejenmplo, si el in
dividuo 4 califica para ¢l trabajc ¢, fultee
ciona; 8i calificara para el trabajo 3 tea-
bién funcionarfa. En cambio, 8i calificara
para sl trabajo 2 ls asisnacién no serfa -
. completa (recuérdese que el individuo 4 no
estd asigmado). S§ calificara para el trabg
Jo 1 que no es esencial porque estd asigna-
do al individuo 1 que es eaencial, se po-
drfa cambiar al individuo 1 al trabajo 2 ¥
la asiznacién no seria completa,
Entonces, en este caso, i debe calificap sd.

lo para tradajos esenciales,

Por 1o tento, vistos los casos anteriores,
el Teoremn 1 se cumrle,

legrema 2, Hay una a®isnocién la cual es completa después
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de cada posible transferencia,

Demostracidn, S5i se comienza con una asignacidén cualquic-
ra, por ejemplo la que asigna un individuo
a un trabdajo para el cual califica, o cada
transferencia conduce a una asignacidn com-
pleta, o al mencs un individuo mds puede -
ser asignado después de alguna tranc feren--
cia, 3¢ sabe que a 1o nfs m individuos pue-
den ser asignados a trabajos para los que -
califiquen, Por lo tanto existe uns asi’na-
ecidn que es completa despuéa 4de cada trans-
ferencia posidle,

ALirmacidn 1. Siempre e puede construir una asigmacién -
éptima por medio de una sucesidn de transfy
rencias haciendo asignaciones adicionales -
deapuds de cads transferencia, hasta que ya
no ses poaidle ocontinuar, i

Demostracifn, Se comjensa con cualquisr asimacién, Fara
tal asignacién o cmda transferencia conduce
a una asignacién complets o al menos un in-
dividuo més puede ser asignado después de -
alguna transferencia., 3i sucede que se pue-
de asijmar al menos un individuo mds, se a-
aigna y se intenta nusvasente hacer tranafg
rencias, Se continda as{ hasta que se obtie
ne uns asignacidn que sea completa dospués
de cada posidle transferencia (existe por -
el Teorems 2) la cual serd una asimacién -
dptima por definieidn,

Ahora se verd el Problema de Asignacidn 3imple desde el -

punto de vista dual.

3e considera un rosible presupuestc para contabiliezar el
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valor de un individuo asignade a un trabajo para el que califi
que.

Dicho presupuesto asignard una unidad o ninguna unided a
cada individuo y a cada trabajo.

Pefinicidn, esupuesto &3 adecuado s cads 3indj
viflig_calificedo pare un trabatos e el indivi
(] ] un
Reajblepente ggbos.

Bsta definicién corresponde al problema do asignaciéo sig
Ple en el cusl ry; =l pars toda (1,)) donde i califica pars j.
Al individue i me le asigna la cantidad u} iel,,...,8.

Al trabajo § se le asigna la cantidad v; jsl,...,m.

La definicidn indice que 81 ujews > ¥y para (4,)) tales -
que i califica para j, e» decir, i u}sl o v‘--]. A sl, Ofe
tonces el presupuesto ea adecuado,

As{, un presupuesto {u.v} o8 adecuado si se cumplen las
reatricciones u; +v 3:-.-; =1, para i que califice para j, del =
problems dual,

Ivoreas 3. La distribucién total de cualquier presupuesto

adecuado ¢3 mayor o igual que ¢l alnero ads --
grande de trabajos que pueden ser asignados e
individuo® calificados,

Demoatracidn. Un presupuesto adecuado asigna, pars cada ~
individuo calificado para un trsbajo, una y
nidad al individuo, al tradajo o a ambdos,
En 1a asignacidén todos los trabajos asigna-
doa lo estén a in dividuos calificades y -
por lo tanto para cada par (i,J) tales que
i estf amignado a j, al menos se tiene una
unidad del presupuesto, Visto de otra foraa:
Se ticne el caso en el que ri; =1, Se sabe -
tanbién que xi; =1 81 1 se asisna a j,



36

Supdngese que ¢l nimero més grande de trabg
jos que se pueden asignar es a2'< m, Supdngy
8® que @l trabajo J se asigna al individuo
8 $=liesem’ (recuérdese que se pueden reor
deaar individuos y tradbajos)., Coko el presu
puesto ee amdecuado, se tiene que:

?". .vl arl... (1)

Wi *Va 2T, w
Memds: r;, X, 0o 0T) Y Xy °T;, ¢ee ST w' @*
saiaero de trabajos que se pusden asignar,
Sumando ambos lados de das desigualdsdes de
(1) se tiene;
UL, oo s Ui, WY, $000 ¥V D Ty, teea el -’
for 1o tanto se cumple sl Teoremas ).

Ite teorema corresponde al resultado de FProgramacién Li-
neal que indica que el valor de la funcidn objétivo del proble-
ma dual es siemprs mayor o igusl que el valor de la funciéa o}
Jetivo del prodlieaa primal,

Zeoreng 4.Existen un presupuesto adecusdo g una asigna--
cidn tales que la distriducidén total del presu
puesto e3 igual al nimero de tradajos asignaec—-
dos a individuos calificados,

Demostracién., Considérese cualquier asignacién que sea =-

completa después de cada posibdble transfercn

cia (por el Teorema 2 existe).

31 8¢ considera un presupuesto que asi ne u
na unidad a cada individuo o trabajo esen--
cial y cero de otra nmanera, el Tecorema 1 u-
segura que este presupuesto es adecuado, -
porque dicho teorema afirma que 3i 3e ticne
una asignacidn que sea completa dcspuds de
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cada transferencia, entonces, para cada in-
dividuo que califica para un trabajo, o el
individuo o el trabajo o ambos son esencia-
les, y asf, el presupuesto asismaré, para -
cada individuo que califique para un traba-
jo, una umidad, o al individuo, o al traba-
jo o a ambos, por lo cual es adecuado,

Como ol Corolario )} asegura que para cual--
quier asigmacién el nimero de individuos a-
signados a tradbajos e igual al nimero de -
trabajos ¢ individuos esenciales, esto suce
de en particular para la asignacién en cuef
tién y dada la forsa em que se definid el -
presupuesto, 8¢ tienen una asignacién y ua

presupuesto adecuado tales que la distribue-
cidn total del presupuesto es igual al oimg
ro de trabajos asignados a individuos cali-
ficados, Por lo tanto se cumple o1 Teoremad.

KL Teoreaa ) implica que la asignacién del Teorema 4 o9 -
ptima, ya que en ¢l Teorsma ) se¢ tiene que 1o aenos que puede
valer la distribucién total de cualquier presupuesto adecuadd
o8 igual al nimero nfs grande de tradajos que puedan ser asig-
nados a individuos calificados, y en el Teorema 4 se tiene que
la distribucién total del presupuesto adecuado e¢s igual al ni-
mero de tradbajos asignados a individuos calificados lo cual ig
plica que dicho nizero es el mnds grande de trabajos que se puse
den asiznar a individuos calificados, por 1o qde la asignacién
en el Teorema 4 es Sptima.

Por lo tanto se tiene el siguiente Res do:

£ _nimero més grande de trabajos que pueden

ser acimados a individuos calificados es jie

gual a la distribucidn total més pequeiia de
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cualquier presupuesto adecundo.
Demostracién, El nimero més grande de trabajos que pueden
ser asignados a individuos calificados co--
rresponde al valor 6ptimo de g ya que g=

?;\?"'4 IR AR =1 (#i i califica para j),
x; =]l 8i 4 se asigna a 3 Yy 8e quiere maximj
SAY 8.

La distribucién total mds pequefla de cualquie:
presupuesto adecuadc corresponde al valor -
dptimo de w ya que '-iu. oiv' y se quiere
msiniaisar w, =

For lo tanto se puede utilizar el Teorcma -
dédil de holgura complementariaz (ApéndiceB).
Supéngase que el mimero més grande de tradg
jos que se pueden asignar a individuos cali
ficados e» m'S a, '

Supdngase también que los tradbajos que se g
signan 80n J, , 3, sevesdy ¥ Que eatén asi'mg
dos a 108 individuos 4, ,i,,.,.,iw respecti=
vaaente, Intonces se tiene que: Xid, =X
coe=X 1,51, 1as dends xi: =0,

For el Teorsma de holgura complementaria se
tiene: u;, A/ ALLTH =l

Ui, *Y, =Thj =1

L]
u;, V. =P?

Iw m.’
I las restricciones del problema primal -
que corresoponden a 1los trabajos 3 ,J‘....J.o
y ek las que corresponden a 108 individuos
1) si3secessdiy 80 cumple la igualdad ya que
s0on 108 que pertenecen a la asignacién,
In 1as deads restricciones se cumple 1o dop
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igualdad (recuérdese que en el Problesa de
Asignacidn Simple no necesariamente todos -
los individuos calificen para todos los trg
bajos y en las reastricciones del prodlema -
primal pueden existir desigualdades) ya que
corresponden & 108 individuos y trabajos -
que no se asignaron, es desir,

X}, *X;, teootXin=0<1 pars ifdy yi4pe000in?
Xy Xy teeetEy =0<1 pars “’n’.lnuj-'
Por ¢l Teorema de¢ holgura complementaria se
tiene adends: ui=0 1ifi,,45,000,iw

'J--O “Jnl.nou’-’
La distribucién total del presupuesato ade--
cuado serd eatonces:

TueXv; ofuy ov; e(u; ov; Je.aoe(ugy,
mm,...,u]ﬂd.,‘ in) Vo o -
v, ))
Gomo Zu. =Zv‘-o se tiene:
LT T s'veces
"-(u;. o/ Jelu; L Y3, Joooon(ui ov; Juleleo..
+1=n'ag?

Por lo tanto el nimero més grande de tradba-
jos que pueden ser asignados a individuos -
calificados es igual a la distriducidn to=-
tal mda pequefia de cualquier presupuesto a~
decuado,
Este resultado corresponde al resultado de Programacién -
Lineal que indica que para un problema primal y su dual sus 89
luciones dptimas, si existen, son iguales,

11,13 EL Fit0O .LEM: D3 A3Y HACION GENEIAL,

El Problema de .si'nacién jeneral es el planteado en la -
seccién II.1.1 de este capfiulo.

2n este problema se gquieren asi.mar m individuos a m tra-
bajos, Todos los individuos culifican para todos 108 trabajos.

Se tiene tumbién una matriz de productividad R cuyos ele-
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@8R tos sod r;: D0, $4i5ds.ce0m y ry o8 la produotividad deld
tadivides L on el tredajo J y ri; €2,

Uas 8sigiacién consistird ou eseeger wa tredajo J; pare o
48 individue i de tal manera que a cada iadivides eerrespoads
uA 0010 Sredajo y & cada tredajo un eolo iadivides.

Do o0t modo todes los tradajos 90 asignan y cads ssigne~
etéa oo ums permuteciln 1 2...8\ ¢ ll.z.....-l .

‘. “ooo"n

Ea o] prodlems éo asignasilén general se quiere eaa-
contrar und asignacién que maxisice la swme rpRi; (las -
veriables de deoisidm z;; som iguales s ) o1} s seiga & §
g oore st M),

En ol prodieas dual se ocomsiderea presmpusstos adesuados,
08 deeir, #o distribuye a ceds individee 4 was cantida u; y -
e sads tradejo j uns cantidad v; cem w;y v; 20, 31,J%1,.cc,m
y €o tal nanera que hnmu;w‘- 002 Al menos igual & la pro
Sustividad 4ol individuo 1 en el tredajo §, e decir, u;ev. T
$,3%1,0.008 00 sOn 188 restriceiones d4s) prodlems dual. Ia -
funcién objetivo de este prodiema 03 w=Q w ¢ v, 7 se Nass
ainiaiger. g

Jeoregs 5. Ia distridusila total de cualquier presupuse-
$0 8decuade 68 mayor o igual guo la sums &
las las prodastividades de cualquier asigna-
eida.

Demostrecién. Cada individeo y cada trabajo sparscen = -

oxsotanents WA ve: on waA asignesién, en-
. tonees 1a swma de las dietriduciones & indj
viduos y trebajos en una asignacidén, e -
oxaotanente la distribucidén totsl. Adwads,
por ser adecuado el presupwesto se tiens:

i > J
w Y, 28
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Sunsndes anbes 1ades 40 las desigenldades
o0 tiene:

.|’ooo’.q"s. 0...*13_?_!.3. 0...”.3.
Tor 1o tante s0 emple ol Teorema,

Bate Teorems correspends al resultads &¢ Progremscifn Li-
noal ows indica que o1 valor 40 1la funsila objetivo del predlg
ma dusl s sienpre mayor o igwal Guwe el waler & 1s fuseids o)
Jotive da) prodlema primal.

Se tiens la sizuiente censeswsnsiss 31 e pusden exhidir
uwhh ssignecidn y un presupuesteo adecundo de tal mansre que la
distribucida total del presupweste o0t igwal & la suma &0 1a»
produstividades, entomces éetos Ultinoe som seluwsiones (ptimes
de les prodlemas dual y primal respeetiveneate.

Ea decir, si oe tieme ‘.0000“-"‘" ‘ooo"J' ".‘0 Poootlin,l
para alcuns asigascifa y we mm-to M. entonoes weu,
SeeotinIv) 40009y, 00 solucidn dptime 4ol prodlems dwal y -
IR, oo ¢Pa) 08 Solucile 6ptims del predlems primal, JB quwe
e estéd tomando el valer ads poqueslp que pueds tener w y ol -
ads grande que pusde tener a.

Se moetr.rd cus 1o anterier ¢s »eeidle y Gue 80 pweds lo~
grar resolviendo ciertos prodlemss &¢ ssignacién simples aso~
ciados, Bato s® hace 4o la siguieate manerai

Se acocia con cads presupweste adesuade pars 1a metris Re
(r, ) un problen do ssignaciéa simple wsaado la siguiente re-
gh:

Bl 1adividuo 4 ©slifics pare el tredajo J i w; w--r,o. -
ds otro modo no califioa.

Bligtendo de esta forma & 10s iodividucs que calificas, -
s¢ estin tomando las perejss (1,) pars lss cusles ri: es lo -
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nde greade posible yu que u;¢v; >T; L5ds00eoB. An{, 88 osta~
rdn conziderando les F;; qQwe pueden hacer creccr sds la fun- -
oién objetivo del prodliess primal.

Teoregs §. S1 los & individuos pusden ser asig-ados & tra
bajes pare loe cusles cslifiquea en el proble-
aa do ssignacifa eimple asociado con wn presu~
puesto adecuado, eatonces la asiguaciéa y el -
presupussto resuslivea ¢l Prodleas de Asigna~ -
cién Gensral y 1a suma 4o las produstividades
es igual a la distriducida total.

Demostracién. Ceao los individucs cslificam ea el prodle-
=8 eisple as00isd0 se tiene, pers la asigng
oidén y el presupuesto adecuado, quet

?0 i "R,

.

., "‘.H ﬂfn"‘-
Sumando amdos 1sdos de las igwaldades se -
‘10”8 ..’- . '“.""' ‘..D”j.”gi. ‘l‘o"ﬁ-
Do esta forma e¢ estd tomando ¢l afnimo wva-
lor que pusde tener w y ol afxino que puede
toner s. Adends la distridweiba total (w)

s igual & la swme produstividades (s).
Por 10 tanto 8¢ cumple ¢l Teorema.

Bn este Teorema se tiene ¢l resultado de Programscila Li-
peal que indica que las soluciomes Sptimss ds eualquier prodle
a8 primal y su dual, el existen, son igusles.

81 0o se pusdea asigmar t0dos los individuce & tradajos -
para los Ousles califiquen em el prodlems de asignsoién simple
ssocindo con un presupwesto adecuado, entonces €1 presupwssto
pueds ser msjorado ocon un procedimiento sencillo.

En primer lugar 90 dede Ver que ua presupussto adeouado -
debe asignar uns cantidad positiva & cada individuo 0 uaa cen~
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tidad positiva a cads trabajo porcue @8 otre forms pedris eweg
der que u;¢v: < T, pars algunas 4,J. '

lo tmportaate es qus o6 sumplaa 1as restriceioses u;iwv.,r;.
Eatoaces se pusde saumir, eoim perder geasralidad, que so lo -~
asigns a cada individwe was cantidad w70 je),.ccd yaada o
108 tradajos, do tal BARTS quo 90 omiplaa lae Festriceienss -
msationadas,

Suplagase que sl prodless de asigmesile simple ssceisdo -
al presapussto, o) mayer nimere 40 individuss Qut 80 pusder -
asiznar & traba jos para les que saliffiguen ¢ B'< a.

Se toms uns ssigmaciéa éptima (pare el prodlems de maigng
o1én simple 2s00isdo eoca o1 presupusste qus o¢ tiene); ol nime
vo de individuos ssignados & tradajos 0 &' y semm 19),..4,r -
los individuos ecencialeg y Jjel, e« 1o tradajos spenciales.
For ¢l Corolario 1 se sabe Gwd regam’,

Batonces la rezla pare sambiar ¢l presupwseto ot

“:Q. .oo-.“'.-,. “:“ "’|.1.ooo.‘..*.1

v:-v,d.....vs'-v‘d ’ "m WV 0000 VY BV,

Las u' 50n R0 DEZetivas PoIqUe 1as ¥ OPAR enteres posity
ves.

Se dabden checar ahere d4oe cosast

a) Que el nuevo presupusstio sca adscuado.
b) Que la distridueida total hays sido dismismida (recuip
dase que se guiere miaimisar w).

a) Que ¢l preaupuesto sea adecusdo se checa wiendo si se
cunplen las desigualdades u';s ov. 3 ] " 10J81ye06,8. 30 pabE o
que ‘:4";2 r;j °

Se tiensn cu~tro cagost

i) u' ¢ "J. 1‘1'000." "1...0"
u" e mp (v el)> iy > rs

1*) “..' *VJ' 1-1....,P; ‘.."1.000'.

‘ u'; w'; - nob r;"



“

“‘) u.' "‘. U2 15 PR 11 Jslseeer®
wows  s(upel)e (vpel)s upevpo wp)
1') u.f':l 48T¢l, 004,84 “.’1...0.-

S eate oaso e podrfan tener prodviemas coas la desi- =«
gualdad, perc se tione qud ambos, ¢l iadividuo yel -
tralaje »o 008 ssensiales, 6atences per ¢l Teorema 1,
qQuwe d1e0 qus pare suwalquiecr asigussida 3ue o9 completa
despude 4o onds trensferensia pesidle (1a ssignaside -
QU 00 tiome o ssf) st wa individue cslifies pare wa
tralaje, ol iadividue ¢ ¢l trabajo es esencial y posi~
Slepsmte ambes, 90 tieme qwe ol iadividuwo 4 me Galifi-~
oa para o] trsdajo § (en ol prodisan do ssigascida eip
1o asotiade) y por 1o tanto 00 tiene la desigwaliad -~
eatricta (per 1a ferma oa quwe 90 constTuyé ¢l prodiens
4o wigaseiia simple ascedade)r uiev: > ¥;;

B0 sabe que u;,v;,u' ¥ v} 60N 6nteros N0 Degetives -
oAtoaces!

wh o) slw;=d)eveluper; ) 2w

Matonoes 1a desigualdad ee cumple on 100 custro casos y -
por 10 anto o1l presupussto ¢ sdsonado,

») Disminnoién do la distridusila total.

A cads wm; 4or¢]l,..0,8 8¢ lodipninuye o3 uas unidad y o
.oada 'J. ’.19000.. #¢ 1o incrementa en una uaidald. Ea~

tonces la distriducidn total ha sido disminuida en mer
o imoremsntads en o (o disminuida en ~s), Por lo taate
ha sido disminnida ea m-r-swm~(r+s)=m-a'> 0 porque ms'

Todo 10 anterior e¢ pweds resumir en ol siguiente Teorean

oereme 7. 51 & 1o nfs 3'< 8 individuos pusden ser asigna
408 & trabajos para los ocuales califiquen ea
ol problems do asignacidnm eimple ssoéiado com
an presupussto adecusdo, entomces la distribdu-
eién total puwede ser disminuids en unms canti-
dad enters positiva.
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Rste Teoreaa yu he side prebado eom tode lo anterier.

31 se comienra son cualquier presupuseto adecusado, per -
e jemplo el que asigna & cads individuo su preductividad ade s}
ta y nada & lee trabajos, ¢ tienea dos casos!

s) Que eea éptinc y se eumple ¢l Teorema 6.

%) Que me ses Sptime, pudidndsse me jorer, y se ewmple ol
Teoreas 7.

Como o1 presupuesto se pusde Es jorar ua mimero fiaito &
veces, yu que 1a distridesida total estd asetads per adaje per
oero y cada ver se digmiauge on waa cantidad entera pesitiva,
e tiene el siguiente pesyltede gare o] Prodleps do Asignscife
Sepersl:

1a owmn afls grands posidle de productividades pare swsl-
cuier ssignasifn es igusl a la distribuciéa tesal nds poqwetia
de cualjuier presupwesto adecuado y se pueds enceatryar regel-
viendo uad secwsacia finita de prodiemas ée asignacids eimples
asceiados,

II.1.4 ALGORITNO.

En osta eso0sida se presentard ¢l algoritaoc pare Fesolver
el Problema de Asignacién (plantesdo en la eecoida IX.1.1), -
con base on las #ee0iones anteriores.

Defipicidn. Up eonjunto de epteroe no pegativop ! L TPPPPTL |
Yoareealal Qye setiefecen witvs £t dadolaces

[ ] 0 cu rta
cuad & de o

las posiciones (1,J) pars las cuales u(+v;eT;; g0 MAres-
das con wn 1 ea la matrir de calificaciéa { del prediems & -~
asignacién simple asocisdo y las pesiciones pars las suales uj¢
v} >r;3 tendrdn cero, es deecir, ef u;+v;=r;; entoness 1 eslif}
ca para § de otra forma mo califice (en el problesa @¢ ssigna-
¢idn simnle -cociudo).



46
Definicilén. On ¢ to de marc cioneg marc -

[-1] o8 independjente si po hay d a
del coniunto ep e a -
B_colymgs.

Resultade fundamental &0 Klnig: 31 o] almero mda grands -
40 marcas iadepeadientss ue pusde ser esvogido es n’' eatoneee
a' 1{asas (renglemes ¢ columaas) pusdea eer escogidas 4s tal -
NANeTe que ecateageam todas las posiciesss marcadas (indepen~ -
dientes).

Bete susede por la forma on que e &efimieron las marcas
indepondicates, sada maTca iadepondiente JOrtenscs a ua ren~ -
8162 y & wana ¢olumaa al misno tienpo en los cuiles no hay otra
BATOS; Oatomses por eada marca indepemdiente se pede temar el
rengléa o 1a columma Gue 1s coatiens y as{ e¢ tendrda a' 1{- -
nsas donde estéa todss las marcas independieates.

I la n«t‘. 13.12, en ol Corelario 1, suseds lo nisno,
o SR O R R SO vl
asignado & J @ & @9 esenciel, J no 1o €8 y 01 § ¢s esencial ep
tonses 1 no lo o).

B algoritmo s¢ dasa on estas observacionss ds la msnera
siguieate:

Se da uma cmbiersa para R y se encusntre ¢l nimero sfs -
grande posible de marcas independieates. 341 este nimero es »
las pesicicess (1,]) marcadas iadependientes forman 1a asigna~
oi5n éptima (por Teorems 6).

31 son menoe de B marcas, entonces hay um conjunto de we-
nos 4o m 1ineas (remglenss o colummas) que contiens las posi-
ciones (1,3) marcalas indepeadieates y es utilizado pera ms jo-
rer la cubierta cono ¢ vie en 1a secoila aaterior; en este ca
oo funciona 61 Teorema 7.
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race de cubierta
sepdisptes faisiales.
Ia constrweeida de 1a eubdierts y el econjwsto de marcas i
dependientes iniciales 9o realira 4o manera qQue convengs & les
objetives 4ol problean, ¢s deeir, mininisar w y masinizar =

Sea "m{'ﬂ PArS $sl,.04,8, 08 4004r, &; 08 18 e~
ductividad mds aita el individes 8.

Sea ¥; {ﬂa} pare jel,...,u, o8 dostr, B; 08 18 pro-
dummu m “tndividee que produse afs ea 0l nuqo 3.

Sean ui.n.' y -zb,-

81 a<)H o0 &0flnen 3‘ "}nuol

De esta manere, nuspu-.uummu-.umuu
1zusl & su produtividad nde alta y cere & lee tredajes, o0 ¢p=
$4 asezurando qus se cumplan les desigusldades witw:27;; ¥
8610 o0 tendrd 1a igualdad pare s § tales que ajer;;, 1el,.

Yor otres parte, al tomar u;ea; y v;~0 1,3el,...,n cwsedo
a<h o0 ostd teniendo en ocwenta que ls suma 40 prodwotividades
ads altas, es mis pequefia tomdadols por individuos que per trg
dajos y asf o0 asejure qw i‘i’i'o' sea 1o nfs pquefia pesi-
ble en este primer paso, ' I '

."‘ i8l,0¢008
'J...J. ’.1. TrY: |

Agqui se eatf ssignando s cada tradajo la productividad -
del individuo que produce ads ea 61 y cero & los individucs. -
As{ se ssegurs que se cumplan las desigualdades ujev; D ¥ ¥ e
t_‘ndf‘ la igualdad para las " tales Qe b"-r‘.J ’.1.000".0

En forma andéloga al caso anterior, ¢ trata 4 que Ju:+
iv- ses 10 nds pegueiia posible en este puo. yo Que ahora la
Yina do productividades nds altas es nfs peguelia por trabajos

S1a)dd 0 dofinen i
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que por iadividuocs.

Bn oate eatado inioial y on todos 100 que eigan, 00 ase-
oia & 1a matriz R y & la cubjerts {u;.v‘-‘g uns matriz do ocalifj
sasida Qo(y;; ) donde

1 01 u; v ow);
“5'{0 do otre mode
00 Go0ir, 00 Vo & tonor qw wa individws 1 califica pare um -~
frabaje § on ol prediems de asignacifa simple ascoiado ei wjev;
“ri; I QW soa 1ee iadividuos y tradajos que coanvienea pare ha
oor paquefia g v,

Tambiéa on sada estads o¢ necesitard wa comjunto de 1'% -
independicates (mareas indepeadieantes) 4o la matriz Q y oo dip
tiaguirda eon asterisess.

fare obteper ol senjunte 40 1'e iadspendientes en ol pri-
mer eotedo, cuandet <D 19s renglencs 4o Q s oxsminam ¢a ordea
7 o1 primer 1 ea eada rengléa oia wa 1¥ o2 su columma o0 oan-
%a por wma 1%, Ouands 8> b 00 hase 10 misms pero imvirtieads -
ol papel de renglonts y colummae.

K algoritee tiens dos rutisas Wsioas a 1se qQus o0 llama
Matisa I y lntina II, K1 ordea de repetieiéa 4o estas rutinag
e presents ea ol sigutente &iagreme®’,

‘1a Rutiss I corresponde s 1a fase primal del algoritmo J
1e Rutiss IT & 1a fase dual.

Osda ves que esurre Ia 0e inoreansa en uno ¢l admsero de
l. ‘s on Q, ¢s deoir, s¢ incremsata ¢l admerc de individuwos -~
asignados & tradajes pare 10s que califiocan.

04 LAY ]
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Coda ves quo esurre lis dismiauye ¢l valer éo w s 8] BRSS -
was unided.

Coms ol ninero 40 individuss que 00 pusden asiguar & I~
bajes Pare 1o quwe califiquen ootd asetads per arride yera ¥
ol valer do v catd asetade por cuao por seve, estd garwmtise~
4 1o torniassifa do1 algeritme'”,

Neta rutias trevaje eea unt metris de salificesida fije Q

asosinds & ws euvterts {u;v;| fije. de tasluye temdide w -
siarte sonjuato do 1% m oen asterisses oa Q.

Usa colums o8 9logible o1 ae sentions aingda 2°.

In osta rutins o0 haoe 10 oiguiente:s Jada 1a ssigameiln -
que semstituyen los 1°n marvades con asterisees, 9% sammsres -
tedas oo posibles tramsfereaciss.

Usa trensferentia semionsa a partir éo waa colwmd ologi~
Sl qus dod0 osmtensr 4]l mones W 1.

$1 a0 Ay solummas elogidbles que tengea wa 1 B0 90 pesi-
ble haser tramsfereacies y 1a seigaasila oo complete. Ma eote
0000 8¢ oigw 1a altermative IV y o0 pase & 1o Mutims IX.

1 o0 onswsatre wn treaafereneis, tal que al realisaria
queda 14vre uns eclumns on 4donde hay wa I 2o mareade oen A%~
1000, 00 $10m0 18 alternative In y a¢ sumeate oa wne o) alee-
re &0 1%5, %0 vurlve & scmsaser een 1s enmmresife do trensfy
rensies posidles. R

e trensferencia como 1a menoioandgesds la feras:

‘| “ooo ‘Iva ‘L-l ‘.

131561,
3. o8 wna colwmma elegidle qwe coaum wm 1. Antes iestede
asignado & §, fo1,...,k=1. Al hacer 1a treasferencia oo asigas
1, 8 3, f=3sccepk=1¢ 48 osta forma se 1ibere 1a eolums §, ,
que sien ¢ wa 1 no nnulo. entonoes oo asigna t 8 3., 700
auments w 1%,
@Y ¢4
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Si se tiene una Sransferenciz que me 96 pusde realizar -

sompleta, y da lugar & uns asignaeila eompleta, el dliiuv 1en~

gléa iavolucrado serd esencial y o8 contiamia enunerande las
STanaferenciae.

Una transferencia como la descrite ee asis

1. “ oo"‘ “ﬂ noctx-; ‘T ‘o\

:alig/" ""‘ ‘,L” ""é’-l ’}Ol

Ua cierto 1,,, pusde me calificar pare 3¢ 7 ontenses s doben
quedar apignados somo estaban de i,,, en adelante quedando usa
asignacién eompleta. I3 d1timo rengléa imvolmerede es 0l i; 7y
0 ootntial porque ostd asignado a 3¢, 7 salifics pare §, que
20 eatd asignade.

Bleapler [, 3¢ ; o
0 0 1% 1
o 0 0 1t
0o 0 0 1

Ia esta matris una posidle transferencis oo samdiar al indivi
duo 1 del trabajo 2 al trabajo 1, ein embarge, madie ads cali-
f£408 pars ¢l trabajo 2 y 1a transfereasia no e¢ pusde conti- -
amar quedando waa esigaacién completa.

I este cas0  §,0l im2 3=} =4
‘rl -1 1*-2 1‘ .J "“ -
" Se tieme: 1 3 4
fﬁ 3 4
1a ssignacién completa est
* 11 0
o 0o ¥ 1
o 0 0 1*
0o 0 0 1

M f1timo renglén involucrado en la transferencia es el 1 ye» ‘
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saencisl porque se puede cambiar al trebaje ¢ no asignado.

31 se completa la euumeraciia 40 las tremsferenciss sia
que ee encuentre uns que permita asigaar otre 1, es decir, sin
que o0 de la altermative Ia, omnteaces o0 ti009 qwe la asigma~
eiéa o8 completa despuds de cada trensferencis y se tiene la -
slternative IV,

1a salida de ls Rutins I on la altermative Ib iacluye waa
ssigascidén Sptime pars Q y wa conjuate de reaglones esencisles.

Se tiens tanbidn, que cada 1 eia asignar estd en ua ren~
g16m esencial o en ls columna 40 wa 1* qus eeté oo ua reagléa
no esencial (esto sucede por ¢l Te:.ovems 1).

Ba ests rutiaa la entrada coasiste en was cublersa i_l.‘. v;}
¥ ua eonjunto de renglones y eolumaas esseasiales.

Befinioide. Uns colums ee epepcial i ocutiens wa ' en-
sa.reaclia ne cpencial-

Beta definiciéa os 1o misma que se di0 pare trabajo esen~
cial.

Procediniento de la retiaa

Primero es calouls 4 qué s o1 minimo 40 low /v -r;. 8
bre tedos 1es renglones 4 y selumnas § mo esenciales, ¢ «eta
dsain | w;ev; -r;-}

Es

81 no existen ( 1.3) que cumplen lo ntortor (e 1 ¥ 3
sean no ssenciales), entomces el conjuato de 1%'s que se tie-
nem em J o3 13 asignacién Sptima pars ¢l Prodlems 4o Asigae~ ~

c16n Generel, (Ver Teorems 6). Se tiens ls altermativa IIb,

De otro modo, se sabe gue 4>0 perque pare renglones y cg
lumnas no eseiciales ae tiens la desigunldad estricta u;+v.Hri;
(recuérdese jus en.ls matrir J pars lme posiciones (1,)) com -
4, 4¥:>F;; 10 80 Coloca wn 1, y obviamente no van & temer us 1%
por lo que no puede ser que 1 o § sean esenciales).



Cagdie 4o verigbles ¢uplep’
Existeon dos cases!

Ongo 1. Fura tedes leos rengleass no ssemoiale i,u;>0.
Matonses o0 caleula a qus 08 ¢l afaime eatre &
u; sebre tedes les reaglemes B0 Sstasiales i.

MEnteases:

8; 8:«a Jare teles lop reaglenss 1 ne esenviales
v; v Jare telas las columas j§ eseasiales
uiu; pare Sedes 1o reaglenss i esensiales
V:—v; pare tedas les solumas J 30 ¢etnsiales

Case 2. Ture algin reaglia no sseneial $,u;:=0,
Ratosess @0 caleula a que o8 o) afaime eatre 4 y
v 80020 tedas las colummas ae esemsiales J.

Eatoncess

5 -)u;+a gare tedes 1o renglenes 4 ssenciales
-V, -2 pare tedas las colwmmes § no ssensiales
u-3%; pare tedes loe reaglease 1 s ssensiales
V; —¥; PATS tedas 1ss colummas § esensiales

Ahore, 90 verifisard pare amdes cases 10 siguientes

1) Que u; 7 v; sigen siende a0 segetivas 1,jel,...,n

31) Gw |u;,v.l s1ge stende eudierta (presupusete sdoenado), -
oo dooir, que 00 sigan ounpliendo lss desigunldades B OE -
t U5 ) PRI N A

111) Qus 1a distridesiéa sotal hays en waa cantidad

entere positive (que o1 valer dous)u;+)v: haye dismineilo).
Y]
Tare o1 Oase 1t
1) Se t1000 que u; >0 pare teda & 30 eseavial. 3¢ sabe tasdidn
Qe .)o. Iatoaces I)O. Adonds ."."0 >_‘° TS L) FYTTIS N

Jere les renglonss 1 no esensiales u;-u:-a. Eatonces w;-m)0

por 1s forma on que 8¢ Obtuve n.

Tara las columnas § esenciales v, -2V, M. Se sade que todas
1as varisbles duales antertieres son no negativas y como a)>0,
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oatenses v; +a)> 0.
Tare les rengleass i osensiales u:u; >0 porqus las veria~-
bles duales anterieres soa B0 negitives,
Tore 1ae colums § 20 000801ales Vv, V> 0 porque lae varip
bloe duales anterieres sta 20 megutives.
Por 1o tante u(y v; 1,553,¢0.,0 01500R 010840 B0 Mogatives.

11) a) Pare 1 e csensial y § o osensial
w v a(8j-a) v 099 -0
™ 8 | wier;oo;]
‘ atided
B =d 2 8 W {0 W ol Yo o9 oV, w, -
02160000 U}V =dew; V. -0 P
~Suplagase qw nsli;rata el < @
o
7 ¢ oa partioular o5 ‘Uaer qm wjw -,
Mtenses: u;ov; <81 20; w; =(u(en <80 Jewy;
oateases uiw;=d;ma ;) ;.
Por 1o taate v V. a2 ¥,
b) Jare 1 ne essastal "'y § esonsial

S a(gen)nmlmimv o,

o) Pare 1 ooeneial 7 § a0 esensial

8 V. 0, 2’.‘3

4) Jare { esonsial y J cstmeial

8000 (VR )on; W, 98D W oV; 2 Py '
Por l¢ tante .'."J 2'."' 1¢2)4000m ¥ asdi {."."'} sigee
olendo ondisrta,

111) Suplogase que ol admere 40 indivituse esensiales (reagle~
nee esensiales) o9 r y ol nimere do cclummas eseneiales -
o 0 J reaca’cn (Corolarie 1)s a'sndnsre &0 individae -
asignados & trabajes. :

Eatonses w hs sido disminuids on n(m-r) y aumenteda o2 -
a(e). In totsl ha sido disninuida on a(9~¢)-n(e)un-ar-as
on(a=(r+e))mm(n=n'), S0 tiene qus n(2~a')>0 perqus 2)0
y > a'. Yor 10 tante w ha eido disminuids en wes caati-



dad enters positiva.
Paru ol caso 23

1) Se sabe que 450 3 u;,s.?_ 0 1,3%1,...,m. Entonces n> 0,
Tare 1los reaglomes i ¢oenoisles u:—u e >0
Tare las colusmas j mo esemdiales v, _,v;-z.o por la forua
oA qus 80 odtuvo 1.

Pare los rengloass i no esenciales u; ,u:->0
Pare 1as colummas § esonsiales v; 4V > 0

Por lo tante u; v, 1,8%1,.. .40 siguen sionde ne megatives.

11) a) Pare § 20 enseneial y § 20 ssencial
Wiov, a8, AV, -n)eu; v -
~Supingese que nedemis n;ov‘.-r,-;l
Q.t L.i:\t\
w42 u; w;-(ugw;-r;‘ )-u:w‘;-;-vjoruqs
satonoes u; ., ~dwn; vV -a ®;
«Suplogese que a=¥. min {v‘- .lg <4q
4 5 e
conticle s
¥ on particular d e menor qQue up¢v; -r;
c«.q 2w -(u-ov J=%; R
utouu u; W, -i--u-w -nzl"-
Por le taato u w.-na_r._.

¥) Pare § ae esencial y § ssensial
N2 E, ‘

o) Pare § esencial y § mo eseneial

n;ﬁ—;(u:ﬂ)o(v;-n)n;oggr;i

d) Para { esencial y § esencial

W} o7 (Ui n)ev; v 8D B eV T

Por 1e tanto o v s T 1.3-1.....| y aof fu; .v} sigue sien-
d0 cubhrtl.

111) Supéngess que el nimero de renzlones esenciales ez r y el
admero de columnas ssenciales ¢s ». Adends reemm'< s (Co-

rolario 1); a' es el nimero 4o individuos asignados & trs
bajos.



b} ]
Baton ces w ha sido disminuida en a(m-s) y sumentada on -
a(r). Ia total ha sido disajauids ea: n(m-s)-a(r)wms~ans
-~arva(s~(r+s))=(n-a’). 50 tiene que a(a-a')> 0 porque -
ado0yad>a'.

Por 10 tante w ha sido disajsuids ea was cantidad enteran
positiva.

ut,mto el Oase 1 esme 01 Caso 2 cumplen com loe reque-
risteates 801 predlema.

Despuée 40 cambiar la eudierta se¢ tiend la altemativa -
IIa y o0 vogrese & la Rutim 1.

11.1.5 RO,

Se resolverd el siguieate predlema &o ssigaaside:
mm .*u .1“‘ m.' mm ”..l *28,,*7!._, 0.8,.'
6y, ¢ Bya H4X;; 498 o 42X, #38 ¢, 4283 *6B ¢y

[ X1 T3 J
(’) 2'{-‘1 “1...0"
o 9
':j ) | ,-1..-..‘
iz
l:-2° 1,38),00404

001 430 00 asigm & J
¢ @
0 1011 00 asigna 8
[ Minimizsar we u;oivj
e 3
0.8,
s w>8
| { uw>7
(», '.”32’
w,w>9
ww>93
Wy, 22




U, 4V,
.,
6,
5%,
8,
B,

B,
L 10
Uy v,
\ ",
LIBA o4n restriceida 1,J01,...4¢
1a matris R o0t

2
-ltluoho-bluﬂlnummn
afxines: '
O NEAR 1T oF)y oF)y 1T} "EAB {Qﬂo’v’ -5

RN Nd oo

- e 0~
N & 99
w o

B X P, (B, o8, T, -m {5.2,7,8] <8

QIR Py, oFy oy oT] WA ) 6,1,4,9 ‘

u.-: Py, 1T oFy .r,.} - 2.).2.‘}

-?:.- 9484946232
uhuho-hludzunumux-nu

afxiness

» -n[r., o5, o, oF,| wmax {0.5,‘.2} -5
b.—nir., oPaq 0Py, 0P, wmax 7,2,1,31 o7
‘3" Ty oFuy oFy o Tq] WX §9,7,4,2f 9

'" 1Py oy o’.q} ez 19,0,9,6% o

-0010909-33
J‘-‘
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%0 tiens ¢uwe )2ea < be}), ontencess

W $slgee00d
"'d F L PYYTTL)

s v, 0
wad v
3y w0
a = v,=0
Satade 2.

Se revisa pare suales (1,J) u;ev. -&. Qe otn 100 que fo-
teruimarda que uum-uuum-mq- tsadajes e 81 -
predlemn 40 ssignacida sinple aseeisdo y peler esf cemstrulr -
1s matrie Q.

s, weddr, s waldr, w,wsdr smwedP,
w9, wwsldr, w,w,m9dr, wweldy,
swwdier, u,welir, uwwadr,, W,

8 oy, e, . W, ols v, . oy, e r,, . v ube P,

1o matris § tendsd wa ) ea 1ao poetelonss (1,3) pare las qw -
Ri eV ew;e 7 00T0 OR las denda; entoncess

Qe

occo
OOOO
oo oOow
e

Se realirs 1a ssignasifa maresado ea csds reagléa ol i~
asr 1, pero ne oa 1a colums 4o we asigaseila previa.
S0 sarva 1as auigmaciones @oa Asteriseses

o o 1* 1
|0 0 0 2
o 0 0 1
o 0 0 1

Vo os peaidle haser transferenoiass (1a asigasoifa es épty
‘A PATS 0888 WAtTir).

31 reaglén 1 no es esencial perque ae o mm. sever n
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tadividuo 1 a otre trabaje 3o gsaigpedo.
1o misme ewoeds o¢on sl reagléa 2.
1a eolwmd ) o8 escncial porque tiens um 1*aaw rengléa
» ¢ oseasial (el reagléa 1).

1a eolumma 4 00 csencial perqus tieme um 1* ca wa rengléa
B o eeemeial (o) renglé: 2).

Leo vonglomes ) 4 y 120 e0lumnae 1 y 2 00 803 osencia~-
100,

Se mareaa en R 108 ronglomss y colummss esensiale: (em o
$0 0800 1as solummas ) ¥y 4).

:.v,-oo
2 3

S0 tiene ¢l Oaso 1 @ 1a RButian IIj pare todes los e clcaes =
20 coomsinles i 80 tieas w; >0,
$o caloula a ¢l ainime entre 4 y u; pare las 4§ no ecozeiales -

s L

e d“.‘o"u L e B S T TIL PR T PR PR T
LI R K T P S -r.,,} .

watn §1,2,3,6,3,8,4,3} =

smin}1,9,8,9,6] =1

S0 haoe: u;-uren pare todos los reaglonc: i ro escreiales
V;-aV; 48 pare todas las oolummc> § ccencicles
1as dsads v:riadles quedan igu:l.

B-tonoess '

w958  v,=0-50

w857 v, =020

=623 v, 0]

L BN
- N2
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Bstado 2.

Se vuslven & analizar las desigualc:des ui+v; > r;- pare =
cambiar Q.

wovabar, weweldr, usvsldr wwaidr,
G eveldr, wewseldr, ww.sl>r, wwsidOr,
wev,s9s r, u,ev,sldr, uw s9d>r, uwefd>r,
U W, =9 r, U slsr, u,w 9=, wv,ebe

Batonces:
*
1' 0 1 1.
Qs 0 0 0 1
0 0 o0 1
o 0 0 1

Se iatroduce ua :uevo 1 en 1a posici(a (1,1) y hay was pg
sible trunaferencic que se indiea eon 1 flecha, Beta treansfe-
Tencia @nduce & una asignacidéa complet:.

El rerglén 1 o ceencial ya que o paede mover al indivie
Guo 1 del trabajo 3 al trabaje 1 qwe ;g coté seignsdo.

1a columa 4 o9 ceencial porquc tiene wa 1*aam rengléa
Bno esencisl,

Los deads recglcnes y eclumnas RO 802 eeenciales.
Se marcan oa R 1las 1{neas escnoiales (renglemes y oolum=

3¢ tiens el Caso 1 de la Bwtina II; pare todos 108 ronglg
nee no esenciales i ur) O,

'Se oalouls n el afnino entre d y los u; para i no esenciz
1".0
dwmin ju; e ."S}

Liro



dsmiu{ U #V) =Ty U ¥V, =By gU 47y =Ty g Ug ¢V, =Ty g U, Y, <55,
U, #V) =Ty gU 4V, =Ty, Uy ¢V =T, Ut -r..,l =

=nin {2.’.1.2.7.5.30204‘} =1

menin |1,7,8,5} =2

Se Bace:s u; —yu;=n para todos los renglomes i no esenciales

V;—3¥; 4B pere todas fias colummas j esencialed

3
1as deags variables quedan igual

Entonces;

u, =808 v, =00

Uy uT—n 6 v, "0—»0

Uy =87 v, =11 ‘

u‘-’—,‘ vy wl=p2
Btado 3.

Se analizan las desigualdades u; +v; gr,-“. para cambiar Q.
uev sl x, uw=bdr, U 7D, U =4>r,
W mBdr, UV ebDdr,, eV, =TOR, WV =4>T,
Uev,a0= 1y U evyaTar,; Wens8drn, uevs=Sdr,
W, v =10 5r, U eV mB= r,, U eV E9= B,y U sV =Cs T
Intonces;
1€0 1% o
o o 14
®io 0 0 1
c 0 0 1
Se agregd un 1 en la posicidn (2,3)) y ae eliminé el gque habdis
en (1,4).
Hay dos posidbles transferencias indicadas con les flechasa,

1 2
La transferencia .[3/ y conduce a une ssignacién incomple -

ta ya que el trabdjo 4 queda sin asignar,
Se asigna entonces el individuo } al trabajo 4 (o mse pue.
de amignar tasbién el individuo 4 al trabajo 4) y se tienas:
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* o 1 o
0 o

p LA |
= 1o 0 o 1¢
0o 0 o 1

£l rengldn 1 no es esenciel ya que no se puede candiar al imdi

viduo 1 » otro tradbajo ng asignade.

Lo mismo sucede com los renglones 2 ¥ ).
£l rengléa 4 no es esencial,

Ls eolusna 1 es esemcisl porque tieme un 1 en un renglén noe -
esencial (el renglén 1),

Lo sismo sucede con las columnas 3 y 4.
la columna 2 a0 e8 esencial.

Se marcan em R las 1fneas esenciales (renglones y colusnas).

o
w - D - O

Se tiene el Cuso 1 de le Rutina 1I; para todos los renglp
nes no esenciales i u; DO
Se calcula n el mfnimo entre & y los u; pars i no esencig
les,
d-:qi.l.l uj +v; -r..j} =minl W\, =Ty g8, ¢V, =Ty JU, +V, =1}, ,
wbievde, u ey, or,
emin {1,4,6,1} -1
nemin {1,8,6,7,4} =1
Je hace: u;._su:-n pars todos los renglones i no esenciales
V,'—s V; ¢n para toda® les columnas j esenciales
las demds varizhlec cuedcr igual
intonces;

‘u.:8-—>7 v, =0—>1
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Uys6—>5 v, =0—0
u,=7—>6 Vy=l—2
Uy =4—5 3 vy =2—3

Betado 4.

3¢ anslizan las desigusldades ui+¢ 2 F:. ¥y 80 cembia Q.
U e, mB= T,  ugev=6>T, U W =TOT,  uy =457,
W eV, aT= T, U, eV =5 0T, WY, =601, Uye,sls 1,
u a9 Ty UeeVsT= By W e, =851, U ev,=50ry,
W, el0> T, U e ele Iy U Y =0 By UV =6= T,
Intonces:

4

1 1 1 o
0o o0 1 1
®lo o o -1t
o 1 0 1

Se tiens un nuevo 1 en (1,2) y uno en (4,2).
La asignacién que se tiene @3 incompleta,
Se asigas ol tridbajo 2 al individuo 4 y quedas

1* 1 1 o
o o0 1 1
x}l0o o o 2*
o ¥ o 1

Todas 1as coluanas son esencisles (a ningdn individuo se le
puede cambjiar & otro trabsjo no asignado).
Todos los individuos y todos los trabajos estén reignedcs,
No hay transferencia posidle,

la asignacién {(1,1).(2.3).(3.4).(4.2)} es dptima,

3¢ cumple que u; wj}_r;). 1,3ly000,8

Variables dptimas;

z, =1

Xy =1

X, =1

Xy =1 las demds X =0



6)

Variables duales Jptimas:
u, =T L /] =1

u,=5 vy o0
u,=6 v, =2
u =3 V=3

¢'= u.+2v-= 27 =r, WMy e T, = e?
E] A'l
W la siguients tabla se suestran las cubjiertas (presu-

puestos adecuados) que se obtuvieron en oads estade.

Batados; Vi Ta N Y
Q >1 0 2 k)
> o 1 2
o ©°o 1 1
?—»o o o0 o
- -
w 1 8 8 98 7 9 9
w 6 7 8 9l 1 4 9o =B
u, 3 4 5 6|2 3 2 &6
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11,2 PRESENTACION II (PII)., DIBIDA A LEON P, MC.GILINIJ,

51.2.) PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

I cata presentacidn del algoritmo se utilizard el plan--
teanisnto del Problems de Mignacidn expuesto en la intreduce-
ciéa, oo decir, '
Niniaisar l-;icg‘- X
(?) a.a. hta
Prodbleaa il:i sl im)l,..0,m

24
Frimal t!" al jelyeee,
3

. 8'32_0 1."1.0..,.
tonde; , '
09l { no oe asignaaj
|

1ol § 850 asignaa
&4; =008to por asiguar ia]
R prodieas dusl es;
Naximisar -f_u;oi '
M el

(2) s.a.
Frobleas Wy S0 13l ,m
Dual u,v; sia rentricoidn i, §sl,.00,m

la interpretacidn econdmica de emte prodlema e sxactanen
te le misaa que 3¢ presentd emn la introdmecida.

15.2.2 ALGORINNO,
I91C10 :
8o selecciona una solucién dual-factible inicial de la sj
gaiente sanerss
“"-"“‘.lcc"l iml,.00,0
'J‘ ?.“!. {c.'" ﬂ:‘ Jnlyeeegm
Pars ver que dicha solucidn es factible en reslidad se -
tiene que verificar que se cuapls u; R TRR TF L PR B

—
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B otras palabras, los costos T;; =¢; -u;-V;, llamsdos cos
tos reducidos, deben ser no necotivoa.
A continuacién se comprueba esto:

La aatris de costos del problema es ;
c“ .ooch
c- *
L

.
eﬂ‘oooc“

Cada u;es igual al afaimo Ci; PAXa j=l,.e0o@. 5i 8 108 elemen
tos de cada renglén i se ln resta u; se obtiens Xe matris C°,
1la cual tendrd solamente elementos mayores o igusles que cero,
ya que on cada renglén se resta el afnimo de ese reunglén,
Cur =Y, 0 00Cyp =ty
C's .:

Oy =Ups o s Ona=iln
En cada rengldn 1 se tendrd sl mencs un cero, en el lugar
(1,3*) donde u.'-e.-‘o-&%::‘{cql porque oy =y =0,
n la matris C', para cada colusna j 3¢ obtisne v;que es o1 =~
nfnino de los (c‘J. ~u} ) pars isl,...,8,
31 en la matris C° se reata v; a 108 elenentos de cada columns
Jo 8¢ obtiene la matrisz C'* cuyos elementos taabién son mayo~-
res o iguales a cero ys que en cada columna se resta el afnimo
elemento do la misams,
u-h se tiene que en cada eolulnn hay al menos un cero que =
eorrnponao & la posicida (1°,3) donds v; ;=005 = -m \e:‘ -u-}
POTque oy, =y, ~V; =0

Le matris C'° o8 la matriz de costos reducidos S,J. =o(; =\
-v; bR ) PPN 1

Sy =W, *V, ¢ eCyy =W, =¥,
c' L L4

.
eq‘ -ua.v‘ eoe c* "uu"n
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Todos los elementos de C** son mayores o igusles a cero y
en cada renglén y cn cade columna hay al menos un cero (ads a-

delante se verd la importancia de &3to (ltimo),
Los elementos ds C'° som lot Cpp =y =V; > 0, entonces c;: >
Lo/ 3R TF L2 PYTREY B
Por lo tanto la solucién dual imicial e factible.
PASB FRIMNAL.
Se define el conjunto 0-1(1..1)\ oy -0} .
I esta fane del algoritno se resolver
blema primal restringido;
Hin x,= ﬂx;‘ 0‘2.‘1‘1
(m) 8.2,

ol siguiente pro-

d’%&’gi *Xig=l d=l,.c00m

“‘;"u .q =l "1.0...‘

Xy 0¥y X320

las variadles x; y x; son variables artificiales,

81 la solucién Sptima de (PR) o8 ﬂ =0, entonces, 8in las
vatiables artificiales, se tiene una solucién Sptime para (P).

34 x$ JO se determina la solucién dual complementarias, -
que o8 la solucidn para el problema dual de (PR) que se puede
obtener usando el Teorema débil de holgura complementaris (A-
péndice B) a partir de la solucién de (PR), y se pasa a la fa-
se Gual, .
' B seguids se demostrark que si x% =0 eptonces se tiene u
aa solugidn dotina para (R).

Dmostracién. Para el problesa (PR) se eligieron las va--
riables x,. de (P) con los costos reducidos
uds pequefios,

81 x! =0 se tiene entonces que les varia---
bles artificiales x; y Xy 193=lgeesm oON
iguales a cero ya que i vXa; 20 ¥
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3 PR S SRS SHT YRS S
For otro lado, en (IR) hay en cada restric——
cién al menos una x;; €Q, e3 decir, pars ca
da columna y para cada renglém hay al mencs
usa x;. tal que 6,‘. =0 por 1la forwa ean que %¢
construyé la solucién dual factible imicial
7 la matrip de coates reducidos, (de ohf la
importancia de que ea C'' en ocada remgléa y
on cada columna haya al menos un cero),
Batonces, si x¥ =0, para cumplir con las res
tricciones de (FR) debe suceder ques
X ;=1 pars alguns § i=l,...0
x;; =l pars alguna i jsl,e..,B pers (1,306Q
s decir, se tienen a parejas asigmades (tg
dos los individues y todos 108 tradajos es-
tén asignados).
Jor lo tanto se tiene una solucida dptisa pg
ra (P) ya que s¢ utilisaron solsmente ele-~
nontos de Q que tienen 108 cOStOS Que ApPIre
tan 10 menos posible a 1a funciéa odbjetivo
de (P).

En (PR), al ainimisar x,, 8¢ e3td tratando de que el mayor
nfmero posible de x;; pars (1,1)€ Q tengan valor igusl a 1, o8
decir, que 3e realicen ¢l mayor niaero de asignaciones posias
bles con elementos del conjunto Q. Este problema se puede plap
tear comoc uno de flujo méximo de la siguiente forma;

3¢ construye una red con 2m Vértices: 1,2,3,...,8,8¢1,0,
oym+n on la cuml existirdn los arcos (i,m+j) si (i,J)€Q i,J=
) PPN B

Adends se tendrén un vértice origen s y un vértice desti-
no ¢ty 1o arcos (s,1) i=1,,..,m ¥ (mej,t) j=1,00c0,ms

El problema consistird ahora en encontrar el flujo miximo
que se puede llevar del origen s sl destino t de la red, cuyos
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arcos tendrén capacidad igu‘l al,

De esta forma, el flujo que podrd llegar a t serd isual -
al nimero de parejas que se pueden asignar cumpliendo las res-
triceiones de (PR),

Para encontrar este flujo méximo 8e utilizard el Algorit-
mo de Pord y Mulkerson (Apéndice A) y al final, los arcos (i,
m+J) que tengan flujo igual a 1 corresponderdn a las variables
X que tendrdn valor 1,

M la ltima etiquetacién del Algoritmo de Pord y Mlker-
son se tendrdn los conjuntos: A=conjunto de vértices etiqueta-
dos y A°soonjunto de vértices no etiquetados,

La red descrita es como sigue:

En 108 arcos se tiene:[1]=capacidad. Del vértice i al vértice
m+J bay un arco 81 (1,5)€Q, es decir, 81 §; =0,
Kl dual del prodlema restringido (FR) es;
Max a= ) &+ A;
s.a | 3

(m) (1 T

‘:06-5.0 (1,j)eQ

d: _‘_1 1-1'.00..

pj ﬁl J=1,. eepl

< 00 sin restriccidén 1,J=1,.,.,0
Usando los conjuntos A y A de la ultima etiquetacién, u

na solucidén dptima para (DR) se puede construir asf;

1 1€a <1 mjEA
J-- ¥
J {-1 16 £ e {1 nej€ A
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Obsérvese que e: 12 solucién éptima para 1a red de flujo
méximo 9i el individuo i no estd asignado, x; =1 pars cumplir
la factibilidad en (PR), y entonces i€ A («;=1) y si el traba-
jo j no estd asignado, Xo; =1 para cumplir la factibilidad en -
(PR), y entonces j€ A" (p3=1). 1o anterior se puede comprobar
también por el Tedrema de holgura complementuria (Apéndice 3).

Se demostrard ahora que en realidad of; = 1l ied ,
-1 t1eA
, sl adjed es una solucién 4ptima para (DR),
Ai 1 meje A

Demostiracién, HipStesia; Se tiens una etiquetacidn dptima.
Primero se demostrard que la solucién es -
factidble;

a; =1l cumple «;<1
«; ==l cuaple «;«1

;=1 cumple fi<c1
8, s=] oumple G <l

Para (1,J)6Q: 351 =2 y/%--l entonces «;+4;
cumple -(.'o/%. <0

Sieim=ly (%; =1 entonces «L; +/3J- cumple

o +3;40 '

Si fy==1ly A---l entonces ‘("'FJ cuaple
o(.'#é’- <0 ,

Kl prodiesa podri{a estar cuando=l y R =1
e» decir, 9] individuo 4 estf etiguetsdo y
gl trabato 3 no estd etiquetsdo, Se tienen

dos casos;

s) K individuo i no esté asignado al traba-
Jo §; entonces el trebajo j puede ser etique
tado dende ol 1nd1vidﬁo i 1o que contaadice
1a hipdtesis de que la etiquetacién es dptisa.
b)El individus 4 estd asignado al tradajo j;
entonces el individuo i fue etiquetado al £}
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nal desde al tradbajo j y por lo tanto j debe es-
tar stiquetado, es decir, /3;--1 1o cual es una
contradiceidn porque ﬂj =1,

For 1o tanto ¢l case «;=1, l--1 a0 puede suceder

- =]l mejeh
para (1,J)€Q; aof, «(; = 1 teal 8; { L mesedS
s uns solucién factidle para (IR),

Anors se moatrard que es dptima;
La fumcidén obdjetivo de (DR) se puede escribir e-

oty o i(‘l’ )024‘01"0

Bire wig= e Mia2A dot- Mej 20
Ouando x;. =1 {1 eatd uioldo & ) significa que
anbos, L y nej oatém otiquetados o ningumo de les
dos entd etiquetado, entonces z (d.op :)u0 (o8-
to ae prodard ads sdelante), ¥t %
Las variables x;, isl,...,n &¢ (IR) correspon-
den & les restricciones « <l 1sl,...,n d¢ (DR) y
las variables Xy J=l,...m &8 {”R) corresponden
a las restriccionesG,<1 Jal,...,n do (DR) (por
1a definiocidn de prodlema duad (Vorﬁ.p.p.zn-
238 )):
Intongess
34 x;,=1> 0 entonces «; -1} Por sl Teorema de

. . holgura complementa-
51 24j=1>0 entoncesG;=1) ., (Apéndice B)

Se tiene entonc
d 'Z‘t ‘Z p; {!,‘ ix(J'xQ
{ots 2ig20 M.g
entonces d‘-x' y como x5 era Sptima para (PR),

¢* es 01 valor éptimo de la funcién objotivo en
(DR) (por el resultado de Programacién Lineal -
que indica que en caso de existir, las solucio-
nes Sptimas de un prodblema y su dual Bon igud--
les),
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Por lo tanto
1 iea -l mej€ A
o« '{.1 iec £ (- I 8¢J 6 AS
o8 uaa solucida 4ptima para (DR),
Demostracién de gue cuaple xu =) (1 estd geignedo g J) eig
gifice sue smbos, 4.3 med eotfn etisustadoe
n ¢ 2os 4os .

Supéngase que una variable x; e (72) ea 1a
solucién Sptima tieae valor 1, es decir, x;
=1>0, For ol Teorema dédil de holgurs comple
mentaria (Apindice D), se sabe que -(;oﬁ--o
7 e3%0 3010 puede suceder sl sl 701
o ;=-1y =1, o8 decir, cuando 1C A ¥y 8¢
€Ao cumndo L €15y nej 6 . (Recuérdese -
que las varisdles x;; de (M) corresponden a
las restricoiones o 4,< 0 (1,3)€Q de (DR)
por la forwma en que se¢ define el prodiemas -
dual).
Al terminar la fase primal se tiene una solucién dptima -
para (DR). Dicha solucién se pusde construir una ves que 86.cQ
nocen los conjuntos Ay A°. Se pasa a la fase dual,

FASE DUAL.

En esta fase se modifica .1a solucién dual (u,v) para que
8¢ adnita al menos una nueva variable en el prodvlemaprimal =
restringtdo, Despuds se regresa a la fase primal,

Lo anterior se realiza de la siguiente manera;

Je calculas

© B/ (o )mtn } & /taiog) | aro@>0]

y 3e modifica 1a solucién dual as{:

ul =up+ou;

b =V .
vj vJoO{e‘



Los aueves ocoetes redusidos serda
;." L i.’j "“ 0%(‘:.‘pj)

)

B seguida o0 doncetrard quo 1 nweve selucifa dual e -
festidler, que los auevos eostos redusides sen sems oo iadied,
qQue 1a funcifa ebjetive &) prodlems dual (D) avments oa wa -
saatidad pesitive 7 quo 81 H0N0e WA BNOVE Variable se intredy

o0 oad predlemn primal restrisgide (M),

Demestresida g0 qpe 13 pugve selupidn dual e feetibls.
o sale que “”‘i.fc ‘.“1'000.-. Se ‘ng
o domsetrer «o w wl < 0;‘ $)d%40c0Be
nmmo.mm-ﬁ-mumm-
90 80 salsula, Siemsa dsnaminsder 2 yo qwe
«ie;> 0 oble 00 owmple ewandedsl y4e1 -
POF 10 que oatre oo que 00 ostablece real-
asate ol afaine o entre lui':.. Por 1o tag
% o0 tiens "‘ “ M 'yn.v..“r
-, 7 :,.-,:-.?0“‘ ‘i
se tuun 4 mooo
a)uiel, g o1
wl et ouprex vV +qn i v #6(1) +X(al)e
W v, < 005 oatonoes u' w:. <o,

P} ==l g;e

wiwh emieogw; oop;-;w-n(-t)oeu)-

!g"o ‘ 0fs eatonces u'; 0' < 07

0 )i ==L,y Ajw=

l'; vt -n-na. v e0Nm; ;¢ ("'Tﬁ)"o *
(-T‘*F)@i" Y ) (- R A

"" .2‘.'. /‘d’ *A’ )‘(”’ -3(."./2’-

swiwF<e; yo que 3, > 0 porque (r,k)4Q
4 por eso ‘V"ﬂ<.'“' eatonces “"’ ":’ < ‘tj

—



n
‘)".’ll. ﬂj.‘ .
1) (1,3)€Q1 ya 90 vie qus pare estas Jarejus
no pnds eourrir que«isl yas)

11) (‘o’)‘ Q
w vl wm; o0 ov; ¢4 mmiov; o(Sun /(¢ B ;
W& /(% 0f:)) P o 49 {8 /(6 444)) (1)
i /(4 8:) )(2)0m; ow; (B, /(4 30) )(2)m
i ov; (T /2)(2)mup v 4T
80 s6%e qQue l'.-..-o.-v.sn;-o,‘--q-g
pere (1,3)4Q, entensest
w vl e iev oy < u;n‘-d,g eV 40 o8}
e oatenses v w}gﬂ;
Por 1o tante 1la ameve solwsifa dual (u',v')
os fastible.

Densstreoida 4o tue oo Mueves Seatoe Iednsides st
B a0 <a vl wo; ~(uean;)e(v;+ OE)e
s, ~w =v; ~o(ei +4; f-‘; ~at=v; T /(s ¢p0))e
o(«ieg;)
=i =i=Vi= T /N 45)08;; <o o § (dieg)

Por 1o tanto 3',-‘._ 5 <Fn --Ia-(-(.'op_;)

Demestrecife g0 cue )8 funolln shietive del aroblems dual
{P) suments e wme cantifad Rositive.
Se ntq QUE W, Y0, Ce 0 o MY, PV, So0 o T,
'.Q% ‘." LIYYL. 18 -". 0'.. Seoot¥l,
WO S, 0V, $0L0 0 0 o VG IOLPT, SNV, ML, o IVL00O8,
v b TR PRITRR, T, (R AT o”.”“.‘o . oﬂ.’!.’o ve
+Ad
3¢ eabe qus 650 yu que Oudv /(«y +51) dende
dry+f,02 3§, 98y, =u,>%, >0 porque (r,k)¢ Q
T Gy#Y, Oy
Aonds 8% 0 toctnint @, 4eeetOn 08 01 Sptine
del problems dual (DR) del prodlema primal
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restriagito (?2) y yo o0 demostré que &'ax?
Couo 2leml, teo oBU 02, teoitUn ¥

u. .I‘ > 0 19391500 R JOF 10 QWO I:_)_Q
Batonoss VR, 000 o M0, W, S0 0ot s0d” donds
eod*>0.

81 080 quiere deetr qu 2 =0 7 eatenses -
2o serfa Jo Mmeecaris 1a fese dwal perqw ea
1a fege primal yu se teadria ¢l {ptine pare
(r).

Batenses 04°)0 3 per 1o tante, o1 valer &
v ammsata ¢a wns caatidad pesitive.

Demcetrecida §0 qup 0) BNMS VAR BNOVR VArishls ge Aaire=
$aee on o) arebiens Irimal restrinsife (IR).
Se sa¥e quw jare 1me (8,3)¢40Q
W0 v} o 0w aBey < 800 60 WV, 40 <o
It
Tare 1ae (2,3')4 Q sales qw 3, =d..o0 tig
30, por 10 aatefer, que u'p Wy, =y, , op
tomees §° U [ -a%, ﬂ}p
Ang, (1°,3°) pmd & Q y por lo tante
21y 00 istredmeind al prodlems primal ree-
u-ucuo ().
Anors o destatyerd sug o) Alstritme e fialte.
Demsstrusida. 54 ne os posidle enscntrar wma solucifa yo-
re (FR) do tal manere qwe =¥ =0, se repite
01 5reeess 40 salsular les valores ds las -
varisbles 75 de (IR), do cambiar las varip
bles duales y do calcular loe nuevos 0ostos
redusides. Bo odvie que 61 0408 108 Ceetos
reducides o¢ hasen coro, se pusde enoomtrer
- solucifm éptima.

Seaa .." ‘.”1..-0.. lee costos reducidos
m “ 1”!'!01‘. y c.; ‘.’.1.000.. 10' -
eoetos reducidos en la siguiente iterscién.



5
Se tiens que los costos redusides soa sienpre no B9
gativos y sdenda:
(]
ii‘:; °ii"{5 '2(‘{; -4 ) 'Z(‘tg"':,’ ) e
12§ 20324 \ci;;l«:«,,‘- ;.“l {(a‘,j;\(.-ﬂ’p;;.l
‘ .o él; & & .3.:.
\:i,;z; o(a & ,a;é.-o)l \3\(«9 -y m‘u?‘

- : "J'-' -l 8 .'Ju.lll
[(‘J?’Sl.s?::}:i‘] ia )”I(E;‘Icﬂ‘i.::‘?t! a( *

h ¢ aff gy 02 )=
1)))41“2‘”(‘3‘:‘5 ;(:%;a §(=1=1))) ¢+

o e mByy o4(=]e L
\’a},.‘:,"g.f,‘,‘;:." « ok(=141)))
=30 ¢S ¢ B, ¢+ 20

Vst =y o4 bk gi=d feh,inl g = A‘o'"‘ ViV -s,p;:.}
- Iﬁvu L4 Z-“u

R PRPY § TP R

Abore biea, 81 <iel entenses | €A ¥ Der 10 temte o)
ares (8,1) ¢ © =sertature afutan o 1a red &o fluge
nixine, yo quo on {Z séle hay olemsates &0 1a forms
(9,1) o (me3,¢) por 1a essrusture éo las redes qwe
50 uoen ea o) predlems. Si4; =1 eatonces mejc &
7 ol aree (a+d,8)$ . Sid;==] entomoen 1c A° 7 01
sros (0,2)€ . 51 8; a1 ontoncos me3GA 7 (243,8)
e ‘ [ ]

Mecwirdese que ol ndmero de variables x;. que pue-
don tener valor 1 os igusl al fluje sfiximo que oo
obtiene, y por 1o taato, igwal al valor de la cor-
tadure minims,

Def{nsase ahore les siguientes comjuntoss

Wi 1 (o.s)éC}. Ses (1| et
Pl g1 (meg8)6g]. Sen (7) =
f‘t donds M= 1..00..1 $ ‘xa"*l
f‘-’ donde M= ‘.oo-..} ] l""-’
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Sea (m=f)¢(n-t)e=nimore do olomsates 4¢ la oor
tsdure afaims  wninere 4o variables xj;00m va-
lor 1.
Batenses 00 tiene Gue:
Z 200, 01 «dfra 'i.l-vu 02 2y =
WNwmra) Wplerz,0:40 G,8) as,e)
.kzimdl'l"(.")“ndl.‘ﬂ)&n
S0 tiens que [ +f es ol adusre ds avees QW B0
setéa oa (5 , 00 quoi £ +f-ge{ 20-0 }-mem-e.
(feta2n-0 porqus ea {0 sele pusden sotar arees -
4 1o forms (0,4) y (meg,8) 7 ea 1s rel existen
2n arees &s oete tipe).

M part ‘oL ® (o1 owm 00 tione o) éptime)
¥ sefs # (3.---3'_.- Juu(n-0)26+x 00 wa oatere
Positive’, ‘sleapre 7 euands 1ov olemsates 4o 1a
aatrir ds coatos originnl sean eateres.

Ceno 100 olomsates &0 1o matris &0 costes Treldn-
oides siompre sen no MgSivos (por 1a censtrvg
eifa de la matriz) y 6ado que 1a swma @9 diehee
olementos oo yoduse on wa eadere positive ea o)
da 1teresién, ol algeritus oo detiens on wa aé~
2ro finite 40 pases y al termimar ge obtione -
wAs selucida Sptimn pyor oumplires las eeadicie~
nos &o Xuha-Tusker (Apéndice 0) las cuales imdy
cas quo of dos solucionss x? 3 (v*,v) 40 (P?) »
(D) gyspectivamsate, © A o8B 1ad reetriseig
| g::“l 1) PePeses 1) . 'o"’.l m.ooopl'l("zg
P [ PR 1) ‘,”"'s.‘" 1.’.1.000..' b 4 “ -
satisfacen lss oonuefuu de holgura complomesy
“:“ dadas por (.,30 ‘.“’)’.‘;" 1,391 c0.008 =
(Z x =3)w=0 4edyo0nymg (2 xi;=1)v; =0 yad..
s ontonces 2° y (u®,v*?) sén soluciones Spsi-
aae pers (P) y (D) respsctivasente. ‘



n
1as condicienss és Kubm-Twoher o¢ ¢wmplon és la
siguiente ferme: -

1as ”.‘n”‘n.z .'J sl i=]l,.0000 ¥ ;.‘J. =)
3%l,0..,8 00 sstiifasen peTqUe, DOF 10 QW0 &0
b viste on la dessstrasifn, se lleoges & temey
tedas lae wariables :..J. ‘.,.l.ono'. doatro @0
(?R) pudidadene asignar todes les individuce y -
todes les trebajos d¢ tal maners Que a ¢ada fa~
dividuo le corresponda ua sole treadaje y & cada
trabaje wa e0lo individuo,

18s restriceionss 3i;:> 0 1,3%1,...,8 00 oumplen
PO 1ae 2y 0610 pueden valer 0 § 3.

las yestriccicnss Wevo <o 4y3%1p¢00¢8 00 0~
tisfacon pesque ol algoritasd mamtiond sicagse -
s fastidbilided dual.

las ceadicienss (.p -a; "' ,'." 'ad 4,3%p0000 =
o0 cumplen pertwe u z;--l.) 0, 1 00 ul.‘ a3
7 pa¥e cuwe esto suesda 01 costo vedmeido 0:- do
e ger oero, pere este cesto reduwsido umom
€2 & 18 holgurs o ~u;~v;. Fatonees, of ".I> ]
o0 tiene qw o -.-v--c.
1 0;‘--.;-‘.)0. 0800008 X; =0 PeTYWs 1 20 00 ~
pusde asigoar & J ot 3"-0,-- “a;~v; 20 08 SeXe,
Teabién puede suceder qwe X =0y o; ;e s e

3as condiciones ( - z;--l)u--o dal,00000 F

(i zp -l)v,-o 3-1.....- 20 satisfasen porqwe
o' (?) 1as hol;ures son sieapre ocere Jo que e
todas las restricoiones o¢ &ode owmplir 1a igma)
dad para satisfacer la fastidilidad primel.
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11.,2,) BIEPIO,

Se resolverf el siguiente prodleaa de asignacidn,
[ Minimisar g=7x,, ¢bx, Q:xu ogx.,
dxgy ¢ X, obx,, ¢+Tx,,
5x;, ¢2x,, ¢3%,, 0.‘,“
23, *4xy, 42Xy *3X ¢y
(” 3.8, o

e 0! T PPN |
E )

z’.‘; al J-lgo co.‘
0 0

\ 83330 1."1.000.‘
Problema dual: 4 i
Maxinisar w) u;+

vi
1=t

8,8,

u, +v,

u, oV,

(0 u o
Uy o%
g,
u e, <6
Uyt 5 7
UgeV, < s
u,w, g2
u,ev; 5J
u,ev, <80
uyev, €2
Wt € 4
Uty <2

u e, <5

\ up,v; sin restriccidn i,j=l,...,4

Inicio. Se construyen la solucién dual-factidle inicial y
la matriz de costos reducidos,

La matriz de costos es; .

YYD
Y Y Y X

7 6 8 B| a6
c = ‘ 1 6 7 u.:l
5 2 3 8 u,-?
2 4 2 5 u‘zz



19
C'=

O wiwi
NOOQO
C-=un
wooON

v'-o Vg =0 v‘-o v..-z
Batrizs de costod nduct.un

1 0 2 0 _
3 0o 5 4 Oz mc s =up =
= 13 0 1 " ‘

0o 2 0 1 ’

Solucién dusl factible inmicial;

‘..‘ '.-0

uy =l \ Y

u, =2 vy =)

u‘.’ "-2

Tase primal,

Q= i(ioi) ‘ a:jﬂ} s ! (102)0‘104).(292)0(302)0“01)0(493)}
Prodlems primal restringido:

s \.

S R

(M) x|, +xy *Xyq «l

t Xy =1

X3s 12 IV =]

Xy *Xg Xy =]

Ry X =1

Xy +Xgy 423 +Xuy =1

Xy ey =1

t *Rgy=1

xj .x.-‘,xq-}_o. 1ydmdyeced
Se resuelve (PR) con 1a red restringida de flujo méximo:
I 108 arcos 8¢ tiene: [1] scapacidad, f=flujo.
Las etiquetas de 1a ltima etiquetacidn se marcarén con
un o



La solucidn es x,,s1, Xgq®ls X, =1, las dmds % =0, Nujo ndxj
mo=), '
An {-,z. 3,4¢2] oL &1,4.4.1,4.3,4.4.:} -
Cortadura afnisas
ﬁ o} (n.;).(n.d),(u:.t)} Valor def =3
Se obtiemen 108 valores de las x;, ¥ xg
Xy =l eatonoes x,,=0, x4 =0 :
gy =1 antonces X =0, Xyy=0} Oumpliendo la factibilided en
Xy =1 entonces xy =0, X, =0| (MR)
Ko =1
xg=1
Se tiene que x:ax“u‘,-i’)o. entonces no se tiene adn una sg
lucién éptima para (P), por 1o tanto se odtiene la solucidén py
ra (IR) y se pasa a 1a fase dual,
El problema dual de {FR) es;

Max dae(s.ccodyep viaefy

3.8,

ol (3,40 el A €1
(o) o« +0,40 <1 sl

X1 +0,¢0 Gl el

oy +(3, <0 o g1 (3.,41
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4 +Q20
Ky +0q<9
‘(7'444‘ sim restriccidn 1,3=1,00094
Se obtienen 108 valores de las =| y/Aj usando

1 ieA =1 m:je A
“' -{ ’J"

-1 i¢ & 1 mejg &S
‘l =al , =1
oly =1 ;; == d.--10101-101-1+101-?=8:
oy =1 al
oty w=l (.l.'al
Fase dual.

o) u.ne q} -{ (1,1),(253)5(243)5(2,3),€2,4),(3,2) 4 (0.
n.u.n.u.z).u.u}

Jl [ a. =0 ‘] ’A o
4 +py =0 =2
+a, =l oy .,g,.z
2 *p, a2 oly *4,==2
4‘ OP,. =l oy OA-O

° a‘;‘lsfj/(‘(f’ﬁ" \B 1) o] =ntn [ (8, /20,20 /2, (2,4 /2,

(3,. /2).(833 /2).‘8‘,‘ /2)3 -10{%.1.1.1.1',1} - %- E‘ﬂ

22222 2
Se modifica la solucidn dual:
uY, =6-(1/2)=11/2 v =0¢(1/2)=1/2
u =1+(1/2)=3/2 v? a0=(1/2)a=1/2
u', «24(1/2)n5/2 v} 04(1/2)=1/2
u', =2-(1/2)=3/2 vi =2+(1/2)=5/2

Se calculan los nuevos costos reducidos, Je puede hacer u
tilizando SY; -'c',J. -8,..&(4;0@;) ) E'U =05 -uf=v* o Je hard uti
lizando lo primero. Se tiene que Ty =G, =1

o}, =1-(1/2)0=1 oy =3=(1/2)2=2 ¢}, =5-(1/2)2=4
e}y =0-(1/2)(=2)=1 o}, =0-(1/2)0=0 cj, =4=(1/2)2=}
¢}, =2-(1/2)0=2 cjy =1=(1/2)2=0  c%y =0-(1/2)0=0
!, =0-(1/2)0=0 o}, =4=(1/2)223 ¢’y =1-(1/2)0=1
e}, =3=(1/2)2=2 e, =0-(1/2)0=0

¢4, =0~(1/2)0=0 22=(1/2) (=23

0
cul



Se wuelve a la fase primal,
o L0, 2,2,0,2, 000 0,00

Fredlems prisal mumt:ou

RMa l.oil“ ..Z,‘.‘J.
4

.8, (=
t M oK, a)
x oz =l
(m) n 2,05, ey 2
Xy Xy X el
l“ 0:‘. el
"‘ "“ ’:“ .l
.“ .l" .&4‘ _)_ 0 P T PPy )
Se resuclve (FR) ess 1a red restriagide d¢ fluje sbximo;
I 100 arces 80 times(1]scapasidad, fafiuje.
Las otiquetan &0 la dltins etiquetacidn 00 mareea ooA ua ©
[$)U4 4o, Q
Ct Y4,
Lesiedy

Louny 1)

Ia seluecifa o8 Ry=l3,;, ol 25 01y 2, =1, 108 donds Ii'j-O
Muje nizine=d
lo]  af1,2,3,4,000,002,403,000,8]  wed
Cortadura nfnins;
¢'{('ol’o‘.o’)o(.o3)o‘0.4)} Valer COc ol

Se ebtienm 100 valeres do a8 x., ¥ X ;!

), o) aonces z a0, x, =0 Guanpliendo la faotidilidad @

2,;, o1 MWNS X, =0, 3,0 (m).
Zy3el GRWORCES Xy 90, X0
’q..l atences :qg“. &.‘



8)
30 time que :, Fx,‘o :.Q-o. ontensea 8¢ tiene uma solu~

oién épsine pare (P) y uas para (D) que sen;

Selucida fptisa para (?):

X )

By sl

el

g1

108 donis z;. =0 s%sBedode2eld
Seluoidn Sptima para (9)s

w ll/2 v, /2
we)y2 v, =1/2
w,e5/2 v, »1/2

‘,‘-3/3 ".Sﬂ
w'e(11/2)¢(3/2)+(5/2)¢(3/2)¢(1/2)=(1/2)0(1/2)¢(5/2)e
«$4/2)e1d
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I3.) PRESENTACION III (PI11).DEBIDA A MOKHTAR S. BAZARAA
Y JOHN J. JARVIS,

IZ.).1 PLANTRAMIENTO DEL PROBLEMA.

En oata presentasifa del algoritme, come en la aaterier,
se utilirard o} plantecaionte dol Predless de Asignasifa oz~ -
pussto en la Iatreduscila, o8 doeir.

Einimiray s-Zi o By

l’l; sl
(’) 9.8,
Provlieas :"o'j =] iel,.00¢m
Prisal g,.x;; -l $*%,...0m
"J. 20 ‘.“1.000..

donde:

B Oss 4 nooe asigna 0
J 181100 asigene

o;; = soste por asignar i & §
51 prodlesa dual e
Kaxiaisar we Zmi v

=4 ] 4
(D) 8.8,
Probdlemsa

Dual ..’"Jﬁ..’i 19350008

8o sia restriceién
i, ‘.1. coopl

1a interpretacila econdmica de este prodlesa es la gue se
presenté ea la Iatrodwoeila.

IZ.3.2 ALGORITNO.
INXCIO.

Se selesoiona wma solucién dusl-faotidle inicial de 1a s}
guisate mansra:

.“.n{. } isl,:00)8
v-m"\o-c-n-g §%1,000,0
Tara comprobay qus esta solucién es factible ea realidad,



]
¢ tiens que wverifiocar que ¢ ocumpla W <O 1,381,000
es decir, se tiens que ver que lee coatos reducides 'o'.-‘- =0;; W
~¥; sean B0 negativos,

A ceatinwseifa 00 mestra quo en ofeste G;: =o;; -urvy 20
‘."1..0..-'
La matriz 4o coates 4ol prodblems et

-
.“ ...c‘-

Ca .

Cads u; eos u-.l al afnino o; pare $21,0000m. 81 & Lo0
elementos d¢ cads reagléa 1 o0 les nou 6} 00 obilens 1a =
tris C*, 1a cual tendrd solameate elementos ne asgatives, o -
que oa cada renglén se resta ol afnimo 4 ese remgléa.

u "Byoeely =8,

O'a .
Guy =By o o 6O =iy
, 3a eada renglén 1 se Sendrd al mencs un céro, en ol lugar
(1,3') Qonte ueey, m\ o;;} perque o/ ~up=0,

Ea 1a matri> Q', pars eada columms § 80 obtiems v; que ¢s
ol minimo s 108 (cf; ~u;) pars 1sl,ec.om.

54 ea 1z matrir C° se resta v; & 108 elementos ds oada of
lumna J, o0 obtiens ls matriz C°° euyes ¢lementos tamdbiéa em
no a058tivos, yu que ¢n eada columms 00 Tests @) ainimo elemsy
to do 1s aisms.

Adomds se tione que en cada ¢olumna J§ hay 4l BOROS UR O9-
ro que corresponde & 1a posioidn (1°',J) donde v; =, -l;.-n{o.‘
-n'ls POr.ue oy ~uj, =¥; =0, tsism

1a matris C'? es 18 matriz de coastos reducidos o“ -o-- -u;

": ‘.“1.0...'-
o't (Y ‘E-".'. ooo‘.-"."n

Cuy =Un=Y} ¢ ¢ sCan=Un=Vm



[
Todos leos eolemsatos do C'° sen mayeres ¢ iguales a oero:
y o cads reagléa y on cads columma hay 4] BAROS UA COTe.

1es elemsates 4o CO'*' gon los ©
‘i‘- 2 ‘;"J. ‘.N.anc.-o

Por 1o taate la solusifa dual inioial es fastible,
PASE PRIMAL.

Sa esta £2a0 s¢ hard 10 siguieate sedre la matris C'° la
cual eord llamada matris reducida: Se tresard ) peper mimero
poeible ds 1ineas s0Mre TERglOaRes y SOluNmAS Pare culrir los -
elessntos 3,3 «0, Sebre las ¢oclumnas y reaglemss coa linsas ¢
oncoatrard ol gayer sdmere posidle &e pesieonss (1,J) com -
0{; =0 ds tal manere que 20 haye 408 on ¢l sismo rengléa o ea -
la zisza columma; & tales posicionss o0 les llemard geldap go-
Es-intemadientes.

1as wvarisbles xj; 1w correepondsn & lag coldas cere-indp
pndieates tentrda valor 1 y 1as dends z(; tendrén valor cere,
porqus dishas 00ldas eorresponden & 1ss pesiciones (1,3) cuyos
costen 5em 100 que pusden haser mis poquefia & 1a fumoién odge-
tive do (P?) y entonoes comviens asigner a los individues y try
bajos cerrespendientes & tales posicionss, adeads, al ne hader
4o on o1 aismo Tenglén 0 o2 la misms colwmms, ocumplea eon 1as
restricsionss éo que & cada iadividuo corresponds un sole tye-
bajo y & cada tradajo wa sele individuo. Sin esbargo, 1a sele-
016n ne o8 fastible si ol nimere do asignacicnss que o0 pweden
Bacer e BT que B yu que ada quedan iadividuos y trebajes -
oin asigaar.

S1 el némero de celdas cero-independicntes es iguwal & a,
Quiere decir que ®¢ pueden asigoar todes 1los trabajos y sodos
108 iadividuos, cada pareja correspondiendo & uns pesicifa -~
(1,4) oon &;;e0,

En la matris 0'* habrd en cada renglin was 0elda Coro-in~
dependiente porque son 8 y 20 puede hader dos en ¢l misho Tea=

$ .. ~a[-V: > 0, entonces -
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816n. lgual sucede con les colummas.

Por lo tanto, si hay = celdas cero-iadependientes en la ma
triz do costos meducidos, se tiens uaa selwcida dptiss pare -
(P), o4 no, o0 pasa & la fase dual.

Antes 4o Qeeoribir la fase dual o0 demeetrerd que ol mimg
ro ndxino do celdas oero-iadepsndientes ¢s igwal al ndmero af-
aime 4o lineas que se necesitan pare cubdrir las posiciomss (4,
J) eon IU-O ¢ 1a matris reducida.

Se presentard tandién wa sitode pare sader cudasas limsas
00 necesitan y en qué reaglia ¢ solumma o¢ deben eolesar, ssf
oemo pars identifioar las eeldss eerv-indspendionten, ¢s deein,
1e8 variabies x; Qe tondrda walor 3.

Jeorers j: Kl nimere nirine do esldas core-indopendicntes
* on uns matris éo asigaseils reducida es 1gesl
al aiaine ndmero 4o 1neas qwe cubrea todes -

les cores oa 1o matris,
Denostrecién. Sean ol siguiente problems (¥, ) y su dwal
(0,)
(w3 2 x
..g,.-,-u,,.:.;

(’.) Z""n < 1 ‘-1.000..
{6 1
Bi; S1 Jsdyeeeem

Ma 2 a; Oz L}

(»)) 8;4b; > 1 pare (1,3) con G;=0
4 a;+b; 2 O pare (1,3) con ;40
a; .bJ. 20 1.‘-1.000..



- (]
las variables a: corresponden & las limeas que -
80 trasan en los renglounes y 1as b; & las (ue se
trezaa en las columass; a; podrd temer valor O
é 1, O 01 no se traza uns 1inea en ¢l reagléa 1
7 1010e tresa una 1{nsa en el rengléa i. 0 -
formsa andlogs ocurre cam las b;,

(P,) cosvespends al prodlema do maziaisar ¢l mb-
sero de celdas cero-indepeadisates, o8 decir, ol
afxino nimero de posiciomes (1,3) eem Tj; o) pa-
ra las cusles ¢ pusds haser x[. =1, este se Sie-
20 en 1la funcién objetivo., Im restricciones
88 garantiss que no hays dos eeldas oa 1o nimms
columma ¢ en ol aisme reagléa.

Ea (D,) se represents el predlema d¢ miaimisar -
ol aimere do lineas necesaries pare cudbrir les -~
oaros do la matris reducida. In las restriccie-

008 00 eatablece que sebre las pesioionss com §;
«0 psoe al menos wma 1imea y eobee las qwe tie-

2 353;‘0 pasen 0, 1 6§ 2 1faeas.

(P,) tiens al mence la seluciéa fastidle: x/; =0
$o3%d,00e,m para fxi; | 55201 177 (D)) tiems -
al memos la solucida fastihle dada pors apel e
1peeeoly t;-o “1.-0".0

Por resultados ds Pregramscila Lismsal se sade -
que si uwa prodblema y su dwal tienea al mencs -
we soluciéa factible gada wyno, entonces 108 -
deo prodlemas tieneas solwcida éptima y ambas a9
luciones son iguales.

Ba pertieular esto o0 eumple pare (P,) 5 (D,) y
por lo tanto el adximo mimero de celdas cero-ig
dopendientes ¢s igual al ainime ndmere de 1f{- -
2088 Betesarias pare oubrir loe ceros 4¢ la ma-
tris &e costos reducides.



ét te ar
de la matri {3 .
enf ¢ dentificar variabd ‘0 -
[ [ ] epopd .“

Toenieado yu 1a matris de costos yeducides a0 Scastruge -~
s red o flujo adxiao do la siguiemte mamera:

Se tendvda los vértiess 1,2,...,2 Qw0 represeatards s lee
individuos ( @ los renslones €8 ls matris) y lee Wrtioes a¢l,
802,...,0'8 que Yopresentardn a los trabajos (& 1as columans -
4o 1s matris).

51 ea 1a pesiciéa (1,5) e tieme §;; =0 se tzesard el arve
(1,8¢3) quo teadrd eapasidad 1. Adecis o0 agregarda dos virti-
ces, wae origen s y um destinc ¢ trasdadess arcos (e,1) i-},..
B ¥ (me§,t) Jel,...,m. Cads wno ds estes arcos tendsd eape~
oldad 1.

Ea 1a red as{ constzuida s encwentm 8) fluje sixine ds o
& & por medio dsl Algoritso de Ford y Fullereoa (Apéadice A) ¥y
e considera ls cortadwre afnims (& -{(l.b) | aea g veas
donde A es el conjumto de vériices etiquetados ea 18 f1tima -
1serucida dol algoritas gars encoatrer ol fluje mfximo y A es
el eonjunto 4o vértices me etiquetados (eeamplemente do A).

Por la forma on que o8 construyé la Ted, 50 GOGQUIG QW -
los iadividues que se asigaea sélo tendrda wa tredejo y los -
tradajes séle tendrda wa individue.

hlx;‘. qQue tendrda valor igeal & 1 (es deeir, 1 o0 ssig-
Ba a j) serda las que correspondan & 1ee areos (1,m¢3) que teg
gaa flujo igwal a 1. _

Sete flujo es el jue llega hasta ¢, por lo que o1 fluje =
niximo corresponderd al nimero adxino 4e yarejas que se podrda
asigner, ¢s decir, al nimero afximo de celdas ocero-indepeadieg
tes. (las celdas cero-imdependientes eorrespoaden a los Arece

?) [10 PP, 481]
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(1,8+3) coa flujo igwal a 1),

Por otre parte, las 1{asas que se trazaa sobre la masris
redacida 1nd1ean qué tredejes y qué 1adividuos s9 van & asig-
aar, por ejemple, oi Ay uma 1inea sobye el reaglén 3, este i3
@3ca que ol iadividue 3 sevd asignade, y 4o 1o nisma feyua ooy
£70 coa 1las oolummas.

Bu (s 00 tiens ol afaine nizero ds arees que se necesiten
pare ssparer s 4o ¢, intereeptando todas las rutas por dowds -
se maad$ el flujo.

Sa catas Tutas o emgsuentran 10s wértices-iadividuo y 1m
vériioes-trabaje quo fusros ssigmados (per les que asrevesé -
fluo), por 1o que ea la cortadure afnims oo teadrd 1o siguiey
bo: 51 (1,m+3) Sleme flujo dgual a 1, (-.1)&‘ o (megt)c

Asf, o0 tiene qws || wvaler &0  (porque los arcos $ig
nen eapesidad 1) corresponde al minime adasro d9 linsas que s
200004taA PATR CUDIAPr 100 00ros 40 1la matris yedusida,

Tetes 1i{nees oe oligivds as{s

84 (s,1)6 C oo traze waa 1insa sodre ¢l rengléa 4.
31 (mej,8) 6 c oe tress wma linea sobre 1a columms j.

Asf, »¢ vuelve a werificar qus ol afaimo ndmere d¢ 1iness
2000garias Jare cudrir 108 oeros &» la matris reducida es igml
al sixise nidmero do celdas coro-iadependientes, yaque (G| =
oValer &  aflnjo méximo, y adends || corresponds a1 valor
éptimo do 1a funeién objetivo d¢ (D,) y el fiujo miximo correg
pomds al valor Sptims 4o 1a funcidn edjetivo ds (P, ).

FASE DAL,
n osta fase o0 oaadias 10s valeres de las variables dua~
109 y ¢ caloulan les nwevos eostos redusidos,

Supéngase que k< B fus ¢l nimero de lineas requeridas pa~-
re oudrir los cercs de la matris redusida,

Se definen los comjumtos: S, = }_1. o $20000y 44} 01 conjuy
0 4 renglonss mo cubdlertos ¥y Sc= | J)s Jieeess Jgf 01 conjug
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% do oolumnes no eubdiertas.

Se definen tambdiéa syib,y ¥y EC‘”-’C' donde ‘il.zpno...]
Sesa p= | 3y| 7y = |3.| . Mmtonces k=(m=p)e(u-q).
Sea o, ol afaino de les 'i;j B0 cubiertes
e 153 e
1€5¢
Ia mmeva solueién éual serd:

Wenes, 168y
Uyen; 1€ 3y
viev; 168
V;-V; -, 3¢b
So dencstrard abera que esta solueidn es faotidle y que la
funeiéa objetivo del prodlena dual (5) ammenta su valor ea wna
osatidad pesitiva,
Desostracién 4p gue la pueva solucidn gual ee factihle.
Se tienem cuatre casos:
Caso 1, 163y, Je &
W) SV U] 40, o9, 2l 0V, 40, S M4V ;.
ll.’.'; 00:; -I.' -V"l.;"
Iatonces U;e¥:. g .;
Oase 2, 163y, 3¢ &
Up oV, 0u; 40, 07, ~Comu;ev; < O
Intonces §;+¥; <o;;
Caso ). LBy, 365
W W en eV € 6
mtonoes i; +¥; < 0j;
Caso 4. 163y, Je 3
U[4V; su; ev: 0, <0;; JA QUO Wjev:c o ¥
Y.
Matonces &;+¥: < o
For lo taato la nueva solucién dual es faoty
dle,
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Demostracidn de gue anu;o v aumente su valor en uma

HUR Y
cmtidad moeitiive.
Woll ¢ g0 o o B, ¢V, OV, 0o ¥V,
Wl Wl 0000 oTneV, o¥ge, 0oV
wa(up +0,)e(u;, ¢c, )o...o(u;' $Co J4u}, teeet
I/ AL o(v,-w «0, )‘('Jm"" )e
veset(v; =o,)
% o8 sumentada ea po, y dismisuida en (m=qle,
I tetal ¢ mumentada @ po,~(mn-q)c,. 3¢ tig
Re ques
P0e=(n-q)eu(n=(n-p))o, ~(n=gq)e, =
((m=(m=p))=(n-q) )cgu(n=(n~p)=(n=q) ) g e
(w=((w=p)e(u-q)) )y =(m=k)e, '
a=k>0 porque a>k; yec, O
Wtonoces (n-k)e.D> 0
Mor le tanto la funoiéa objetivo del prodle-
ma dual (D) sumenta su valor en unn contidad
positiva,

Ooa 1la nueva s0luwcidn dual-factidle se construye 1la matris
de costes reducilos ouyos elmmentos serda akora o 4‘-7; i,
1,0009R ¥ S0 Togresa s la fase primal.

Ahors se demostrarf que coantruir la matris de costos re-
duoides utilizando 1as nmevas variables Suales equivale a ress
tar o, d¢ cade renglén no cudierto y sumer ¢, a cada columne -
ocubierta, dejando igual An» demés, %0do esto on la matris refy
ci€a C** que ya se tenfa. (A esta Yltima forma de odtener los
sostos reducidos »¢ le llamard "aétodo T").

Demostracidn., Se tismen cuatro casos:

a) Para 1 €Sy, J& 3. las nuevas variables
duales »son: '

U;=u; e0,

G
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Mtonces ol nuevo eeste redueide para (1,J) ess

o ~u U=V =0, =g =¥ =0, =4, ~V: =C;

Con 01 l‘todo @1 Osmo 1€ 3, 80 resta c 40l rea-

glén 1 de 1o matris reducida que ya se tenfa y 0o

doje 1gasl 3a celumma J (J€ ).

I ls posieidn (1,3) se tendrd;

80, =0o=0, =8 ~v; ‘°o

®) Pare 16 3y, J&3. 100 nuevas variables duales

sen;

Usupree,

'g'"j"‘o

Batonoss el nuevo costo reducede para (1,J) ess

o,JJ;-!;-e,:mtw,a-ogoo,-ﬂ -

Con ¢l nftode & Como 163, ¥ § G 3c se Testa o del

reagléa 4 y 0¢ suns o, & la columas J de ls matris

reducida que ya o0 teafa. &k la pesioifa (l.:) o0

teadrd; ;. s <Ce%0pmay; -uo-v;-e.oo.-ln-w 7

¢) Pare 4 63" Je 3¢ las nueves variables duales

son;

L

v‘--v.;

Batonces ¢l nuevo costo reducido pars (1,J) es;
-ﬁ;-v "b =y

col ol nftodo & Osmo 1¢ Sy y J& I 80 dofa al rep

616 1 y & 1a columna § como estdn en 1a matris rg

ducida que ya se tieme, M la postoién (i,3) se «

tendrd;

o woy; =; ~v;

4) Para 3esn Jeac las owevas nrubln Mn -

son;
e

'J' .'J' =Cp
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Itonces ¢l nuevo costo reducido para (1,3) es:

8;; Wy V;=e;; =aj-v; 0,
Con ol nétodo & Come 1E3, ¥ Jc 3. 50 tejn 0l reg
glén & como eotd y se suma ¢, & 1la coluana § &0 1la
satris refucida que ya se teafs,
B la posicién (4,)) se samérd:
o 40, 20(; <8} ~¥; 48,
Br lo taate se smmple la oguivalensis mtre las -
4o fornas de odbener 1o ameves eestos reducides,
Otra nanera de ver las ¢perasiones que 60 revalisan @a la
satris reducida que ya se senfa, 08 la siguiente:
0, 00 Teata d¢ cada eleasnte lb- ae oubdierts (Case a)).
o 80 SuBa & Oada oxmual“ cudbierte por dos limcas (Oase
4)). :
1e8 elementos 3,‘ cubierses een wmas sela 1{ance 8¢ dejan oowe °
cstda (Oases V) 3 o)).

Seowniendo®) a1 algoritme se puede eseridir asf

INI020s A

. Jure cada rengléa do 1a matris 30 000%0, 050 resta o) af-
aine 4o sus 0lementes a cads slemiaty 4o 080 ranglla, Mare Ch-
da columna do 1a natris que resulta 00 resta a cada cleasato d¢
1s eolumna ¢l afaine 40 sus elemsantos. Asf, se odtiene la me-
tris soduoida,
PASE FRINAL, _

Se trase o2 afnino admero de 1{ness sobdre los renglomes y
las eolummar 40 1o matris zefucida para cubrir todos 10s ceros.
81 ol afaino mimero de 1{neas o0 u, alto, Se tieme ya una soly
cida éptina; 81 w0, pasar a la fase Gual,

PABB BAL:
@ - Selecoienar el mfaino elemento no cudierto de la matris
[ll .o”’]
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roeducida. Se resta ente olenead de cada elesmento me cubierte

7 o¢ suma & cada oleacate sudierto cen 408 1facss. 8¢ regress
a 1s fese prisal. '
I seguila se democotrard quo o) algerites es finito,

Bamsetrasidn, $1 20 0 PoSidIe mecatrer & 001das eere-ip
dopandientes en 1a satris 80 centes reduei-
€00, 90 repite o)l eeese ¢o traser 1fnces y
€9 ajustar 1s satris. B sdvie que oi %Wdes
108 000000 reducidos 50 hacen 0ero, 00 Jus-
do cnocentyar wna solucida éptima.

Semn 3‘3 $,391,000,8 100 00008 rolueides
on una Ltoresida » 1;3 $5401,00.,0 108 000~
108 rofucifes eu la signicase iterecida,

80 S0 quo 108 008100 reducides oen Slen-
TS B0 B0gatIVed ¥ adands;

E‘g""ﬁi""‘-“l‘ ~4; )02(5%-3.‘ )o
.zm, £ ),7. 8" &)

e Zo Z -
(l?,ts . e, L) Y n&) Z‘u‘id
opgte=(0-p)(s=q) 0, mn(peg-a)e,

8o sabde quo peq 00 ol ninere 4o reaglemncs y
SJumnes 50 eubdiortos asf quos Ppeq-am
s(2u-k)-ast-k donde k 08 ¢l ndacre & ren--
glenes y columaas cubiertss per 1ineas y —
tembdiéa o8 o) ndnero sixine ¢o eeddas oere-
independiontes (por e Teoresa 4A).
B partioular x<a (81 kg 80 tiene ol Opty
mo) y asf (c, : =81 Jem(mmk)e, 00 un ety
0 posisivo, hc-m 7 cusnéde 108 elementes
€0 1a matris do costos original sesn enteros
- Come le8 otementos de 1a matris reducids -
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siempre son 20 negatives (per 1a conatruseida -
4 1s matris ) y dado qus 12 suma do diches elg
mnt0e 00 reduce oa uB entero positive on cada
tteresifs, 0] algoritame se dstisns en W mimere
fiaite do pases y a4l terminar 90 oditeas wma s

ineila dptime por oumplives 1as sendicionse &
Inda-Tesler (Apdadice O) 1o suales indicen qm
st des selustemes x'y (u*,9*%) do (P) 7 (D) ree-

tivemsats ownglsa las restriscsicnss

“'.‘ m'ooo..l = ("d ‘d'ooo..l 15‘20
‘.‘d.ooo.l' l’ i.f’ $038lgeecel) § adoads
satisfesen lae uuuu-u &s holgure sonplomng

dadag port (.“ 'q" ) 4,30l y004m

z:;--l)l:-o felyeceslt ¥ (TR -L)V;00 $md,
Jeesly catemses x° 7 (uf,v?) ‘$ha seluesense &
tines pare (P) y (D) recpestivemsate.

1as condisionss Dxda-Tusker 50 sunjlea &0 1a of
. gulente fosmat

1ae restriseienss '.‘"4 U DO ) '%."34

392,000,8 00 sasis¥hoen perqus, por 10 que o -
ba viste ea 1a demsstresida, oo llegm & temer
., ® eeldas sere-indspendicntes oa 18 matris do -
oosten rodusiden, puiicnds ssignar tedes les i3
dividuce y todes 100 tradajes 40 tal masere que
o cada iadividuo 10 corresponda wn selo tradajo
7 & cada trebaje wa oele iadividee.

1aa restrieciomss :" >° ‘.‘d.ooog. 20 CUl> =
plen ya que oflo unn opeida ds valer 0 6 1.

‘las sestiricciones u; v, LN 193715000y 00 B0~
tisfasen porque durente e) algoritme siempre as
oonserva 1a feotidilidad dual por la forms ea -
qQue 20 01488 la solucién dual imicial y por 1a
BT 60 QWS 00 Cambian las variables dunles -
on cada iterseién,
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1as condicionss (."" ‘.’"J "“'d ‘.’.l.ooog- -
o0 cumplen perque 81 x;;%1> 0, 1 00 ssignd & §
7 1are qw esto suseda ol coste reduside ¥ &g
be sePr sere, Jore 05V ceote reduside servespop
ds & 18 holgure o/; ~u;~v; « Entonses, of 2:;20,
o5 -a;-v =0, 31 o; ~u[-v; 30, B(;=0 porqwe & no
00 pusde asigrar & J oi ol seste redweide ¥; o
o; “8;=v; ue ee sere. Jor otre lade, tamdia -
o0 pusde dar ol o9 oa qwe X 0 7 0; ~u;-v; 0.
sondieiones ( - %¢; “1)uis0 1u),cec0n ¥
?“:;‘ “1)v;=0 3eli,...,n 00 eumplen peryus Jare
BeF faetiddlidad primal debe Semerve 1a igma)
dad oan todas 1as restriccssicans ée (P), por 1o
oual las Molgures ( :;J-l) 19,0008 ¥
(.:"l["-” 940009 ".m o0h erv,

1X.3.). RW.

Se resolverd ¢l sigutente prodismn ¢ asignacidat
Hiaimisar #o2x, +5R,, +7X; WX, 42X 39X, 0?:.,06:.,

*Sxy
: 0.8
(r) z zi;* t L PR |
z:{s =)} E L) POPS
8‘3_)_ 0 1.“.000.,
Preblens duals
[ Naximiser we i '".i'i
8.8, h ¥
o
‘n, ‘ "“w, < e '

v, <5




L TR4 /Y <7
wew <4
w,e, <2
“”‘f_l
W, <2
., <6
w,", <93
sjv; ola restrioeila 1,3=1,...4)

So. senstruge 1a selusila dual-fuetidle intctal y 1a matris de
sentes rodueides.

Hatrir 8¢ cseston:

f -i ] 7 ‘g‘
Os {4 2 b} sl
8 6 5| wum
s i 3
O'a|)
o 4@ )

heme
w0 wv,sl v=0
Matris do soston yedusidess

[ A} 9 2 ’ e . N
0% % .g g 0;,%0;, 8 =¥,
Fese primsl.

Se comatruge 1a red &0 fluje adxine pare saber ewfatas y
culles 1{neas s0n 1as necesarias pare cudfir 10s oceros de C°°,
Se aplics ol algoritme 4o Ford y Pulkersca (Apfadice A) pare -
ensontzur ol flujo d:ol.-o oa In red. t;:go




Ia lee arees se tiens (1) = capssidad, fsfluje.

1as otiqwetas 48 1a Jltima etiguetasifa o¢ marean sea ua @
Nujo sxtnesd  aefs,13030] £ |2,3023008)

6 | a0}

1as eoldas cere-indepesadiontes sea (1,1) 5 (2,2). Se nesesitea
2 || <Valer do C 112000 sare eubrir 1oe seres o 0'' 7 oo
doben 00100ar waa oa o] Tenglin 2 y W o3 1a colume 1.
2 S } PP ) §
0tte PV S
3 ) 1ae doads luﬁ

Osme o1 nimere &0 1ineas o9 2 )m, oo Juss & 1a fase dual
Pase éml. '

las susves variadles duales seat

B, 00020204 '

el

U, o, «2e2nd

¥, v 20, a0Q0-2

"”.4

'.".‘

c.w r“il ﬂil.’olo)} -2
. Para o - 1a nweve matris reducida o0 resta o, 40 cada oo~

20a%0 A0 sudierto oa 0" ¥y 00 sums & csade elomento cudierts -

Se oomstruye la nweva red do flujo siximo pars sabder ocufy

Y X
tas y cudles u::o“ necsitan pare ’zm &n sorce ea 0''.

Q2,4
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Puge nfxince} Ae {.} .‘.b.a.s.:u.su.y),tz
g = | (s2die,2)5t0.3)}

1as coléas cero-independiontes oea (1,2),(2,3),(3,1).

Se meoesitea J-I" sValer h‘ 1{asas pars eudrir les ceres
on C'’ 7 00 deben cclesar oa 108 Teaglenes 1,2.7 ).

- B

Osme o) aémere 4o 1{neas o5 }m 90 tisae yu was solweila
éptimn que oa!

Tare (P)s Ture (D)4

l.‘d L 1L

Zgel =l

t L | )

1as douds 3j; =0 v, ==2

s¥e54200e8 v,
v,«0

wiageig-20139
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CAPITULO IXI.

OOMPARACION ENTAE LAS TRES PRESERT.LCIONES. DXL
ALGORITMO RUNGLRO,

. Im este eapitule s¢ hard uas comparesida 4o las tres pry
sentasisnce dol Algeritas Ringaro vistes ea ol Ospitule II.

S0 1lamard en 1o susoaive PI & 1a Presentasifa I, NI a -~
1a Preseatasida II y PIII & 1a Preseatasida III.

Bs PII y en PIII se plantes ol Prodiem & Asiganeila &

1s ajguients format
%‘ts lu
8...

» .j.l U PR |
;l:‘--l dolye0e
'

:“ozo ‘..“.ooo..

=, O98i 4 mooe soigane
2 {161 400 asigan

o;j-uoumuunrlus

Bl predlams dual ¢ o 6880 sunet

m::r -{ ne 2'4‘

(D) .:‘": $'.‘s L T8 1) PRPP |
I‘." ein restriseida 4430) 000

Ea ¢l prodlems primal ¢l objetivo o ataimisar ¢l coste -
tetal ds 1o m asignacionss 40 tal asners quwe eada iadivides -
tongs uR 0010 trabajo y cada tradajo ua sole Andivides.

Ia o] problema dual ¢ trata 40 mazimiser las gananeias -
40 uma pErsoas QW ofrese Sus Servioios pars realisar las asig
nsciones, sobrando uns caatida w: por isdividuo 1 y was saati-
dad v; por trabajo § de tal forma que 1a persces del problems

-

»
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prisal pagus a 1o ads 10 que a ella le hubiera costade hacer -
les asignacionse.

Se pusde dar ¢l caso 40 que las v=riables duales sean ne-
getives, 1o qwe ecenfaicansate represents pérdidas pare 1s pep
seas dol prodlems dusl.

Ba P o) predlema se plantes esf:
Haxinisar o= {r,) 5

0.8, Tt jes
14 )) :."3 =l 10,.00,8
Z:isd dody.eesm
3."'30  TY O PYTTY

zjajO0s 1m0 wigmsy
Y (108400 astgman

o srodustividad ds) individus £ ea ol tredaje §s ¥i; DO

$9do2q00e B
R predlom dwal ost
Eainisar w-;n * 273
8.8, i
(») Ben 2 F Lodedyeeesd
% o1d reatriseida
‘.“1.000‘.

i ol probleas prisal 80 Guisre maximisar la suma de pro-
dwotividades. Ba ente plaatesmiento tambdida e pide que a oada
isdividns corresponda wa 0010 tredajo y a cada tradajo wa solo

. dsddvidee.

I ol prodlems dusl se quiere mimimisar les egresos & -
WES POTRORS QUe comgwe o) tieapo d¢ tradajo de los individuos
401 prodlema primal, pagando por cada iadividus i was cantidad
W 7 por oada tnhjojmcutusg- ds tal maners que la -
perscmd ds) prodlems primal recida sl aemos 10 Gue hudierma -
Ppreduoido los iadividuos en les trabajoa.
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In P35, a diferencia d¢ PII y PFI1I, ol algoritao mantieme
siempre las variadles duales 2o negativas, 1o oual, anslftice~
seate ae tiene repercusiéa, an ol valer ptiso 49 w, pere puede
servir ea ls interpretacién cscendaics ya que 08 factible que =
on 18 realidad 00 den canes donde 80 requiers que las varishles
duales represcuten cansidades (pages, 0edros, 0%0.) quo 20 pug
dan sor nogativas,

84 00 odaervan las funciomes ebjetive §0 les dos planten~
uientes, 08¢ tiene que: In FII y PIIX so nininise la ouse 4o -
oostos ¢ o, By Y08 7 se saximina 1a suss d¢ preofuetivida-
des (o gehanetas) “i Fy B . 318 @adargs, @ sierte forma 0
oot 1o uione on 108 €08 62200, J8 qUO 08 Pesidle tremsfermer
ol prediema do Nia io.’; Z{; W ws predlcna 4o naziniser oqui-
valente quo o9 ~lax X LR 4 el yrodlems de Inzzfc‘- B
00 pusle trensfornar ¢a wa predlesa 4¢ ajnimimar oqu:c'luu -
que o0 -quﬂ-cg xj;

30 hoohe, un costo asgative se puede considerar esme WAL
Sunancis y wna gaamoia (o productivided) negativa ceme wa oog
. '

Abora 00 verd 10 que 90 hace a 10 large del algeritee a
148 tres presmtacionss;

Ih 1a8 tree 8¢ time wa iniocie, una fase primal y uas Lo~
o0 fual,

Pare indciar el algoritac se obdtisne uas solucidén dual-
factivle; |

. B MII y PIIT se odtieme asd;

n;-&t& c:J-} $slyece,®
'l":.‘.t* ej; -u;I L PPTTYS |
m M :

L H *al
' '}u aghd . }u.)b

VJ-IO
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donde
“2.': l;‘r{ rfj’g  T) PRPRIRN |

hz.b; “‘-"l{l.""& b 1) POPTY |

- 1:- tTes canes 8¢ caleulan 100 sestes reducides (o"pry
Guotividados reducidas®) §;; w0 ~u;=v; (=(; surev;) tentende
slenpre algunes 4o 000 14ualen a eore dodide a la forwe do -
tamar las variables duales,

Leo pesteioncs (1,3) para 1as onales §;:u0 (r; wu;ev; ),
Son 1a0 eendidatas pars formar parte d¢ 1a asignacifa.

PAB PRIBALs

2 seguida 00 YWasean las celdas eere-~indepmniimtes (posj
ejenss (4,3) pave 1es cuales ‘5;3-0 6 2(; oujev; tales quo no by
7o 400 ou o) nimme reugléa ¢ eslumma).

Ia Wisqueda ¢o eatas c¢eldas 8o realiss as{;

I PI s¢ haoo @ 1a matris § aseeiada al presupusste ade-
ouade, o8 1a oual 138 posicicaes (1,3) pare 1a0 euales £y
ov; ootin mareadss oon us 1 y las deads pesicienes ocsa cere,
or nelie d¢ tramaferencias 8¢ va nareands oen asterisces el -
seyer afmere 4o 1% pesidie d¢ tal mamers que 80 hays o8 1%
BaTeades on 01 niene rengléa ¢ en la misma columna.

I PII y F1II les coldas oore-indepmadiicntes se determinmn
por mnedie do 1s red de f1ujo adxino oa 1e cual se tienem arcos
(1,2¢1) oon capaoidat 1 pars (1,]) tales que §;; waj; =, ~v; =0,
I e0ts case, 108 osldas cero-independientes son las ¢orres-
pondientes & 106 aress (1,m¢§) que tienea flujo igual & ) cusp
@ ya 00 ha obtenide ¢l flujo ndzinc. a eota red se ttenm o
‘Saabidn 1e8 arcos (5,1) 1e1,.0.,8 § (BeJ,%) Jul,.0.,m donde ®
7 S son un origen y un destino ficticios respeotivemente; loe
vértices § ocorresponden & 108 1ndividuos y 108 m+J a los tradbg
Jos, _ ’

feniendo en cumta ls cortadura -lutnﬁ 3

I NI e (-.1)eﬁ . 'n cudre con waa linea el nui.h 3

—
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yol (lo).t)GC 80 cudTe eon una 1fmea la columas j. les rems-

glones y columaas cubiertos eorresponden a iandividuocs y trade~
Jos que podréa ser adigmaded ya que 81 un renglén i tieme waa
1faca sebre £1, entoness pare Alpuas j'sl,...,8 5;:.-0. 7 ol ue
28 coluana § tieme wna 1fnea sedre olls, Emtoaces para algusa
1%8l4ceesB ;00 7 78 50 VAo Que 108 parefad (1,)) oo eeste -
redueide igual a cere sea las que uis ceavicaea pars ainiaiser
1a funcidn edjetive de (P).

30 ¢ofinieren sdesés 108 conjuatess Sy, 3¢, 3y, 38

Syseonjuate de resglenss 2o cubiertes

Scesenjunte d¢ Columsas B0 Subierias

d,c00njunte ¢o resgieonss sudiertes

L coengunte de colunnas cudiertss
féaganse preseates ostas definioiones pues les oenjuatos serda
utilisades nés adelante as{ come las siguiontes variables que
o0 Sefinteren @ FII @ jartir docu

« 1 1¢A -l wejéd
‘s [ ) L
"l seat A, Bej 6 &°

M 11 se dofinem 100 Tenglones y celumnas estaciales, Ooa
£08p0ete & 108 1°0 marcaies eon asterinees quwe deteruiam les
ooldas cereo-independiontes, una colusas 0 esencial #i tiems -
w1’ au reanglén ne etenciel; y un rengiéa o0 ssencial ot -
contione w 1¥ do ta: mazera que este It pasda candiarss per =
otre 1 a0 marcade 40l misso reaglén. los renglones y colwmmad
ssenciales cerresponden s 1os indivituos ¥ tradajos que serda
asignades,

Abora se verd a qué correspondes oo individues § trabe——
Jos esencisles (renglomes y columnad esenciales) de P ea 18 -
red de flujo méximo de NI y FIII,

Un individuo esencial 4 es un individuo que esté avignado
& un trabajo J y se puede cembiar a otro trabajo no asignado §°

Bsto, en la red de flujo anfximo,equivale a tener el arco (i,m¢J)
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coa fluje $gual & 1 y adenfs debe oxtstir el arce (1,8¢43°). Og
20 J° 20 ontd asignade, Be dede llegar fluje al wirtice se’,
oo deoir, ol aves (mej’,t) dede tener flujo esere, Ordficamente:

Un individes ne 00emeial £ ¢8 un individue asignade a W
7eb0J0 7 quo 0o pusde embdiar 8 oty trabaje ne asignadejep
% pueds dares 40 dod forues: 1) quo ol individee 1 selements
eal1fique pare o1 tradeje J, 2) que 1eo Gmés tradejes pars =
108 quo salifica 1 yo hayen 6idi asignafes, B a0 1) @ 12 -
red corresponde a tenor o) arco (1,8¢8) oon fluje igunl a 1 y
Qo 50 0x10%ea 100 aressd (4,m+3°) pars j'dj. B eane 2) correg
ponde a temer ol ares (i,m¢3) con fluje igual a 1 ¥y pare Gads
aros (1,8¢3°) §'d) que exieta, hadrd otre aroe (1°,m¢J') con «
finje igual a 1. Gréficamente;
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Un trabajo es eseacial ei estd asignade s un individuo ne
esemoial, 3¢ puede apreciar a gqué cerrespende etto @ la red -
on 108 0em08 1) y 2) oa les cuales el tradaje §, que esrrespen
de al vértice nes, 00 un tradaje osemefal.

Un ojemple de tradaje 20 esaneial 00 pucéde ver a la red -
que 817vid pars ejmmplificar 1o que o8 ua individue esemcial,
o deade ol virtice nej correspends al tredaje J ne esemefal.

1o individues { 7 100 tTabajes ) pare 100 Guales les or-
008 (9,1) ¥ (neJ,8) tiomem finje eoye, 008 Re ¢0meiales,

Ahore oo doteruinard 1a relesiéa que existe eatre 1 «;
7 (3; ¢ MII y 100 112000 quo 50 trasen Sedre la metris do 00~
%0 rodusides o FIII.

Se sade que en la dltima etiguetesifa ¢o) algeritme pare
mosntrar ¢l fluje nixime, siempre susederd que 0 ¢4 3 t¢ AS-
78 que 1s ecortadura afaiss, por ser oertalura, dede seperer al
origen del destino @ la red.

fnbidn se sade que;

{2 1e¢a [ megea
<

a1e O agent

mMI, M (-.a)eﬁu trass usa 1faca sebre o1 reagléa
1 7 o1 (me3,$) € o0 trasa was 1faea Sebre la columse J.

Mtonces se tieme quo;

=34 off w1, entomnces 1 GA ¥ por 10 tante (9,1)¢ ; porque
8GA, y eatonces ol rengléa i meo lleva ainguna lf{mea,

=51 {; m=1, entonces 16 Ay (o.a)eg {per 10 taato 81 rea-
€1dn 1 lleva une 1fnea sodre 42, ~

=31 f}; ==1, entonces neJ €A y (-o:.mg spor 1o tante 1a
coluana § lleva una l1fnea sodre ella, '

=31/ =1, eatonces neJ €X'y (med, t)f £ porque 86 4°y por
10 tanto la columna J no lleva 1fnea sodre ella,

Se sabe que los renglones y colusnas con lfneas sodre o—
1108 corresponden a 108 individuos y trabajos que serda asigng
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deos, ontonces;

81 «jw-l el individuo § serd asigmado

1 6--1 o1 trebaje J serd asiguade

fenieado en suenta 1o¢ cas0s vistes, 8¢ observa ques
=Fars (1,3) sal que c{:o‘g,--loht 86 tiene que ninguna 1fnea pe-
sa por la celda (1,3).
~Pare (1,3) Sal que Kjege-1¢1e0 o0 tiene que uns 1fae pasa -
por la e0dda (1,3), 1a correspendiente al reaglén &,
=Para (1,3) tol quo /oS ul=lud ¢ ticme que usa 1fnes pass -~
por 1a oslda (1,3), 1a correspeadients a la colwans J.
=Pars (1,3) tal e jsfez1clan2 se ti0m0 que &8 1faeas pasan
por 1a eolda (1,3), las cerrespondientes al renglda 4 y & 1 -
oolumas §.

Obedrvenss que 6l que por uaa celds (4,3) que tengs 3.3-0
pasen 6o Lfneas, e implica que 4 20 va & asignar a J, ya que
84 1 00 asigna a § 00 teadrd que la celda cere-indepemiiente -
(1,3) estard cerrespondimmdo a &8 1fneas (1s 4el renglin § y
1a do Ia columama j) y esto estard contradiciendo el Teorems A
que s domoatrd en FIII y que indica que ¢l mdmero afmiso 4¢ -
1fneas que cudren 1ss ceres do 1a matris reduoids es igusl al
winero nfxime de celdas cero-independiemtes.

Itonces se teadrin que elegir para la signacidn otras pg
siclenes oon 5':3-0 e ¢l renglén 1 y en la columna J, 1as ocus-
168 dedeam oxistiy, ya que 81 colmmente ls posicién (1,3) tenfa
‘008%0 reducido cere, con uaa sola l{nea hadrfa bastado para oy
Wirls y al tener &9 paseado sodre ella, uo 9e estarf{s toman-
4o ol plaino nimesre do 1fpees,

Tmbdidn se tieme “0; Fara uns celda (1,3) oop 5;; =0 por
1a que pasen dos 1fnsas (PIII) o 4;.,4‘---2 (?11), en 1la siguien
te itersoidn ‘o'b- D0, @0 deotr, o Hupv. y la posiotdn (4,3)
78 20 sord omndidata a pertenscer a la asignacién, Rsto sucede
por 1o siguiente; o ' o
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B NI, o1 €/efuel 10 variables duales camdisa saf;

u' wi)eaiOonr (&, /2)

'.j -'J' 0&0-'3 o(@m /2)

Itonces: u'f w;- "oV, -2(3«/2)-;05- -ton < H
porque ujev: <e;; y §udHO.

Nr 1o taate §%; oo;;w’; V>0

WML, 01 363y 7 36, 108 variadles Guales cmdian
ofs
W,

V; oy, -0,

IRGOR008: U V;00;eV; =0p <0/, POTQUE BV SEi; ¥ 0,00,

Jor 1o taate §%; =e/; <hi-¥; >0,

Dogresands a 10 que 00 la fas0 primal 8¢ puede odserver ques

I I la fase primal consiste en resolver ol predleas de
soignacién sinple asocisde al presupussto que se tiene,

I 11 1a fase primal eerrespeade a reselver ol prodiema
primal reatringide (M),

I FIII la fase Dprimal corresponde a reselver ¢l preblema
restringide (P,) visto ea 1la dwmestraciéa 40) Teerems A,

In 100 tres cases el odjetive ¢ enocatrar ol mayor nime-
ro posidle de posioiones (1,3) coa I;;-o (o 2;; omjev; on FI) €0
tal maners que ne haya @ss e ¢l niswe rengléa o e la aisms -
coluana, o8 decir, se quiere odteaer ¢l mayor sdaere posidle -
de x; oon valor igual a 1 tales que S;J.-o (o zy; mu;ev; ea 1)
7 cuapliendo las restrieciones d¢ que a oada 1adividwe csrTeRn
ponds sfle un tradajo y & cada trabaje 86le wa individue.

PASE DUAL.

I la fase 4ual 80 realise el cwmbdio de variadles duales;
B ?1 se cambian de la siguiente forma: '
Caso 1, Si para todos los renglones no esenciales i se tiene
u; >0, se calcula n ol nfnimo entre & y u; sodre todos
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los renglomes a0 esenciales i, Se hace:

u; —3u; -4 pars todos los renglones i no .senciales,
V; —3V; +b Jars todas las columnas j esencisles,
W, —p8; pars todos los renglones i esenciales.
v, —v; pars tedes las columnas § no esenciales,
Case 2. 31 para clpdn rengléa no esencial i, u;=0, se calcula
8 ol afnimo entre 4 y v; sobre todss las coluanas § no
ebencialed, 3¢ hace;
W, <4 +a pare t0des los renglones i esemoiales,
V; —3V; =B pare Sodas las columnas § no ceenciales,
u -»u; pare %0des los renglenes { no eseacialesa.

v; —aV; pars $odas 108 columaas J esenciales,

pin \I:w_‘ -rcj}
'A“"‘m 1as variadles duales se cambien osf;
e
'} avie ops;
donte B oS/l ¢ 00 )‘-‘3:“{ ¥ /(‘4: o) | diog;50]
F entonoed:
weni=(Bn/2) &4
wiemie(n/2) $€4
v -v;-(im/!) meje A
v v e(6m/2) mede Iy
M FII1 ol camdio de variables duales es asi;
[ FE TR 1e3y

U wuy 1¢3,y
Yoy jes
Vov-0 6B

Gonde o,upin | 3;; o
Se ¢ :- 100 cuatro casos siguientes:
1) R rengléa 1 no ha 8180 asignade.
W PIIX 1€ 3y ya que (s,1)¢ ; y @ =u; 0,
b 711, como (s,1)¢ , entonces 144° por 1o que 1€ 4 Y



2)

3)

4)

- 111
w' su;+(6/2),

Ia PI { es un renglén no esencial y u;—u;-n (cceol) o

uj —u; (case 2).

81 sucede que;

B MII; (s,4)€ [ por lo cusl 1 €3y y asf Wiauj;

on PII: (8,1)€L por 10 cusl $64° y asf u%.eui=(&0/2);
on PI: i o8 un rengldn esencial y asf u;—u;(caso 1) o
uiau;+n (case 2)

entonces se sade que o1 individuo 1 se asigaé, y el tradaje
J que 1o to0d e tal ques

en PIII, (-q,t)‘ ﬂ per 10 ousl J¢ Sc y asf i’,-v‘

on MIL; (ue),8)f C por 10 cusl meJ €45 7 asf v ov; ¢(G1n/2)
on PI: J no s una colunas esemoial y asf - v;(case 1) @
v, —v;-a  (oaso 2)

La columna J no ha sido asignada,

B PIII 36 3. ya que (med,s)¢ ﬁ y Vjoy;

B 1IZ, como (ned,$)§ £, entonces -oJf A por 10 que meje £
| A -v; +(6m/2).

hn J no o8 eaencial y v, - v; (caso 1), v; — v;-n (caso2)
34 sucede ques

h PIIls (noj.t)eﬁ por 1o cusl Jc 5. y asf Vyev; =0,

en MIs (me),t) eg por 10 cual meJG A ¥y aof

'; av; -(om /2);

on PI: J o8 una columna esencial y as{ v v, = v e (ouo 1),
v;—>v; (caso 2)

entonces se sade que el tradajo J se asigné, y el individuo
1 que 1e %004 3 tal que;

ea PIII; (9,4)¢ § por 1o cusl 1€3y y asf U;wu;¢0e3

on PII; (8,1) ¢ € por 1o cusl 1 €A y a8f uy u;+(Fun/2)y

en FIs 1 no es un renglén esencial y eof u; —yu;-n (caso 1)
o u;—au; (caso 2).
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wn Decuirdese que ea P15 y PI111 se quiere maxinisar -iu;o
zv; 7 las restriccioness dol prodlema dual sen d¢ la ou"

A ﬁe.-j aleatras que ea Pl se quiere aiaisisar -'.‘tsﬁévj
¥y las restiriceionss del prodlems dual son d¢ la forwa LIRS H

Ovedrvese que, tante oa PII ceme en FIII, pare las pare~
Jos (4,3) comn § 7 § mo wnignades, la suma ujev; eumenta do uan
1terasiéa o otre, dmnde nayer epertuaidad pare que §7; oon o~
0 ¥ dichas parejod sean "eonpotitives® esa respecste & 18 do-
ads para fHusmar parte &0 la asignasida. '

aflogancate, en I pore tales paredes, la sums ujev; dip
siauye y 0 ammenta la pesidilidad do que LR R

I 388 tree presentacienss fatervieas ol afaine d¢ 100 <
costes redueidos ("preductividades redueilden®) distintes do o
ro pare o) cambio 40 variables Guales, eeae ¢ pueds oeervar
on ol cfdenle d0 o,,0 ¥ 4.

3 ol oflwle 4o & 90 utilisen W(ev;or,. on lugar de r; -
w7, porqw la funciéa odjetivo del prodlema primal ea ¥ se
quiere maxiatsar (90 pedrfa tosar demax ‘r;‘--u;-v‘-} Yo

Al 0dugir c,, © y 4 00 mta‘ea:'l'?uc ol 00890 que pug
e scorcar afs al ptime & la funoidn edjesive do (P) sin que
se pierda la faotidilidad dual, Obsérvese que - a8 tres pre-
sentacionee la pesteida (1,J) pare la ousl %ed(; >0,
0= l’u/(‘,’oﬂ;) ° l-r;s g ovy (o4 Repin h.n.' od @ ‘,‘._v;}
=d en }I) serd la posicida que en lﬁfﬁlnu :t»ﬁ* M
aré 3;_; «0 (r;; =u;ev:) despuds de haver tenide 30. 50 (tz‘«'ﬂ;)

I las tres formas del algoritae, al edtenerse las nuevas
variables duales 8¢ regress a le fase prissl y 8¢ oeatisda hag
ta que se tienen m porejas asiguadas, es decir, t080s los iadj)
viduos y trabajos asignados, ‘ ’
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A continuseida se presentsn algunos ejemplos donde se -

auestra ofmo se pueden resolver problesas donde se quiers maxi

misar 5, utilisando PII y PIII; y ofme se pueden resclver pre-
dleaas Sonde se gquiere minisisar s, wtilisando IFI,

NENos.
Ia 71 00 reselvié el siguiente predlema;
Bax selx, ¢7x, 93, 492, ¢35, +2%,, ¢+T5,, ¢012,, ¢
OBy, ¢ X +4Xy, 49%py 428y 3843 ¢2K, +6204
88, e o o (1)
‘z.'j ol fel,.00,8

ﬁl{"l Jﬂl.ooo.‘
u 9

8'32 0 ‘.‘.‘.ooo.‘
Rl predlens édusl g0
Ein = |:oiv5

o.a. TR O

U 22 e o o (2)

ey, 22
Uy, 26  w,v; oin restricoidn 1,Jel,...
[}
Las soluciones éptimas obtenidas en PI para ¢l prodblesa y su
- dual fuerom:

Xy el w, «? v, el P
luil used v, =0 s oW =27
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les demés IU-O
Btas solueiones se obtuvieron en 4 itersciones.
31 el problema anterier se transforms ea un prodlems a mj
ajsisar equivaleate, se time;
«lin 8°e=fx,, =7x, =433 “B%) =3k, =23, -7X,,-0X,,
$xy, ~By 3 =45, 98, =28y =IBg Wy 6By

0.8, e o o (3)
i'.’“ ) | ‘."o.o.‘
1

'ij [ § 1) PR )
L1}

'i" >0 ‘."1.....‘_

Oi"'

I predlema dual ¢8;
aliax e/ u;
b ] 1)
0.8,

w7, <=

W oR < =7

" g =9

6, "w,5 -y

W, < -3 e o ¢ (‘)
o, < =2 ‘
By ey g =7

W < =8

“.'Q < =$

Uy, <=1

U, 4% ¢ =4

Uye¥y < =9

o, g =2

W, 5 =)

U Y s =2

Ugt% <=6 u[, v 8in restrio0idn 1,Jel,..004

Teniendo el prodlems & minimisar, se resolverd utilisande

iz, o B
Natris de costos k s
- =7 <9 -9 0, = T 2 0 (]
Ga| 5 2 <7 <B| wed I3 6 1 0
6 =1 <4 <9| uge-9 3 8.5 0
a2 =) <2 a6 uy=ab 4 3 4
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Natris d¢ 000%00 reducides;

0 0 0O

2 4

2

J 1

Bed d0 fluJo nizime:
D |

Y Counr,0)
0 ‘.“/.1

s 108 arees se tiemes (1] wcapacided, fafluje, Les etiquetes
€0 1a €1%ina o31quetasida 50 sarean oon un O, Lo mismo 8¢ tep
ard pasa 90428 1as vedes siguientes. ,

102,340,441 o5 {1.401,«2,403.t}

Lol (a1}

Se truse una 1fuse sedre o) rengldn 1 y una Sodre ls colwmnms ¢
de 0°°,

Ocmo ol ninere do 1fneas e 24 8¢ pasa a la fase dual,

z), el

:ail

c" -

wen
[ & X
&\ =

conttn 134T w0tn [ 2,4,2,2,6,5,3,1,4} @2
Pt Las suevas variabdles duales oon;
U’ o=, u] 0=8ele=?, | e=9¢le-B, ul e=6+ln-5

visl, v w2 v3 =0 v:' afelaa=l
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Se resta en C'%, c, do cada elamento no cubierto y e susa & ~
cada olenento cudblierto con dos 1ineas. 3¢ obtiene:

(4 )Ceu4¢1,1)
Cyea) i)
Coyea )l
Chigw, 1)

) .
Cis, 4,3
45,1 ha
Tey N

els] 2% |1,2,3,0,002,402,003,404, ]
G l(0,1),(8,2),(8,3),(8,0)]
3¢ trasan 1funeas sodre los renglones 1,2,3,4 de C%'

-“-——0—0—
orre | 300
' 45—
30 .
Como ¢l nimero de 1l{neas o8 4em 8¢ tiene ya la s0lucién Sptima

Para ¢l prodlesa primal, Para 61 prodless dual,;
z, =1 wWe=9 w=l

S | wee? ve2

W § el v, =0

Zael las deads xj =0 w9y vyasl

"-.".—(627 Ye27 I".-Ill* o(=27)a27
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Estas soluciones se obtuvieron en dos iteraciones,

Abora bien, en ves de transformar el prodlema se le pueden
hacer cambios sl algeritmo en PIII de tal manera gque resuslva
ol predlesa con la funcidn odjetivo a maxiaisar.

Dichos cambios son los siguientes;

Para encontrar uns solucién duel-factidble inicial en lugar
de tomars

u;wain &e;_;'g iml,...,8

'i“‘H
v: alin A0y =W loeeer®
80 toma;
- wjemax hep|l tml,ieepm
‘t-sjsu§ !)'g Teeee . . (] (5)

v;-.r.unlo;;-u;} Jelyeee,
i
y 6o eata !ox"n se garantiss que la soluoidn dusl inicial ses
faotidle porque ea el problema dual se tienen restricciones de
ls forwa u;¢v, go;_.-'_ ¥ los costos reducidos deben ser 02> ¢ -u;
v;. & forwar la matris C'' tomando u; y v; ocomo en (5) se -
ocumplird ocon las restricciones, ya que t0dos 108 elementos de
C** gerdn no positivos,

Otro camdio @8 ¢l siguiente:

In ves d¢ tomar o.'-qln&i;jg

- 16S
8o tema o.-n{c;; iesc
I.GSr

Cuando se o‘o?(‘ siniaisando, en cada iteracidn se elige el mafn}
a0 do oo i;3> 0 en las posiciones no cubiertas por lineas ya
que ocorresponde & la variadle cuyo costo aportard ¢l senor ve-
lor posidle a la funcién objetivo primal en caso de que dicha
variable llegue a tener valor 1, Al restar o, de todos los elg
mentos no oudiertos, el 2{:‘{6 i ; 8¢ bace cero ¥y la posioidn
correspondiente a §1 se Hace cendidata a pertmecer a la siguiepg
So asignsoida. For otra parte, al elegir de esa forwa c, 80 -
conserva la factibilidad dual en el cambdio de variadles,
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Un resonaniento anflogo oerresponde al case €¢ tomar e.-u[l.J}
cusnde 8¢ quiere maxinisar la funeién objetive primal, Jes
Tosando el prodlema primal y su dual eemo ea(l) y (2) ¥y
Seaiende oa cuenta 188 camdios menciomados, se aplicard PFIII,
tris de goetos;

G S Wa e -) P S § 0
6 1 4 9 ‘:I’ C's -3 ] «9 0
2 )2 ¢ uub -l -3 -4 0

Voel Vel v, o0 v, =0
Natris 4o 000t08 reduetidos:

0 0 0 0
0''e o o4 - o]
- 4 =3 O
) =1 «4 O
Se esnstruys s yod d¢ fluje andxino;

13 ‘ON; )}

€43,
o 40,2,3,0,004]  Ka {1.4.1.402.4’33}
G (0,2), (404,81 |
Se trasa una 1l{nea sodre ¢l regién 1 y una sodre lu colunnu 4
‘. c..

Come ¢l admerc d¢ 1lineas o 2£ 4 se pasa a 1la fane dun.

z, =}
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oosguals ] max)-2,4,02,2,6,-5,-3,<1,-4% 22
Jes lad nuevas varisdles éuales son;

ul =9 v e}
u! afe(=1)aT? v =2
uj #9e(=1)eb vl w0

w, whe(=l)ed Ve w0=(-1)el

Se resta on C°* g, de cada olomento ne oubierte y 8¢ suma a 0§

d4a elonente orto oen 408 1 « 3o edbtiones
0 0 0 -
cl.o. ol «} 0 : .
) 0

“1 <3 -4
-2 0
Se construye la nueva red &6 fluje siximo a partir de C''s
tﬂlﬂ "‘ R [",\3 .

ae fol 0w §1,2,3,40 4004002, 403, 000,88
€ =} (0,1),(0,2),(8,3)s (0,00 §
Se trazan 1fneas sobre 1los remglomes 1,2,3,4 de e’

Como el mhoro de 1{neas es 4=a ya s¢ tiene ls solucidn dptime
que e8;

‘Para ol probless primal; Para ¢l prodlema dual;
l" =} n.-g " asl
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P w,=? v, ==2
t S} u,=8 v; =0
el U] v.sl
18 donds x;: =0

=21 -’-21

Bstan seluciones 50 odtuvieron en dos iteraciones,

De ls aisma forsa o que 8¢ hiso ocon PIII se hard ocon P11,
o8 deoir, se resolverd el prodlema con PII, primero camdiando
la fumoidn odjetivo de mazimisar a sinimisar y después haciéndo
le cambios al algoritme los cuales z0n 1os mismos que en PIIX
o sshory

M ves 4o tomar; u; -u- %o. l 12l,000,8

'j’“‘: &0., -..} Jul,00000

oo toma:  wiemax to.,} 11,0008

-.:: e;)-n.} [T PP
pars 1a soluoiéa dua) oot dle indcial.
! ok lugar de tomars
© =(dn/( 4o omtn { §iy /diog;) | 0508
se tema:
O odm/{ 198, N‘;? %5.‘3/(4.‘ o(s;,)\-(.' 0(3_;>°}
De esta forma 8¢ elige el o0o08to reducido ccrrespon’ ente a la
variable cuyo oosto ori;in:l ruede incrementar néas la funciéa
objetivo primal en caso d4e que la variadle tome valor 1. Ade-
»és s¢ conserva la fectidilidad dual,
Como ya se demostird en PFII, los nuevos costos reducidos
soa &0 la forma: 3'-“‘- "U =Svu*(1/2)(«; + g;)
feabifa se vio que 83 «; +@;50 eatonoes «;43;u2. Para (r)k),
“+@,52 por 1s forsa e que 3¢ odtiens Sy, /(«r+3,). Mtonoes -
8o time ques 0, oF,.=F,,°(1/2)(2)w0 20 cual bace que 18 po~
sseidn (r,k) ses candidata para que x,, =1 en la siguiente ite=
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Prisero se resolverd ol prodlems toadndolo cemo ea (3) ¥y
ou dusl oo on (4), usilisando MI.
Hatris 4o ceostes
-f

ol <5 -9 L L 1 2 o o
o |9 27 8wt Ly 6 2 o
2 <) <2 6| wyeeb & 3 4 o0

Vel v,e2 Vo0 Vv,

Batris-de costes redusiden;
00

2 41
C''a2 ¢ s
J 1 40

] \ 1,3 | iij'os - {(I.l).(l.t).(1.3).(1.4).(2.4).(3.0.(4.4)}
Prodlema primal reetringide;

(P2) x,, ox,, 3, 0x, It
"" *X sd

Ty *X

o)
e}
el
e}
=)
el
)

Ty ¥Ry SR *K,, Xl

’[‘- .8.“ .8,“')_0 1.‘.;.000.‘
Soe resuslve (IR) coa la red restringide de flujo méxime;
' L4yl
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La solucién s x =1, X, =1, les demds 3/ j=0. MNujo afxinos2,
o 1 0,3,4,2,4047 A0 h1,401,402,803,8]
¢‘ i"ol’o(‘f‘.')g Yalor ‘l¢ =2
3e obtienen los valores de las x; 7 X

x, =1 entonoes x,, wd, X, o0 Cumpliondo la factidilidad
Ziqel entonces x, =0, X, y=0

Eyq®ly Eaamdl oa (PR)

Zua®), "‘-1

Se tieae que xf-:,,‘ox.-u,“ozqﬂ >0, entonces no se tiene adn
una solueidn dptine pars el prodlema, por lo tanto se obtieme
1a solueiln para (DR) y se pass & 1la fase dual.

KL prodlema dual de¢ (MR) en;

Hax de oe.. cteytB ooty

8.8,
: « +4,50 411 2 S
(om) «{i+0,50 %<1 M2
. diepy 50 o3 <3 Msh
< *0,40 ) (',,51
C ey 00,50
‘(’l’(l’vio

Y YL A ' @5 s1a reatricoidn 4, jul .0 ,d
Se obtienen los valores 4o las -(.'ypj usando

i 1 1{1ea . =l Weich
“ela 1eE F‘J'z 1 ajeds
o -;1 ﬁo :}
“a g: el duales
d;‘ .1 .-1
. | (4o0)¢ o] = 4 (2,0),02,2),(2,3),13,2),(3,2),(3,3), (4,2)
(4,2),(4,3)%
4y o0ia2 148 w2 oy ¢ 02
oy ¢l oy op.-z oy 40,=2
A 0{]3.2 oy 48y =2 oly 0/_;)-2

o min 15 /4 ) 1 o0;0] wmtn} J B oo B
ool [FEREPFML- - B

Se nodifica la solueién dual;
u" 2afu(1/2)e=19/2 v =1e(1/2)=3/2
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Y waBe(1/2)-=15/2 v =24(1/2)=5/2
u! a=fe(1/2)w=17/2 v} =0+(1/2)=1/2
ul ==6¢(1/2)==11/2 v} =0=(1/2)=-1/2

Los ruevos costos reducidos son: ‘
¢ :0-1{0)=0 &3 e=2-}(2)el &%, w2-i(2)-1 ,, =3=4(2)=2
¢!, =0-3(0)=0 gji sde(2)e) c,. =6- H2)a5 By -1-*(2)-0
¢!, =0-4{0)=0 3, =1-4(2)=0 T, e5=}{2)=4 &', «4-}(2)=3
¢!, w0=i(=2)=1 &%, #0=,(0):0 9, wO=X0)ud ¢*, =0=%0)s0

Se vuelve s la fase prisal:
0§ (10000(2,2),(2430,(2,3),(2,4), (3,5), (4,2), (4,0}
Problema primal restringido:

iin x,0 x;do :,Q

8.8,

B, oK, ¢X); *% ¢
(’.) ‘ b R,; *%,y *X o
X
'..‘ Q’Q‘ *Ryy
" *Xy
t *2,, *X 42
TR 2 T 2 Y

=l
al
al
=l
=l
el
=l

Z,, +Xyy *X wy +Eard

1‘3.8,"(,84320 3.1-1.0000‘
3¢ resuclve (PR) con la red rcetringida dc flujo méximos
cesnd bt tfl,l}

- LALLM
<} om,n_]
(4] “’3)‘1
Leon 1}
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Ls solucifn o8 1, =1,x,;=l,X; =1,x %1, las dends X, =0, Pujo
séxineed,
il e d1,2,3,4,400,002,403,004,8)
¢ --{(0.1).('.2). (9,)),(0,4) g Valer de ﬁ ol
Se edticam 100 valeres 4o 1o x ¥y X

Zy =l satonees X =0, R« =0

Xy nl entenoes x, =0, X0 Cumpliendo la factidilided em
Zyul BECNS X,.=0, Xne0 (m).

;=1 entonces x o0, x 300

8o tiems quo x:-i: k’i’«j"" entonces 8o tieme ya le sSclu-
etéa ptins que 08; 7

Jare ¢l predlema prisal:; Para ol prodleas éual;
I 0 | we=ly/2 v e)2

D ) I.-l,/z v, «3/2
Syl we=17/2 v ,el/2

Zn el Ue=1l/2 v, e-)/2
18 donfs x(;e0 :

% am(=27 )n27 "‘—nn-(-z'l )e27

Intad 901uoiense se obtuvierca e des iteracienes,
Ahore 80 resolverd el prodiema toméndole cocme en (1) y en
(2) hasiende al algoritec ea PII 1es cambios ya descrites.
Hatris 4o ocosten;

SHERNIERE
w 1 0
O 161 4 9| wey C'a 123 3 5 o

2 3 2 ¢ wsé o4 =3} 4 O

'. ..1 "..2 '3-0 '.‘d
Hatris 4o ocostos reducidos;
o o

o 0

2 -4 =1 0
el 2 5 -5 o

=) o]l o4 0

@ § (1,30,2,20, (2,30, 12,4),(2,4), (3, ), (4,00
Prodblema primal restringidos '



12%
e l.-Zl,‘ Oila_,
8.8, 12
X, *X 4 X, 0‘ " ¢3¢ =}
(rm) x,, X, -l
I.‘ [ 2 W) ™ |
By, *Ryy e}
:“ *Rai .‘
t 1 12 el
'|) .:" .l
By $X oy 43 0 0K oy *X ool
"J "ld"ja.  PF ) PR |

Se resuelve (PR) oon la red notﬂutu @o fluje aéxine;

Covi) t4,))
Ces) 4
* tn',u 0,00

la solueién e8; x, =l,x;,01, las denés x;; =0, Nuje ubxines2,
- { 0,3,4,2,0081  a%e] 2,402,402,403,4]

€ =|(a), (4s0,0)]  Valor 80 £ w2
3¢ odtieam los valores d¢ las xi, ¥ X/

b .‘ entonces x qd. :“ d
x,, =1 eatonces X, e0, X, 0 “’2’?;:,}‘ factibilided

!‘ sl Zgel
x, *l x,el

de thene QU ZjeX, eX, ¢X,,4X, =450, eBLONCES RO 90 tieNS &=
dn use solucidén Sptima para el prodless, por 1o tsato se odtig
ne 1a 80luoidn para (DR) y se pasa a la fase dual,

Bl problema dual de (FR) es;
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BaX do e tocotalyd3 o0ees B0

....dl 0(’.&0 J|£1 ﬂ;_‘.:
o 43, <0 3¢3 <
@ L% Zha 4a
4 44 <0 y<d A<t
*
z' o‘,:::_' 0 «; 13; #in veatriecidn
d‘l’('qfo ‘!J‘looooo‘
Se odticam los valores de 189 </ y 3, usando
1 ted =l BmejE A
A=y gen A% 1 megen
o a=) =l L)
iy /(:’.' o ¢ ox=
dy =l 6%
oy ®1 1= |
o 1.0 #07 o] (2,2), (2,2),02,3),(3,1),03,2),(3,3), 4
T )y 60e2)e (4030
dropal dropu2 lye @ w2
o ."‘d ol3 ”‘.’ w’p;.‘ v
oy om el G 4aye2 ol ® o2

© gt 35 /v | o 20] man o oo

Pt bt 1

Se medifies la seluciéa Gual;

) =5+(1/2)e19/2 v} e=la(1/2)s=3/2
u! of=(1/2)=19/2 v oa2=(1/2)e=5/2
ul #9-(1/2)e27/2 v wba(l/2)ue/2
!, =b=(1/2)e22/2 v. «0+(1/2)e1/2

108 mmevos costos reducidos son:
8! =0¢{1/2)0=0 89, ne2¢(1/2)2e=1
g‘;‘. 3.:533 i -6021/2;3.-5

* 8%, == 2)248+4
8% =0¢(1/2)(=2)eed i 200(1/13000
3!, wa2e(1/2)20=1 8% aede(1/2)2ua2
83 o=de(1/2)20=3 8%, ==1+(1/2)2+0
8%, ==1¢()1/2)200 8% m=de(1/2)20=3
83, =0+(1/2)0=0 e, »0+(1/2)0=0

Se vuelve a la fase primal;



1

' [u.x).u.a).(1.3).(2.3).(:.4).(3.4).(4.:).(4.4)}
Frobless primal res tringido;

Bin x =) x; o2 x,:

..l?o 2y < j" «J
By 0%, *X,, *F o el
() Byyex,, *x,, wl
.l“‘ -1
lq’.!w oF e}
=, L2 P ol
'u ...‘ ’:4‘ .‘
Ky Xy o,y =)
t 102 B o8y *zd

:;3.:,‘,8,‘20 ‘.‘-’».ooo.‘

8o vesuelve (PR) cea 14 red restringida do finje néxime;
N W g L0

38)Ce w1y
(L LAY
4 un,g
T Ney

e Sl ¥
Chyp W)
113 I3 |

La solucidn e x,, *1,%,,01,%, »l,x,,01, las dends 3;;=0
MNuje sfxinoed
mie] &a) 102,34, 401,42, 443, 404, 8 ]
ﬁ = { ('-1’0('02)0(.03)9‘.04)} Valor “ﬁ =4
Je obtieam 108 valores de las variadles x;_ y Xy
. %, =1 entonces x,,«0, X, =0
; X =1 eatonces x,. <0, x., =0 Oumplieado 1a factidilided
2, o) uitoueu 21 00, X0 o ()
Xy, =1 entonces Xy®0, x4, =0
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Se tiene que x:-Z:.-‘ +2 X "0, entonees se tieme ys la selu-

oifn Sptima que i...“ .

Para ¢l predimma primals Tare ¢l prediens dualy
B, =3 0 el9/2 v, ==)/2

t S | 5el5/2 v, ,e3/2
el w,el7/2 v, me1/2
Zyyod . m1/2 '.‘-1/3

les denés 3.3-0

a7 wia2?

Betas solncicnss 80 edtuvierea an 408 it%erasniones,
s P11l ae resolvié ol aiguicate provisma;
Eininisar se2x, ¢x,, +Tx,, ¢4, 02’.30’,‘ Oa,u 0‘:‘. *3x,,

- BB
;‘:’j el 1) SPTYS |
k4]

“l.'sol 30),0000)

) 3:520 ‘IS:" ' .)3
euye Saal en; ,
y ]

“,“' < 2 . .
S Ugew, £ 6 u7,v; 0in restricoidén
gy, S U 7 ) PO |

Las selueiones Spsimas que ss obtuvieron som:

Fara el prodless prisals Para ol prodliesa duals
t N 8 Yed Va2

Zagel Ul  vysl

Xy o1 W,e4 v,=0

1as deads x;j-o t*al w'ad
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Batad selucioned se odtuvieron ea des itereciones,

Pare resolver ¢l prodlems anterior con PI se necesita ha-
cor algunss candies ya que ahora 8¢ tiens la fumoidésm objetive
e niniaisar (ea ¢l prodiema primsl). L,® cambies son;

I lugar d¢ Sosar o;-.? LT | b;-,l ®;; 0 tenarda
l:‘}l LR b;-? LR

Meads, o ves do hacer;

- ‘:..‘ "1..00.-
31 a<h entenses Ve Jelyi.e,m

.;‘ ‘.1. oo ..
81 a)d eatences
';-.J. ‘.1.00 o8

o hard;
1«0  U) PR |

31 a< b entences &"") 35,000,8

ey f ) PRP
31 o) b catonces
'j‘ [ ) PPN |

Con 10 anterior se estard cumpliendo coa las restriceienes

- que 50A &0 1a forma u;ev; <E; ¥ adouds se tema 01 mayor valer

inicial pesidle pars w quo on este caso 8¢ quiere aaxiamiser,
Otre emmde @ m.h,g;&u;w;-r;‘-} on lugar de

‘ «.ue.&u.-.v‘--qj} y8 que ut’c&‘ v‘o‘:‘u quiere sinisisar s.

"“\'bbumn que en II se utilisan 108 ujev; -r;; on lugar de

T, =u; =¥, pars obtener 4, por 1o cual, ocurndo se maxinisa se

¢

tomea d-."t% Qu; ov; -r;:! ¥y cuando ee uniun_ n‘ toma I-mxnil;
cdmunks Qamtiqles

v;ery i al comtrario de lo ’uo #e hace en PII y PIII'en las

que 8¢ toms e‘; I

Al tomar 4 cono el méximo de los upev;~ri: pars 1,4 no e-
sencinles se estf considersndo el costo que puede disainuir



1}0
ads 1 alor é0 3 ea cago 49 qu* 21 va:iable cerrespondieate
teme valer 1.

El cambie do 1cs variables duales se realizs &0 la nisma
forua que On ¢l caso & maximisar s, ¢s decir,

Case 1. Pare todos lee ronglowss no ceencialss 1,u)0.
30 ealeula = ‘_lnt':'l ‘.u:i
Batensess ‘T
6. —3u;-a pare todos los reaglones 1 mo esenciales,
v, —> v /8 Jare tedas las colummas j§ ceenseialea.
-3 W pare tedes los reaglenss 1 esensiales,
v—Yv par todas 1as solwmman j no esensiales.

Case 2 Pure algia reagléa ne esemeial &, u;y=0
Ss caloula a= 4,v;
Matonees: Edi ‘!
u; —5u;%n para todes les renglomes 1 eneneiales,
Vi — Y, -2 jara $0dss 1as coluzas § B0 esemoiales,
S{ —N; pars tedos los ~englents 1 no esensiales,
V;—3v; para todes las oclumas § ssenciales.

Obedrvess que oa o1 case 40 Nins y Kaxw, n o8 sienpre Bg
gativa ya quo 49 o siempre negativa porqus Ve, <0 pare
1,4 no sesnsiales.

Iatoases, al eandiar las wvarichles duales, las quo 60- -
rrespondsa & renglomes y colvmnts no essnciales se sumeataa o
o0 dsjaa igwal ¥ 1as que ecrreapoaden a reaglomsc y columas
esernciales o0 disuminuyen 0 96 &0 jan igual.

Do o:ic forma, edends do coaservares la faotidilided -
Gual oo da opertunidad 4o que poeiciones (1,3) ecm 1,320 -
osensinles, seaa las que teagaa u;w‘- -c;j 7 o0 considerea -
e 1a asignasida siguiente,

Considerando tode 1o aaterior se resolverd el prodless -
48 PIIX eoa M1,



Matris 40 cestoss

o suin z.s.'r; 2 v oain {z.mi 2
asvsmin ‘.2.1 =) .‘-‘. 5.2.‘ -2
oyvmin (2,6,5] =2 veain { 7,3,5] =2
T J hi LS
=) g=
Como a=bd ontonsesns
w, =0 v, =2
l,-O '..2
;=0 el
., ". alegp M Wy Y, <y ‘J”‘ «
8,4V, 82 <Py B¢V, s2epr w,w, ey
| w,-1< | A u, ¥V, mlepr ,ov,ql(.t
Se somatruye la masris Q
1 06 0
Qe |0 1 1
1 0 O

Se realira el proceso de BATOAr 1's con asteriseos siam que ha~
yo dos en ol nisme reaglda o eclumma. 3¢ marea ¢l primer 1 ea
cada renglén (pere 20 en la columas d0 UBA BATGA previa) per~
qQue asd,

1" ) Es pesidle hacer la trensferessia &¢ (2,2)
1' 1 e (2,3), pero conduce a uaa asigmacila sog
pleta.

El rengléa 1 ao e# esencial.
E1l renglén 2 em esenscial.
"Bl renglén } mo es esencial.
1a columaa 1 o» esemcial.
la coluama 2 no o esencial.
1a columna 3 no es esencial.

Se marcan on la matris 4e cossos las linmens esennialess
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8o tiens ol easo 2% u,mu,=0

Gopaz ) uiw; -y [ J wiwen, u e en, g enen, ou e,
M P13
wax {-3.-6.-4 -4} =

Tﬁ. av;} wmtn fo2, 1} -)

Mun 1as variables dualess

.‘ d d
u,00¢(=})u-) v.-z-( )e5
uywo ?1" «))ud
6w, a2er, W, W, ==l < p, ‘;"o aQuy;,
8, v, o3ar W4V, 02w, 5 W, 85¢ 2y,
| WA T3 Y Wy Wyelar, , u, v, 4Ty,
1* 2 0
Qe |0 234
o 0

Se pweden hacer las transferencias marocadas con flechas:
eaabdiar (1,1) por (1,2) y (2,2) por (2,3).

As{ se pueds asigear el individuo 3 al trabajo 1 odteniéadoss
1a eiguieate asignacida que e completa despulés & cads trang
ferencis, que de hecho 1la dnica posible es la que comsiste ea
20 sover niagia iadividuo y aingia trabajo.

1 1* o
Qs o 1 1t
1* o o

Ningda reaglén es esenvial y las tres colummas of lo son.
Todos los individuos y todos los trabajos estin asignados.

Ia soluocion éptima est
Para ol mbliu prisal: Pars el probdlema dual:



x,=l

PR

2,21

las donds x;.=0
s*s=8 )

R}

u =0 v, =2

u,=3 v, *

UJUO '3 “
wiet

Retas eolusionss »% obtuvisrea oa des iteresioass.
Obvedrvese que cem los cambdbice que e¢ hieierea ea PI, ol

algoritmo ya a0

CoRseTVva 100 variables duales 20 mgetivag -

porque puede susedsr, quws al tensred ¢l ease 2, existas ua reg

gl6n egpencial 1
10 sumard a g

0on u;=0 y al caabisr 1ss variables duales se
o® negativa, o on ¢l case 1 o8 yodria temer ~

uha colusma esensial J eem v,--o 7 sl haser ol cambie ds warip
Yes o0 10 sumard <0,

’

Bs PII se resolvié el problems siguientet
Ninimisar '-1:“ ‘6..3 00!,, 008.., “x" 08“0‘!., ’7'“ -

Rl problems dual ess
|
maxinisar '-21;02_'-

SEj, 42X 5, +3E3; +8K 3 42X 4 $4Tyy 428 5 +5B 4y

"

28;; =} iml,cc0omnd

I3t

g!.’j‘l ”1..00.‘
!“3?_0 1o3olpeceyd

4

- )
0.8, = th

w 4w <7 U, <3
uw,cb uww <2
u,év,<c 8 l,ng.a
u,w,s8 w, W, <

u,w<é B X
n,v, <1l umwmsé
U, < B, <2
u v, <7 u v, <9

usv; oin restricoida 1,3§=1,..0,4
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1as soluoiones obtenidas fueronm:

Pars ol problema primal:
x, =1
x,,m1
V)
TR
las dends Xy =0
:'-14

Pare ol probless duals

u,sl1/2 v, =)/2

u s)/2 v,.1/2

w,5/2 v,")/2

ued/2 v,=5/2
vtsl¢

1as soluoiones se obtuvierca em dos iterasiones.

Ahore se resolverd este prodlems utilisando PX eoa loe -
cambios ya explicandes do la aisma forma 1 quwe o8 hiso eon 0l

ejemplo 4s PIII.

Nasris de costos!

6 8 &
46 1 6 Z
5 2 )
2 4 2 5
a,vaia { 7,6,8,81 6

.‘-‘. ‘.1.‘.13 ) |
as;*aia 5,2,3,8( =2
a,ouin §2,4,2,57 =2

nz.;-n
Oou-'.) » eatoncess

W =f v, =0
=) v, =0
uy =2 v, =0
w2 v, =0

u, v, s6<n
. |"‘-6.tll
u .0'4-5 <Py
u,¢v e6r,

w,ev, =1y,
W, ¢V =ler,
U eV el <Fy,y

u,veler,,

"-1. 7".’.2 =2
...h ‘.1.2.‘ .1
‘)“ 8.6.3.2 L 5
b ais 8,7,8,5{ =8
b-ib.;-lo

an
u,+v, =2<y ", v, s2ar,
u:w: w2ery, u:w‘,-z <;‘..
UyoP, 824 Ty U PV 82uP 4y
WO B2 Ty a v, R<r,,

Se construye la matri: Qi
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Qe

~000
Ot b s
X-1-X-]
-Y-Y-X-}

Se marea ¢l sayer mimero posidle éo 1's sia que haye des
on ol nisno rasgléa o oa 1a misma colunaa. Ceme 6D b se mares
ol primer 1 do oada eolumaa, pere ne o ¢l zeagléa do wa l

mareade.
00 1% 0 0] Se pusde hacer 1a tremaferensis del
Qe 0 1 0 0 iadividuo 4 8l treadajo.}), es deotr,
0 1 0 0| ocamdiar (4,1) por (4,3), pere este -
¥ 0 1 0] oconduse & uns asignesién complesa.

Bl rengléa 4 os eseneial.

Los rengleass 1,2,) ne soa esenciales.
Ls columms 2 e esensisl. B
Ias colummas 1,},4 no soa eséneiales,
Se marean o2 1a matris 4o costos las 1{neas esenciales:

Se tiene o1 ouso 1, uyd>0 1e1,...,3
depnx i'i"{""u',‘ } "\ LM R I LTRSS IR VIR B
Fai 99449 <Foy s WPV, ~Foy 1839V, =F; 98, 47, =T33 184V, "'u} -
AR '1.’2.'2.'3.‘5.4"3.‘1."} L5 §
aemtn | 6,u;] wmtn | -2,6,2,2 } =2
8¢ casbiaa 1as variables dualess
‘.‘- =) ';‘
wel-{-1)=2 v, 504(<1)s=1
wez-l-De v; =0
Y4

. v, -7"“ Uy v, 24P, uyv, =3 < n, u v, s2sr,,
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6, wosbar,, v, slar,, eV, a2ap, , | N TR

u, wsT<n, 6 e2<n, B, v, s)ar,, BV, 02, 3

u, K, sT< By W, <Py 8,9, =)< Py 8 W9 < Py
1 %00 Be agrega (3,3) & 1o asignaeibe y 00

e (O 1 0O tions wan asiguasifa csmploeta, Ne o0
o110 posible haser transfezensias.
Y*o1i10

Rtagie rengléa oo ceeasial.

1as eoclumnes 1,2,) sea essnciales.

1a colwmma § ne ep oeensial,

u-n-nh-ms ¢s eostes las lincas osemeialess

; /1]

S0 tieme 01 un 1. un teda u; eom § B0 esemstal u; >0

) l uiov; -D.J ‘l B Wy al)y Uy R =B (8 W T, (8, 0K,

ol 2,-5-5-3] &1 namialdui{=mind-,2,3,0004
ia\ee

Se cambian las wvariadles dualest

- Y *(‘1).'1
:::;:.g.l :- -ﬁ-’:i' s |

w o, e, TN I3 ¥ -.w.-u B, g sl

R A N u, v, oler,, W W, eder;, L W AT Y
2,W,07<%; U,W,82cr,;  uw,e)er,, L AL
., ol 0,003 lPy W micr, B e ellrn,

y

1 %' u ruuu 1s trensfereacis do (1,2)
1
o

a 1‘: y 00 agrege (2,2) a 1a seig~

vY-1-)
=0
000
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4 ltuh individus pueds sambiar ds trade~

1101
e © 10 o 40, todes entéa ssignados. 1s asiguasida

01 1%0 es sompleta. 8o S1ems yu la solustiéa épt)
1010 m.

Soluwsida dptimm:

Jare ol predlema primal: Fare ol predlema duals

2ol v, o8 v, =]

2ol u, =) v, =2

sl .o v,=-1

el a ) v, =0

lu doads x; J--O *alé

s%=14
Satas solusicnse @¢ edtuvierem oa tres iteraciomee.

n u L ““ ‘. '{ > ° ‘.“1.-00.-. m u ..1 a0 e
peaidle mmeoclver ua 'nuc- eon funsila odjetive & atainisar
odteniends wne equivaleate cea 1o funeiéa edjetive & maximi~
SAP Dorque 00 tendrias sesficieates megatives.

Ia 1a Intredwseifa o0 masicnd qwo 01 Algeritae Bingave
ostd dasade on les ideas ds D.Xlaig y B.Rgerviry. s do ¢o-
%0 idoes 0 01 Meoultade Fwmnismcatal &o Kiaig. A esatinug- -
eoifs oo wrd a quf corresponds cate resultads ea ooda wma &o
- 308 tres presentesionss.

" e Y8
Bl resulsado éo Kiaig o8 el siguieate:

*54 o1 aimero afs grande do sarcas independientes quw -~
puesds eor escegido es &', entonces A’ lineas (reangleass o oo-
luanas) pusden sor eseogidas de tal manera qus coateagan o~
das las posiciones marcadas (imdependientes).® '

s PIIs
Ea ol problems primsl restringide (PR), al mimimisar x,,
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oo ostd payinisends ol nimero de 2, com valor 1. (PR) es oqu}
‘valente al problema de encoatrar el flujo afxino ea la rved -
seastruids & pertir del conjunto Qe §(1,4)| 5.‘;‘9} .

a ol prodisms dual d¢ (MR), (DR), e} maximizar d e op
té tratando ¢o obtensr o memer admsro posidle de <y @ eoa
valer <1, Ba otras palabres, s quiere tener ¢l menor ndmere
G ¢y e nij €A, Do onta forme 00 hace nfnima 1a cersadg
70 QU 80 odtions al fiaal, Ja qwe o4 olla solamente ozisten
aress & 1a forws (0,3) 0ea(6A° 7 (ned,t) con me) €A,

Asf, o) prodiema (PR) cerrespeands & excoatrur ¢l fluje -
sfzimo y (DR) 1a certadure afnims quo correspenden al admere
sizine do x;el gy el afaims adasre de varialves de (DB) («v
é l'J’ eon valor -1 respectivemeante. —_

Asf, on sste case, o} nn.nu. do Im serreaponds al
zesultado 4o que oa ol éptimo 32 .’ .

Ouande 90 tiome 1a selucida Sptima el prodlems (P),
x) «Ont' 7 01 nimere nfxino 4o x; =1 08 & 7 61 ainiso ndmere
@e wariavles & (IR) (aedﬂ,-) cen valor -1 08 B

B FIIl:

R resultado de Xiaig correspoads s

*n adsere adxino deo celdas sero-independisntes en wa -
matris o asigneeida reducida (de costos redusidos) es isual
e 1 minino admero do 1i{ssas que cubdrea todos los ceros ea 1l
satris®,

Tedos los resulSados menoionades 90 dsmestrarca op 0l -
Capftule II.

Regresande 8 la comparwocilén de las tres presentaciomss,
ahora o¢ hard éata en téraincs de su complejidad.

Al scmparer ugottboo. e obSiens su complejided oompu~-
tacionals éste se pusde hacer, emsre otros, ea téraince de s
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tiempe requeride ea computadors, del espacio que requieren em
1s misma, o del ninero de operaciones computacionales elencaty
les que necesiten,

Tare obteaer 1o eemplejidad 4¢ lad tres presontasionss,se
uttitsard ol eriterie preseatsde en [9;p.p.5-8] donde se supo-
ne que s¢ tieme una méquinma eon lad siguientes carscterfstisas:
Tiene nemeria de acceso aleateris iliaitade; les dates de¢ eantry
da estéa ya on 1s seoria al esmeasar les odlcules y 1es dates
de salida se d¢jan en dlla al final, por lo cual 0O 80 RECHSi~~
tan eperacicnes de amtrada y salida. la nsnoris alnasons cens-
tantes 1dgicas y enteres en paladras de cuslquier tamafio, 3¢ g
sume que 01 tieapo de¢ accese 4o eatas palabras o8 ceastante y
ne 8¢ ve afectads per ¢l temafie do las pajabras ai per ol nimg
re de palabres alsacensdes. Beta computadors hipesétiea puede
ejocutar imstrueeiones de tipe coadn y convenciemdl, cemo epe-
raciones ariwmiticas emteras, ocomparaciones nusérieas, opers.e
eiones iteradss, otc,

3¢ supene tamvifa que sada imstruccién ejecutads requiere
una waided do tiempo, independientensnte del temaflo do 1o8 opg
Tandes inveluorades,

Amors Bien, pars cada presmtacién se obtendré ol mimere
niximo de operaciones mecesarias para ootener la soluciéa dp-
tisa d¢ ua prodlema de asigmacién,

Presentacién I (21).

Conetruceidn de una cubierta y un eonjuto d¢ marces indg
pendientes sntciales;

l,'-.u &r;)- }puu LD PYPRY |
Se realtnn 2-1 comparnciones pars ceda i, en total g_(g_u cop
paracicnes,

b)--nn’Lr, } pars j=l,...,8
Iaram
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Se realizan m-1 somparaciones pare cada Jj, en total p(m-l)
eomparecioaes.

ui a; ’ hib
Se ruunl #-] sumas pare a y l-x sumas pave b,en total
2Aw-1) swmms,
ui=s i=),...,8 ' I,’IO ‘-190--.-
ol ashd sia)d
';-o "1.-.-.. 'J'.'J. ‘.1.000..

Se realizan: ) eomparsciia, 2p ssigmaciones do valores.

Se revisan las desigmldsdes u;+y; > »;; pare detoruimar
108 olementos ds 18 matris do califiesside Qe(q;; ) Gende
0. 1etuiwer,

0 4o otro medo

So hasen: 3' sumas, a' comparseiones, 3' asigwaciones de vale-
28,

Rutina I.

Snoontrar la asizmacidén éptima para 1la matriz Q que 9 =«
tiene, yor asdie de transferencias y marcaado los 1'- de 1a -
asignacién coa asterigoos.

' Determinar 108 renglones y eolwmmas muulu

Para yeslirar la primera asigssciéa ea 1a primere thnc:ldn -
(cuando no se tienen 1's marcades Com sterisecs) se revisan
a lo sfs 2* q;;'0. 5o v ol qye=0 61, e ucu-. ”® umm;
CORPATSCL0008 (Q;J-o é LI >0).

In las siguientes iteraciones:

hn determinar si hay columass elegidles se revisas a 1o ade
a' q;; *s. Se hasen a’conparsciones. :

Se pueden realirar & 1o mds n transferencias. Ea cada trams-
ferencia se pusden mover & 10 nis m-l1 iadividuos. Se pusden -
agregar a 1o ads =-1 sgteriscos (en ls primera itersciém al -
mWONos 80 C0l08a uRo, por 1la forma ea qus 8¢ elige la solwoiéa
dusl inioisl). Ba totals m(m-1m~1)= m(2m~2)2n'-2m.
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Tare doterminar si los reaglonss y las ¢olummas sea es0mein~

lon: Identificar las colummas que Ro tieaea 1''s. Se revismn

CRUE ¥ S VAL

Pare ¢ada venglda! se revisanm a lo ais 8 lugares pare ver i

tiene wa 1. Si 10 tiens, on 090 miwmo rengléa se busea wma 1

sin asteriseo, pero golamente en las colummas gque 20 tiemen -
1°%s ya fdentificadas. A 1o afs s revisaa -1 lugeres. 51 s
encuentre ua 1 do tales caracteristices ol reaglés se marca -
ooms esensial, o R0, 50 EATeA 0ome RO 0s0acial. As{, pare e
da vengléa 00 hasen! mn-1¢laln eperesionss. Ma tetal pare to
dos los renglenss o¢ tiensa R(2a) operssiencs.

P:n eada colummas S revisam B lugeres para ver gi tieme wm

1. 351 hay ua 1° se verifics oi el reagléa on el qwe esté o
esensial ¢ e, 51 av 00 Se0ncial, la cOluEmA 8¢ BANrGR GOROD -~
ossensial. M sualquier otre 9230 12 COlWEAS 5O BAYES RO 0000~

1al. Pays cada columma ¢ hasen m+l+l=m+2 opsraciones. Ra t9
tal para todas 1as eelummas e¢ tienea 3(3+2) operssiomss.

Batins II.
Odleule do dmpia &-.n--r;‘;
J

"hs
1as oumas ui+v; yo se tienea. A 1o ads se hacea a? dife-

re.oias (usev; )-r-- (en realidsd zumca llegaa a n'); y 2’-1 -
compareciones. By “total 231 operacioses.

Caadio de variabdles dusles:
Caso 1, Para 1'¢ 20 esenciales u;' >0

aepts } 4o

Cwenmicy
Entonces:

u; W -0 i no esenciales.
v, % n § 20 ssencialen.
urau; 4 esenciales.

v, -V, § a0 esenciales.

Caso 2, Fars algia renglém mo esencial i,u;=0
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asmia {l.v,}

kil
“uawa 1 essnsiales.
V-8 J no essasiales.
lg_.l. 3 30 osenstales.
v, — 3 cscmsiales.

A 1o uis o0 peden tour-nuuunumutmn al meviger
01 ¥:>0 § v =0 50 hasen & cengaracionss. A 1o ads ¢ pusden -
1000r B C0lumnas B ostnsialss. Intenses, yare eualcuisre &o -
1es dos o0sos 3¢ haton: Al calsular a, B Senparasieass. Al ey
ar 108 variadles oo werifics si lee reaglenss y cclmmis o60
osomeicles ¢ 0. Ju hasen 2» worificasionss. In ¢l oamd4is 00 -
hatos 8 ounns, B 88ferensias (o 1o ais). In total o0 hanes me

Mmuu-u-u-h(unulch)uuodu
do variedles dualee.

Salle QW 01 PEOeese conplete 90 Tepite & 1o ais 8 veees -

(témose on suwsata que ¢l 121010 00 2aoe wns ves), o) admere -
adzime de eperecionse requeridas es:

a{n-1)w(n-1)+2(n-1 )91 +2nsala(shataled2a" -2040" 1u( 20 ) 4a(mi2)
o2n' =1v6a)e 2' -uin’ e+ -2¢1 0200’ wa(12M6any )e
e’ in'.0-1

For 1o taate, FI requicre wa aimere ds pasce computasiong
100 olemsatales quwe estd aeetado por wa pelinomio ea términve
4o temafie dsl prodviems (m). Ma eete caso wa pelincate de grede
3, por 1o oual, 71 Sicns was cemplejidad do O{a’) (Osadmere
4o eporesiones).

Presentacida II (PIII).

Inteto. Ofloule 4e 1a solwsiéa dmal-factidle iaicial y de
loes cestos redwoidoe.
‘.-1‘ .‘3} 1.1.000.-

T

'v :,‘:.,{'"-'.} 3%ljeee )l
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Tore 1as u; 8¢ haoen 8-l semparasionss por csds uas, o -
total u(n~1) semparesiones.

Pare las v; 00 haoon B diferensiss y B-) cenparesiomss -
por ¢ada wma. Iu totsl n(m) difervmsians 7 n(n-1) sonparesionss
B tetal se tiement s(m-1)em(n)wm(n-1)e Jp' iy operestienss.

Tare l1es seates redusidest

Ya oo tienta .l.‘"‘.'  PF L PR

Se heoea (e;;-m;)ew;  1,30),...08
Ea tetal do ' diferensise.

Fase primalt
Se Geverniss o) sempente Qe (1,3) 1 8;; o0}
Para eoto o0 revise ot ¥ me); ;v >0
é '{" -;; -.;-Ujd
Se haoen g' scaperesiosss.

88 resuslve-la red & fluje -lnﬁ-u- ol algeritae &8 -
Pordy Pulisreca (1a red oo soastruypé o partir &s Q).

Ba comeral, 1a econplejidad el Algoritme Jare emscatzer -
ol fluje mizine os O{N"N) donde Mewimero do arecs &0 1a yed y
Nendmore do virtiees. (Vor (919.9.116-119] ).

Ia o1 osse do) prodlema de asigaaside, 1a red do flunje of
xine tiens 2u+2 wirtiees y § 1o pfig " +2n arecs. Matonses 02 -
ssta pares dsl slgoritme se requisres a ¢ afe:

(w*e2m)* (2me2)= 20f s200" 2260" 80" opevesiones

Rétese quo suande 1s rel tiens n'e2n arces, este quisre -
deoir que $0den 1o eostes eriginales &) prodlems sea iguales,
1o cual o0 diffeil encontrer ea 1a realidad,

fea : ]l 34 cA
Censtruceida s lastiis)d ‘- )
« {.1 ied® s i 1 mef e’

Se revisa st LA 6 e

nedéd 6 mejedc

Se asignan los valeres s «; y ‘a; t OF [ PRRRIS

Ea total: 4p eperecionss.

Fase dualt
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8 =ldn/( 4 ""”Z"-,,?al 8 Mtiop;)| i 05 > 0]
.. Se bacen las sumasci +(; . 4 10 nfs 3* swmns (20 llegs a
s ).

Se deternina suales («i+g;) son mayores que cero. A le -
ads oe hooen §' cemparecienss.

Se hasen les sesicates I."-/(-(:o(‘-) e «¢ (s" 0. A do -
uis son §° cceisntes (20 1loge & a*).

Pare obtessr O o0 hasen & 1o afs §’~) senparseiesss.
S0 caloulan 180 aweves variadles dualess

w'; wa; ¢+ 0

Ml B o
S0 haoon 35 Ppredwetes 7 25 swmes.

S0 obticnsn les mmeves scoton redasides o -u's <¥% . So -
haces ' diferensise.

K1 precese se rejpite a 1o nds & veess (resnérdsse qw @l
inieto oo heoe was ves).

Rasonces ¢) nissro sixine 4¢ operasismes requeridas ess
3n'-2nia’ sa(a’ 420 +10u" +16a% +8n* vinin® 1aNat-) +2mem)+
o{n-1)an"eln’-2n s0' (2" +200" s16a +13a" eln-1 ) +2n’ -20" e
a2n’+10n’ s26a" 419" 120n" -3a,

A Per 10 oual o1 admero & pascs sempatscionsles elemeats-
108 oa PII estd tamdidn seotado peliacmialmeante. PII tiene ea~
tonses semple jidnd do O(an‘).

Bete 20 es definitivo, ya que dependieade é¢ la implemen-
taoida que oe utilise y & la adquine usads, esta complejided
pmés variar. .

Preseatasida III (PFIII).

Intsdet Odleule 40 1s soluciés dual-factible inicial y de
l1os soston redusidos.

X1 adasro ¢ opersoicass es igual qus en PII, es deoir, -2
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Tase primal.

Se Geterminaa les 3,-;-0 7 00 reguelve la red de flujo md-
xine eorrespendioate.

Ra osta parte tamdiéa e tiens ol aisae uimere & eperesicass
que oa PIIi g’ e2n’ 100" +160° oOm® .

L J L2
Se determinea lee scajumtes 8,5, ,4 ,3..

Pare este o0 revisan les wirtises-iadividus y les wirti-
oso=treabaje on 1a red do flujo nixine suando yu 90 ha onscatrs
do éote’ (00 revisaa 1es clemsatos &0 la sortadure sfaims).

Se hacea 25 eperesioass.

Fese duals

8¢ ealenls o.-’h{ ot
lomn.h-h._t;;o-mtmo (e 1legn & n'-1).

Se eanbia 1a uln“n duals
(o 9o leB,

;- o8y
o !‘ ch . j‘&
"' "y, 0 js&

Para sada 1 y oada § se verifica a qué coajunto pertenece
Se haoea a 1o nds » susas y m diferencise. Ja totals 4g epere~
elenes.

. 80 caloulan les RWEVOs COOtoe redusidos y o0 regyesa s la
fase primal. Pars 1os nuevos costos redusides ee hacea 25° &i-
foreneiss.

Tedo el procese, excopte 01 inicio, se repite a lo ads »
veces. Eatonces o1 afmero afxime de eperesicnse es:
at2nem(n' +20°+10n"+16a’ +0n" +2000" -1 ¢4a) +(n-1)20>
sia’«2nm(2n’ 110n" +16a’ +10n" +6a=1)+2n’ =20’
=20+108" +16a" +12u’ +8a-3n.

Para P111, entomces, ¢l nimero de operaciocnes requeridas

taabién estd acotado polinomialmente y la complejidad serd de

0(a). Como ya @0 €1J0, esto 20 oo defiaitive y Lla ocapleji~
dad pueds wariar,
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CONCLUSIONES Y COMENTARIOS,

- Come o0 pado obaservar a 1¢ large 40 lee Capitules II1 § -
111, 1les tres presentavicnss &0l algeritme 63 0s0noia Trealisan
1e misme, oia sadarge 90 vie que PII y PIII requieres és nfs -
oporesicass qus PI. A posar éo olle, B0 80 Jusds sontluir e
formn definitiva quo PI soa me jor que las otres yo qw 18 ecm~
plsjidad pusde variar dopoadicade de la izplomentssiéa quo se-
utilies y éo 1a mdquine 0a que s0 tradaje.

Tor otra parte, las tres presentasicses resultarea tsasr
ua afasro requeride &0 pases semputacicndles elemsatales asety
ds polisemialmeate oz términse dol tamalie de) predleas (n). By
50 08 Busao porque wad fumsids polincmial orese mscho mepss rd
pide que wna expensacial ¢ que wma fasterial par ejeaple. (Ver
DC.-’-’) )e

Adeafs, 1o algoritase 80ettdies polinanialssate son Sdsi
sienpre H»usnos Algeritnce aungus oxisten tambids algeritmes -
asetados expozencialnsate que scm bastaase efieienses [9;)p.p.
s-8) .

De ahora en adelante, cusado 8¢ hadle 49 1a ecomple jidad -
@l Algoritmo Himgaro se estard hadlande €0 la emplejidad -
0(a®) obtenids do PI.

Com respecto a la relacifa que guarda ¢l Prodleas de Asig
' nsoi6a eon 0tr08 Prodiemas, 80 t1008 Que & Posar &0 qwe B0 -
existes gram 4ificulted pare Srunsformar ol Problema d¢ Asipma~
0iéa oa wa prodlema ¢ transporte, 4o fluje a 0cete nfaine ¢ -
s asoplamiento adxinoe a coeto miaino, ¢o nfe ecnveaieate re-
solverio ¢oca wa algoritmo, ¢l Rimgarc ea este ssso, que aprovy
ehe la estructurs partisular 4sl prodlema.

$1 por ejemple, o¢ tratara de resclver ¢l Prodlems & -
Asignecifa eem el algoritme é¢ treasporte, se teadria wa easo
40 alta degenerecidam, yu Que ea o1 Prodlema &e Asignacida se -
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adaiten B varisbles pesitivas ezsctamente os eada base fasti-~
Ble y oa ol prodlems 4o transperte 80 trabaje sea las 2u-1 va-
risbles baieas, lo eual provesarfa QW o0 tuvierea o3 oada -~
itereciéa n-1 variables Visieas igusles & sere. Por otrve parte,
oo podris pomsar que al reselver ¢l Prodviema de Asigaseida ces
o1 algorites & tracaperts alguas x; podria 20 ser eaters, yu
que pars 1ee predlemas do transperts ofle ee pide 2/, 30 7 Ja~
re los 4o ssignacide x:;=0,1. Sin eadarge, cote uo ousede dody
40 & 1a forma o2 quo 80 slige la seluwsifa bales fastidle iai-
0isl y & 1a forua ea qus o0 sanbiaa 148 selusicnss Wisises aa

ol algoritmo & transperte (Ver Ulip.p. 354<363] y013p.p.262-
1)),

S e¢ resolviera 21 Predleas 4 Asignaciléa eon ¢l algorig
30 pare escoatrar ua fluje de valer v & costo lhl.lo ol nimero
de operseiomss requeridss estaris asetsdo per (2me2) meta’ i’
«a, yo quo ls conplejidad del algeritmo pare eacoatrar ¢l £1y
Jo & sosto afnino e O(a'v) donds asadasre do wirsices ¢ la -
red y veol fluje que 00 reruiere llevar a coste minimo del orj
893 al dontino éo la red, (Ver [919.p.230-232] ).

A pesar 40 que ¢l admere 40 operesiocnce seguiris cstande
ssotado por um polinomic de grado ) eomo ea PI ( ea térmiase -
;' éo m), 8l f£inal 20 es tendrias les valeres &5 1las wvariadles -
~ duales come em ol Algoritmo Ningare, teniéndess que usar sesu)
. tados de Pregremsoiln lLineal pars obtemerios.

_ Pare o1 prodless de acoaplemiento nfixine a ssate afaino @
. grdfices dipartitas de 1a forma 0=(8,7; 8x2) (S| em, |2l wm,
SxTsgcenjunte de arcos, m<n, 8¢ utilise ol algoritae Rimgare -

. adaptado & este tipo de prodlemss com usa complejidsd de O(a's)
] L?l)-’.?@l-MJ

] As{, ot s resuslve ol Prodlesa ds Asigaacila como wa pvp
. blema de este tipo, se tendrda los mismos resultados que oom -
" PI ya que en este caso, mea y 1a coaplejidad serd O(n’) tam- -
; bidn,

Ahors bien, con respecto sl Problema é¢ Ruta més Corts -
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48] orjzep sl destipo de una red, se tisne que es mds coave- -
aienate resolverlo con los algoritmos especiales pars #1, que -
oon el algoritmo Hingaro, por 1o siguiente:

Para redss sin c1clos el prodlema do ruta ads corta ee -
Jeede resolver con el algoritmo de Bellman( 9i9.p.65] con wms
somplejidad do O(n') [ 91 p.p.68] donde m es o1 admero de wip
tices do la red, mientras que oon el Algoritme Himgaro se tes-
s O(s' ).

Pare redes eon costos positivos en los arcos, ol problems
4o ruta nds corta se pusde resolver coa el algoritao de Dijks-
tra teasonto O(n!) [ 919.9.70-72]

Pare redes ea generul ¢l prodlems é¢ ruta mds corta e -
pusés resolver soa un método debido & Belimam y & Pord [93p.: .
74 ) ooa oomplejidad de O(n'), 2a [91p.0.01-82) se musstra que
o1 prodleas, tenieado costos negativos (pere eia oulo- negaty
vos), se pueds resolver en meacs de 0(s®).

Al resolver el prodlema ¢e ruta ade corsa coa el algorit-
80 Ndngaro se coasideras & 10 largo de tode el proceso virti-
eos por los qus 20 pasard la ruta éptims, 1o oual mo suceds -
con les algoritmos esPeciales pare este prodiema.

Ea vesumen, #¢ tiens que: Bl algoritao Niagero se pusde
considerar entre los algoritmos efioieates por estar acotado -
polincmialmeate. La complejidad de ua algoritmo pweds variar -
dopendiendo d¢ su presentacién ¢ implemsataciba. lLas tres pre
sentaciones vistas, en esencia realisaa 10 aismo aungue utili-
sando diferente admero de opereciones. Es mis convenieate re-
solver ol Problema de Asignacidén com algoritmos que aprovechea
su estruoture. Lo mismo suceds con el prodblema de¢ Ruta mds Cor
ta,
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APENDICE A. .
ALGORITXO DE PCRD Y PULKERSON FARA ENCONTRAR EL FLUJO MA-
XIMO Y LA CORTADURA MINIMA EN UNA RED.

A-, PROCESO DI ETIQUETADO.

1) Btiguetar al wértiee » (origen) coa( +s, S (8)e oo}

2) Blegir un vértice etijuetads, o0s X y o0a ou otigwp
wi L ey, § (1) ‘

1) Pare todos los vértices x; cP(x;) (conjumto 4o swee-
sores de x!) que no estén etiquetados y pars loe cug
les ﬁ <qi;, ssignaries 1a etiqueta [ ¢x;, 3 (2;)]
douot(x;)-lu{ S(x)s a- 61
(f:; «f1luje en el areo (x;,x;), qi; =sapacidad del ar-
¢ (x;y 2;))

11) Pare todos los vértices x;cF(z;) (conjute @ preds
sores 49 X ) ques no estén etiquetados y pare los sua
1es £1;0 asignaries 1a etijuetas|-x;, $(x;)] donse
S (2;)emta {S (x0)s £i1 [

=« Se d3ce ahora que el virtice x;ha eido examinado -

3) Bepetir 1a etapa 2) hasta que sucedat

1) Bl vértice t (deetino) no ha sido etiquetado y ye to
dos 100 virtices haa sido examimados {excepto t, ola
ro). ALTO, el flujo f o8 ol flujo méximo.

11) B1 vértice t (destino) recive etijueta, ir a 4).

B-. PROCESO DE AUMENRTACION DE FLUJO.

4) Sea xst ir a %)
5)
1) 51 la etiqueta do x es do la forma [ +s, 3 (:)]. cag
‘biar e1 flujo a 1o largo del arco (s,x) de F(l.x) Y
; z,2)+ & (t).

i1) 31 1a etiqueta de x es de 1la forms L-l.é (x)] s COR~
biar el flujo a lo larzo del arco (x,3) u; (x,2)
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;(3.')‘ 5 (')o
6) 81 s=s borrar todas les etiquetss y retoruar a la ote-
.98 (1), repetir ol procese de etiquetade empesaade oo
"ol sweve flujo calewlado on 3).
81 sfe pessr Iws y vegresar & la etapa 5).

OORTADURA NINIMA:

31 ¢ (destino) ys »o pudo ser etiquetado 1la cortadurs
ainina esté forusda por ol oonjwate s arees (4,4°) -
donds As {x |z osth ouqutnlo}
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APESDICC B,

TEOREMA DEBIL D: HOLGURA CO'TFLIMENTARIA.

Dado ¢l sizuisnte par 4s problemss primal y dual

Priaal Dual
Kin oz Max V' w
(P) 4 s.n, (D)4 s.n.
Ax>)» Nwcet
x20 w20

7 x* una solucién fastivle & (P) y w¥ was soluciéa fastidle
de (D), usa comdicién necesaria y suficiente pare que x’y w*
sean soluciones dptimas de (P) y de (D) respectivemente oe
”"'“’ w'® (ax*-n)=0
22¢ (cta'w*)e0

Demcetreciéa. Como x* es faotible para (P) y w'pers (D)

80 tiene
Lo et Ax® >0
w'>0 20
0 10 que e» 10 mismo
Ax*-y 20
b 4
ot -a' w0

Multiplicando la primers desigualdad por
"'20 ¥ 1a ssguncda por x"_)_O no st afec-
tan lse desigualdades y s obdtienme
Lo (ax*-¥)20
A =t (o'=a"w) 20
Sumando « y 3 se tiene
<48 ot (Art-0)extt (ctaf P)u
Wizt v soxt it e
mox’-t'w* 20
es deoir, cx*> et
pero tazmbién se sabe que para oualesquierw
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soluciones factibles x y w ds ua prodblema pri-
mal y su dual se tiene 0x< b'v:‘)ntoucu o Ay
stoular ex'< ¥w?
eatonces ox"shfvw?
¥ Der 10 tanto K+ eex’=d v a0
Como X2 0 y[azo eatoaces oU(S =0 implies
ol =0, B =0
Asg, o1 tesrems queda demostrado.

Rote teorema indiea lo siguleate:

3} 20 = {‘.J'ﬂj Jolye0esn

".".; = 2 =0 L) PR

"‘ >S5 0 =D a l.."' il 00090

J")b.’ ‘a'? =0 ‘.1.000.‘
o8 doeir, oi una varisble on wne 40 los problesss 6s positiwa,
ontenses la Yeetriceils correspeniionts ea o1 otre Jreblems o9
oda holgure, y o1 was restriceiéa e uno 4o les predlemss ¢s -

008 helgure, entenses 1a variable correspondisnte em 6l otro -
prodlenn dede ser cero. . ‘

m[l ;o239
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APENDICR C.
CONDICIONES IB KURN-TUCKER.

! ‘Anton 40 Geeerivir y dessstrar las eondieiones és Xvha-Ty
slny, oo demostrard o) Teerema do Parkas qw ¢s uam resultado -
importaate y sirve pare desarrellar dichas coadiofones.

Tooremn &0 mm“f Une y s0lo une de 1os dos eistemas o}
guiontes tions uma solusiéa:
Sistema 11 AR <0 y ox>0
Sistema 21 wAee y 920
donis A o0 wad matris do nxn dada y o
ua a-vester dado.
)

Demostreaciéa . las varisbles és les sistemas soR X y W, =
Bl teoresa también se pusde eseridir asfs
84 exigte ua x coa Ax<0 y cx> 0, eatonses
Bo exiete w20 tal que wise, Bec{procames=
te, 81 no existe x tal Que AX<0 yox>0,
entonces existe wa WX0 tal que wiwo,

Supéngase que el Sistema 2 tiens was selu-
ciéa w tal que wi=oc y w20, Sea X tal que
Ax <0, Entonces ox*wix< 0, puse w20y o
Ax <0, Eeto prueba que ox a0 pusde ser 1
sitivo y por 1o tanto ¢l Sistema 1 no tig
ne soluciéa. Supéngase ahora que el 3iste
Ba 2 no tieme solusiln; esto eigaifics que
o¢ S= {u[-go},s s ua conjunto oonvexo
cerrado, entonces existe um X tal que ox
D wix para todo w>0, (Zsto suceds por el
lema que 4ice que si S es um conjusto ¢coa~
vexo y cerrado en E" y x¢S, eatonces exip
te wa vector ¢ en R"distinto de cero, y ua
€ >0 tal gue ox> £+0y para oada y¢ 3, ver
[1.’0’0‘99'500_] )o
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Tomando w=0, go tiene que ¢x> 0, Adends, como W @0 -~
pusde tomar arbitrariamsnte grande, entoaces se dede
tensr que Ax< 0, Esto prueba que ¢l Sistema 1 tisne
uns soluciéa y el teorema queda demcstreds.

)
LAS CONDICIONES IE KUMN-TUCKER .

Oonsidérese ol siguiente prodlems de programasiéa lineal:

Niniaisar oz
0.8,
Ax2b®
- 220

donde ¢ ¢8 un n-veotor, » ¢s ua m-veotor, y A es uan matriz &
R .

- 1me oondicisnse 4o Xuha-Tucker se puedea eaunsiar asf: R
vooter x ¢s unb s0lweila Sptima del prodiema saterior si existe
WA B=VOStOr v y wh B-ve0tor w tales que se satisfagas las tres
oendiociones siguieates. Meefprocansate, o1 las tres cosdicio-
209 siguieates g0 satisfasen, eatonces x ¢s uma solucida 6pti-
aa del prodlems aaterior: ‘

AxX2>d x20 sescscss(l)
e~ui-v=0d, w>0, v20 eescoeee(2)
'(‘l-‘)d. vz=0 0.00.000(3)

1a primers oondicida establece que X dede ser factidle, -
o8 dooir, dede owmplir las restricoiones del problema primal.
Beto o0 0onoce om0 faotibilidad primal. La segunda condicida
90 008008 como faotibilidad dual. Acuf w y v son las variables
duales correspondientes & las restricciomes Ax>bd y x>0 res-
peotivamente. Ia tervers 0ondioida se conoce como holgura com=
plemeataria. Puesto que w20 y Ax> b, entonces w(Ax-b)=0 si, -
¥ 8010 84, o w; s cero, 8 bien, la i-ésima wvariabdble de holgu-
I 08 Ooro y Axsb., De igual maners vx=0 si, y solo =i, x; o8 -
nro. § dien, v; s cero.

(t; e P M- :m]
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mmtmihu 'u las coadicionss 4s Kwha-Tucker.

Se demcetrand primero que las coadiciomss &
Xuha-Tuckesr son suficieates pars optimalidad
Supéagise que X e una soluciéa faotidle del
problema y supfagese también que existea veg
teres w y v tales que las eomdictiomes (1),
(2) y (3) se cumplan. 8e demostrerd que X @9
una solucida éptima. 3ea x' cualquier puate
fastidle qus satisfage AX’> b y 2' 20, Do
(2)y e=mA~-v=0 y so edticns
On{c-uA-w)(x-x* )u(oR-02? )-wAx-vEZouix’ vwx’
Do 1a condicién (}), wizwsd y vz=0, Por lo -
tante, pusete qQuo
Ow(ox-0x® )ew{Ax*'-d)evx’
w20, Az*-020, v2>0, y 2°2 0, la qetunaila
anterior implica que ox'> cx. Pueste que og
te se cumple pare euslquier selwoila faoti-
2o, GAtences X o8, oa 0fecto, waA soluwcifn
fptima dsl prediema. Este demusstre que lae
oondioionss do Kmha~Tucker son sufisieates -
sare optimalidad.

Rsofprosamente, suplagase que X 08 WS 80lu~
oféa Sptima (y por lo santo, faotidle) del -
problems. Ahore 8¢ demostrerd que las comdi-
cfones (2) y (3) se cumplen. .Posidlemente -
después de rescomodar las colummas y reagle-
Me 40 A, oupingnoe que X, ,Eqjc:0sXp 808 PO~
0itivos, GUS Xy gecepXq®Dy Ay 2ud, ¥ A,XD0,
donde a( 1] 7 0=[3], 4, 00 do 1mm, 4, 00 -
@ (a=k)xa, b, ¢ wa k-veotor, y %06 ma =
(»-k)-veotor. Nétese que 4,420, &g ¢o0008a20
'y 064 <0 no tiene soluciés. Zsto a¢ sigue,
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poryye de¢ lo contrario, se puedes verificar fdei}
mente que para AD 0 y suficientemente pequefic, -
xeAd o3 uns solucién factible con un mejor valer
objetivo, 10 cual viola la optisalidad de 3, M
sistema 4,420, d,,5..03,20, 80 puede reescri-
bir como T< 0, donde

-A, k renglones
)
0 | = |a=p renglones

o I o8 una matris identidad do (n-p)x(n-p). Jor
1o taate, ¢l sistema T4<0 y 0440 no tiene se=
luoién y aplicando el Teorema de¢ Parkes, existe
un Revector no negativo w, y un (n-p)=vector ne
negativo v, tal que ¢-w, A, =(0,v, )e(0,0). Tomam=
& w,=0 y v, =0, 8¢ tiene 0-w, A W, A =(v,,v. )=
«(0,0), es deoir, o~wA-ve0, donde w,v> O, Ademés
nétese que :g-o pars japél,...,n y v;=0 pars Jel,
¢sesP ¥ on consecusncia, X;V;=0 para todo §, ¥

w(Ax=d)a(w, ,#,)| A ;x=b,| =(w,,0) 0 =0
4,x=D A x=b,

Esto demuestra que 1las condiciones (1),(2) y (3)
se cunplen ¥y por lo tanto, las condiciones de
Eubu-fucker son también necesarias paras optimalj

ded,
LAS CONDICIONES DB KUHN-TUCKEZR PARA RESTHICCIONES CON
160aLDAD
Considérese ¢l saiguiente probleama;
¥inimizar ox
8.4,
Axsd
220

® (asp.216)
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Camb.ana. la igualdad por dos desigualdades de la forma
Ax>b Yy =Ax> -b, las condiciones de Kuhn-Tucker desarrolladas
antes se simplifican s

i
4

Axsb, x>0
Cc=WA=vs0, w no restringide, v>0
VX0

La diferencia principal eatre estas condiciones y las con
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