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INTRODUCCION

La teorfa de grd&ficas se ha dedicado al estudio de problemas
teSricos, intrinsicamente relacionados con situaciones reales,
credndose asf una amplia gama de modelos matemiticos que han
proporcionado elementos eficaces para dar solucién a tales
situaciones. Entre las &reas de estudio a las que se avoca es
ta teorfa, se encuentra una que denominaremos "teorfa de redes",
la cual tiene por objeto el estudio de modelos para dar solu-
cién a cierto tipo de problemas, tales como: el problema de
asignacién, el de &rbol de peso mfnimo, el de envfo de unidades
de flujo de un nodo de depésito o "fuente" a un nodo de demanda

o "sumidero", etc.

La teorfa de redes ha sido y es de inter&s en distintos cam~-
pos por su conexién directa con diversos tipos de problemas,
ya que existe una gran variedad de situaciones reales, que pue
den ser interpretadas en el marco de problemas gue se analizan
y resuelven dentro de esta teorfa. Entre tales situaciones se
encuentran por ejemplo: problemas de transporte, problemas re-
lacionados con flujo de dinero, problemas de distribucidn de
flujos hidr&ulicos o eléctricos, problemas de flujo de vehfcu-
los y, en general, cualquier tipo de situacifn que pueda ser

interpretada mediante un flujo en una gré&fica.



Existen dos teorfas para dar solucién a los problemas tipicos
de redes de flujo a costo minimo: la programacién lineal, me-
diante el uso del método simplex y la teorfa de redes, por me

dio del método combinado de ruta mds corta y flujo méximo.

Una de las caracteristicas bdsicas del método simplex es en-
contrar solucién a problemas lineales, esto es, problemas en
donde se desea optimizar una funcién lineal en varias varia-
bles sujetas a restricciovnes lineales en las mismas variables.
Este método puede ser empleado satisfacturiamente para resol-
ver problemas de redes de flujo, pero consideramos que con el
empleo del wmismo se pierde la intuicidén sobre la solucidn

del problena.

Los métodos propuestos en teorfa de redes son procedimientos
comparativamente sencillos, y eficaces para resolver problemas
de redes de flujo. Estos algoritmos nos proporcionan una he-
rramienta adecuada para dar solucién a los problemas de flujo,
adem8s de conservar la intuicién sobre la solucién del problema.
El método de flujo mdximo atribufdo a Ford y Fulkerson nos pro
porciona un camino para determinar la m&xima cantidad de flujo
que puede enviarse de un nodo a otro en una red, con restric-
ciones de capacidad en sus arcos; el método de ruta mi&s corta
nos brinda una herramienta para determinar la ruta de costo mf-
nimo entre dos nodos de una red. Mediante la combinacién de es
tos dos métodos, nos encontramos ante un nuevo métcdo que puede

ser aplicado en problemas de redes de flujo, en los que se



requiere optimizar alguna medida de efectividad sujeta a res-
tricciones, como es el caso de redes de flujo en las que exis
ten tanto costos asociados a sus arcos como restricciones de

capacidad en los mismos.

Otra caracterfstica importante de los algoritmos utilizados
en teorfa de redes, es su f4cil traduccién a lenguaje de mi-

gquina.

El prop8sito de este trabajo es describir algunos de los pro-
cedimientos utilizados en teorfa de redes y mostrar su flexi-
bilidad para resolver problemas de diversa fndole. Se presen
ta el uso y manejo de algoritmos bdsicos, asf como su justifi-

cacién.
La forma en que se desarrolla este trabajo es la siguiente:

El capftulo 1 es dedicado a la presentacién de algunos de los
conceptos b&sicos utilizados en teorfa de redes y sus defini-

ciones correspondientes.

En el capftulo 2 se trata el tema de ruta m&s corta y se ex-
hibe un algoritmo para dar solucién a situaciones que puedan
ser identificadas como problemas de esta fndole. También se
presenta; tanto el problema de &rbol de expansién mfnima co-
mo el de determinacién de un camino de un nodo fuente a un

nodo sumidero con sus respectivos algoritmos, por estar di-

rectamente relacionados con el problema de ruta mds corta,



El capitulo 3 se enfoca a la presentaci6én del algoritmo atri
buido a Ford y Fulkerson, cuya funcién es determinar el flujo
m&ximo que puede ser enviado de un nodo fuente a un nodo sumi
dero, en una red simple. Ademds se presenta el concepto de
cortadura mfnima, por su estrecha vinculacién con el problema
de flujo miximo. También se exhibe el concepto de "red margi

nal", pues es necesario en el algoritmo mencionado.

En el capftulo 4, se proporciona un método de solucién para
problemas de flujo m&ximo con pardmetros de capacidad y costo
agsociados a sus arcos. Este algoritmo resulta de la combina-
cién de los mé&todos para determinar la ruta md&s corta y el
flujo m&ximo, expuestos en los capftulos anteriores; aquf se
amplfa el concepto de red marginal, por las necesidades que
presenta el problema. Es importante hacer hincapié en la sen
cillez y efectividad resultante del uso de este mé&todo paré
dar solucién a problemas en los cuales se requiere obtener un
flujo determinado a costo mfnimo, teniendo como restricciones:
capacidad en los arcos y asociando un costo en los mismos.
Por dltimo se presentan las conclusiones que se obtuvieron co

mo resultado de la elaboracidén de esta tesis.



1. CONCEPTOS BASICOS

1.1 Introduccién

El propf6sito del presente capitulo es introducir las defini-
ciones de grdficas y redes que son usadas en los capftulos
subsecuentes. La razén de proporcionar tales definiciones es
que no existe una terminologia aceptada sobre los distintos
conceptos manejados en una red y es comn encontrar un mismo

nombre para distintos conceptos.

El capftulo empieza por describir una gréfica y algunos de
los tipos de gr&fica m&s usuales, como es el caso de la red,
la gr&fica bipartita, la red simple, la red circulatoria,
etc. Asociados con los nodos de una red se definen los con-
ceptos de grado, disponibilidad y demanda. Relacionados con
los arcos se describen ciertos par8metros come capacidad mf-
nima, m&xima y costo unitario. Se enuncian los conceptos de
cadena y ciclo en una gr&fica. También se definen algunos
conceptos que son usuales para manipular una red cano son matriz
de adyacencia y matriz de incidencia. Se espera que el presente
capftulo permita al lector, no familiarizado con gréficas,

entender el desarrollo del trabajo.



1.2 Algunos tipos de gr&ficas

Una grdfica es una coleccién finita de arcos y nodos cue pue

de representarse esquemiticamente de la siguiente forma:

- Los nodos se representan mediante pecuefios circulos
que no se intersectan entre sf. Estos cfrculos tienen den

tro un nimero para poder distinquirlos.

~ Los arcos se plasman como segmentos de recta, en cuyos ex-
tremos se encuentra un nodo que puede O no ser el mismo pa

ra ambos.

~ En las gr&ficas pueden existir arcos dirigidos y arcos sin

direccién (aristas).

Figura 1



Las gr&ficas, en este contexto, tienen como fin representar

situaciones fisicas o conceptuales tales como:

Distribucién de energia eléctrica, sistemas de flujo de di-
nero, sistemas de comunicacifn, sistemas de transporte, sis-
temas de inventario, etc. Las gr&ficas que representan es-
te tipo de problemas reciben el nombre de "Sistemas de re-

des de flujo".

El objetivo de plantear problemas mediante sistemas de redes
de flujo, es optimizar alguna medida de efectividad, haciendo

uso de los mé&todos usados en teorfa de redes.

Una gr&fica denotada por G = [F,{], estd compuesta por un
conjunto finito N, cuyos elementos se denominan nodos y un

conjunto A, formado por pares de nodos, denominados arcos.
GRAFICA DIRIGIDA

Si dice que una gr&fica es dirigida cuando sus arcos estdn
formados por pares ordenados de nodos, es decir, todos sus
arcos son dirigidos. Cabe destacar cue en una grifica diri

gida, el arco (i,j) es distinto al arco (j,1).
GRAFICA ' CONEXA

Si dados cualquier par de nodos en una grifica G = [F,@],
existe forma de ir de uno de ellos al otro, sin importar el
haber respetado o no el sentido de los arcos, se dice que la

gr&fica es conexa.



GRAFICA BIPARTITA

Dada una grdfica dirigida G = [N,A], ésta se denominar§ bipar
tida, si podemos dividir el conjunto de nodos N en 2 subcon-
juntos Nlc: N vy Nzc:N, con la caracteristica de que para to-

do arco (i,j)eA, ieN, y jeN, 6 ieN, y jeN;. (Figura 2.)

GRAFICA PARCIAL

Dada una gr&fica G = [N,A], se dice que GP[I\J',A:] es una grg-
fica parcial de G = [N,A] si Gpﬂl',Aj es una grifica y

Gp[je' AT aG[N,A].



MULTIGRAFICAS

Son gréficas en las que al menos dos nodos cualesquiera estén

unidos directamente, por dos o m&s arcos,

RED

La red es la grdfica dirigida m&s importante. Una red es una
gra&fica dirigida sin rizos, la cual tiene asignados par&metros

en sus arcos y/o en sus nodos.

1.3 Matrices de adyacencia e incidencia.
MATRIZ DE ADYACENCIA

Es una matrf{z que tiene como fin, representar una grifica di-

rigida. Esta se construye de la siguiente manera:

Sea G = [N, 6] una gr&fica dirigida. Denotemos por Q = (qij)
a la matrf{z de adyacencia de orden nxn, donde n representa el
nimero de nodos contenidos en la gr&fica. En esta matriz q1j=1
sl existe un arco con nodo iniclal i y con nodo terminal j,
en caso contrario q, = 0 (Figura 3). Esta matriz puede ser

3 .
usada, por ejemplo, cuando se desea dar la representacidn de

una gr&fica dirigida, en un programa de computacidn.



1

(b)

(a)

Figura 3.

a) Gr&fica dirigida

b) Matriz de adyacencia asociada a la gr&fica a).
MATRIZ DE INCIDENCIA NODOS -‘ARCOS

Esta matrfz representa redes. La denominaremos P, es de or-
den nxm, donde n representa el nfimero de nodos y m el de ar-
cos en la grdfica que se quiere representar. Su construccién

se describe a continuacién.

Empecemos por numerar los nodos y los arcos de la gr&fica.
Si del nodo i parte el arco j, entonces P1j = 1; si al nodo i

llega el arco j, entonces pij = =1; en otro caso pij = 0.



1 1 o o o0  -1]
-1 0 -1 0 -1 1
P =
0o -1 1 1 o0 0
0 o 0 ~1 1 0
_ _

Matrfz de incidencia nodos-arcos asociada a la gréfica de la
figura 3. )

1.4 Algunos conceptos que se pueden definir en una grA&fica
NODO INICIAL Y NODO TERMINAL

Dado un arco (i,j), con sentido de i a j, diremos que i es su

nodo inicial y j su nodo terminal.
NODO RAIZ

Dada una gr&fica dirigida conexa, recibe este nambre todo nodo

que no sea nodo terminal de ningdn arco de la gré&fica.

CADENA O CAMINO

Una cadena del nodo il al nodo ik se define como una sucesifn
alternada de nodos y arcos distintos, denotados como:

11, a;, 12, L PYERRY ik-l' a1’ ik' donde ag = (is, 'is+1)'
s =1,...,k-1, es el arco que parte del nodo is y llega al

nodo is+1.



TRAYECTORIA

En caso de permitir que los arcos cue forman parte de una ca-
dena tengan indistintamente la forma (ls’is+l) 6 (is+l'ls)
con s=1,...,k-1, &sta se denominard trayectoria del nodo il al

nodo ik'
CIRCUITO

Un circuito se define como una sucesifn alternada de nodos y
arcos il' Agreecsdy g9 ik (cadena del nodo il al nodo ik) en

la que el nodo il y el nodo ik son el mismo.
CICLO

Es una trayectoria en la cual cualquier nodo que forme parte

de ella es nodo inicial y nodo terminal.
Ejemplo 1.
Bas&ndonos en la figura 3, tenemos:

a) Cadena de 1 a 2; nodos 1,3,4,2;
arcos (1,3), (3,4) y (4,2)

b) Trayectoria de 3 a 2; nodos 3,1,2,
arcos (1,3) y (1,2)

c¢) Circuito de 1l a 1; nodos 1,2; arcos
(1,2) y (2,1)

d) Ciclo de 4 a 4; nodos 4,3,2; arcos

(3,4), (3,2) vy (4,2)



CONJUNTOS MOi y MTi

En una gréfica dirigida G = [@,Q] se define el conjunto MO '
i

como aquel conjunto gue tiene por elementos a todos los ar-

cos que se originan en el nodo i. De manera similar, se de

fine el conjunto MT , como aquel conjunto que tiene por ele~-
i

mentos a todos los arcos cuyo nodo terminal es i.
GRADO DEL NODO i

Se conoce con este nombre, en una red, al nimero de arcos gque
entran o salen del nodo i. Es claro que en una gré&fica la su
ma de los grados de todos sus nodos es igual a 2 veces el nd-

mero de arcos en ella.
RIZ0

Un rizo es un arco de la forma (i,i), es decir, un arco en el

cual su nodo inicial coincide con su nodo terminal (figura 1).
FLUJO

Es el ndmero de unidades que circula en una red, desde un no

do de depSsito o fuente hasta un nodo de demanda o sumidero.
ARCO SATURADO

Un arco a través del cual pasa la mdxima cantidad de flujo

permitido en €1, recibe el nombre de arco saturado.



DISPONIBILIDAD

Es frecuente asociar a cada nodo de una red, un pardmetro
denotado por di’ que representa el nGmero de unidades de
alg@n material del que se dispone o demanda en ese nodo.
Si el parimetro es positivo, se dice que el nodo es de de
pbsito, si es negativo se le denomina nodo de demanda y

si es cero, es llamado de traspaso.

1.5 Alqunos tipos de redes.
RED SIMPLE

Una red G = [N,A}], se llamar4 simple si cuenta con un solo
nodo de demanda o destino (t) y un solo nodo de depésito o
fuente (s). En este tipo de redes no se permiten arcos de

la forma (i,s) o de la forma (t,j), con i, jeN (Figura 4),.

Figura 4

10



RED CIRCULATORIA

Es una red G = [N,A], en la que todos sus nodos son de traspaso.

(Figura 5).

Figuwra 5

Si una red G = [N,A] tiene varios nodos de destino y/o de dep6-
sito, ésta se puede transformar en una red simple, creando un
nodo artificial de depfsito y/o destino. Cada uno de los nodos
de depfsito, serd nodo terminal de un arco que se origine en el
nodo artificial de dep6sito y cada nodo de destino, serd el ori
gen de un arco que termine en el nodo artificial de destino

(Figuras 6a y 6b).

Figura 6(a)

11



Figura 6(b).

6a) red con 2 nodos de dep8sito y 2 nodos de destino.

6b) red transformada a una red simple.

1.6 Arboles y cortaduras

ARBOL

Dada una gr&fica parcial Gp = [N',A7] o G[N,A], con N'>2 y
A'>1, se dice que Gp[ﬁ',Af] es un 4rbol si se puede caracte-

rizar mediante cualquiera de los siguientes postulados:

a) Es conexa sin ciclos.

b) Existe una trayectoria dnica entre cada par de nodos.

c) No tiene ciclos pero exactamente uno se forma al afadir una
arista.

c) Es conexa pero deja de serlo si alguna arista se quita.

Demostraremos ahora que A => B y que C => A,

12



Hipbtesis: Gp = [&', A{] es conexa y sin ciclos,

Demostracifn: Debido a que la grdfica es conexa, concluimos que
dado cualcuier par de nodos en Gp existe en ella al menos una

trayectoria que los une.

Supongamos que para algdn par de nodos XS0 xjc:cp =[m',a7],
existe m&s de una trayectoria que los une. Sean T1$T2 dos de

tales trayectorias (Tl=xi,(xi,xm),x (xs,xj),x.;

J
T2=xi, (xi,xrer,...,(xn,xj),xj); esto implica gue existe un

m’

ciclo en Gp, lo cual contradice nuestra hip6tesis, por tanto
concluimos gue hay una trayectoria Unica entre cada par de ng

dos, es decir, A => B,
C =>A

Hip&tesis: Gp=[§',A:] es conexa pero deja de serlo si alguna

arista se oguita.

.

Demostracién: Que deje de ser conexa si alguna de sus aristas
es removida, implica que la gr&fica no tiene ciclos, ya que
si esto no se cumple, existe en ella al menos un ciclo; de
aquf concluimos que Gps[g',Af] es conexa y sin ciclos, es de-~

cir, C => A.

13



La forma en que representaremos un &rbol, gr&ficamente, es la

siguiente:

El nodo rafz aparece en la parte inferior de la figura y dire
mos que su nivel es cero. Los arcos cuyo nodo inicial sea es
te nodo salen hacia arriba, sus nodos terminales se colocan a
la misma altura en linea horizontal y tienen nivel 1. Los ar-
cos que tienen por origen a cualquier nodo de nivel uno, tam-
bién salen hacia arriba y su nodo terminal tiene nivel 2, asi
sucesivamente hasta alcanzar una altura en que no se origina

ningfin arco. Es importante destacar que la direccifn de los

arcos se escoge de tal manera que siempre existe un camino del

nodo rafz a cualquier otro nodo.

Figura 7.

14



EJEMPLO 2.

Arboles obtenidos de la red de la fiqura 7.

Como se observé en el ejemplo anterior, el arco (6,4) tiene
asignado un n@mero negativo, lo cual nos sirve para indicar
que este arco tiene como nodo inicial al nodo 4 y como nodo
final al nodo 6, en la red original. En otras palabras, un nd
mero negativo asignado a un arco en una gr&fica, implica que

dicho arco tiene el sentido contrario en la red original.

15



CORTADURA ’

Un conjunto 5 de arcos que removidos de una gr&fica conexa
G = [N,A] originan una gr4fica parcial Gp = |N,A-S] no conexa,

recibe el nombre de cortadura.

CORTADURA PROPIA

Si dada una cortadura C, formada por un conjunto 8 de arcos en
una gréfica G = [ﬁ,&], dicha cortadura es tal que da como re-
sultado una grd&fica parcial GP[F,A~S] no conexa, y no existe
un conjunto S'a$ que origine una gréfica parcial G'p|{N,A-S"]

no conexa, se dice que C es una cortadura propia,

El conjunto S puede también ser representado por (X,X). 1lLa
gr&fica parcial creada al remover una cortadura propia de

G = [N,A], desconectarf a G en exactamente dos componentes,
uno basado en el conjunto de v8rtices contenidos en X y el

otro en el conjunto de vBrtices contenidos en X.

En este trabajo, al referirnos a una cortadura, se entenderi

que estamos hablando de una cortadura propia.

16



2. RUTA MAS CORTA

2.1 Introduccidn

En este capftulo se describen y analizan algunos problemas bési
cos de redes, En particular se estudia el problema de ruta m&s
corta entre 2 nodos de una red, el nodo fuente y el nodo sumide
ro. El material aqui expuesto sirve de base para los siguien-~

tes capftulos. Los problemas tratados son:

a. Arbol de expansién mfnima
b. Camino de un nodo s a un nodo t.

c. Ruta m&s corta

Cada uno de estos temas se presenta de acuerdo a la siguiente

estructura:

i. Descripcifn del problema
ii. Motivacién rediante ejemplo
iii, Algoritmo de solucién con su prueba de convergencia

iv. Aplicacién del algoritmo

17



2.2 Arbol de Expansi6én Minima.

Para poder desarrollar esta seccidn, presentamos la siguiente

definicién de 4rbol de expansién:

Dada una gr&fica G = [N, A], se dice que T es un &rbol de ex~-
pansidn de ella, si T es un &rbol (gr&fica conexa sin ciclos)
con la caracteristica de contener a todos los nodos gue forman
parte de N, sin importar que todos los arcos que forman parte

de A estén o n8 contenidos en T,

Consideremos una gréfica G = [F, @] en la que se tiene asigna
do un valor o peso para cada una de sus aristas. Estamos in-
teresados en obtener un &rbol de expansifn minima, es decir,
un &rbol de expansibn en el que el peso de las aristas que lo
forman es menor o igual a la suma del valor de las aristas de
cualquier otro &rbol de expansibn de la misma grffica. Tam~-
bién podrfamos estar interesados en obtener el &rbol de expan
sién m&xima de una gr&fica G = [N, K], el cual se define en

forma andloga.

Este tipo de problemas se pueden presentar, por ejemplo, cuan
do se desea unir n terminales en una red eléctrica, empleando
la menor cantidad de cable posible; también puede presentarse
si se desea visitar un determinado ndmero de lugares recorrien
do la menor distancia y, en general, en problemas del tipo de
establecer comunicacifn entre varios nodos, por un costo glo
bal minimo.

18



EJEMPLC 1,

El gobierno federal desea beneficiar a los habitantes de cua
tro pueblos de la sierra Tarahumara, creando un conjunto de
carreteras de tal forma que las villas queden comunicadas,
sin importar que para ir de una aldea a otra sea necesario
pasar por uno o mis de los pueblos. Por otro lado, es de su
interés gue el costo total de dicho proyecto sea el mfnimo
posible, por razones de presupuesto. El costo de establecer

comunicacién entre cada par de localidades es conocido.

Este problema puede plantearse por medio de una gr&fica, en
la cual cada nodo representa una poblacifén y cada arista la
posible construccién de una carretera entre dos entidades
{fig. 1). 8Si a cada arista le asignamos el costo que signi-
ficarfa la construccién de la carretera que representa, el
problema de determinar que carreteras deben construirse, es
equivalente a la determinacién del &rbol de expansién mfnima
en la red creada, es decir, aquel A&rbol de expansién que ten

ga el menor peso posible.

( Figura 1 )

A continuacién presentamos un algoritmo atribuido a Primm.
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ALGORITMO 1. Arbol de expansién mfnima.

Prop6sito: Sea G = [F,é] una gréfica con “"peso" v(a) asociado
a cada una de sus aristas azA. Se desea determinar el 4rbol

de expansién de peso minimo.
Descripcifn. Sea Xy un nodo cualquiera de N.
0. Haga N* = {x,} ; A* =¢ y k=1

1, 8i N* = N pare; el &rbol de expansién mfnima ha sido encon-

trado y estd8 formado por el conjunto de aristas contenido en A%,
2. seleccione la arista a, = (x,%) ), XeN*, xkd:N' tal que
viay) =min {v(a) [a = (x,y); xeN*, y § Nv)

esto es, la arista de menor peso que tiene un nodo terminal en

N* y otro fuera de N*, Hacer N*=N*U{xk},

Regrese al paso 1. Si no existe tal arista ap pare, la gr4fi-

A*=A*U{ak} y ki=k+1.
ca no es conexa.

Convergencia. Suponga que la gr&fica G=[§,é]tiene S nodos y

que T es el correspondiente 4rbol de expansifn mfnima cuyo peso
denotaremos por v(T). Sea T el 4rbol de expansién generado por
el algoritmo 1 y denote por aj,apr0 000859 las aristas que ite~

rativamente han sido seleccionadas para formar dicho &rbol.
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Demostraremos que v{T) = v(T) construyendo una sucesién de &r-

boles de expansién T = T, T,,...,T = T, donde k < S-1 tales

k
que v(T) = v(Ti) para toda i=1,...,k. El proceso de construc
cién de los &rboles Tl' Tyre..,T)y @8 como sique:

Si la arista a, : =

1 (xo,xl) forma parte de TO hagamos T1 TQ.
En caso contrario, afada la arista a1 al 4rbol T, para formar
un @nico ciclo. Eliminaremos una arista del ciclo para obte-

ner otro 4rbol de expansifn que denctaremos por T;. Especf-

ficamente, elimine la arista aj :(xo,x) para alg@n xeN.
1
Es inmediatoc que V(Tl) > v{T). Por otra parte se tiene que

v(Ty) = v(T) - V(ajl) + v(a;). Sin embargo, v(a;) < v(ajl)
implica que v(Tl) < v{T). De donde v(Tl) = y(T).
Sea ar=(x,xr) donde xe{xo,xl,...,xr_l} Yy xreN la r-&sima
arista seleccionada por el algoritmo. Si a, forma parte de
%?1 hagamos T, = T,_.,+- En caso contrario afiada la arista
a, al 4rbol T,.; Y forme un finico ciclo. Eliminaremos un arco
para formar otro &rbol de expansién que denotaremos Te- Eli-
mine la arista ay 5{x%,2) tal que XeN* y 2z¢N* donde

b
Nt = {xo,xl,...,xr_l}. Entonces V(Tr) > v(T) = (Tr-l)'

Sin embargo, por la forma de seleccién de a_ se tiene gque

r
v(Tg) < v(Tpy). En resumen v(T ) = v(T __,) para todor 2> 1

y la prueba de convergencia del algoritmo termina.
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EJEMPLO 2.

Suponga que en el ejemplo anterior se tienen los costos para
las distintas carreteras y deseamos encontrar la solucién

mis econbmica.

Aplicando el algoritmo 1 se tiene que:

0. N* = {3}, A*=¢ y k = 1.

Iteracifn 1.
1. N* N

2. a1=(3,4); x,=4; N*={3,4}; A*={a1}; k=2

Iteracién 2.
1. N* N

2. a,=(4,2); x,=2; N*={3,4,2); A*={al,a2}: k=3

Iteracibn 3.
1. N* ¥ N

2. a;=(1,2); x3=1; N*={3,4,2,1}; A'={al,a2,a3} y k =4

Iteracién 4.

1. N* = N. El 4rbol de expansién minima es:

A* = {(3,4), (4,2), (2,1}

y el peso asociado mfnimo es 75.

22



2.3 Camino de un nodo s a un nodo t.

En ocasiones se tiene la necesidad de determinar si existe una
con:xién entre dos nodos de una red, para enviar por
ésta un flujo determinado. Muchas veces salta a la vista la
respuesta a este tipo de cuestionamientos. Cuando no existe
una gran cantidad de nodos intermedios la respuesta se puede
dar inmediatamente después de una simple inspeccién visual.
El problema se complica cuando se tiene un gran ndmero de no-
dos intermedios entre los dos nodos de inter&s, trayendo &sto
como consecuencia la diffcil determinacién, a simple vista,
de la existencia o no de al menos una ruta entre los nodos en
cuestifn. En esta seccifn se propone un procedimiento que

tiene como fin dar solucifn a este tipo de planteamientos.

EJEMPLO 3.

En época de vacaciones, un grupo escolar desea viajar de Teca
te, B. C. a Chetumal. Supongamos que en Tecate no hay ningu-
na lfnea de camiones que viaje a Chetumal, entonces es necesa
rio investigar si es posible llegar a alguna de las ciudades
en las cuales hay camiones que vayan a Chetumal, y si en al
nenos una de estas poblaciones, existe forma de que el grupo
sea transportado a su destino. Dicho problema puede ser plan
teado mediante una red, en la cual el nodo fuente es el lugar
de partida, el nodo sumidero es el destino y los dem&s nodos
representan lugares donde hay que transbordar. Los arcos re-
presentan la existencia de conexién entre las distintas ciu-
dades,
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ALGORITMO 2. Camino entre 2 nodos.

Propésito. Determinar en una grdfica dirigida G = [N, A], 1la

existencia de un camino de un nodo s a un nodo t.

Descripcibn,

0. Haga N* = (s} y A* = ¢

1. Si teN* pare; un camino de s a t ha sido determinado y pue

de ser obtenido de A¥.

2. Seleccione un arco dirigido a, = (xi,xj) tal que xieN' y
xj¢N'. Haga N* = N* U {xj} y A* = AU {ak}. Regrese al
paso 1; sl no existe tal arco, entonces pare: no existe un

camino de s a t.

Convergencia:

El algoritmo encuentra en cada iteracidén un camino de s a al-
gtn otro nodo de la gr&fica, para el que adn no se ha determi
nado una ruta a partir de s. El procedimiento termina en un
ndmero finito de iteraciones, ya gue cuando mucho efectuar4
N-1 iteraciones antes de encontrar un camino de s a t, si és

te existe.
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EJEMPLO 4.

Supongamos que tenemos la siguiente gr&fica (figura 4) y quere-

mos determinar si existe un camino de s a t.

( Figura 4 )

Iteracién 1.
Paso 1: S8 = {s}l y A= ¢
Faso 2: Dado que t{S continuamos
Paso 3: Los arcos que cumplen con las restricciones
son 1 y 2, elegimos al arco 1.

Paso 4: Hacemos S = {s,1} y A = {(s,1)}

Iteracién 2.
Paso 2: Dado que t¢S continuamos
Paso 3: Los arcos que cumplen con las restricciones
son 2, 3y 5, escogemos el arco 2.

Paso 4: Hacemos S = {s,1,2} y A = i(s,1), (s,2)}
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Iteracifn 3.
Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

Iteracifn 4.
Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

Iteracién 5.
Paso 2:
Paso 3:

Paso 4:

Iteracién 6.

Paso 2:

Dado que t¢S continuamos.

Ahora los arcos que tienen posibilidad de en-
trar a A son los arcos 5y 8. N&6tese que el
3 ya no tiene posibilidad de entrar, pues su
nodo terminal ya estd en S. El arco elegido
es ahora el arco 5.

Hacemos § = {s,1,2,3} y A = {(s,1),(s,2),(1,3)}

t¢S continuamos

Los arcos que tienen posibilidad de entrar a
formar parte de A son los arcos 7, 9 y 8.
Seleccionamos el arco 8.

Hacemos S = {s, 1, 2, 3, 5} ¥y

A= {(s,1), (s,2), (1,3), (2,5}

t4S continuamos

El arco que entra ahora es el arco 12.
s =1{1, 2, 3, 5, t} y

A= {(s,1), (s,2), (1,3), (2,5), (5,t)]}

teS paramos, la ruta ha sido determinada

{s, (s,2), 2, (2,5), 5, (5,t), t}
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2.4 Ruta més corta

En las secciones anteriores de este capftulo, presentamos un
procedimiento para encontrar el 4rbol de expansi6n mfnima y
otro para determinar la existencia de un camino entre dos no-
dos predeterminados, en una red. Esta parte del capftulo ha-
ce uso de las ideas expuestas en las dos primeras secciones
del mismo, considerando gue tomamos como peso, el costo que
significa hacer circular una unidad de flujo a través del arco
(i,5) ¥ i,jeN. Mostraremos aquf un algoritmo cuyo objeto es
encontrar las posibles rutas que unen a dos nodos de una red
dirigida G = [N, A] y seleccionar entre &stas, aquélla que ten
ga peso mfnimo. Este tipo de problemas se presentan cuando se
requiere enviar flujo de un nodo a otro, recorriendo la "menor
distancia" posible a lo largo de los arcos de la red. E1 algo
ritmo que en esta seccifin se incluye, es atribuido a Dijkstra.
Tiene por objeto determinar la ruta m&s corta del nodo fuente
al nodo sumidero, en una red dirigida G = [F,QI, cuando los
valores asociados a sus arcos son mayores o iguales a ceroj

en caso contrario, el método propuesto no garantiza que la res
puesta obtenida sea 8ptima. Es importante destacar que este
algoritmo puede también ser usado para encontrar la ruta mds
corta del nodo fuente a todos los nodos restantes de una gr&-

fica dirigida G = [N,A].
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EJEMPLO 5.

Un escritor desea qgue a la brevedad posible salga al mercado su
Gltima obra, que se encuentra en forma manuscrita. Para tal la-

bor piensa en la probable contratacién de 3 compafifas (A,B, C)

que ayuden a su propésito.

Después de hablar con los gerentes de produccién de las compa-
nfas, llega a la conclusién que tales empresas cuentan con un
tiempo estimado de mecanograffa, uno de revisidén, un tercero de
correccién y un dltimo de impresién. Los tres gerentes de pro-
duccién le ofrecen la oportunidad de elaborar una o m&s etapas
del trabajo, con la condicién de que se le proporcione la etapa

4 etapas a realizar en forma completa.

La tabla con los tiempos estimados para la realizacién de cada

una de las etapas del trabajo (en dfas) es:

MEC, REV, CORR. IMPR.
15 1 5 20
B 17 3 4 18
c 13 4 9 22

Después de analizar el problema, encontramos que lo po
demos  representar mediante una red simple . En

esta red, el nodo fuente representar& el momento en que
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el escritor entrega sus manuscritos, el sumidero, el momento
en que le entregan la obra impresa, los demis nodos, el ini-
cio o fin de alguna actividad, y los arcos, el tiempo estima-

do en concluir alguna etapa del proceso (figura 5).

Asi planteado el problema, podemos encontrar la solucién 6p-

tima, encontrando la ruta mds corta de s a t, en nuestra red.

MECAN . REV. CORR. IMPR.

{ Fiqura 5 )
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ALGORITMC 3. Ruta mis corta.

Propbsito: Determinar en una grdfica dirigida G = [N, A], con
costos mayores o iguales a cero asociados a sus arcos, la ruta

mis corta del nodo fuente al sumidero.

Descripecibn:
¥ vértice X5 €6 = [N, A}, sea p(xj) su etiqueta,

1. Asumamos p(s)=0 y marguemos la etiqueta como permanente,
Consideremos p(xj)=mij+s y marquemos estas etiquetas en

forma temporal. Sea 8 = (s},

2. ij con etigueta temporal, tal que incida en &l un arco que

forme parte de MO . se actualiza la etiqueta de acuerdo con:
S

p(xj) = min{p(xj), p(i)+c(i,xj)}

donde p{i) representa el costo de llegar a algin vértice i
etiquetado permanentemente, gque por medio de un arco que se
origina en &1 conecta directamente a xj. Si no existe un
vértice xj, con las caracter{sticas descritas, pare. No

existe un camino de s a t.

3. De todos los vértices xj, temporalmente etiquetados, encon

trar xj* para el cual p(xg) = min{p(xj)).

4. Marque la etigueta de xj* como permanente y actualice S co

mo: § = § U{xj*L

5. Si teS, p(t) es la longitud de la ruta més corta requerida,

alto. si tis regresar al paso 2.
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En caso de estar interesados en encontrar la ruta mds corta a
todos los vértices de la red G = [@, &j, a partir de s, se pe-
dird en el algoritmo {paso 5) cue &ste pare cuando todos los

vértices tengan etigueta permanente.
Convergencia:

Las etiquetas permanentes, en alguna etapa, muestran una ruta
minima. Sea S, el conjunto de vértices con estas etiquetas y

S2 el conjunto de vértices con etiquetas temporales.

Al final del paso 3 de cada iteracifn, se determina la ruta més
corta de s a algin vértice xj*, oue pasa por completo a través
de vértices en S,+ Debido a gue s6lo un vértice entra a 5, en
cada iteracifn, la actualizacién de p(xj) requiere s6élo la com

paracién dada por el paso 2.

Suponga gue existe una trayectoria de menor costc de s a xj*

que no pasa enteramente a través de 51, es decir, contiene al

menos un vértice de 52; sea x,eS, el primero de tales vértices

en la ruta.

Por hip6tesis todos los costos son no negativos, lo que impli
ca que la parte de la ruta de % a xj* debe tener un costo no

negativo A, por tanto:
p(xy) + A< p(xj*) => plx;) < p(xj*) = A => plx;) < p(xj*)

Esto es una contradiccién, pues el algoritmo en cada iteracidn
escoge la etiqueta m&s pequefia y, por tanto, la ruta mds corta
a xj' pasa por completo a través de vértices en ;Y p(xj*) es

su longitud.
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Debido a que 5 es inicialmente s y en cada iteracibn xJ* es

aunada a 51+ el asumir que las p(xi) son rutas mis cortas para

toda xj en g es v8lido en cada iteracién. Por tanto la res-

puesta producida por el algoritmo es &ptima.

Por otro lado, dado que el algoritmo s8lo permite costos mayo-
res o iguales a cero e incluye un nodo a S en cada iteracién,
&ste termina en un nfimero finito de pasos, ya que como m&ximo
se efectuarin n-1 iteraciones, para lograr etiguetar el nodo

sumidero.
EJEMPLO 6.

Supongamos que queremos encontrar la ruta mids corta del nodo

fuente a todos los demis nodos,er la siguiente red (fig. 6).

(# de arco, costo)

Figura 6.
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Aplicandq el método Dijkstra se tiene:
Iteracisin i

p(s)=0, S={sly Plxj)== ¥ xj+s
k(S,3)+34S es igual a {1,2,3}

p(l) = min {«, 048} = 8
p(2) = min {=, 0+3} = 3
p(3) = min {=, 044} = 4
xj' = min (P(x1)r pix,), p(x3), p(t)} = p(xz)

=nin {8,3,4,o} = 3 que corresponde a Xqy.
S =51Ux;=1{s,2}

@ Py==

=4
3
o @) Do
/ ”
7~
l’ ,/

- - e

Las rayas punteadas representan los arcos que tienen posibili-
dad de entrar en la siguiente iteracifn; la raya continua re-
presenta el arco que entra en esta iteracién, para etiquetar

como permanente al vértice en el que incide.
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Iteracibn 2.

k(s,3) ¥ id s es igual a {2,3,7,5)

p({l) = 8
p{3) = min {4,3+2} = 4
plt) = min {=,3+1} = 4

xj* = min {p(xl), p(x3)’ p(xt)} = p(x3) (arbitrariamente)

§= SU x5 = {s,2,3)

Iteracibn 3.

k(S,5) ¥ 3¢ S es igual a {2,7,6,4}

p(l) = min {8,442} =6

p(t) = min {4,4+4} = 4
xj* = min {p(x;), p(xt)} = plxy)
S=8yx, = ({s,2,3,t}

t
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Iteracibn 4.

k(S,3) ¥ ¢85 es igual a {2,4}

p(1l) = min {8,4+2)} =6

x.w
J

S

p(xl)
5U X, = {s,1,2,3,t}

"

Alto. Las rutas m4s cortas del nodo fuente a todos los demds
nodos han sido encontradas, los costos y rutas se muestran en

el siguiente 4rbol de expansién mfnima.
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3. FLUJO MAXIMO

3.1 Descripcidn del problema.

Un caso importante de problemas de redes de flujo lo constitu
ye el denominado problema de flujo mdximo. Especificamente,
sea G = [y, @] una red simple con nodo fuente s y nodo sumide
ro t. Suponga que a cada arco k se asocia una cota superior
Ek que rerresenta la cantidad m&xima de flujo qgue puede circu
lar por dicho arco. Se desea determinar la m&xima cantidad

de flujo cue puede hacerse llegar del nodo fuente al sumidero.

Existen dos enfoques para resolver el problema de flujo m&ximo.
El primero es plantearlo como problema de programacién lineal

y aplicar los m&todos tipo simplex para resolverlo. El sequn
do enfoque, mucho m&s sencillo, es emplear métodos especiales
que explotan la estructura de la red. En este capiftulo se
describe un método basado en el segundo enfoque y se ilustra

su aplicacién. La relacifn de este m&todo con el concepto de

cortadura de una red también se ilustra.
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3.2 Cortadura minima

Antes de continuar con el desarrcllo del problema de flujo
miximo describiremos ampliamente el concepto de cortadura

minima.

Sea X cualquier conjunto de nodos de la red G = [P, 5], tal
que X contiene al nodo fuente (s), pero no al nodo sumidero
(t). Sea X = N~X, entonces el conjunto (X,X) = {(i,j)eh: ieX,
jeX!} recibe el nombre de cortadura que separa al nodo fuente
del sumidero. Dada una cortadura (X,X) de la red G = [y, 5],
se define la capacidad de la cortadura como la suma de las
capacidades de los arcos en la cortadura. La capacidad de la

cortadura (X,X), denotada C(X,%), estd dada por

cix,X) = I . clid)
(i,j)e(X,X)
donde c(1i,j) es la capacidad del arco (i,j). Dicha capacidad
es un ndmero entero no negativo. La cortadura de menor capa-

cidad se denomina cortadura mfnima.

El siguiente teorema demuestra que el valor de cualquier flu
jo factible en una red dada, es menor o igual que la capaci-
dad C(X,X) de cualquier cortadura gue separe al nodo fuente

del sumidero y que el flujo m&ximo est& asociado a una corta

dura mfnima.
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TEOREMA 1. (Flujo midximo-corte minimo). En toda red simple
el valor del flujo miximo es iqual al valor de la cortadura

rinima.

Prueba. Observe que el flujo permitido es siempre menor o igual
a la capacidad de cualguier corte. De donde s8lo es necesario
establecer un flujo cuyo valor sea igual a la capacidad de un
corte. De esta manera quedar§ demostrado que dicho flujo es

miximo y que tal corte es minimo.

Suronga que denotamos por £ el valor del flujo m&ximo que pue
de hacerse llegar del nodo fuente s al nodo sumidero t. Defina

un conjunto X, de nodos contenidos en N, de la siguiente forma:

a. sex
b. si xeX y f(x,y) <c{(x,y) entonces y €X

c. Si xeX y f(y,x}) >0 entonces y£X
Existen dos casos a considerar:

Caso 1. teX. Entonces el corte (X,X) separa al nodo fuente s
del nodo sumidero t y se tiene, por definicién del conjunto X,
que: Dado gue t no estd en X no puede darse el caso en que
c(x,X) > £(X,K) (inciso b de la definicién del conjunto X), esto
nos hace concluir que c(X,X) = £(X,X). Por otro lado, dado

el inciso c de nuestra definicibn del conjunto X, sabemos gue
si t¢ X no es factible que f(X,X) sea mayor que cerc, por lo

cual concluimos cue £(X,X) = 0.
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Las conclusiones antericres implican que el corte propuesto

es minimo v que el flujo es m&ximo.

Caso 2. teX. Entonces existe al menos una trayectoria T en X
que conecta al nodo fuente s con el nodo sumidero t. Esrecffi
camente, existen nodos en la red simple G = [K,A], denotados

s=x1,x2,...,xn=t tales gue:

c(xi,x ) - f(xi,xi+1) >0 ¥ (xi,x1+l)e T

i+l
f(xi+1' x;)>0 ¥ (xi+1, xi) eT

i=1,..., n~1 en ambos casos.

€ entero > 1.

Denote por € el mfnimo de estos escalares positivos e incremen

te el flujo de s a t como sigue:

Si (xi, xi+1) € T, el nuevo flujo en este arco serd f(xi,xi+1)+e
y si (xi+1,xi) €T, el nuevo flujo en este arco serd

f(xi+1, xi) - ¢ . Es sencillo verificar que las ecuaciones de
continuidad en cada nodo x3%s,t se satisfacen y que el flujo de

s a t se ha incrementado en un valor € (entero mayor o igual a 1).
Esto contradice la suposicifn que f es el flujo m&ximo y se
tiene necesariamente que t ¢ X o ecquivalentemente t ¢ X, por lo
gue podemos asegurar que estamos en el caso 1. Esto termina la

prueba.

Conviene hacer mencién que el procedimiento de prueba empleado

en este teorema es constructivo y que dado cualquier flujo fac
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tible, en una red simple G = [@,&], se tiene como resultado de

tal procedimiento:
Caso 1. Se tiene el méximo flujo.

Caso 2, No se tiene el miximo flujo y se indica una forma de

mejorar el flujo actual.

Puesto que con el uso de este procedimiento, en cada iteracifn
se incrementa en al menos una unidad de flujo el nlmero de uni
dades del mismo que se hace llegar al nodo sumidero partiendo
del nodo fuente, la repeticién de este método produce, después
de un ndmero finito de iteraciones (ndmero menor o igual gue

el valor de la cortadura mfnima) el méximo flujo y asociado con

&1 la cortadura mfnima.

Presentamos ahora un ejemplo en el cual se puede apreciar la
relacién gue existe entre el valor del flujo m&ximo y el valor

de la cortadura mfnima.
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EJEMPLO 1.

Durante los filtimos 5 afos, la ciudad de Magozal ha sufrido serias
inundaciones, a rafz de un considerable incremento en los escurri-
mientos de agua que alimentan la presa de Mincuinf, ubicada en el

municipio de Tantoyuca. Tal situacibn ha traido como consecuencia

cuantiosas pérdidas para los habitantes de la ciudad.

Las autoridades competentes de la zona, con la experiencia adqui
rida, han logrado identificar las diversas rutas que sigue el cau
dal hasta llegar a la ciudad y tienen una estimaci6n de la canti-

dad m&xima de flujo que por &stas circula.

Se ha pensado en la construccién de diques, de tal forma que la in
versién hecha sea mfnima y se garantice que la ciudad no volverd a

sufrir las consecuencias del desborde de la presa.

El costo de la construccifn de los diques, de acuerdo a las condi
ciones topogridficas por donde se sabe que circula el agua, asf co
mo la representacibén esquem&tica de las trayectorias que &sta si-

gue hasta llegar a la ciudad, se muestran en la siguiente red.




En la figura, los nodos fuente y sumidero representan la presa
y la ciudad, respectivamente; los nodos restantes son puntos
de interseccifén de las rutas que seguird el agua. Los arcos
representan tales rutas y los nfmeros adyacentes a &stos, indi
can el costo de la construccién de los diques, en millones de

pesos.

Las personas encargadas de dar soluci6én al problema, concluye-
ron que el costo de construccién de los diques estaba ligado
en forma directamente provorcional a las cantidades m&ximas de
flujo que pueden circular por las rutas en cuestién. El pro-
blema fue planteado mediante la red anterior como un problema
de flujo m&ximo, que al resolverse reditué una minima cortadu
ra, o sea, un conjunto de rrtis de minima capacidad total,

que blogueadas impediré&n otra inundacién en Magozal, siendo mi-

nimo el costo de la erogacién hecha.

En la siguiente seccién se describe el concepto de red margi-
nal y se da un ejemplo de su aplicacién, inmediatamente después
se proporciona un algoritmo de flujo m&ximo que hace uso de tal

concepto.
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3.3 Red Marginal

Supongarmos que G = [N,Aj denota una red simple y que fk es el
flujo factible en cada arco k de la red, encontrado después
de la k-&sima iteracién en la aplicacién del algoritmo de flu
jo m&ximo. El prop8sito de la red marginal es establecer la
posibilidad de incrementar o decrementar el flujo en la red
original, dado que ya se tiene en &sta un flujo factible F.
La red marginal denotada G=[N*,A¥ , es tal que N* =N y

A* = Az 9] A;, donde:

a., El conjunto AI integrado por arcos que llamaremos "arcos
hacia adelante" consta de todos los arcos de la red original,
en los cuales el flujo que circula despué&s de la k-8sima ite
racién, en la aplicacién del algoritmo de flujo m&ximo, es menor
que la capacidad del arco, @sto es, {1,5)eAy si (i,3)eAy £ (i,3)<cp.

Los pardmetros asociados a estos arcos son: ci =Cp = fk.

b. El conjunto A5 integrado vor arcos que denominaremos "arcos
reflejados", consiste de arcos (j,i) tales que (i,jleA y
£,(1,3)>0. Los par&metros asociados con estos arcos son:

c:k = —fk. Observe que los arcos hacia adelante son los mis
mos que en la red original y que dnicamente sus capacidades
han sido modificadas. En particular, los arcos que estdn satu
rados en la red original, no son considerados en la red margi
nal, pues ya no hay forma de incrementar el flujo que circula
a trav8s de ellos. Por razones and8logas, los dnicos arcos
reflejados que son considerados, son aquéllos que corresponden

a arcos originales por los cuales pasa flujo.
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El funcionamiento de la red marginal, utilizada en el algorit
mo de flujo mdximo, se observa en el ejemplo 2 dado a conti-
nuacién. En la red de ese ejemplo, la figura a muestra la red
marginal asociada a la red original con flujo factible igual

a cero en todos los arcos. Dicha red es idéntica a la red
original., Una ruta de s a t en la red marginal se identifica
por simple inspeccién. El1 flujo m&ximo que puede pasar por

tal ruta se ilustra en la figura b.

La figura ¢ muestra la red marginal asociada con la red de la
figura b. En dicha figura se muestran los correspondientes
arcos reflejados. Observe que estos arcos tienen una capaci-
dad igual al flujo que se envfa por ellos en la red original.
Equivalentemente, la capacidad mixima estd asociada al flujo
que podemos regresar por tales arcos. Una ruta para ir del
nodo fuente al sumidero se tiene por simple inspeccién. La
figura 4 muestra las rutas para enviar seis unidades del nodo

fuente al sumidero.

Por dltimo, las gr&ficas e y f tienen una explicacién similar
a las 2 anteriores. Si observamos con detalle la figura f
encontraremos que los 2 arcos que inciden en el nodo sumidero
est&n saturados, por lo que si se dibuja la red marginal aso
ciada con esta gr4fica, se encontrar§ que no exilte en ella
un camino que una al nodo fuente con el nodo sumidero. Por
lo anterior concluimos que el flujo mé&ximo ha sido encontrado;

&ste es igual a 7 unidades.
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EJEMPLO 2.

(cap. min, cap. m&x.)

£=2

b)

=7

f)
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ALGORITMO 1. Flujo m&ximo.

Descripcibn.

(0) Buscar un camino de s a t en la red marginal.

(1) si tal camino no existe, paramos. El flujo es maximo,

(2) Si sf existe, enviar por &ste la m&xima cantidad de flujo
permitida.

(3) Crear la nueva red marginal e ir a (0).

Convergencia.

El no encontrar una cadena de s a t en la red marginal, impli
ca que dado cualquier camino de s a t en la red original, exis
te en &ste al menos un arco saturado, razén por la cual no po-
demos incrementar el ndmero de unidades de flujo gque llegan al
nodo t partiendo de s, es decir, el flujo que llega a t con

origen en s, es m&ximo.

Si encontramos una cadena de s a t en la red marginal, implica
que tenemos forma de incrementar en al menos una unidad de flu
jo, el flujo que llega a t partiendo de s; por lo que después
de un nmero finito de iteraciones (numero menor o igual que
el valor de la cortadura mfnima) encontraremos que ya no tene
mos forma de incrementar el flujo de s a t, por tanto &ste es

méximo.
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3.4 Ejemplo de aplicacién.

EJEMPLO 3.

En la siguiente red se desea determinar cual es el miximo
nfmero de unidades de flujo que puede hacerse llegar del
nodo fuente (s) al nodo sumidero (t)}. En esta red el flu-
jo inicial es cero, por 1o que coincide con su red margi-

nal.

Iteracién 1.
Paso 1: Dado lo simple de la gr&fica, por inspeccién

encontramos gue uncamino de s a t es:
{s, (5,2), 2, (2,3), 3, (3,t), t}

Paso 2: El miximo incremento de flujo vfa este camino
debe ser igqual al mfnimo de las capacidades de
los arcos que lo forman, ya que de otra forma

violarfamos la restriccibnde capacidad m&xima
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eu al menos uno de los arcos:

Al = min {c(s,2), c(2,3), c(3,t)} = min {(5,4,2}) =2

La correspondiente red marginal gqueda dada como:

Iteracién 2,
Paso 1: Una cadenade sat en 1la red marginal es:
(s, (s,2}, 2, (2,t)}

Paso 2: Az = min {c{(s,2), c(2,t)} = min {3,6} = 3

La red marginal es ahora:
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Iteracién 3.

Paso l: Un camino de s a t en esta red es:

{s, (8,3}, 3,(3,2), 2, (2,t)}

Paso 2: Ay = min {c(s,3), c(3,2), c(2,t)}=min{2,2,3}=2

La correspondiente red marginal queda dada como:
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Iteracién 4.

Paso 1:

Por inspeccién encontramos que ya no podemos en
viar mds flujo, pues no existe un camino de s a
t. Por tanto el flujo miximo ha sido encontra-

do.

Este flujo es igual al flujo inicial m&s los in-
crementos del mismo, logrados con la ejecucién

del algoritmo:

flujo mdximo = 0 + 2 + 3 + 2 = 7



4. METODO COMBINADO

4.1 Descripcién del problema

Una clase importante de modelos de programacién lineal la cons
tituyen los modelos de redes, pues se presenta una estructura
especial gue permite proponer m&todos de solucién sencillos y
eficientes. La primera estructura de redes que se analiz6 fud
el problema de transporte, cuya solucién original es comparati
vamente, a nuestro juicio, m&s sencilla que la asociada a los

procedimientos tipo simplex de la programacién lineal.

Los problemas de transporte y asignacién son casos especiales
de los modelos de redes de flujo y posiblemente son las estruc

turas especiales mfs importantes de la programacién lineal,

En este capftulo se describe un modelo de redes consistente en
determinar el flujo mdximo que puede ir de un nocdo fuente a uno
sumidero, en una red simple, a costo mfnimo. Para lograr esto
es necesario manipular y determinar los flujos en la red de
distribucifn con el fin de obtener beneficios m&ximos, es de-
cir, conocida la demanda de f£lujo en un nodo de la red, se de-

sea asignar flujos en 8sta cuyo costo global sea mfnimo.
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4.2 Ejemplo de motivacién.
Una compafifa produce sillas y dispone de cuatro centros de
produccién. El costo de produccién y los niveles m&ximos y

mfnimos de produccién en cada planta son:

Planta Costo/silla Prod. mixima Prod. mfnima
1 50 500 0
2 70 750 400
3 30 1000 500
4 40 250 250

Cada silla requiere de 10kgs. de madera y existen 2 vendedo-
res (A y B) que pueden surtir cualgquier cantidad de madera,
a cambio de que la compaiifa garantice comprar al menos 8000

kgs. de madera por mes, a cada vendedor.

El vendedor A ofrece la madera a un precio de $2,00 por kg
y el vendedor B a $1.50 por kg. Los costos de envio de madera

de cada vendedor a las a las plantas, en pesos/kilo, son:

Planta
Vendedor 1l 2 3 4
A .2 .4 .6 .8
B .8 .6 .4 .4
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Las sillas pueden ser vendidas en cuatro ciudades diferentes
(cl, Cyr C34 cd) y los costos de transporte (en pesos por si

lla) de las plantas a las ciudades son:

Planta c; ©, C3 C4
1 10 10 20 0
2 30 60 70 30
3 30 10 50 30
4 80 20 10 40

La demanda mfnima y m&xima mensual de sillas y el precio de

venta en cada ciudad es:

Ciudad veiigc%gegzs) m!xiﬁ:m;ng;nima
1 2000 2000 500
2 1500 400 100
3 2000 1500 500
4 1800 1500 500

Se desea establecer el plan de compra de madera, asf como la
produccién y distribucién de sillas, de manera de maximizar
ganancias. La representacién gr&fica del problema se presen-

ta en la red de la figura 1.
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4.2.1 Red marginal con costos asociados a sus arcos

Esta red es una red asociada con una red original G = |N,A7.
Su propSsito es reflejar el incremento en los costos totales,
al aumentar el flujo que circula del nodo fuente al nodo sumi-
dero, en la red G = |[N,A]. Ademds, se utiliza para determinar
la existencia o no de caminos en la red original que nos pro-
porcionen un incremento de flujo a costo mfnimo en el nodo su
midero o, simplemente, para determinar si existe una forma de
disminuir el costo del flujo actual que circula en la red

G = [N,A] y en su caso, darla a conocer.

Sea F = {fk} el flujo factible actual en la red original, ¥ ar
co k; entonces la red marginal asociada a la red original, de-
notada G* = |N*,A“], es tal que N* = N y A* = AjUA%. Los con-

juntos Az Yy A5 se definen de la siguiente forma:

a. A} consta de todos los arcos de la red original G = |N,A]
que no han sido saturados, es decir, (i,j)eni si (i,j)eA
no saturado. Los par&metros asociados a estos arcus son
c; =c~f, v h; = hk' donde hk representa el costo por

hacer circular una unidad de flujo a través del arco k.

b. A; estf integrado por "arcos reflejados" de la red original,
correspondientes a arcos originales por los cuales pasa un
flujo entero mayor que cero, ésto es, (j,i)eA5 sl (i,j)eA
y f(i,j) >0. Los parfmetros asociados a estos arcos son
cly = ~fp v h%y = -h. .

Presentaremos ahora un ejemplo para ilustrar el funcionamiento

de la red marginal, asociada a una red con costos en sus arcos.
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EJEMPLO

(cap. min., cap. max., costo)

Considere la red

Un flujo factible se muestra a continuacifn con la correspon-

diente red marginal,

flujo factible red marginal
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4,2.2. Prueba de efectividad del uso de la red marginal,

Sea G=[N,A] red simple con flujo factible denotado F={fk).
Sea G§=[N',A*] la correspondiente red marginal. Suponga que
F*=((f*k, f:k)} donde fi es el flujo en el-arco k y f:k el
correspondiente flujo en el arco reflejado) es un flujo fac-

tible en la red marginal.

El primer aspecto que conviene mencionar es que el flujo fac
tible F en la red original m&s el correspondiente flujo fac-
tible F* en la red marginal, proporcionan un flujo factible

F' en la red original. Para ello defina el flujo F‘={fi}

donde

£1 = £+ £ - f£*

k k k k

que puede interpretarse diciendo que fk es la suma del flujo
factible original fk mis la suma neta de los flujos en la

red marginal; pues f; es el incremento de flujo en el arco k
de la red original y f:k es el incremento de flujo en el co-
rrespondiente arco reflejado (decramento de flujo en el arco k). Note que

f.

K + £

< f pd < fk + (ck - fk) = ¢y

k

Por otra parte, se observa que fk > f:k. De donde se impli-
ca fk - f:k >0y fi > fk - f:k. Esto demuestra que F'={fk}

es un flujo factible en la red original.
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Un segundo aspecto que conviene sehalar es que si K(F) y

K(F') denotan los costos asociados con los respectivos flujos
FyF'enG-= [N,A] y K*(F*) denota el costo asociado al flujo
F* cn G* = [N*, A¥], entonces se cumple que

K(F')

[}

K(F) + K*(F*)

Para ello observemos que

K(F)

h
h, f
k=1 K k

(suponiendo que A tiene n arcos) donde hk representa el costo por hacer
circular una unidad de flujo a través del arco k, y K*(F*) es el costo asg

ciado con el flujo factible F*={ (f*, ;{)} en la red marginal, entonces

n

n
K*(F*) = | h* £# + | h% f*
LMo L b B

donde hi = hy v h:k = -hk. Por otra parte, 9ado que F' es

la suma de los flujos F y F* se tiene que

n
K(F') = h, £
kzl k "k

n
le hye (£, + £f = £2,)

=]

n n
= kzl hk fk + kzl hk fi + kgl-hk f:k

K(F) + K*(F%)

El siguiente resultado demuestra que si F y F* son 8ptimos,

lo mismo es cierto del flujo suma F'.
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TEOREMA 1. Sea F={fk} el flujo a costo mfnimo en la red
G = !}J, A:_[ que pronorciona una cantidad X de flujo en el nodo
sumidero. Sea G'=[§*,Af] la correspondiente red marginal y
f'={f;} el flujo a costo minimo que proporciona Y unidades de
flujo en el nodo sumidero. Entonces el flujo F'={f£) defi-
nido como

£f!' = £

x = fk v ERC X

es el flujo a costo mfnimo que proporciona una cantidad de

flujo X + Y en el nodo sumidero.

Prueba. Sea K(F) el costo del flujo F obtenido en la red

y K*(F*) el costo del flujo F* obtenido en la red marginal co-
rrespondiente, respectivamente. El costo del flujo F' en la
red original es K(F') = K(F) + K*(F*), Sea F" un flujo (arbi-
trario) en la red original que proporciona X + Y unidades de
flujo en el nodo sumidero. Defina el flujo P** ={(f;', £*¥) ]

k
como sigue:

]

L] w
i. §i fk >fk entonces fi

1i. Si fﬁ <fk entonces E;'

fr - £y £ =0

Oy £22 = (£-£7)

* =
£ = 0

i1i. Si f; =fk entonces fi*

Es sencillo verificar que F** es factible en la red marginal.
Asimismo se tiene gue F" es la suma del flujo en la red oriqgi-
nal mis el flujo F** en la red marginal. Por lo tanto

K(F") = K(F) + K*(F**). 5Sin embargo K*(F*) <K(F**) Jebido a
la optimalidad de F* en la red marginal. Sumando K(F) a am-
bos mienbros se tiene que F' es 8ptimo.
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4.3 Método de Solucién

RUTA MAS CORTA - FLUJO MAXIMO

En esta seccifn se describe y justifica un método para resol-
ver el problema de redes de flujo a costo mfnimo. El1 método
se describe para el caso de redes simples, &sto es, redes que
consisten de un solo nodo fuente y un solo nodo sumidero.
Asociados a cada arco de la red se tienen los pardmetros usua
les: capacidad mfnima, capacidad m&xima y costo unitario de
transporte. Lo que se pretende es determinar la distribucién
de flujos en la red, que proporcione una cantidad preestable

cida de flujo en el nodo sumidero, a costo mfnimo.

El método propuesto resulta de combinar el algoritmo de ruta
m&s corta con un procedimiento de determinacién de flujo m&xi
mo, todo lo anterior en forma iterativa. Especfficamente, da
da la red original, con flujo factible cero, se determina la
ruta m&s corta del nodo fuente al sumidero y por tal ruta se
envifa la m&xima cantidad de flujo permitida. Si la demanda
de flujo en el sumidero es satisfecha terminamos. De otra ma
nera se determina la red marginal, asociada a la red original,
considerando explfcitamente el flujo factible que se dispone.
Dicha red refleja la posibilidad de incrementar y/o cambiar

l