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INTRODUCCIOU 

El objetivo principal del presente trabajo es estudiar 
los aspectos cor>binatorios de la teoría de dualidad en Pro-

grarnaci6n Lineal, utilizando, para este fín ? las propieda-

des corr.binatorias de algunos resultados de la teoría de Grá 

ficas, de los vectores elementales de subespecios orto~ona-
les de Rn' y por Úl tilr.o las de los r.:a troides Orientados. 

Es posible que en algunos terr.2s se incluya material _:. 

que no haya sido utilizado para los fines primordiales del -
presente trubo.jo, pero es preciso notar que fue neces'J.rio e!E_ 

tablecer con claridad los conceptos, que aún sin ser utilizg_ 

dos directar ente, revisten uno. ir."portancia fundaY..ental tanto '" 
en el desarrollo historico de loo temas como en la forr3.l iz~ 

ci6n de los Eismos. Así surgieron otros objetivos del traba

jo, tales coco: establecer una introducci6n a la teoría da -
de matroides o una introducci6n aJ. estudio de di.;rafo id es, -

de esta foma pueden listarse los temas analizados en el con 

tenido de la tesis. 

Por ejer..pló, en el desarrollo del tef."'.o. de lo:=: rr:atroi-

des oriente.do::- se realiza u.n se&ui."'!liento del ter:a, desde que 

se inicinron los trabajos sobre el I:':isn:o, hasta su nxiorr.ati
Zl3.ci6n corr.o teoría. Este se.gi.tiff_iento se lleva a c9.bo debL1o 

~ que de eE".to forma es posible apreciar con ex!l.cti tud J.ns -

propiedades corrbinatoriaFi de la ?ro,;rrurn.ci6n T·ineal , en los 

distintos contexto:; que sen analiz:idos (:Jigrafic':.s, Vectores 

Ele~entole3 y i:atroides Orientados). 

La tesis se inic'i.8. est~bleciendo en el capítulo I loC: 
reaul tado2 fund~:.r.:ent-;.le:: de la Progror..aci6n :!}neal, median

t~ el esq_uerr:a de Tucker l27]. 
En el capítulo II se exponen los resulto.dos n:as ID.por_ 

tantes de la teoría de matroides. Si se desea profnndtz,'J.!' -

al respecto puede consultarse ·:/elr:h (3Q] 1 se forn:ulan en e

scncio dos definiciones de r.:e.troide y se establecen alcuno.s 

propiedades de estas estruoturns. 



Al inicio del capítulo III se analiza el origen del concepto 

de n.atroid e o:dent3.do, que fue presentado por Tu tte en l..<6l y :.~i!!_ 

ty en ú.;..1, y un~ extensión a esto::: resul fa.do - que fue es tc.:blec.!_ 
da po; Rockafella.r enl.~5] y por Pulkerson en l1~l. :!:ste c2pÍt!:!, 

lo finaliza est2bleciendo la teoría de ~atroides Crient2do~ bá-

sandose principnlr:e:ite en el articulo de BJ.and ( ~ ] y co~s id era!:!_ 
do solo un~ definición d·:> rr:o. troide orient·:-do. 

En el c'.3.pítulo IV se establece eJ. problerr:a de prosrr:r:-:ci6n 

linael en el contexto de Eatroides oriant~dos y 20 extienden los 
principales reaultados de óualidad 2 este contexto; fin~li~~ e! 
pre.sente trab:J.jo re'.lliz.-::.ndo un ca.pítulo de cor;.entarios y c6nc 1 tt

siones acerca de le.s propiedade3 corr.binatorias de la ?:rogrn:aci6n 
Lineal y dos ap~ndices acere~ de teoría de Gr1ficns y de los 

fundrunentos del Algebra Line~l. 

I 

---:--: 
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I. PROGR.\.T.'.ACIOi'1 LIN3AL 

Definiciones y el Problema de Frogrrun.ación Lineal 

La Pro6ron1ación Lineal es una de las t~cnicas de optir.:iza 

ci6n m~s import~ntes desarrolladas en el car.pe de la Invosti

gaci6n de Operaciones. El a.uge de su desarrolJ.o teorice se ini 

cio por una varieda de aplicaciones en estudios econór:~icos e -
industriales. 

El prob1er::a de Pro,~rr:r.10.ción :!::inea.l (P.P.L.), en su fon::":l 

general, consiste en encontrar el 6p-ti.Ir.o (ya seG. m6.x Lrr.o o r::íni_ 

mo) de una función lineal de variables sujetas a restricciones 

lineales ( ecu8.cio!les o desigualdades). En t~rrnino2 algebr.3.~cos 

el problen:a e:::: 

(1.1.1) ••••••• 

max(min) z = ~-X] +c2 x2+ ••• +°n :<y¡ 
s11 a 

I_ 81_jXj~ bi 
j=l 

X;~ o 
" 

i = l, ••. ,m 

j = l, .•• ,n 

donde ªtj , b¡ y cj son reales y ade;:·ns solo 20 usa 1m sfn:bolo 
en cada restricción de (1.1.1); z es J.lru;:ada la función obje-tl, 

vo deJ. problerr'.1. 

Existen forirul:3ciones eqni'l{8.lentes del :;irobJ.9::·:, la::: cu'.:!.-

les son: 

Form2. canónica: 
max z = c•X 

s. a 

(1.1.2) ... • ..... 
X ~ 0 

Forma or: tand P..r: 



(·1.1. 3) •••••• 

donde A = (a1 j) es una 

b = (bl'b2 , ••• ,bm)tE.Hm 

e = ( º1 'e 2' • .. 'ºn) . ~ If 
t n ·· x = (x1 ,x2 , ••• ,xn) E R ·• 
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max z = C•X 

a.a 

A•X = b 

X ::::? o 

F.:11 tr:( z real de 

Una eoluci6n f8.ctibJ.e es un vector 

dimensión rr,xn; 

que satisface las restricciones asociadas al P.P.I •• 
Una E'oJ.nciÓ!l b1:=:icr, faot:l.ble es una soluci6n :'<:1.cti1)1e tnl 

que las col~;z.n2s asociad ·_i_s a las variables diferentes ele cero -
son lineal~ente inde~endientes. Una base asoci~da a ezta sol~

ci6n es un conjunto de r column8.s J inealmente inde:1endien:c2 

que contie:ne a las colmnnas asocil3.da:: a la soJuci6n. 

Una sohtc:Lón fé:ctible 6ntin".r• es unn soluci6n factible ··"' ;\. 

que optin,iza ln funci6n objetivo, esto es, C•Xl(~ c-x par:c:. tocla 

x soluci6n factible. 

Un con;i 1J.nto co!lvoxo C es aq:.iel que cm::17J.e que :;iara to~1o x' 
y x" en C y para todo >...en (0,1) se tiene que el punto A.x' + 

(1-~)x" esta en c. 
Un vector x = (x1 ,x2 , ••• ,xn) es un mmto ext.rer·o d'3 ·.1.11 c0!:!_ 

junto convexo si no exü;ten dos ::-untos b' y b" en dicho c0:1;~·.:.3 

to tales qv.e x =..\ b'" + (1 -;\.)b" con A en ~O,l). 

Es f~c il der. ostrar que el ccn,junto de 12ohtciones ::':· c'.:i ble" 

del P.P. r.. es un conjv.n to conve:·:o. 

Teore~a 1.1.- Sea x = (x1 ,x2 , ••• ,x
11

) una soJuci6n bdsic~ f~cti 
ble del problemrt (1.1.3), donde Jos :)rker"1:; k --

componentes son mnyores que cero y la~; re:> ~-n:~ tes 

son cero. :;:;:ntonces el punto x es un ~unto ex ~ore:.(' 

del conjunto de solucJones factibles deJ prob1o
ma (1.1. 3) 
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Dm.- Sea e el conji..mto de soluciones facti bJ.e;; del proble:r.a 

(1.1.3) y sea x una solución bánice:. factible. E:'..lpo!1,:::-a

se que x no es un punto extre1::0 de C. Ent()nces ex is te 

x:' y x" en C tal que x = AX 1 ti- (1 -A )x" con )... e:1 -- -

(0,1), es decir, x = (x1 , ... ,xk,o, .. ,O) ="1(xJ. 1 •• ,::~) 

+ (1 -').. )(x]'. 1 •• ,::~)=(;t.."<:i+(l--A.)x]'.r··••tA:-::~+(l-A.)x;~). 

Por iguald'.1.d de vectores se tiene que 

)...xk+l + (1-A)x{~+l = o 

A.xl~+2+ ( l-)J x¡~+2= o 
• • . 
• • • • • . 
Á~ +(i-A.)x~ = o 
como A.E. (0,1) y x'~ o, x·"~ - o se tiene: 

x! = X~' para i = 1~+ 1, ••• , n 
1 J. 

Ahora cor:: o x' y x" E. C, se tiene que 

J 2 Ak 1 A·x1 + A X~ + ••• +rt xk = b 

A1x2 + A2x2 + ••• +Akxk = b 

restando (2) de (3) se obtiene: 

•...... ( 1) 

•...... ( 2) 

.•..... ( 3) 

Al ( X , _ X 11 ) + A 2 (X t· •• 11 ) -+ + Ak r X , 1 -1 ' •• 2 - ,... 2 • • • ' .k X II) - Q - .. 1... - • _ .... 

De lo. independencia de .',
1

, 2 
A ' • • • ' .. 1k . 

1 se sigue que 

X
. 1_;;11 
i-"'"·1 

I<J Cll'11 

para i = l, •.• ,k. 
. t , JUn o con (1) establece un~ contradicción ya 

que se hab:ia m.ipnesto que x' y x" eran p·_i.ntos di<~tintos 

de c. Por lo tanto x ez un '.JU'nto extrcrw do c. 

c.s.q.cJ. 

Una técnic"l pc1r8 encontrar J.a ::oluci6'1 6,,t:irr:::. del probJ2_ 

rrn (1.1.3) es el ~~todo ci~nJ.ex ~ro~uesto ~or ~2ntzic en(~]. 
Esto método es una dc:1.ostraci6n com:tructiv8. de Jos si,~nien

tes teorema::>: 
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Teormr.a 1.2.- Para el probler~a· (1.1.3) se currple exactrunente 

una de las tres proposiciones alternativas si
guiente~J: 

(a) ~ir.;te nna soJnción 6ptir::8: 

(b) Ho existe solución factible ( C = ~ ) 
(e) No existe 6ptimo finito ( existe una su-

cesión de puntos \x~ e , tal que c•xi 

tienden infinito, cuando i tiende a in

finito). 

Teorema 1.3.- Si .el problema (1.1.3) tiene una ~oJuci6n ó9-
tir.'o., en tone es tiene una solución b9s ice. fa c..: 

tible óptimn. 

2) .- Dualidad. 

Consi:eror.o:::- el P.P.:S. en su forr:~a cnn6nica (J..1.2~(e1 

cunl se llm-rar~í pro blemo !)rim::il). Definimos su dnsl como el 
. • t p p T . • siguJ.en e •.•. ·• • 

rdn w = y•b 

s.a 
1 

(1.2.1) ••••••• y•A ~ e 

y ~ o 

donde Y = (y1 ,y2 , ••• ,ym) E Rm , es el vector de va~·iables 
duales. , 

Si deterir.in::rn·o3 el duo.l de (1. 2.1) obtqncr·o:"' el pro

blema (1.1. 2). Por es to se dice que lo~J probler::<;.:'. en cues
tión son un pnr de l"lrolllo'.":·r 8 duales o sirr:plernento ' . .m .!?2:!. 

~· 
A continnnción ~1arcLos J.or: !Jrincip"lo::J re.S'll t".'.d0~:: .so ore 

dui:i.lidnd en Prog1"~r'!.ción T.incnl, p2ra lo cu·-'l se consUern.n 
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los probleca2 (1.1.2) y (1.2.1). 

I1errin 1.1.- Si x &· y son soluciones factibles de los -:;ro

blemas (1.1.2) y (1.2.1) recipectiv'1:'.mte, en-

tonces c•x ~ Y•b • 
Dm.- Corro x & y son soluciones fe.ctibles, se tif.•nc por -

(1.2.1) que e ' y.A entonces c•x ~ y•A·x , ya q~e 
X ,\ 0 o 

Por (i.1;2), A•x ~ b entonces Y·A·x ~ y.b, yé'. que 

y ~ O • Por lo t8.nto c•x f: y• A·x .f Y· b 

c.s.q.d. 

Corol~rio.- Si x & y eon soluciones factibles a los pro-
blemas (1.1.2) y (1.2.1) respectiv~~cnte, ta
les que c•X = y·b entonces x & y son solu-
cioncs óptir.: ·~s. 

Dm.- Supong2sc que x no es Óptir.a, entonces exi,:te x' tal 

que c•x') C•X = Y•b • Así, Y•b(c.x' lo cu"l con~r~

dice al 101:f: 1.1. Por lo tanto, x es so1uciÓ!1 óptir::e... 

c.:::.q,d. 

Un tra truriento análogo p'.rnde realizarcc para 

A continu.,,ci'.~n, se emmcio.n 102 teorcrf.aS fundm: enta

les de l '1 teoría de duaJ.L:1ad, los c~w.les serán do:¡ o.: t:"c.g_-

dos en la oiG"'.liontc Rocción, cuando sean an'J.liz ... dos de2de 

un ptmto de vista co!'.',binatorio. 

Teorer:a 1.4.- :Jado un par :.Jo !)roblemcis dw1Jeo coco (1.1.2) 

y (l.?. .1), e:<'.J.Ct':lI' en te una de 1':1.R siguientes 

proposicio~es se satisf~co: 

i).- Nin{!ltnO de los orohlomn'.J tione nolució:°" 

ii) .- Un problo: 'J tieno al rr.eno:-1 uwi. ::ol·:ci6n 

factible poro no tiene 6·:) tiL:o fini ~;o .i' 

sl otro problc~n no tiene soluciones 

factibles. 

__ .. -_. 
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iii) .- Lo:=: dos problorr.as tienen soluciones 
factibles y soluciones 6pti~as. 

Teorerr.á. 1.5.- I:ado un par de problerr::-ts du'J.les cor!o (1.1.2) 

y (1.2.1), una condici6n suficiente .Y neces:::irio 
para que una soluci6n fncti.'ble x ( ó y) de uno 

de los -probler.2s sea 6r:>t:l!!'11 es q_ue exif:t'1 ·m2 -

soluoi6n factible y ( 6 x ) del otro problc

ca tal que c•x = y•b • 

3). - Esqumrn de 'ruci-:er. 
los renu1tados anteriores se sintetizar:}n en un esaue

rr.a que fue d:.:do r;or '1\tcl:cr en \27], en el CU"1 se anal izo el 

as~ecto corrbin~torio de estos teoremas. Consid6rese el si-

guionte ~ar de problemn~ duales : 

max u = c1 x 1+c 2x 2+ ••• +e x: r::+ r.-:+ n r: +n 

s.a 

ªm1J)n+1+ ••• +amnxrc,+t.L b brn 

con ~+; ~ o j = 1, •• , n ., 
I 

min V = blyl +bzY2-t ••• + bmy rr 

s.a 

ª11Y1 + ... +a 1y ~ 
º1 rr m 

• • 

• 

ª1nY1 + ••• + ªmnYm ~ ºn 

con Y1 ~ o i !!! 1, •• ,m 
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Introduciendo variables de holgura en rur.bos problemas, 

estos pueden escribirse cor.o : 

me.x u 
s. a 

ª11X'm+1+ ••• + ª1nxm+n + Xl= bl 

• • 
• • • 
• • 

ªlmJ)u+1+ ... + 8mnx1t+n + X = bm m 

ex+ +ex +O=u 1 I!'+l • • • n m+n 

x.~ O i = l, ••• ,m+n 
1 

min v 
s.a 

••• + b y 
1 1 mm 

o = y 
JI 

y. ~O i = l, .•• ,~+n 
J. 

Despejando laz varü:.bJ.es de hol¡;urri. en ar.:bos ':Jro1ile::,e.~ 

se tiene: 

(1.3.1) ••••••• 

max u 
I 

s.a 

• 
• 

• 
X m 

i = 1, ••• ,r. +n 
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min V 

s.a 
ª11Y1+ ••• +arr.1Ym -el = Yr.:+l 

• • 
(1.3.2) ••••••• • 

ª1nY 1 + • • • +amnY m -e = y . n zr.+n 

blyl +. • • + bmyr.: -O = V 

~ Y1- o i = l, •. ,m+n 

Estos problemn.s se pu~den describir rr.ediante la tabl9. 
siffUiente: 

Xb+ l · • • xr, +n 1 .. 

Y:1 ª11 ... ª1n -bl = - xl 
• • . (1.3.3) • • • • • • • • • • 
. . . • • • u n;t~.:·: 

a 
lrr: 

-el 

a ... 
m:i -b;:-

... -e 

v min 

n d 

y.~ o 
1 

= - X m xi 

= - u 

donde d es un valor de la t~bla que iré. C!JrbianrJo al ha
cer opGr·,,ciones con ella, cor-.o se verá mas adelnnte. Por -
ahora con2ideréee a = O 

Para obtener el probJ.er:n ''.1.3.1) a partir de la tnbb. 

se mu1 tip1 ico. el vGctor (xm+l' ••• , xn,+n, 1) que ªl'O.rece e1: 
le parto superior, por ceda uno de lo· rGnelo~es 
(ai1 ,a12 , ••• ,a1n,- b1 ) y se iguqla con la v~riable - xi • 

Le.e cona icionns la ternles, n m'::'.X ; x1 = O , coP.1plota.n ln -

especific<Jción dol °!)t'obJ.er:'1 (1.3.1) •. ~n.'.üocr:: ente puede - -
conctruirse el nroble~a (1.3.2). 

~ 
~ 

A (1.3.1) se le llgmará el nrohloFn ro~~~dn y a (l.J.2) · 
el nrob1 m; n cohwnri • 



Al esque~a (l.3.3) se le asocian las soluciones bási

cas sieuientes: 

-Para el problor.a rengl6n . . 
x.= bi i = 1, ••.• , m u = d 

l 

~+j = o j = 1,.,., n 

Para el problerria colwrna: 

Yn~+j = cj j· = 1,., • , n V = d 

Y· = o i = 1, •.. , m • l 

Si considerrur.o::: el teorerr.a de dualid-::d en término::: -

del par du::tJ. (1.3.1) y (l.J.2), tendremos cuatro proDosi-

ciones muti...tamente excluyentes: 

Existen soluciones factiblee para loe pro

blemas renelon y colwr.na con soluci6n 6nt:.. 
~ -

ma y con v=u. 

- Existen soluciones factibles para el pro-

.bler.:a (l. 3 .1) sin haber solnc:!.ones factibles 

para el problerra (l.J.2) y u es no-acotado 

por arriba. 

- Exi::iten soluci.ones factibles p9r2 el ::irobl~ 

rea (1.3.2) sin haber soll1cior..es f~ctibles -

para. el -yroblen.1 (1.3.1) y ves no-acotr!'Jo 

por 9..b3jo. 

No exi~ten soluciones factibles ni para (l. , 
·J.l), ni ~era (l.J.2). 

Dos esque:::n.s est9bleci::1os en le. forr:1::t (l:. 3. 3) son eaui

vaJ.entos si tod<i. soluci6n del sis temo. l'engl6n o coltu. n'J. de 

ecue.cionos de uno, es :_rn-'? soluc:i_Ón del !Jrobler::"! renr;lón o 
colurr.n"'. del otro osoner:'~. 

Así, e~:q·1er:'.1.~ eq 1.liv'lle'!1tes representan un :;iar c1n'11 en -

t6rr.: ino:-: de diferente:-; particiones de varü:_ble::::. 

Dofl esqucr~o..-· equiv-:.letites están reln.cinnn.do::-· !'JOr lU1~' ce.el~ 
na de transforr:-1ciones elen:cntales, utilizQJ1do uno. entrn::lo. co
rr.o referencia, a la. cu~ü se le lla.:o. oivote • 
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Considcrese el e$querr.a sieuiente, donde la ent:r·ad9. ªpk es 
el pivote: 

.. 
• 
y p 
• 
• 
• 

(1.3.5) 

:xni+1 '• • • • ·' ~,+k ' • • • ' XX·.+n 1 

ª11 ' ..... ' ª1k ' .... ' ªin - bl 

• • • • 
• • • • 
• • • . 

a pl ' ..... ' ªpk , .... ' ªpn - bp 

• • • • 
• • • • 
• • • • 

ªml ' ..... ' ªmk ' • • • • ':·.amn --b m 

-el ' ..... ' -ck , .... ' -e n d 

= Ym+l' • • • • • ,= Ym+k' • • • • ,- Ym+n = v 

= xl 
• 
• 
• 

= :e p 
• 

El esquerna equivElento asoci?.do a este ·nivote es: 

• • • 

'Sn+l 

• • • 

(1.3.6) 

' • • •• ' xP ' • • •• ' 

' .... ' -

I 

• . 
• • • 

1 

• 

' .... ' ' ... ' a pn = -:~+k 

• • • 

1 

• 

-el+ ckª121 
a 

'O~: 

::: 
Ym+l 

' .... ' 
' .... ' = 

• • • 

º1..- e --==--' •• ' - n+ 
a k 

y ' ... ' = p 

• • • 

a 

Ym+n 

• 

= V 

. 
• 

= -X 

::: u 

m 

_, ... , 
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I.a. equiv2lencia. de estos dos esquen:gs es unn consecuenci'.1 
iru::ediata del r:6todo de Gauss para sol•.ici6n de ecu?.cio?1es linea 

Ahora, inici!".ndo con un esquema de la forma (1.3.J) se f't!~ 

gener8r U..'1r? sucesi6n de esque:rn:-: equiv!:l~.entcs y a cr·.h es-

se le a':'ocin una solución básica. Si W1 eequer.:;¡ obtenido 

fntcesión, tiene la. siguiente forr:-.n ·: 

• • • • • • • 
• 

.· Ypm 

1 + 

_(mg_)_ __ " • • x\lll'i'~'t_~}. 1 

+ ••• + 

- - X !JI:! 

= u 

donde + y ... son valores no neg"ltivo.:> y no positivos respectiva-. ª.!l 
te, se le asocia. a dicho esquer~a la sitrlliento solución 

Para (1.3.1) : xp(m+j)= O j = l, •• ,n 

Para (l. 3 • 2 ) 

-X .= pi 

Yk(m+j)= O 

yki = + 

i = l, .. ,m 

j = l, .. ,n 

i --1, •• ,m 

cor.io est:,:>s soluciones son f~ctibles y u = v = & por el ler·a 

3.1 las eoluciones son,6pti~a8. 
TeorC!"'8. 1. 6. - ~'.Jdo tm esque::·r-t de la fon::a: 

1 

ª11 ª12 ' • • • ' ªztn º1 = -
• • • • • 

(l.3.8) ••••••••• • • • • 
• • • • • 

'.1 ." 1 a r2 ' •. 'ªrr:n ºm y = -
------

º1 c2 ' • • ., ºn d 
., 
1 = 

xl 

• 

X 
r.1 

'..l 

__ !"' .. 
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que tier:e : !1.formaci6n de un par dual de !)robler.:2s de prog:raEación 

lineal, entonces existe un esquer.:a eq•.üvaJ.ente, que se obtie!:e en 
un núrrierc :'inito de transforr..acj.ones (pivoteos), con nins-~fo pivo

te en el tn t:i.n:o renelón o la última coltu:ma, el cunJ. tier:e un~ de 

las siguientes forii.as : 

1 

~ 

( i) •••••• • (ii) 
• 
• 

1 + • • • • • + =u 

= V 

(iii) 

• 
• 
• 

• X • • • • • 1 • u 

• 
• • 

• 
••••• yk 

• 
1 

. 
• 

• 

+ ....... 

+ ....... ---

(iv) 

• . .. . • ..D • . • 

1 

+ + -· 

+ = - to--·-

= V 

1 

• 
• - ~ 
• 

u 

• yk + • • • • . + + = -xk 
• • 

1 • 
.... • • • 

.... ___ -
1 = u. 1 = ~ .l 

---
= Yp = V = Yp = V 



Este teoreri~a, el cual sera den·ostrado rr.ns c1del~mte, es 11§: 

mado el teorer.-~ principal, y es una vorsión dol teoren.a (1.4). 

El esquema. ( i) es eqniv~tlonte ~ cu,..,ndo el p!'irr.81 y el dua.l 

tienen soluci.ones factibles·, cw..pliendo::-e la condición de que 

max u = rr:in v • 
En el esquema ( ii), el proble::.a colmnna tione soL1.ciones -

factibles y en este ca::-:o, poniendo y,_ = el..¡ O y el resto de :.1.'.1s ,,.. 
y's en el lado izq1üerdo del esqner:<?. iguó"tl a cero, se c1eJr.'.lestra 

que v es no acotrdo !JOr abajo ya que un decre::·ento en y,__ im--· -;:ilica un decre:r.cnto en v. A la vez ( ii) de1r.uestra que el ~rool.Q...._ 

:rr.a. renglon no tiene soluciones factibles, yo. que u..11.a. ecuación ;,,;«.. 

expreiv~ a - ~ ( restringida. a ser no posi tiv:i), CO!:·o l~ sv_~a 

de const'.lntes positivas y una combin~.ci6n lineal do variablss T 

rrayores q_ue cero. 

fo. f orr.:11 ( iii) es análoea a la forma ( ii) sólo se in ter car.: 

. bia el papel de los problern'.J.s colv.r:<n'l y ren,glon de~. cor en t:>rio 

anterior. 
J.a forr:a ( iv) cleirnestra que arr,bos probler.:as no tienen soJ u 

ciones factibles. 
Con lo anterior, pode:;o~i deducir lor- teore:'8.:: centr· los de 

la Progr?macidn fincal de una manera sencilla; así, el ~eorur~ 
de exi~tenci~ (teore~'J. (1.4) y el teoreoa de dua:!d~d (teorm ~ 
1.5) son consecuencia del teore~a principnl , debido a que ~i), 

(i:i.), (iii). y (iv) son r.mtuamcmte exclusivc:.s en eJ. teorer.:i:.i.. 

Corolario 1.- Dado un esquer::a de la f on:~a: 

I 

(1.3.9) ........... Y1 

Y1 
1 

~+l' • • • ,xr.1+n+l 

ª11 , ••• ,al(n+l) - - xl 
• • . . 
• • 

ªml ' • • • ' ªr- ( n +J. ) 
0 1 'º"º'ºn+l 

= Ym+1·•·,= Yrr.+n+l 

= 1_1 

X 
m 

Existe un esquenn equivnlente que 88 obtiene en un m'u:iero 

finito de pivoteon(con ningt.ín pivote en el últin;o r<mglón) que 

tiene un'J. de lns siguientes forr.:'.l.n: 

l'J)··· g 
l'lO • • · • 

.l + ·-~-::.U 

-• . . . 
-------' -=..V 



................ ._. ___________ ~~ 
- lt--

Im.- Suponga el teorema princinal valido e identifin1.1cz.scz. :1 X l 
. 1 m+n+ 

con 1 y a Ym+n+l con~ en (1.3.8))entonces si (i),(iii) O 

(iv) es el result3.do del teorerr.a entO?~~es (v) o (vi) se obti~ 

nen direct?JTiente. Si sucede (ii) y (v ) no se tiene todavía, 
tenemos un esquem~ de la forma : 

~+n+l 

+ ...... + +* 

1 + ...... + - =V 

=ym+n+l 

Si se pi~otea sobre la entr~da con asterisco, se tiene el re

sultado en la forn·a ( v). 
Este corolario establece ·que el sin tena columna de (1. 3. 9) 

tiene $Olución con 'y's ~O ,(forrra (v))o no la ti_ene(forrr8.:(vi)~ Es 

cloro' que el corolario se satisface si en (1.J.9) ;- (v) y (vi) sus 
tituímos las mntrice2 transpuestas negGtivas, lo cual nos hace lle 

gar al siguiente corolario: 
Corolario 2.- Dado un esque~a : 

:xni+2 ... xm+n+l 1 

Y1 ª11 ••• ª1 (n+l) bl = -xl 
(1.3.10) •••• • • .. • . 

• • • • • • • • • • 
Ym+l ªm+l ,l" • • 8m+1,n+l bm+l =· -xm+l 

:Ym+2 ••• =Ym+n+l =V 

Existe un esqueµra equivalente que se obtiene en.un nú~ero 
finito de pasos (con ningún pivote en la última columna) que tie
ne una de las siguientes forruas: 

(vii) ••••• 

1 

• • • 

= '4 

(viii) ••• yk + ••• + + = -xk 

= " 

Los cuales tendrían una. inmediata conclusi6n en el siguiente ; 



Corolario 3.- Dado un esquema 

X'm+2 •••• xm+n+2 

Y1 8 11 • • • ' • ª1 ( n + 1) = -Xl 
(1.3.11) • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Ym+l ª(m+l)l'º 8 (m+i)(n+l) = -xm+1 

Existe un esquen:n equivalente que se obtiene en un núr:~er9 fini 
to de pasos que tiene una (o ambas) de las formas : 

• • • 
;rk + •••••• + 
• • 

• • • 
= -xk • • • 

•!••xp•••• 

• • • • • :. 

. .. 
Supong:mos que (l. 3~3) es un esquema cuya solución bás1Ca~~(.1ad.a 

a\Vbblema renglón es factible,i.e.,la colUir.na correspondiente ~l 1 

tiene componentes· no negativas (excluyendo la entr:Jda últirr.a). Se 
puede dar un procedimiento para eligir el pivote, en el cual 2e en 
cuentre una rr.ej~r solución al problG~a renglón (se puede dar tam
bién para el probler.:a. colurr.na). 

Supongase que se tiene un esqu9~a de la forEa: 

(1.3.12) • • • • • 
Y1 . -
• • 

1 

••• 1 

ª11 ... ªin bl 
• • - • -• • • • • • 
~l ... ªmn. bm - -
el ••• ºn d 

:Yn:+l • • • =Ym+n =v. 

= -xl 
• • • 
= -Y)n 

= " 
donde 1, ~' ..• ,~es una permutQción de loe subíndices 1,2, ••• ,rr.+n 
y (1.3.12) es equiv·~lente a (1.3.3). 

Un m~todo sir.plex par2 el problema renglón puede dar::·:; con:o 
sigue. 
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Se tiene que bi f O para toda i ~ l, ••• ,m,si .(1.3.12) no és 
ta en la forma ( i ), entonces existe cj <. O para algú.n j; de aquí, PU!!, 

de haber dos casos : 

(1).- toda entrada en la colurr.na de cj( O 

trictamcnte negativa,i.e.,aij ( O i 
donde se concluye que estamos en la 

(2).- existe al menos ª.!si que cur:ple con: 

. bk ' { b~ 
-=max --
ªll s a~ ª&>o} 
y se pivotea sobre este ª!si 

. 

es es-
= 1, ••• ,m_, d c. 
foma (iii) 

si. bk <. O se tiene que el nuevo valor de la esquina inferior derecha 

es estrictamente menor que el valor que 

la regla de pivoteo, d se transforma en - . ,... . 
ple que g_ > d. 

tenía en (1. 3.12). ya que por 
~ 

~ - b~c1/a k1 = d y se cum 

Se termina en un ntlr.ero finito de pasos si en (1.3.12) se tiene 

que bi <.o; pero si ocuY-v-e deee'iliz.'f"ac.iÓY\.,i.e., bi =o para algÚn 
i, entonces una buena regla para eligir el c.!i. será:-

cj = min ck • 
- k -

Análogorr.ente puede darse el método simplex para el problerr.a co-

lun:na, puede consultarse dicho método en Ler::ke ~1] ~ 
Antes de iniciar la derr.ostraci6n c'lel teorer:-.9. princip•~.l, se dará 

un enfoque de c6rno encontr'.lr soluciones básicas_ facti 8.:'..es. 
Para obtener un esquen:e. con soluciones bélsic···.::: factibles asoci§:. 

das al problem~ renglón (si se concidera el esquema tra..~spuesto se 
puede obtener un esquer:~a con solucion0s básicas factibles asoci3da.s 

al probleIT:R colunina), Supondrenos en (l. ).12) que bi > 0 para aJ.gtm i 
y rearreglando los ren~lone:- del erquer.a. tal que bi f O p'.lra i 6 k 

y b1 ) O para i ') k , reer::plazando · a b. por sus sig:10s, el esquema 
l . 

(1.3.12) puede verse coreo : 

X'm+l ••• ~+n 1 

Y1 ª11 .... .... = -xl -in 
(1.3.13) •••• • • • . • • • • • • • • • • 

yk ªkl ... ª1m = -xk 



·~-------------....-
donde el subesquema indicndo arriba de la doble linea, puede verse 

como un par de st~bproblerr:as duales asociado con una soluci6n bds.i 

ca factible para el probler.i::t renglon, con YJ~+l cor,o un 1 ter:!poral. 

Aderr.ás, un pivote ele._'3'ido con l 'J.s regla~ del sir.!plex para el --ro-

blem~ren&l6n p 1.tede usarse clirectrn:.ente !Jara r~dnirr . .:.zar - X:.·+l (ter:.
pore.lnentc), sujeto a las restricciones que e.spccifico..n los ~~ ~.ri

~eros renglones. Si decpues de varios pasos d8 pivoteo sob~0 ----
(1.3.13) el signo "correcto" ha sido ger.er::c1o y un si.tbe:SCJ.UO~ :-- {8.s 

granie(hasta lle~ar a todo el esquer.·a) ,puede ser ider.tific'1rlc con 

un par de subproblema::: con soluciones b·foic9.S facUbles r>.<::oc.:.::-:.:ln.s 

al problema rongJ.ón. Si no :-::e pu13de llegar a lo anterior; tm?.. de 

las siguientes forrr:as debe obtenerse: 
(1.3.14 ) (1.3.15~ 

- T 
• • • • • • - -
• - + + •••• + + 

1 =u . 1 = u 

=V = V 

Si ocurre (1.3.14) !1ivoteamos ~:obre la entr':!.:1"' del aGte!"isco, 
llee;iJ.ndo a un esquerra equivalente cuyos primero?: k+l rengJor..0::· ti.Q. 

nen su bi= o. ~i ocurre (1.3.15), se tiene que no existen scl·-i.~io.:: 

nesfactibles para el problemo. ·rengl6n ( fom.2 (ii) c1el teorc-1:'.l -

principal). 

Demostración del' teorer.:a princi9el. I.a. r.irucba zerá por indu,2. 

ción sobre el núrr.ero de renglones r;:as column2~·, -:;udier:dose h:::.c~r -

de una forma constructiva, medinnte el má.:todo sir-plex visto. 

Si existe sólo un renglón y unQ columna en (1.J.8) cualqui~ 
ra de las formes es inrr.odi~tta. 

Supongase v~lido el teorema (y de aquí sus corol~rios)pa~a -
el número de renglones ?Tas coltm·nas rrenor que r::+n+2. 

A!llicnndo la hi!)6tesi:c indnctiV'l al esr;ue1N1 (1.J.8) sin co!'l

aiderar el último renglón, se obtiene por el corolario 2( des-:Tws -

haber arregl8do Jos rentjlones y colun:nns de ~cuerdo a su si~no) : 
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(1~3.16) 

(a) (b) 

- o ••• 01+ . .+ 
• í 1 • • - ! ...,. ________ --- l { o 1 

• 1 
• • 1 
o 

1 = \t .. 1 = u 

'-------' =\( 
'\ 1 ..., =v. 

equivalente al esquema(1.3.8 en un núr:-.ero finito de pnsos. 
Si se tiene {1.3.16b), f plico.ndo el corob.rio 1 al subesauerr.a 

de (1.J.16b) cuyos renglones y columna:i estan et.:.tre llaves(son meno .. -

res que m+n+2 ), obtenen:os un Esquema de la forma ( ii), ( i v) o de la 

siguiente forma: 

P ••• O·+ ••••• + + 1 

(1.3.17) •••••••• 

1 

=\t. 

equivalente a (1.3.8). Un 1)i' 1·oteo sob.re (l.J.17), con pivote en el 
renglón que esta abajo 'de lae1 columnas con llaves y ªij e~ égida tal 

que: { ¡ } cj/aij = m!-11 c8 ªis : c9<.0 ' 

nos conduce a la forma (i). 
Si se tiene (l • .3.l6a), a:p:.icam.os el corol3.rio 1 al subesque:r.ia C!!, 

yos renglones están en llaveii (son menores que rr.+n+2 ), obtener.:os un 
esquerr.a de la forma (i),(iii o de la siguiente forma (después de 

rearreglar las columnas): 

~ h+l 

-• • 
!. --· --------. ---- ----

' o ·- •••• • • 
' . 
• • 
·- o 
,. d = ~ 

=y n+l =V 



equivalente a (1.3.8), dondé la colun:na correspondiente a la variable 
independiente J)¡¡+l contiene una o más entr~dcs positivas; pero un pi
voteo usando el método simplex por renglón aplicado a (1.3.18), con Pi 
vote en la columna correspondiente a ~+1,dá coco resultado un esque
ma equivalente con la entrada d de la esquina estrictan1ente cenar.Y 
si se sigue aplicando el reétodo , siempre se tendr~ esa mejoría, ade
más co~o esta.me? eh el caso de no degeneraci6n, después de un nún:ero 
finito de pasos,se tiene el esqueITa equivalente de la forrr.a (i) o (ii) .• 

ra· inducci6n en este punto se us6 para demostrar que no hay solució~ 
nes factibles para el problema columna u obtener un esquema que per
mita mejorar el valor de la esquina inferior derecha, y esto concl~ 
ye la demostraci6n. 

' 
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II. TEORIA DE ~:.ATROIDES 

1).- Generalidades. 
Ia palabra r.:atroide fue introducida en 1935 por Harold ','lhii 

ney para denotar un concepto que generaliza loe de gráficas y d~ 

pendencia lineal, pero fue ','/an ~:er Waerden en· su libro "Algebra 

!fodern':l" que enfocó su trabajo a la dependencia lineal y aleeb!'§!:. 

ica quien inici6 los trabajos de los matroides. Bn [21U Rada 9.n8.

liza las propiedades combina. torias de los rra troi~'¡ es; Tu tte en \_29..1 

y Fulkersón en (l] estudian ciertos tipos de n~a troides: transver, 
sales, regule.res, bino.rio::;, etc. • 

En 1970, Jack Ed.mons de3cubre propiedades de los rr.atroides 

esenciales en la optimización co~binatori~ y du.ra..~te es~ déc~da 

los r.:atroides se convierten en un concepto central de ln optir:'.i

zaci6u por dos razones: a) su generalidad para expresar proble-

mas de optimizaciÓ".1 cor:-binatoria (ver 3dmonds [l::] y [11]; Lawler · 

[19] , \.20J; ~(ort:: Q.6] , (17] ) • b) 19. conveniencia de :.1sa.rlos co:-:-.o 

irarco combin3.torio p.'J.ra exi;licar ciertos aspecto::. del .U¿;0ora ~1:. 

ne(!l y de la Pro0r<Jr.1ación I,ineG.l (ver Fu.U::erson [lJ]; :-'o~lrnfell8.r 

[25] ; r.:inty [.22] ;- 5land [ 2]; las Vergnas [18]; FcJ'.'r o..n ~" l.!::mre~1-

ce o.~ ' etc.). Tu esta tesis se trata el seg1.mC. '.' aspecto q_~te -

por cierto es el ~anos conocido. 

Existen V3riae definicionss equivalentes de un ~~troidc, en 
este trabajo sólo :o-e ver6n dos, empezando con ls. :d:;.;i.iie:1te: 

Un rnatroicle es una pareja (::!:, F) ,donde E es un con~1-1.nto fini 
"' to y F una colección de subconjuntos de E q_ue satisface: 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

~eF 
VE. F y ' u:v 
Si U & V é. F 

')" UE.F 

con \ uj = \VI + 1 

tal que VU~x~~F 
F es llll!l1ada la familia de subconjun tor-; inrJ eoend ien tes. 

Si A:E y A~F, A es llamado conj<.c_.tó denendiente. 

Sea Ar= S, una basQ..li.e A es un subconjunto de A independiente 

max:i:nal. Una base del m11trolde l\T = (~. ?) es una base de E • 



Es claro q_ue si AE.F, es posible exhibir una base·&d41\ ::-atroi

de ts.l que A~ B, a continuaci6n se verl~ un teorer.:s. que zirve par::>. 

res~lt2r este hecho. • 

Teorer::á 2.1.- ~ea ii! =(E,F) un matroide y "J., V'=.F con IUI< lvl 
) 3 WS: v\u tal que UU\'l E.F & 1uuvr\ = IVI 

Dm.- Sea Wo ~ V\U & WoU U E. F tal que para todo VI c. v\u con 

VlVUfF se tienel·:1uul~.1'.'lovul i.e. l'.'/oUUI es maxi.n::J.l. ...... 
Si luuvtol<. lvl )3 Vo~ V tal que \Vo\ =IUu'.'.'ol + 1 y corr:o 
Vt F ) Vo ~F. 

Por (2.1.3) 3 x~ vo\uvwo tal que UV\'!o v ~xl E..F~ lo cual es 
una contradicción ya que 1 UU ','/cV \x\l>IU U \'lol y é.::ta se escogió 

maxiffial. Así !U \J '.Vol~ 1 vi y cor_ o 1 U U ·,·¡ ol~ lv\ poro ue W o ':; v\ U ' 

se· tiene que ruu ','.'ol = IVI 
c.s.q.d. 

Corolario 1. - Sea M =( E,F) --) todas las bases de M tienen lo. ::is 

ma cardina.lidc.d 

Dm.- Sean B' & 3" dos bases de M tales que IB 11(13"1, por teore:r.o. 

anterii:-·r 3 ~·,r C:. B 11\B' tal que B' ú ';'/ E F' lo cu2l es una con tr3.
dicci6n,ya que B' es maxirnal i.:1.dependiente, por lo t.s.nto 

gue 

/B 1I = IB 11l • 
o.s.q.d. 

Para un r:atroic'e !:~ =(E,F) se define la fu..1.ción r!:!.ngo cor.:o si-

p: 2E ~ '1 

f( A) = ma.x '\' IUI 1 U .S A & U~ F} 

El rengo del ~~troide es el rango de E 

Un subconjunto A~ E es cerr-odo si p?.ra todo x.: 3\\ se ti::ne 
' que t(AU1x~) = (1(A)+1, i.e.,no es po::ible increrrcntar el con-

junto sin incre~entar su ran~o. 
Si x«- E & A'E: E y se owr.ple que p(A IJ~xl) = p(A) 'direrrns que 

x depende de A ( x ..... A) , de aquí defini.r!:os el oper.:i.dor cerr:'.d:.lra. 

como sigue 
($"': 2E --=> 2E 

. o'"(A) = ~~~E. \:t.ru~ t,a.. ()lAv~LÚ::. ~ lJ~ \ 1 
Algunas de la propiedrde'= 1e la ftl!lción r~n50 y l~ función e~ 

rradura son l9s que a continu·-1ción se listan. 
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Prop.(R,l) e(~)= O, su de?:lostr~ción es obvi"t?Or definici.tn de 

la función r~ngo. 

Prop.(R.2) p(U) ~ f(U lhy\) .f: p(r.r) + 1 donde U s "S, Yt~ 

Tui..- sea IAI = p(U) &: IBl::t (VlJ~yd. dc'tlde_ F\c.U 1 ~c\J"~~1¡ 
P.D. IA\ ~ IBI 

Si 1 A\ > 1 Bl ) B no e3 m-;xir. '11 inde:--·endi:nte de TJ U~y\4 

lo q_ue e~· una CC'!ntradic·~ión ya que -e h3.bÍ'.l ::-i_~pttesto :-:ue 

p(U 0\y\) = 1 :S~i;Jor lo trmto 1Alf:1 :B\ 

P.D. IB\ f IA\ + 1 
co~o A ~ u, exi2ten doz c~sos: 

Si A U ~y\ ~ F => 131 = 1 Al 

Si AU\y' E F ? \]3\ = 1AI + 1, de )onde 13\: IA\ + 1 

c.s.q.d. 

Prop.(R.3) Si p(TJ \j ;y~) = p {U\J \Z') = ¡¡(!J) > fC:I U~y, z~' = ~(!J} 

Im.- Ses f(U' =\A\ con A~ U, cor.:o e(u l\y\) = IAI ==/.:..:~y~ 

no est:i en F r.: cor.o pUJ U\z'i) = l A\ => A 1)1z~ f- :F,. 

de aquí aue A \J\y\\.)~z' i F, i.e., f (U\.,: w, z~) = 1 !, 1
• =p(U) 

c.z.q~d. 

Prop.(R.4) p(A) + p(B) ~ f(AVB) + ¡i(.1.íl:S) \).\, B:: 3 

Dm.- '.:ee. p(A V:S) = p, ~(A(lB) = q_ & :e f: AífB con l :·:i = q, 

por ~l teorerr.: 2.1 3 Y~ X tal que IY\ = p 8: Yt:7' ':"¡ 

Y puede e.::cribi: ·ze corr.o Y = ;-: U V \J\f:' 1 di:::':'lde \T ~ .~ .. "- J ., 

V: f B '\A. 

Así, xuv ~A, ZUVEF, :1~u··,· ·=E 8.· :':u··; Eo.F, :'e :~.-<~:e: 

f ( A) + · p ( :S) ~ \ X U V 1 + \ :( U W \ = 2 \ Z 1 + \ U 1 + \ . ·: ! = 

= \Y\ + \XI= p(.\ UB) +~(A ()B) 

o.s.q.d. 

Con est8'3 nro".:ie1s.de::: de la fu...":cíén r:m,-:;o rP.l31e 1-':'>r:::e otr'l ·le 

finicidn 1e r2troi~e l~ cu~l ~ue~e ver~e en CB). L~~ -ro~iel~Jas -
de l'l funció·~ cer: 01'':'..1.rr. :·on: 

P-.L"'O p • ( 8 • 1 ) A f: cr { A) 

Dm.- Sea X€. A ) :\ U\X' =A i.e. p(A1J \X\) = p(:\) 0 
x ~ ir(A), nor. lo t3.nto As <r(A) 

c.:::.q.d. 



Prop.(S.2) A<;B ~es (A)<;6'(B) con A & B~E 

Dm.- Sea xfO"(A) > p(Auix\)=P(A) 

P~D. x ~ 6" (B), i. e., P "(Bv~xl )=p(B) 

P(Bu\x~ )=e(Au(B,A)u\x~)=~(Au \x'i) 
por lo tanto xE- 'IS (B) 

c.s.q.d. 

Prop.(S.3) O"'(A) =Ó(~{A~) 

pero 

+ ~ (:B \A)=~ (A)+ Q(B'A)=e(]) 

Para demostrar la iguald"!d se deben derr:ostrar las contenciones 

haci~ los dos lados. 

P~D. Ci(A) ft{ó"(A)), aplicando (S.l) con B =6(A) se obtiene el 

resul ts.do dese:J.do. 

P.D. ~(ó(A))flf(A) , sea yé lr(6'(A)) -;) P(6"(.".)u~y~) = P(ó(A)) 

si y~ti(A) > C"(~(A))SIS(A) 
si yf/-ó(A) > fl.(qAk1~y)) = p(A) + l lo cual es una contradi.Q. 
ción ya que P(ó'(\!(A)))= E'(A) y se tendría que yf 6('5(A)) 

Por lo tanto y E: iS' (A) y de aquí IS ( 6'(A) )= ó(A). 

c.s.q.d. 

Como una analoe;:b. con teoría de gr<.!.fico.s es nosible definir cir-- -
cuito de un matroide i.I = ("S,F) como un subcon-junto de E dependiente 

minimal. La colección de circuitos del r:.atroide 18. denotarer..o~ por C.. 
Dos propied~des fundéllllentales de ~ son : 

( 2. l. 4) Si X & Y f. C'.. con .A :f Y ) X f Y & Y f X 

La demostración de esta propiedad es obvia por la definición de 

circuito. 
(2.1.5) Si X & Y 6 ~ & z ~X f\Y ~ 3 Xo S: (X UY)'\~z~ 1 de"f'lcle_ XoE. ~ 

Dm.- Supong::1I11os ::t & Y E:~ tal que Xo no existo en ~ , es decir 

(XUY)\dz~ es independiente =~p(XIJY°',~z') =\X.\JY\- 1 

Por (2.1.4) ~(X) =!X\- 1, p(Y)= \YI- 1 & f>(!.:\IY):\If\YI 

Por (R.4) f(X) +~(Y)~ ~(Z\JY) +p(X(\Y) ~~(X\JY-,1,z~) + p(XC'.Y) 

ya que por (R,2) ~(XV Y) ~ 1:i (X \)Y'l\Z~. 

Sustituyendo valores se tiene : 

IX\+IY\- 2 ~\XUYl+IX<'iY\- 1, como \X\JY\=\X\+\Y\-\::'lY\ ). 

lf{\+l-;/1- 2 ~;.;C+1-;/\-\X1-,XY\+\Z:f'XY\- l. )-2 ~ .-1 lo cual es 

una contr8.dicci6n por lo tanto 3 Xo ~ & tal que Xo S X 'J Y\~Z\ 
c.s.q.d. 
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Estas propiedades de los circuito2 implican la definici6n de 
Matroide en téri:inos de circuftos dada. por ':lhi tney en \2i.lJ , la de

mostraci6n de esta ín:plicación puede verr·e en Wel:::h ["?lóJ. La defi

nición e? la siguiente: 
··sea E un conjunto finito y~ una familia Je subconjun:toe de E 

entonces M = (E,~) es un matroide si y s61o si satisface : 
(2.1.6) Si c1;l c2 E~ ¡) c11c2 &: c2 f/:c 1 

(2.1.7) Si c1 , C2 é ~ tales que ze. c1n c2 &: Xf:.C1,c2 >~CJE..~ 

tal que X € C) 'E: ( Cl V C 2 ) \ \ Z} 

Con esta definición se trabajará en el Capítulo III. 

Lema 2.1.- Si A es independiente en rir = (E,F) para todo :Xf. E\A 
A U ~x\ contiene a lo mas un circuí to. 

Dm.- Sea A ~F tal que exizte x f: E\A con c1~ c2 & c1u c2.;; A U'IX~ 

por ser A independiente x~ c1ric2 y por (2.1.5)3. c
3 

tal que 

c-as<c1uc2 )\\x~~A, lo cual es uná c:ntradicción ya que AE:F. 

Por lo tanto AU ~ x~ contiene a lo más un circuí to. 

c.s.q.d. 
Algunos· ejemplos de tfatroidtts son : 

1).- Sea G = (X,V) una gráfica no dirigida, sea E=V definiendo 

F ={U'E:_V\ U no c~n~iene un ciclo}, entonceE rr. = (E,F) es 
un matroide. Vgr. 

E = ) 01' e 2' e 3 'e 4 'e 5 ~ 
F. ={~,el ,e2' ~3 ' 9 4 d ~1 1 ª3)' {e2 ' 9 3}' 

\e1,e4) 'tª2'e4l' ~6l'e4 'ª31'~~2' 
ª50 ª3'ª4} J 

~ = ~ e5' ~02.,e111 
las bases del matroide ~on ~= \te1 ,e3, e4),) ª2'ªJ'ª4)l 

2) .- Sea. A = (aij) una matriz de n:xn con entrada·" en los reo.les 
sean A1 ,A2 , ••• ,An las colurr.na~ de A. Sea E= A1 , A2 , .•• ,An 

definimos F =~U e;~ \U e~ un conjunto line'.J.lmente in.:ependiente 
así M = {E,F) ~s. un mat~oida·ya que c:umple'las cónd1cio~e$ 
(2.1.2) y (2.1.J)., (2.1.1) • 
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3).- Sea E un conjunto finito i.e. E= \e1,e
2

, ••• ,e~) 
F =\A S. E \\Al b ,k , k ~ n ~ 
de aquí M = (E,F) es un matroide. 

' 

y sea 

'' 



2) •. - Operaciones con Matroides 
Las operaciones más comunes en la teor!a de matroides son~el 

aniquilamiento, l~ restricción, el truncamiento, la suma directa 
y la suma. Con estas oper~ciones es posible construir nuevo~ matroi 
des, algunos autores les llaman a los matroid~s genar~dos,rr.enores 

de matroides. 
Consideremos un ma.troide M = (E,F) y sea Te E definimos 

F(E\T)= {U\ Uc.T, U~ Fl, es de.cirJ todos los subconjunto::; independieB_ 
tés contenidos en T, es fácil verificar que F(E\T) es una colección 
de subconjuntoz de E que zatisfacen (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3) y de 

aquí el matroide M\T = (T,F(ElT)) es llame.do l:::i. restricci6n de M 
a T. Algúnos autoreF. le llame.n el aniquilamiento de E\T en 1\1. 

Es fácil vertíicar- que : 
- Si U es dependiente en M y U e;; T entonces U es dependiente en Ii:\.T 

- El rango de M\T es p (M\T)= e( T) 

- los circuitos de M\T son los circuitos de M contenidos en T 
Consideremos el ejemplo siguiente sobre la gráfica : 

G : a e 

Sea M = (E,F) = (E,~) donde 

E =~a.,b,c,d,e~ F =\~,a,b,c,d,~a,c~,~a,d),\b,c1,\b,d\,~c,d\1 
'7 = ~(a, b~, ~e',\ a., e ,a~, {e, b,d~~ 

Sea T =jb,~,d~ el matroide M\T = (T,F(E\T)) está dedo por 
F(ElT)~ ~~'~'~'d,\b,c\,~c,d) 9 ~b,d') y ~(E\T)=~~b,c,d~1 ·.El cual es 
la restricci6n de M a T. Tambien es llamado el aniquilamiento de 

' 
E\T en M debido a la analogía que existe con teoría C:e gr~fic::ts ya 
que si se con:::idera. al conjunto E\T =~e,a) y se aniqu.ila de la grá . -
f ica obtenemos : 

G' : b~ 
d 

la cu'll nos genera el matroide antes descl:'ito. 

Ia contracción de un matroide de E a ~· sérá denotado córr.o M.T 
donde M es un ma. troid.e cobre E y T c. E. La familia de subconjuntos 
independientes de M~T se define co~o: 
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P(M.T)= \U 1 Uc T tal que 3 Y base de E\T en M ·)· UUY '-F~ 

Si consideramos el eje~plo anterior con T =\b,c,d~, tendre~os 
por definicid~ que F(ll.T)= ~-,lc\,id~, 2s! ~.T = (T,F(~.T)) es la 
contracción op, E a T en M. 

Haciendo en ln gráfica G del ejerr.plo anterior la contracci6n . 

de E a T obten1rerr.os : 

b e 
G" : 

~e aquí se sigue que : 
- Si Ges una gr~fic:> y T C:E(G) ~M(G.T) = M(G).T 

- lo'." ciclo!:: de G. T son lo~ conj:.ulto3 minin:ales de la fo!'I?:a e C'\ T, 

donde C es un ciclo de G. 

- Ios circuitos de 1'1. T son los conjuntos minimales de 12 fo!'lr.a. C n T 

donde e es un circuito de M. 
El tri.mc:rr.:ien to es la operación que :·e con::-idera cor: o sigue 

sea M = (3,F) un m3troide y k ff(E) un entero po::itivo entonces el 
matroide trunc".'?do 3 :~ tiGne su familia do conjuntos in::1ependicntes 

como Fk= \U\ U E: F & 1 UI !:: kl al cual : e le denota por r.Tk=( 2, :•\:), 

con la función rango definida por p(A)= i:-in (k,f(A)). 

Sean· M' = (E',F') y li1 11=(E 11 ,F 11 ) doz n:atroides dontle ~· n-:::: 11= (i 
definimos la :=ur:i·~ diri::ct?. ~.;' ©r.1 11• de r.r• y :.: 11 corno el matroide sobre 

E'U E" cuy9. f2Illilin de conjuntos independientes eeta dada -por 

F =\u VY \U e: F' & Y <=F") • Ia:f~ci6n rango de !.i'© M" se define 

como: 
~M'© r,pr(A)=fr,p(A (\::!;') +f1111 (Ar-. Z") 

1 

Por ejemplo· para lo:: matroides inducidos por la"· gr1fic3s 

a ~ G': V--: 

M'=(E' ,F') 

E'={a,b,c\ 

e 

:''P''=~~,a,b,c, {a,b\, ~n,c\ ,~b,c\\ 

G" : -· ª-0 
M11:::(E 11 ,F 11 ) 

E"=\e,d~ 

F"=~~,d\ 

Así M'G> M11=(E' UE",F) donde: 
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F =~,a, b,c,d, \a,d\, ib,dl, i c,d1 ,'~a, b,d1, ~a,c,d\, ~b, c;d l' 'ª' b ~, 
\a,c\, ~b,c~J 
Este ~atroide es precis~ente el asociado a la gráfica G cuyos 

compone·ntes conexos son G' y G" • 

Para definir la suma··10 único que cmr.bia es que E' y E" non~ 
cesariarente son di~junto~ (pueden ser inclusive iguales). La suma 
de ~.e• y r:r 11 se denota por ~1! 1 v!J 11 = (E'U E11 ,.F) donde F f:e define coI!!o 

en la sum~ directa. Por ejemplo : 

l.f' =(E,F) 

E·'=~a,b) 
F' = ~~,a, b, ~a, b ~ 

M11=( E 11 ,F 11 ) 

E"= {a, e\ 
F"= i0 ,a) 

As:! M'vM"=(~'V ~ 11 ,F) esta dado por 

E'UE"={a,b,c} F ={~,a,b,~a,b1\ 

3).- Dualidad en :IIatroides 

Considérece un n:atroide :M = ( E,F) y sea /3 ={ BI B es be.se de 11} 
la famili::i. de bases del matroide, sea Fi'!J={E\B \ BE.t3} entonces B ~ es 

la colección de bases de un n:atroide M* defini'do como IE..,= (Z,?-«), don 

de F = ul .B G. f.3 .7• U~ B. , el cual es llamado el rr.n.troide du8.l de *{ J"'. *} 
M. Es fácil verificar las siguiente 2 propiedo.des de rri"': 

- Si xE. E & \x,~F ) x e..n~ V B•E. ~· 
- El rango d e r.1'f ~ s P ~· (:E)= 1E1 - p ( M) 

(ra'")*= M 
,. if 

I.e.s funciones ran.~o de M y 11 ( P y p respectivamente) están 
relacionada? por la igualdad : 

~(E\A)=1EI- e(E) -IAl+ f(A) .. Se entenderá 'por corango de r.~ el rango de M , una cob::tse de l~ 

con:o una base de M"', Wl cocircui to de ~!t como un circuito de :.:111. y 

así análogr>.ll:ente pa.r'l todos lo::: tén::inos usa.nos en la teoría ·ie 

matroi~es. 

Teorema 2.2.- Sea M un matroide, A & A"'~ E con A(IA""= 0 y AE:.F 
• • 3 ~ ~ . 
A~F ) B y J3 bases de !.! y M re~;pect1va.rrente 

con A<: B ' A'*s B. y B (\B·= V1 



Im.- Se tiene que Af\A:tf.= f{1 > AC E\A."", de donde \A'<.\E\Alf\, 
como A~~F~ se tiene que E\A*t F , por teore~a 2.1 podereos 

extender · A a una bese 'S•e ~.: con ce.rdinalid::i.d \:SI= E\ A"_, 
la base de r.i•es B~= E\B, las cuales Cur!plen con le...:: condiciones 

del teorema. 
c.s.q.d. 

© E\B. 

0 B. 

Una :rcanera máp de expresar a las bases de M se menciona en el 
siguiente teorema. 

Teorema 2. 3.- Un subconjunto U e E es una be.se de M < > U() e" F ~ 
para todo e• cocircuito de M y es rr:inimal respecto a 
esta. propiedad 

Dm.- ~) 3ea B una base de M = (~,F), sup6ng~ee C~ cocircuito de 

M tal que B () C111= ~. de aq'.l.Í e-~ E\3 lo que contr::i.tlice la 
independenci8. de E\B en il". Para ver que es minlir.al supo!!_ 
g~os que Bf\C·~ ~, pero exi::te uc B tal que UAC"'~ <;; 

para todo e~ cocircuito de m. 
De aquí se tiene que E\1J no contiene algún cocircui to de M, 

Le., E\U es independiente en rri"' y ader.ás 'S\B«; 3\U lo cual 
es una contr" dicción ya que J\B es una base de ¡,:"', por lo 

tanto no existe dicho U 
c.s.q.d. 

Realizando una ilu~traci6n 

B (\e•;, ¡éS ~ d''c E\B contradicci6n por 

ser E\ E base de rif• 

E'U~ e• "'\[ e* cocircui to de M ~ 

E\U e. F'* pero E\B C.E'U 1 contradicción 
por ser E\B base 



llm.- Se tiene que Aí\A~= r/J => AC E\A•, de donde \.l.\(\E\A•\, 
co~o A~~F• se tiene que E\A•fu F , por teore~a 2.1 pode~os 
extender A a una besa a A• :.: con cardin9.lid •d \31 = E\ A•, 
la ba'e de rles B'= E\B, las cuales cUJ:!plen con ho condiciones 

del teor9ma. c.s.q.d. 

© E\B 

Una ~anera más de expresar a las bases de M •e menciona en el 

siguiente teorema. 
Teoren:a 2. 3. - Un subconjunto U e: E es una base de ![ <=) U(\ e' ¡I r/J 

para todo e* cocircui to de M y es rr.inimal respecto e. 

esta. propiedad 
Dm.- =')) Sea B una base de M = (E,F), supóngase C~ cocircuito de 

M tal que B n e•= r/J, de aquí C'S E\B lo que con tro.•Ji ce la 

independencia de B\ll en ti•. Para ver que eo minirr.al aupo!!. 
g.mo s que B (\ e* ¡I r/J , pero exi : te U e B t•l que U 1\ e• ¡I r/J 

para todo e• cocircuito de M. 
De aquí se tiene que E\U no contiene algún cocircuito de M. 
i.e., E\U es 1ndependi9nte en u• y adeds '.l\J <; Z\U lo cual 
ea una contr· dicción ya que E\ll es una baoe de 1:•, por lo 

tanto no existe dicho U c.s.q.d. 

Bea.lizando uno. ilu~traci6n 
I 

B (\e•= ~ ~ r!c. E\B contro.dicci6n por 

ser E\B be.se de M+ 

E'U ~ e• "\} e• cocircui to de M 7' 
E\U e. F'* poro E\B C.E\U, contradicci6n 

por ser E\B base 
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(=)Sea UC.E tal que une~~~ para todo C.._ cocircuito de M 

~ c•<t, E' U par:t tóclÓ e" cocircui to de M ==;> E'U E: F~ 
i.e.,, ~\U es independiente, cor::.o U es n:inimal respecte a. 
erta propied!:!d ) E\U es un subconjunto n:axim'.11 indepen, 
diente de M« as· decir E'U es cobase de M de donde U es 

base de M • 
c.s.q.d. 

Teorema 2. 4 Si (f es la colecci6n de circuí tos :..1 o un n::··· troide sobre 

E ~ los mie:ir.bros de~ son los zubconjuntos ~iniEales 
tales que C -# f{j CE. Cf, , \ C (\ C~ \¡i~ 1 par3. todo C'ft COCÍ!_·· 

to de M • 
• Dm •. Supong:>..Ir.O, que \C<\ ci= 1 i.e. X€. E tal QU'J e('\ c"'=~X' => 

C.\~x~EF de aquí E\(C\,xi,.) E.Fii' lo cual es un'.3. contr·?.dicci6n 

ya que C*t;, E\(C\{X\) , por lo tanto \C (\ cif¡ ~ 1 para todo CQ. 

circuito de :r. 
c.s.q.d. 

Considero~os a continu~ci6n las oper~r.ionGs vist~s en la s~~ 
c!6n anterior, en particular la contrccci6n de E a T y la restric., 

oi6n la? cu·~les cun:plen el siguiente ei::quel'!'.a, consider:lndo a la 
dualidad coITo otra opergci6n • 

• M------

1 . 
donde la flech~ indic~ la operaci6n que se realiza y el fin~l de 
dicha oper~.ci6n, una. demo?tr,.,ción de este hecho puede consultarse 

en 'l/elsh (~oJ . 
Si se hace un can:bio de M por r,f* y en el orden de las opera

ciones obtendría.ros el esquema 

M ---'----) ~.!" 

!: , > rtt = •(r:i\TJ• 
el oual tambián se demuestra en ['!o] • 



III. Ml,TROIDES ORI:'.:NTADOS 

l).- Introducción 

I.as primeras nociones de orient~1hilidad en :::-::.troides, se pue

den ubicar en 102 artículos de Tutt.: (:i..9}7 ranty ti~. La ide2 fun-

damental de "orientar" '.fil matroide pr"'viene de t· :tar :'le genarali

zar ciertas propiedade3 aa gráficas dirigidas,t~lo~ co~o ~1 IGma -
de· coloración de !'.!inty!: i :o bien· corno las pro"9L:l-:.des de los vec-

tores elen:entales, expuoz tas por Rockafellar ei~ (l.51 • 

2).- Digrafoides 

El estudio de esta~ est!'ucturas, se in1c1a cuando L:i!1ty.en -

sus trabajos spbre gráficas descubre el lema de arco3 color~~~os, 

mediante 81 cu2l fue posible definir ~xio~áticarrente el co~ceoto -

de grafo id e. "Sztructura que es ·un cazo es"9ecial de ~.:a.troide ( c0~0 

se Jiostrará a ccntinuaci6n) y un~. generaliz2ci6n de 3'r1fic". ;~de-

más, así cor.o una grlfica no orientada puede orientare e ( ori ::?:ta.n

do cada arista) para obtener una digráfic::i., :~e p;.;n::-6 -;ue 1::-t defi

nición de grafoide podía ~·er extendida para cor:;prender eJ. ca:-:.o don 

de se c~nsider~n digráfic~s, est~s estructuras recibieron el ~om-

bre de digráfoides. 

Se err:pieza el análisis del trabajo de !.:i11 ty con el r.: igu:..a.!"'. te 

lema: 

Tun:a 3.1.- Sea G = (X:, U) una gráfica do:-i.de los :.:ristaz ::e cr::2.o- -

rean de ro~o, blanco y azul. Suponga que la ~ri2ts ej 
e::tá crlore'1d'.::. de rojo, entonces exact::urente uaa _;9 1 ~s 

siguientes pro~ied~des se cttr:ple: 

(a) existe un cicle rojo y blanco que contiene l:?. ~:?:'is

ta ej 
(b) existe U...'1 cociclo ro:o y azul aue contiene 1: ··.ris-

ta ej 
Este lerr.a será den·0ftrn.r:lo rná: :delante, nc:r'.J. un2. forr:, 

neral de e:::te re!;u:: t.'.'.clo. ::;as'1ndose en las oro"'Jiechc1cs ce:: bin:•to- -

rias de este le!;a y exte1r.!iendola3 -:. e::::tructuraz m8'.s genera.le-, 

surge de m2nerg, naiu:::<!l la definición fo grafoide. 

Un P,rafoide e::: un3 terna (E, K, D), donde E es un ccnju~to fi 

ni to, cuyos elerr.entnE 11-:rrarerros filstas fil grr:i.foide, K y D son 



familias de subconjuntos de E, cuyos elerr.entos serán ll::ur.ados los 
circuitos y_ cocircuitos de1 grafoide res~ectivarr:ente, y lo3 cu'.:lles 
satisfacen las ~iguientec:: propiedades: 

( 3 .1.1 ) par2 :I e K & Y é D , 1 X n Y 1 ~ 1 

(3.1~2) para cualquier partici6n ~R, B,·A~, de 3 con IRI= 1,. 

se tiene que: 
(a) 3 X E K ·r R ~ X & X f; R LJ B 

6 bien, 
(b) ~ Y'- D • .,.. R f: Y &. Y .; R lJ A 

pero no :unbas. 
(3.1.3) ningún circuito contiene otro circuito pro~i';Ul".ente, 

y ning.1n cocircuito contiene otro cocircuito pro~i?..

mente. 

Lema 3.2.- Si (S, K, D) es un grafoide entonce: Z es la farrili~ de 
circuito~ de un ~atroide. 

Thn.- Con::idérese la definición de rr.atroide en térrinc<:: ':!e circui-
toE dBda en el cenítulo II. 
La con~ición (2.1.6) ee catisfacé 2utorritic~~ente nor (J.1.3). 
Para (}en:ostr~r ls condición (2.1.7), con2idére~e x:1 & ::2 E:. K, 

tale:? que X E :Cl(\ X2 & ;/E X1 '\ X2 • Torr.á.:-idose l:i. ;':.-r-tici6:'1 
R=\yl, B=.CX1 UX2 )\~x, y~ & A=E\(:C1 '~I2\~x\) se tie!;.e, 
por (3.1.2) que: 
- si sucede (a), exi~:te :·e~ K ta.l que y f:. X & X S: BU P. en tc!l

ces yf. Z & X\ y= (X1 U x
2
)\\x, yi,e!1tor.ces y~ X;, C·:1 ·., X

2
)\x 

por lo t~nto, (3, 7.) es un mat~oideº 

- si sucede (b), exi~te Y~D taJ que yE. Y & yi; A'_.R, i.e., 

Y'- Y & N.~y ~"S\ ((:·:1
1J J.:

2
)', 1,xl.), de do::de exizten 1~::-: cs. 

sos: 

Por lo 

i) X 1:.. Y ~)ero. cor.- o X f. Il (\ X2 ~ Y.I\ ~-2 = \ X~, \ Y ."""¡ • .21 = 1, 

lo cu~l contrqdice a (3.1.1). 
ii) xf. Y pero cor-o y<: Y se tiene Yí''1~:1 = ~yi,i.e., 

IY nxl\ = 1 lo Cll'.11 contr::i::lic'J 8. (J.1.1). 
t:mto, l:i 3.l+,erna.tiva (b) no ::ucede y e-te co:ccJ:..J..:re la 

derro-tr'.1ción. :-'ar!l de~.,ostrar que (::!:, D) es un i:::troi·:e ~e re~ 

lizo. el rnü:r: o de arrol'lo, aolo que en lu.~--:r -: e ?:, ::e con~· irle

ra a D. 
En b'!~e a lo a.ntericr, e::: po::ible est:i~)leccr el :::i::".iiente e:::

quen:a: 



on el cual se tienen lo.s siguientes proposiciones: 
Toda gráfica , tiene estructura de grafoide pero no todo 

grafoide es une. gráfica. 
Todo grafoide es un Iratroide, pero no todo rna.troide es ·.m 

grafoide. 
Para no crear confusiones al respecto, considérense los si-

guientes ejemplos: 
1).- El grafoide (E, rr:, D), donde E= ~1,2, ••• ,nJ y A= (a¡) 

una me.tríz real de ~xn, WJ.= l(x1 ,xi., ... ,x:,, 'd(
1

\.\x = '~] , 

VI =~(Y¡ ,yi , ••• ,y"' )~ !RV\{ y =~A 1 J..Elf-1 } ; Y l'.?.s far. ilias de 

circuitos y cocircuito2 dadas por: 
IC = ~ C \ C· S E·}· 3 :ÍCE-. \'/~?.xi~ O para todo 
D = {n\ D ~ E.7· 3 yE. ~.·1 • .,,.y;f. O para todo 
Este grafoide no es u.na gráfica. 

i E; e J , e IY1 ~ n ~ rl\O..l .) 

j C:. D~, .Dll1;",.,,:i.\ 1 

2) .- El rr.atroide. sobre E = ~ x 1 , x 2 , ••• , x7~ tal q•J..e las bases de 
M son todos los conjuntos de cardinalidad 3, exceptuando 

a: \xpx~,xeo'\, ~x1 ,x~,x~ ,\x.1,x3 ,x~, \x,._,x3 ,x~) 
~xi,x5 ,x:¡.), ~x~,x",x-,.~ , \xi./'x5 ,xc..~. 
Torr:ando la sigui en te pe.rtici6n, R =~ x 1 ~ , B = \ x~, Y.1 J 
y A = \ x 5,x<.. 1x2 ,x, ~, se tiene : 
a) 3 X =~x 1 ,x,f'xi}~K ·7-' x1G. X~ R\JB 
b) 3 Y t;:\x1 ,x'2.,x~,x5 ,xc.1 >Y E-D ·r x1EY ~ P.UA. 
Por lo tanto las dos al-ternativas se satisf'1cen; par::. :10-

tar la existencia del cocircuito considérese la si~iente 
base del matroide E1 =~x3 ,x41 ,x1), consider9.."1do lo. cob2.Se 
respectiva. se tiene que E\B1 = Ef=\x 1 ,x2.. 1 x5 ,x")> de c>.cp:!'.:. exi~ 



Lo cual der.ue~tra, qi.te no todo r!'.atroi.:te e'= un ,rrr'l:oide. rrna 

ex"1o~·ición 1ds profu.."1.d~ ncerc3. :-le este r:g,tro:!.r!c>~o"no<1do c.ovnoefnia-
t('o1de df_ t!Hl0, ~1Jedcz 11'2(S4. ~'n Wa$'1 \'_~O]., 

Supóng'.1se que lo3 circuitos y. cocircui to:: ~1e un g:!'.''1foide 

CE, K, D) se nu:r.er'ln del 1, ••• , e & 1_, ••• , d respec·~iV'."'J.'.ente. 

Se define la rr.":ttríz de incidencla ~ lo.., circui t:i:·· de ~ ~

f.oide corro c1 j = 1, si la nrista. ej está en el circuito i; l 
ºij = O en otro C'.:1.SO. An'.3.logru::ente se define 1'1 rr.'.ltríz de inc:.den-
cia de los cocircuitos. _,., 

Ejemplo 3. Considérese el grafo id e ~roveniente de 1.., g!·~fica: 

Las fair.ilias K y D son: 

K = {{el' e2, ª4~' \el' ª3' ª4' ' \e,., ª3)}' 
D = \~el' 94'\ ~ª1' ª2' e~ 

1 

~3' e~\ • ' ' ·,e2, 

Las matrices de incidenci'l son: 

ª1 ª2 ª3 ª4 ª1 ª2 e3 ª4 
f 1 1 o 

~] 
11 o o l¡ 
1 o 1 e = :l o 1 ' D = 11 1 1 • 

o 1 1 lo 1 1 l 1 
_, 

Con ests.s dafiniciones se inici6 el t:·roceso de Jrient'lr -:-r~-, 
foides de l.'1 sig-.liente l'!"'lnera. 

Un grafo id e esorien ts.ble si e3 posible e '.:ur.:bi!J.r :il.::,"U110: <e 
los l's en su2 ~atrice3 de incidencia C & Da (-l)'s, <le t~l -

forna que cg:h re!'lr.:;J.ón :le e sea ortor.onal a cad3. re·1·::lón de J. 

Así, para el ejerr::;>lo anterior se tiene, cor.su er-:i:1do lo~ c:31:".

bio sigui en te~· que: 

1 o 
o -1 
1 1 

D = 

el 

r-~ 
ª2 

o 
1 

-1 

ªJ ªt!. 

o -1 

-1 o 
1 1 



Que el gr~foide (E, K, D) es or~entable; puede·verific~r~e f~ 
cilmente que el c.'.:'..Y:bio de zignos corre?ponden a un'.l orient~cis~ de 
la grific~. 

A "º ra .se d::lri un resul t·-l~·, o de grñfi c'.ls. 

Le~a 3.3.- Se~ G = (X, ~) una gráfica, se8n C & D un cicle y un c~ 

ciclo respectiv~ente, entonces \e f"\DI -:/ 1 

I.a der~ostraci6n de este resul t3.-:o. puede verse en 3erge C 1 \y 
aq~í no ez 3.Ilaliz~da debido a su facil corr.pren3i6n. 

Apoyados en este result~do, se prosigue ~ decoztrar el ~i¿;ai
ente lerea que es la extensión del le~a 3.1. 

Lema 3. 4. - Sea G = (X, E) tina gráfica diri~i ~9. con lo::: 2.rcos colo
re:idos de rojo, blanco y azul, supÓng'3.2e qae ej e'.::t1 co
lor"e'l;o de rojo, entonce: exacta-:ente un::i :1e 1'1,J cL;ui
entes propied~de:· s~ currple: 
(a) exis1;e un ciclo rojo y bl"lnco aue eontio~e el ;;.reo 

ej y todos les arcos rojo2 orientados en el ~i:co -
sentido de ej 

(b) exi:·te Q."l cociclo rojo y azul que contiene el ':"~reo 

ej y todo~ lo- arcos rojo3 orientados en el ~i~rno -
se:itido de ej. 

Dm.- Se~ ej = (a, b), construyase recursivET.ente un co~ju...,to ~ de 
la siguiente rra..~era; 

{i) b E: s • 
' {ii) si (x, y) E. R & X ES==) y" s • ,, 

. { iii) si (x, y)~,B & XE.S :) Y e. ·s ; 

(iv) si (x, y) é B & Y'~ s => X~ S ~ 

aplicando 19.s regla:: recur::i -ran:ente ha::;t-:t no po::J cr incre=: Gn

tar a s, se tienen doz ca~o~: 

si a E: S entonces, por conr:trncci6n de S, exi:--:te una tra
yectoria T de b a a forr..9.da por arcos bl8nc :rn y rojo--, y 

tal que lo~ ::ircor:: ro.~o'3 est..iu ·todo::; diri~i.:o:- ::m l'J. ·J::.re2 
ci6n de b hacia a. Así, TU\ef es el ciclo rrencion~do en 
(a). 

si a~ s, con-idérese el cociclo (S, S); por el lerr.a J.3, 
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solo uns condición se cun::ple. De aquí, que exactai::ente (a) 

6 (b) se satisface. 
o.s.q.d. 

Este lem~ sentó las b~ses para dar la definición de grafoide 
dirigido. 

Un digrafoi~le es un.~ estructura que consiste de: 

(a) un gr~foide (E, K, D) 
(b) un3 partición de cada circuito y cocircuito en dos 

subconjunto3 que 2atisface el aximra siguiente; 

(3.1.4) pare. algún circuitoX~cocircuito Y, sean 
x+, X- la partici6n de X & Y+, Y- la partición 

de Y, entonces se cumple que --- --
1 x+ f\ y+ \ + 1 r (\ r 1 = 1 r (\ y+ \ + 1 x+ r\ Y- 1 

donde 1~ condición (J.1.4), se conoce como la condición de orto~o
nalid':ld. 

Así, para el ejemplo (J) se tiene: 

x1 = \ ª1' ª2' ª4' yl = \el' ª4) 

x2 = \e¡' e3' e4l y2 = ~el' e2, ª3~ 

X3 = ~ ª1, e2\ Y3 = \e2' e3' ª4~ 
Considere:-o· l .. 'l .,_. siguientes particiones: 

~ = :s. xi = Y1 y+ 
l = ~e1 l Y1 = { e4) 

X~ 
2 = ~el, e~ X2 = ~ 03'1 y+ 

2 = ~ª2' Y2 = ~el' 93\ 
x+ 

3 = x3 X) = ~ y+ 
3 = ~ª3' e4\ Yj = ~ e2\ 

Puede verifi~erGe•facilcente que 18.3 pqrticionez .'3.nteriore3 
satisfacen la condición (J.l.4), la cual no<: conduce a la .siguiente 
g!'!Ífica: 

con lo cual 1ebe not3rse que la.definición de digrafoide no ce re
fiere a un'.). orient'.3ció!l en p.1rticul?..r, sino que '3. tod'.'!s los posi-

blas orientaciónes de 111. grnfica, notando clar8Jiente que al e :-i:>eci 

.1 
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ficar la orientación a usar, se especifica completarr.ente el digra

foide en cuestión y que dos orientaciones distint~s al ~enos en un 
arco de ln gr8ficn,pueden conducir a dos digrnfoide2 distintos. 

La prin:era ide3. de orientar gr:;.foides en terrino:: del c::ur.bio 

en aJ,!ltnos signos en los elementos de sus matrices de incide~ci~, 

fUe nno de los princ·i_ ~-Je"' motivos· que condujeron a Rockafel::.ar 

enl".ls7 y Fulker-:on en ú"D 2 realiznr un e-tudio an:ilogo, condder'.lndo 

cualq'.üer 1t'.3. tríz en lug:i.r de rr:'3.trices de incidencia ( con:o lo hizo 

M!:1 ty). 

3).- Vectores Elementales 

Como se vi6 en la .sección anterior, el trabajo de !'.inty suge
ría fuerte~ente le exi~te~cia de una estructur~ que gener~liz~rá -

el concepto de digr:tfoide, en la mi rna fom9. en la que la e:: tructu

rai de matroide generaliza la de grafoide. E:ota. inquietud rr:otiv6 a 
Fulkerson y a Roclrnfelb.r a trat8.r de genera2.izar lo.:: nro;-:ied·H'les 

de loe digr::ifoide'." a otr8.··· estructuras, que se llgr.·:ron antes de d~ 

finirse "matroides orientados". El paso natural fue considerer los 

matroide~ gener2dos ?Or rratriceG cualesquiera, no neces~ri~.ente -

por matrices de incidencia. 

Cabe mencionar que en el caso de Ful!.::erson su enfoque fue 9.. -

través de la Teorí~ de Redes, mientraG que en el caso de Bocknfel

lar fue a través de la e:;tructura cor:-.b i.n~toria de los vectores e

len:ent8.les de un subes?a.cio vectori9.l. E"O esta sección :::e -e.'":Ui.rá. 

.-esenci3.lmente el tr'.lb::?.jo de :2ockafello.r. 

Sea E un conjunto finito, i.e., E =~el' u., en\' se denot':lrá 
nor Íl'\e el esng,c.io de todas las funcione~ lineales x: E -> \R, .?a-- . , 
ra aj E:. E, se denota por xj el valor de la. función linenl ev9.J u9.da 

en ej, xj recibe el no~bre de co~ponente de x asociado a ej. 

Se define~ ~ooorte de~' como el conjunto S(x) = ~ej / x(ej) 
sea di'."tinto de cero\. Scz.a W 11n~vhzs.pc;o~o'-la..c\.o..-ra\ d11. rR,"'l 

y !13a x E-W, se dice a.ue x es un vector e1er:·ent'll de Y!, si su so
porte es ir.inimal con re"'pecto a 19. inclu:ción, i.e.1 no contien'J pro

piareente el soporte de otro vector no cero de W. 

Lema 3. 5 .- El conjunto h. de soportes de lo~ vectoreé: elerrenb.le:::. 

de un subes1ncio 't.', es el conjunto de circui tes de un -
matroide. 

Dm.- /c). satisf~ce la condición (1.2.6) por constar de subconjuntos 
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minim~les bajo inc1u~1ón. 
Sean S(x) & S(y) '- /J, sea ej~ S(x}(\S(y) & eiE. S(x)'.S(y) 

define.rr.os z = y .x - x .y • 
J J 1 

de aqui, zj = yjxj - xjyj =O & zi = yjxi f. O =) ej l. S(z', 
e. E S(z). 

l. 

Sea ek~ S(x)US(y) \~ej\ =) xk =O & yk =O -) zk =o, 

i.e.,,ek~ S(z), de :quí "'e tiene que S(z) f: S(x)US(y) \,,,)ej\ 

Aderds, z E. i'I por ser col:!':b · n~cirn lineal de x & y que e:::t1.:1 en 

w. Concidérese el 2iguiente conjunto: 

U= \v '=VI/ S(v) f: S(z) .& e 1 E: S(v)\ ; se tiene que U.¡. 0, -
porque z t U, por lo tanto, exü·te un elerento r.inir'2.l de :; b:;i. 

jo la inclu::ión de soportes ( i.e.; v, w <=-U, v<.w si S(v) S: S(w)) 

Sea u uno de tales elerentos minir.:ales de U, u cum~le ~on le.s 

siguiente~ propiedades; 

1) ej ~ S(u) pue~to que 

2) e1 E: S(u) pue~to que 

3) u t:. Y.' pue:: u e: U ; 

4) S(u) f: S(z) G S(x) US(y) '\~ej\ • 

Por lo t8.nto, ju 1;:-R, e1 (:: S(u) ~ S(x) IJ S(y)\ \ej\ 

c.s.q.d. 
Es f'1cil verific-:r que dos vectore:-:- que tienon el rri::mo 20:;:-r 

te, su::· corr.ponentes difieren por una constante. 

Un con.junto rr.~rc::!.c:o S de E es un subconjunto de :: n:1rti~:.n::'1<">.do 

en aos zubconjuntoc: s+ & s-1 i.e., s = s+u s-, s+I\ s- = ~' dire~ 00 -

que S contiene a ei positiva o nega.tiver·ente ·-i ei E:. s+ ó ei E.:-
res~ectivarr.enté. 

A cafü!. vector x t. ~l'l se le puede 83('Cinr un conjunto :c:~~rcs.do 
de E de la siguiente ~~nera: 

s+(x) =\eiE E/ xi)O~, s-(x) = \eiE:3 /xi< o\ 
el cu~l 2e llor.<:?rá e:: sonorte rr.arcw~o de x. 

Un sonorte rr'.1!'C"''~o r~e ~ c:ubesn'.lcio vector·L2l .. , es el ::oc:orte 

marc·:do de él.L:.1.ín eler. en to de ·;;, un scrorte z:-:c;rc~cdo de '.'; es elmre!1tal 

si el soporte re:~ectivo no ~arcrd~ es eletent~J. 

Se dice aue x f: x' <:; ~ son dLorc·:>.ntes si ~ei <::. Z tal q'...le 

x1 ·x'i (0 y e:-t:!n en 'J.I'lronia ( i.e., ::JOn no di~an:mtec:) si na.r.'.1 -

toda i = 1, ••• , n xi·x 1 ~O 
Con fo.s definiciones r1nteriorc.-o en por.:ibl0 er,unci~1r lo.::: nrin

cip~le~ teorcrr2s de vectores elerrent~les, los cuglGs 9or su corr--



plejidad no Eer?.n demostrados eTI esta c:ecci6n. 

TeoreEa 3.1.- Sea x distinto de cero en un subespacio vectori9.l 1.'.' 
"i.'i" - 1 2 r de \\<.. ) ~ x , x , ••• , x €: ·;¡ vectores ele:: en tnle"' 

tales que: 

(a) x = x1+ x 2+ 

(b) 
(e) 

(d) 

(e) r f: dim 1.'! • 

Este teorema puede verse corro uns exte~sión del re~ult~~o de 

gráfic~s respecto a circul~ciones en circuitos elerr.entales, pero -
ta.IIibién puede verse como un resul t'ldo de a."1'.Üi2i:': convexo; ?'.":.:·a lo 
cual considérese el sigui'ente ejen:plo: 

lf; 

\ -p IJ '(\ tei 

rurzc\e Q.)(\'<"€.Sú. ~ como: 

'i<o:: tei,B,O\ + Lo,-ll ,-LI) 

Q \)yn p \\ e.n óo s~ 

~•,':!.,~'\ -:: $e~) 2. 1 zt, if~ 

~ , 1 1, ~ 1 3 ~ r, ">:>. ) 

~··'l.'$ 1¡1.,;i~ 
\?-.~1i~I,2."\ 

ConE:ider3.ndo c::mjuntos marcados, es pocib~e definir ~rn-onfa. y 

disonanci<J. en térrinos de conjuntos r:''.rC:1c;03. ~~es.:-i s1 , ••• ,Sr con

juntos en err:onía dn~ a dos, la unión arrrónic:i de ::1 , ••• , Sr e~:tá 
dad~ por el conjunto: 

e-+ <::'+u~+. 1 us+ ._, = ,;l • 2 V ' • • • ' r; 

En té:n::inor: rJe vectore:o eleIY:entales, lo que :;e con·~ide!"'l es, 

el so~orto ~n.rc~do del.vector x = x1+ x21 ••• + xr, la cu~l co~ 
duce al siguiente resulta~o. 



Teorema 3.2.- Tcdo S ~E es un.soporte marcado<- ) es la uni6n 

armónica de soportes elen:enteles marcados. 

En relación con el teoren:a de flujo zr.:íxin:o-cort:=c'lur;:i. n:ínir.i:l, 

Hoffrr:an en (\SJ estableci6 el teorerr.a de factibilid;..d p~r:::i redes en 

térrr.inos de circulacione~~donde C3da ccm9onente de la circul~ción 

estaba rePtringid~ a. est'1r en cierto interv'.?..lo Iu que era tor.'a·:o 

como (O , Kij, donde Ki es la co.pa.cid'.ld del arco ei. A cnntinu~lción 
se fcrn,ula dicho teoren:n en el contexto de los vectores eler~ent9.le:.:

de un subezpgcio W de 1iZ"'. 

Teorerr~ J.J.- Sean I 1 , ••• 1 In interv~los reales arbitrarios, con 

sidere:oe I = I 1x I 2x ••• x In & J =\ "I / y•x >o, ; ~ I~ 
entonces, 

ción: 

( a ) ¿ X f. VI ·"'I · X E: I 

ó bién 
(b) ~ y~ V/l.·'=t· y~ J. 

Pars cl~rif ic?.r este teorema 

{11) 

considére3e la siguiente iJ.u·tra 

lb) 

Teore~o:: 3.4.- Cnnr:;iclérese u.r1 coloreo de ~ en rojo, bl~nco y ~~:.~l, 

entoncen exi2te un ·aparte r...,rc'J:'lo '::de·::, pintado de 
rojo y azul, y un ,-oporte S' de ·;,1!. -pint'1•:1'."'I de r0,jO y 

blanco tal que ~ & S' no tienen eler·ento': en conm, 

pero todo elerr:ento rojo e:tá conte11\C:o posi tiv~...- o~ te 
en S 6 ~~.1.. 
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y E": 1.. los 

= Cl t 
Corolario 3.1.- Existen vectores no neg':!.tivos x ~ •;: & 

cuales son compler.ent~rio~,i.e., xíyi 

x
1 

+ y i} O, para toda. i = 1, ••• , n 
De!"pues de lo:. re"tll t':!.::1os anteriores, anunci-::re:: o::: el Ierr:a de 

los ·arcos colore3dos de ~.:i!l.ty en una forrr.a gener2l, en el co::i. tex-

to de soporte~ de vectores elerr.ent~les. 

TeoreI!'a 3.5.- Concidérese un coloreo de lo!"' eler·entos de S :3e rojo, 
bl"~nco y azul (R, B ?r. A re:;:iectivarre:'1te. -:·er: e 0 E. ~, 

entonces; 
(a) ~ S soporte ele!:.e:it':.1 t!'lrcodo de 1.'! .,.. e0 1:. :: , 

S ~ R \J B & ~ C'\ R f: 3+. 

6 bién, 
(b) 3 S

0 
!:o porte 

tr:?.l que S 
0 

e; 

Corola.ria J. 3.- Ca-13. elemento de 3 puede e~t'1.c en ~lgi1n SO!JO!"te e-

l 1 ,., 6 d ... , 1. err.entf.! de ,, e ,, pe!"o no en 9.."'bos. 
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4).- Teoría de ~atroides Orientados 

Ia teoría de r.:atroide:-:- ;rient9.dos fue iniciada forrr'lln:ente 

por Bland y las Yergnas en( .Lf]y Poll:r.::m y Lc.wrencG e:: (l:kl: b·~ ::'J.:Jos 

funde..ment-: 1r..ente en lo3 trnüajo!" re2lizados por i"inty er, f}.~). ?ul

kereon en[l~1.: Rock'Jfell3.r en (~51. Existen v<::ri"l~ definicione2 de 

matroide orient!l:!o, si :::e de-eq c::in2ul t2r algu.'1a :le e2.l23 puede -

verse Bli.md y las Vergnn.:· en ( '-1 ]. 
En el ~re~ente trab~jo solo se us~rQ una definición ~e ~~tro! 

de orient9/ o c!lrs. lo c:.ial considérese un conjunto finito :::, d:;nde, 

E = ~ e1 , ••• , eJ' • Un conjunto ita.rca·:o X de E, es un9. 9'lre jo ( x+, 
r), donde x+, X-e E & X+('\ ·r = !{1; el conjunto ::mbya.cente ·::e :.:, es 

definido como el conjunto ~ = x+u x-. ::n onueato del con,itmto :: es 

el conjunto n:8.
0

rc3.do (-X), cuyos CO!'.;~onente3 son (-:~)+ = :·:- y 

( X) - v+ d. ..,~ + X • X X ó 'r "<1' - = ~ ... , ire1::os que .A. = - 1 s1 ... = •1 "" = --~1 . De~1otarerr.os 

por & a la colec~ión de conjuntos rr:arcados de E y por {i_ :::. l~ ce-
lección de conjuntos suby'.:'.centes C.e los elen:ent0s de Ji.e. 

t.O = ~ ~ , x2, ••• , x.P~ & & = ~ !l' ~2 , ••• , ~P ( • 

Seen ¿f & &.* colecciones ·::e conjuntoJ r.::irc3·'0: en E, --- --

M = ( E'• & ) & rir• = ( E, &Jf.) es un l?.Ll: ::luql -~ : :::.troUe.: orie:-ita

dos, si se cun: olen 13.s siguiente::: condicione3: 

(3.4.1) cf y JQ.>JE; son lo:; circuito:: y cocircuitcc ··e ·.m :::·1r -

dual de m8.troü:es [ = (!!!, .&_) y g_'* = (E, ..&_!!') 

( 3 • 4. 2 ) si X ~ 6/ '> -X E. tf), 
si Y<.:lQ• ='>-Y e&*'; 

(3 • 4 • 3 ) si :c1 & X2 E: ~ & f1 = ~2 + 
) xl = x2 ' 

si yl & Y2 e &it & 11 - 12 ~ y = + y • 
1 2 • 

(3~4.4) si;{~&, YG- &* & _!f')I f.~ i) 

(X+I) y+) U (X- 11 y-) f 91 & ( x+ n y-) u ce ,¡ y+ ) 

SegÚn la. definición 2e dirá. que r.: = (E, (Q) & rn* = (E,(('. <t-) 

sdn un par clu'.11 de rratraides orientados,!-.! & r.~* son mg.tr:-i·:c~ o

rientados, & & ~,.,son OI·ü·:nL!t-c"ic.nn- rp,:~·0ectiv:J.::; de los rr.'ltroides 

M & M.* !"'Ub:y:i.centes o. r.1 & M~ y los conjuntos rr.[;.rc:::i.c.10~; :1:c.- LC & 

YG &* son llar. 2.do-: los circuitos y cocircui too orientar: o::- ']e ; .• 

X & Y ~ S son orto~onale~ sí: 
C 3. 4. 5) ~n X = ~ 

ó bien, sí 
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Si X & Y sati2facen (3.4.6) dire~os que X & Y son dison~1l1-
tes, lo cual gener'..lliza d!l disonancia en el contexto de vectores -
element~}es. 

Eje1:1'.'")lo 4. Considére2e la di:::;ráfica siguiente: 

La~ colecciones de conjuntos subyacentes está~ ~~das por: 

donde, 

1L. = ~ .!f1 , !2 , !3 '? & &! * = ~ r l' !2 , r 3' !4( 

!¡ = 
~2 = 

!3 = 

~ ªl' 

~ ª3' 

\ ª1• 

ª2' 9 3~ 

ª4' 9 5l 
9 2' ª4' 9 5~ 

!1 
!2 
!3 
!4 

= ~ªl' e·, 
2· 

= !\ 94' ª5 'í 

= \el' e3' ª4~ 
' '· = ~ ª2• ª3' ª5\ 

es claro que[= (E,l.'V) y I1!* =(E, .&.:"') son lL"'l D<J.r du'2l i:1e r.:'.:'.troi 
des duo.le:::, los cuqles son precis::.r.:en te los gener:=.J.do~ por le. 
fica suby~cente (sin orient&ci6n) de la gr1fi~a consider~d~. 

, 
::r~--

Para e:--.c:int~r la2 orientcciones ·!e ~ 0.3 matroide::: '.ln.-'.-er.>::res, 

nos bris2rer·os en :. a orientación .~e la grr-lfJca con :-ider~·.d2, re::- 1.tJ--

tando: 62 = { ;{l' -Xl' X2., -X2' XJ' -x3? 
&. 'if \ yl' -Yl' y2' -Y2' YJ' _y3·' y4' 

\ = -Y4( 

donde: V (X~' y-) con: x+ 1 e ) e· ·-- \e~ ··1 = = i e ' .... = ··1 1 1 3 1 2 

x2 (X~, .,,-, x+ ~e ' 
1 

>'-· -r-
~ = = e 

4' 
e ¡ ·" = ··2 2 3 5 2 

x3 cv+ x;> x+ ~e ' 
1 ?: •r-

"' e~ -. '"3' = e í ,·, - 1 ·~ 2' 
yi 

3 1 5 
yl = (v+ y-) = ~e ' e ~ 8· y- = 7 -1' 1 1 1 2 1 

y2 = (Y;, ir;) y+ = 'e 'r 8· .y- = 1 :e 1 

2 1 4 2 5 
y3 = (Y;, Yj) y+ = , e \ e .. Y) = /; ª1, e 

3 1 J 1 
y4 = (Y~' y-) y+ = \e , & y- = '.e 

2' 
e ; 

4 4 5< 4 J' 
Y conric:Aerm1do los inver::o::; de er.:to~: conjuntos crrn·~~n co:-ifor

mados los rretroidez orient~dos en cuo~tidn. ""'. 
Sea 8 c.. E y sea (0. obtenido de LQ, reerr.n:!.o.ro.ndo cad~ X. r': f~ nor -

""· ' el conjunto l':'.srcado :( cu.,y:is corr.ponontos son: 
x+ = ( x+ \S) Ü (X-(\ S) e~· x- = (X-\ S) U (;e+(\ S) 

4 



,...,. .,. ~ ,,...,,. 
Obteniendo & de & sin:ilam.ente, se dice que lQ. ( .(:. ) se 

obtiene de (; ( S~) por 12 reorient".tci..ón ::'le 2. :Sn el ca~o ~e:·~-
troides reore2entnble~ ryor una matriz, l~ oner2ci6n con~iste en -
multiulic'1.r uor (-1) deterr:in~cl'J.'."' columnas de lo. n:atríz. 

::n seguida se ~lero.::;tr2r:i un teore:r::?.. que gene1--::li:-2 el Icr..n de 

los arco~ colorGedos de Vi~ty ~ara rr~troides orient~do~. E~te teo

re~e es~ecioliz~~o al caso en que S y ~~ son coleccioner 4e ronor-

te$ eler:ent"'.les r.'.3.rc'J.do . .,, C:e cubesp-"lcioes- K y 

rema 3.5 de la secci6n anterior. 

TT .L 
A se red~ce ~l teo--

Teorerr.a 3. 6.- 2i r.c = (E, (i ) y r.~lf< = (E, <9 "') es un p::ir d\.nl de : ~tro_! 
des Crientc:dos y par3. alg•í.n e<:: E y u~1a u2rticV·:: c:e E 

en subc0njuntos R, A, B y e E:: R solo ttn'.3. de J::i..::: :::.C'--li

éntes 3.ltern3.""ivas '.'-:e ct.u:n:>le: 

(a) exiS'te X<: D ~al que et-!~ RU By :;c,1 R = 0 
6 
(b) exü·te Y C:: &""tal q'J.e e~!_ f: RUA y 'í"() R = 0 

tm.- (a) y (b) no :_¡aeden c-:.u::.~lirse si:-:uJ.ta.neancnte ya que 2e -:e~1--

dría qué: e (: x+ y é e y+ ) e E: x+n y+ ~ 

(X+(\y+) lJ(X-r¡y-) ~~'pero y-nn = 91 9x+ny- = 0. Cor..o 

x- (\ R = 0 ') y+(\ ~r = y; ) \ x+ '1 y-) \J ( X- r¡ y+) = r/:, lo 

que contr'.:.~~ice al axicz.:'.l (3.3.4;. 
La de:: cstr:ción se real; zar.1 por ir:nu~ció~ ::iObrc p = 1 R \. 

Si p = l, lo ~o rtic: 6n ~ siguiente forrr o: 

Sea BB un"1 b;:'O ce 13, :.:::.to:1ces exü·ten ]oc C'.3.SO 

caso 1) 43 u ~e\<-:. F =) por el teorcrrr.'. 2.1, ~ 

excl u;'{e:-1 to:: 

que e E. Br .. :· ~e!J. Bra"- =.E\~:: un:;. cobo0 ::e lle ~: 

Y f: R,llo \.JI, e~ 
-1\. t~l que e<=:Y ~ f;)*, con lo :::ur:J. so;.o 

falt'lrin 1~o~·tr.:;.r que Y~ HUA; su;.1ongT·o:~ lo c:::r~tr.:-

rio i.e., 3 ei ~ B tr::.l que ei f Y, nor con::·tr··1r;~ié1. 
de B,.i+. se tieno que e. ~ D-o =) 3. X ~ Bnt) \e.·( t8.l 

j,. ]. .LJ ...... l. 

q'..le e1 E.If; BBU\·'.:1it ) XílY =~ei~' lo que co:-:°".rr1J2: 

ce nl te ore;::~ ~. 'I· nor lo tan to -fe{ e1 <:: :n t!J.1 q•.ie, 

e
1 

E.Y, de aq_~;í q:.,¡;, Y f: RUA. 
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caso 2) BB u ~e\ i F ) · "1 X <= {) tal que ! ~ :BnU1e~f: RL) B 

Si el circuito 6 cocircuito oriontejo tiene a e ori-
entajo neg3tiv~~ente entonces solo se reorientes ~ e 
en el circuito o cocircuito en ~uesti6n. 
Por lo t::mto, par8. /p\ = 1 e1ºteorer~8. ~-e c:ir.n~e. 

Supong·:~ro5 váli'.'lo el re-ul t•1:~0 p'.1r'3. to~'.q !:,':!rtioién R, n, A de 

E, con 1R1 = p, pGra p ~ 1 
P. D. que vaJe p~ra IR\ = p+l 

Sea R1 , Al' B1 un3. p'lrtición de 2 cnn e E: R1 y \ R1\ = p+l, 

par'3. lo. r.ur.i.1 el re ul t~do no · e cur-:-Jle. 

Sea e1 <::- R1 co~ e1 1 e y senn ::\2 = R1 \ e1 , R3 = R1 \ e 1 , 

B2 = Bl + el, B3 = 31' A2 = Al, A3 = Al +el 

~JJ 
1 I 

1 
/ 

de dnn~e, por ~er IR2 \ = p, (a) d (b) se sati=f~ce re-~ecto a 
R

2
, w

2
, B

2 
cor hi~dte:is de i:lduccíon. 

Si se cu.Ir.ple (b) p::>.r'3. R
2

, Yt·2 y B
2 

ir:::-:lic::i. que existo? E. C"' 
tal que e€,!_ f: ::2 UA2 y Y-r'iR2 = ~; como r-:1 =·R2 uttZ¡} =) 

R
2 

U A
2 

e R1 \) A
2

; y cor.: o e (:; I c. R2 U A2 e R1 U A2 = '.'l U A: , i. e •• 

9'"= ycR
1

1J A
1

; ahora 2e tiene que Y-(1 :t2 = 0 é.o;t0 és; 

y- 11 R
1 

\ e
1 

::;:: ~, C!·,):1 Jo ~u::l existen do:: c:v~c:.-:;: 

caso 1) si e
1 

l y- =) y- rt R
1 

= r/; de <:?.quí l '1 conrJ ic i.ón (b) 

se a~¿isf~ce p2ra ~~ ~~rti~ión'R1 , A1 , B1 

caso 2\) si e1 (;. y- ') Y-(\ R1 = 1, e1~ cc1n~ider'1:ido "J.1 con-

junto: y+= Y+U~e~, Y.-= Y-\.e1 
es decir, reorient~ ;3 e1 y ?e rruo· tr~ l~ e~1~·te~1ia 
de e~te circuito ~e r•, el cu:l h~0e qua ·e ~o.ti:f~
ga el r<Ful:o.io (b) par'"' la ;io.rt.Lc'ión R1 , A1 , n1 • 

Se puede ob"er·:':'ir que sa ticn~ :.ina crmtrCJ.dicción ya oue ;·:r.·1 



R1 , Al' B1 se había supu0sto que el teorer.:~. no e:ra válido. 
Por lo tanto nara R2 , A

2
, B

2 
se debe satisf~cer la condición 

(a) i.e. 3 X C:.&2 tal que e6 _!cn
2
u B

2 
~ X-n P.

2 
=~'y corro -

(a:) no se cun:ple pe.ra n1, A1 , :!31.1 se tiene que x-n P.1 :f: 0 

pero X-íl R1 = :::C(\ (R
2 

Ul1 e1~) = (:\l)R
2

)iJ (rn~e1~) = 
r6 u< x- n e1 ) ,;, 0 ~ e1 e: r e ~ x+ • • • • • e i) 

Similarrr.ente o.hora, corr.o 1 R3\ = p,en~.0:1ces eJ teorer.2 2e sa-

tisface ;~ra e3ta p9rticidn. 
Pe.ro, si (a) se satisface para R3, A3, B3' h9.cicn::o un tr":!.tc.

miento h0r.-.6lo;:;:o pue:'le a emostr9.r; e que se curr.ple p::.ra R
1

, A
1

, 

B1 lo cu~l contradice la 2u~o2ición. 

De aquí debe cum,.,·lir;;e (b) par., R3' AJ' B3,i.e.,'"3 Y e: &1+- tal 
que e~ Y e ~3u A3 & y-(] R3 = 0, pero cor.'. o (b) no ce cur.ple -
para R1 , A1 , n1 se tien0 que y-nR1 ~ 0 ya que R

3
U A

3
= A11.; R1 , 

pero r..('i :t1 = y-n (R
3 

U e1 ) = ( Y~n R) U (Y- í\ 1. e~ ) -:f (21 

pero y- r, :t3 = 0 > y- n i ªr :/: (21 

a e aquí' el~ r & e f; y+ ••••• ( ii) • 

De (i) y (ii) se tiene que ec;,Y+ f~ efX+ ) ~Cl!,;i r/; 

pero x+11 y- = 01 + + 
r íl y+ = r/J "/ (X n y-) U (X- n Y ) = 0, lo cu::.~ con 

tradice !e con5ici6n (3.3.4). c~n -
la cual concluí~os el teore~a, i.e., el teorec~ es v~li~o pg 

R .,, B 
ra l' "l' l" · 

c.s.q,d. 

Para 19. n8rtición R = E, W:~::.~ e1 tooren:q 3. 6 se convierte -
en el si~uiente corolQrio: 
Corolario 3, - "fl e€ Z s~lo unct de l:::.s siguientos aJ terne. ti V'.J.C: ::-e ::a 

tisf'.J.C8: 
(a) '.:\ j: ~ & to.l que e ~ z+ <:: :e = 95 

6 
(b) -a Y e-(Q'* t'J.l que e E y+ & y-= (21 

E:ite cor0l-:>r:~o contiene 01 :err•·1 ·]e Far::2s. P'1r"· verific-:r 0::

to, e:-o suficiente con tor.:•:i.r el rr:'.3.troUe orient'ldo cuyo::: circa::.tos 
son lo; so:iorte2 .~e .los vectorc:; elor.-entales de un sube.::7':1cio vec

torial de Ja fcrr"'. ·:: = ~ x E..1íln / A:x = O ? • 
Debido q l~ dificultad de o~tableccr los re~ult~dos acerda de 

loa vectore: elerr:ontnlec de la sección anterior '3n térr:·ino:-; ·lo ci~ 

oui tos de un r:·s. troUe or·iont~J/1 o, ::er:1. noce:mrio definir e:~ true tu-
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ras generaJas ~or circuitos y cocircuitos elerrentales. 
L'3. corrc:dnrn. m3.rc!1da de & se define como ~il;"Ue: 

K ( 61 ) = ~ Z e E / Z y Y son --;-rtoL;on~-~e!J 't) Y~ [).1+ \ -

Pnr la definición de ~atroidc orientado es cl~ro que & ~ ~(~) 
y que K ( (Y) = - K ( 1º ) y además p = ( <} , J> ) ~ X ( 6.~ ) • :De una rea

nern e.n-1.loi;~. "ª define l?.. cer.::•<::.dura. n·o.rc:;.da de & "'. 
Se dirá que ~l conforr:~ ~ z2 si zi G Z~ y Zl ~ z2. Un con

junto m:1rcn.do ~ tiene ~ descon:no;:ición conforr::s.l ~ circui tr,- de 

~si existen x1 , ••• x. ~&',tal que z = x1ux2u .... ux. y c~d·:: X. - ·ic - - - ;:_K l. 

tionf orrr. 'l ~ Z. 

Sean x1 , x2 y :c
3 

conjunto.~ r:arca~os, _!J conforr.2 a (x1 ,,;:;,2 ) si 

x; ex~ ux~ y :S c. xi ux2. 
Se~n z1 y z2 E: {) la comnoc-ición. 

Z = z1 oz
2

, cuyae co~ponentes són z+= 
de ~l l ~2 es el conjunto 

+ ( + -) z1 u z2 \ z1 y 
z-= Zl U ( z2 \ Z~), e::: el -cro que .esta. oper::;.c:i.ón e::: a;::ociativ9. pero 

no conmut~tiva, ader:··~s ~ = ~l e.I ~2 • 

Teorema 3.7.- La cerra·~ura t"arc-;.da. de!.'. est1 forr::ada ror los co:i

juntos rr,arcndoa q'..le tienen unf.J. descor.:~osi ción confo! 

mal en circuitos de r. 
nn.- Sea j ( 1)) = ~X I X tiene una. descorrnos ición confom.8.l ( ' ::-ea . ..... 

Z i: ~ t~l que z- -F rJ , sea Z el conjunto m.:'rcado cuy'l.s cor.::co-
" + ~- r{ ;(\ A :4' nentes son Z = ~ y /.i = w y .-::ean <.."-! y & el D3-r du;.l de ori-

entaciónes obtenidas bajo lq reorientqció~ ~e z-, e: decir, -
si XE: &, z-n~ ~ (Zf ) x+ =(X+\ z-)U(:\(\ z-) y 

x-= ex-\ z-) u (x+ri z-)' de aquí 30 tiene que: 
Z é K( {) ) (='> Z f:. K( ~ ) y 

z~l<IJ) < ) zé)(éP) 
" con lo cuel, es 2uficiente probar el teore~~ cu~ndo Z e3 no 

neg~tivo i.e. z-= ~ •. 

21 z+ = ~ = 91 -=.., el teorema se sn tisf~::ce • 
. :;uoónga::-e que z+= ~ f: 0, sea R = ~' B = r/J y A= E\~; ::i c:?.

tisf'.:.ce 1·~ alternritiv!J. (b) del teorer.1 3.6 se tiene o~r". ~1--
gún e f Z que, 3 Y C:: &..._ tr.il que e G Y ~ R U A = ~U ( 8 \ z_) y 

y-(\z+= 0; y corro z-= 0 ---:) (Y-11 z+) U(Z-f\Y+) = rj; y 

:fC'\~ I= 0 ~ Z y Y son no orto"".ono.le-, i.e., Z f ?( lS:), lo 1~1e 
e!:! una contr·,::iccir<n ya que Z r::<SJ, nor lo t'.J.:ito ln 11lte1·r;r,~iv2. 

('b) no 18. se.tiE~face, de donde ::-e debe :::-'.Jti-:facer J"J '.lltern'"!ti-
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va (a). ~in pérdida de .;en.erali :ad su:-onge.rro~ q:ie: 

! = z+ = ~e1 , ••• , e1~= R entonces, p~r~ todo e 1 e f exi2te 

Xi E~ ts.l que ei E ~j_ ~ RL)B = z+ & Xinz+ = rf., entonces 

t -- X L) X ' 1 • '..,,. e:. r,+ & z+ c. X ' 1 ·c U ' 1 Y enerr.o.:., .• 1 2v ••• v "k - .... - • 1 v. 2 ••• v '""}.:' por 
lo tanto tencr..o:: que 2 = :clu x2u ... u;é; por lo t.;i.:it:J t0ne-
r::os. que Z E: J.. ( & ) . 

c.s.q.d. 
Un corol'.:'~rio del teorer.·r: anterior estnrí"l establecido 3:; :: 

Corolario ).7.1.- Seo.n r.: = (E,!'.O) & M = (E, & "") rr.atroidc:::: C'.t'.:'.les 
orientodos => "=1 X E K( (fl) & Y e:~( ('.(.r) t'.'ll --

que .!f U! = E 8: !(JJ: = r/J . 1 

Len:a J.7.- K(lC) es cerrado. bn;lo la con:posición ::e conjuntes z:::;r--

cados. 

Dm.- Sean x1 & X2 tK(&') y considerese X= z1°x:2 
P. D. XE.K($-) 

Supongan o:. J'. ~ K( ¿r1 ' ') ~Y<: &* tal que: 

e i ) ( x+ n y+ ) u ( :r- n y- ) = fl1 & 

( 2) ce() y+ ) u ( x+ (\ y- ) = ~ 

De ( 1 ) - ( v+ n y+ ' = ( ..,.+ u ( -.;+ \ -r- '· ) 1\ y+ = tenerr.o' , .. / ~-1 ~-2 ·-1 · 1 

= (Xi ll y+) U ( ( x; \ Xl ) fJ y+ ) = Ó 

~ x~f\ y+ = ~ 
Por el misn:o r:i.zonc:r.:ien to x- ·\y- = ~ ) :·:Í 11 y- = r/i 
=) ~l fl! = ~ ) :{1 & Y 30n no di::oonant:J:-:, de l!J. r.:i:r:-n -

manera x2 & y son no di.son;n1..Q~\ ,y !2fl r = 0, lo que es '.1.!1~ 

contr~;dicción Y"l que :-::1 ~ IC( (Í'), 

ahor~, C~l' Y-' u < I 2 (\ !) = 0 = C ~1 u .;:;2 ) n r = ~ '! ! , 
1 t i :e f, Y~( ¡!\ ) • por o 'J.n Q, 7. t> 

c.s.q.d. 
:Sn la sección IJ.n terior ::e n.n:i.:!.i?3. en el ·teore;. r. lr¡ exi ···-te·1::i'J. 

de un vector elen:ent~l cm el :::'..lbespacio ·:: 6 'i'I J. re.-:-t!·ins;·'..d'.) '! C!:J.e, 

c~~n ~orrponente del vector ~e encuentr~ en u~ cierto i~terv·~· Ij' 

Ij = laj' bj1, en el ccm'texto de r..::.trol·:.r orient:i.:cc· :· = (E,~·,) 
& i.:"' = (3, 6) 11

') fle encontrr;.r')n co:';jicio·:ec ~: 1Jfici0ntes .'l !'le~·:::··;rb.-:: 
pn.ra ex!übir l;i. e::i~·tencia ·'!e un conjunt-¡--:rcr:'.rio. :~e, K( c..C ), :m::eto a 

1::?3 rer:-triccionc:-; .~el si.~o de ca~:.:1 eJ.cr.onto, nr:ra. 10 c!.l.c:l c,-.rEi-

dére::e unn n'.'l.rtici6n r. de 'Sen :ubconJunt0s: I(O), I(+), I(-1, 

I(-,O), I(O,+) y I(-,o,+)¡ dlrer::n.-; que l QQ. ill!2. ro.'.tr·icción ... :.2 l· 



;j para un conjuntg,u:arc'.3.:lo Z se tiene que ll.l sí: 

z+ ~ I(+)UI(O,+)U I(-,O,+) & z- ~ I(-)UI(-,O)UI(-,o,+) & 

Z·I:>O si z+ ~ I(O)U I(+)U I(O,+), z- ~ I(O) u I(-) UI(-,0) & 

cz+rirc+))U(z-nrc-)) i ~. 
Teorema J.8.- 3er.m !.: = {E, (9) & r.1• = (E, lQ ..,) zr.atroid ~s du2lec: o-

rm.-

rientg,do" y sea I una re."'tricción ::e 'E entonce::- ex!lc 

trunente ll;."lEl ']e l'lS siguiente::- CO::'l-:'l iciones se .SO. tic fa 

ce: 
(a) ::Jxt= K( (O) tal que X€ I 

6 bién 

(b) 3 Y<: &llr tal que Y· DO 

Su'.'ong-:::·13 que e E: I(-) U I(-,O), see.n CQ & ~ * orientacio!1e:=: o-
. ""' 

btenidas · ·1e (!). & ~ ~, reorientando e, y sea. I obtenU2 de I 

al re~over e ~e I(-) ó I(-,O) a I(+) ó I(+,O) re~ectiv~~~n~e, 

se sigue que la alterm1tiva (a) ó l'l (b) ::e s-:itisf'.:'.ce !Jnr·'. -
ñl r, *' I _ . , · "' :filf- ~ " ~, ~- e ~i y solo si ?e Jat1s~ace per~ ~, ~e I, de -

donde poderos supóner si~ perdidg de gener2li~~d que I(-) = 

---:-

= I(-,0) = (.6. :;i I(+) = r.6 --='> 0<=!~(62) y ?.tisf.'lce (a) y (b), 

por lo t?..nto, :u"ong8.r.·os que I(+) -/:. 0 y S.P.G. que: 

I(+) = ~e1 , ••• , ek~º Ahora, aplice.n.-lo ei teorer.:'1 J.6 con le. 

p?..rticién R = I(+) lJI(O,+), B = I(-,O,+) & A= I(O); si le. 

alternativa (b) es l~ ~ue se "~9le pora ef I(+) ze tendri~ 

que 3 Y (- cif t~l q_ue e {:. ! c. R U A & y- \l R = ó, i. e. , 

~ G.: ! c. I ( + ) U I (O., + ) U I (O ) é'c y- () ( I ( + ) U I ( J , + ) ) = ~ 
~ y- = 0 c. I ( O) U I ( - ) U I ( O, - ) & y+ ~ I ( + ) U I ( O, + ) U I ( O ) 

corro y+nr(+) ~ 0, se tiene q:.ie Y•I>O, i.e., ::e .:9.ti:::face (b) 

a e éste teorerr.c. • 

• \hora, si 111 qu.e ~e cur.--::le en el tec-rec: J.6 e~~ (a) tendrí'~

mos pn.r::i tndo ej E- I( +) o_ue, ::.\ XJ. <:- K( (Í¡') taJ. a~.te e. c.., X. e R 1)','/ 
J -J 

y Xj n R = 0' D'.lra j = 1 , 2' ••• ' k ' 
L e. , e j E !;Je I (-t.) U I (O , + ) U I ( - , O, + ) 

(I( +)U !(C?.i+)) :'\Xj = ~ ; ej r:. :e; 
y se tiene cr: .. te: X= x1°x2 ••• º~S.:s'lticfo.ce lr;, alter:1::i.tiva (a) 

del teorem .• 
c.s.q.d. 

& ( .,+ n .,- ' LI ( .. .- () .,+) 
e E ·•1 '"2' Al ,.,2' 



Aplicando el 
ente: 

- ~ !> -

) :f x
3 

f. K({j}) tal que e J x
3 

< ! 1 u ! 2 > \ u x~ n 42) 0 (xi n x~)) 
fonra a (X1 , x2). 
teorerr.q J.8 al Corolario 3.8.1 

& 

C .,.. O- V 
- A u; ..... 3 con-

tener::os el sir;ui . -

Corolario J.8.2.- 2i :s_, X2 t: K(Q ), ek ~(X~(IX2) L](:{l n::.:~) & 

ª1 G <Xi\ X2) U (Xl \ X:~) -=') existe un circuito 
orientado :\:3 ~LV tal que ek 1 ?;3 , e1 E ~3 & x3 -
conforma a (X1 , x2). 

En ca::o de que :c1 & .=r2 ses.n circuitos orient'.'1.ios, el corola 
rio 3.8.2 re-:-ulta ser una ?ro'.'.'iedo.d ¡;n.ra circuitos orie!1t:.;.do~:;, la. 

cual irr.~üic'!. la definición de !.:e.troide definUa n<:?.ra circuitos 

( 2.1. 6) para lo-: circui to:c; o:1e1 r·:atroide sub:tacente [_, lo c·.t?.l uer
mi te d9.r una axiorr.'..'I. tizaci6n má;; eleg2nte de :.:a. troide ~rie:it:J..do, :.:.

ver Ble.na ("I J. 
tos si.Juientes corolarios ¿91 te~rerr.e. J.8 fueron :nre2e:-tt'.ldo:. 

en le. 3ecci~n 2 de este c8pítulo .1;mra vectores e1er..en~~les. :on u
nq extensión ~ lo~ teorem~s de co~uler.entarij3d ortogonal de sub

es'>acios de '\\\ n. 
Corolario ).8.3.- Se<Jn r.'. = (E, (Q) & n* = (E, (SJif) un ps.r dual de 

:ri:atroides Orientado::: y see. H, :a, A 'tL.'18. ·~-::.rtición 

de E ) existen X: f IC( tJ ) , Y 1:· IC( (Q,..) ts.le.:: que 

v e R ' 1 B Y ,.. U t. ...,.. " Y rl. º· ~ e "' + (j y+ f:. V ' _ C -"t ·-' ~ f 1 - = •p o. ._ "· 

Dm D d 1 t ' . ó 1 ' P 1 . -- I,.. ( .~ ) • - a a a par ic1 n -:;o.ra a gun e f •• , se eccionarros :~1 E- ·- LV 

tal que f 1 G: R U B, x¡ n R = 0 & 1 ! 1 C\ R \ e: rre.xir:.~l. 

Sea I(+) = R \ .!l'- I(-,O,+) = A, I(O) = ! 1UB, tor-~nrio en el -

teorer:<:1. J.8 & * en lugqr de a_ & (f) en lu.gar de&* se tiene: 
si se satisf2.ce (n.) entoncec, 2i Y(,:K(&"') t'.1::!. que Ycs-I, i.e., 

y+ G I ( +) U I (O, +) U I ( - , O,+.) & y- f: I ( - ) U I ( - , O) U I ( - , O,+ ) 
) y+ ~ Ui \ ¿;_

1 
) U A; y- ~ A 

de aquí se tie:io que 1 '= R UA, por dofinición de 1.~ nartición, 

;!{ e j ~ ~l tal que ej <:.'.':y+, y con:o y- s A ) ,:f1n !. = 0, 
Re x+ uy+, i. e., se der.'ue~: tro.. el corolgrio. 

Si tal Y no exi~te, i.e., se curr.ple 1~ condición (b) en el teg 

rerr:a. 3.8 tenor:~os que exicte x2 ~ ~tal que :-::
2

• I>O, por dofini 
.. 
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ción tenemos; 

X~ ~ I ( + ) U I (O , +) l) I (- , O , + ) ) 

x2 <;, I(-)l.) I{-,O)U I(-,o,+) ='> 

( x; n re -) ) u ( X2 n r ( -> ) f: rJ 0 

9 X~ () ~:. \ ~l ~ ri 
!2 0.A = .!2 l\I(-,O,+) = fl1 

X20 R\!1 = X2() I(+) = rJ 

y x;n r ( + )' = x; n ( R \ x1 ) # rJ 

X~ ~ ( R \ !i) V A 

X2 E A U ( X1 U B) 

( x~ n R \ x1 ) u e X2 n ~ ) ~ ~ 

+ + ( + ) V- ( + pero x = x1 .. x2; x =· x1 U x2 \ XJ: : A = Xi U :s \ x1 ) 

se tiene: rn R = (l1, ! = !iU !,2 6 RUB 

pero 1 ! íl R \ '> 1 ,!1f'\R \ que és una contrsd icci6~ ya que 1 ~1.'1R l 
era maxima.1. 

Por lo t9.!lt~, ~e cUlI!~le aolo (b) para la restricción d~da. 
c.s.q.d. 

Corolario 3.8.4.- Sean e•, e'' f: E con e' {: e'', ento:ices exi:-te 

X~K(~) tal que e' EX+ y X- f: ~e''~ si y solo 

si no existe Y '=(;}>fe tal que e' éY+, e"rf. .r, Y-=({1 

nn. - Sea I ( +) = ~ e' ~ , I (-,O,+) = ~ e ' ' ~ , I (o,+) = E \ ~ e ' , e • 't 
Si ::e curr.ple (a) del teorerra 3. 8, :::e tiene que existe =~e: ~·:( &,. ) 
tal que X f I i. e. 
x+ f: I ( + ) U I {O, + ) U I ( - , O , + ) ) 
r E: I(-) l) I(-,0) u I(-,o,+) \ 

~ X+ f; Le'\ U E \Je 1 e 1 1'- :) ~e 1 1 } 
l ~ \ ' ,. 1 ' 

-=') e ' ~ x+ ' r <;, ~u 0 u e 1 1 
' 

de X- e; ~e' 1 ~ 

de donde no ?e curnnle (b) (y~ue se cun:plio (a)) 

i.e., no·exi:::te Y<'.: iJ. t:i.l que Y·I )0 

y+ f:: I ( O ) U I { + ) l) I ( O , + ) ) y+ ~ ~ e ' ~ 
y- ~ I(O)U I(-) U I(-,0) -) y- = ~ 

don 

de donde, e''</= Y. Con lo cual queda derr.ostr!l 1h la ir::::lic-::ci.6n 
a:Jí ( )). 

Si se cumnle (b), e:d2te Y" f!! ta.l que Y·I >O ~ y+.;~ e'~ 
y- :: ·~ 
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de donde, por ~er (a) y (b) exclu~ivas no se cumple (a) i.e. 
no existe X€ K( f9) que cun:pla condiciones del teorema. 

c.s.q.d. 

Si M y M• se s.SOci 'ln con problern'.ls de progr7:.r.:,1ción line:ü, se 
tendr~ que el corolario 3.8.4 puede ver~e co~o el tcorerrq de duali 
dad debil de orogr"3E''.ción linesl. Y el sigi.dente teorer:a, corr.o el 

teorema de dualid9.d fuerte. 

Teorema 3.9.- Se.s.n l'11 = (E, 61) y M"' = (E, &+) un par dtv1l de rr.a-- · 

troides orientados y sean e', e"E E con e'.¡. e", 

entonces exactamente un~ de lac altern~tivas sigui

entes se cwr.~le: 
(a) existe X<::& tal que e'cf- !, e' 1 6 y+ y X-=~ ó 

existe y~&"' tal que e 1 €: y+, e 1 1 ~ r y r = 0 
(b) exis_te x1 <=- ~ y Y1 G-~ t:3l cµe e' E~¡;~ ~e' ·~, 

e' ' E: Yi, Yi G ~ e ' ~ y :!1 r¡ !1 <; ~ e ' ' e' ·~. 
Por la corrplejido.d de l".1. prueba de e: te teoren:r:i. .- e deja ~u -

demo!".:traci6n, ya que ér::tá se logra generalizando el r::etodo sirr.;Jlex 

en el contexto de r.:atroides Orientac1of!, lo cwü es un paso muy ;c.0m

plicado, para conPult~s al respecto puede verse :Bl~nd(~J. 
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IV. PROGfüi!{ ACION LINE:\L EN EL CONTEXTO DE 

MATROI'!)E~ ORIENT!,!.'O~ 

1).- Introducción 

En este c"Jo!tulo se llevar·á a cabo un tr?..ter.iento del -croble-
n:a de Pro~r01r.:'1ción J.ine1l en ;.u forrra e2tG.lldnn!> h~stn e:~pre.::-:l'lo 

(así cor.o ,.u dual) en térn:inos de c:ubes~acio~ vect.::~iri1ec ortog-on~ 

le·~. con el fin de ex::re:-ar dicho:- ::rob~er:e2 en térrr.ino::· de los 30 

porte~ ~lerentale~ de los su~ee~acios generados, i~troducicindolos --

así al ~ontexto de Katroides Orientados. 
Un ~rnb2jo sirril~r al que re pretende ~quí, fue realizado en 

el capitulo I, cuando se e·t9.bleci6 el esquer.:a de ~~icJ.:er, la :'!ife
rencia radica en que el ezq_:.ier.:a (1.3.3) fue gener8.·o n._tra.v¿:..: de 
dos problerr:~3 duale~ E:lGt3.blecido~ en su forL9. canónico. rr.ienty·c.:: -

que en este cTpítulo se inicia el trat910iento con el ::roblo;.9. 0ri

n:al en -::u fcrn'.,~ est~na2rd. 

Es posible que se ~iense que se está 11ev2ndo a 02~0 un tr3ba 
jo duolicQdo, pero esto no ocurre y~ aue ~on e~te tr2t~2i2~t~ -e -

tienen dos e71focnes dü:tintc"'" que cor.:dyuYan al entendü ien t"l del -

probler~ en el Gontexto de ~3.troides Orient~~os. 

Prosig~e el c"l.pÍtl.llo ex-ponie::dc e de u:ns fom.'.l cl~ra lss n.ri!'l 
cioales definicionef de ~,...~ra.rr~cion !.inesi.l en términ.'Js :'le el eren

tos de los 7."n troid es Orient;5oz, concluyen:': o e-te C'l:CÍ tul o C'Yndo 
fe estn:b\ece el teorer. 2 l. ó (Teor:;¡: 9. Princip.~l de le. rop·::¡:- · ci6n 

Lineal) en e'""te contexto, el cu;l fue dec:de e~ i!'licio e1 ob.~cti_v·:: 

princip~l ~e este tr~ba~n. 

2).- El ProbleIJ18. :le :?ro~rarr"cién Iine8.l en el Con"':exto ::'ie I:J.troides 
Orient~·:7 os. 

Considere el P.P.L. en su forrrn e':tan:l~rd 

Max ( e 1 , • • • , c .... ) • ( x , , ••• ,x") 
t 

a.a 

[ ~" . . . . . ;1. [;J = [ ;j 
a ~., ••• , a x,. b 
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Introduciendo l~ variable Xo= (c1, ••• ,e~) Ge~, ... , 
problerra ·:ruede ree:::cribir:·e corr.o: 

Max Xo 

s.a 
1, -e'' ... ' -Cn Xo o 
o, a,, 

' ... ' ª•VI X, b, 

(4.1.1) • • • = • 
••••• . . . . • 

• . . . 
o ªfil•' ... ' ª"'"' i.x,.. b ... 

X,, ••• , Xt'~ 0 

Utilizando la v~riable auxili~r x~~el uroble~a (4.1.1) 

ría e.sí: 
Max Xo 

s.a 
1, -o,' ... ' -e" Xci rol 

¡~ 1 
: '.b, i o, a" ' ... ' ª'"' x,; 

• • . i-X"'' 
' . 

: 1 • • . . 1= 
• . . ' • 1 

o, a.,.,' ... ' ªM'fl x,....i ~bmJ o i 

x" .. = 1 

.x, ' ... ' x,, :!l o 

Ma.x Xo 

s.a 
l, -e, , ... ' -e"' o Xo 1 r 0, 

o, ª" ' .... ' ª'" ' -b, ~· L ? . . • . 
••••• • • • . í . . • . . 

. l" o, ª"''' ... ' ªI"'"'' -bht X"' • 

x"'.J O 

(4.1.2) 

x™= 1 
x., ••• , x ... ~o 

'Zl ~robleca du'll de ( 4,.1. 2 i. es:, '. ·-

-l 
), el 
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Min r.wu-\ 

a.a Ao= 1 

-e'' ... ' -e" 

( 4 .1. 3 ) • • • • ( )\º ' ),. , , ••• , i\ ... ) 
a:¡'' ... ' ª'"' • • ~ o • • • • 

... ' 
'?x'M\\:-('A1b,+ ••• + ?1.-.b~ =o 

donde (r.c, )\,, ••• ,11 ... ,;\...J son la: v~rir:.b2.e::: duale~. 

Para erpresar el oroble~a (4.1.3) en tér::-in~s de elecentos del 
-::'\llH e-pacio vectorial 1~ , ~e introduce el vector: 

.•' 1, . -e,, ... ' -e", o 

(yo' YV'I .. ,) = ·( "º ')._, , o, ªh' ... ' ª'V\ ' -b, 
YJ.' Y.,.,' ... ')'....,) • . • • . . . ' • • • • . • 

o, a"'llt ... ' a'""' -b"' 

Utilizando est'.l expre2ión y denot:m(o '90r A :::. la rratri:: y~ ~l 

vector (}..o,).,, ••• , .\rvi) se definen dos eu::ez"Js cios vectoria.: es :iel --
m"t2.t . . esnacio '" ~e la siguiente forna: 

W =\y= (y0 , ••• , y..,.,,)6iil.~n¡ AA= y\ 
VI J.= \x = (xo, ••• , x .... J c. TP;,.1

/ Ax = O~ 
Estos ~uber~ecios ?On ortogonnles, e~ decir aue 9~ra todo 

xr.:W.L & ye.VI, se tieno q_ue X·Y =O 

De e9tP- forrr.a, los ~roblemas (4.1.2) & (4.1.3) quej~n estable 
cides res)ectiv~ente corr:o: 

••••••• 

••••••• 

Max Xo 

s.a 
Xn;1 = i 
X(: Wl. 

X1 1 ••• , X'fl~ 0 

Min yV\..,.. 1 

s.a 
y o= 1 

y~W 

y,' • • • ' y"" ~ O 
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Puede observar~e que un vector (Jeo,x1 , ••• ,xn)E r1? tes so-

luci6n del problema (4.l.l) si y solo si el vector (J!Q,xl, •• ,x~ ,1) 
que esta en íf\r¡;2es solución de (4.1.2). Analogrunente, lo!:" puntos 

extremen del poliedro (~),formado por las restricciones de(4.1.1), 

astan en correspondencia uno a uno con los puntos extr·.~.:os del po

liedro (P~ forn:ado por las restricciones del problerr~ (4.1.2). 
Observese que P puede expresarse como P = Hr\'lno, donde H es el 

hiperplano x"rl1-1= 1, ','/.!.es el subespacio gener~do por el proble:r::a pri 

mal y O es el prin:er ortante de íRY"t es decir x 1 , ••• ,~ ~ O. Tor::ando 

en cuenta la definici6n de cono del Apéndice B es posible verificar 

que C • W1r\ O es un cono. 

Usando esta representación de P se prob~ran una serie de prop~ 

siciones que perrr.iten expresar los puntos y rayos de P co~o vecto- -

res elementales de 7r. 
Proposici6n 4.1.- d es rayo de P si y solo si d~C & [d1hH = ~ 
Dm.- <=) Sea dE: C tal que \.d1\-C\ H = ~ entonces: 

( i) d t ='!!O ya que d t:. O 
(ii)Ad = O ya que dE. WJ. 

( iii) ~1= O porque ldl+O H = '1 
Sean x ~ P ~ i\.~ O, sea y = x + A. d 

por ( iii) Yittt = Z111 =l '> y€:. H 

por (ii) ey =O= Ax+ Al.='> y€.Wl 

por ( i ) dt ~ O, Xt ~ O & ;l~ O ~ y~ = Xt +Adt ~ O "? y f. O• 

por lo t-'l!lto d es un rayo de P. 
::)) Se9. d. un re.yo de P y se9. x E. P entonces para toda A.~ O 

X +Ad ~? 

con:o x +Ádb.P,se tiene que ~,+id'*,= 1 7 por lo tanto 

A d.i .. = o ~> A= o ó C4i+1 = o, si :A. = o ' X +>.. d = X ~ ? 
si CI.i+-1 = O entonces Ld}~íl H =. ~. 
Sea S(d) y S(x) los soportes de d y x respectiv·unente. 

sea i~S(d)ílS(x). Como x +)l.d~P nara tod9.í\.~0 se tiene 

.que ~+Ad¡_ ~ O,y con:o es par3. toda A .s;e tiene que ,\df pue
de crecer co~o se quiera , de aquí 8e sigue que dt-? ·i 

es decir dE' o. 
como x +ld ~ P entonces 

kJ:. =O,por lo t~nto AAd = 
A(x +>..d)= Ax+A.Ad = O, como xa P 

O ,entonces A.= O ó Ad = O,siA= O 



x+~d = :: G P , de aqui Ad = O es decir d 
L: m.l. . 
~ ,, . 

Por lo tanto '- d es un rayo extremo de P ~') d '=ª & lcilrrn = 95 
c.s.q.d. 

Como una generalizaci6n del resultado anterior puede de~os
trarse la siguiente proposición. 

Proposici6n 4.2.- d es rayo extremo de P si y solo si d es rayo 
t 

extremo de e & ld1 l\ H = ~ 

Ikn.- Sea d un rayo extremo de P por la proposici6n 4.1 d t: C y 

@tnH = d, de aqui result'.3. que lo único que hay que demostrar 
es que d es rayo extrereo de C. 
Sea C'= Rayos (P) ={d~ CI ditt1 = o), entonces basta con dereos

trar que d no se pued6 expresar co~o combinación lineal no 
negativa de lo~ rayos de .C\C' , lo cual es obvio porque pa-
ra todo d 1 d 11 r e '\e' se tiene que d 1 -1 o y d 11 .,¡, o t ~ t\+I r I\+\ • 

El inverso es obvio ya que se tomaríá un rayo extre~o de C · 
tal que es elemento de C'. 

por lo tanto un rayo extremo de P es un rayo extremo de e que ctL~ple 

con [d)+íl H = ~. 
c.s.q.d. 

Para estáblecer la rel.~cion existente entre los rayos extrer;o 

mos del cono y los vectores elementalee de W1 se estnblece la si 
guiente proposición.· 

Proposici6n 4.3.- d es rayo extrerr.o de e si y solo si d es un 
vector elemental no negativo de VI! • 

. 
Im.- ,¿;,) Sea d un ~ayo extremo de C y considere el soporte S(d) 

del rayo. 

Supong!::SIZ.. que S(d) no es mini.mal entonces existe e:~ f O 
vector elor::en tal de '!!1 tal que S (e') (;; s ( d). 

Sea e"= d - e', clarar.ente e' puede ser esco[;ido de tal 
manera que e" ~ o, por otr'l parte e '~'.'."l. ya que es corr.bi -
nación linealli de elementos de ·::~ 

Despejando se obtiene d = e'+e" lo cual contradLce la 
definici6n de rayo extremo. 

Por lo tanto d es un vector elerr.ental no negativo de wi. 
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<=) Sea d un vector elemental de W1 no negativo y suponga 

que d no es rayo extreiro de C entonces existen d, , d." C 
tal que d = di.+ d 2. corr,o d¡, :?- O i = 1, 2s e tiene que : 
S(d1) ~ S(d) lo cual contradice el hecho de que d es un 

vector ele!!!ental no negativo de 1
,','

1
, por lo tanto d es 

rayo extrerro de c. 
c.s.q.d. 

De los resultado~ obtenido~ en las proposiciones (4.2)·y (4.3) 
se obtiene la derrostración auto~atica del siguiente resultado: 

Proposición 4.4.- d es rayo extre~o de P si y solo si d es un 
vector no negativo y elemental de \'/ que satis
face con ld.}'10 H = r/J. 

Con el cual se obtiene la caracterizaci6n de los rayos extre
mos del poliedro P en tárrr.inos de los vectores no negativos y ele-

ment2.les de WJ.. 

Para obtener la caracterización de los puntos extrerros del P2 

liedro P será necesario de~ostrar la proposición siguiente. 

Proposición 4.5.- d es un punto extremo de P si y solo si d es 
r.ayo extremo. de C y láJ-1(1 H ~ 0 

Sea d un punto extremo de P entonces d" e y 
(d'Jfrn /: ~' solo be.st:Jría deI!'ostrar que d es rayo ex
tremo de e, pero como no se nuede expresar a d como 
combinaci6n lineal no neg~tiva de elementos de r,el 
resultado se satisface. 

El inverso se der::uestra de una forrria obvia ya que 
como d es rayo extremo de e no puede ser exnresado c2 
mo combinacion lineal de elerrentos de C y en partic~ 
lar:9e los elementoo de P. 

Es claro que uti~izand.o las proposiciones (4.3) y (4.5) se 012_ 
tiene inmediatamente el siguiente resultado que caracteriza los 
puntos extremoz,que po,r el teorerr.'?. 1.1 las solucione,. b~foicr:s del 
problerra de Pro.'!rlJlilac ión Lineal, como vectores elerr:entales del subes 

J. pacio W • 



Proposicidn 4.6.- d es un punto extremo de P si y solo 

si d es un vector elemental no nega

tivo de W tal que [df" H -1 0 

Demor-trn.ñas l"ls -proposiciones anteriores, :::e nroceder1 ;i, ez
tnblecer l<J.s pricipales definiciones de Pro:;rar'lción Lineal en el 

Contexto de ~ntroides Orientales. 

Así, una :::oluci6n factible -'ll problei:.a (4.1~4) es un vector de 

la foma :x: = (xo, x,, ••• , x"' x., ... ,=l), lo ctv1l en térmi:ic·" cel !.:a
troide genera:: o por los soportes r::'.3.rco.. os eleEJent:i.le:; de '.'.' .1. e:-- equi 

valen te a un conju.."l to rr:o.rcr.?.: o X e K( ~ ) que sa tisf"::ce qull e,..,.,:::.:+ & 
r f: ~eº~. Los conjuntos mnrc'ldo~ que :::o.tisf:.cen e:-;ta oro:)ieda:i son 

lla.r.:ados conjunto"-" r:2rca.:!os ?rirr.nl f·v·tibles. De U.''1':. forrr .,_ '.'.r..:'..lo.f,a., 

puede no ts.rse que una · o lución duc.1 factible corre::-pomle 2. u:;. con-
junto I!l8.rc:;.~2o Y 'K( (Si"') que satisface: e 0 t-Y+ & y- <;;: \e.,~,( lo cual 

genera 13. defi!l~ci6n de conjunto r::2rc.""J·-'lo C:uo.l f..:.ctihle. 

La sig'.tiente definici :n !J. co!:.-:-ider;.r e::: : · 3olación b·~ :~ C'.J. fac

tible (ó solucion~2 extre:-:--:s, -por el teorera 1.1), 12 ci.tr_l r.cr J.;:i.s

propociciones ~m teriores ( p'.lrtioul ~rn:ente la 4. 6: :-e tie:1:; c;•:e, los 

conju~to~ F~rc~~os ~~~ico~ par~ lo~ ~atroi~es orie·1t~·o~ non 108 -
conjunto::; n:a.rc;·:o- que ,;ati:::f":?.cen: 

(4.l.6a) ••••• X~(Jl, e.., .. ~ z+ e: :r S:-: 1eo1 
(4.l.6b) •• •• • (X\ e--~,) lJíe.i~ es i!'ldenen-2iente en 1.~. 

Reali:'.2rnio un an'Í.li::-i.-: en el co:1texto de 1:1 "."rogr::.r.?.cio-:: ',i:1e!"'l, 

la definición an~erior de conju.to c~.rca·o b~~ico aueda e2t~~~ecido 

corr.o: 

La condición. (4.l.6a) se refiere a que el ve-::t-r eler.:e:i-7·::.1 cor

re".';-.;ndiente a X seri orim:ll fac"tible, cor:-o X e- G. 3e .g::-:1"J'1ti:_.,_ cr..ie el 

vector C'Jn~ider·1do ::ea eln:· 0'1".;.,l lo que oor 12 nropo3 ición 4. 6 98 un 

punto extrer::o.s :lel ·~0:1.iCZ.d't"o. 
La c,.,ndici0n (4.1.6b) es :inó.lar,-n. '.l 1::;. :-i 0':'-lie:-,te: existo ~rnn 

base B de ::'.'l tal que e .. ~, .f. B, e 0 ~13 & X\ª""' ~ B; i. e. e:d.:te ·.~n con

junto I3' de co1urrnas cJ13 ·~ en (4.1.1) que f-.:::r.:::cn un::i base del e ·~ncio 

gener<!Jo por 18 colurn-:s de A y co:-i.tiene 'l Aº la colrnr.n2 de .\ i:t!?O

oiad.'J. a l'.l. función obj_etivo x , ci ~ est1 en el esrJacio .n;ene:· ·.:o por 



por 19.s columnas de A (lo c11a.J. ·se :::ig··e n.l tener e ... , 1t:!), de aquí 

se tiene un:i exnre-::i6n únicg, para g_ con:o cor.bin.-::ci6n line~l de l'.1s 

colun:nas de A que e!-'ta.n en B1
• 

De donde se ·aesc>r~mde que exi-te lUl. vcct r b1·ico único 
, . . T 

(x 0 , ••• , x~) que s~t1?fnce: ~=A Cxo, ••• , Xn) , 

S (X 0 , X , , ••• , X"') ~ \i / A¡. E: lft , y aderd.s X 1 , X 'l.' •• • , X,-, ~ 0 de 

donde Sl x 0 , ••• , x ... ) G \ e~\ • 

Realizando un e::-:tudio nnálogo pero ahóra :-obre el nrobl'er.!J. 

(4.1.3), el cual es el dual de (4.1.2), es posible observ~r que las 

solucione2 bá~ic~~ f~ctible~ ~el dual (utiliz3n~o la exore~idn del 

problema corr.o en (4.1.5)), corresponden a conjuntoz n:-:c.rc<:.Jr::· de & -iM 

que satisfscen: 

(4.1.7a) lió y+ &: y- ~ \e"'',} ••••• y(:. (Q , e º E:: 

(4.l.7b) • • • • • (Y\ eb) + e..,,, es in::enendien te en r• ' . 
Para e.~,t9blecer 1~s condiciones de optir."ril:'..:>d en el contexto 

de rr.atroides orientc;dos, e~ neces':'..rio con::ider-:::r 1'1 optir:-:i.lidad en 

términos del esquer-a de Tucker, p:1 ra lo cua.1 antes de est-;bl.J'."''3r 

les condicione~ de optirr9liead, ~er~ necesgrio est2blecer la defi

nicidn de com?lement2rid~d en el contexto ae r~troide: ~rient2dbe. 

Un par de conjuntos I!'':!rcn.d·"S ;{(;. K( lY) & Y e K( (Si.'*) son .Q.QE.-

plement'lrio~ si ~(\I =\e,, e .... ~. Si I es 9ri:· "!l fg,cVble (Y dual 

factible) y exi-:te :m conjunto m·'J.rc?.c:o Y dual (X prir '!l fsctible) 

tal que .X·,:·& Y ·son corr.1)lei:enfa.rios entonces X e:: prirr.r:il oDti:" "·l 

(Y es rlual optimal). 

Esta definición en el contexto ~e rrntroi¿es orient~dos e2ta

blece ls. "opti!!':-"'l~docl 11 .nar'1 un p~r de problem'1s d 1J.e1er en t8rr.inos 

de coro] er:·enta:·id~::1. 

En távrntY1cs de -:-Z.ogr.'lJY:"'-cidn Ii:i.eo.l, ln solución óptirrc. es en-

contro.cla al ir aumont'}n~:o lq::: b'.:l.>es, con coluni.no s as0cüd-?;:; o. v'.lria

bles )().que en i ter-:ir:"ioneP. anter·iores deJ método ::-.ir. ~lex no se encc!; 

trgban en 111 be.=e. r:edi...,nte esta ide~ n1.1ede e:::t:::.·::lecer::"G un'J. 0'1I''1C

terízaci6n en el con~;exto rJ.e rr.o.' roides orient::i. 'e~· :'le cc-njuntos -:u-

ment:mten ele J 'J si::;uion"te f~mn: 

Dado un cr:njunto ":'rir:"'l f-:ictible X,<..K(&i) :·e dir·á que XJd:(<'.9 

e~ a~en~nnte con !·eapect0 n X, si e.Ax'). & e"~' f:X\ & x; i;, x; 



Con lo cual un par du!ll de probler.a~ de Progrm::~1ci6n Lineal 

quedan est11clecido:" en el Contexto de r:atroides C'rient ... ~'os coro -

sigue: 

Dados M ~ ( E, 19 ) & M ~ ( E , (9. *) un p2r de r.-::?.trcic'.!e:-- crien

ta.dos, el oroblen:a conc:i::te en encontrar conju:-ito" :r.:a~c':l.:los :C f ~(( tS-) 

& Y €;- K( ~ •) que '3esn prirr.al optin~31 y dual o~·tir: '.!.l respectiv 'I: en

te. 
Es precieo notr~r que en Program'.!.ción I1ine'.':.l es de in ter~.:: en-

contrar t-:?n to el valor :::le la función objetivo cor::o e1 vector con eJ_ 

que !:'e logr·1 dicho 6ptirr.o,:;mientras. que en el contexto de :·'lt:::-·oiiles 

Orientado: lo que se '3e::ea es encontrar el sonorte L"rcq:-:o del vec

tor ele:men t!J.l que satisface 113 condición de optir-:-lidi:d; torr:::in'.:o -

en cuenta que al.gú.na corrponente de dicho vector es l~ que se refie

re a la ~unción objetivo. 

3).- Teorerra Princip9.l de la Prograrr.nción Line~l 

Para el desarrollo ~:e e:::ta cección ter1n co!l-i··ier., -~~=-- ~os sub-

0::'':J9.Cioe: ortogon!l+e[" de ~ de 18. :::iguiente for:-ci: 

Sean zGiR-.i', w E:-¡¡:_"• & A= (a1s) .... ~l\o un~ rr.~~riz d'."ld'!. 

Sea '11 =\y= (z" ••• , zM1 ,w~, •.. , w.,J ~IV._"''7 'Z!A = w~ 
1,, .J.. l ( e º o " , o ) -:".'l ..,."7 . º A ; • \ 
11 = 1 ;x: = z 1 ' z ~' ••• ' z ... , w 1 ' ••• ' \l.,, (:;- 11, w. = -z 1 

Es c1aro que W & W ~ son mibesp'1.cio:::: de íi2, Ñ , pnr.., der:r."'trar 

t ] · 1 ' .,, 1 & \·¡ P.'"'_ • O que 2on or ogonti .. e~ consi1 ere X"- ,; y 1:. - • X•Y = 
X·Y = Z·Zº+ W•Wº = z(-w0 1T) + (~4)·w 0 = 

= -z~11 + ••• +\'~,a-ír\1 - ••• -z...,(w~a"",+ ••• +w~a .... n) + 

+ .Vl~tt + ••• +z,,.¡:i.,..,,) + ••• + w.~J-~" + ••• +z..,a,.....,,) = O 

por lo tanto w & . w~ son ortogono.les. 

Estos suba~:acios son los que ee representen rreii~n·te e1 e3que

Jr.a de Tucker en la secc'ión 3 del canít1llo I (e::auer::: 1.3.3), tor.o.n

do en cue:-i-:a 1-:s "'Í;;'liente·,· ccn~'ir:l.er··ciones: 

- Para.'.'.'.- J.fJ- vectore!J (z 1 , ••• , z,..) ?::- (v:,, ••• , Wn,) e;tg,n 

re-pre.:-ent"JC:ios en eJ e.::qtwr~a (1.3.J) por (y,, y 1 , 

(ym~" YfJCl.u ••• , y,.., .. ..., \,1) re:-:uectiv.,r ente. 
P .,. l. 1 - t ( o - ari::i." .- o .. vec ores z,, ••• , & 

... ' .v ... , 1) 

( w ~' ••• , v1\) s0n 

represent'1dos en el ec.-que:-~ cor.o (x., ••• , x...,, v) & (x.,.m ••• , x ..... ,1) 
re.:pectiv'.Jronte. 



Puede notarse que los subesD'!~ios en el esquer..:i (1.3.J) están 

en un espacio de dimensión n+m+2 = m1 + n.l. =. N. 

El teorerr.a (1.6) puede ver'1e corro un'l versiór: con3tructiv~, de 

loe teorerr:~s de dua11~::id en -oro:1'rarr:·~ción li~.e~l, pero ut·I.liz<i..n~o el 

hecho de que un ~~r de vroblerr:~s dusi.les sen()r'.ln un p·J.r de sube;~a

cios ortogonn.le"' e:::te teorer.:3. :puede :-er an•:J.iza:::o cor.o :in re2:1J.tqdo 

de los eoporte3 elerrentales m'3.rcados de subespuc:~3 ortog0~a~e?~ Y 
con? ider8.ndo cu'"'l11ud.er matroide orient2co col:'o ~e d --f:!.nido e1l el 

CP-pítulo III, puede verse corr.o un teorer.··:i. f'u:1dw.e;1t:ll de lo!:" r.-1'.:'.troi

des orientados (Teore~a 3.9) 
\ Así, el reng16n corre~,ondien~e a ~ en (ii) jel re~ult~ao del 

teorerr,a princi n~l, corl.~esponde a un vector elerr.en t-::.1 de U.'l'.l ba - e de 

W, cuyo soporte es eler::ent3.l y no negativo de·:,• que contiene al ej 

de lq últi:::a colW!ina. 
Tomando los posibles resultados del teorerta 11rincin:1l (l. 6) y 

con.=-ider'.:'.ndo '3.l re3uJ.t'.3.1'io (i) col!.o altern2tiva (a) y lor. re:::ult'.ldos 

(ii), (iii) 6 (iv) co~o la altern3.tiva (b), se tieno que el teorer.:a 

(1.6) qued?.. estal>J3cido coro: 

Teorema 4.1.- Distínga:1e do.:; elewe,1to::; de~, uno ne1ro y otro .:?;ris 

(con:-~idera~Jo:- co~o el et del últirr:o re:1.[;l6:1 y el ej 
cor:res¡Jondiente a l.~ úl tir'.1 colurr.n<J. jel e~:J:..i.err':!. de -

Tuclcer) y pínten-:-e lo:=: otros elece~to1 de bl::mco; 

entonces una. y solo un9. de 18.s al teY'n'ltiv'..1.s siguien

tell se cumple: 
(ª) Existe un soporte elerr.entr:ü rr.s.rc!J.do S de W o_ue -

·contiene el elerr.ento negro positiv·~men,:e y un so-
. L 

porte elerrental rr~rcado S 1 ds W que conti8nG el 

elemento gris pozitivar.:en-!;e, tr.:1 que ni.n~.ín ole

reento bl.:i.nco :e e;icuentr'l en S & S' ne0."~'lti.v·1 r.cn

te, y nin.gúri eler.:en tr:· ':Jl<i.nco :-.;e encuen tr": en ·1m

bos a la vez. 
(b)-Exi:·te un soporte elerrent'.11 rrs.:r·c~··0 -~ ne-:'lt1vo 

de W que con ti e~e q 1 elemen tr gris'\: .. .Jro no con

tiene !ll elerr.en to neero, 6 

-existe un soporte elarncnt:1l rrarc'.1.:o no ne.~ativo 

de W1 que contiene al elemento negro, pero no con 



tiene al elemento gris 6 
- existen ambos. 

Esta manare ·:9 expre3n.r a.l teorer:::'.l princ_ip~l de la -prot:"r'.:l!!:a

ción line'll es una :'orrr.2 particu.1'1r del teorem'.l J.q p-:r'.l r.:i;.troi:'.les 

orientados, con~i~erando co~o conj~ntoJ r~rcndoc de los n2troides 

duales ~ los so~ortes rr.~rcado2 element2les de W & ~ 1 • 
En térr::inos de conjuntos rr.arcn.~02 el teorer::~ 3.'3 e:o;t.s.biece que 

si existen conju.n to:~ marcado::- prirral y du'.11 fcct ible-: entonces exis

te.:1 un par de conjuntos rr.Grc2dos co~ple~entarios tal que 2e pueden 

exhibir conjuntar; ~~rc~aos optirrnles. 

Para encontr3.r el vector que optirr.iza el par dual de problerras 

de progr'.11'."Jción linenl, se utiliz'l el método :::irr.nlex de :·antzig del 

cual ::-e estab:!.eci6. un:l vcr3iÓn en la :.;ecciÓ!'l 3 del c:J.pítulo I !)ara 

ser aplic9.C:8. a prooler..'l.s establecido:! en el fon·.ato -::e 1::uc1'.:er, de -

lo anterior es posibl<J pen::::ir en un ''Ir.étodo siml:'·lex" en el contexto 

de k1troides Orient:-:.do."', para e!1contrar conjunto:-: :r.'1~'cn:lo2 o;.tir.:a

les. Est'.'l. ic1e!J. c-urgió cuando Rocl:<:!.fellar en (,t5], e:'t".bleció l'l teo

ria y f'.m0~rr.entos· de los vectores elen.ent2le2, pero fue 'Sle.:i_d en [3] 
quld'Tl inicio los trabajo::; .Sobre e0t~ c9J11po, est·1blecie:vJo 1.m'l 

regla _e pivoteo, \).?..r'l en con trsr conjunto:: rrarc:i.do:: O'!'Jtirr'l~.e:o-, r:uy 

parecid9. al método ::-in:ple)( nara .e:n.contr:.r el 6ptirro a urobler.0.2 li

nealee. 



CONCLUSIONES 
El presente trabajo fue enfocado al estudio de los aspec

tos cor.1bina.torios del teorema principi::tl de la Programación Li

neal, lo anterior se hizo posible estudiando los origenes de -
la axiomatización y estructura de los if.atroides Orient3.dos. !!:s

tas estructuras fueron adecuadas.al proposito del presente tr~ 
bajo, pues algunos teoremas de Prograrr.ación Lineal son equiva
lentes, en su aspecto corr.binatorio, a resultados establecidos 
para ~.~troides Orientados. 

!.os inicios de la axiomatización de los r.íatroides Orienta 
dos fueron realizados por niinty en el contexto de digrafoides 
(22.], lograndose una extensión a subespacios ortogonales de Rn 
mediante el trabajo de Rockafellar en t25], en el cual semen
cion~ba que todo lo referente a estos subespacios deber!~ ser 
válido para estructuras aún no definidas, llarr.e.das por él l\ía-"'." 
troides Orient~dos. La extensión de tan import?.ntes resultados 
fue lograda por Bland en (2], donde culmimt la axiom.3.tizaci6n -
de los Ma.troides Orientados. Cabe mencionar que en fori~a inde
pendiente Ias/I'ence y Foll:man(12] y Las Vergnas(18] consig>.tie-
ron axiorratizaciones equivalentes. 

Un trabajo r:uy importante y fundamental realizado por --
Bland en ( 2] es la extensi6n del método simpJ.ex a un método si 
mil"!.r :p-ero en el contexto de Uatroides Orientados. 

Así, como conclusiones del presente trabajo es posible es 
quematizar lo analizado en el mismo, con el sigu:ente esquer.a: 

Matroides Orientados ... 
Teorema 3.9 

Programación Lineal 
r-----.;;~ 

Teorer.:a l. 6 
Teoría de Digraf iCQS 

Iema 3o4 



Si se considera el teorema 3.9 para el cnso donde los Matro! 
des Orientados estnn formado~ por lo3 soportes element~les de dos 
aubespacios ortogonales, co~o conjuntos ~arcqdos, se obtiene el -
teorerr.a 1.6, tomando como alternQtiva (a) del teorema 3.9 la al-
ternativa (i) del teorerr.~ 1.6 y como la (b) las (ii),(iii) y (iv) 
de 1.6, de esta forna se tiene el resultado de3eado en el contex
to de la Progromación Lineal. 

Si se consideran los Matroides Orientado;; definidos por los 

circuitos y cocircuitos de una digráfica obteneros el lema de los 
arcos coloreados de ~!in ty d irectrur.en te del teorema 3. 9. 

En el esquerr.a se muestra que en las tres teoriás existe el -
·mismo result~do fundamental exhibienñose así que éste es de or~
gen co~binatorio. 

Cabe hacer énfasis que existe una categoría, paralela a la 
tratada aquí, en el contexto de ri:a.troides, Gráfic2.s y .Algebrq Li
neal en cual se pueden expresar resul tS?.dos sin:il?.res a los deJ. 1~ 
ma 3.1 para subespacios vectori2.les y para r.Iatroides en generel. 

La diferencia ftu1damental entre las dos categorias de resul
tados es que la expuesta aquí, conterr.pla el concepto de orientabi 
lidad, mientras que en la otra noº 



Apéndice A 

TEORIA D~ GRAFIC1S 

Una gráficq e3 un par (X, U) donde X =í x,, x,, ••• , x~~ es 
el conjunto de nodo:~ o vértice:::- y US X><X llan-.ado el conjunto ·le 

ari~t!Js. 

Una sub~ráfic~ de una ~rñfica 
G' = (X~, U5 ) do:irJe :&,c. X & (x't, 

X t E:. 7~ Xj lf: Ys, ( Xt , XJ ) "- U • 

G = (X, U) es unrr ~r1fica 

X; )E:. u., si y solo ;-i: 

Una r.r1fic~ n~rciql 
tl())'\&t u¡:> e U 

de uno:i cré.fica G 

Ejerr.!.:>lo:::: Al 

G' 
' 

G : (X, U) Ge:. = (~, Us) 

x-=- ~ 'L, , ~1., x.;,, -x..¡ 1 
u-- ~e,,et 1 e.~ 1 ~ 1 e,~ 

]..,= ~~> l>;,, r,d 
U..,,=-~ Q~) Q~, ed 

Si u,.._= (x~, xj), x Les Jl::ir·]dO e] vért:.ce inic~_r!l de ti y 

xs el yertice fi~1"J, aderd::- x r ee:::-'.'i 112.:. 0 ::0 n.rec1cce::or de X¡" ,'/ a 

xS sucesor de xr, en térriYios de conjunto:--: qued2r3.n: 

r+(x~) =\ XjE-. 7:./ 3 el Breo (x~ t Xj) ~t"l U~ 
r-(X l) = \ Xj ~X/ .3 el e.reo (xs, X¡_) ~ UJ 

a.1 conjunto r<xt) = (r(x;)U [l+(xe) se le ll2r::arr.í el r.on,ju:":c> 

de vecino~ de xt 
El ,a:ra.~o i~1'leior de a~ ve:"'tice x¡ "ª define cor:.o 1'1 c.r~~·TJin"l

lid-:!d de r-<xd' anr::log';'l::ente 39 define el .n:r":>..:1o e:·:terior, 8,,")} co 

mo el irr'J.rlo de un ve11 tice: 

g-(x:) = J fl-(x )1 , g+(x¡) = 1 fl +(x¡_) \ , 

g(x,t) = 1 í1 (x~ )J 
Un carr.ino es una :mcer;i6n de a.reos y verticez (x· , e. 

~L ..,, 



-1o-

••• , Xt1i::., e¿" , x ,_..11 ), donde el vertice final del arco er¡ es X¡:lit•) 

y el vertice inici~l x~ • 

Una trnyectorin 6 cn.'.1en:~ es imll .sUcesión (X¡,e:t'ktiu•j~,(r·,it#-,-ta\o 
,, "' 1. .... lc'"'1.11+1•1 ., 

cs. vertices terrr:ins.lec del erco et son los aue lo e;.cu::drqn en la .JU-
~ -

cesión. 
~ 

A~í, por ejerr.plo en el ejer.:plo A,1, l:ts sucesiones (xu e, , 

x,, e 4 , .x~, es-, x'f) & (xz, e~, x~, e,, e,) son un ccn:ino y una. 
trayectoria. re'.:· !)ecti varren te. 

Una gráfica G- : (X, U) es una P;;r:Hica conex<: si V x,•, x¡ €.X 
se tiene uns. tr8yectori3 q_ue los une. 

tJn circuito es un cmr:ino cuyo vertice incial y fin::l coinci
den, un ciclo e~ una trayectoria cuyos vertices extreros coi~ciden 

en eJ ejen:!)lo A.1: (~, e~, x,, e 5 , x~, ª"' xz) es u.n circuito y 

(xz., e 3 , Xp e,, x 1 , e" Xz) es un ciclo. 

Un cocircui to es u....-1 conjunto minirnal de 29!J8.!'aci6:-i, es 

decir un conjl.L'1to qne O?.l borrarse de la grafica increr.·e:-: tq el nú

mero de ccr:po'1entes conexas de l'.'. ::.;r.?.fica. Sn el ejer.:Dlo .~. l, el 

conjunto í e, , e~, eq 1 es un cocircui to. 

Un árbol es una. g.r·Hic2 conex<J y sin ciclos. 

r,a rr:9trii r]e i:'lCider.ciP::. de una gráfica se defi:-ie coro ::i~.1e: 

A= (a• .. ), do!1de ·a = 
LJ 

O si el ~reo utno incide ~l 

-1 

nodo x.r. 

si X; es vertice fin~l del 

arco u~ 

1 si x; es vertice inici~l 

del arco u: 

Una propied~d muy importante qe J.03 circuitos y cocircui to~.:: 
de unr:. gr9ficr:. es el T.er.:a. J.1, elr·cu2.l se conoce cof.10 el T.er::a. de 
loe arcoz colore~do8 de :inty. 

Existen v~rio~ probJerr~s cornbinqtorios en el contexto de 1~ 
teoría de grQfic'J.c;, un.o de : ':i'.:' 'C'rincinnles e Jm:-ortante::: ez el -
problerra de flujo rrdxi~o el cual se nresenta ~ continu~ci6~: . 

Sea G : (?:, U) un:i ~r1fica. donde ::e tienen do::: nodo~~ c:,~wcí-
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ficoE" ~ conocido corr.o el origen y x~ conocido como el vertice fi

nal, a c!'l.c1'3. arco (xt, Xs) .se le D.soci2Yna cap2.cid::i.d q(i'E;fI?. Se de

fine un flujo con:o una funci6n f: U --vfR ta.1 oue f(x~, x¡) = fr.; 

U 1 f ( ' fl. .... ) Si = 1e,, •• ,, ev..'\ se dice que el vector.= f, , ••• , f 

es un flujo factible si: 

(A.2) ••••• 

si Xt. = Xs 

Si X\, = X~ 
en otro cnso 

El problerr.a de flujo rr:rxir.o consiste en rr.o.xit"!izar J.. sujeto a 

1as re2tricciones est~blectds~ en (A.2) 

Se define une. c.:ort?::lura (A, A') co~o un conjunto ele o.reos 

( x; , x .r) ta.les que x~ G. A & Xj ~A' y aden.ác se curr.ple con gu.e 

Xo E; A & X.(! '=- A'' con A, A 1 S: x, A ílA' = ~ & A u A' = x. 
La cano cid 'J.c1 de •.m~ cort8.dttra (A, A') se define cor; o L 1•; 

C."i,"í)~ (A,A') 

Teorerra. A. l. - En U.."la grá.fic:i G : (X , U) el V"!.lor del flujo rr,1.xir::o 

es igual a la capg,cidad de 1:-. cortadura mínir.~'1. 

Este tcorer.": fue den~ostrado sit;uiendo un proce"o de etiquet8.

je, el cual fue establecido corr.o el nlgori trno de flujo rráxirr.o y 

fue re'J.liza1o por 'Jord y fulkerson en (1'{ 1· 



Apándice B: Fundamentos del Algebra Lineal 

Un vector x es un conjunto ordenado x = (xJ , ••• ,x~), donde 
Xt~ m y X~ es Jlarada la i-es:iJna componente de Xo 

El conjunto de todos los n-vectores sera denotado por'm~, p~ 
ra el cual se definen las siguientes eperacione~: 

surr:a: x & yl1R11. entonces x + y =(xJ + YJ. , •• ,x ... + yj 

producto por escalares: :\e tR& x f.IR~ entonces >..x = ().x,, ••. ,>..x1 ) 

Dichas operaciones satisfacen la.s siguientes propiedades 
sean x,y,z f. fi{"' &Á1.i.télR 

(B.l) (x + y) + z = x + (y + z) (asociativida.d) 
( conmutativid2d) (B.2) X + y = y + X 

(B.3)3 (-x)+.x+(-x)=O 
(B.4) A(x + y) =Ax +)..y 

(existencia del neutro aditivo) 
(distr.~butividad de vectores) 

(B.5) (.l..+M.) x = >..x +µ:;;{ (distributividad de escalares) 
(B.6) A.(.u..x) = (>.·~)x 

(B.7) l•x = X 

(asociatividad de esc~lares) 
(existencia del neutro multiplicativo) 

Estas propiedades pueden tomarse como axio~as de un sizte~a 
algebraico abstracto, a dichos sistemas se les conoce cor.:o esoa
cios vectoriales. 

Un subconjunto ·:: en un espacio vectorial U es llan:ado subes/ 
Dacio linaal o subeonacio si es cerrado sobre las operaciones su -
ma y el producto por escalares es decir: 

si x,yE ~:: entonces x+yE. W 

si xE. VI &).[fR entonces A.x E. W 

El conjunto de vectores x' ,x2.., ••• ,x"E VI es··. ;1nealmente depen 
diente si existen nÚJneror; ~,.lt, ••• 1 ).:.c.\ no todos cero tal que 
f.;A.:x'= O • Si eJ. conjunto de vectores no son dependientes son 
llamados ind€rnenc1 ion te. 

Un vector y 11 e::.: una combin.'J.ción lineal de los vectore~· :.:: 1
, 

••• , xll. si y =:0:2..{:x para algunos numero::: >..r"1~. 
j!I 

Si S es un subconjunto de un eGfY:cio vectorial U, el rr;ni;ro 
de S es el mfuero r:o.xir::o de vectores independi-;mtes que pueden e
legirse de s. Si r es el rango de S tm conjunto con ~J.er:~ontos 
independientes es llamado una base de s. 



Un subespacio lineal de IR>\. cuyo.. dim'l.ns\ón . · fl s· ri-1 es 
llamado un hiDerulano. 

La tor
1

cera opernci6n definida ~:obre nt·es la que sigue : 
"' sean x,y€ nfee define el prorlucto interno de Yfr como X•Y =2.Y{·Y.· 
""'' \. Una r:0tríz de rrxn es un arreglo rect..,.ngn1ar de nurneros a ~r 

i = 1, ••• ,m, j =1, ••• ,n de la siguiente manera: 

-ü·''' ... 1t;1j A - • • . . 
~,, ... 'ª"'"' 

la cu·ü será denot.'.J.da por A =(ac·), el vector 
J 

lli=>J:.ndo el i.-.osin:o renrrlon d_e_l, eJ. n-vector 

llamado la j--ns:Lmn colur.na dé A. 

Sea A = (_a~¡) una matríz de mxn, sea x = 
vector y sea y = (y1 , ••• ,y ...... ) i.m m-vector, 9;!; 
n-vector definido como: yA =·y, A,+ •• o+y~A~= 

el producto A-x es un m-vector definido corr.o 

Ax = x, K + ••• +xn A"'= (A1·x, ... , A,~x). 

A(= (a¿11 ••• ,a:"") es 

Ñ = (a.; , •••• , a"4j) es 

(x 1 , ••• ,x,..) un n

nro~1ucto y-ti .. es un 

( A'·y, ••• , A"";y) , y 

sigue: 

Algunas propiedades de esta opero.ci6n son : 

(B.8) 

(B.9) 
(B.10) 

A(x +x')= Ax+ Ax' 
A ( A. x ) = ). ( Ax ) 

t (.y+ y')A = yA + y'A 

(:{y)A = A,(yA) 

y(Ax) = (yA)x 

TeoreJTca B. l.- Sea A uno. rr:a tríz de rr.::m y de rango r , el conjunto 

de soluciones de la ecu::?.ci6n .y.A = O es un subespa

cio lineal de dir:ensión c~-r). 

Si W es un subespncio de !R"', el subesno.cio rJu'-'ll u orto.'!onal 

de W es el conjunto 'ti•= 1 y t Uf 1 X•J = O para todo xt. W1 , es 

claro que ran¿:; ('.'/) + rang ('::'*) = n • 

r-.)\ Ung_ soJ.uc ión y = (y1 , ••• , Y.,.,,) del sistema de ecuacione::: 

Y{ = O par·-i. i~ S, y tmr:. SQ i_y¡•Ac=-' b denor:de de Sfp, •••• ,m~·si 
l~ción del oü:tom'l o;; solución bl1::-;ic8. si los vectores A[ son in-

dependientes para it: s. 
,.,., 

Teor0r..n B. 2. - si la ecu'.1c1.ón z .. v, A¡= b tiene uw1 soluc:i.6n nonegQ 
(q 

tiv::t e:n trmoes tic no tm'.1 .soluci6n bfto i.c; no nef~o. ti va 
Un subconjunto do IR"' es ll8J11o.do un cono convexo si es ccr~ndo 

sobre la sw..'1 y J.a rrul tiplico.cion de escn.la.rcs és decir: 

si x,yt.C entonces x+yt.C 

si xl e,)\ ~o entonces i-..x'-.C 
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Alglmos ejemplos de conoG son: 
a).- El conjunto do todos lo• vectores nonegstivss de ¡¡"(pri-

mer ortarite). 

b) • -'\b = \X t. ltf 1 
e ) . - e = ~ y e. [t-: 

x = >.. b />-O 1¡ conocido co1í.O el rayo 

y.A l O 1 e 1 + e z. =~ X \ X :: x, + X z.. 
Si C \ & C i._ son conos convexos en tone es 

y e,~ C¿ tn:mbien son conos convexos • 

Si C es un cono convexo el cono dual .Q. esta definido por 

e•=\ y l YTJ 6 o p3.l'2- todo x ~e~ 

Y..., t:. el & x'I." ci. l¡ 

A continuacion se da unas nustraciones que esquen:atizan 

los conos anteriores. 

--------.___ -...__ 

El cono convexo C es nar.ado cono finit2. si es la sw:o de 

un 'f"ero finito de rayos es a e cir: C = la~· + la~ + ... + L a..1' donde 

tat1 es un rayo . Lema B.1.- el conjunto de tohs las soluciones a la ecuoci6n 

Ax = O es un cono finito. 
Lema B. 2. - la in tero ecci6n do un ccubes pac io lineal ·:: con el pri-

ort,1n te de 11\"' es un cono finito. 
" es un vector cxtro~o do C oi no puedo escribirse de 1':l for 

roo x = x' + x" con x' ,;: "<e C, donde x' & x" son ind epenrliontes. 
Si C es el cono r,enorndo por lo.o solucion·JCJ de l·; aes i;ouddad 

yA = O un vector extremo es ll.ar.sdo una sol.uci6n oxt,·ema. 
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ws vectores A. 1 , ••• ,A'M. son 11'3.!r.ndos no:"itiv..,Feni.e indeuen-
"' . 

dientes si la. ecu?.ción '2_ Yc A~ = O, no tiene una solución .serüpo

sitiva. 
t:.1 

Teorema B.2.- Si A tiene ran30 m entonces toda soluci6n de yA ~ O 
es un<:?. cornbinaciÓ:1 no nesativo. -ele solucione2 ex-t~·e-

El vector x€: IR~ es '.ma cor·bin'.'.c:ió~ co::wexn de lo::: vectores 

x 1 , ••• , xi(.. si x = t ).~ x~ donde A·~ ~ O \J t & t }..\. =:.f. 
~- <í7 ~ t;.I ,:, 

Sea X 1: '"" lri cásc'.1ra convexa ( 6 envolvente convexri) de X 

(X) , es el conjunto de todo.s 1'.:1s combinaciones convezas de pu.!! 

tos de X. 

Si X es finito entonces (X) es llar.:'3.do un uol i to<'o co!wexo 

Lema B. 2. - Si X~ ílt' entonces X =l., X) si y solo si X e'": convexa 

Sea K un conjunto convexo y x E. K, x ec;, 11ar:· 1do punto extremo 

o un vértice de K si p3.r8. x', x' 'E K & O<.~~l entonce::; 

x = ..l x' + 1(1-A )x'' irr.plica quo x = x' = x' '· 

En términos .georr:ótr:co3, un p:.mto extrei;-o de Z e::: un punto 

q_u.e no es punto interior de algún :::egrr;ento de Y, un conjunto con

vexo no nece-:-1.ri'2lt.ente tiene puntos extrerr.os, al'm en eJ. en.so en 

que sea ncot<"do por ejcr::plo en el pl'.lno, x~ + X~ = 1 no tiene -
punto~ extror., or;. 

• 
Teorerr.a. B. 2 .- Si K es un poli topo convexo y Z es eJ. co:-ij;.m

to de su3 pun to2 extrerrns en to-:-ices l< :..: <.~ > 



-1-'--

BIBLIOGRAFIA 

~e C. 
[ 1. J "Graphs and Hipergraphs ". north-Holland Publishing Con:pany 

(1973). 

Blo.nd ::. 

(2'] "a cor:.binatori.'.11 abstraction of linear progrsn:rr.ing" .Journal 

of Combinatorial Thoory, series B-23.(1977) pp 33-57 

L.0] "iTew pivotine rules for the simplex rr.ethod 11
• 7.':ath. of Opera

tions Research, Vol. 2, No. 2 (1977) 

Blnnd R.- L3.s Ver.rmas r.:._ 
(.<\] "Orientability of ifatroids". Journal of Cor.:binatorial Theory, 

series B-24.(1977) pp94-123 

[.5] 11r::inty colorings and orientations of m.:i.troids". Armal of the 

.r. N. Y. academic of sciences, Vol. 319 (1979) pp 86-96 

Bondy A. 
(_~) "Graph :.:!1eory 11

• r.~acmillan Press ITD (1976) 

Camion P. 
(_ "l:l 11Xodule3 Unin1odulaires "· Journal of Combinr?.torial Theory, 4 

(1968) pp 301-362 

Clausen J. 
[8] "l'.!atroid and Con:binatorial Optimization". Datalogisk In~.titud 

(1977) 

Dantz:.". G¡
0 
~. 

[. 9 J "Iincmr ?roe;rar.:rning and Extensions ''• Princenton Universi ty 

Press. Princenton N.J. (1963) 



Edffonds J. 

oJ 11 SubmoduL1r fuctions, matroids and certain polycdra 11 .Proc 9 Int. 

Conf. on Combin::itorics(calgary). Gordon & Breo.ch (N. York) 

(J.970) PP 69-87. 

"r.ía troid and the greedy algori thm". Math. · Proe;ramming 1(1971) 

pp 127-136. 
Folkrnn.n J. - Iawrence J. 

"Orientd :.:atroids 11
• Journal of Combino.torial Theory, series 

B-25, (1978) pp 199-236 

Fulkerson '1.R. 
13] "Networks, Frames and Blocking Systems". Lecturas in applied 

mathe~atics, Vol. 11 (1968) pp 303-334 • Alller. ~.ath. Soc. 

Providence R. I. 

Fulkcr8on D. R. - Ford L _i.i. 

1'<\] 11 Flov1 in the networlcs ". Princenton Universi ty Press. Princen
ton N.J. (1962). 

l5] 
Hoffrr.an A. 

11 soTV'\a. rL~.:z..Y\·t afl-y\\c..ei~c·11~ o,.\...\.'-'e. +liie.01'1 o~ \'\V1e:a'f' llll€...C:\1Jdl\~({.'::. 
w cz.l(tf.(l]f~\ c.or"'bi\'\dtov~a.\ aY\ah¡~\s •!·"?'<be.. 5'1'Mfº"-· tl\Q~\. Ha.\-\¡ l~Q.\I 
w-.aY\ J \.\a.I\ :}1" ,c!~\\lc.\. \O) 1\\1'\eñc..aY'\ ~o..t~. <;5oc:. l>f!)v~ R,'1.. l191¡,o) 

Korte 
(.\ '=>] "computacion<J.l relations betwen various defini tions of ma troids 

and inde!)endence systems". Reporte 79144-0il, Institut fur Okono
metrie und OnE?:catiom: Research, Universi ty of Bonn, ','1. Germany 

( 1979) 
(1:¡.] "complexit,y of m3.troid property algorithr:s 11 • Reporte 79124-0H, 

Insti tut fur Okonor::etrie und Operations Ticsea.rch, Unj.versi ty of 
Bonn, W. Germnny (1979) 

I.o.s Ver."".nA.s ~.r. 

(18] 11 l'.Tatroidc3 Orientablos". C.R. Acad. Sci. (Paris) 2801'. (1975) 
pp 61-640 



-1-S-

Iawle_F E-
"Combin'.l torial Optimization: ;.~atroids and Networks". (to be pg_ 
blished by Holt, Rinehart,& Winston). N. York (1975) 

[:to] "optimal rno. troid inter~·ection ". Combinatorial Structura.s and 

their Aplications. Gordon & Breach (New.York),(1970) pp 233-
235. 

I.er.ke C.. E.. 

ÜlJ] "The d'..t'.ll method of soJ:ving linear progra.mming problemn. 

naval Res. Iogist. Quart. 1 (1954) pp 36-47 

Minty G. 

Th.1J "on the a.xioL'Rtic foundation of the theories of' directed 

linear graph, electrical network and network progran:mine". 

Journal Mathen:atical !1~echanics. 15 (1966) pp 485-5.20 

1ric ·Ieee T.A. 

t)~] 11 Iogical and Matroidal Duali ty on Combinatorial Linear Pro

gramr.:ing". Departha.n:ent of r.:a therr:atics. Wright Sta te Univer 

sity, Dayton Ohio 45435 

l Rado f\. 
[l.'[] " a theorem on independence relations "º Quart. J. l\:ath. 

{Oxford), 13 (1942) pp 83~89. 

Rockafellar R.T. 
t..t5J "The eJ.ementary vector of a subspace of R ". in pro c. chapell 

hill conf'.(Bose & Dowling eds ) University of North Carolina 

Press, (1969) pp 104-127 

S irnrnon13.r:: f·.1\ 0 'J t l ( ) 
[ t~J "Linear I'ro1.:rarr.ming". ~'(e'/\ ~ Cej-\ a\ ·.q l:.• ~ " 

Tucker '.'I. - Balinski M. Ti 

[~¡] "Duality thcory of linear prograrr.s. a constructiva "ªPP ·' 
with applicattions". Siam Review Vol. II No. 3 (1969) 



Tutte W. -r. 
G.coJ 11a class of abelia.n groups "• Can. J. Math. 8 {1956)pp 13-28 

[Q.q] " Lectures on !la.troids". J. Res. Nat. Bur. Standard Sect. B69 

(1965) pp 1-47. 

Welsh D.J.A. 
[~ª- 11r.!atroid Theory". Academia Press (1976) 

__ .... • 
\'rtli tney: f.\ • 

D1J "on the absl'f9Lct properties of linear dependence
11

• American 

Journal L!athematicall 57 (1935) > PP 507-553 



IJISTA DE ABR'SVIATURAS 

rm. . ........ . Demostraci6n. 

i.e. ••••••••••Es decir 6 esto es. 

P.P.L. ••••••••o• Problema de Progran:~ci6n Lineal. 

c.s.q.d. . ........ . Como se quería demostrar. 

&: • • • . • • • • . • y. 

P.D • •••••••••• Por demostrar. 

. s.P.G. ......... Sin perdida de generalidad 

xxxxx . . . . . . . . . Definición del concepto :ceca • 


	Portada
	Índice
	Introducción
	I. Programación Lineal
	II. Teoría de Matroides
	III. Matroides Orientados
	IV. Programación Lineal en el Contexto de Matroides Orientados
	Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía



