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INTRODUCCION

El objetivo principal del presente trabajo es estudiar
los aspectos corbinstorios de la teorfa de dualidad en Pro--—
gramacién Lineal, utilizando, para este fin , las propieda--
des corbinatorias de algunos resultados de la teoria de Grd
ficas, de los vectores elementales de subespacios oritosong--
les de R®, y por dltiro las de los latroides Orientados.

Es posible que en algunos temas se incluya material --
que no haya sido utilizado para los fines primordiales del -
presente trabajo, pero es preciso notar que fue necesario es
tablecer con claridad los conceptos, que avn sin ser utiliza
dos directarente, revisten una irnortancia fundarmental tanto
en el desarrollo historico de los temas como en la forralizg
cidn de los mismos. As{ surgieron otros objetivos del trakra-
jo, tales cormo: establecer una introduccidn a la teorfa de -
de matroides o una introduccién al estudio de digrafoides, -
de esta forra pueden listarse los temas analizados en el con
tenido de la tesis.

Por ejerpls, en el desarrollo del tera de los matroi--
des orientados se realiza un seguimiento‘del tera, desde aue
se iniciaron los trabajos sobre el rpismo, hasta su sxiomati-
zacidn como teoria. Este seguimiento ge lleva a cabo debido
a que de ecta forma es posible apreciar con exactitud las --
proviedades corbinatorias de la Prozrersacidn Tineal , en los
distintos contexto: que sen analizados (Digrafic-s, Vectores
Elementzlea y latroides Orientados).

Ia tesiz se inicia estableciendo en el capftulo I los
resultados fundrment2le: de la Prograracién T.ineal, median-
te el esquema de Tucker [27).

En el capftulo II se exponen los resultados mas inmpor
tantes de la teorfa de matroides. S1i se decea profundizar -~
al respecto puede consultarse Velrsh [}Q], ge formulan en e-
csencia dos definiciones de nmatroide y se establecen alsunas
propiedades de estas estructuras,



-~

Al inicio del capftulo III se analiza el origen.del concento
de natroide orientado, que fue precentado por Tutte enYZé&y»Iig
ty en Tax), v unz extensidn a estoc resultado~ que fue estableci
da pof Rockafellar en (251 y vor Fulkerson en Li3 ), Iste canftu
lo finaliza estableciendo la teoria de Yatroides Crientadoz ovd--
sandose princiralmente en el articulo de Bland £ & ] y consideran
do solo unz definicidn d» matroide orient-do.

En el canftulo IV se establece el vroblera de programncidn
lineal en el contexto de natroides orisntados y =e extienden los
princivales resuliszdos de dualidad =2 este contexto; finaliza el
presente trabojo realizando un capitulo de cormentarios y coérclu-~
' siones acerca de las propiedades corbinatorias de la Prograracidn
Iineal y dos apéndices acerc: de teoria de Gréfieas y de los
fundamentos del Algebra Linezl.
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I. PROGRAVACION LINZAL

1).- Definiciones y el Problema de Trogramacién Lineal

La Programecidén Lineal es una de las técnicas de optimiza
cién mds imvortontes desarrolladas en el carpo de la Investi-
gacidn de Operaciones. El auge de su desarrolio teorico se ini
cio por unza varieda de aplicaciones en estudios econdricos e -
industriales, ‘

El problera de Progr-macidén Iineal (P.P.I.), en su forma
general, conciste en encontrar el dviimo (ya sea mfximo o rini_
mo) de una funcidn lineal de variables sujetas a resiricciones
lineales (ecuaciones o desigualdades). En términos algebraices
el problena e=:

max(min) 2z = o X +0pXp+e..tCy ¥,

b' izl,ooo’m

(10101) EEEEEKE) aijx i

RV

v

Xﬁ" 0 J lyeeeyn

donde aiq b; cs son reales aderas solo ge uga n sinbolo
1y %Y Cf

en cada restriccidn de (1.1,1); z es llarada la funcidn objeti
vo del oproblerma,
Existen formulzaciones equivalentes del vnroblers, las cuz-
les son: '
Forma candnica:
max 2z = CeX

S. a
*

(10102) ‘0.50_0001 . A‘x ‘——b

=
i 4
o

Forma etftandar:



max 2z = CceX

(1.1.3) A EEEE) Aex = b

donde A = (aij) es una ratriz real de dimensién mxn;

t m
b = (byybyyece,bp ) ER
e = (01,02,...,cn) e i
X = (xl,xz,...,xn)te R, : -

. . t
Una solucidn factible es un vector x = (xl,xz,..., xn)

que satisface las restricciones =2gsociadas al P.F.I.,
Una coliucidn bdzicn Farctible es una solucidn factible +tal

que las cclurnas asociad~c a las variables diferentes de cero -
son linealrente inderendientes. Una base asocioda a ecsta solu-
cidn es un conjunto de r columnas linealimente inderendientcs --

ue contiene 2 las columas asociadac a la solucidn.
q
*

Una solucidn fuctible éntin~ es unaz solucidn Tactibvle X
e e . . . x

que ontimiza la funcidn objetivo, esto es, c.x 2 c.x para toda

x solucidn factible.

Un conjiunto convexo C es aguel que cuwrnle gque nara todo x!

¥y x" en C y para todo Aen (0,1) se tiene que el punto Ax'+
(1-2)x" esta en C.

Un vector x = (xl,x?,...,x ) es un ovunto extrero de un con

n
Jjunto convexo si no existen dos runtos b' y b" en dicho conjun
to teles que x =Ab'"+ (1 -A)b" con A en [0,1).

Bs focil derostrar que el cenjunto de =soluciones Zsciidblen
del P.P.T. es un conjunto conve=o,

Teorena 1.1.- Sea % = (xl,xg,...,xn) una solucidn bdsica focti
ble del problema (1.1.3), donde lnz arirera:s k -
comnonentes son mayores que cero y lao resiantes
son cero. dIntonces el punto x es un nunto exire:.c
del conjunto de zoluciocnes factibles del nroble-
ma (1.1.3)



Pm,~ Sea C el conjunto de soluciones factibles del nroblera
(1.1.3) y sea x una solucidn bdsicz faetible. Suponra-
se que x no es un punto extrero de C, Intonces existe
x' vy x" en C tal que X =2ax' # (1 -A)x" con A en -- -
(0,1), es decir, x = (xl,...,xk,o,..,03 =.l(xi,..,x£)

+ (1 =x ey ey 1) =R+ (1N x]y a e X+ (=R
"Por igualdad de vectores se tiene que

)~x*+l+(l-1)xﬂ+l= 0 ;

o

AxXp ot (1-xf, o= 0 3

Ax)  +H1-0)xr =0,

como Xe {(0,1) y x'> 0, x" 0 se tiene:

x1!-=x;{ parai=k+l,...,n n'oococ(l)

Ahora como x' y x"€C, se tiene que ¢

A]Xi '* fngCé +..n+Akxf{, = b 0-:000-(2)
A.lxg + Azxé’ +‘...+A]c)-’_1'{’: = b -oo-ooa(3)

restando (2) de (3) se obtiene:

Al(xl' - x'1'> + A‘?(x,’z' %Y ) Ae..F Ak(}t{{ - xfé) =0 .

[N

. : 1
De la indevendencia de 47, A2,..., A" ze sigue que :

xi=ig para i = l,...,k &

. ’ . .
To cual junto con (1) establece una contradiccidn ya
(%}
que se habia supuesto que x' y %" eran puntoz distintos
de C., Por lo tanto x ec un nunto extreno de C.
Cc.5.q.d.
Una téenica para encontrar la colucidn éntimn del proble
ra (1.1.3) es el rétodo simnlex vroruestc nor Pantziz en [2].
Este método es una derostracidn constructive de los cisuien-
tes teoreman:



Teoremra 1,2.-~ Para el problema (1.1.3) se curple exactamente

una de las ires proposiciones alternativas si-
guienten:

(a) Existe wna solucidén éptira

(b) MNo existe solucidn factible ( C = ¢ )

(¢) VMo existe Sptimo finito ( existe una su-
cesidn de puntos {xJe C , t21 que cox
tiende 2 infinito, cuando i tiende a in-’
finito).

Teorema 1,3.- Si el oroblema (1.1.3) tiene una solucidn én-
tira, entonces tiene una solucidn bdsica fae-~
tible Sptima.

2).~ Dualidad.

Consilercroc el P.P.T. en su forza candnica (1.1.2)(el
cusl se llarard problema nrimal). Definimos su duzl como el
siguiente P.P.T, @

rin w = yeb
s.a

(1c201) ses 000 00 y"Aé

donde y = (Jl,jg,...,ym EIﬁl, es el vector de variablses
dugleo.

€i determinaros el dual de (1.2.1) obteneros el pro-
blemz (1.,1.2). Por esto se dice que loz problem2: en cues-
tidn son un par de nrroblow-g dua’c“ 0 sirplemente un par
dlhilo '

A continuacidn Aarenos los nrinciprles resultodes sobre

dualidad en Progrorncidn Tineal, para lo cu:l ze consideran
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los problerar (1,1.2) y (1.2.1).

Lera 1,1.- 8i x & y son soluciones factibles de los pro-
blemas (1.1.2) y (1.2.1) respectivarente, en--
tonces cex % y.b .
Dm.~ Coro x & y son soluciones factibles, se tione vor -
(1.2.1) que c % yeA entonces cex & yeioe
x>0,
Por (1.1:2), A*x ® b entonces y-A-x 2 y.b , yo que
y 2 0 ., Por lo tanto cex &€ y-Ax £ y-b .,

%, ya que

c.s.q.d.

Corolario.- Si x % y son soluciones factibles a los oro--
blemas (1.1.2) y (1.2.1) respectivomiente, ta-
les que c+X = y-b entonces x &y son solu--
ciones 4ptinas,

Dm,- Supongase que X no es dptima, entonces exisrte x' tal
que ceX') ceX = yeb . Asf, y.bl{c.x' 1o cu~l contra-
dice al lers 1.1l. Por lo tanto, x es splucidn dptima,

¢.3.q.4d.
Un tratamiento andlozo puede realizarce vara v ,

A continuscifn, ge enuncizn los teoreras fundarenta-
les de 12 teoria de dualidad, los cuales serdn devoitra—-
dos en la siguicnte seccidn, cuvando sean z2nalizndos dezde

un punto de vista combinatorio.
+
Teorera 1.4.- Dado un par de vroblemaz duzles coro (1,1.2)

y (1.2.1), exactorente unza de 1as siguienies

proposiciones se satisfrnce:

i).- Ninguno de los nrobvlemns tiene solucidn

ii).- Un probler2 tiene al menos unt solécidn
factible vreoro no tiene éntine finito y
8l otro nroblera no ticene soluciones --
factibles.
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iii).- Lo= dos probleras +tienen soluciones
factibles y soluciones dvotimas,

Teorema 1.5.- Pado un par de problemas duzles coro {1.1.2)
v (1.2.1), una condicidn suficiente y necesaria
vara que una solucidén factible x ( § y) de uno
de los probleras sea éptira es aue existn na -
gsolucién factible y ( 6 x ) del otro ovroble-
ma tal que cexX = y+b .

3).- Esquenz de Tucker.

. Los resultados anteriores ge sintetizarin en un esque-

ra que fue dnado wor Tucker en {27], en el cu~l se analiza el
asnecto corbinztorio de estos teoremas, Considérese el si--

guiente var de vroblemas duales :

= p! + X +eeet z
nax u C1Km+l1‘02\Yr:+2 coe Cn}’!{ﬁn

S.8

' ;- e L
891%m41™ v nFpan T 0

. . .

' + . ta_ X% &
i o AL &mn*an bm

con X, . 20 J = Llyeayn

min v = blyl +b2y2+...+ bmym
s.a

ey
8y9¥3 ¥ oeee Y TG

L] [ ] .
[ [ ] L
+ eeut Ay 2
8101 fmn'm n

con yiéo i®l,..,m
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Introduciendo variables de holgura en arbos problemas,
estos pueden escribirse coro :

" max u

N so 8.
o0 + + =
8y1%p41" 8y Xpant ¥17 B2
L ] . ' L] L] *
L ] L ] . L2
L L] . ]
+ . + =
almxm+1 ° n*r4n *n bm
+ ea e + { 3 =
clxm+l cnkm+n4 0 u
xié 0 i=1,eee,min
min v
S.a

Byq¥qt eee BV~ Vg1 T ¢

E_llnyl+ cee t BT = Vyun T Cn
blyl+ .:; +uhmYm' - 0

n
<

¥ 20 i=1,...,14n

3

Despejando laz varisbles de holgura en anbos nrovlenan
se tiene: '
max u
5.8
811%41 *ee et nFmen b= - %

<10301) sees s e - . s .
¥+l T BanFman T bp= = X
C1¥me1 Feeet Cn'man T 0= u

Xi éO i=1,n‘o,n‘+n



...“...

min v

S.8
8y Tqteeet ¥y —C = Va1
(10302) -o.olco~ . ] . .

+¢-o+ Y - - N
alnyl aanm cn ym+n

i

b1y1+...+ bmym -0 v

yié 0 i=1,,.,mn4n

Estos problemacs se pueden describir mediante la tabla
siguiente:

Fr {211 o Bn |79 T - %

(1.3.3) covunnn S N : 0 e
ym alm LA ] amn "'b”q = - "m .Y-l e
l "Cl e o0 -Cn d = - u

n41ee= Ypan~ ¥

v min yié 0

donde d es un valor de la t=bla que ird carbiande al ha-

cer oper-ciones con ella, coro se verd mas adelnnte, Por -
ahoré conziderdee d = O , ,

Para obtener el pfoblera {1,3.1) a partir de la tabla

se multiplica el vector (xm+1""’xm+n’ 1) oque arzrece en

12 parte superior, por czda uno de 1lo: renglones - -

(857985010 09850- by) ¥ se iguala con la viriable - x; .

Ias condiciones laterales, u m2x j X;=0 , completan la -
especificacidn del nroblern (1.3.1), Analogmente puede ~ -
conctruirse el nroblera (1.2.2).

A (1.3.1) se le 1llamard{ el nrohlerna ren~ldén y a {1.3.2)

el rroblera colurna ,
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Al esquera (1.3.3) se le asocian las soluciones bdsi-

cas siguientes:

Para el problera renglén :

xXg= by i=1,00eymjus=4d

Jcn]+j=0 j=l,-an,n

Para el oroblema colwrna:

yﬁ+j = cj J=1ye0ayn

<
1
o

3 =0 i=1,...,m.

Si consideramoz el teorerma de dualid-d en término=z -

del par dual (1
ciones mutuamen

Dos esquern

.3.1) v (1.3.2), %endremos cuatro prorosi--
te excluyentes:

- Existen soluciones factibles pszra los pro-
blemas renglon y columna con solucidn bpii
ma y con v=u,

-~ Existen solucioneg factibles para el cro--
‘blera (1.3.1) sin haber soluciones factibles
para el problera (1.3.2) y u es no-acotado
por arribva.

- Existen soluciones factibles nara el nrobtle
ra (1.3.2) sin haber soluciores factibles -
para el oroblera (1.3.1) y v es no-acot~io
por =bajo.

- No exizten soluciones factibles ni nara (1.
-3,1), ni nera (1.3.2).

ns establecidos en 1a forma (1,3.3) son equi-

valentes si t
ecuzciones de

oda solucidn del sistemno rengldén o colurnz de
uno, es un2 solucidn del nroblem= rensldn o

colurne del otro esoner=z,

Asi, emaqnue

ra= equivalentes representan un »nar dunl en -

térrinos de diferentes particiones de varinblesz.

Dos esquer
na2 de tranzforr
mo referencia,

ar equiv~lentes estdn relncionados por un-. cade
nciones elementales, utilizando una entrada co-
a la cuzl se le llara vivote .
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Considerese el

el pivote:

esquer.a

siguiente, donde la entrada a

(1.3.5)

el sereees Ky 0 see s Ky 1
all Qe e 0y alk L] LB ] aln - bl =
a gee00 0y a 9 eceeay a - b =
pl . pk on p
aﬁl geo0es ey amk ) ao.o,:‘,amn —'—bm =
-01 4000 0y "ck ] o0 s g "cn sz
=V

= ym+1"" ce g™ ym+k’

.‘.I’:y
m+n

Bl esquema equivzlentec asocizdo a este rivote es:

LA N )

yin+k

(1.3.6)
be '
x1n+1 , *® 00 0 ’ XD , e ¢80 ’ 4-m+n 1
- 2 ‘ ¢ 0 . -~ a0 e - s ’D -
813781y re T Baxer e 0210780 n [P1 Potx
apk apk apk apk
M . . :
. . [ ) L] .
a b
a’Ol ,Qlll, al ,-n., agl’l aD
apk pk pk o)'s
: : : S
anl.— am:.(a 1" et es e g™ amk geoe ;ar{n amk pn . bi:;c'.‘mw.
Bk 2ol 2 sl Cni
.8 I c ¢, 2. 9 b_c,,
-01+ k Ez‘l go ey 1: [ ,—On+ ‘I: Dﬂ_' d+ EJ
a_, a a_,. a_.
Jo)8 jo)is el DT
= ym+1 ’ ® e 00 , = yp , LI , = ym+n = V

“me+k

N e o0

s,
v

u
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Ia equivalencia de estos dos esquemas es una consecuencin
inmediata del rdtodo de Gauss para solucidn de ecusciones linea
les.

Ahora, inicizndo con un esquema de la forma (1.3.3) se nie
de genersr una sucesidn de esquemas equivalentes y a c~la ez--
quera se le atocia una solucidn bdsica, Si un ezquerta obtenido
en la sucesidn, tiene la siguiente forma :

F_’_‘p(m;-xl_" * * Xplwin) !
Vi1 | B N o
(10327 veeeens . ) .
Ypm i
1+ + e+ [£] = u

= cozYor = v
Tiemd ** * = Yx(min)
donde + y ~ son valores no negativos y no positivos respectivaren
te, se le asocia.a dicho esquera la siguiente solucidn
Para (1.3.1) : 0

[N

Xp(m+j)= = l’o.’n
0 -Xpi= - i = 1,on,m

]

1

coro estog soluciones son factibles y u v = S, por el lera
3.1 las soluciones son,dptimasz,

Teorera 1.6.- 2ado un esquera de la forma:

xm+1xm+2""’xm4n

Y1811 2rprccoPan | P17 - %
(1.3.8) o0 4@ 00 000 [ ] 2 L] L] L] L]

Y o[21 BrpaeerBpy | 0y |5 = X,

'i e Co seesCp d {= 1

= ym+1= ym+2"= ym+n= v
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que tiere informacidén de un par dual de vrobleras de progracacidn
lineal, cntonces existe un esquera equivalente, que se obtierne en
un ndrerc “inito de transforraciones (pivoteos), con nine¥n nive-
te en el Ultimo rengldn o la Ultima columna, el cual tierne una de
las siguientes fornas : )

]
+—

(i)o-'onc : (ii) .....yk + csecass H H+ =
1 + esees + =u 1 + eseceaes T =
= v = v
(iii) (iv)
* .
: . e xno L) 1 e . . :’:D- . . 1
. . yk + e e o o o HH = "xk
fl . . . :
1 - = u 1l - J = 1

]
-
1]
<
1]
ﬁk:
"
<



Este teorema, el cual sera derostrado ras adelante, es 1lla
mado el teorera nrincipal, y es una versidn del teorera (1.4).

El esquema (i) es equivalente 2 cucndo el primal y el dunl
tienen soluciones factibles, curpliendore la condicidn de que
max u = min v , K ’

En el esquema (ii), el problema columna ticne soluciones -
factibles y en este cazo, poniendo Ty = 3 0y el resto de las
¥'s en el lado izquierdo del esquer= igual a cero, ce deruesira
Qque Vv es no acot~do vor abajo ya que un decrerento en Iy im-
vlica un decrerento en v, A la vez (ii) deruesira que el p;oblg_
ra renglon no tiene soluciones factivles, ya que una ecuacidn s-
expresn a - X ( restringids a ser no positiva), coro 12 suma
de const2ntes pozitivas y una combinocidn lineal de variablszs
rayores que cero.

Ta forms (iii) es andloga a la forma (ii) sélo se intercam
,bia el papel de los problemas columna y renglon del corentorio
anterior, . ..

Ia forma (iv) deruestra que ambos problermas no ticnen solu
ciones factibles,

Con lo anterior, pvoderos deducir lor teorera: centr les de
la Progromzcidn Tineal de una maneraz sencillaj; asi, el %eorurn
de existencia (teorera (1.4) y el teorema de du=Iid=d (*eorersn
1.5) son consecuencia del teoreira principal , debido a que i},
(ii), (iii), y (iv) son rutuamente exclusivas en el teorema.
Corolario 1.~ Dado un esquera de la forma:

Xns120 0 panel

: ’ Y1 {811 reo0®1(ns1)| T - %2
(103.9) A EENNEENN] 3 E E E
| Y1 18m1 22223 (n+1) T~ *n
1 Cp gesesCpiq = n

= Imere 0™ Ypan+l
Txiste un esquemn equivalente que ze cbtiene en un nimero
finito de pivoteos(con ningin pivote en el dltimo ranglén) que
tiene una de las siguientes formnag: '

k\l ea o
) kv:)-..-

L[ -~=+|=v

P lieesey fcx

Jo
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Dm,- Suponge el teorema principal valido e identifiquese 2 Xmenel
conlyay,.qconyen (1.3.8)Xentonces si (i),(iii) 0O
(iv) es el resultado del teorema entorces (v) o (vi) se obtie
nen directamente. Si sucede (ii) y (v ) no se tiene todavia,
tenemos un esquera de la forma :

xm+n+l

+ oo oo + +

1 + cecace + - = Vv

“Fmen+l

Si se pivotea sobre la entrada con asterisco, se tiene el re-

sultado en la forra (v).

Estd corolario ebtablece que el sistema columna de (1.3.9)
tiene solucidén con y's 20 ,(forna (v))o no la tignegfornai(vﬁ Es
clero que el corolario se satisface si en (1.3.9) ; (v) y (vi) sus
titufmos las matrices transpuestas negntivas, lo cual nos hace lle
gar al siguiente corolario:

Corolario 2.- Dado un esquera 3

Tmip *0* ¥pynsay L
Y1 | 811 e Bna)P1 | TR
(1.3.10) 000 & : : : :
o ImeaPmed,100 Bmel,nsdf Pmed] T "Fnad

Tm+2 *** Vminsl TV
Existe un esquera equivalente que se obtiene en un nurero
finito de pasos (con ningin pivote en 1a dltima columna) que tie-
ne una de las sigulentes formas:

1

(vii) eeeee

F

(viii)... Ty

cee H{H = -xp

= \ =V

Los cuales tendrfan una inmediata conclusién en el siguiente ;
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Corolario 3.- Dado un esquema @
%"‘2 L N ] xm+n+2
yl a%loooooal(n_'_l) - - -xl

(1.3.12) .iues | : : : :

Y1 | (m+1)1 2 (4D ) (042) T TTmel

“Yn+2 “Ym+n+2
Existe un esquera equivalente que se obtiene en un nudrero fini
to de pasos que tiene una (o ambas) de las formas : ‘

.,..xp....
’:k H eoevea + '.-“‘xk E

cee sV yp ceo

Supong-mos que (1.3.3) es un esquema cuya solucidh biswaasctiada
al twblema rengldén es factibleyi.s.yla colurna corresvondiente =1 1
tiene componentes no negétivas (excluyendo 1la entrada dltima), Se
puede dar un procedimiento para eligir el pivote, en el cual se en
cuentre unz mejor solucién al problera rengldén (se puede dar tem-
bién para el problera columna).
Supongase que se tiene un ésquema de la forma:

m+1 *** ¥p+n

S N e F A e TN N I |

(1.3.12) ..... : : : N
yg a!_g_l_ ese am bl_n_ = "‘m
l cl s e Cn d = V

=y_§l_'}'_l eve =.VL+n =\
donde 1, 2, ... ,min es una permutocidn de los subindices 1,2,...,r+n
y (1.3.12) ez equiv:lente a (1.3.23).
Un método sirplex para el problema renglédn puede darzs como
gigue.
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Se tiene que b; £ 0 vpara toda i = 1,...,m,si (1.3.12) no és
ta en la forma (i),eﬁ%onces existe cj<.0 para algdn j; de aquf, pue
de haber dos casos :

(1).- toda entrada en la colurnz de c5 ¢ 0 es es-

trictamente nega t1va51 €492 ( O i= l,...,m Jc

donde se concluye que estamos en lz forna (111)
(2).- existe al menos EJ que curple con:

bg / bi
= max { ~——— : a _> 0
ak. s as. S[ 5

¥y se pivotea sobre este a

ki
si b £ 0 se tiene que el nuevo valor de la esquina inferior derecha

es estrlctamente menor que el valor que tenfa en (1.3. 12) ya que por
la regla de pivoteo, d se transforma en 4 - bkca/a =4 y se cun
ple que d>4d. -

Se termina én un ndrero finito de pasos si en (1.3.12) se tiene
que bi 4 0 3 pero si beuvvre degehtracio’n.)i.e., bi = 0 para algin
i, enfonces una buena regla para eligir el c; serd:”
c2-= min ck .

Andlogsrente puede darse el método simplex para el problewa co-~
lurna, puede consultarse dicho método en Ierke[24 1.

Antes de iniciar la demostracidén del teorerza prineipcl, se dard
un enfoque de c¢éme encontrar soluciones bdsicas factitlez.

Para obtcner un esquema con soluciones bdsic c factibles asocia
das al problema renglén (si se concidera el ezquema transpuesto se
puede obtener un esquera con solucionzc bdsicas factibles asociades
al problema colurna), Supondremos en (1.3.12) que b; > O para algin i
¥y rearreglando los rengloner del e~quera tal que by £ 0 para i €k

y bi7'0 pera 17k , reecplazando a bi por sus signos, el esquena
(1.3.12) puede verce como :

T+l *** Fmen L

y1 811 <=+ ZIn X1
(1.3.13) .... : : :

Mg S =
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donde el subesquema indicado arriba de la doble linea, puede verse
como un par de subproblemas duales asociado con una solucidn bdsi
ca factible para el problema renglon,con ¥y.47 coro un 1 temporal.
Aderds, un pivote elesido con 125 reglac del simplex para el "ro--
blemarengldn puede usarse directamente vara rinirizar - Xy 4 {ter-

-
4

poralnente), sujeto a lasz restricciones que espocifican los % rie
meros renglones, Si decpues de varios pasos de pivoteo sobr? we—-o
(1.3.13) el signo "correcto" ha sido gererndo y un subesquers r'és |
granie(hasta llezar a todo el esquerz),puede ser identificadc con
un par de subproblema:c con soluciones bésicas factibles azocindas
al problema rengldn. Si no se puede llegar a lo anterior; unz de
las siguientes formas debe obtenerse:

(1.3.12 ) (1.3.15}
5y M
%* - . .
Ye+1 ] - 1E o Kper Y [t oeeee™ I E - T
1 =1u 1 = u
= Vv =V

Si ocurre (1.3.14) nivoteamos ~obre la entrad~ del asterisco,
llegando a un esquera equivalente cuyos primeros k+1 renglonos tie
nen su hi= o, %1 ocurre (1.3.15), se tiene gue no existen sclucio<
nesfactibles para el problems wrenglén ( forra (ii) del teorecnn --
principal).

Demostracién de 1” teorema prineival., Ia prucba serd vpor induc
cidn sobre el ndrero de renglones ras columno:z, nudiendose hacar -
de una forma constructiva, mediante el méiodd sirnlex visto.

Si existe sélo un rengldén y uno columna en (1.3.8) cualquie
ra de las formas es inmedinta,

Supongase vdlido el teorema (y de aqui sus corolnrios)para -
el minero de renglones ras colwrnas menor que m+n+2,

Anlicando la hindtesis inductivy al esnuema {1.3.8) sin con-
siderar el Ultimo renglén, se obtiene por el corolario 2(desmics -
haber arreglado los renglones y colurnas de acuerdo a su sSigno) :
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(1.3.16)

(b

- 0 ... Ol4 ]+
; ( I
. |
0 i
. |
ol !

=V _e 1 =y
— =¥ \‘W'—J =\

equivaiente al esquerz(1.3.8)

Si se tiens (1.3.16b), =
de (1.3.16b) cuyos renglones
res que m+n+2), obteneros un e
.siguiente forma:

(1.3.17) e0eoeesn

equivalente a (1.3.8). Un piv
renglén que esta abajo de lag

cj/aij = mgn {(
nos conduce a la forma (i).

Si se tiene (1.3l6a), ap:
yos renglones estdn en llaves
esquera de la forma (i),(iii
rearreglar las colurnas):

que: .

Xl

en un nérero finito de pasos.
plicando el corolzrio 1 al subesquera

squema de la forma (ii),(iv) o de la

—

'+¢o.o.+

O.o ¢ 00'

+40t v

=

roteo sobre (1.3.17), con pivote en el

columnas con llaves y ay elégido tal

0540} )

'icamos el corolario 1 al zubesquema cu

J

s/ais

; (son menores que m+n+2), obteneros un
) o de la siguiente forma (dezpués de

n+1

- ——n o+ e - ] o o

2 ([ Osee O

L 3

y columnas estan entre llaves(son meng
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equivalente a (1.3.8),-donde la colurna correspondiente a la variable
independiente Xn+l contiene una o mds entradas positivas; pero un pi-
voteo usando el método simplex por renglén aplicado a (1.3.18),con Pi
vote en la columna correspondiente a xm+1,dé coro resultado un esque-
ma equivalente con la entrada d de la esquina estrictamente menor.Y
si se sigue aplicando el método , siempre se tendrd esa mejoria, ade-
mds como estamos eh el caso de no degeneracidn, después de un nirero
finito de pasos,se tiene el esquera equivalente de la forma (i) o (ii).
Ia induccién en este punto se usd para demostrar que no hay solucié=
nes factibles para el problema columna u obtener un esquema que per-
mita mejorar el valor de la esquina inferior derecha, ¥y esto conclu

ye la demostracidn.
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II, TEORIA DE MATROIDES

1).- Generalidades.

Ta palabra l'atroide fue introducida en 1935 por Harold hit
ney para denotar un concepto que generaliza los de grdficas y de
pendencia lineal, pero fue Yan Zer Vaerden en su libro "Alzebra
oderna" que enfocd su trabejo a la dependencia lineal y algebra
ica quien inicid los trabajos de los matroides. In {{24] Rado ana-
liza las propiedades combinatorias de los natroiﬁes;‘Tutte en{gﬂ
¥ Fulkersdn en [13 estudian ciertos tipos de matroides: transver
sales, remulares, binarinz, etec. .

En 1970, Jack Edmons descubre proniedades de los matroides
esenciales en la optimizacidn corbinatoria y durante es2 ddcnda
log matroides se convierten en un concepto central de la optiri-
zacién por dos razones: a) su generalidad para expresar vroble--
mas de optimizacidn corbinatoria (ver Zdmonds [13)y(21; ILawler
[19] ,T20]; Yorto[26],{17]). b) la conveniencia de usarlos cormo
rarco combinatorio nara exilicar ciertos aspectoz del rigebra Ti
neal y de la Programacidn Iineal (ver Fulkerson{l3); “oskafellar
£25]; Minty {22]; ®land [2]; las Verznas [18]; Fol'raon y Laviren-
ce [}2] , etc.). In esta tesis se trata el seguni: aspecto que -
por cierto es el menos conocido.

Existen variae definiciona; equivalentes de un maotroide, en
t

este trabajo sédlo re verén dos, empezando con lz sisuiente:

bl

Un matroide es una pareja (Z,F),donde I es un coniunto fini
matrlo e o L
to y F una coleccidn de subconjuntos de E que satizface:

(2.1.1) fge? ,

(2.1.2) VeTFTy UeV => UeT

(2.1.3) SiU&VeF con [Ul=\V]+1 =21 xeU~V

tal que VuixyeF

P es llamada la familia de subconjuntosz indevpendiente:s.

St ASE y A4 F, A es llamado conju..t6 dependiente.

Sea A£%I, una bazgde A es un subconjunto de A independiente
maximal., Una base del matroide M = (Z,7) es una base de E .




-24 -

Es claro que si AEF, es posible exhibir una base®de! ratroi-
de tol que A<B, a continuacibdn se verd un teorera que zirve para
res21lt2r este hecho. .
Teorerd 2.1.- Sea M =(E,F) un matroide y J., V&F con |Ul¢ |V

=) 3 we V\U tal que UUWEF & |uuy|=\v|
Dm.- Sea Wo< V\U & WoU UEP tal que pera tods W& V\U con

WUUEF se tienelmuUlL|Nov Ul i.e. 70V Tl es maximal.

51 |Tu v ¢ IVl = 3 Voe Vv tal que Vol =lUuol + 1 ¥y como

VEF =) Voé&T.

Por (2.1.3) 3 xe¢ Vo\UUWo tal que TVYouix} €Fy 1o cual es

una contradiccidn ya que IUU\'IeU».xi[7|UU\‘Io| y ézta ce escogib —

maxiral., As{ [UV%ol3 |Vly coro |UU wol{Vl porcue woc W\v,

se tiene que UV Vol =|V|

c.s.q.d.

Corolario l.- Sea M =(E,F) =) todas las bases de M tienen lz =is
ma cardinalidnd
Dm.- Sean B' & 3" dos bases de M tales que IB'<I3" , por teorera
antericr 3 W& B"\B' {al que B'U Y €Fylo cuzl es una contra-
diccién)ya que B' es maximal independiente, por lo tanto
‘B'l =|BY . ‘
c.s.q.d.
Para un ratroice 7 =(E,?) se define la funcidn rango coro si-
gue
P 2F > 2
P(a) = max 4 1Ul|vea e UeF}
El rangzo del matroide es el rango de E
Un subconjunto A{_;E es cerrzdo si para todo x€ I\\ se ticne
que ¢(AUix}) =p(A) + 1, i.e., no es posible increreniar el con-
junto sin increrentar su rango.
Si x«E & AsE y se curple que p(AUAXY) = p(A) 4 direnos que
x depende de A ( x~A) , de aqui definiros el operador cerrndura

como sigue
G : 2E —_— 2E
Ce(a) = {xeE \xoh e Pavs=i)= PLANY
Algunas de la propiedcder de la funeidn rango y 1a funcidn ce
rradura son las que a continuncidn se listan.
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Prop.{(R,1) €(¢) = 0, su demostracién es obvin, Dor definicin de -
la funcidn ranso.

Prop.(R.2) p(U) € P(U Usyr) € p(1) + 1 donde U € T, yez
Du.- sea 1Al = p(U) & IBl= (VUi "donde AU vsLUvW‘u
P.D. 1Al & 1B} ,
Si Al > IBl => B no ez maexiral inderendiznie de Ut)(yu
lo que e¢ una contradic~idn ya que ~e habia ~upueito aue
p(U Viyr) = lBBpor lo tanto!l A} & | B\

P.D. IBY &£ fAl + 1
coro A &€ U, exirten doz c2sos:

S1 AUtyt ¢ P == IB] = 1A
Si Auty! €7 =) IB\ = (Al + 1, de jonde Bl & (A} + 1
c.s5.q.4.

Prov.(R.3) Si p(T Uy ) = p(Uuszy) = o(U) => p(TUsy, 21 = o(11)
Dm.- Sez P(UY = 1A} con A & U, como ¢(U Ugyr) = JAL == 1 4p

no estéd en F & coro (T Wiz ) = 14y => Al &7,

de aqui cue A UiyiUizy ¢ P, i.e., 2(Uly, z2) = VAL =p(U)
c.3.q.0,
Prov.(R.4) p(A) + p(B) = y(AVUB) + a(.ms) \M, Be&z

2L
ree

Dw.- “e2 p(AU3B) = p,e(AQB); q & X & ANB con = g,
por el teorsmt 2.1 3 Y 2 X tal que lY\ = & YeT =y
Y puede ezcribiicse coro ¥ = XUV UY, donde V & AND ~
W & B\A.
Asi{, Xuv e s, ZTUVeF, JUY &3 & XZUTeR, e Irnd
p(8) +-p(3) s \ZUVE + iXum = 210 + 100+ 17 =
= 1Yl + 1 {\= p(‘UB) +?(,u.. B)

‘ C.S.q.d.

(0]
33

Con estaz nroniedndes de la funeidn ranzo nusie dnrze oirn le
finicidn de retroife 12 cual -uede verre en (8., Lar -~rorizgl-ies -
de 12 funcid» ceriadura ron:

Prop.(S.1) A & @ (4) _ :
Dm.- Sea Te A =) Auyxy =4 i.e. plAsxv) =p(4) =
x ¢ T(A), vor lo tanto A & T(4)
c.c.q.d.



-2 b -

Prop.(S.2) ACB => 6(A)<6(B) con A & BEE
Dm.- Sea x€6 (1) =) p(Avixi)=r(A)
P,D. x¢6(B),i.e.,P (Buixi)=p(B) pero
P(Buix})=p(AU(BN)Uix})=0(Au xy) + 0 (B\A)=(A)+Q(BNA)=¢(B)

- por lo tanto x¢€¢T(B)
’ CeS.q.d.

Prop.(S.3) 6(4) =6 (5{A))
Para demostrar 1la ié'ualdq.d se deben demostrar las contenciones
hacia los dos lados.
P.D. 6 (A) €§(6(A)), aplicendo (S.1) con B =€ (A) se obtiene el
resultado desezdo. T
P.D. §(6(A))ece(a) , sea ye C(6(A)) = P(6()uiyy) =0 (6(4))
si ye§(A) => €(6(4))eB(A)
siyg€(a) = £.(6(a)uiy3) =p(A) + 1 1o cual ec una contradic
cién ya que P(6(5§(4)))=Q(A) y se tendrfa que y4€(s(A))
Por lo tanto ye§(A) y de aqui §(§(A))= §(4),
' Ce3.Qede

Como una analog{z con teorfa de grificaes es posible definir cirvr-
cuito de un matroide M = (E,F) como un subconjunto de E dependiente
minimal, Ia coleccidn de circuitoz del ratroide la denotarero: nor %.

Dos propiedades fundamentales de % son :

(2.1.4) SiX &Y¢Cocon X # Y =) ¢y & v¢X

Ia derostracidn de esta propiedad es obvia por la definicidn de

circuito.

(2.1.5) Si X & Yes & z€XNY =>3 Xoc(XUTNizr, donde X6
Dm.- Supongomos X & Ye{ tal qué Yo no existe en 4 , os decir
(XUY)\4zt es independiente =>p(XJ¥\iz) =|XVUYI- 1
Por (2.1.4) ¢(X) =X'-1, o(¥)=1¥I-1 & P(XINY)=tZNYI
Por (R.4) p(X) + p(Y) 2 p(ZUY) +a(XOY) 20 (XVY wz) + 2 (XNQY)
ye que por (R.2) p(XVY) 2 (XVY .

Sustituyendo valores se tiene :

IX1+1Y1- 2 21XV Y XAYI- 1, como VIUYI=\X1+iY\ AN Y =D

A\ - 2 200 D = XA+ \ER(Y)I - 1L =>-2 2 -1 1o cual es

una contradiccidn por lo tanto 3 Xo ¢ é tal que XoS X'JYuzy
¢.s.q.4.
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Estas propiedades de los circuito:z implican la definicién de
Matroide en térrinos de circuitos dada por Vhitney en (3L}, la de-
mostracién de esta implicacidn puede verce en ‘Vlelsh ™&l. la defi-
nicidn ez la siguiente:

"Sea E un conjunto finito yp una familia Je subconjuntos de E
entonces M = (E,f) es un matroide si y sélo si satisface :
(2.1.6) 8i C;# C,€6 = C;4C, & C 40y
(2.1.7) si Cys Cob @ tales que z&CyN C, & xeCNG, =>3 03&§’

tal que X €Cy&(CyUC,)\z}

Con esta definicién se trabajard en el Capitulo III,
Lema 2,1.- Si A es independiente en M = (E,F) para todo xe Z\A
A Uix| contiene a lo mas un circuito,
Dm.- Sea AEF tal que exizte x&€ E\4 con Cl# 02 & CqU 024'-_ Ausx}
' por ser A independiente x& CyNC, y por (2.1.5)3 Cy tal que
C_B,C_-_(CIU c, Nx3c4, lo cual es una ccontradiceidn ya que AEF,

Por lo tanto AU4 x} contiene a lo m€s un ecircuito.
c.S5.q.d.
Algunos ejemplos de lfatroides son :
1).- Sea G = (X,V) una grdfica no dirigida, sea B=V definiendo
F =&U V| U no contiene un ciclo} , entonces ¥ = (E,F) es
un matroide. Var.

E ={el,e2,e3,e4,e5)1
F ={¢,e1,92,93,e4,5el,63},{e2,e3},
<él’e43'{e2’e4ﬁ’Sel’eq’GB]’«?Z’
°31%1 ¢
‘ ‘ G = ')es, ge'a,elﬁ
las bases del matroide sonﬁ=ﬂ‘el,e3, e41\, 592,e3,e4?’-l)

2).~ Sea A = (ai ) una matr{z de mxn con entrada" en los reales
sean Al,Az,...,An las columnas de A. Sea E = Al, A2,....,An
definimos F = ﬂ UcE \U e2 un conjunto linenlmente in’ependiente
asi M = (E,F) e un matrelde -ya que cumple las condlciones
(2.1.2) y (2.1.3), (2.1.1) .
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3).~ Sea E un conjunto finito i.e. E =
F=lAcE|Mick, k< nj
de aquf{ M = (E,F) es un matroide.

ﬂel,ez,...,en'} ¥ sea
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2).- Operaciones con Matroides .
 Ias operaciones mds comunes en la teorfa de matroides sonsel

aniquilamiento, 12 restriccién, el truncamiento, la suma directa

¥ la suma. Con estas operaciones es posible construir nuevos matroi

des, algunos autores les llaman a los matroides generzdos, menores

de matroides.

Consideremos un matroide M = (E,F) y sea TcCE definimos
F(E\T):ﬁ ul UeT, Ue.F?, es decir, todos los subconjuntoz independien
tés contenidos en T, es fdcil verificar que F(EAT) es una coleccidn
de subconjuntos de E que zatisfacen (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3) y de
aqui el matroide MAT = (T,F(ELT)) es llamedo lo restriccién de M
a T. Alginos autores le llamsn el aniquilamiento de ENT en M,

Es fdcil verlficar que :

- 31 U es depéndiente en Ml y U< T entonces U es dependiente en WD
- E1 rango de MV es p (MAT)=p(T)
-~ Los circuitos de M\VT son los circuitos de M contenidos en T
Consideremo:z el ejerplo siguiente sobre la grdfica :
c

G a e
d

Sea M = (E,F) = (E,¢) donde

E =4a,b,c,d,ey F =§¢,a,b,c,d,sa,cﬁ,Sa,d\,\b,c7,\b,d\,«c,d?('
% = {ia,b1,4e1,48,c,d}, {c,b,at) : .

Sea T =|b,c,d} el matroide MIT = (T,F(E\T)) estd dado vor
F(EAD)= {&,b,c,d,1b,c%, 4c,dY,4b,a} ¥ £ (EAT)={{b,c,al . EL cual es
la restriccién de M a T. Tambien es 1llamado el aniquilemiento de
E\T en M debido a la analogia que existe con teoria ce grificas ya
que si se concidera el conjunto E\T ={e,a} y se aniguila de la gri
fica obtenemos : ‘

C
¢ s bI:::>

d
" 1la cual nos genera el matroide antes descrito.

Ia contraccidn de un matroide de E a T sérd denotado cdémo M.T
donde M es un matroide sobre E y T< E. La familia de subconjuntos
independlentes de M.T se define como:




F(M.T)={U| UcT tal que 3 Y base de E\T en M & UUY cF|

Si consideramo:s el ejemplo anterior con T ={b,c d\,tendremos
por definicidn que F(M.T)=\4,ic\,4d0, 2sf M.T = (T,F(ILT)) es 1a
contraccidnde E a T en M.

" Haciendo en la grdfica G del ejemplo anterior la contraccidn
de E a T obtendremos :
b . c

G" s
O

De aquf se sigue que :
- Si G ec una grifico y T<E(G) = M(G.T) = M(G).T
~ Lor ciclos de G.T son lo~ conjuntos minimales de lz forma CNT,
donde C es un ciclo de G.
~ Los circuitos de Ii.T son los conjuntos minimales de la forma CNT
donde C es un circuito de M. '

El truncarmiento es 1z operacidn que e conridera coro sigue @
sea M = (Z,F) un matroide y & £p(E) un entero po:itivo entonces el
matroide truncado a % ticne su familia de conjuntos independientes
como F = \U\UePF & lUl& k] al cual :e le denota por hk-(u, )
con la fun01dn rango definida por ¢(4)= rin (k,g 4)

Sean M' = (E',F') y M"=(E",F") dos ratroides donde ' NI"= ¢
definimros la sum~ diroctn i'QM" de ' y " como el matroide sobre
E'U E" cuys familia de conjuntos independientes esta dada vor .

= ﬂUlJY \UeF' & YeF"] , La-funcién rango de '@ Ii" se define
como:
eM ® M"(A) (rp([“\b') +‘0Mu(‘“\ zn)

Por ejemplo” para lo" ratroides inducidos por lav gr4fic:zs

b , _ .
LY
G': a I:>2 ‘ 6 4 e
M'=(E',F') Mv=(E",F")
E'={a,b,c) E'={e,d}

rP'={F,a,b,c, {a,bY, 18,08 ,1b,cl\  Fr=ig,d\
Asf M'e¢ M"=(E'UE",F) donde:
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F ={¢,a,b,c,d,sa,d’\,ib,d},qc,di,t,a,b,d},4a,c,d’{,{b,c,'d1,!\a,bl¢,
13’°\11b9°‘}
Este matroide es precizzmente el asociado a la grdfica G cuyos
componentes conexos son G' y G" .
Para definir la suma lo dnico que carbia es que E' y E" no ng
cedariarente son di-~junto: (pueden ser inclusive iguales). La suma

de ¥' y M" se demota por M'vM" = (E'U E" F) donde F ce define coro
en la sum2 directa. Por ejemplo :

M'=(E,F) Mv=(E",F")

E~'={a,b} Ev={a,c}

F'=ﬁ¢vavbyﬂayb§' F":{d,a} ; —

Ast M'viI"=(Z"UI",F) esta dado por
E'U E":{a,b,c} F ={¢,a,b,‘a,b}}

3).- Dualidad en Iatroides .

Considdrece un mpatroide M = (E,F) y sea B :{B‘B es base de M}

la familis de bases del matroide, sea ﬁ“:{E\B‘ BEB} entonces 3% es

la coleccidn de bases de un matroide M* definido como li'= (Z,7*),don

de F‘:{ UB B% ﬁ*.}- uc B’},‘ el cual es llamado el matroide du=l de

M., Es fdcil verificar las siguiente: propiedades de ¥™:

- Si xeE & Ax}4F =) xeB* Y B¢

-~ E1 rengo de I es Pr+(Z)=|E| - o(i1)

- (M*)*=n

- las funciones rango de M y M* (Py ¢* respectivarente) estdn
relacionades por la igualdad :

G (E\A)=1EI - O(E) -lAl+ p(A)

; * '
Se entenderd por corango de M el rango de M, una cobaze de M
& . . " . . - R
coro una base de M, un cocircuito de M como un circuito de I ¥

asl andlogzrrente para todos loc términos usados en la teoria de

matroiqu.‘ !
Teorema 2.2.- Sea M un matroide, A & A*¢ E con ANA*= ¢ y acT
A'(:_F* =—-)3 By B* bazes de I y m* re:pectivarente

con ASB , A*<B* yBaB*:= g
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Dm.- Se tiene que A(\A‘: g => Ac¢ E\A", de donde \AldE\A'\,

como AYeF* se tiene que E\A’¢ F , por teorema 2.1 podemos

extender - A a una bess Bde I con cardinalidad \3|= E\A”%,

la baze de M*es B®= E\B, las cuales curplen con lo: condiciones
del teorema,

E\B
B

Una manera mds de expresar a las bases de M ze menciona en el

C.S.q.4.

siguiente teoremra.
Teorera 2.3.- Un subconaunto UCE es una base de M <= unc*s ¢

Dm.-

para todo ¢* cocircuito de M y es minimal respecto e
esta propiedad
=») Sea B una base de M = (ZI,F), supéngzse ¢* cocircuito de
M tal que Bnc*= @, de aqui Cﬂg E\3 lo que contradice la
independencia de E\B en M', Para ver que es minimal supon
gomos que BNC*# @, pero exizte USB tal que UNCY# ¢
para todo c* cocircuito de Il
De aqui ce tiene que E\U no contiene algin cocircuito de M,
i.8., E\U es independiente en m* y aderds Z\B< Z\U lo cual
es una contr-diccidén ya que Z\B es una basze de Lf, por lo

tanto no existe dicho U
c.8.q.d.

Realizando una iluctracién
I

ser E\B base de M’

m Bnctz g = FC B\B contradiccién por
\i/
m EU2 ¢* Y ¢* cocircuito de M =

@ ENUEF*  ppro E\BCENWU, contradicciédn
B por ser E\B base
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Dn.- Se tiene que A(\A‘: g = A.CE\A", de donde \A\(\E\A‘\,

ecoro Aﬁ&F‘ se tiene que E\A*e F , por teorerad 2,1 poderos

extender = A a una basé pde 1 con cardinalidad \3l= £\A%,
la base de M¥es B¥= E\B, las cuales cucplen con la:z condiciones

del teorema. .
c.S5.q.8e

Una mwanersa2 mds de expresar 2 1as bases de M ce menciona en el

siguiente teorera. '
Teorera 2.3¢~ Un subconjunto UcE es una base de M & Ur\c‘¢ ¢
' para ‘todo «* cocircuito de My €S rinimal respecto &
esta propiedad

Dm.- =) Sea Bund pbase de ¥ = (=,F)y supéngase c* cocircuito de
M tal que BNC*= @, de aqui c*c E\B 1o que controiice 1la
independencia de E\B en ¥, Para ver que es minimal supon
gamos que BNC*# @, pero oxi:te UcB tal que unct# ¢
para todo C* cocircuito de M.
De aqui se tiene que E\U no contiene algin cocircuito de M,
{.e. E\U e independiénte en it y aderds m\2¢ 2\U lo cual
es una contr‘diccidn ya que ™3 es una baste de E’, por 1o

tanto no existe dicho U
¢.s.q.d.

Realizando una jluctracién

pnc’=¢ = LB contradiccién por
ger E\B base de m*

E\U2 ct Y c¢* cocircuito de M =7

,E\UEF" pero E\B CENU, contradiceién
por ser E\B base

.
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(=) Sea UCE tal que U(\C‘;é @ para todo C® cocircuito de M
=> C¥¢ E\U para todd C* cocircuito de ¥ =» E\Ue P
i.e., B\U es independiente, coro U es minimal respectc a
ecta propiedsd =) E\U es un subconjunto mwaximal indepen
diente de M® o< decir E\U es cobase de M de donde U es

base de M . '
c.s.q.d.

Teorena 2.4 Sif es la coleccidn de circuitos dc un r-troide sobre
E =) log miembros de ¢ son los subconjuntoc rminimales
tales que C # @ CEG , \C(\C"]# 1 para todo C¥ cociy -
to de M.

* Dm, - Supongomo- que {cn =1 i.e. X€E +tal ouc C(\C":',x‘, =)

' C\XYEF de aqui E\(C\4xy) € ¥ 1o cual es una contradiccidn

ya que Cﬁ; E\(C\ix}) , por lo tanto IcacM # 1 para todo co

circuito de 1.
CeSeqed.

Conzidercmos a continuzcidn las operasciones vistas en la seg
c{dén anterior, en particular la contrazccidn de £ a T v la restrice
cidn lac cu-les curvlen el siguiente esquema, considerando a la
dualidad como otra operacién.

M 2 y n*
l‘ ] 1 \
M:T —_— (M. 1)*= ¥y 7

’,

donde la flech2 indicn la dperacidn que se realiza y el finzl de
dicha operacién, una demostr-cidn de este hecho nuede consultarse
en Welsh [30].

Si se hace un carbio de M por M’* vy en el orden de las opera-
ciones obtondriaros el esquema :

M L 5 i
1 . 1 ;
u* . » wt.r = (am)*

el cual también se demuestra en [307] ,



-34 -
IIT. MATROIDES ORIZNTADOS

1).- Introduccidn

Ias primeras nociones de orienta®ilidad en matroides, se pue-
den ubicar en los articulos de Tutt: (Av}y Finty J2a'. Ta idez fune-
damental de "orientar" un matroide or-viene de tv:tar de gensrali-
zar ciertas propiedades 22 grdficas dirigidas, t=l2c como =21 Iena -
de coloracién de Minty~4 !o bien como las provi:i:des de los vec--
tores elerentzles, expueztas por Rockafellar en(25].

2).- Digrafoides .

21 estudio de estas estructuras, se inicia cuando Ilinty.en --
sus trabajo= sobre grificas descubre el lema de arcos color:-3os,
mediante 21 cuz2l fue posible definir gxiomdticarente el coxncevnto =
de grafoide. Zztructura que es-un caso esvecial de MNatroide (ecoro
se mostrard 2 continuacidn) y una generalizacidn de grdficr. tde--
més, azi coro una grifica no orientada puede orientarse (ori-ntan-
do cada arista) para obtener una digrifiez, ze penzd ~ue la dafi-
nicidn de grafoide podia zer extendida para comirender el cazo don
de se ccnzideran digréficés, estas estructuras recibiercn el nom--
bre de digrdfoide:z. .

Se erpieze el andlisis del trabajo de Minty con el ziguiante
lexa:

Tera 3.1.- Sea G = (X, U) una gréfica donde 1os urictasz ze cclo- -
rean de rojo, blanco y =2zul. Suponga que la -~riztz e
ectd crlorendz de rojo, entonces exactarente una ‘e 1l-s
siguientec proriedades se curple:
(a) existe un ciclec rojo y blanco que contiene 1z =2ris-—
ta eJ .
(b) existe un cociclo rojio y azul que contiene 1: ~ris-
ta ej
Este lemn serd derortrado md: -cdelante, nrra una fort- nds ge
neral de exzte recultado. lPasdndose en las proniedades ccrbinvto- -
rias de e=te lera y extendiendolas - ectructuras més generale-, -
surge de mznera natur=l la definicidn je grafoide. '
Un grafoide ez una terna (E, X, D), donde E eg un conjurto fi
nito, cuyos elerentos ll-rareros aristas del grafoide, Ky D son -
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familias de subconjuntos de E, cuyos elerentos serdn llarados los
circuitos y cocircuitos del grafoide resrectivarente, ¥y loz cuzles

satisfacen las sigzuientec propiedades:
(3.1.1) para T€X & YeD, IXNY] £1
(3.1.2) para cualquier particidén iR, B,-4! , de = con IRi= 1,

se tiene que:

(a) 3XeKa.REX & XE RUB
é bien,

(b) 3 Y¢D3REY & Y& RUA
pero no zmbhas.

(3.1.3) ningin circuito contiene otro circuito vrorviamente,

¥ ningin cocircuito contiene otro cocircuito proniz-
mente.

-

Lema 3.2.- Si (2, K, D) es un grafoide entonce: 7 e: la fariliz de

circuitoz de un ratroide.

Dm.- Concidérese la definicidn de matroide en térrincs Ze circui--
tos dada en el cepnitulo II.
Ia condicidén (2.1.6) ce =atisfacé automfticesrente nor (3.1.3).
Para derostror 1o condicidn (2.1.7), conczidérece Xl & Ize_K,
taler que x¢€ Klf\X & yeXk \\Xz. Tordndose la porticidn  --

R

=4y, B = (Xﬁk) Nix, y¥ & A= m\\(Y \zf \ ¢{x%) se tiene,

por (3.1.2) que:

si sucede (a), exizte {eX tal que y€X & X <& BUR enton-
cez y¢ Z & X\y = (XlL)Xz)\Rx, yigentorces y¢ I = (Ily Kz)\x
por lo tanto, (2, ¥X) es un matroide.

si sucede (b)), exi~te Y¢D tal que ye¢ ¥ & T = ALR, i.e.,
yey & ye¥ €=\ (Y 72)\ tx%), de donde exiszten 4oz cz

802! 4) xe Y pero coro x& I f\XZ = Yr\fi =4xb, | Y’\’2‘= 1,
lo cuzl eontrsdice a (3.1.1).
ii) x¢ Y vero coro ye¢ Y se tiene YNNI v = /y?,i;e., -
lYIWAI\ = 1 o cual contradics a2 (3.1.1).

Por lo tanto, 1o =2lternativa (b) no =ucede y e-tc concluye la

dero-tracicn. Jara demostrar que (%, D) es un rzirecile ~e res
liza el miczro de arrollo, solo que en luz:r ‘e %, ze con~ide-
ra a D.

In bzce a lo anterior, e: vozible esta:lecer el ziwuiagnte ec-

quera:
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raforclea

malraides

on el cual se tienen las siguilentes proposiciones:
-- Toda grédfica , tieme estructura de grafoide peroc no todo
grafoide es una gréfica.
-~ Todo grafoide es un ratroide, pero no todo matroide es un
grafoide. , '
Para no crear confusiones al respecto, considérencse los

w
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guientes ejemplos:

1).- E1 grafoide (E, K, D), donde E = &1,2,...,n] y A= (ay)
una retriz real de rpxn, Wl:{(xl,xz,...,xn‘QKWAx ='?} ,
Wo=b(5 o3y e eeVn )elﬁ“(y =24, A€R™ } ; T las farilias de
circuitos y cocircuitoz dadas por:

K={4clcezry 3 jce.‘;’ljl;.xi# 0 para todo i €& C}’C minimal
D={D|De Ty 3 yelyys# O para todo J € D3 y Dmivima),
Este grafoide no es una grzfica.

2).- E1 matroide .sobre E = kxl, XypeeesXptal que las bases de
M son todos los conjuntos de cardinslidad 3, exceptuando
a 3 le 112"7[9\ ’ ﬁxl,xq,x;\ 9(x5_9x31xg] ' 117"2,73{37qu$
{x:%50) » | Za0¥es Xy s { %y X%y -

Torando la siguiente particién, R =5x13 , B= \xq, x}}

vy A =ﬂxs,x°,xz,x5% , se tiene : '

a) 3 X =5x‘,xq,xi}eK S x,& XS RUB

b) 3 Y ngl,xz,xs,xs,xd yY €D .3 €Y € RUA .,

Por lo tanto las dos alternativas se satisfacen; parsz no-

tar la existencia del cocircuito considérecse la sisuiente
base del matroide B)j={X3,Xq,%3}, considerando la cohnze
respectiva se tiene que ZE\B, = Ef:ﬁx.,xl,xs,xts)de aguf: exisg
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te Y & Bl*ljxxjx con x; e Y.

Lo cual deruestra, que no todo metroide ez un grafoide. "ma
exno~ieidn mds profundz acereca de ecste natroidc>conoduo como el ma--
teolde de TANO, puede verse en Wagh {307,

Supdngase que loz circuitos y. cocircuitoz le un grafoide --
(€, K, D) se nureran del 1, ..., ¢ & 1, ..., d resvectivarents.

Se define la ratriz de incidencis de lo~ circuito~ de un ~ra-
foide comno Cyj5 = 1, si 1a arista e; estd en el circuito i; y  --
Cys = 0 en otro c¢a50. Andlogarente se define 1n ma@riz de inciden-

cla de los cocircuitos. . —
Ejemplo 3. Concidérese el grafoide ctreoveniente de 1a zrdfica:

L7AY Py €,

Iag farilias K y D son: '
fo1s eps o3 fegs 030 2} loys o3}
leys o8 1 {210 01 03 4 g 83 et *

fl

Ias matrices de incidencis son:

ey ?2 ey e, e; e, ey &
'1 1 0 1 2 o o 17
c= 11 0 1 1| ., D= {1 1 1 0o
o 1 1 o0 LO 1 1 1!
Con estas definiciones se inicid el vroceso de srientar -ra-

foide= de 1=z siguienté ranera. ’

Un grafoide esorientable =i ez vosible carbiacr alsuncs te --
los 1's en suc matricez de incidencia © & Da (-1)'s, de tnl -
forma que cala rencldén de C zea ortoronal a cada rensldén de D,

Asi, para el ejerplo anterior se tiene, consider-ndo lon carme-

bio ziguientenr que:

81 62 63 34 el 82 33 eA
1 1 0 1 1 0 o0 -1
c=|1 o -1 1 D= {-1 1 -1 0
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Que el grafoide (X, X, D) es orientable; puede-verificarce fa
cilmente que el carbio de ziznos corresvonden 2 una orientacién de

la grificz, - ' ' ;
_ : . A hora g6 dar4 un resulta’o de grifieas.

Lera 3.3.~ Sea G = (Z, ®) una gréfica, sean C & D un cicle y un co
ciclo respectivarente, entonces \CNDI £ 1
Ia derostracidn de este resultalo, puede verse en 3erge _1ly
aqui no és =2naliz=da debido 2 su facil cormrrensidn,
Apoyados en este resultzdo, se prosigue a2 deroztrar el sigui-
ente lera que es la extension del lera 3.1.

Iema 3.4.- Sea G = (X, E) una grédfica dirigi<a con lo: arcos colo-
reados de rojo, blanco y azul, Supongase que e e=td co-
loreaio de rojo, entoncer exactarente una de las rcisui-
enter propiedader se cumple:

(a) existe un ciclec rojo y blanco que contiene el arco
eﬁ ¥y todos lcs arcos rojoz orientados en el mi-no -

séntido de ej

(b) exi=te un cociclo rojo y 2zul gue contizsne el 2reco
ej y todor lo- arcos rojoz orientados en el mi-mo -

sentido de ej.

Dn.- Sea e, = (a, b), construyase recursivarente ua conjunto 2 de
la siguiente ranersa;

(i) bes

(1i) si (x, y)eR & x€eS = yesS §
(iii) si (x, y)eB & xeS =) yeS3
(iv) si (x, y)eB & y<S => xS

aplicando lez reglza:s recurzivamente hasta no poder incre:ren-

tar a S, se tienen doz caczon:

- 8i ae S entonces, por conctruccidn de §, exinste una tra-
yectoria T de b 2 a formada por arcos bleness y rojo~, y
t2l que los 2rcos rojos estdn-todos dirigilor on 12 direc
cién de b hacia a. As{, TUkef ez el ciclo mencion<do en

(a).

- 81 at¢S, con-idéreze el cociclo (S, S); por el lera 33
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solo una condicidén se curple. De aqui, que exactamente (a)
é§ (b) se satisface.
c.8.q.4,

Este lena éentd las bazes para dar la definicidén de grafoide
dirigido. o . .
Un digrafoile es una estructura que consiste de:

(2) un grafoide (E, K, D)
(b) una particidn de cada circuito y cocircuito en dos
subconjuntoz que zatisface el axioma siguiente;

(3.1.4) para algin circuito X§ cocircuito ¥, sean -
xt, X la particidn de X & Y*, Y la varticién
de Y, entonces se cumple que -=-= -~ ————
1INy 1 nYl = layt o« ixtnyTy

donde 12 condicién (3.1.4), e conoce como la condicidn de ortozo-
nalidad.

As{, para el ejemplo (3) se tiene:

X, = \ei, €3y 8y ' Y, = ﬂel, CPYALEY
XB = kel, e,t Yy = See, €3 e4i
Conziderero- la= siguientes narticiones:
- — ‘ + — -
=5 n=¢ T) = et Ty = ey
+ ot .
x2 = {el, e$ XE = He3\ Y2 = 592\ YE = 4el, ej\
+ _ + _ _
X3 = Xé XS 1} Y3 = leq, e, YS = bey

Puede verificerserfacilmente que la3 varticione:z =2nteriores
satisfacen la condicidén (3.1.4), 1la cual nos conduce a la siguiente
grifica: '

con lo cual ‘Jebe notarse que la.definicidn de digrafoide no ce re-
fiere a unns orientzcidn en particular, sino que 2 todas 15s posi--
bles orientaciones de la gr#4fica, notando clararente que al e-neci
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ficar 12 orientacidn a usar, se especifica completarente el digra-
foide en cuestidén y que dos orientaciones distintas al renos en un
arco de la gréfica, oueden conducir a dos digrafoider distintos.

Lo prixera idez de orientar zrzfoides en terrinos del carmbio
en alzunos signos en los elementos de sus matrices de incidenciz,
fue wno de los princi--~le~ motivos que condujeron z Rockafellar -
enl2g] y Fulker-on enD3aTa realizar un e-tudio andlogo, considerando
cualqrier rmatriz en lugar de matrices de incidencia (como lo hizo
Niaty).

3).- Vectores Elementales

Como se vié en la seccidn anterior, el trabajo de llinty suge-
ria fuerterente lzo existencia de una estructurz que generalizard -
el concepto de digrafoide,en la mi'ma forma en la gque la estructu-
ra‘de matroide generaliza la de grafoide. Esta inquietud motivd a

.

Fulkerson y a Rockafellar a tratar de generalizar lar oropiedades
de los digrafoides a otra:~ estructuras,que se llam-ron antes de de
finirse "matroides orientados". El paso natural fue considerzsr los
matroider generzdos por ratrices cualecquiera, no neceszzrismente -
por matricez de incidencia.

Cabe mencionar que en el cazo de Fullkerson su enfoque fue 2 -
través de la Teoria de Redes, mientracz que en el caso de Rockafel-
lar fue a travéz de la estructurz corbinetoria de los vectores e-
lementalez de un subesyacio vectorial. Em esta zeccidn ze -e~uird
s@gencizlmente el trabzjo de Rockaféllar.

Sea E un conjunto finito, i.ey E = Rel, ceey eﬁ\,se denotard
vor WF el ezpacio de tgdas las funcione~ lineales x: Z — R. a-
ra ejG;E, se denota por xj el valor de lz funcidn lineal evaluada
en eJ, X, recibe el nombre de componente de x asociado a e;.

Se define el zoporte de x, como el conjunto S(x) = ﬁej / x(ej)
sea diztinto de cerol . Dea W un subespscko wacrovfal dg R”

Y $%9a xeW, se dice que X es un vector elerental de W, si su so-

porte es minimal con re-~pecto & 1la incluzidn, i.e., no contienn oro-
piarente el soporte de otro vector no cero de V.

Tema 3.5.- E1 conjunto./d de soportes de lo: vectorer elerentzles
de un subesnicio ", es el conjunto de circuitcs de un -

matroide.
Dm.- /) satisfzce 1a condicidén (1.2.6) por constar de subconjuntos
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minimales bajo inclu-idn. .

Sean S(x) & S(y)e A, sea e;¢ s(x)\s(y) & e;eS{x)\5(y)

defineros 2z = ij - xjy;

de squf, =, = yiXg - X7y =0 & 2y = yyxg £0 =5 e;!fs(z‘,

e, € S(z)e

Sea eké S{x)Us(y) \sed = X, = o & Yy = 0 =S z, = 0,

i.e., ek¢ S(z), de 2qui ~e tiene que S(z) & S(x)US(y) \sei‘ .

Aderds, z ¢V por ser corb nz2cidén lineal de x & y que e=%in en

W. Concidérese el =iguiente conjunto:

U=\vew /- S(v) &€ s(z) & ey S(v)k ; se tiene gue U # ¢, -

vorque z e U, por lo tanto, existe un elerento riniral de J b

jo la incluridn de sovortes ( i.e.; v, welU, ww si S(v) < S(w))

Sea u uno de talec elerentos minirales de U, w cuxzrle <on las

siguienteé propiedades; ‘

1) e.é s(g) puecto que eji S(z) s

2) e;€ S(u) puesto que w&U g

3) u<¢W pues ueU 3

4) S(u) & £(z) & S(x)Us(y) \es,

Por lo tanto, ducR, e;& 5(u) € S(x)\)s(y)\ﬂe§

c.3.,g.d.

Es facil verific:r que dos vectores que tiencn el ricmo zoscr
te, sur componentes difieren vor una constante.

Un conjunto moreado S de B ec un subconjunto de I marticionado
en dos subconjuntos S* & 87, i.e., § = sTUsT, s*N\s” = ¢, direros -

. e 4 . . + -
que S contiene =2 e positiva o negativerente i e, ¢ S é ey € 2 -

resvectivamente.
A cada vector x e W se le puede zscciar un conjunto morezdo -
de E de la siguiente m#nera:
s*(x) =de;€ 2/ x,>00 , 57(x) = e, €8/ %<0
el cuzl ze llara2rd el sovorte marcalo de X.
Un gonorte marc-lo de un cubesoacio vectorial ! eg el covorte

—

marcado de almin elerento de V', un scporte mzrezde de V' es elerental
g1 el soporie re:znectivo no rarcrdc es elerental.

Se dice qgue x & x'e‘@r son disonantes sj.aeié:E tal que -———
xi-xg {0 y ertdn en armonia ( i.e., son no dironantez) si varn --

toda i =1, ...y, n Xjr %y 20
Con laz definiciones anteriorez es posible eruncinr loz nrin-

cionzlen teorerzs de vactores elerentales, loz cuales nor su com--
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plejidad no sersn dermostrados ewm esta seccidn.

Teorera 3.l.- Sea x diztinto de cero en un subesvacio vectorial WV
de W' => A xt, %%, ..., x* & vectores elerentnles
tales que:

(8) x = x'+ X%+ ouu + ¥r';
(b) para toda ey ¢E, Xtex, 275
(e) S(x*) &€ s(x) Ni=i_x 3

(@) s(xh ¢ U sxh) v3=1..03
if]

(e) r & dim V.
Este teorema puede verse coro una extensidn del recultado de
grdficnas resvecto a circulaciones en circuitos elerentales, pero -

también puede verse como un resultado de andlisis convexo; nara lo
cual conzidérese el siguiente ejervlo:
45 #

W oo ()% x:)

Ast e ?un\ro X=(8,¢ \“{\)

Puede axpresas como:

Xo = 1.2 ,0\ + Loy \"Ll\

fompliendost
framy =S (2 2 428 0
| TRESER YR
AN . ‘ AT AR
' | 233 ¢ 412y
Conciderando conjuntés marcados, ez pocible definir nrmonia y
disonancia en térrinos de conjuntee rrreaios. fean S19 «ee,5, cON-

juntoz en arroniz doz a dos, la unidn arrdnica de T1e eeey 3, entd
dada por el conjunto: ’

S+=SIU?;U v eeesUSS; §7 = SJUSZ U, ...y, US]

En término~ de vectores elermentales, lo que e con~ider=2 es,

el so-orte mareado del vector x = gt Kol e+ X, la cuzl con
duce al zigulente rezulta'lo.

se
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Teorema 3.2.~ Tcdo S & E es un soporte warcado {==) es la unién
' arménica de soportes elementzles marcados.

En relacidn con el teorerz de flujo mdximo-cort:dura minira,
Hoffman en (\8)establecid el teorera de factibilidzd para redes en
términos de circulaciones,donde czda ccmponente de la circulocidn
estaba restringidz @ estar en cierto intervalo Ii’que era tora‘o
como [0 ,'Kﬁ\rdonde Ki es la capacidad del arco ey A continuncidn
se fornula dicho teorern en el contexto de 1los vectores elementales
de un subeszpacio W de W, '

Teorera 3.3.-~ Sean I,, ..., I, intervalos reales arbitrariosz, con
sidereze I = I;x IXx ... x I & J =\y/ y:x>0, X ¢ I}
entonces,

(a) 3 xeWaxel
é bién
(v) A yeWtayeJ

Pars clerificar este teorema considérese la ziguiente ilu- tra

cidn: @) ' (b)
x4 :
e
AN
T,
, A Pt

\L& A |

< J

Teorer=: 3.4.- Conzidérese un coloreo de Z en rojo, blenco y =2zul,
entonces exirste un -ovorte rorcado T de V', vintadode
rojo y azul, y un ~oporte S' de V' pintnin de rojo y
blanco tal que T & 5' no tienen elerento: en corin,
pero todo elermento rojo eztd contenico positiv-roente
en § 6 3,
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Corolario 3.l.- Existen vectores no negztivos x €% & y€"" los
cuales son complerentariosyi.e.s Xgy; = o R
x;+ y;%0, para toda i =1, «es, I

Despues de lo=z re~ultzdos an*teriores, enuncizreroz el Tera de

los arcos colorezdos de linty en una forra genercl, en el conteX-

to de soporte- de vectores elerentzles.

Teorema 3.5.- Concidérese un coloreo dé loes elerento: de T Je rojo,

hlznco y =2zul (R, B & A resvectivarente. “en e € X,

entonces; '

(a) 3 S soporte elementnl marcado de Ware & T,
S RUB & SARE 3%

4 bién,

(b) 3 S, zoporte element:l marcado de W+.§.eoe 54

n c A S ¢ st
t2l que So RUA & o(\R 0®

Corolario 3.3.- Cada elemento de I puece szt en =2lgin soporte e-
lerentnl de ¥ 4 de "' pero no en 2-bos.
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4).- Teoria de liatroides Crientados

Ia teoria de ratroide~ »rientados fue inicinzda forr-lrente -
por Bland y las ¥ergnas en(4]r Follran y Lewrence en(V3d; b-z-dos
fundament~Irente en los travajor realizados por Iinty er Ra), Tul-
kerzon enl/3) .- Rockafellar en[28l. Existen verias definicionez de
matroide orientado, zi se de~ea conzultzr slguna ie ellas puede -
verse Pland y las Vergna: en (40

En él orecente trabajo solo ze usard una definicidn e ratroi
de orientz7o ctara lo cual concidérese un conjunto finito I, donde,
E = {el, ceey er} . Un conjunto marcaio X de E, es una parejo (Z{+,

. X~), donde X+, XcE&XNT = @; el conjunto subyacente e I, es
. . - +1y - ) .
definido como el conjunto X = XU X". Z1 opuesto del conjunto ¥ es

- —

el conjunto marcado (-X), cuyecs combvonentes son (-IC)+ = y  o--
(-7)~ = X, direros que X = £ X si X =¥ 6 X =-X. Denotareros
por(f a la colecpién de conjuntes rarcados de T y por _LQ_ 2 12 COm=
leccidn de conjuntos subyzcentes de los elementns de Li.e.

éo=«X1, Xz, LI BN ] ;{pk & _4>_=<£1, :‘?‘2, e 0 9 -‘_V;D\(.
Sean & & &% colecciones Ze conjuntos rarea’or en B, - =—= --

* * . . .
M=(Ed) & M = (E, L") es un nsr dqual e ratroides orienta-
dos, =i se cumnlen las siguientec condiciones:

(3.4.1) &'y __(Q_* son los circuitor y coecireuites ‘e un war -
dual de matroides I = (B, &) vy r__"‘ (g, 4%
(3.4.2) si Xed = -Xe L,
si Yo ==> -Y ¢ £";

3 T o= = X. = %3
(3.4.3) si Xl & Xee 47* & & = 52 > Kl = x2,
' -+ .
si Yl & EZC&’ & Yl = Y2 =) Yl = —Y2

(3.4.4) si Xedd , Ye Q¥ & ZNY 4P = .
(oY) £4 & (XKny)yu o0yt £ g.

Segtin la definicidn se dird que IZ = (B, (Q) & u* = (2,4"
gdn un par duzl de ratroidec orientados, M & * son matr-iic- o-
rientados, & & € * son oxisminmiene~ resnectivas de los matroides
M & M" subyacentezs a M & u* ¥y los conjuntos marecados Z¢ JAGHN?
Ye®R* son llarndon los circuitos ¥y cocircuitos orientados ‘e __

X & Y& I son ortogonales si:
(3-405) ;Snz= ¢
4 bien, si
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(3.4.6) (X'NYHU(XOY) #¢ & (XNYHUENY) £ ¢

Si X & Y satizfacen (3.4.6) diremros que X & Y son diconan-
tes, lo cual generaliza dz disonancia en el contexto de vectores -

elementnrles.
Ejemnlo 4. Considéreze la dizrdfica sisuiente:

-

Ias colecciones de conjuntos subyacentez estdn Zadas por:

_LC’_ = (2':11 .}_{29 33} & & * = '1.!1, 12’ Z3v _Y_4‘(
donde, I =Yeq, ey, eyt , Yy =ley, ey
Xy =leqs ey, egl Lp =18y o5l
I = \eqs ey e4r s} Yy = Yoy, ey, et
L, = ey ey, egl

es claro que I = (B, 0) y ¥ = (8, L% son un par dual de m:frog
des duale:z, los cu2les son precisarmente los generados vor 1z ~rd
fica subyacente (zin orient=cidn) de la gr4fisa consider~da.

Para encantar las orienteciones de los matroides zntericres,
nos baszareros en la orientacidn e la grdfica conrider=da, resul--

tando: G =14%, -Xy, X,y -, Xy, _x%
Q* =3y, -1y, ¥, -Y, ¥y, ~Y5, Y, ¥
donde: Xl = (XI, 31) con: II = lel, 935 & Hi = Beé
xz-_—(x;, ) x;=§e3,e,e< woT =g
X ’=.(X+ X7) - e el & =iz, eX
N O
Yl = (‘.‘l, Yl) Yl = ﬂel, e \ Yl = 7(
Y2 = (Y‘;, Y‘é) .Y; = l‘e4"- g. Yz = .595v;
' Y3 = (Y;, YS) Y; = ge3k & Y; = {el, e,
+ - F
= (Y Y = ¢ & Y =t 2
Y4 ( 4 4) Y4 {35( ~ 4 ,92y 03.

Y conriderando los inver:or de ectos conjuntes guednn confor-
mados los ratroidez orlenthos en cuertidn.
Sea 8<E y sea ﬂlobtenldo de (4, reemolarando cadz It&@_ nor -~

el conjunto marcado f cuy 2y corponenuos son

te ( XFNS)U(XTAS) & Xm = (XT\3)u(Z*n s)
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Obteniendo Q* de &* sirilarmente, %e dice que B(L*) se
obtiene de & (&™) por 1z reorientncidn de T. %n el ca<o e !'a--
troides revrezentable:s »or una matriz, la oneracidn conciste 2n -
nultiolicar vor (-1) deterrinada~ columnas de la matriz.

n zeguida ze Jderostrard un teoremn que generzlira el fera de

los arcos colorzedos de linty vara r-troides orientadct. T~te teo-
. . o £ .
rera estecianlizodo al c2so en que O y € son coleccioner 3e conor-
Tr

. . . 1
tes elerentales rzrecadon fe cubesracioes Ky K se reduce 2] *eo--
rema 3.5 de la ceccién anterior.

par duzl de 'atroi

Teorema 3.6.- Si ¥ = (E,0) y &% = (E, 0%) ez un i
des Crientzdes y pzra algin e€¢ E y una varticisdn de B
en subconjuntos R, A, By eeR =ol
éentes 21ternz*ivas =ze cumvdle:

(a) existe Xe¢® t21 que e ¢cX € RUBy X NR = ¢

é .
(b) existe ¥ ¢ €C* ta1 que ecY S RUA yYNR =¢

Mm,- (a) y (b) no nueden curm-lirse czirultanearente ya que ze ten--
dria qué: ee?.+ y éeY’ = e c¥nY =
(XFAYHYLGEENY) £ 4, pero YNR =g =%"NY" = d. Coro
X"OR =4 ==> YN =g =E'ny)ulxnt) =¢, 1o
que contra”ice al axirsa (3.3.4).

Ta descstrzecidn se realizard vor induccidn =obre p =|Ri.

0 una de laz zisui-

Si p =1, 12 rarticién tiene lz siguiente form=a:

Sesa BB unz bzve de B, zatonces existen 30- czsor excluyentez:
aso 1) 3BguUiel «F =) por el teorers 2.1, A B e & t2 -

que eeB.. “ea By = Z\B, unn cobrze de ¥ = )

€ B.rUlet t21 que ecY ¢ 0%, con 1o zunl =olo
faltaria rostrar que ¥ &€ RUA; suvongaros lo contra-
rio i.e., 3 e; ¢ B t21 que e ¢Y, por conctriceidn
de B+ ze tienn que ey ¢ By => B X¢ Bplie,t tal
que ey €X < BBUi-:x,{( =5 X0OY =leg, lo que conirnlji
ce al teorer2a z.H4. Tor lo tanto ﬁ/ e; ¢ B tal que,
eiéY, de 2qui q.e ¥ & RUA,
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Byubet ¢ 7 =5 T x € € tal que X € ByUiets RUB
Si el circuito 6 cocircuito orientzdo tiene 2 e ori--
entado neg=2tivarente entconces £0lo se reorientez 2 e

en el circuito o cocircuito en cuestidn.
Por lo tanto, varz [pl = 1 el teorersz ce curp
Suvongzrros vdlido el re-ultadio para tola warticidn X, B, A de

(D

E, con |[R!l = p, para p > 1.

P. D. que vale vara |R| = p+l

Sea Ry, Ay, B; unz particidn de I con ee€ Rl y %Rl‘. = p+l,
parz lo cual el re ult=do no ~e curnle.

Sea ejc Ry cone; # ey sean R, =R\ ep, By = Rj\ey, -
B2 = Bl + e, 33 = El, A2 = Al’ A3 = Al teq

&

/R,; ' st‘ Bb,!
e s

de donde, por cer \R2\ =p, (a) & (b) se =zatizfzce re-tecto a

Ryy W,y B, vor nitéteczis de induccion.

Si se curple (b) para Ryy W, ¥ B, imnlica que existe 7 € C*
c @ = 0 .= R —

tal que ee Y € 2, UA2 y Y'(\P.Z = @3 como Ry = Ry U(LQ]_} =>

RZU A, € ByUA,; y como ee Y RyUA, € RjUA, = U Ay ie.

ec YCRy U Ay;  ahora se tiene que Y™ N R R, = ¢ dstn sy -~

Y OR ‘\e1 = @, @on Jo ~uzl exicten doz casca:

caso 1) sie d Y =) Y NR =¢ de aqul 12 condicidn (b)
se s2*i=face nara 22 p-wrticién‘ﬁl, Ay, By

(.)

caso 29) si e ¢ Y"\ = Y'f\R —,{,' el“( conziderando 2l con-
junto: Y =y* b‘\elk, ™ =1 \eg
ez decir, reorientsr s e; ¥ ¥e mue tran 1o exirtennia
de e~te circuito ‘e ;‘f.*, el cuzl hace que e satizfn-
ga el revultaio (b) par~ la narticidn Ry, Ay, B.

Se puede ob-ervar que sz tiene una contradiccidn ya aue -nra
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Ry, Ay, B, se habfa supuesto que el teorerz no era vdlido.
Por lo tanto nzra R2, A2, 32 se debe saticfacer la condicidn
(a) i.e. 3 X e $21 que e€ X<R UB, & XNR, = g, y coro -

2
(2) no se cumple pera Ry, Aqs Byg%e tiene que K’F\Rl 04 -
pero TN Ry = N (R, Uteqr J = (;rmzz)U(x‘melk) = ——-
FUX" Ney ) #8 =) e;eX ¢ e eXt il (4)
Similarmente ahora, como 1R3\ = pyenionces el teorera se sa--

tisface vora ezta particidn.

Pero, si (a) se satisface para R3, A3, BB’ hacien’o un trata-
miento hombélogo vpuede demostrzr:e que ce cumple para Rl, Al,
B1 lo cuzl contradice la sunozicidn.

De aqui debe cumrlirse (b) para R3, A3, B3,i.e.{3 Y ¢ &% tel
que e¢¥CRUA; & Y OR = @#, pero coro (b) no ce curnle -
para Ry, 4;, By se tienc que Y NR; # @ ya que Ryl Ay= A\ Ry,
pero Y\ X, Y"f\(R3L)el) =(¥Yn R3)l)(Y~f\{eﬁ ) # ¢

pero Y MRy = g => Y Niepx #8

de aqui, e;e ¥ & ecYr L....(ii).
De (i) y (ii) se tiene que e« ¥" & eélf2+ =) XNY # ¢

pero XNY = ¢ . X
OY' = ¢ = (X'NOY)W(XTOY") =6, lo cusl con

tradice 12 condicién (3.3.4). Con -
12 cusl concluiros el teorerz, i.e., el teorers ez vilidc na
ra Rl’ Wl, Bl’~
c.5.q.d.
Para 1la vartieidén R = E, W= =¢ el teoremz2 3.6 ze convierte -~
en el sizuiente coronlario: ‘
Corolario 3.~ Y eecn sblo un2 de las ziguientes alternativas Te za
tisfaca:
(2) dZed tal que ezt & T =4
é
(b) AY @ ta1 que eeY & Y =¢
Este corclario contiene =21 lern de TFarkes. Par~ verificar 4c-
to, ez suficiente con tormor el matroile orientade cuyos circuitos
gson los sonortesr de .los vectores elerentzles de un zubesracio vee-
torial de Ja forr~ ¥ =i xeR™ / Ax =01} .
Debido 2 la dificultad de extablecer lo: re-ultndos acerda de
los vectore:z elementaler de la =eccidn anterior sn térrrinos ‘e cir

cuitos de un ratroiile oricntado, cerd nccezario definir estructu-
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ras generadas nor circuitos y cocircuitos e].enentale_s.

La cerrzdura marcada de & se define como sigue:
K (8) =§ ZCE / 2 y Y son ortogoncles VY&Q'W

Por la definicion de matroide orientado 2s claro que Qe )
y aue K () = - K () y ademds gf) = (4 $)czZ (&) De una ma- -

nera eniloge se define la cerrandura mwarczda de G

. . + - -

Se dird que Zy_conforrn a 2, si Zl < 2, ¥ % € Z5. Un con-
junto marcrndo Z tiene una descomvosicidn conformal en circuito- de
ci exist X e £ = ZU. . ) nda X,
E. el e.};is’ten ‘Ll, ) Xl{ C C’tal que Z_ ’X_lu _2U u.b '}Ek _Y C-d 1 J{l

tonforma a Z,
T 1 ~ 7 Ana n o ) K4 7
Sean Xl, X? 1y cgn;janto. rarcalos, _}23 conforra a (Tl,_z) si
XBCX UX2 v "S <Xy L)X
Sean Zl y 2( @ la com*)o'“lchn de 2, ¥y 23_2 es el conjunto -

g8 &y

* Ozt~ a-
Z = Zq0%,, cuyas corponentes sén 7%= = 7 (2 2 Zl) y -—

2" = Z U(Z \Z ), ez cl-ro que .ezta operscidén ez asociativa pero
no conmutntlv aderds 2 = 2, ¥ 2,. '

Teorema 3.7.- La cerra‘ura rarcada de I” estd formada vor los con-
juntos marcados que tienen una deséomvosicidén confor
mal en circuitos de i.

Dm.- Sea v{ (0) = {X / X tiene una descorvosicidn conformal} , =ea
2 el t21 que 7~ £ ¢ , Sea E el conjunto m~recado cuyas contvo-
nentes son %+= zZ vy 2= ¢ y zean ZQ\ \'g @"‘ el var duzl de ori-
entzcidnes obtenidacs bajo la reorientacidn Ze 27, ez decir, -~
siXel, ZNX#P = Tr=(@"\z2H)U(ENz) y -

"= (X°\Z7) L (XTO27), de aqui se tiene que:

ZeK(f) (=> 2e¢x(0) y

2.4(0) = 2el(B)
con lo cuzl, ec zt‘li‘iciente orobar el teorer2 cu~nido Z ez no
neg~tivo i.e. 27= @. -
51 7%= Z =@ => el tecrema se 2ntisfuce.
iunéngare que zt= Z2#@,seaR=2,B=¢ yA=2I\2Z; zi oo-
tisfrce 12 alternntiva (b) del teorera 3.6 se tiene par~ 2l--
gin e€ Z que, 3 Yed* tal que ec T € RUA = ZU(E\Z) y
" Nzt- g, yeoro 27=04 => (yNnzHv(zny") =9 vy
YONZ #@ =) 2y Y son no ortoronalery i.e., Z2¢1(C€), lo que
es una contr-’iccifn ya que 7 e® , vor lo tanto la alterns'iva
(b) no 12 satizface, de donde re debe sati-facer 1a alternnti-
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va (a). Sin pérdida de zeneralilad surongemoc que:

Z = 2t = ﬂel, ooy eﬁz R entonces, para tedo e € Z exizte -
X e tal que e, € 'i RUB = 2" & Y’(\”+ = ¢, entonces
tenerﬁ,ou, .1UX U e VX € ¢zt & zte ‘( UACU...U" s DOT
lo tanto tencros que Z = {l szl...L)Tk, nor lo tants tene-

ros que Z €7 (&).
C.S.q.d.

Un corolario del teorers anterior estari~ estavlecido =2:7:
Corolario 3.7.l.- Sean il = (E,0) & M = (E,AL*) ratroides ducles
orientados => 3 XeX( Q) & YcZ(L¥) £l --
que XUY =E & XNY =14 |
Lema 3.7.- X(£) es cerrada bajo la corvosicién Ze conjuntcs mar--
cados.
Dm.- Sean X & Xzeldéﬂ) y conziderece X = 4o X,
P. . Ze¥x(G)
Suponganor T¢K(0) =5 Ave &% tal que:
(1) (NYHuErny ) =¢ &
(2) (X0 UE'NnYy) =g
De (1) tenemo:, (xtnyty = ( (’ )f\Y =
= (xlny ) U ((:{;\pr\:r*) = g
, = K{f\‘f‘“ = ¢
Por el mismo razonsriento X" VY =¢ = Loy = ?
=) L, NY = g = 5 & Y son no diz onanus", de 12 rpirra -
manera X2 & Y zon no dizonnniez y Xzf\x = @ lo qua ez na
contraliceidn y2 que X ¢ (0.
ehorz, (LNYIU(E,NY) =¢ = ([UXL)0Y
por lo tanta, Xe¥( Q).

Ny,

. c.5.q.4d.

En la seccidn anterior ce analiza en 8l ‘teorer- 17 exi~iennia
de un vector element2l en el cubespacio 7 g ut re-tringides 2 que,
c22a cornonente del vector ce encuentre en un cierte interv-’- Ij,
Ij (aa, bJJ, en el contexto de ratroiier orientaieo~ I (u, %

& ¢ = (Q ) se encontraran cosndicioter cuficientes y neco-rins
pora exhibir 12 exi~tencia 1e un conjuntyrnrenio Ie K( )y suicto a
1oz rerstricciones ‘el signd de ca.a elerento, ozra lo cual conti--
déreze una ovarticién I de I en cubconduntosz: I(0), I(+), I(-), --

il

I(-,0), I(0,+) y I(-,0,+); dirermc> que I e3 una re-triceidn ‘2 I.
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para un conjuntomarcado Z se tiene que ZE€I si:

zt € 1(+)VI(0,+)UI(-,0,+) & 2~ € I(-)UI(-,0)0UI(~,0,+) &
2-I>0 si 2% € I(0O)L I(+)V I(0,+), 2~ € I(O)VI(-)VI(-,0) &
(z'*OI(+))u(z"NI(-)) ¢ 4.

Teoremz 3.8.- Jean ! = (E,[) & Y = (E,[,C*) ratroidas duales o-
rientado~ y sea I una rextriccidn Je T entoncecz exac
tamente una de las siguienter conliciones ze satisfa
ce:

(a) IXeK(Y) tal que Xel

6 bién

(b) 3 Yed¥ tal que Y IO —

Dm.- Suscong-rHs que e¢ I(-)UI(-,0), sean T @" orientaciones o-
btenidas - ie @ & &%, reorientando e, y sea T obtenida de I
al rerover e Ze I(-) 6 I(-,0) a I(+) & I(+,0) renectivarznte,
se sizue que 12 alternative (2) & 12 (b) e zatisface var: -
Q,6* o T i y solo =1 e satizface para Z\Q*, A e ?, de ~
donde poderos supdner sin perdida de generaliiad que I{-) =
= I(-,0) =@, 31 I(+) = F = gec¥(QQ) y =2atizface (a) y (b),
por lo tanto, wu-ongarod que I(+) # @ y S.P.G. que:
I(+) = {el, -++y 2. Ahora, zplicando el teoremn 3.6 con l2
particién R = I(+)UI(0,+), B = I(-,0,+) & A = I(0); si la
alternativa (b) es 12 cue ze ~wmole dara e¢ I(+) ze tendriz
que 3 Y ¢ 421 que ecY<RUVA & Y QOR = d,i.e.,
ecYcI(+)UI(0,+)UI(0) & Y N(I(H)VI(2,+)) =0
=> Y = @cI(0)VI(-)UI(0,-) & Y € I(+)UI(0,+)UI(C)
coro YT NI(+) £ #, se tiene que Y*I»0, i.e., ze zatizface (b)
de éste teorera.
Ahora, si la gue %e curtle en el tecren: 3.€ er (a) tendrin-
mos para todo e; e I(+) que, 3 X e () tal que e;& Xsc R
y XS(\R =@, vara j =1, 2, ...y k ,
i.e., e.€ _If.\.ch(H 0I(o,+)VI(-,0,+)
(IHUTGNNG = ¢ o ¢ :cg

y se tiene quc X = Xp°X, ... 0¥ satisface 1n alternativa (a)

del teorem..
c.8.q.d.

ari - 71 X, Xe0 : Py uesng)
Corolario 3.8,1.- =i 10 $5¢ (W) & ee(.lﬂ =y U( .1(] )
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= ‘31(3@.2{((,0)1:&1 que eé§_3 L&

v+ + -
([ UZ) NN )V NT;)) €X & X, con-
forra a (Xl, Xz).
- Aplicando el teorema 3.8 al Corolario 3.8.1 teneros el sigui

ente:
Corolario 3.8.2.- §i X, X, eK(Q), eke(X;(\XZ,)U(IiﬂI;) &

8 & (XI\XE) U(X‘i\ ¥F) = existe un circuito
orientado X ed tal que e ¢ Ly ejeXy & Xy -
conforma a %Xl’ XQ).
En ca~o de que I{l & .:{2 sean circuites orientalos, el corola
rio 3.8.2 re~ulta zer unza srovniedad nara circuitos crientados, la
cuzl imnliez la definicidn de liatroide definida vara circuitos --

-

(2.1.€) para lo: circuitosz del Matroide subyacente I, lo cuzl ver-
mite dar una axioratizecidén mds elegante de latroile Trientado, =-
ver Bland [41.

Los siguientes corolarios el teorema 3.3 fueron precentados

en l2 zecci<n 2 de este capitulo .vara vectores elermentales. “on u-

na extensidn 2 loc teoremzs 4de complerentarilad ortogonal de =ub-

esonacios de WR™.

Corolario 3.8.3.- Semn I = (E,@) & ¥* = (E, @) mn par dual de
latroidesz Orientadosz y sez R, 3, A una »orticidn
de B == existen Xe (), Yer(«™) t2les que
ZcRUB, Yciua, XY =4 & neiOy?

Dm.- Dada la particidn =ara z2lgzun e ¢ R, selesccionaroc ?:1(- E)

tal que gl € RUB, X']'_ﬂR =§¢ & | X, NR| es roxiral.

Sea I(+) = R\Z»_l,, I(-40,+) = A, I(0) = LUB, tor~ndo en el -

teorera 3.8 @.* en lugar de X g Oen lugar de €% se tiene: A
si se satisfzce () entonces, T Ye K( &f) tal que Ye I, i.e.,
YW € 1(+)01(0,+) VI(~,0,+) & Y & I(-)UI(-,0)UTI(~,0,+)
=> Y € (R\Z)U Y € A

de aqui se tiene que ¥ = R A, por definicidén de 1~ narticidn,
ﬂ e G;Sl tal que ejc-‘f+, y coro YO & A = ;&lﬂi = g,
Rext UY+, i.e.,se deruertra el corolario.

Si tal Y no existe, i.e., se cumple la condicidn (b) en el teo
rers 3.8 tencros que exicte Xy € ( ta1 que X,* T>0, por defing
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cidn tenemos;

€ T(+)0I(0,+)UI(=,0,4) = X, € (R\X))UA
€ 1(-)L I(-,0)U I(-,0,+) => X; € AU(X,UB)
(x*nr(-))U(*c'nI(-)) 2 4 = (0R\X)0U(5NE) # ¢

= xr\\ F 7
X ﬂA—z (\I(-o+)=¢

ORE = KNI+) = ¢
vy OXNI(+) = GO(RNK) # 4

o + - + + R _ o= « i
pero X = Xl X2’ X = Xl U(Xz\?{i). X = KIU(J{E A(l)
se tiene: X NR=¢, ZX=XUZX, €RUB

~pero | XOR\ > 1X,NR| que és una contradiceidn,ya que | X;0RI
era maximal. ’
Por lo tanto, ~e cumrle 30lo (b) para la restriceidn dada.
c.S.G.4.
Corolario 3.8.4.- Sean e*, @''¢ E con e' # e'', entonces exi-te _
XekK(Q) tal que e' €X” y X € de''t si y solo
ci no existe Y ¢ tal que o' eY', e''¢ ¥, Y =¢
Du.- Sea I(+) =4{e't , I(-,0,+) =te''t , I(0,+) =E\le', e'"
Si se cumple (a) del teorera 3.8, ce tiene que existe Zc¢ (&)
tal que Xel i,e. '
I(+)V1(0,+)V I(~,0, *)? => X' € letUENe', e

c
X & I(- )UI(— O)UI(- 0, +)
! = e'el(+,X'Q¢U¢Ue",dog

de X € Se''t
de donde no re curple (b) (yaque ce curplio (a))
1.e., no ‘exizte Ye¢ (df t2l que Y-I >0
e I(0)UI(+) U I(0,+) => Y' S {ert
€ I(0)U I(-)UI(-,0) => Y =¢
de donde, e''¢ Y. Con lo cual queda demostrnia la imnlicmcién
asi (=).

Si se cumple (b), exizte Ye & tal que Y'I>0 =)

m



de donde, por cer (a) y (b) exclucivas no se cumple (a) i.e.
no existe Xe¢K(® ) que curpla condiciones del teorema.
c.s.q.d.

SiMy M* se asécian con problemas de programacidn lineal, se
tendrd que el corolario 3.8.4 puede verce como el tecorema de duali
dad debil de vrograr~cidn lineal. Y el signiente teorera, como el
teorema de dualidad fuerte.

Teorera 3.9.- Sean ¥ = (E, Q) ¥ u* = (E, @*) un par dual de ma--
troides orientados y sean e', e''¢ E con e' £ o'"',
entonces exactarente una de lac alternativas sigui-
entes se cumvnle:

(a) existe Yed tal que e'gé X, e''e Vol yX =¢ 6
existe Ye Q" tal que e'e Y, e'' ¢ ¥ y Y = ¢

(b) existe X; «cQ y Y;¢ @* $a1 qe e'e@g’e {e',
e'' ¢ YI, Y] Elety XNY et o'

Por la complejidad de 1o orueba de erte teorema ‘e dejz su -
demostracidn, ya que éstd se lozra generalizando el metodo ziroslex
en el contexto de llatroides Crientadosylo cuzl es un pacso ruy :com-
plicado, para consult-s al resvecto puede verse Bland (2 ].
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IV. PRCGRANACION LINEAL EN EL CONTEXTC DE
MATROIDES ORIENTATOS

1).- Introduccidn

En este choftulo se llevard 2 cabo un trateriento del troble-
ra de Prograracidn Iineal en ru forra estandaid)hﬂsta expresarlo
(2si coro su duzl) en términos de cubestsciosc vect-rinles ortogona

lez, con el fin de excrerar dicho~ vroblerss en términos de los 3

10 1

portec 2lerentales de los cutesvacios generadoz, introduciendolos
asi al dontexto de lMatroides Crientados.

Un trabajo sirilar al que re pretende aquf, fue realizado en
el capitulo I, cuando se e tzblecid el esquera de Tucker, la Aife-
rencia radica en que el ezguera (1.3.3) fue genera’'o a.través de
dos problemns duale= estzblecido- en su forra candnica mientror -
que en ezte capitulo se inicia el tratamiento con el crobler=z nri-
ral en =u ferma estandard.

=

b
=

3

o
\

Es posible que se viense que se estd llevando 2 cako u
jo duvlicoado, perc esto no ocurre ya gue con este trotamisnte -e
tienen dos enfocies diztintc- que coadyuvan al entendirients del -

>

probler= en el contexto de ! 2troides Orientacos.

Prosigue el capitulo exvonizndc e de uns forma clara 1l=os nrin
cioales definiciones de Prrzraracion Tinesl en términos de elearen-~
tos de los ?atroides.Orientfios, concluyenio e-te caritulo cu~ndo
ce ectablece el teorerz 1.6 (Teor:z: = Princinal de la rocrasr: ciin

Linezl) en e~te contexto, el cuzl fue de~de &' inicio el objiectivo
princip=21 de este trohajin.

2).- E1 Problemz de Procrar~cién Iine2l en el Con*exto <e Iatroides
Orienta’os.
Congidere el P.P.L. en su forras e+taninrd

t
h{ax (c., -QO,CI]).(x" ooo,x’\)

S.8
8.\‘ ] ooy a\ x\ bl
. . » . - »
. . . = .
. . . .
a"‘" ee0 ey a I.\ b

X\, esey xﬂée
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- +
Introduciendo 1a varisble X,= (Cyy ecey cn) Gy ceey Xy ), el
problera oduede reeceribir:-e como:
Vax Xq
S.8
l, "'C\, eov oy —Cn‘ XO r.O T
Oy 8119 ecey Bun X, b,
(4.1.1) see@e e E E E E = E
{O B...., cvsy a8 mn LXV‘ me
x|, aee 9 x"\é O
Utilizando la variable auxilior Xneel vroblera (4.1.1) |cued=a=-
ria asi:
Max Xo
sS.a
1-’ -c\, seeoy "C(\ xc-" ro-‘; E’O"
O, B,,9 erey9 7 Xy, ‘b\ ol
. . . S =Xyt e ‘= :]
O, am‘, CICAC 8 ma xf\.’ l_bmj 01
Xan= 1
x\, ee ey x-"io
o btans
Max Xo
s.a
1, "C\, eec 0y -C.‘, O [-xﬂj qu
' 0, a“ g ooy a“‘, "'b‘ X' O
(4.2.2) oo 3 A N E
O, am\, es 0y ap.\, ‘bm X“ .
[ Xl |
I =1

x., ceany ant‘o

71 nroblema duzl de (4.1.2] esz . .

.
.
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Min Armen
S.a Ao= 1
-0., seey -Cn
K vy eeey Oyn
(4-1.3)-0.. ()\o,}“, .c.,l\"‘) : ‘ .

i
(@

aM\, eo oy a mn

)er(%\b\+ eee + hﬁan =0
donde (Ncy A1y eeeysimpred Son laz varinbles duales.,

Para exvresar el problera (4.1.3) en térrincs de elermentos del
e-pacio vectorial ’\Q\"“, se introduce el vector:

l,‘-CQQ e s 0y -Cn, O
O, B.'“ g oeey a[\" [ '-b‘
(yg’ yl’ eecey y“, Yn,\) ='(BO,}\', coo,)\M) : : E :

L] . L3

O, 8."“, ce ey am", -b'h

Utilizando est2 expresidn y denotanio nor A = la ratriz yaal

vector (Noy Ay eeeydm) Se definen dos suiesvzcios vectorizles d2l -=
. e . s
espacio R Ze la siguiente forma:

W =(y = (Joy eoey Jam)e W™/ AL = 3}
W = 8% = (Xoy eeey, Xaud 6 TR/ Ax = O}
Estos zuberpacios son ortogonales, e decir gque n-raz todo —
xeW' & yeVW, ze tieno que x-y = O
De estz forra, los problemas (4.1.2) & (4.1.3) queion estable
cidoz resnectivarente coro:

’ Max Xo
g.8
Xon= 1
(4-1-4-) XEEEXEK] x(__wl.

X|g re0y Xf\é O

Min ¥a,,
s.a
YYo= 1
yeW
Fip oeey yIn20

(4.1.5) cevvene
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Puede observarse que un vector (x,, xl,...,x,,)é R"™es so-
lucién del problema (4.1.1) si y solo si el vector (X, ,X;,e.yX,,1)
que esta en [K’ o8 solucidn de (4.1.2). Analogamente, lor puntos
extremos del poliedro ($),fomado por las restricciones de(4.1.1),
estan en correspondencia uno a uno con los puntos extr-.zos del po-
liedro (P), forrado por las restricciones del problema (4.1.2).

Observese que P puede expresarse como P = Hn'.'f‘no, donde H es el
hlperblano Xpp= 1, .’!‘Les el subesp cio generado por el problema pri
mal y O es el primer ortante de TR es decir X;,...,X, * 0. Torando
en cuentz la definicién de cono del Apéndice B es posible verificar
que C w w‘r\o es un cono.

Usando esta representacidén de P se probaran una serie de propo
siciones que permiten expresar los puntos y rayos de P coro vecto-
res elementales de wt, '

Proposicién 4.1.- d es rayo de P si y solo si deC & [d]‘;'\H =
Dm.- €=) Sea d&C tal que [d](\H # entonces:

(i) d;:20 ya que de ©
(1i)Ad = 0 ya que deW*
(1ii) d,7 O porque @he = ¢
Sean xcP & A>0, seay = x +2Ad
por (iii) x, = %=1 =) yeH
por (ii) Ay = 0 = Ax + A = yeW! ,
por (i) d;20, ;20 & A2 0 =y =x;+Ady 2 0 = ye Oy
por lo tanto d es un rayo de P.

-)) Sea d un r2yo de P y sea x€&P entonces para toda A2 0
x+Ad e?
como X +Ad&P.se tiene que x,,+x d,, = l,por lo tanto
28,,=0 & A=048 d4,=0, si X=0 , x Ad = X€ P
si dp,,= O entonces [_d]‘QH =.4.
Sea S(d) y S(x) los soportes de d y x respectivmente.
sea 1€ 5(d)NS(x). Como x +MdeP nrara toda A> O se tiene
que xy+Ads 2 O,y como es para toda A se tiene que Ad¢ pue-
de crecer coro se quiera , de aqui ce sigue que d4;= "
es decir d4dg C.
como x +Ad& P entonces Afx +\d)= Ax+lAd = 0, como xeP
Ax =0y por 1o tanto AAd = O ,entonces A=0 4 Ad = 0,3iA=0

]

1
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x+Ad = x€P , de agui Ad = 0 es decir d€.‘.’.’L.‘

Por 1o tanto . d es un rayo extremo de P é&=3d «C & [@nH = ¢
C.S.Q.d.
Como una generalizacién del resultado anterior puede demos-
trarse la siguiente proposicidn.

Proposicidén 4.2.- d es rayo extremo+de P si y solo si d es rayo
extremo de C & \dJ0H = @

Dn.- Sea @ un rayo extremo de P por la proposicidén 4.1 deC y

Eﬂﬁ1H = ¢, de aqui resulta que lo Unico que hay que demostrar
es que d es rayo extremo de C.

Sea C'= Rayos (P) ={d&C| dw,= O}, entonces basta con demos-
trar que 4@ no se puede expresar coro combinacidn lineal no
negativa de los rayos de .C\C' , lo cual es obvio porque pa-
re todo d', d" ¢ C\C' se tiene que d,,# Oy 4 # 0.

El inverso es obvio yz que se tomarfd un rayo extrero de C
tal que es elemento de C',

por lo tanto un rayo extremo de P es un rayo extremo de C que cumple
4
con [dnH =g,
C.5.q.d.
Para establecer la relacion existente entre los rayos extrer

mos del cono y los vectores elementalec de W' se establsce la si
guiente oroposicidén.-

Proposicién 4.3.- 4 es rayo extremo de C si y solo si d es un
vector elemental no negativo de Wl.

Im.- =) 8ea d un réyo extremo de C y considere el soporte S(d)
del rayo.

Supongese’ que 5(d) no es minimal entonces existe e' # 0
vector elomental de " tal que S(e') € S(d).

Sea e"=4d - 8', clararente e' puede ser escozido de tal
manera que e" @ 0, por otr2 parte e’E%ﬂ ya que es combi -
nacidn lineall de elementos de %

Despejando se obtiene d = e'+e" lo cual contradice la
definicién de rayo extremo.

Por lo tanto d es un vector elemental no negativo de wi
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&) Sea d un vector elemental de W no negativo y suponga
que d no es rayo extremo de C entonces existen d,, d1cC
tal que a = d,+ d, como &=0 i = 1,2%e tiene ques
S(dp € S(d) lo cual contradice el hecho de que 4 es un
vector elemental no negativo de WL, por lo tanto 4 es

rayo extrero de C.
c.8.q.d.

De los resultado- obtenidos en las proposiciones (4.2)'y (4.3)
se obtiene la derostracidn automatica del siguiente resultado:

Provosicién 4.4.- d es rayo extrewro de P si y solo si d es un
vector no negativo y elemental de W que satis-

face con @]‘(]H = 4.

Con el cual ce obtiene la caracterizacidn de los rayos extre-
mos del poliedro P en térrinos de los vectores no negativos y ele-

1 l
mentales de V7,

Para obtener la caracterizacidn de los puntos extremos del po

liedro P serd necesario derostrar la proposicién siguiente.

Proposicidén 4.5.- d es un punto extremo de P 5i y solo =i 4 es
' rayo extremo.de C ¥y @TAH £ d

Sea d un punto éxtremo de P entonces de C y
[drﬁH # ¢, solo basiaria demostrar que 4 es rayo ex-
tremo de C, pero como no se puede exvresar a d como
combinacién lineal no negativa de elerentos de T,el
resultado se satisface. . ‘

‘ El inverso se deruestra de una forma obvia ya que
como d es rayo extremo de C no puede ser exnresado co
mo combinacion lineal de elementos de C y en particu
larde los elementos de P.

Es claro que uti’izando las proposiciones (4.3) y (4.5) se ob
tiene inmediatamente el siguiente resultedo que caracteriza los
puntos extremoz,que por el teoremz 1.1 las solucioner bfsicns del
problera de Prosramacidn Lineal,como vectores elermentales del subes

pacio Wl.
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Proposicién 4.6.- d es un punto extremo de P si y solo

\

D si 4@ es un vector elemental no nesga-
Tl | “tivo de W tal que [dr?\H £d

Demortradas las provosiciones anteriores, ze vrocederi a ez-
tablecer laos nricipales definicionez de Prozrartcidn ILineal en sl
Contexto de l'atroides Orientalos. )

Asi, una =olucidn factiible 21 vroblera (4.1.4) es un vector de
la forma X = (Xoy Xiy eeey Xny Xawy =1), 10 cual en términc- del la-
troide ganera’o por loz soportes rarcn.os elementales de W* er equi
valente a2 un conjuato raren’o X eX((Q) que satizf-ce qua enn it &
X € 4eo.%. Loz conjuntos marcado~ que zatisfacen enta oroniedai zon
llarados conjunto= rarcalos Primal factibles. De una forr: =anilosa,
puede notirse que unz -olucidn dunl factible correzponde 2 un con--
junto marczdo Y ¢%( €&™) que satisface: eg €Y' & Y™ & {en,) lo cual
genera 1z definicidén de conjunto marcnio Tuzl factihle.

Ia sicuiiente definicifn 2 conciderzr ez -+ solucidn b leca fae-
tible (8 solucionez exirerzs, por el teorera l.f), 1o cutl wer laos-
propociciones 2nteriores (particularmente la 4.6, ~e tien: ome, los
conjuntoz rarcadas H¥~icoz vara lo- ratroides orieat: 03 son loz --

-

conjuntoz rarctic~ aue saticfocen:

(4.1.62) ovee. TXel, e..eX & T €4eo

(4.1.6b) eeess (XN em) Ve es indeveniiente en I,

Realirzndo un anilizir en el contexto de 1a Prograrzcion Tinerl,
la definicidn anterior de conju.to m-rea'c bdsico gqueda est=tlecido
como:s )

la condicidn.(4.l.6a) se refiere a que sl vect-r elemen*:1l cor-
re-randiente a X sen orimgl factible, coro Xe & ze gorontiza que el
vector con-~iderndo sea elarani~l lo que vor 1o nropozicidn 4.6 28 un
punto extremos del ’:ol.iq.dt‘o._ '

Iz e~ndicidén (4.1.6b) es andlosa 2 1z zimuiente: existe una --
baze B de M tal que €..$B, €, ¢B & Y\ ew, & B; i.e. exitte in con-
junto B' de colurnaz de & en (4.1.1) que f-imon una base del e vacio
generndo por la colurn~s de A y contiene 2 A° 1z columnz de i aco-
ciad2 a 12 funcidn objetivo x , i b ectd en el esnacio menexr:io por



por las columnas de A (1o cual se zige 21 tener e.\,\éy, de aquf
ge tiene una exorecidn unica para b como corbinceidn linenl de las
colurnas de A que ec~tan en B\

De donde se-despyende que exi~te un vect r bd-ico i¥nico - -
(Xoy oesy Xn) que satizface: b = A (Xoy ooey Xa)' ’ .- - -
S(X oy Xy eevy Xn) € W/ A€ Bl , v adends X,y Xap eery X 2 0 de
donde S{Xpy ..y Xn) S e,

Realizando un ectudio andlogo vero ahdra cobre el nroblera —-
(4.1.3), el cual es el dual de (4.1.2), es posible observar que las
soluciones bdricae factibles Jel dual (utilizan’o la exprecidn del
problema como en (4.1,5)), corresponden a conjunto: mzrenlec de @™
que satisfscen:

(4.1.72)  e.ve. Ye@* 00 c Y & Y € leant

(4.2.70)  +.... (¥ N\e.) + @a. es inienendiente en U".

Para e=tavlecer 1-s condicionez de ovtiralii~d en el contexio
de ratroides orient=dos, ez neces=rio conciderzr la optimnlidad en
términos del esquera de Tucker, orra lo cuzl antes de establacer
les condicione= de ovtiralicdad, sera necesario estcblecer la defi-
nicién de comnlementarid-d en el contexto de retroider “rientodocs.

Un par de conjunto:s marendrs Xe¢K(©) & YcX(&¥) son con-
plementarios si INY = {e,, e.d Si X es orirel factible (Y dual
factible) y exizie un conjunto marcado Y dual (X prirsl factible)
t2l que X & Y son comnlerentzarios entoncec X ez priral ontirel

(Y ez dual optimal).

Esta definicidn en el contexto “e matroifez orient~doz esta-
blece 1z "optirzlidod" mara un par de problenns duzlec en térr.inos
de corolerentarid=d.

En téwmilnos de Trogramacidn Iinesl, la solucidn dptira ez en--
contrada al ir aumontonio laz bases, con columnas agncizdes a varia-
blez Xy que en iternricnes anteriores del método =zir slex nc ce encecn
traban en la baze. l'edi~nte esta iden nuede eziorlecerrec una carac-
terizacidn en el coniexto de mo‘roides orientn’cr de conjuntos ~u--
mentzantes de 12 sisuiente forra: .

Dado un ercnjunto nrir~l factible X, ¢ K(& ) re dird que X¢x(6 )

. + +
es aumentante con regpecto n X, 31 e°¢X1 & é.,.¢%, & Ti& X,
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Con lo cual un par dual de probleras de Progremsicidn Lineal
quedan estatlecidor en el Contexto de Fatroides Crient:’os coro --
sigue: ‘

Dados M = (B, 9) &M=z (E, Q*) un par de ratrcider crien-
tados, el ovroblera consizte en encontrar conjunioc rarcados X e ¥( (9)
& Y e x( Gl*) que zesn priral optimal y dual ovtirnl respectiv-ren~
te. '

Es precico notar que en PFrogramncidn Linezl es de interéds en--
contrar tonto el valor de la funcidén objetivo como el vector con el
que e logra Zicho éntimo,:mientras que en el ¢ontexto de atroides
Orientados lo que e <dezea es encontrar el sovorte rorca’to del vec-
tor elemeninl que satisface 1z condicidn de optir-lidad; torando -
en cuenta que alguna componente de dicho vector es 1la que se refie-
re a la funcidén objetivo.

3).- Teorera Principal de la Programacién Line=zl
Para el desarrollo de exta ceccidn cerdn con-~ider-~’o- Jdos sub-
zoacios ortogonalec de TQfs de 12 =ziguiente forra:
Sean ze@™, we " & A= (81 Jpypu, un? mairiz dada.
Sea W =7~\y = (Zyy eoey Zonyy Way ooy W) =™ zA = wl
Wh=dx = (2%, 23, seey 22 WOy eeey WA e RV wiAT = —29)
Es clarc que % & W son subespicioz de W\
que zon ortogonzles ccnsideré xe W' & yeVW. P.0. xey =0
Xy =2 2° wwo = z(-woAT) + (gA)-we =
-ZW“ tooetWEATRT = oo ~Zn(Wi2e,FosotWnd ma) +
+ W 2 et Zmpen) Fouot WR(ZAInHuL 2w M) = O
por lo tanto W & W' son ortogonzles.

s dar~ derc~sirar

1}

Estos suta7czcios soﬁ los que se reprecsentan reliante el esque-
ra de Tucker en la ceccidn 3 del canitulo I (e=quera 1.3.3), toran-
do en cuenta l-= simiienter convider:ciones:

- Para V.- 1o~ vectores (2Z,, seey Zm) & (W, euuy Wa) eztan
reprecentedos en el ezquora (1.3.3) DoT (¥, Fay eeey Ymy 1) &
(Fenms Yooy soes ¥ mew W) Tezvectivorente. '

- Para W*.- lo~ vectores (2%, ...y 2ZW) & ( WY ..., Wa) 391

representndos en el ecquera cor0 (X, esey Tey ¥) & (Xemwy eoey Lawapl)
respectivarente.
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Puede notarse que los subesracios en el esquerza (1.3.3) estdn
en un espacio de dimensién n+m+2 = M + n,=N.

E1l teorema (1.6) vuede verse coro una versidn conztructiv~ de
los teorermz2é de duzlidad en nrogram~cién lineiL rero utilizanio el
hecho de aue un o2r de nroblemacs duales generan un par de subeszna-
cioc ortogonales ezte teorera nuede Ter anslizado cor.o an reculiado
de los soportez elerentzales marcndos de cubesvac .2z ortognnale~. ¥
con:iderando cu~lquder matroide orientado coro fve d-Finido ep el
capftulo III, puede verse como un teorera fundamental de lor motroi-
dec orientados (Teorera 3.9)

1 Asf, el renzlén corre-pondiente a y, en (ii) del re-ultado del
teoremrs princin2l, corresponde a un vector element2l de una ba-e de
W, cuyo soporte es element2l y no negativo de W que contiene 2l e
de 1a ultira columna.

Tomando los posibles resultados del teorera nrincival (1.6) y
conriderando al resuliado (i) cormo alternztiva (a) y los rezultados
(ii), (iii) 6 (iv) como la alternativa (v), se tienc que el teorera
(1.6) qued=z establzcido coro:

Teorena 4. 1.- Distingase dos elementos de I, uno nezro y otro zris
(conziderado~ como el ey del iultimo renglén y el e
correspondiente a lz ultire colurna del efquern de -
Tucker) y vinten-e los otros elerentos de blanco;
entonces una y solo una de las alternativaes siguien-
ten se cumple:

(g) Existe un soporte elemental mzrcado S de W que -
'contlene el elemento negro po:s tiVﬁmenfe ¥y un so-
porte elerent2l rarcado 3' de wt que contiene el
elemento gris nozitivamentz, t=l que ninmin ele-
mento blanco se encuentra en S & S' nemativoren-

te, y ninmin elerents blanco se encuentrm en m-
bos a la vez.

(b)-Exi~te un soporte elemental marea’o ~o nerativo
de W que contisne al elementr gris,. .:ro no con-
tiene al elemento negro, &

-existe un soporte elamentil rarcalo no nezativo
de Wk que contiene al elemento negro, vero no con



tiene 21 elemento gris 6
-existen ambos. '

Esta maners 73 expresar al teoremna princ;pel de la programa-
cidn line2l es una forra particular del'teorema 3.Q v ra ratroides
orientados, con-~iierando como conjuantos rarcados de los matroides
duales ~ los soportes marcado:z elementales de W & Wl.

En términos de conjuntos marcados el teorernz 3.7 estzblece que
gi existen conjunto:s marcador priral y dual fzcetibles entonces exis-
te:: un par de conjuntos marcados corplexentarios t2l que ze pueden
exnibir conjuntons mzrcados ontirales.

Para encontrar el vector que optimiza el »nar duzl de problemas
de prograrncidn lineal, se utiliza el método cimvlex de Cantzig del
cual ce establecid. una versidn en la zeccidn 3 del copitulo I nara
ser avplicada =2 provlemns establecidos en el formato <e “ucker, de -
lo anterior es nosibls penzar en un "método simnlex" en el contexto
de latroides Crientzdoz, vaora encontrar conjuntos rarcado:z ontima-
lez. Esta idea -urgid cuando Rockafellar en [15], eit~blecidé 12 teo-~
ria y fundarentos de los vectores elementales, pero fue Eland en (3]

qu{awy inicio loes trabajos sobre e:té carpo, ectableciendo una
regla e plvoteo, var2 encontrar conjunto:z rmarcadoc ontirzles, ruy
parecidz al método cimpley vara encontrzar el Sptiro 2 orobleras 1li-
neales.
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CONCLUSIONES

El presente trabajo fue enfocado al estudio de los aspec-
tos corbinatorios del teorema principal de la Programacidn ILi-
neal, lo anterior se hizo posible estudiando los origenes de -
la axiomatizacidn y estructura de los latroides Orientados.Zs-
tas estructuras fueron adecuadas al proposito del presente tra
bajo, pues algunos teoreras de Programacién lineal son equiva-
lentes, en su aspecto combinatorio, a resultados establecidos
para latroides Orientados. '

Ios inicios de la axiomatizacidén de los latroides Orienta
dos fueron realizados por lMinty en el contexto de digrafoides
{22], lograndose una extensidn a subespacios ortosonales de R
medisnte el trabajo de Rockafellar en {251, en el cual se men-
clonz2ba que todo lo referente a estos subespacios deberis ser
vdlido para estructuras ain no definidas, llamadas por 41 Ma--
troides Orientados. ILa extensidn de tan importantes resultados
fue lograda por Bland en(é], donde culmina la axiomatizacidn -
de los Matroides Orientados. Cabe mencionar que en forra inde-
pendiente ILawrence y Folmnan[lé} v Las Vergnas[}é} consiguie--
ron axioratizaciones equivalentes.

Un trabajo ruy importante y fundamental realizado por ---
Bland en [ 2) es la extensidn del método simplex a un método si
mil=ar vero en el contexto de lMatroides Orientados.

As{, como conclusiones del presente trabajo es posible esg
queratizar lo analizado en el mismo, con el siguiente esquera:

n

. Matroides Orientados
Teorema 3.9
Programacién Lineal - Teorfa de Digraficac

Teorera 1.6 > Iema 3.4
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Si se considera el teorema 3.9 para el cacso donde los Matroi
des Orientados estan formados por los soportes elementzles de dos
subespacios ortogonalesz, como conjuntos marcados, se obtiene el -
teorera 1.6, tomando comc alternativa (a) del teorerma 3.9 la al--
ternativa (i) del teoremn 1,6 y como la (b) las (ii),(iii) y (iv)
de 1.6, de esta forma se tiene el resultado deseado en el contex-
to de la Programacidén Lineal. |

S1i se consideran los lMatroides Orientados definidos por los
circuitos y cocircuitos de una digrdfica obteneros el lema de los
arcos coloreados de ilinty directarente del teorema 3,9,

En el esquera se muestra que en las tres teorids existe el -
‘mismo resultado fundamental exhibiendose asi que éste es de ori-
gen combinatorio.

Cabe hacer énfasis que existe una categoria, paralela a la
tratada aqui, en el contexto de latroides, Grdficas y Algebra Ti-
neal en cual se pueden expresar resultados simil-ores a los del le
m2 3.1 para subesvacioy vectorizles y para llatroides en genersl.

Ia diferencia fundamental entre las dos categorias de resul-
tadoz es que la expuesta aqui, contempla el concepto de orientabi
lidad, mientras que en la otra no.
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Apéndice A
TEORIA D% GRAFICAS
Una grdgfica es un var (X, U) donde X =4 x, , X, p0eey Xn 3y €8

el conjunto de ncdo: o vértices y UsS X=X 1llarado el conjunto le
aristas,

Una subsrifice de unz zrdfica G = (X, U) es una crifica G'
G' = (X, Ug) donde X5 X & (x, X;)el, siy solori:z - -
xzé Xs, xjé Xj, (Kt, XJ)Q'U .

Una grifien n=rcial de una grifica G = (X, U) ) & Ge =(X ,Up)

dondt VpC U
dov\ Ej%mplos A\

G : (X, U)

Gy = (T, U)

€
33 Ii’/
(@
- Xy X
UP:IF\uQQ)Q5,eTI| Xs- ,\x}.) > V%
U= 8¢ 6,8,53 Us =@y, 8y, 05}
Si u.= (xg, XS)’ X g es 1lanodo el vériice inici-l de u v

xg el vertice fin-3, adertz x ¢ seraz llan-lo predecersor de Xy y 2

xs sucesor de x¢, en térrinos de conjuntos gquedaran:
F+Cx:) =Q Xs€ %/ 3 el arco (xe, xa) en 11%
M(x¢) = § xje X/ 3 el arco (xg, xg) en u}
al conjunto I"(x;) = 7 (xU r‘1+(xg) ze le llerard el conjun+o
de vecino: Je X%

El prado inteior de un vertice Xy re define coro 12 cirdina-

lid=4d de “(xz), anz2logorente se define el crado erterior, 231 co
L’ ] ’ e

mo el erado de un vertice:
g (x;) = )fjﬁ(x )] ’ g+(x;) = 1r‘+(x1)l ,
g(x,{) =“’7 (%7 )]

Un carino es una sucezidn de arcos y verticecs (xtm’ 8, Xp, oo
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esey Xty €4,y X, ), donde el vertice final del arco e  es Xij,.

y el vertice inicial X5 .
< 3 o [ '1‘ o 3 » o s
Una treyectoris 8 cniens es una sucesidn "‘*n"m"m"':&»&n"tmh.’fe
svertices terminzles del zrco egxson los gue lo ercu=2dr=an en la Sue

cesidn.
b
Asi, vor ejerplo en el ejemplo 4,1, las sucesiones (x,, e, ,
X,y €39 Xyy €5y xy) & (X, Byy Xy4 €5, e,) son un conino y une -

trayectorie re:vectivarente.
Una grdfica G : (X, U) es una grifieca conex~ si u Xy XX

se tiene una trsyectoria gque los une.

Un circuito ec un camino euyo vertice incial y finsl coinei-
den, un ciclo ez una trayectoria cuyos verticesz extreros coinciden
en el ejemvlo A.l: (;1, €3y X3y 85y Xy, €4y X,) €S un circuito y
(x,, ey, Xy, €,y X,, &, X,) es un ciclo.

Un cocircuito es un conjunto minimal de zenaracidn, es
decir un conjunto gue 21 borrarse de la grafica increrenta el nd-
rero de ccrponentes conexas de la grdfica. IZn el ejemnlo 4.1, el
conjunto 4e,, e, eqaes un cocircuito.

Un 4rbol es unz gzrifica conexa y sin ciclos.

Ia mz2triz de incidencia de una grdfica se define coro zisue:s

0 si el zrco ugno incide 21~
A= (355), donde "a = nodo xj.
-1 31 X3 es vertice fin~1 del
arco ug
1 =i x; ez vertice inicinl
del arco u?

Una propied=sd muy importante de loas circuitos y cocircuitos
de unz gréfics ez el leraz 3.1, elrcual se conoce cono el lerma de
loz =rcoz colorendos de ! inty.

Existen vorioz vroblercs combinatorios en el contexto de 1n
teoria de grificas, uno de oo »rincinales e imrortantesz ez el -
problera de flujo rdximo el cual se nrezentz 2 continuzcidn:

Sea G : (X, U) una grifica donde re tienen dos nodo: esveci-
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ficos xp conocido coro el origen y X; conocido como el vertice fi-
nal, a cada arco (xz_, XS) se le 2sociauna capacidad q,:,.eﬂ?. Se de-
fine un flujo como una funeidn f: U -k  tal oue f(xg, xJ-) = fr;

Si U= l\e",..., exy e dice que el vector f= (£, ..., £)
es un flujo factible si:

& 51 Xg. = Xg
(Ae2) weues 2 fy - 2t =] -« si xq = xg
" % Texyy ek VO 0 en otro caco

El problena de flujo m-xiro consiszte en maximizar A sujeto a
Tas restricciones establecidas en (4,2)

Se define una cortedura (A, A') como un conjunto de arcos -
(x:, xJ) tales que xte A & x5 A' ¥ adernds se curple con que -
Xpe A & xp € A', con A, A'eX, AOQA' = f & AUA' =X,

Ta capacidad de una cortadura (A, A') se define como L. %%
TR DA WD
Teorera A.l.- En una griafica G : (X, U) el velor del flujo mixiro

es iguzl a 12 capacidad de 12 cortadura mininra.

Este teorer= fue derosirado siguiendo un preocero de etiqueta-
je, el cuzl fue establecido como el algoritmo de flujo rdximo ¥y
fue realizado por Tord y Tulkerson en [H].
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Apéndice B: Fundamentos del Algebra ILineal

Un vector x es un conjunto ordenado X = (X; ,...,%n), donde
X;€R y x¢ es Ilarada la i-esima componente de X.
El conjunto de todos los n-vectores sera denotado por W', pa
ra el cual se definen las siguientes eperacionex;
sura: x & yeR entonces X + ¥ =(Xy+ 3 yoerXut ¥

producto por escalares: A€ R& x €R* entonces AX = (AX,,...,A% )
Dichas operaciones satisfacen las siguientes vpropiedades ;

sean Xx,y,z € R &AucR

(B.1) (x+y3y)+2z2=x+(y + 2) (asociatividad)
(B.2) X+y=y+X (conmutatividad)
(B.3)3 (~x)4. x+(~-x)=0 (existencia del neutro aditivo)

(B.4) AMx +y) = Ax +Ay (distributividad de vectores)

(B.5) =~ (A+mn) x = Ax +M{ (distributividad de escalares)

(B.6) Alux) = (Awx (asociatividad de escalares)

(B.7) lex = x (existencia del neutro multiplicativo)

Estas propiedades pueden tomarse como axiomzs de un sistema
algebraico ebstracto, a dichos sistemas se les conoce coro espa-
cios vectoriales.

Un subconjunto 7 en un espacio vectorial U es llamado subes/
pacio lincal o subesnacio si es cerrado sobre las overaciones su -

ma y el producto vor escalares es decir:

gl x,ye W entonces x+y e W
si xe W &AfR entonces Ax €W

El conjunto de vectores x*,x%,...,x"e W es". linealmente depen
d*ente si existen nimeros Ayly...,Xa no todos cero tal que
Z:Lx . Si el conjunto de vectores no son dependientes =on
llamados indevendicnte.

Un vector y, es una combinacién lineal de los vectorer ',
ey XV Bi ¥ = Z{X para algunos numeroz A,

Si S es un ubcongunto de un espncio vectorial U, el ringo
de S es el mimero raxiro de vectores independientes que pueden e-
legirse de 5. Si r es el rango de S un conjunto con relercntos
independientes es llamado una base de»S.‘.




-3 -

Un subespacio lineal de CRW' cuya dimevnsion . "@S§ n-L es
llamado un hinerplano.
Ia tercers operacién definida cobre R es la que sigue &
sean X,yé€ M ee define el producto interno de ¥ COMmO Xey =_2);--y{
Una ratrfz de rxn es un arreglo rectengular de numeros étr
i=21,...,m 4, j =l,...,n de la siguiente manera:

?n! '-"?'M

A= . .

a‘“’-co,am\
la cu2l serd denotada por A =(aq), el vector A;= (a;,...,a2:.) es

llarado el i-esimo renslon de A, el m-vector A = (g;,....,a4) es

llamado la j-esima colurna de 4.

Sea A = (n;) una matrfz de mxn, =sea x = (X,,...,X.) un n-
vector ¥ sea ¥y = (¥, yeee,¥m) 0 m-vector, &l producto y¢A ez un
n-vector definido como : YA =3 A +eeotfuln= (A, e ,A%y) , ¥
el producto Ax es un m-vector definido como sigue:

AX = X, A 4otz A= (Aex,oe.,A0%) .
Algunas propisdades de esta operacién con :

(8.8) A(x +x')= Ax + Ax' , (b +y"A=yA + y'A
(B.9) ACXx)= A(Ax) ’ Qy)a = X(yA)
(B.10) y(ax) = (yA)x

Teorema B.l.~ Sea A una matrf{z de mxn y de rango r , el conjunto
de soluciones de la ecuzciébén .3A = 0 es un subespa-
cio lineal de dirensién (r-r).
Si W es un subespacio de R", el subespacio dual u ortogonal
| de VW es el conjunto '!l*zﬁ yell'{ xey = O para todo =xe ‘.‘ﬂz y €5

claro que rangs(W) + rang (%) = n .

« Una solucidén y = (¥ ye..,Y,) del sictema de ecuaciones

7 vehi= b devende de S€{1,....,m} si y;= O para i¢ S, y unn sg
Jucién del sistemn es solucidn bdsica si los vectores Al son in-

dependientes para i€ S,
) » . UAL K] .
Teorera B.2.- si 1la ecuacidn 7 v A;= b tiene una =zolucidén nonesza
(1
tiva entonces ticne una solucidn bdsics no negativa
. W . .
Un subconjunto de R es llamado un cono convexo si es cerrado

sobre la sura y Ja multipnlicacion de escalares és decir:
si x,y€C entonces X+y e C
si x¢€ C, A =0 entonces AxeC
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e R (pri-

Algunos ejemplos de conos sont .
ores nonegativas d

E1 conjunto de todos 1los vect

mer ortante).

b).-4p = {xe ®

a)e-
)

x =ka,X2011 conocido coro el rayo

¢).- C = Lyew: A £ 0}

gi €, & C, son cOnos CONVeXos entonces G+ Cl=ﬂx\ x = %+ X,
gk eCy ¥ G ¢, tambien son conos convexos .

Si C es un cono con?exo gl cono dual C esta definido por

7,€Cy

¢ =\ y | wy € 0 para todo z€CY
A continuzcion se da unas jlustraciones que esqueﬁﬂtizan
log conos anteriores.
- 4n¢,

£l cono convexo C €8 11arado cono finito si es la swrd de
s . . + 3 ]
un nimero finito de rayos es decir: C = ad + lad +...+qu donde

+

1] es wn rayo .

el conjunto de todazs 1as solucione

Ax = 0 es un cono finito.

raeccidén de un subespacl
WA . .

es un cONo finito.

ortnnte de IR
tremn de C ~i no puede escri

x es _un voctor eX
w"e C donde x' & x" son independientez.
igunldad

vy x" con X', '
jucion=as de 1n des

genorado por las S0
mo €8 1]arado una Solucién extrema.

. P
5 a la ecuncion

Tema Pele-
Tema B2 Ia inte o lineal % con el pri-
pirse de 1z for

ma x = X
34 C es o). cono

yA = O un vector extre
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Ios vectores A,,...,Amw son llaredos positiv-rente indeven-
kA :
dientes =i 1la ecuzacidn 25{ A¢ = 0, no tiene una solucidn semipo-
s 4 (=1
sitiva.
Teorema B.2.- S5i A tiene ranzo m entonces toda solucidn de yA £ O
es un=2 combinacida no negativa de solucionez exire-

mas,

" . .
L1l vector xé& lR L85 una corbin~cidn convexa de los vectores
si x = ¢ Mxy donde A 20 Vi & =4

. K n = =
Sea }[E(K 1z cdzcara convexa (6 envolvente convexa) de X -

x|,..o,x

{xy y ec el conjunto de todas las combinaciones converas de pun
tos de X.

Si X ez finito entonces {XP ez llarado un politoro convexo

w -
Iema B.2.- Si X¢MX entonces X =4 X siy solo si X ez convexa

Sea K un conjunto convexo y Xé€X, x esllarm~do punite extremo
o un vértice de X i para x', x''¢ K & 04X<41l entonces - -
x = Ax' +3(1-X)x'' irrlica que x = x' = x'',

En términos zeordtricos, un punto extrero de ¥ ez un punto
que no es punto interior de algun sezmento de ¥, un conjunto con-
vexo no nece-arizrmente tiene puntos extremos, avn en el caso en
que sea ncotz2do por ejemrvlo en el plano, x}' + ZC‘Z? <1 no tiene -
puntoz extrenos.

Teorera B.2.- 1 K es un politopo convexo y '; ez el conjun-

to de sus puntor extremoz entonces K -—4.>
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ievessess. Demostracidn.

...........Es decir 4 esto es.,

sessesseos Problema de Program=z2cidédn Lineal.
teceesesse Como se querfa demostrar,
eessescese Yo

eeseasesess Por demostrar.

secseness Sin perdida de generzlidad

eessessss Definicidn del concepto XIXXX,
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