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Los estudios econométricos abarcan hoy en día una gran variedad ·

de problemas relacionados con los extensos campos de la teoría -

econ6mica. Es dificil situar con exactitud los orígenes de una -

ciencia; sin embargo, podemos decir que la econometría, como un -
1 

método de análisis del desarrollo econ6mico, naci6 después de la 

Primera Guerra Mundial, apoyada por países occidentales dado el -

creciente poder del capitalismo. Entre sus primordiales objeti-

vos se encontraba el pronosticar los ciclos econ6micos para evi-

tar pérdidas a las empresas y al Estado derivadas de las crisis. 

Actualmente las principales etapas en una investigaci6n eco

nométrica son, primero, la construcci6n o especificaci6n de un m~ 

delo que se considera responsable de generar una serie de datos -

observados; segundo, la determinaci6n de la identificabilidad de 

cada relaci6n en el modelo; tercero, la inferencia estadística, -

que comprende la estimaci6n de los parámetros del modelo y la co~ 

trastaci6n o, verificaci6n de hip6tesis relacionadas con dichos p~ 

rámctros y, finalmente, la utilizaci6n de los resultados economé

tricos, que se vinculan generalmente con la toma de decisiones y 

el control. En este último caso, juegan un papel muy importante 

tanto el pron6stico, como el análisis de la estructura de un fen6 

meno econ6mico para un período dado. 

Es dentro del problema de la inferencia estadística en econ~ 

metría que se encuentra inmersa la naturaleza del presente traba-

jo. 
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Bajo la perspectiva del modelo liheal clásico, las técnicas 

de estimación han sido suficientemente desarrolladas:por la esta

dística matemática. El problema es diferente para el caso del mo . -
delo de ecuaciones simultáneas en donde los métodos de estimación 

están basados en su mayoría en teorías asint6ticas, y de tal sue! 

te que la elecci6n de tal o cual m~todo dependerá específicamente 

de las características del problema tratado. 

Enmarcado dentro del modelo lineal general de ecuaciones si

multáneas, este trabajo pretende hacer un análisis un tanto exhaus · 

tivo del método de mínimos cuadrados indirectos como una alterna-· 

tiva a los que proporcionan estimadores pertenecientes a la clase 

k. Si bien este método es poco utilizado por sus propias limita

ciones, la interpretaci6n dada para éstos en 1977 por D.Khazzoom, 

.permite hacer un estudio más razonable sobre sus propiedades est~ 

dísticas, y señalarlo corno una buena opci6n, sobre todo por su 

considerable sencillez, en el trabajo econométrico aplicado. 

La discusi6n se presenta como sigue: en el primer capítulo -

se establecen las propiedades y definiciones que caracterizan el 

modelo lineal de ecuaciones simultáneas así como el problema de -

la idcntificaci6n. En el capítulo II se presenta el m~todo de m! 
nimos cuadrados indirectos tnnto en su forrnn usual como bajo la -

interpretaci6n de Khnzzoom. En el cnpítulo III se dará una espe

cial importancia n las pr11cbas de jdcntifi¿nbilidad, destac~ndose 

éstas como una fase preliminar en la invcstigaci6n y en la pr6ct! 

ca, y finalrnonto en el capitulo IV, de una manera muy general, se 
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mencionará el procedimiento <le elaborar pruebas de hip6tcsis de e

cuaciones sobreidentificadas utilizando las propiedades del estim! 

dor de Khazzoomm. Evidentemente el presente será sdlo un trabajo -

inf~rmativo, pero que puede dar la pauta a investigaciones poste-

riores. 



CAPITULO 



l. PRESENTACION DEL MODELO 

Los métodos de regresi6n tradicionales en la inferencia cstadísti 

ca sufren de ciertas limitaciones cuando abordan los problemas re 

lacionados con la teoría econ6mica. Es bien sabido que cuando se 

trabaja bajo las hip6tesis usuales en el modelo lineal clásico, -

el método de mínimos cuadrados ordinarios (M.C.O.) proporciona e~ 

timadores insesgados, consistentes y eficientes de los paráme--

tros; sin embargo, desde que se introdujo el concepto de simulta

neidad de las relaciones econ6micas (Haavelmo, 1943), r con esto 

los modelos de ecuaciones simultáneas, la aplicaci6n directa de -

MCO queda muy restringida pues, al no satisfacer algunas de las -

hip6tesis tradicionales, proporciona generalmente estimaciones i~ 

consistentes de los parámetros estructurales. Por este motivo, -

dicho método s6lo puede aplicarse a relaciones individuales de un 

modelo multiecuacional, cuando esta relaci6n posea s6lo una varia 

ble end6gena o cuando el modelo sea recursivo. Dadas estas li~i

taciones, se han propuesto en la literatura varios métodos que son~ 

propiados para estimar las ecuaciones estructurales de modelos 

multiecuacionales; <le éstos, los más recurridos son: el método de 

mínimos cuadrados indirectos (M.C.!.), mínimos cuadrados bietá~i

cos {M.C.2 .) , mínimos cuadrados triedpicos (M.C.3.), variable; -

instrumentales (V.I .) , máxima verosimilitud con informnci6n limi

tada (M.V.I.L.) y máxima verosimilitud con informaci6n completa -

(M. V, I . C.) • 
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En realidad lo único que se ha hecho, han sido adaptaciones 

de los principios básicos de los mínimos cuadrados y de la máxima 

verosimilitud, para con esto superar las dificultades originadas 

por los modelo5 multiecuacionales. Cabe resaltar que no existe -

un criterio unánime que pueda reconocer las excelencias de un mo

delo frente a otro, y más aún, las ventajas e fnconvenientes de-

penderán del trabajo específico que se esté realizando. Es por -

ello que no profundizaremqs por el momento en los comentarios so

bre los métodos antes mencionados y los aquí descritos. 

Introduciremos ahora la notación y supuestos que caracteri-

zan a un modelo lineal de ecuaciones simultáneas en su forma es

tructural. El modelo consta de: 

i) Identidades 

ii) Relaciones de equilibrio 

iii) Funciones de comportamiento 

Las identidades son las definiciones que nos proporciona la 

teoría económica: por su parte las relaciones de equilibrio co--

rresponden a ciertos supuestos sobre el comportamiento de determi 

nados fenómenos económicos; por lo que, tanto identidades como re 

laciones de equilibrio tienen todos sus parámetros conocidos de -

antemano. 

Las funciones de comportamiento expresan, como su nombre lo 

indica, algún aspecto del comportamiento de los agentes ccon6mi--
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cos,. ya sean individuales, sectoriales, de mercado, etc. Intcr-

vienen en su definici6n un conjunto de variables "relevantes" (en

d6genas y predeterminadas), un conjunto de parámetros desconoci

dos y otro de componentes estoc~sticos. 

En lo que resta del trabajo haremos implicitamente una susti 

tu~i6n de las identidades y las relaciones de equilibrio en las -

funciones de comportamiento y nos ocuparemos exclusivamente de un 

modelo estático; por tanto las variables del sistema estarán cla

sificadas solamente en variables end6genas y variables ex6gen~s. 

Consideremos entonces cierta teoría econ6mica que nos plan-

tee la existencia de un sistema de ecuaciones simultáneas de la -

forma 

YB + xr ., u 11 • 1 • 1 ) 

donde: 

Y es una matriz (T,G ) de observaciones en las variables en 

d6genas (T observaciones sobre las G variables end6gena3) 

X es una matriz (T,K ) de observaciones en las variables -

ex6genas (T observaciones sobre las K variables exog,nas) 

U es una matriz (T,G ) de perturbaciones estocásticas (na -

observables) 

B es una matriz (G 1G ) de parámetros desconocidos correspo~ 

dientes a las variables end6gcnas. 
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r es una matriz (K,G ) de pardmetros desconocidos correspo~ 

dientes a las .variables ex6genas. 

La idea que se sigue del modelo es que, si dispusiéramos de 

una muestra infinita que nos proporcionara el conocimiento de los 

valores fijos para los parámetros poblacionales By r, el sistema 

simultáneo de ecuaciones podría ser solucionado en forma única p~ 

ra las variables depcntlie~tes, en t6rminos de las variables ex6g~ 

nas y las perturbaciones. Este criterio lo mantendremos para --

cualquier muestra finita, esto es, supondremos para garantizar la 

solubilidad del sistema que: 

B es no singular ( 1 • 1 • 2 ) 

Bajo este supuesto podemos entonces resolver o pasar del sis 

tema en su forma estructural a su forma reducida. 

YB + xr :: u = YB - xr .,. u 

postmultiplicando por s" 1 tenemos 

,•, 

y X !1 + V ( 1. 1. 3) 

doncle 

(1.1.4) 
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n es la matriz Je dimensi6n (K, G) de coeficientes de la forma re 

ducida y 

( 1 • 1. 5) 

es la matriz de dimensi6n IT, G) de perturbaciones en la forma re 

dueida. 

SUPUESTOS Y ESPECIFICACIONES ESTOCASTICAS 

Denotando por U_t al .t-ésimo rengl6n de la matriz U; los su-

puestos bajo los cuales opera el modelo son, además de (1.1.2): 

i) IX.t
4

l< §,para § constante finita;tdXJ:K, K<T 

ii) E(Utl O; Cov (Ut, U41 : E(Ut Ull = i::ot 4 
I 

( 1 • 1. 6) 

donde E = (o .. ) es una matriz simétrica positiva definida 
.t.j 

: {º 1 :t f 4 y ºt,4 1, :t = 4 

posteriormente para hacer inferencia exacta suponürenos 

que 

u :t l\,N 1 V ( o I i::) 

iii) Por (1.1.5) tendremos que Vtl\,N1V (O,íl) 

donde 11 .. 3 · l i:: 81 
"l 

Serdn importantes también los siguientes supuestos sobre pr~ 

piedades asint6ticas 



pllm .~ X'X " Q, Q simétrica y positiva definida 

pUm t U'U " ¿ 

plim t X'U " o, y por tanto 

plim f V'V " n 

pUm t X'V " O 

11 

( 1 • 1 • 7) 

El sistema de ecuaciones (1.1.1) y el anterior conj~nto de 

supuestos es lo que se designa como un modelo lineal general en -

su forma estructural. 

Como apuntamos anteriormente, si quisiéramos estimar los pa

rámetros estructurales por M.C.O., los estimadores serían incon-

sistentes. Sin embargo, n6tese que la forma reducida describe -

un modelo lineal clásico para el cual se obtienen estimaciones -

consistentes de sus parámetros utilizando M.C.O. Supóngase ento~ 

ces que estimamos la forma reducida y utilizamos la relación ---

(1.1.4) para con esta obtener los parámetros estructurales esti

mados. Este razonamiento (utilizado por el método de M.C.I.) pa-

ra su ejecución, estará condicionado al concepto de identifica--

ci6n que como veremos es una propiedad que puede o no satisfacer 

el modelo. 



2. IDENTIFICACION 

Cabe resaltar que la identificaci6n o identificabilidad es una -

propiedad del modelo y no del tratamiento estadístico que se le -

de a éste. Es por tanto el problema de identificaci6n anterior -

al de estimaci6n; y consiste en saber si un modelo es lo bastan

te· restrictivo como para poder determinar, en forma única, los v~ 

lores de sus parámetros estructurales. En particular, si el cono 

cimiento de la distribuci6n poblacional de las observaciones nos 

permitiera deducir el valor de un parámetro, este estará identifi

cado, de igual manera si todos los parámetros de una relaci6n es

tán identificados, dicha relaci6n estará identificada, y si todas 

las relaciones del modelo lo están, el modelo será identificable. 

Hemos visto la estrecha relación que existe entre un modelo 

en su forma estructural y en su forma reducida, y hemos estableci 

do de hecho el "puente" de la forma estructural a la reducida a -

través del sistema de parámetros (1.1.4). Poder cruzar ese puen

te en ambos sentidos es garantizar la identificabilidad del mode

le. Insistiremos en este punto a continuaci6n. 

Es conveniente distinguir para n~estro análisis entre modelo 

y estructura. Por un modelo nos referimos a la forma específi·-

ca de las relaciones que conectan a las variables en cuestión. -

Por una estructura (asociada al modelo) nos referiremos a la asig

naci6n de valores numéricos específicos para los parámetros estn1c 

turales B, r, y E, así como a la distribuci6n de las perturba---
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ciones. 

El problema de la identificaci6n surge cuando tenemos estruc 

turas "equivalentes en observacion", o sea, estructuras que pue - -

den tener las mismas implicaciones de un fen6meno observable bajo 

determinadas circunstancias. Pueden existir en este caso, varias 

estructuras que generen la misma forma reducida o que den pie a -

la observaci6n del mismo c·onjunto de datos, y que asímismo pue- -

dan generar la misma distribuci6n de las observaciones. Recorde

mos que todo modelo incorpora, de acuerdo a la teoría econ6mica,

cierto conocimiento a priori acerca del mecanismo que genera las 

observaciones; de esta menera si una estructura tiene suficientes 

restricciones (de acuerdo con dicho conocimient~ a priori), el m~ 

delo estar~ identificado y esto se logrará cuando esa estructura 

y sólo esa, sea compatible a la vez con los datos y con la teoría 

económica. Lo que significa poder deducir de manera única los -

parámetros estructurales a partir de los parámetros reducidos. -

Nuestro propósito es entonces suprimir tantas hip6tesis como sea 

posible mediante una selecci6n preliminar, basándonos en que alg~ 

nas de éstas son incompatibles con la teoría econ6rnica. La forma 

mds usual de representar nuestro conocimiento a priori son las e~ 

clusiones de variables o "restricciones cero", que implican que -

ciertas variables no se encuentran en determinadas ecuaciones, es 

decir, que algunos coeficientes estructurales son cero. 

LLamemos al conjunto de parámetros estructurales !B,r,r.) la 

estructura del modelo y reescribamos lo anterior en forma más es-
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quemática. 

Dos estructuras serán equivalentes en observación (E.O.) si 

ambas determinan la misma distribución de las variables endógenas 

en el modelo. Con esto es fácil demostrar la siguiente proposi-

ci6n: dos estructuras (81, r1, Ei) y IB21 r2, 1:2} son E.O. si y -

sólo si existe una transformaci6n R no singular que satisface: --

La estructura (B, r, E) está identificada si y sólo si la única 

transformaci6n admisible es R = lG . Entendi6ndose por una trans

formaci6n admisible aquella para la cual la estructura {S2 , r 2 , -

E2 ) satisface las restricciones impuestas sobre (8 1 , f 1 ,E 1 }. 

Veremos ahora un criterio alternativo que permitirá corapro-

bar la identificabilidad de una estructura con un método analíti

co simple. 

Partimos del nodelo lineal general en su forma estructural.-

va + xr .. u 
o equivalentemente 

ZA ,. U ( 1 • 2. 1 J 

donde 

Z " {Y, XI A • ( ~) 
Z es una matriz (T, G + K) y A es una matriz (G + K, GI. 



... 
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El sistema (1.2.1) lo podemos reescribir como 

(1. 2. 2) 

donde o: = ve.e. A, u = ve.e. U y® denota producto kronecker. Ha 

gamos las siguientes consideraciones: 

Z • (V,X) = (XII+ V,XI +XIII, IK) + IV,Ol=XW +V* ( 1 . 2. 31 

donde W = (II, IK), V*= (:V, O); 

W es (K, G + KI y IL(WJ K , V* es (T, G + KI 

E(Z 1 XI EIXW + V*IXJ = XW, entonces 

(1.2.4) 

bajo el supuesto de que IL(X) = K, se sigue que (IG©XJ tiene to

das sus columnas linealmente independientes; por lo que el siste

ma de ecuaciones (1.2.4.) tiene soluci6n si y solo si 

( 1. 2. 51 

(1.2.S) define un sistema lineal homogéneo en el cual o:EKe.IL(lG® WI 

y d~m Ke.11.(IG®WI = G(G+KJ - GK = G2
, le.. a pertenece a un subesp! 

cio de dimenci6n G2
• Lo que desearnos es que a esté determinada en 

forma única para satisfacer así la identificabilidad de nuestro -

modelo. Para ver si esto es posible, incorporaremos nuestro cono 

cimiento a priori representado, por ejemplo, por una matri: ~. en 
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la forma de un sistema de restricciones lineales del tipo: 

tlJ a • e (1.2.6) 

de tal forma que cada restricci6n impuesta a la forma estructural 

se traduce en una relaci6n lineal entre los coeficientes de una -

misma ecuaci6n. Sup6ngase que 4> incorpora m restricciones; se 

sigue entonces que 4> es (m, G(G+t<IJ, a es (G(G+KJ,ll y Ces (m,JJ; 

con esto reescribimos el sistema (1. 2. S) incorporando (1,2. 6) de -

la siguiente manera: 
. 

'I' a .. e• ( 1. 2. 7) 

~es (GK + m, G(G+Kll y e• es (GK + m,11. 

En el sistema de ecuaciones no homogéneo (1.Z.7) a estará de 

terminada en forma 6nica si: 

11.('l') " G(G+K) ( 1 • 2, B I 

esta relaci6n se denomina condici6n de rango para la indentifica

ci6n y es una condici6n necesaria y suficiente para poder garantl 

zarla. N6tese que de (1.2.7) y (l.Z.8): 

m + GK ~ G (G+KI ,. G 2 + GK ::d> m > G2 (1. 2. 9) 

esta relaci6n se denomina condici6n de orden para la identifica-

ci6n y es condici6n necesaria pero no suficiente para poder esta

blecerla. Si m = G2 y se satisface (1.Z.B) el modelo está exacta 
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mente identificado. Si m>G 2 y se satisface (1.2.8) el modelo está 

sobreidentificado; y si m<G 2 entonces (l.2.8) no se satisface y -. . 
·el modelo está subidentificado. 

Veremos que cuando las restricciones existen sólo hacia el -

interior de las ecuaciones y no entre ecuaciones, es decir, cuan

do solamente consideramos restricciones de exclusión, podemos ve

rificar la identificabilidad del modelo ecuaci6n por ecuación; y 

este estará identificado si y s6lo si, todas las ecuaciones están 

identificadas. 

Hemos establecido hasta ahora dos criterios para probar si -

el modelo está identificado: 

i) La única transformaci6n admisibles es JG (1.2.101 

ii) ~{~) = G{G+KJ 

Se sigue entonces que para el análisis ecuaci~~ por ecuación, 

la estructura para estas estará definida por el conjunto (Bo,¿, 

r •. , a .. J. Por i) en (1.2.10) se deduce facilmente quela.i.-ésima 
,(. ,(..(. 

ecuación estará identificada, si la .i.-ésima columna· de todas las 

transformaciones admisibles es I •.. 
,(. 

Haciendo el desarrollo anrllogo que nos llev6 a establecer 

ii) en (1.2.10) pero ahora ecuaci6n por ecuación tendremos: 

donde Ao,¿ = ( 8•,¿) 
r º . 

.(. 

ZAo. • u •. 
.{. ,(. 
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Z es (T, G+KJ, A.,,¿ es (G+K, 1) y u • .i es (T,7) 

con W definida como en (1.2.3). Dado que ~(X) = K, este sistema 

tiene soluci6n si y s6lo si WAo¡ = O con A.o¡ E Ke~(W) y dim Ke~(W) 

~ G+K-K = G. Para intentar determinar A.o¡ en forma única, incor 

po~amos el conocimiento a priori en la forma: 

~.A. •. a e . 
.(. .(. .(. 

supongamos ahora que ~¡ incorpora m¡ restricciones, entonces 

'I' .A.º . = e . • 
.(. .(. .(. 

donde c.• 
.(. 

( 1 • 2. 11) 

W es (K, G+K) y ~.i es lm¡, G+K), por tanto para que Ao¡ esté de-

terminado en forma única en (1.2.11) es necesario que 

11.('I' .) = G+K 
.(. 

(1.2.12) 

que es lacondici6n de rango para la l-ésima ecuaci6n (necesaria y 

suficiente). Se sigue de (l.Z.12) que 

m. + K> G+K ~ m. > G 
.(. .(. - ( 1. 2. 13) 

que es la condici6n de orden para la identificaci6n (necesaria p~ 

ro no suficiente). De tal forma que, si m¡ = G¡ y se satisface -

(1.2.12) la ecuaci6n está exactamente identificada; si m.>G y se 
.(. 

satisface (1.2.12) la ecuación está sobreidentificada, y si m.<G 
.(. 

la ecuación está subi<lentificada. 
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Para cualquier ecuaci6n en el modelo si multiplicamos esta -

por algdn escalar diferente de cero, su estructura permanece basl 

camente inalterada. Por lo que podemos asumir una regla de norma 

lizaci6n: en cada ecuación estructural el coeficiente de una de -

las variables dependientes, digamos S¡¡• puede ser tomado a prio

ri como a . . "' -1 • 
.(..(. 

Supongamos entonces que m. consta de una normalizaci6n y ---. .(. 

m.-1 exclusiones, de esta forma 
.(.. 

y ro,¿ "'(Yºo.l) 

donde a. es (G 1 ., 11; O correspondiente a Bo. es IG2;1 11, y: es 
.(. .(. .(. .... .... 

(K 1 ;, 1) y O correspondiente a ro. es (K 2 ., 11 con G=l+G1 .+G2. 
~ .(. .(. .(. .(. 

y K ª K1 • + K2 ., esto es 
.(. .(. 

( 1.2. 14) 

sabemos por la condici6n de orden para identificaci6n que 

l 7. 2. 1 5) 

lo que s~gnifica que para que una ecuaci6n esté identificada, mí

nimamente se debe satisfacer que el número de variables cx6genas 

excluidas en la ecuación sea mayor o igual al número de variables 

end6genas incluidas como explicativas, o bien, por (1.2.15) 

... 
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IC 2 . • K - K 1 . >G i . -.:> /<'. > G 1 · + K 1 · .(. .t- .t - .(. .(. 
( 1 • 2. 16) 

esto es, el nómero de variables ex6genas en el modelo tiene que -

ser mayor o igual al número de variables que aparecen en la ecua

ci6n. 

Este sencillo procedimiento que nos permite comprobar si la 

condición de orden para identificación se satisface, y que se re

duce solamente al conteo de variables en las ecuaciones, es el me 

canismo más usado en la práctica. Sin embargo, el criterio funda 

mental de la identificaci6n es la condici6n de rango, y este se -

podría verificar s6lo si conociéramos los valores reales de los p~ 

rámetros estructurales; lo que unicamente es posible aproximar 

(con ciertas medidas de probabilidad) después de la estirnaci6n. -

Será en el capítulo III cuando se mencionen bajo estas condicio-

nes, algunos métodos para hacer pruebas de hipótesis sobre la co~ 

dicion de rango para identificabilidad, para con esto tener una -

medida estadística más confiable sobre este importante requisito 

que debe satisfacer el modelo. 

En el pr6ximo capítulo se presentará en forma detallada el -

método de mínimos cuadrados indirectos (M.C.I.) y se verá la es-

trecha relaci6n que hay entre la existencia de los estimadores -

que pertenecen a esta categoría y el concepto de identificaci6n. 



C A P I T U LO II 



l. EL METODO DE MIN IMOS CUADRADOS IND !RECTOS 

El método de mínimos cuadrados indirectos (M.C.I.), como se sefia-

16 anteriormente, es una de las opciones con las que se aborda el 

problema de la estimaci6n de parámetros estructurales en un mode

lo. 1 ineal de ecuaciones s imul tc1neas. El método. debe su nombre a 

que deduce las estimaciones de los parámetros estructurales a Pª! 

tir de la estimaci6n de los parámetros de la forma reducida; es -

decir, no estima directamente, sino que recurre a una transforma

ci6n con la cual reparametriza el problema dejando intacta la in

formación muestral. 

Citaremos primeramente de una manera informal, las condicio-

nes que debe satisfacer el modelo para garantizar la existencia -

del estimador M.C.I., (ver Dhryrnes 1970, p.p. 279-289). Con es

te fin, de aquí en adelante, para efectos prácticos y sin pérdida 

de generalidad, trabajaremos solamente con la .l-ésima ecuación e~ 

tr~ctural dada por: 

VBo.+Xr,.=Uo . 
.(. .(. .(. 

donde Bo¡• r,.l y U0 .l son vectores de dimensión {G, 11, {K,I), -

{T,Jl y corresponden a la .i.-ésimn columna de las matrices 8, r y 

U respectivamente. En esta ecuaci6n supondremos que Be¿ y r 0 .l in 

corporan toda la informaci6n correspondiente a la exclusi6n o in- -

clusi6n de determinadas variables para cada una de las ecuaciones, 

asumiendo también la regla de normulizaci6n definada como 6·. =-1 • 
.(..(. 
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.. 
be esta forma. para la primera ecuación por ejemplo, tendre-

mos 

( 2. 1 .1) 

donde: -1 corresponde a la normalizaci6n, So1 y Yo 1 son los vecto 

res de coeficientes desconocidos correspondientes a las G1 varia

bles end6genas y K1 varia91es ex6genas que aparecen en la ecua--

ci6n estructural y son por ende de dimensi6n (G1, 1) y (K1, J) 

respectivamente. El subvector cero de la izquierda es (G2, 1) y 

el de la derecha es (K2, J) con G = G1 + G2 + 1 y K = K1 + K2 • 

Es decir estamos suponiendo por convenci6n que la primera ecua-

ci6n de estructura contiene a Y1, •.. ,y0 como variables end6ge-1+1 
nas y a X1, ••• ,xK

1 
como ~ariables ex6genas. Denotando por Yo1 

la variable cuyo coeficiente se ha igualado a -1 y poniendo di-

cha variable al otro lado de la igualdad, la ecuaci6n podría tam

bién escribirse como: 

( 2, 1 • 2) 

donde Y•1 es un vector (T, 1) , Y1 es la matriz (T, Gil de obser

vaciones de las variables end6genas que aparecen en la ecuaci6n -

estructural, X1 es la matriz (T,Kil de observaciones de las varia 

bles ex6genas que aparecen en la ecuaci6n estructural y Bo 1 , yo 1 

y Uo1 son tal como las definimos anteriormente. Las observacio-

ncs de las G2 variables end6gcnas y las K2 variables ex6genas que 

aparecen en el modelo pero no en esta ccuaci6n, estarán represen-

tadas por las matrices Y2 y X2 de dimensiones (T ,G2) y (T ,K2) -
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respectivamente, es decir, hemos efectuado las particiones - -

X • [X1, X2) y Y• (!J11, Y1, Y2J. 

Sabemos que la relaci6n entre parámetros estructurales y re

d~cidos está dada por 

( 2. 1. 3 l 

por tanto, para la primera ecuaci6n, el subconjunto de relaciones 

que nos interesa será 

haciendo una partici6n adecuada de la matriz lI tenemos 

JI = 
r1To l 
Lrro 2 

lI l l 

lI 2 l 

( 2. 1 • 4 J 

12. 1 • 51 

en donde TTo 1 es (K 1 , 1), JI 11 es (K 1 , G1 ), JI 12 es (K 1 , G2 l, TTo 2 es 

(Y.2, 1), JI21 es (K21 Gil yII 22 es (K 2 , G2 ). De esta forma pod~ 

mos reescribir el sistema (2.1.4) como 

JI 11 

JI 2 1 

( 2. 1 • 6 J 

7T•1 - JI 11 801 " Yo1 => JI 11 801 + Yo1 • Trol 



zs 

Como puede apreciarse se trata de un sistema recursivo de ecuacio 

nes, por lo que (2.1.6) tendrá soluci6n si y s6lo sí podemos re--

solver: 

( 2. 1. 71 

esto es, si podemos resolver (2.1.7) en forma única, entonces e-

xistira un Único estimador para Sa 1 y por tanto para Yo 1 • II 2 1 es 

(K 2 , Gil, por tal motivo se tiene que una condici6n necesaria y -

suficiente para la existencia de estimadores M.C.I. es que (ver -

Dhrymes, ibid) 

11. (ll 2 i) = G i '2 .1. 81 

Para el caso en que K2 = G1 y se satisfaga (2.1.B), IT 21 ser~ no -

singular, con lo que podemos obtener un Único estimador M.C.I. P! 

ra 601 y Yo1 en la forma: 

r 2. 1 • 91 

Y o i " 11 o i - lI i i (II 2 l) -
1 

ir o 2 

si K2 :- G1 y se cumple (2.1.8), exjste al menos una submatriz --

IT~1 no singular de dimensión IG 1 , G1 ) en ll 21 , de tal manera que -

suprimiendo en (2 .l. 7) todas las ecuaciones no incluidas en IT ~ 1 ,

obtencmos ·una soluci6n explícita para Bo 1 y Yo 1 en la forma 

~ 

So1 = IIT~il - 1 ''• 11 o 2 

~ ' ( 2. 1 .1 o) 
Yo1 11 o 1 - ;¡ 1 l lfl ~ l l - l ~: 2 
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,. ,. 
donde il2"1 es (G1, Gil, es (G1, 1) y 1t(!T~ 1 1 • G1. Como este· 

resultado depende de las ecuaciones que decidamos suprimir, tene

mos a lo más Kzl/Gil· (K 2 - Gil! distintos estimadores M.C.I. 

Si Jt(IT 2 1)<G1, entonces no existen estimadores de M.C.I. para 

8e 1 y y, 1 , dado que la soluci6n para estos no estaría s6lo en tér 

minos de la nuestra, sino también de parámetros desconocidos, a · 

saber, los restantes G1 -1t{IT 21 ) parámetros de 80 1 ; lo que·estrict~ 

menta hablando, no es una soluci6n estadística. 

El planteamiento antes descrito sobre la existencia o no e·· 

xistencia de estimadores M.C.I., lleva implícito el concepto de~ 

dentificaci6n presentado en el capítulo I. De hecho si la ecua-

ci6n en cuesti6n satisface (2.1.B), entonces se dice que la ecua

ci6n está identificada; en particular si K2 = G1 la ecuaci6n est~ 

rá justamente identificada y si K2 >G 1 estará sobreidentificada.-

La condición que requiere que K 2 ~G 1 es la condici6n de orden y la 

que exige tt(IT 21l=G 1 es la condición de rango. Si lt (ll 2il<G 1 , la -

ecuación estará subidentificada o no identificada. Nótese que si 

K2 <G1, se tendrá que t!rr 2 i1 <G 1 • Para comprobar las anteriores a

firmaciones, hagamos los siguientes planteamientos. 

Sabemos por (1.2.12) del capitulo anterior que la condici6n 

de rango para identificación de la primera ecuación es 

Es fácil comprobar el siguiente resultado que nos simplific! 
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r& el análisis: 

donde 

A. • ( ~) IJ 4' 1 = llfi111 4'12 li 4'1 es 1ni1 , G .,. K) • así.que 4' 11 -
es (m1 , G) y 4'12 es (m 1 , ~J. Dado que (~G º) es de rango 

1K 

completo, se sigue entonces: 

12.1.12) 

la ~ltima igualdad se da si se satisface la condici6n de rango,

por tanto: 

G 1 2. 1 • 1 31 

Supongamos tal y como hemos hecho anteriormente, que las m1 

restricciones consisten en G2 variables end6genas excluídas, K2 -

variables ex6genas excluídas y una normaliiaci6n. De esta forma 

escribamos 

(2.1.14) 

donde el vector ~10 de (7, G + KJ corresponde a la normalizaci6n 

y la matriz $1 de (m -1, G + KI a las exclusiones, así: 
1 



~1 • • I11 y h 

n6tese que 

AB- 1 e(:) B-1 

Particionando 11 como en 

~lAB- 1 ·G 

(! .. 

o 
o 
o 

o 
o 

-ll21 

11 
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e: 1
G2 

o :J o o 

• C-I~) (2.1.75) 

(1.2.15) e IG conformablemente, se tiene: 

1 o o 
o o 

:K) 
o 1

G l 
o 

1G2 o o o 1G1 
o o -TI o l -Tl 11 -II12 

-11 o 2. -II21 -:122 

( 2. 1. 16 J 

Hemos establecido entonces, que la primera ecuaci6n estará identi 

ficada si y s6lo si ~(~ 1 AB- 1
) = G y esto sucederá si y s6lo si: 

11(11211 = G1 (2.7.77) 

Esta afirmaci6n se aprecia claramente por la Última igualdad en -

(2.1.16), en donde la dimensi6n de la matriz del extremo derecho 

y de las submatrices que la conforman en la partici6n, nos dan e! 

ta respuesta. La condici6n (Z.1.17) es utilizada en algunos tex-

tos para definir identificaci6n; particularmente nosotros trabaj~ 

remos con dicha expresi6n en secciones posteriores. 
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Dhrymes demuestra que si la ecuaci6n en cuesti6n es identifi 

cable, es decir, si se satisface (2.1.17), entonces el (o todos)

los estimadores de M.C.I. de los parámetros estructurales para,en 

este caso la primera ecuaci6n estructural, son consistentes. 

El método de M.C.I. por lo general, s6lo se aplica a siste-

mas estructurales exactamente identificados, ya que para modelos 

sobreidentificados propor~iona como hemos visto, soluciones mólt! 

ples. Sin embargo gran parte de su interés radica en que estima 

los parámetros estructurales solamente a través de la estimaci6n 

de la forma reducida, y en que es un método que se presenta como 

alternativa a los estimadores clase-k. 

Khazzoom (1976) propone un procedimiento basado en el uso de 

la inversa Moore-Penrose para obtener un 6nico estimador M.C.!. -

para el caso sobreidentificado. Deriva su consistencii y mencio

na la relaci6n entre éste y el estimador de mínimos cuadrados bie 

t~picos (M.C.2) y variables instrumentales; exhibe su distribu--

ci6n asint6tica y finalmente resume algunos experimentos Monte -

Carla con los que prueba su comportamiento. 

En la pr6xima secci6n se exploran basicamente, algunos de -

los resultados obtenidos por KhRzzoom. 



2. ESTIMADOR UNICO DE M.C.I. PARA 
ECUACIONES SOBREIDENTIFICADAS 

Es conveniente como prerrequisito a esta secci6n,presentar las C! 

racterísticas principales de las inversas generalizadas y en par

ticular de la inversa Moore-Penrose. 

Una inversa generalizada o g-inversa de una matriz V de 

(m, n), se define como una matriz v- de (n, m) que satisface 

( 2. 2. 1) 

La matriz v- no es única, de hecho existen un número infinito 

de matrices que satisface (2.2-1). Su importancia es debida pri~ 

cipalmente a su aplicaci6n a matrices singulares, tanto cuadradas 

como rectangulares. (Para demostraciones y discusi6n sobre su e

xistencia y no unicidad, véase por ejemplo: Searle 1971. p.p.1-7) 

La matriz inversa generalizada Moore-Penrose; se define como 

sigue: para cualquier matriz V de (m, ni y rango 4, existe una ma 

triz 6nica que denotaremo~ por v• • y que satisface las siguien-

tes cuatro condiciones: 

i) V V+ V = V 

i i) v• V v• .. v• 

1vv•1 • .. vv• ( 2. 2. 2) 
iii) 

i v) 1v•v1 1 .. v•v 
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donde v+ es de dimensi6n (n, mi y rango~. (Para la demostraci6n 

de existencia y unicidad véase por ejemplo Rao y Mitra 1971 p.p.-

50-55). 

Un caso especial de la inversa Moore-Penrose se tiene cuando 

V posee rango completo por columnas, esto es, V'V es no singular, 

y en este caso 

( 2. 2. 3) 

las propiedades (2.2.2) pueden ser comprobadas directamente como 

sigue 

i) v v+ v = v1v•v1· 1v•v = v 

ii) v+ v v+ = 1v•v1· 1v•v1v•v1- 1v·= 1v•v1· 1v'= v+ 

iii) v+v = IV'V)- 1V'V = 1 simétrica 

iv) V V+= VIV'Vl- 1V' simétrica 

Con esta informaci6n veremos ahora el estimador propuesto -

por Khazzoom. 

En la secci6n anterior se hizo notar que la existencia del -

estimador M.C.I. dependía de la soluci6n del siguiente sistema r~ 

cursivo de ecuaciones: (deben satisfacerse para los valores rea-

les de los parámetros, pero s6lo podemos conocer sus estimacio--

nes), 

II11 1301 + Yo1 = TT01 
12. 2 .4) 
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que lo podemos escribir como 

L~ .. 'rJ Ü'' J • p·• J 1 t. t. SI 
II z i O Y11 n12 

"' en donde, si !I 21 es cuadrada y no stngular, entonces (2.2.S) tie-

ne una única soluci6n que corresponde al caso justamente identifi 

cado; y si K2 >G 1 y IL(TI 21 ) :iG 1 (caso sobreidentificado), hay más 

de una forma de estimar consistentemente los parámetros estructu

rales. Supongamos que se .cumple este último caso. Sea 

"' 
V "' ; 

con lo que reescribimos (2.2.S) como 

"' "' V 00 1 " rro 12. 2. 6) 

,.. 
o es ( K, G i + K il "' y IL(V) "'G1 + K1 ; premultiplicando (2.2.6) --

" por V' se tiene 

"' " "' "' V'V lio1 " V' no 

donde IV'VJ es una matriz no singular, por tanto 

y por ( 2. 2. 3) 

( 2. 2. 7) 



el vector 6 '1 es ónico en virtud de la unicidad de f)+. 

Recordando que el estimador de M .e .o .. para íl es 

es posible obtener una expresi6n alternativa para ~•1· 

Sea E• [IK, 0) ¡X~' = [X1, Xd [I: ]" X1; Z = IY, XI 

entonces 

IX 'X) -ix 'XE') 
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(2.2.8) 

.. ,. 
sabemos por (2.1.2) que Yo 1 

presi6n en (2.2.8) se sigue 

Z1 oo 1 + Uo 1 ; sustituyendo esta ex--

Las expresiones (2.2.7), (2.2.8) y (2.2.9) corresponden al esti

mador de mínimos cuadrados indirectos propuesto por Khazzoom (lo 

identificaremos como "M.C.l.K"). 

•• 
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Para examinar su consistencia tenemos que evaluar los lfmi--
" tes en probabilidad de 00 1 , ie. 

" pl.i.m 601 = 001 + pl.lm CZ!XIX'X)- 2X'211- 1 Z!X(X'X)- 2X'Uo1 (2.2.70) 
T+oo T+oo 

por el teorema de Klintchine es claro que 

pl¡m [ZIXIX'X)- 2X'Z11- 1 Z~X(X'Xl- 2 X' Uo1 = 
T+<» 

[pl¡m} Z{X plim ti X'X)- 1 plim t} X'X)-1 pl¡m t X'Zi]- 1 

(2.2.111 

plim t zrx plim (+ X'X)- 1 pl~m (~ X'X)- 1 pllm} X1 Uo1 

en cuya expresi~n hemos supuesto (ver 1.1.7) que: 

plim f X'X = Q; Q matriz simétrica y positiva definida. 
T+oo 

Escribamos a X= (X1,X 2 ) y a Y1 = XU1 + V1, entonces 

:::} a 

con este argumento se sigue que 

(2.2.721 



., . . 

pt.úr .!. 
r- T 

Y~ JC 2. • pl..int (XII 1 + V iJ 'X 2 • II! 
f+co 

(Qu) 
222 

porque pt.im } X~ V1 • O. Finalmente. dado que 
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plim t X ' U, 1 • O (2 • 2 • 131 
f..T+• 

se puede concluir entonces que todos los límites en probabilidad 

de (Z.2.11) existen y son¡finitos, por tanto 

pl..i.m IS• i • 6 • 1 

r-
10 cual muestra la consistencia del estimador M.C.!. de Khazzoom. 

(M • C • I. K • ) • 

Para la elaboraci~n de pruebas de hipótesis, no basta saber 

que el estimador M.C.I.K. es consistente; se necesita tener cono· 

cimiento sobre la distribuci6n del estimador, o por lo menos de · 

su distribuci6n asint6tica. Desafortunadamente la distribuci6n -

exacta del estimador M.C.I.K. para pequeña muestra se desconoce;

sin embargo si es posible contar con su distribución límite~ Cuan 

do nos referimos a ésta, no hablamos directamente de la distribu-

" ci~n de 00 1 , ya que como hemos citado se trata de un estimador ·-

consistente, que converge por tanto en el límite a una constante. 

Para hablar de convergencia estocástica lo que se hace es aproxi-
" mar la distribuci6n de óo 1 por medio de una transformaci6n que le 

"reste velocidad de convergencia", es decir, el problema es deter 
" minar la distribuci6n de ITj (cSo 1 ·1lo 1 ) cuando T..-oo. Con este crite 

río estableceremos la distribuci6n asint6tica del estimador M.C.· 
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I.K. para, en este caso, la primera ecuacidn estructural. 

(2.2.14) 

en donde por analogía· con el desarrollo anterior, todos los l~mi

tes existen y son finitos. Sabemos adem~s que, bajo nuestros su

puestos y por el teorema central del límite 

, 
lfl 

por tanto 

donde 

~ # [($ ~)-2~151~ (~)-2]~ • 

[(~}-2 y.1 (~ (~)-2 ~0-1] 

. 
12.2.75) 

(2.2.16) 

El estimador propuesto por Khazzoom pertenece a la clase de 

estimadores definida por: 

donde 



. 
e • . 

{ 

JC(X'XJ- 2X 

f 1-kl r +kx1x•x1- 1 x• 

para M.C.I.K. 

para clase - b. 
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Para terminar de enmarcar el problema de la inferencia esta

·d{stica para el estimador M.C.I.K., es necesario contar con un es 

timador consistente de la varianza. El camino más usual de defi-

.nir este es en la forma: 

donde 

,. ,.. " 
Uu • !/11"' Z1 001 "U11-Zdo11-onl 

por tanto 

utilizando los supuestos y especificaciones estocásticas del mode 

lo y dado que plim 60 1 = 00 1 se sigue 

ptim 011 " plim TI u:1 Uo1 = 011 
T -t-CD T -t-00 

con lo cual se establece la consistencia de a 11 • 

Hemos resumido hasta aquí la forma y propiedades del estima

dor de M.C.I. tanto para el caso justamente identificado como pa

ra el caso sobreidentificado. La forma específica de elaborar -

pruebas de hip6tesis utilizando el estimador M.C.l.K., es decir,-
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cuando el modelo est' sobrcidentificado se dejará para el capítu

lo IV. Sin embargo recuérdese que si el modelo no estuviera iden 

tificado no existirían estimadores de M.C.I. Es por tal motivo -

que en el pr6ximo capítulo nos ocuparemos de ese aspecto que se -

d~ja generalmente fuera de consideraci6n en el trabajo econométri 

co aplicado y que se refiere a la verificación bajo la teoría de 

l~s pruebas de hip6tesis estad{sticas de si la condici6n de rango 

para identificaci6n se satisface. 



\ 
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CAPITULO 111 



l. PRUEBAS DE IDENTIFICABILIDAD 

ASPECTOS GENERALES 

El desarrollo de la teoría econométrica, se apoya generalmente en 

una serie de supuestos que permiten la construcci6n y manejo de 

pie·zas de teoría formal. Así por ejemplo en la elaboraci6n de mé

todos tanto de estimaci6n, evaluaci6n y pron6stico de modelos es-

tructurales (todos ellos p~steriores a la especificaci6n), se tra

baja bajo el supuesto de que el modelo está identificado. En la -

práctica, este supuesto se basa generalmente en pensar en la condi 

ci6n de orden para identificaci6n como si tal fuera suficiente pa

ra poder establecerla (aunque estrictamente no lo sea) y si este 

se cumple, la condición de rango se ~a por satisfecha. Conviane -

recordar que la identificaci6n depende de los valores reales de 

los parámetros estructurales, los cuales son desconocidos para el 

investigador; pero también conviene cuestionarse sobre cuantas ve

ces el trabajo econométrico aplicado ha carecido de validez por -

trabajar quizá con estructuras equivalentes en observaci6n. Por -

tal motivo, suponer que un modelo posee tales o cuales propiedades 

es algo que debe de tomarse con ciertas reservas. 

Para modelos en los que el grado de sobreidentifícaci6n impuesto 

por la condici6n de orden es "grande", resulta razonable el pensar 

que la probabilidad de que estas ecuaciones estén realmente subiden 

tificadns es muy baja. Para resolver esta incertidumbre con respe~ 

to a si la especificaci6n del modelo ha sido adecuada, algunos au-
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tores han sugerido elaborar pruebas de hip6tcsis estadísticas que 

nos permitan constatar, de una manera más adecuada, si la condi--

~ • .'ci6n de rango es satisfecha o n6. 11 
••• es natural aplicar pruebas 

'de identificabilidad antes de proceder con el c'lculo de las esti

\ maciones de las varianzas muestrales, las cuales requieren un ma-

._ yor esfuerzo computacional, y abandonar los cálculos posteriores -

si la indicaci6n de no identificabilidad es fuerte". (Koopmans y 

Hood 1953, p.p. 184). 

Las pruebas a las que nos referimos corresponden a los traba 

jos originalmente realizados por Anderson y Rubín (1949, 1950) y -

por Koopmans y Hood (1953). En estos trabajos la condición de ran 

go para identificación es probada ecuación por ecuación al no exis 

tir un método accesible que nos permita probarlas simultaneamente. 

Retomando la notación utilizada en los capítulos anteriores, 

y esperando no ser muy repetitivo, recordaremos que la primera e

cuación del modelo 

Y B + xr .. u ( 3. 1. l) 

está dada por 

{ 3. 1. 2 l 

o bien, si consideramos explícitamente la normalizaci6n, por 

( 3.'. 3) 

Ser& conveniente no imponer por ahora esta regla de normalización 



en nuestra ecuaci6n, esto es, ignorar que el coeficiente de y,1 -

es -1. De esta forma la ecuaci6n (3.1.3) la escribiremos como: 

(1.3.4) . 
es decir, estamos suponiendo sin p6rdida de generalidad que 

(3.1.S) 

donde a:1 • G: 1) es el subvector de ª· 1 que consiste en sus. - -

primeros Gi + 1 elementos y Y•1 es el subvector de fo1 que consis 

te en sus primeros K1 elementos. Estamos suponiendo además que -

las variables excluídas (restricciones cero) están asociadas a los 

parámetros 

. ( ~: ~) .. o ( 3. J .6) 

donde 1302 es (Gz, J) y Y•2 es IK2, 11 con G • 1 .,. Gi .,. Gz y ---

K = K1 + K2. 

Dado que B es no singular podemos resolver como sabemos la 

forma estructural (3.1.1) en la forma reducida: 

Y• XII .,. V (3.1.71 

para la que particionando conformablemente se tiene 
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( 3.1.B1 

donde Y!' es (T, Gi + 11, Y2.es (T, G21, Xi es (T, Ki), X2 es 

(T, Kz), n!1es (Ki. Gi + 11, II12 es IK1, Gzl, rr;1 es IK2, G~+JI,
•-. 

. nu es (T, G1 + 11 ·y V2 es (T, Gzl. Postmultiplicando (3.1.8) -

por cag ' a.2J 'obtenemos el sistema de parámetros 

n 12) 
n 22 . 

que por (~.1.6) nos define el sistema recursivo de ecuaciones: 

• n 11 

• JI 21 

( 3. 1 • 9 I 

la matriz rr;1 es IK2, G1 + 11 por lo que el sistema estará iden 

tificado (sujeto a una regla de normalizaci6n) si y s6lo si 

( 3. 1. 1o1 

estamos por supuesto también suponiendo que K2:::_G 1 , para que la e

cuaci6n estructural pueda estar identificada. 

La matriz rr~ 1 es una matriz rectangular (salvo en el caso -

justamente identificado) ; para la que se cumple 

11. (ll ~ i) " IL (ll ~ ~ R IT ~ i) ( 3. 1. 11) 
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siendo R una matriz de IK2, K21 positiva definida .. De tal suerte -

•• • que como IT 21 R íl 21 es una matriz cuadrada, y ya que estamos intere-

sados en conocer su rango, podemos entonces preguntarnos sobre las 

raíces de la ecuación polinomial: 

( 3., .12 J 

donde H será una matriz real positiva definida. 

En virtud de que la matriz R es positiva definida y por el se 

gundo bloque de ecuaciones en (3.1.9), se sigue que la matriz 

rr~! R n: 1 es positiva semidefinida, por lo que las raíces caracte-

rísticas de esta matriz en la métrica inducida por H serán no nega-

tivas. '* Es claro que si el rango de n21 es q, q~G 1 -1, entonces exis 

tirán q raíces de {3.1.12) diferentes de cero. Este argumento se-

ría aplicable a nuestro problema si la matriz IT~ 1 fuera conocida; -

sin embargo debemos recordar que los valores reales de los elemen-

tos de esta matriz (salvo las restricciones) son desconocidos, y -

por tanto también las raíces de (3.1.12). Por lo que nuestro pro-

blema se reduce entonces a crear una estadística de prueba que nos 

permita constatar si la expresi6n {3.1.10) es válida bajo ciertas -

medidas de probabilidad. Para eso necesitamos las matrices R y H -

definidas de tal forma específica que nos permitan construir dichas 

pruebas, 

La parte de La forma reducida que nos interesa es aquella que 

se refiere a las variables endógenas incluidas (en este caso) en la 
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·primera ecuaci6n estructural: 

(3.1.13), 

donde V1 "'N(O, íl11l, '111 es una submatriz. de íl no singular. El -

estimador M.C .O. de ll ~ es~á dado por 

y el de n11 por 

" ílu 
r . -
T 

donde 

Cl.'11" (Y! - XIT!I' (Y~ - XIT~I 

Y'* MY 111 
l 1 

( 3. J .14 I 

(3.1.15) 

( 3. 1 • 16 I 

i.e, W11 es la matriz de productos cruzados de residuos del ajus

te por M.C.O. de Y~ sobre X, donde: 

( 3. 1 .17) 

·se puede verificar facilmente que N y M son simétrica5, idempoten

tes y con rangos iguales a sus trazas. 

Consideremos ahora ta forma reducida (3.l.13) y transforme--
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mosla premultiplicando ambos lados de la igualdad por----------·

M1 " ( !T - X1 (X~X 1 l - 1 XiJ: 

M1 y~ M1 X1 II f1 + /.f 1X2 Il~1 + M1 V l (3.1.18) 

n6tese que M1X1 = o, por lo que 

M1 Y1• = M1 X2 ll~ i + vi ( 3 .1. 19) 

donde vr = M1Vi. 

La forma reducida (3.1.19) se puede interpretar como la ex-

plicaci~n de la variabilidad de las vr variables dependientes a -

partir de las X2 variables ex6genas, pero permaneciendo X1 inclu.f. 

da en el modelo; y esto se logra al transformar el modelo reduci-

do (3.1.13) por un conjunto de variables ortogonales a Xi. Igno

rando que los errores han sido transformados, podemos obtener di

* rectamente el estimadro M.C.O. de rr 21 en la forma 

( 3 .1. 20) 

.. 
Sea W11 la matriz de productos curzadcs de residuos do la re 

gresi~n de Y! sobre Xi , le 

W• ( y*l 11 ,, 

( 3 .1 • 21 ) 

por (~.1.16) y (3.1.21) tenemos que: 
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(3.1.221 

~iComo una consecuencia directa de la inversi6n particionada do 

matr~ces (ver por ejemplo Goldberger 1964., p.p. 27, 28) obtenemos 

el siguiente resultado 

C
XiX11 •1+{XiX1 ¡ -1x1x2 (XiM1X2 l -1XtX1 IX{XJ)- 1 

•(X1X2} 

. · -(X2M1X2l- 1 X~X1 1XIX1l- 1 

. C:) 
f de donde 

por lo que sutituyendo en (3.1.22) se sigue que: 

y por (3.1.ZO) 

( 3. 1 • 231 
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"' "' ,., 
Wf1 - 11111 • ng X~M1X2IT~1 • rrg e n:l (3.1.241 

donde C • X~M1X2. N6tese que C es la matriz de productos cruzados 

de residuos de la regresi~n de X2 sobre Xi. Es por tanto C una ma 

triz positiva definida y además plim +e . r existe, siendo C" tam-
r

bién una matriz positiva definida. 

Considérese entonces la ecuación polinomial 
' . 

(3.1.251 

y hagamos una pequeña transformaci6n: 

IW!1 - l Wul " IWh - Wu -.f. Wu + W11I 111 IW!1 - Wu-ll.-llWul 

" ....... 
,. lll21 Cíl21 - h Wu I • O (3.l.26} 

donde h " .f.-1 

~· 

Dado que plim 
r ...... 

rr~~ crr:l. n~! e ~l y ',,um.f wu .. ílu, la distr'i
r--

buci6n de las raíces hG ~ >, ••• ,>h1>0 
lTl - - -

de (3.1. 26) dependerá de -

las raíces nG + >, ••• ,>n 1 >0 de 
l i- - -

(3.l.271 

Por lo que 

plim In¡ - h¡I " O 
T+oo 

Las pruebas de identificaci6n.discutidas por Koopmans y Hoody 

las propuestas por Anderson y Rubin, se basan en la distribución -
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·de las raices de (3.1.26). El procedimiento en ambos casos se sus 

~enta en el principio de la razón de verosimilitud, que como se 

citar4 más adelante proporciona la apropiada estadística de prue-

ba . . En particular el estimador M.V.I.L. de e:1 es el vector caraf 

ter{stico normalizado asociado con la menor r~Íz de (3.1.25). 

Historicamente la posibilidad de elaborar pruebas de hip6te-

sis de identificabilidad (~nderson y Rubín 1949) no fueron sino un 
1 

resultado de la aplicación de algunas propiedades de los estimado

res M.V.I.L. para una sola ecuaci6n en particular. Por tal motivo ... 
~creemos conveniente presentar de la manera más general los princi-

pio~ 1 resultados b~sicos de la estimaci6n M.V.I.L., para con esto 

lograr una mayor claridad en la comprensi~n de las pruebas y enri

quecer por ende, su significado con esta interpretación. 



2. EL METODO DE MAXHlA VEROSIMILITUD 

CON INFORMACION LIMITADA 

El m~todo de estimaci~n por m~xima verosimilitud, como es bien sa

bi<lo, hace uso expl~cito de supuesto de normalidad de las perturb! 

ciones para derivar las estimaciones de los par~metros estructura

les vía la maximizaci6n de la funci~n de distribuci~n conjunta. 

Para esto puede disponer de toda la informaci6n a priori de que 

disponga sobre un modelo dado, para estimar así todos sus par~me--

tros conjuntamente (tal como es el caso de informaci~n completa);

o bien, si est~ interesado en estimar s6lo un subconjunto de rela

ciones del modelo, utilizar entonces aquella informaci~n a priori 

perteneciente a la ecuaci6n o ecuaciones cuyos par~metros desea e! 

timar, de tal forma que la informaci6n de aquellos que pertenezcan 

a las restantes ecuaciones no sea considerada. Para este fin, -

transforma el modelo con la particularidad de que los dos subsiste 

mas resultantes sean mutuamente independientes ycon la condici6n -

de que los parámetros del subsistema de interés no se alteren. 

Este Gltimo es el método de m~xima verosimilitud con informaci6n -

limitada (M.V.I.L.) y es del que nos ocuparemos brevemente en esta 

sccci6n. 

Supongamos entonces que estamos interesados en las primeras ~ 

G* ecuaciones de un modelo con un total de' G, G*~G, de tal manera 

que el sistema que nos interesa sea de la forma 
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(3.2.1) 

'donde 81 y r1 son respectivamente las matrices de coeficien-

J~s de las variables end~genas y ex~genas que aparecen en las pr,! 

meras G• ecuaciones, V1 es la matriz de perturbaciones correspo~ 

dientes a las G• ecuaciones y cuyos vectores tienen la propiedad: 

( 3. 2. 21 

donde 6t, 6 es la delta de Kronecker y para t,6 = 1, ... ,G• 

El estimador M.V.I.L. de los parámetros estructurales para -

las primeras G' ecuaciones se obtiene maximizando la funci6n de -

lag-verosimilitud "concentrada". 

Lla., E11; Y,XI = C-T tn IE11l+T ln 
1 1 

(B{WB 1 I 

T tlt ( E ~ i a & Sao J '3. 2.31 
1 

donde e .. -GT ( .tn ( 2 n J + 1 1 + TG' - T tn IWI 
r -r 2 

c·y V'X) GY• syx) .s .. - = 
T X'Y X'X s,,_Y su . 

y W es la matriz de productos cruzados de los residuos de la re-

gresi6n de Y sobre X, ~e,W = syy-sy,,_s~~s"-Y = Y'IZ-X(X'Xl- 1 X'IY 

; 

E1 1 es la matriz de varianzas y covarianzas de los errores de las 

primeras G' ecuaciones. 
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Si el subsistema en el que estamos interesados consistiera de 

una sola ecuaci~n digamos la primera, entonces siguiendo la misma 

notaci6n que en la secci6n anterior tendríamos 

(a~1) 
G• " I ' ª• = Yo1 ' 

o 

De· tal suerte que particionando W y S conformablemente a a, y 81 

como 

(f' 
Su S13 S11t '., 

\ 
W12) S.. S21 S22 S23 s ) (W11 (;. ~. 5) 2 4 i lt)= 

S:n S32 S33 S34 · W21 W22 

S41 S1t2 S43 s .. ) 

entonces el estimador ·de 011 y 601 (Bat) se obtiene maximizan 
y o l 

do la función de lcg-verosimilitud concentrada 

L (a,, 011 ; Y, X) = C o - T ltt cru ( B ¿ ! W 11 B o i) 
2 {3.2.6) 

donde Co = GT (ltt 2n + ll + T (1-l»IWI! y W1 1 es la matriz de 
2 2 

productos cruzados de los residuos de la regresión de Y~ en X. 

Maximizando (3.Z.6) con respecto a y 01 se obtiene 

( 3. 2. 1) 

sustituyendo (3.Z.7) en (3,Z.6) y maximizando con respecto a 0 11 
resulta 

'. . . Bo1 W11 Bo1 ( 3. 2. 8) 
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· don~e W~ 1 • S11 - S1 3 s;} S,1, esto es, W! 1 es la matriz de pro-

duetos cruzados de los residuos de la regresi~n de Y! en X1 • Es·-

•: f4cil verificar que tanto (3.2.7) como (~.2.8) representan un má

ximo para un valor dado de a:1. Sustituyendo ahora estas expre-

·siones.,~n (~.2.6) obtenemos la funci6n de lag-verosimilitud con-

centrada: 

( 3. 2. 9) 

Al maximizar (~.2.9) con respecto a a: 1 obtendríamos su estimador 

M.V.I.L., que sutituyendo en (3.2.7) y (3.2.8) nos completar~a la 

estimaci6n de todos los parámetros de inter~s. Para este efecto 

:.n6tese que maximizar (~.2.9) es equivalente a minimizar la expre

si6n 

( 3. 2. 7o1 

en donde a&~ w:
1 

a:
1 

representa la varianza para un vector dado -

a: 1 , de los residuos de la regresi6n de la varia ble "compuesta"

V~ a y~ ai1 sobre X1· Similarmente aJi wll a:1 se interpreta c~ 

mo la varianza de los residuos de la regresi6n de Y~ sobre todo -

x. Es por tal motivo que este procedimiento de obtener estimaci~ 

nes también se le denomina principio de la raz6n de mínima varian 

za. 

La raz6n de mínima varianza satisface que 

l • tia: > 7 13. 2. 11 I 



54 

esto se debe a que el denominador debe ser siempre igual o menor 

que el nu~erador, porque el uso de variables independientes adi-

cionales en una regresi~n no puede incrementar la suma de los cua 

drados de los residuos. En última instancia las variables adicio 

nales no evidenciarán alguna relaci~n respecto de la variable de

pendiente, por lo que L(8:1) será igual a l. 

La funci~n l(~:1J es homogénea de grado cero, lo que implica 

que si un valor minimizante de a:1 existe, digamos a:1 = b,1, -
también se satisfará para B!1 = kbo1, le bdno será único. Para -

asignar un único valor a k, es necesario imponer alguna normaliz~ 

ci6n, que.podr~a ser por ejemplo, que el primer elemento de ~~1 -

sea -~ (como se requirió en el capítulo II) ~ Blf a: 1 = 1, o bien 

S! ! W11 a: 1 = 1, etc. Se destaca pues que la .normalización aqu~ 

requerida no es una en particular, esto es, no es una parte inte

grante del procedimiento estad~stico de estimación, sino más bien 

un requisito matemático para lograr una solución única. 

Para minimizar !(~: 1 1 con respecto a a: 1 , hay que diferenciar 

l con respecto a cada componente de a: 1 , igualar los resultados a 

cero y resolver para los componentes de a:1 i.e: 

-~-t __ .. 
1 a: d ¡ 

,. 2 

a 
a:11,¿ a&t W11 a:1 

B&! W11 Bf1 (W11 Bhl .l - 13&! Wfi f3!1 (fllu ~:iJ ,¿ . 
----------------------------------------"·o O (B!f W a:i)~ 

(por ( ~. 2, 1 (1) ) 



dado que esto debe valer para cada uno de los componentes de los 

vectores W!1 a:1 y W11 a:1, puede entonces formularse en térmi-

nos de los vectores mismos: 

(3.2.12) 

( 3. 2. 1 3) 

el sistema lineal homogéneo de G1+l ecuaci~nes (3.2.13) tendr~ so 

luci6n no nula si y s6lo si 

(3.2.14) 

es decir, si 

(3.2.15) 

que es una ecuaci6n polinomial en~ de grado G1 + 1. 

En virtud de que wi 1 y W11 son matrices positivas definidas, 

existe una matriz f no singular tal que 

W11 " f'F y 

donde A es la matriz diagonal cuyos elementos son las raíces ca--

Tacterísticas de la soluci6n a (3.2.15). De ahí que (3.2.16) ---

pueda escribirse como 

e&t F' f\F Bh § ' J\ § G1 +1 

!{~)>!, (3 .2 .16) .e1e:i1 " = E 
B'' F'F 8~1 § '§ .t= 1 

.(. ¡+ -
01 E §2. 

j=l j 

donde § e FBh y 1.1 " mút l. 
,¿ .(. 
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la ~ltima desigualdad se da por ser los coeficientes de t~ posit! 

vos y dado que l¡ 2:_0. 

Por lo tanto el estimador M.V.I.L. de ~: 1 ser~ el vector ca·

racter~stico de Wt 1 en la métrica inducida por W11 correspondien

te a la menor raíz característica t 1 , esto es: 

( 3. 2. 17) 

Es claro entonces, con la serie de resultados que hemos ~qu~ 

enunciado sobre la estirnaci6n M.V.I.L., el porqué este procedi--

rniento nos enmarca la elaboraci6n de pruebas de identificabilidad: 

basta comprobar que las expresiones (3.1.26) y (3.2.15) son la 

misma. De hecho como lo apuntamos en la secci6n anterior, las 

pruebas de Koopmans y Hood, y las de Anderson y Rubin, se basan -

en la distribuci6n de la menor raíz de 

" " 
1 IT~ t C TI! i - h W i i 1 

donde h • L-1, es decir, en la raíz asociada al estimador ¡:
1 

de 

M.V.I.L. Antes de enunciar las pruebas, las siguientes observa-

cienes serdn importantes. 

Primero, tenemos por (3.Z.14) que 
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Koopmans y Hootl demuestran que (ver Koopmans y Hood 1953 apéndice 

F, p.p. 195); ~{Wf 1 - t. W11 ) = G1 siempre y cuando l. sea una -
~ ~ 

raíz simple y ~{Wf 1 - t~ W11 )<G 1 cuando l~ sea una raíz múltiple. 

En particular este resultado se relaciona con la menor raíz l¡ de 

(3.2.16). Se sigue por tanto que si l 1 es una raíz simple, enton 

ces existirá una única soluci6n (después de la normalizaci6n) pa-

Segundo, hemos visto que l(s:1J~I y por (3.2.16) se sigue 

también que l1 ~7. Es interesante citar aquí bajo que condiciones 

se tiene lrl y bajo cuales l?l. 

Para esto citaremos un teorema (ver Fisher 1966, p.p. 186---

187) que refraseándolo en términos de nuestra notaci6n nos será 

de gran utilidad. Además vendrá a reforzar lo que ya hemos plan

teado. 

Teorema.- Considérese la ecuaci6n polinomial 

(3. 2. 181 

donde W11 es positiva definida, y sea l 1 = mln l. la menor raíz -,¿ ~ 

de la ecuaci6n (3.2.18). Sea a! 1 un vector de (G 1 +7, 7) no nulo, 

entonces 

aH WL a:i 
a!~ W11 a:1 

{3. 2, 19) 

"Prueba.- Dado que el lado derecho de la ecuaci6n (3.2.19) -
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es homo;;áne,:¡ .:le graJo cero en ~: 1 , podemos impor..:-:r la normaliza--

ci6n 

(3.2.20) 

y minimizar aH Wt 1 a: 1 sujeto a esta restricci6n. 

Para lograrlo utilizamos el Lagrangeano 

(3.2.21) 

Por condiciones de primer orden para un mínimo, tenemos además de 
·~ -

(3.'2.20) que 

(3.2.22) 

que tendrá soluci6n en a: 1 si y solo si (Wf i - t W1 i l es sigular, 

es decir, el multiplicador de Lagrange t es una raíz de la ecua--

ci6n (3.2.18). 

Suponga entonces que a:r satisface las ecuaciones (3.2.20) y 

(3.2.22). Premultipliquemos (3.2.22) por a:r y reordenando térmi 

nos obtenemos 

(3.2.23) 

de tal forma que, como a: 1 satisface las condiciones de primer or 

den, tes el valor minimizante; es decir, l1. 

Una consecuencia directa de este teorema es el siguiente co-

rolario. 
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Corolario.· t 1 >1 si y s6lo si (Wt 1-W 11 ) es positiva definida 

y t 1Df si y s6lo si (Wt 1-W 11 ) es positiva semidefinida. 

Prueba.· Si !Wt 1-W 11 ) es positiva definida, entonces -----

aJt WT1 a: 1 > BJt W11 s: 1 y si(Wt1-W11l es positiva semidefinida 

entonces aAt Wt 1 af 1 ~ aAt W11 Bf 1 • Dado que W1 1 es positiva de

finida, aJf W11 a: 1 > O y dividiendo las de~igualdades.por esta -

expresi6n nos da el resultado deseado, como una consecuencia del 

teorema anterior. 

Dado que en nuestro caso la aplicaci6n del corolario corres-

ponde a la diferencia de matrices de varianza y covarianzas para 

dos conjuntos de residuales, se sigue que (Wt 1-W 11 ) es al menos -

una matriz positiva semidefinida y ser~ positiva definida s6lo si 

la matriz (Wt 1-W 11 ) tiene todos sus renglones linealmente indepe~ 

dientes. Lo que si podemos asegurar es que asint6ticamente ----

(Wf1-W1J tendrán renglones linealmente independientes, es decir 

p.U.m t 1 .. 1 • I 3 • 2 • 2 4 l 

Conviene recordar (Cap~tulo II, secci~n 1) que el estimador 

tde mínimos cuadrados indirectos (M.C.!,) para la primera ecuaci6n 

estructural, se puede obtener en forma única si 

11.(n~il • G1 con ( 3. 2. 2 5) 

pues bien, si (3.2.25) se cumple, entonces los estimadores M.C.I. 

·y M.V.I.L. coincidirán y se tendrá en este caso que l 1 ~ 1 
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Supongamos ahora que K2 =G1+I, entonces por lu condici6n de -

orden la ecuaci6n esta sobreidentificada y con probabilidad no e~ 

ro podríamos tener 

11. (II ~ i J = G i + 1 

en cuyo caso la condici6n necesaria y suficiente para identifica

ci6n se viola y solamente la soluci6n trivial existirá para ----

(3.2.17). En cuyo caso se tendrá 

por lo tanto podemos ver nuestro problema de probar hip6tesis de 

identificaci~n, como la prueba a un cierto nivel de significancia 

del exceso de l1 sobre l. 



3, PRUEBAS DE ~IPOTESIS DE LA CONDICION DE RANGO 

PARA IDENTIFICACION 

El criterio de la raz6n de verosimilitud es una opci6n al problema 

de construir pruebas de hip6tesis, en particular cuando queremos -

probar una hip6tesis compuesta contra otra alternativa compuesta,

º bien una hip~tesis simplr contra una alternativa compuesta. " ... 

El criterio de la raz6n de verosimilitud, como es sabido, no es ne 

cesariamente la prueba uniformemente más potente, pero se ha com-

probado en la literatura que esta prueba posee frecuentemente pro-

piedades deseables". (Hogg y Craig 1978 p.p. 258). 

La raz6n de verosimilitud se define como 

>.= max.Ho 
max.Hi 

L' (a,, cr11, Y,X) 
L' lao, cr11, V,X) ( 3. 3. 1 J 

es decir, >. es la raz6n de las do~ funciones de verosimilitud cuan 

do se sustituyen sus parámetros por sus estimadores máximo-verosí

miles. Se espera que si Ho es cierta, entonces >. tenderá a i y si 

por el contrario Ho no es cierta, >. tenderá a ser menor que la uni 

dad. Por lo tanto para verificar una hip6tesis Ho simple o com--

puesta, se utiliza el estadístico >. y se rechaza Ho siempre y cua~ 

do el valor muestra! de>. satisfaga>.<>. ; donde>. es alguna canti-
-a a 

dad definida a un nivel de significancia a. 

Para nuestros prop6sitos transcribiremos y refrasearemos (sin 
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demostraci6n) dos teoremas debidos a Anderson (1953 p.p. 336-337) -

sobre el criterio de la raz6n de la verosimilitud. (Recuérdese --

que rr ~ 1 es ( K 2 , G 1 + 1 ) • 

Teorema 1.- El criterio de la raz6n de la verosimilitud para 

probar la hip6tesis de que el rango de II~ 1 es 11. 1 contra la alterna 

tiya de que es 11. 2 (11. 2 >lr. 1 ) es: 

G i + 1 7~"1 (J+h .)-lT= 
IL2 

( J+h .)-lT >. = lI ( 1 +h.(.) !1 n (3.3.2) 
.{. 

h•IL1+1 
.(. 

.[aJr.l + 1 ='1.1+1 

donde {h.} las ' ordenadas en forma descendente de 
.(. 

son raices 

(3.3.3) 

En particular el criterio para probar 1t(!Ihl=1t1 , contra cual

quier otra posible alternativa requiere del producto sobre todas -

las (G 1-1l-1t1 raíces m~s pequeñas. En este caso 

G1+l 
-2 bt >. = T E 

hlr.1+1 

G1+1 
bt (l+h.) = T E h. 

.(. .i.=1t1+l .(. 

para muestras suficientemente grandes. 

(3.3.4) 

Teorema 2. - Sea p.lim} X'X = Q , Q sim~trica y positiva defi-

nida, y sup6ngasc que }[(JJhl = 11. 1• Entonces -2 .en>.., donde>. es el cri 

terio de la raz6n de verosimilitud definida en el teorema 1 para -

probar la hip6tesis de que el rango de II 21 es 11.1 contra la altero~ 

tiva de que no es mayor que G 1 ~J, se distribuye asintoticamente .co~ 
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mo x2 con (G1+1-41)•(K2-~1) grados de libertad, 

Suponga entonces que estamos interesados en probar la hip6te-

sis 

contra la anternativa ( 3. 3. s l 

·El criterio de la raz6n de verosimilitud para probar (3.3.S) 

es, por (3.3.Z) 

( 3 .3. 6) 

donde h1 es la raíz m~s pequeñade (3.3.3), Si rrh tiene rango a1,. 

entonces -2lnA y su equivalente asint6tico Th 1 tendr~n asintotica-

mente una distribuci6n X2 con (K 2 - G1 ) grados de libertad. Por lo 

tanto la regi~n cr~tica asint6tica para probar Ho contra Hi a un -

nivel de significancia a es 

se espera que para valores de h1 cercanoi a cero, ie, valores de 

¿ 1 cercanos a 1 (v~ase 3.l.Z6) no se rechace la hip6tesis nula. Es 

evidente que la prueba es innecesaria cuando los grados de liber--

tad sean cero o negativos, es decir, la prueba no sirve para ecua

ciones exactamente identificadas porque para ellas K2 -G1 =O, de mo 

do que no hay grados de libertad para la prueba y .f.1 resulta ser -

siempre exactamente l. M6s resulta inoperable si la condici6n de 

orden no se satisface. N6tese además que si rechazamos la hipote-
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s.is nula, esto es, si no rechazamos que 1t.!ll~ 1 } = G1 +1, entonces no 

existirá una soluci6n no nula para el estimador M.V.I.L., es decir 

a:.1"º· (v~ase ~.1.9). 

La anterior prueba puede generalizarse. Supongamos que tenemos 

alguna informaci~n que nos sugiere que ~lrr~ 1 ) = q, q~G 1 • Podemos 

probar entonces, de acuerdo al teorema 1, la hip~tesis: 

Ho: 11.fni1l "q (3.3.8) 

contra la alternativa 

La regi~n cr~tica asint6tica para probar (~.~.8) a un nivel -

de significancia a es 

G l + J 
r r .fo 11+1t.(_) >X~ (G1+J-q) •(K2-ql 

.l= q + 1 
(3 • .3.9) 

se espera que esta prueba rechace la hip~tesis nula si al menos -

una de las raiccs h2 , ••• ,hq es suficientemerite grande {h 1 =0). Por 

lo tanto si la hip~tesis nula se rechaza podemos hacer pruebas se

cuenciales para poder decidir si la condici6n de rango para identi 

fícabilidad es satisfecha. Probaríamos entonces: 

contra la alternativa 
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y si la hip~tesis nula es rechazada probar~amos entonces 

H o : 11. (IT ! il = Q + 2 

contra la alternativa 
'. ~ 

H i : 1L (IT ! il " G i + 1 

y así sucesivamente. 

La regi6n crítica para estas pruebas secuenciales a un nival 

.a de significancia es: 

T 
G1+I 

I: 
.i.=q+j+I 

.f.n ( 1 + h . ) > X 2 
( G i + 1 - q - j ) · ( K 2 -q - j) 

.(. - CL 
( 3. 3. 1 o) 

Sin embargo, nos dice Savin (197~ p.p. 12), este método se--

cuencial no es completamente satisfactorio, porque si se utiliza s6lo 

una muestra para efectuar la prueba secuencial, entonces las esta-

G1+I 
dísticas T E ln(l+h.) no serán estadísticamente independien-

i=q-j-1 .(. . . 

tes, y por lo tanto los resultados presentarán sesgos. 

Prueba de doble raíz de Koopmans y Hood.-

Hemos visto que la distribuci6n de las raiccs hGi+I~' .. ~h1~0-

de (3.3.3) dependen de las raiccs na 1 +¡~···~n1~0 de 

1 
,.,, _ "' 1 

ll21Cll21 - n íl11 =O ( 3. 3 .11) 
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A * • y dado que II 21 , C y W 11 son estimadores consistentes de !l u, C . y 

íl 11 respectivamente, se sigue que 

plim (h.-n.) = O 
.(.. .(.. 

( 3. 3. 12 I 

Por -

lo tanto resultará intuitivamente razonable rechazar la hip~tesis 

de queJdII~il= Gi si la menor raíz (~.~·~) es suficientemente gran

de. 

Koopmans y .Hood sugieren que para obtener una prueba de la -

condici6n de rango para identificaci~n, es conveniente (en el sen

tido de seguir la pr~ctica general de reservar el término de hip6-

tesis nula para el subconjunto de menor dimensi~n en el espacio de 

parámetros) escoger como hip~tesis nula: 

(3.3.13) 

contra ia alternativa 

Estrictamente hablando, esta es una prueba de no identificabi 

lidad en vez de una prueba de idcntificabilidad, porque prueba la 

hip6tesis de que la ecuaci6n en consideraci6n (en este caso la pri 

mera) ·esté no identificada. 

Si la hip6tesis nula se satisface, entonces h 1 =0 ser~ por lo 

menos una raíz doble de (3.3,3), esto es, la segunda ra~z mds pe-

qucfia h2 do (3.~.3), será tambi6n O. Si la hip6tesis altcrnnti---
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va no se rechaza se tendr~ que h 1 =0 es una ra~z simple, es decir,

h2>0. Esto por supuesto sugiere el uso de la segunda raíz hz de -

(3.3.3), como el criterio de prueba. 

El criterio de la raz6n de verosimilitud para probar (3.3.l~) 

si HP es cierta es 

(3.3.14) 

sin embargo, la distribuci6n asint6tica de T!n(l+h 2 ) no es x2 bajo 

la hip~tesis nula, debido a la multiplicidad (h 1 =h 2 ). Los autores 

sugieren por este motivo usar la estadística 

( 3. 3. 1 5) 

o su equivilente asint~tico T(h 1 +h 2 +2), los cuales se distribuyen 

asint6ticamente como X~ con K2 -G 1 -1 grados de libertad. Por lo -

tanto la región crítica asint~tica para probar (~.~.1~) a un nivel 

de significancia n es 

(3.3.16) 

La prueba nuevamente será innecesaria, si los grados de líber- -

tad son cero o negativos, porque en ese caso la condici6n de orden 

para identificación no se satisface. 

Savin (1973, p.p. 10) basado en el trabajo de Fisk (1967, 

p. 52) indica que los grados de libertad reportados por Koopmans y 
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Hood en su prueba de doble raíz son err6neos. La verdadera regi6n 

crítica nos dice, para probar que el rango de 1~ 1 es a lo más G -1 
l 

contra la alternativa de que es G1 a un nivel de significancia a -

es 

(3.3.17) 

además propone una; 

Prueba de doble raíz para pequeña muestra: 

La regi~n crítica para pequeña muestra para probar (3.~.13) -

es 

'3. 3. 18 I 

donde u (2 K2 T-K)denota una distribuci6n Wilk, a un nivel de si~ a • , 

nificancia a con 2, K2 y T-K grados de libertad (ver Anderson 1958 

p.p. 193-202). 

Para hacer operativa la prueba se hace uso del hecho 'que (te~ 

rema 8.5.4 p. 196 Anderson 1958) 

1-lü2 K 
, 2' 

T-K-1 
--r;-- ~ F2K2, 2IT-K-1) {3.3.7?) 

donde F2K
2

, 2(T-K-11 denota una distribuci6n F con 2K 2 y 2IT-K-1) 

grados de libertad. 

Aunque esta prueba concluye Savin, es conservadora en el sen-
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tido de que si H, es cierta, será aceptada en al menos 100(1-a)% -

de las muestras. 

Pruebas de las restricciones cero 

Hemos apuntado en secciones anteriores que una ecuaci6n esta

rá identificada si el n6mero de restricciones que existen sobre e! 

ta, son las suficientes como para poder determinar sus parámetros 

estructurales en forma Gnica. Las restricciones a las que nos he

mos referido son solamente hacia el interior de las ecuaciones~ es 

decir, exclusiones y normalizaciones que en particular hemos deno

tado (las exclusiones) como: 

(~:) o 

Si una ecuaci6n, digamos la primera, está realmente identifi

cada, es decir, si lt(íl~ 1 )=G 1 ,entonces podemos suponer que las ex

clusiones que hemos considerado son realmente correctas. Esto se 

puede traducir en que las pruebas que anteriormente se han enuncia 

do sobre la condici6n de rango para identificaci~n son v~lidas pa

ra probar las restricciones cero, esto es, la prueba: 

H • : fr. (íl ~ l 1 R G l 

contra la alternativa 

1t(l • ) r G1 +J 
2 1 

es equivalente a probar 

l 3. 3. ~O) 
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H.: ( ~:) • o ( 3. 3. 21 J 

contra la alternativa 

H1: 
( ~:) # o 

En particular la prueba (~.3.20) ·se puede interpretar como la 

prueba de que hay K1 variables ex~genas en la primera ecuaci6n es 

tructural, contra la alternativa de que hay más de K1 • 

Como ya sabemos, el criterio de la raz6n de verosimilitud pa

ra probar H, contra la alternativa ff 1 es A=(1+h 1 )-IT y la regi6n 

crítica a un nivel de significancia a ser~ 

X 
2 ( K -G ) 
<X 2 1 

(3 .. LU) 

La prueba basada en la regi~n cr~tica (3.~.22) para probar -

(~.3.21) puede producir resultados err~ticos para muestras peque-

ftas. Basman (1960) basado en experimentos Monte Carlo, indica que 

esta prueba tiene un marcado sesgo contra H.· Por tal motivo pro

pone una prueba alternativa basada en la regi6n crítica 

h1 T-K > FalK2, T-KI -y; -

donde f
0

(K 2 ,T-K) denota una distribuci6n F con K2 y T-K grados de 

libertad. Esta prueba se encontr6 que es sesgada en favor de H,,

por lo que finalmente sugiere el uso de la regi6n crítica 
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1-
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como una aproximaci6n para muestras pequeñas de la prueba de las -

restricciones cero. 

Los detalles de las anteriores consideraciones no los aborda-

remos en el presente trabajo ya que superan los objetivos del mis-

mo. 

En resumen, las pruebas de hip~tesis de la condici~n de rango 

para identificaci~n, pueden garantizarnos resultados favorables si 

nuestro objetivo es hacer pruebas estadísticas sobre las exclusio

nes de variables en nuestro modelo. Dada la naturaleza de las 

pruebas, la prueba de Anderson y Rubín procederá cuapdo no se con 

sidere explícitamente la normalizaci6n a .. =-1, por otra parte si -
.(..(. 

hacemos uso explícito de la normalizaci6n entonces procederá la --

prueba de Kóopmans y Hood. 

Los aqu~ descritos no son por supuesto los únicos métodos pa

ra elaborar pruebas de hip6tesis de la condici6n de rango para i-

dentificaci6n. Gill (1978) utilizando distribuciones matriciales 

prueba directamente la condici6n (1.2.12) para identificabilidad;

Byron (1972) y Wald proponen algunas variantes a la prueba de An-

derson y Rubín en términos de estimadores clase-k. Sin embargo, -

la heterogeneidad de la notaci6n y terminología utilizada dificul 

tan su comprensi6n. Esto se refleja también en que los diferentes 

estadísticos que utilizan la menor raíz de (3.3.3) como criterio -
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de prueba, aparentemente no utilizan criterios homogéneos, 

Para finalizar esta secci6n, citaremos algunas de las conclu

siones a las que llegan Farebrother y Savin (197~) al probar la -

condici6n de rango para identificación, con los criterios aqu~ des 

critos, en las ecuaciones del modelo Klein I y Klein II. 11 una 

inspecci6n a los resultados sugiere que la prueba de doble raíz es 

sesgada en favor del rechazo de la hipótesis nula, ie, no recha-

zar la condici6n de rango, para identificación ..•. Los datos tam

bién son consistentes con el hecho de que la prueba de Anderson y 

Rubin es sesgada en favor de la hip~tesis nula, esto es, en no re 

chazar la condici6n de rango. . .. las pruebas serán m~s potentes 

si incorporan la informaci6n a priori de que el coeficiente de una 

de las variables end~genas es -1. Finalmente debe ser enfatizado, 

que las pruebas aquí empleadas han supuesto independencia serial -

en las perturbaciones, un supuesto que puede no ser satisfecho." 



4. UNA INTERPRETACION ALTERNATIVA SOBRE LAS PRUEBAS 

DE IDENTIFICABILIDAD 

. En esta secci~n pretendemos dar una interpretaci~n alternativa y -

sobre todo una alternativa de c6mputo a las pruebas de identifica

. bilidad, 

Como se ha sefialado, las pruebas de la condici6n de rango pa

ra identificaci6n dependen de las raices hG 1 ; 1~···~ h1~0 del pol! 

no mio 

(3. 4.1) 

que asint~ticamente correponder~ a las raíces nGi+J~···~n1~0 de 
- . III ~t e rr u - n íl11 I = o (3.4.2) 

Así que los resultados de la secci~n anterior requerirán primero -

la obtenci~n de las estimaciones de las matrices ll 21 , C y W11 por 

mínimos cuadrados ordinarios y despues utilizar estos resultados -

para dar soluci~n a (~.4.1). Existe un método que nos proporcion~ 

rá directamente los resultados requeridos y que además es parte i!!, 

tegrande de muchos paquetes estad~sticos y econométricos de evalu~ 

ci6n. El procedimiento a que nos referimos esta basado en los as

pectos elementales de la teoría de la correlaciones can6nicas. 

El método de correlaciones can6nicas, creado por Hotelling en 

1935, como una generalizaci6n del concepto usual de regresi6n, co~ 

siste en analizar la dependencia entre dos conjuntos de variables 
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aleatorias y en determinar su m6xima correlaci~n. Adoptando el d! 

sarrollo de Dhrymes, las generalidades del método las considerare- -

mos a continuaci6n. 

Sea V1cr (v 1,,..,\fm
1
l 1 y V2 '° (vmi.+J•' .. ,vmi+lllzl' dos vectores 

de variables aleatorias, donde 

(~:)· v~Nlµ,TI, T sim~trica y positiva definida, V es lm,71, 

con m .. m1 + m2. 

Particionando T conformablemente tenemos: 

Ti 1 es (m1, m1l, T12 es (m1,mzl, T21 es (m2,m1) y Tz2 es (m2,m2l .. 

Sea 

y Cd = l3'V2 

y definase 

Cov (a'V1, 8'V 2 l 
p • 

[ Va.11. 1a 1 Vd Va1t ( 8 1 V2 J ) ¡ 

f3.4.Jl 

(3.4.2) 

donde los coeficientes a' y B' serán determinados de forma tal que 

maximicen p. p se denomina la correláci6n can6nica entre V1 y V2 

y Z y W son llamadas la variables can6nicas asociadas a V1 y V2 • 
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Dado que Va~ la' Vil • a' T11a, Va.Jt(B'V2l • B'T22S y Cov (a'V1,B'V2l 

•a'T12 a. el problema de correlaciones can6nicas puede expresarse -

como la soluci6n a 

max (3.4.3) 

La soluci6n a {3.4.3) no es única dado que esta expresión repre-

senta una funci~n homog~nek de grado cero. Para resolver' esa inde 

terminaci6n es necesario imponer una regla de normalizaci6n. 

El m~todo impone las restricciones 

y a'T22S= 1 (3.4.4) 

El anterior es entonces un problema de maximizaci6n restringida -

que puede resolverse por el método de multiplicadores de Lagrange. 

Esto es, buscamos la soluci6n a 

(3. 4. S) 

· Derivando L con respecto a a. B, a i, y e 21 igualando las parciales a 

cero. y resolviendo para 01 y 62 obtenemos 

l 3. 4. 6) 

Resolviendo l~s parciales para ~ y a~ sustituyendo (3.4.6) y reo! 
..... - . ,._ 

·denand~ t~rminos, resulta que estamos buscando una soluci6n al si-

guiente sistema de ecuaciones: 
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(
- 9T i 1 T 22) /a ) " 0 

T21.-9T22·\s 
(3 .4. 7l 

que por tratarse de un sistema de ecuaciones lineal homogéneo ten

drá soluci6n no trivial si y s6lo si 

-6T11 Tiz 
.. o (5 .4. 8) 

que representa una ecuaci6n polinomial en e de grado m. A cada -

raíz de (3.4.8) corresponderá una soluci6n del sistema (3.4.7}. -

Por tanto las correlaciones can6nicas se obtienen como las raíces 

de (3.4.8), mientras las variables can6nicas se obtienen corno 

dondea1¡1rs111son los vectores soluci6n de (~.4.7) asociadas a las 

e . " p • .¿ .. 1, .•. , m • 
.(. .(. 

Con esta informaci6n obtendremos ahora el resultado que part! 

cularmente nos interesa. Para esto n6tese que 

-6T11 o .. .. 
T21 -8T22 -a Tu 

(3,4.9) 
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Por lo que las raíces diferentes de cero de (3.4.8) son exactamen 

te las mismas raíces diferentes de cero de: 

(3.4.70) 

Definamos ahora la matriz de varianzas y covarianzas como: 

[

T11 

T21 

y•• l 

X' 2 

( 3. 4. 7 7) 

Aplicando directamente el resultado (3.4.10) a la matriz (3.4.11) 

se sigue 

19 2 Y'' /.1 y• - Y'' M X IX' Al X 1- 1 X2' M1 v•1 ¡ .. o 13.4.72) l 11 1 12 212 

recuérdese ahora que de (3.1.21) y (3.1.24) 

de ahí que (3.4.12) pueda escribirse como 

(3.4.73) 

(-7+e21m1 1 wt1 
, 

W11 I .. o " -
,_92 

-=si> ¡w~ i - J.. Wu I . o 
'-e z 

(3.4.141 

que coincide precisamente con el resultado (3.1.25) que a noso---
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.e. " 
1 

1-0 2 

o < e2 . l.-1 
< 

.e. 
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( 3. 4. 1 s l 

(3.4.16) 

Bastará entonces encontrar las raices e. por correlaciones -
.(. 

can6nicas y utilizar después la relación (3.4.15) para con estbs 

resultados obtener las pruebas de identificabilidad expuestas en 

la secci6n 3 del presente capítulo. 

Recordando que el estimador M.C.I.K. necesitaba que la ecua

ci6n particular que se estuviese analizando fuese sobreidcntifica 

da; podemos garantizar entonces la existencia de este, si la pru~ 

ba de la condici6n de rango para identificaci6n se satisface. En 

el pr6ximo capítulo, suponiendo que ya hemos efectuado estas pru~ 

bas, procederemos a enunciar las pruebas de hip6tesis basadas en 

el estimador de M.C.I. de Khazzoom. 



CAPITULO IV 



PRLEBAS DE HIPOTESIS BASADAS EN EL ESTIMADOR M.C. l.K. 

El problema de la inferencia estadística en econometría puede ser 

dividido en dos ~reas principales. La primera se refiere a la es-· 

timaci6n de parámetros estructurales en modelos de interés, y la -

segunda a l~ comprobaci6n de la validez de las hip6tesis concer--

nientes a esos parámetros o a sus funciones de distribuci6n. Para 

el segundo caso las hip6tesis más discutidas son el tipo i) H:o=O, 

la hip6tesis de que todos los elementos de ó son cero, ii) H: º" óo, 

la hip6tesis de que cada éi . es igual a un valor específico éi .• --
.(. -<.O 

iii) H: a 'o =m, que algunas combinaciones linea les de algunos elemen-

tos de 6 sean iguales a una constante específica~ y iv) H: ~~o, que 

algunos de los ó'~, j de el los, sean cero. Todas estas hip6tesis 

son casos particulares de la hip6tesis lineal general: 

H:Q.'6 • l 14 .1.1) 

donde 6 = (~) es un vector (G.,.K,IJ de parámetros estructurales,

Q es una matriz (m,G+K) de constantes ( m el n6mero de restricciones) 

y les un vector lm, 6) de constantes. La dnica restricci6n que -

existe en la hip6tesis lineal general es que Q tenga rango comple-

to por renglones, es decir, que las funciones lineales de 6 deriva 

das de la hip6tesis, sean linealmente independientes. 

En secciones previas hemos enunciado hasta ahora algunas pru! 

bas de hip6te~is concernientes a la condici6n de rango para ld0n

ti ficaci6n. La razón de haberlas presentado previamente a este ca 
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pitulo es que, pruebas del tipo (4.1.1.) sobre par~metros estructu-

rales necesitan que el modelo este identificado, tanto bajo la h! 

p6tesis nula, como bajo la alternativa. En este sentido las pru~ 

bas de identificaci6n pueden también ahorrarnos trabajo extra. 

En el capítulo anterior se destac6 asimismo, que las pruebas 

de identificabilidad nos dan un criterio de prueba sobre las res

tricciones cero aún antes.de haber estimado los parámetros estru~ 

turales. Esta interpretaci6n no es sino un caso particular de la 

hip6tesis lineal general. 

En la literatura econométrica existen un buen número de traba 

jos que nos presentan algunas variedades de como construir prue-

bas de hip6tcsis del tipo (4.1.1) basados en las distribuciones -

asint6ticas de los estimadores pertenecientes a la clase-k. En -

nuestro caso presentaremos de forma análoga, la manera general de 

construir pruebas de hip6tesis basadas en la distribuci6n del es

timador de mínimos cuadrados indirectos de Khazzoom (M.C.I.K.). -

Dado que los resultados obtenidos sobre el estimador M.C.I.K. son 

asint~ticos, no existe otra forma de construir pruebas de hip6te

sis m~s que las que est~n basadas en las distribuciones normal y 

x. cuadrada, Las conocidas pruebas basadas en distribuciones t y 
~ 

F para el caso de par~metros con distribuciones exactas, no tie-

nen justificaci6n te6rica en el caso asint6tico. 

El estimador consistente de M.C.I.K. pnra la primera ecuaci6n 

estructural está dado por: (véase la Za. sección del capítulo II). 
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( 4. 7 • 2) 

o bien sustituyendo !101 en (4.1.2), por 

601 ( 4. 1 • 51 

donde 

( 4 .1 . 41 

Es claro entonces que 

( 4.,. 5) 

ptlm Q ~ Q' es no singular debido a que la matriz ~ es positiva -

definida y Q tiene rango completo por columnas. Hemos obtenido 

también un estimador consistente para la varianza dado por: 

( 4. 7. 6) 

Para nuestros propósitos el siguiente resultado sobre distri

buciones de formas cuadráticas nos será de gran utilidad (ver --

Searle 1971 teorema 2 p.p. 57) 

Teorema.- Cuando un vector Y"'N(O, VI entonces y'A!ll\·x2r11.IAI 1 _ 

si y s6lo si AV es idempotente. 

Con la cxtcnsidn de este resultado para distribuciones norma-
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les asint6ticas se sigue que, bajo la hip6te~is nula H0 : Q'o= l -

Cabe hacer notar las siguientes consideraciones. Si cr 11 es dese~ 
,... 

nacido, podemos directamente sustituirlo por su estimador a 11 y -

'la distribuci6n límite no se alterará debido a que este Último es 

consistente. Por otra parte, en la práctica no es posible obte-

ner plim Qo/Q', pero podefOS utilizar en su lugar Q~Q', el cual -

tendrá a su límite en probabilidad conforme T crezca. Por lo tan 

to ia prueba de hip6tesis lineal general a un nivel de significa~ 

cia a podemos expresarla como: 

14. J.8) 

Se sigue que la regi6n crítica asintótica para probar H,: Q'o=l -

.contra la alternativa H1: Q'o~l será 

14. r. 9 J 

En particular cuando ~IQJ=J. la prueba puede expresarse utili 

zando la distribución normal, esto pasa dado que: 
,. "" a x a 

t ( o o i , a u l "' X 2 => /.t { o • i , o 11 1 j "' N ( O , 1 1 
l 

(4.7.70) 

Para muestras peq~efias es evidente que tenemos un problema,en 

estos casos se sugiere utilizar prucbns de hip6tesís basadas en -

distribuciones t y F como variantes de las distribuciones normaly 

x2 , que aunque no tengan justificaci6n teórica se construyen en -

analogía a las pruebas de hip6tesis de parámetros cuyas distribucio-

nes son exactas. 



CONSIDERACIONES FINALES 
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La intenci6n de este trabajo ha sido en parte, la de presentar de 

forma más o menos detallada, el método de mínimos cuadrados indi

rectos como una alternativa más para la estimaci6n de modelos li

neales en su forma estructural. Si bien la interpretaci6n dada a 

estos estimadores por D. J. Khazzoom resulta novedosa y los resul 

tados empíricos presentados por el autor satisfactorios, parece -

ser que el método no ha sido del todo aceptado. Reflejo de esto 

es el hecho de que en la titeratura no se encuentren artículos 

que continuen, apliquen o comenten estos resultados. A pesar de 

que los estadísticos presentados s6Io tienen propiedades asint6t! 

cas (como en la mayoría de los métodos de estimaci6n de modelos -

estructurales) su comportamiento en pequeña muestra es aceptable, 

no obstante el autor reconoce sus excelencias en otro sentido: 

» ••• se observa que la atracci6n del método propuesto no es tanto 

su posible superior comportamiento para pequeña muestra, sino más 

bien el hecho de que trabaja solamente con el estimador de la for 

ma reducida para derivar los estimadores de los par~metros estruc 

turales. El estimador de la forma reducida es todo lo que el mun 

do real tiene que dar". Asimismo el autor sugiere la ampliaci6n 

de su trabajo en el siguiente sentido; "· .. examinar extensivamen

te la sensibilidad de las estimaciones con especificaciones alte! 

nativas de las restricciones estructurales y tratar con otros as

pectos Je los experimentos Monte Carlo ... una segunda extensión 

se relaciona con el aspecto de las variables instrumentales. El -

uso de la inversa Moore-Penrose abre el camino de la familia de -

los estimadores instrumentales en el caso sobreidentificado, los 

cuales tienen la misma estructura pero difieren en la definici6n 
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de la norma". A este respecto quisiéramos hacer un comentario ex 

tra. Se ha definido un estimado~ único de M.C.I. para el caso so 

breidentificado, dada la unicidad de la inversa Moore-Penrose. 

Sin embargo podemos obtener otro estimador M.C.I. para el caso so 

breidentificado si utilizamos cualquier otra inversa generaliza-

da. Ahora bien, aunque los estimadores obviamente ser~n diferen

tes, será interesante contrastar las estadísticas de prueba que · 

de ésta resulten; dado que a este respecto en el artículo de 

Khazzoom no se menciona ningún criterio de optimalidad al utili-

zar la inversa Moore-Penrose. 

Dado que el estimador M.C.I.K. se ha definido para ecuacio-

nes sobreidentificadas, se ha destacado en este sentido la impor

tancia de las pruebas de identificabilidad como una opci6n preli

minar a la estimaci6n. Si el investigador se decide por esta op

ci6n, será conveniente que haga las siguientes consideraciones. -

Primero, si en la especificaci6n de la ecuaci6n en cuesti6n se in 

cluye la normalizaci6n, convendrá entonces utilizar la prueba de 

Koopmans y Hood, si por el contrario la normalizaci6n no se hace 

explícita, entonces procederá la prueba de Anderson y Rubín. Se-

gundo, si se cuenta con un paquete estadístico o econométrico de 

evaluaci6n que incluya correlaciones can6nicas, los resultados de 

las pruebas de identificaci6n podrán agilizarse sobremanera dada 

la interpretaci6n que se ha dado a éstas en la secci6n 3.4. Ter

cero, debe.considerarse que las pruebas para la condici6n de ran

go de idcntificaci6n tienen una interpretaci6n equivalente a pro

bar las restricciones cero, lo que ilustra en este sentido, si la 
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especificaci6n de nuestras ecuaciones ha sido correcta. 

Hasta ahora en el trabajo se ha supuesto, o bien que el mode

lo está identificado, o bien se han expuesto las técnicas para c~ 

rroborar que efectivamente se satisface esta propiedad. Lo que -

hasta ahora no se ha considerado es que sucederá si efectivamente 

no se rechaza la hip6tesis de que el modelo esta subidentificado. 

Bajo este enfoque quisiera hacer las dltimas anotaciones. 

Si el modelo está subidentificado, el camino natural parece -

ser retomar la especificaci6n del modelo y con una nueva defini-

ci6n de las ecuaciones regresar a los procedimientos ya descritos. 

Ahora bien,¿ pueden las ecuaciones subidentificadas proporcionarnos 

alguna informaci6n sobre la nueva especificaci6n de éstas?. La -

siguiente interpretaci6n tal vez proporcione alguna idea al res-

pecto. 

·Hemos ejemplificado hasta ahora con la primera ecuaci6n estruc 

tura!, que el subconjunto de relaciones que nos interesa para co~ 

probar la identificabilidad de ésta, es el siguiente sistema de -

ecuaciones de parámetros reducidos. 

R11 ~01 + Yo1 a Wo1 ( s .1., J 

g Wo2 

y la primera ecuaci6n estára identificada si y s61o si 
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si bien estas condiciones se deben satisfacer para los valores -

reales de los parámetros estructurales, s6lo podemos conocer sus 

estimaciones, es decir, contamos con el siguiente sistema de ecua 

ciones 

. . 
íl11 601 + Yo1 = 1101 

(s.,. 3) 

" 11 o 2 

supongamos entonces que 

lo que significa que la ecuaci6n en cuesti6n está subidentificada. 

Recordemos la forma del modelo lineal clásico de regresi6n: 

y = xa + u ( 5.,. s 1 

para el que, bajo los supuestos usuales se sigue 

f(y) " y = Xa (s., . 61 

donde fl puede obtenerse por M.C.O.,si X tiene rango completo por 

column~s. Interpretemos entonces al segundo bloque de ecuaciones 

en (5.1.3) como un modelo de regresi6n, ¡e: 

(s., . 1) 

Es importante hacer notar que (5.1.7) no es un modelo de re--

gresi6n, dado que ñ21 no es una matriz de observaciones en las va 

riables ex6genas, sino una matriz de estimaciones de la forma re

ducida. Sin embargo, esta interprctaci6n nos puede conducir a re 



89 

sultados interesantes. 

Dado que n21 es de rango incompleto podemos incluir a (5.1.7)

dentro de la teoría de modelos de regresión de rango incompleto,

en donde particularmente nos interesará la discusión sobre funcio 

nes estimables y lo concerniente a la prueba de hip6tesis lineal 

general. 

Sin entrar en detalles, mencionaremos solamente que una fun--

ción lineal se define como estimable si es identicamente igual a 

alguna funci6n lineal del valor esperado del vector de observacio 

nes de las variables endógenas. Esto significa, (para el modelo 

(S.1.5)) que q'B es estimable si Q 18 = t'Elvl. para algún vector 

t. Por tanto la hipótesis H: B = O no puede ser probada dado que 

8 no es una funci6n estimable; sin embargo, la hipótesis H:n 21 a=O 
si puede ser probada por ser una función estimable. En general,

combinaciones lineales de funciones estimables son estimables. 

Es en estei•sentido que la ecuaci6n (S.1.7) puede proporcionar

nos alguna información sobre las restricciones que podamos impo-

ner en nuestra especificación. La teoría de modelos de regresión 

de rango incompleto es muy basta, por tal motivo solamente nos 

concretaremos a citar este enfoque como un tema más de futuras in 

vest.igaciones. (Para la introducción a modelos de rango incompl~ 

to, véase por ejemplo Scarle (1971) Cap. 5). 
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