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N O T A C I O N 

De aqui en adelante, se considera el modelo de regresión 
lineal siguiente: 

Yi=x11p1+x2ip2+ ... +xKi~K +e.i 
donde: 

= 1, .. .,n 

~ = (P1, f 2• : .. , ~K) es un vector de parámetros desconocidos 
que se desea estimar. 
n es el tamano de la muestra, 
xj1 es la observac18n t-éstma de la variable explicativa j, 

6i es un error aleatorio. (con determinada función de distr1 
bución). 

En forma matricial puede escrtbtrse como 

y " X~+ ~ ' 
donde 
y es un vector de dtmensiones nxl, 
X es la matrtz de dimensiones nxK, 
cuyo renglón 1-ésimo es de la forma 
Xi " (xli' X2i• X3i, ••. , XKi), 

~ 
es el vector ( ~l' (32, ... , ~K)'• 
es un vector aleatorio de dimensiones nxl. 

El modelo 
Yt "~º + xt 1 ~ 1 + ai 1 "1,. .. ,n 

en un caso especial del anterior y se le conoce como modelo 
de regresión lineal simple. ,.. 

El estimador de {}.se denota como ~, ó se le da el nom 
bre del autor que los propone. 



El valor de la V estimada es: 

Vi= xi 1 ~l + xi 2 ~ 2 + + x 1 K~K' i = 1, ... ,n. 
Se le llama residual i-ésimo a la diferencia 

"' ei = Vi - Vi. 
En general se denota a los estimadores de lá escala y 

de la desv1aci8n estándar con una s, una S seguida de algún 
identificador, o con una & . 

A los estimadores de la medta} se les denotará con fl . 
Cuando se escribe f (z) = mtnj, significa que fes un~ 

funci6n objetivo a mtnimtzar. 
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I N T R o o u e e I o N 

Las inferencias estadisticas están basadas sólo parcial 
mente en las observaciones. Otra parte importante la forman 
las suposiciones subyacentes. Aún en los casos más simples, 
existen suposiciones implfcitas o explicitas acerca de la 
aleatoriedad, independencia o distribución. Estas suposiciQ 
nes no siempre se satisfacen exactamente. Este incumplimien 
to podría justificarse con el princip1o de estabilidad: un 
error menor en el modelo matemático debe causar sólo pequenos 
errores en las conclusiones finales. Pero esto no siempre 
sucede. 

En las últtmas décadas se ha visto que la mayor~a de los 
procedimientos estadfsticos (en particular aquellos optimiza­
dos para una distribución normal) son excesivamente sensibles 
a pequenas desvtac1anes de las suposiciones. Es por esto que 
una gran cantidad de procedimientos robustos han sido propue! 
tos. 

La palabra robusto se tnterpreta como: insensibilidad a 
pequenas desviaciones de las supostciones. 

Cuando la distribución de la población se desvfa ligera­
mente de la supuesta en el modelo, se necesita de una robus -
tez del tipo distribuc1onal, que es la más importante y la 
más conocida. Bastante menos se sabe de lo que sucede cuando 
otras suposiciones no son satisfechas y de las medidas a to-­
mar para hacer frente a estas violaciones. 

En el modelo de regresión lineal 

!=X~+~ 

donde 
r es un vector de (nxl) observaciones¡ 
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X es una matriz de (nxk) de términos conocidos 
~es un vector de (kxl) parámetros 
y~ es un vector de (nxl) errores; 
cuando ~se distribuye como normal, el método de mínimos CU! 
drados (MC) produce un estimador de(! , ~MC, con buenas prQ 
piedades estadts.tica's (~MC es insesgado, lineal de varianza 
mínima que al coincidir con el estimador de mSxima verosimill 
tud resulta ser ademas consistente, eficiente, suficiente). 
Pero cuando los errores provienen de una población cuya dis· 
tribución es no normal, en particular una con colas más pes! 
das que la normal, entonces el método de MC puede no ser ad~ 
cuado, ya que este tipo de distribuciones genera usualmente 
observaciones discrepantes y éstas a su vez pueden influir 
fuertemente en el estimador de MC. En efecto, estas observ! 
ciones discrepantes tienden a modificar el ajuste de tal ma~ 

nera que a menudo son diftciles de identificar ya que sus r~ 

siduales se hacen pequeños de manera artificial. 
El siguiente ejemplo tomado de Huber (1981 pág. 153) · 

ilustra muy bien la falta de robustez distribucional del prQ 
cedimiento de MC. 

Si se ajusta una 11nea recta a los seis puntos, cuyas ·• 
coordenadas aparecen en la tabla 1.1, el ajuste de MC (ajus­
te 1) da la recta de la figura 1.1 Los valores de los resi· 
duales de este ajuste (Tabla 1.1) dan la impresión de que t~ 

do está bien, ninguno de los residuales ei=yi - yi es exceR 
cionalmente grande comparado con la desviación estándar estl 
mada (tabla l. 1). Pero observando con mayor atención la fi· 
gura I.l puede sospecharse que algo puede estar mal con el 
punto 1 (que tiene el mayor residual) ó con el punto 6. Si 
el punto 6 se elimina del ajuste se obtiene el ajuste 2 (fi· 
gura 1.2). Pero posiblemente un modelo lineal es inapropia· 
do y los puntos debieron ajustarse mediante una parábola (fl 
gura I.3). 
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TABLA l. l 

.AJUSTE 1 AJUSTE 2 · AJUSTE 3 

PUNTO " ... " " X y y y-y y y.-y y· y-y 

-4 2.48 0.39 2.09 2.04 0.44 2.23 0.25 

2 -3 0.73 0.31 0.42 l.06 -0.33 0.99 -0.26 

3 -2 -0.04 0.23 -0.27 0.08 -0.12 -0.09 -O. 13 

4 -1 -1.44 o. 15 - l. 59 -0.90 -0.54 -1.00 -0.44 

5 o -1.32 0'.07 - l. 39 - l. 87 0.55 -1. 74 0.42 

6 10 o -0.75 0.75 -11 . 64 (11.64) 0.01 -0.01 

d. s. Ó' = l. 55 Oo'" 0.55 Ó'= 0.41 

e max/& = 1.35 ªmax/& .. 1 .oo ªmax/& = 1.08 



y 

• 

• 

• 

FIUA 1.1 AJUSTE DE MINIMOS CUADRADOS 

FIGJRA I.2 MJSTE DE MINIMOS CUADRADOS 
Y alMINANOO EL PUNTO 6. 

FIGURA l.~ AJUSTE MEDIANTE LNA PARABOLA 
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Con los datos disponibles es diftcil distinguir entre e! 
tas tres posibilidades. Guiándose por el tamafto de la des-­
viación estándar estimada ( á ) se eligiria la tercera variarr 
te. 

Este ejemplo es artificial, los puntos fueron generados 
al tomar la recta y Q -2 - x, y a los puntos 1,2,3,4 y 5 se 
les sumaron errores aleatorios normales (con media O y desVi! 
ci6n estándar 0.6) y al punto 6 se le sumó un error más grue­
so. 

Entonces el ajuste 2 es el apropiado. En este caso se in 
volucran sólo dos parámetros y las gráficas dan evidencia del 
problema del punto 6. En casos más complicados de regresión 
mGltiple, detectar este ttpo de problemas es bastante más difl 
c11. 

En este ejemplo al no cumplirse la hipótesis de homoscedas 
~ -

t1cidad, ~MC resulta ser un mal estimador. 
Podrla pensarse que en vez de utilizar un método robusto 

ser~a igualmente bueno y más sencillo seguir estos dos pasos: 
(l) Limpiar los datos, mediante algún criterio para elimi­

nar las observaciones discordantes. 

tes. 
(2) Usar los procedimientos clásicos con los datos restan-

Pero no es asf, Huber (1981) da las siguientes razones: 
(a) Es diftcil hacer los pasos completamente por separado. 

Por ejemplo en los casos de regresión múltiple es diflcil ha­
llar a las observaciones discrepantes, a menos de que se cuerr 
te con estimadores robustos de los parámetros. 

(b) Si el conjunto original de observaciones proviene de 
una población normal, con algunos errores gruesos, el conjun­
to de datos "limpio" no es normal (habrS falsas eliminaciones 
y falsas retenciones), y la situación es peor que si los daw­
tos proviniesen de una población no normal. 
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La teoría cl~sica normal no es aplicable a estas muestras 
"limpias" y tal vez seguir este procedimiento de los dos pa -
sos sea más difícil que seguir un procedimiento robusto. 

(c) Es un hecho empírico que los mejores procedimientos de 
eliminaci6n de observaciones discrepantes no alcanzan a obte­
ner los resultados de los procedimientos robustos. Estos últi 
mos aparentemente son mejores porque hacen una transición su! 
ve entre una completa aceptaci6n y un completo rechazo de la 
observación. 

Si se cuenta con un modelo paramétrico que es una buena -
aproximación a la situación real subyacente, pero que no se 
puede y no se supondrá ser exactamente el correcto, cualquier 
procedimiento estadístico debe satisfacer (Huber 198t). 

(1) Tener una eficiencia razonablemente buena en el modelo 
supuesto. 

(2) Debe ser robusto en el sentido de que pequeñas desvi! 
ciones de las suposiciones del modelo deben afectar -
sólo ligeramente su funcionamiento. 

(3) Algunas grandes desviaciones del modelo no deben cau­
sar una catástrofe. 

En este trabajo se presentan: en el Capftulo 1, estimado­
res robustos de los coeficientes de regresión del tipo L, R y 

M, en el Cap1tulo 2, cinco técnicas de regresión robusta, al­
gunas de ellas basadas en estimadores Lp, en el Capítulo 3, -
dos estudios que comparan a algunos estimadores robustos, con 
el fin de dar ideas sobre cual de ellos es conveniente utili­
zar en determinada situación y finalmente en los Capitules 4 
y 5, •se tratan las inconveniencias y precauciones que deben 
tenerse en el uso de los estimadores robustos. 

Cabe advertir que en todo este trabajo, al referirse a e~ 
timadores robustos, se alude Gnicamente por ser el tema a de­
sarrollar a los estimadores en regresi6n, omitiendo tratar a 
los de algún otro tipo. 
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HISTORIA DE LA ESTIMACION ROBUSTA 

En el siglo XVIII la palabra robusto en la lengua inglesa 
era utilizada para referirse a alguien que era fuerte, rudo y 

vulgar. Dentro de nuestro contexto este significado ha evol~ 

cionado con el tiempo. 
Es en el año de 1953 que Box la utiliza dándole un senti­

do estadlst1co por vez primera. 1 Se entenderá por robustez la 
"tnsenstbiltdad de los procedtmientos a desviaciones 
de las suposiciones". 

Los cientificos trataron con procedimientos que podrían 
llamarse "robustos" desde el siglo XVIII. Por ejemplo, casi 
medio siglo antes de que Legendre anunciara su principio d1 
Minimos Cuadrados (en 1805), Ruggiero Giussepe Boscovich 
(1711-1787) formuló y aplicó el principio en el que, dadas más 
de dos observaciones de x y de y, relacionadas por una función 
lineal de la forma, 

Y = Po + ~lx 

los .valores de ~O y ~1 se determinaban de tal manera que la 
recta obtenida fuese la más acorde con las observaciones, se­
gún estas dos condiciones: 

n 

( 1) ¿: 
(yi - ~o -~1 x = o 

i=l 

n 

( 2) r: 1 yi - ~o - ~ 1 x J = mtn ! 
1=1 

~o • ~1 
Boscovtch desarrolló este criterio entre 1755 y 1757 para 

determinar, junto con su compañero Maire, la figura de la tig, 
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rra a partir de las longitudes de los meridianos y los 
"seconds pendulums" a diferentes latitudes. En 1760 Bosc2 
vich propone un procedimiento geométrico para hallar la S! 
lución al problema dado por las condiciones anteriores. 

Este procedimiento resulta ser insensible a observa-­
ciones extremas. 

En 1789 Laplace en su Segunda Memoria de la Figura de 
la tierra adopta. el criterio de Boscovth para determinar 
la recta de mejor ajuste y da una solución ana11tica pero 
no hace mención alguna acerca de Boscovich. 

Legendre en el primer trabajo publicado acerca de MC 
en 1805, considera la existencia de observaciones discre­
pantes y escribe: "st dentro de los errores hay alguno que 
parezca demasiado grande como para ser admitido, entonces 
las ecuaciones asaetadas a estos errores deben ser rechaz! 
das, por provenir de experimentos con fallas, las incógni­
tas deberán ser determtnadas por medto de las ecuaciones 
restantes que dan er~ores bastante mas pequeftos". 

Otro trabajo matem&tico relacionado con la estimación 
robusta es el realizado por Laplace, en 1818, acerca de la 
distribución de la mediana. 

El siguiente problema conectado con la estimación ro­
busta fue el tratamiento para las observaciones discordan­
tes. 

El primer criterio para elimtnar observactones discor 
dantes fue publicado por Peirce, un matemático y astrónomo 
de Harvard, en 1859. En el trabajo de Peirce y en otros 
relacionados con el mismo tema, los autores no se ocupaban 
de las propiedades de los estimadores resultantes, ellos 1! 
plf citamente suponfan que después de realizar la prueba pa-

ra las observaciones discordantes, la estimaci6n podfa hacer 
se sin considerar la información que se podía haber perdido. 

En 1856 Airy, un astrónomo, hace la primera critica al 
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uso de los criterios para rechazar las observaciones discor­

dantes y escribe: "Ninguna regla para la exclusi6n de observ! 
ciones puede obtenerse por ntngOn proceso basado únicamente 
en la consideraci6n de la discordancia de estas observaciones" 

Para la segunda mttad del siglo X?X, el principio de Mfni 
mos Cuadrados Ponderados se había convertido en un tema están 
dar en la literatura de la teoria de los errores y era frecuen 
te la práctica {al menos en tnvesttgaciones astronómicas) de 
la ponderación desigual de las observaciones, de acuerdo a e1 
timaciones cientificas {a menudo subjetivas) del error prob! 
ble de la observactón. 

Podr'a decirse que alrededor de 1885 ya se tomaban preca~ 
ciones en el uso de la media muestral, algunas veces se pond! 
raba y otras se usaba despu@s de elimtnar las observaciones 
discordantes. Sin embargo, aOn se usaba la media muestral 
Onicamente. 

A parttr de 1885 empteza un perlodo m6s activo y de más 
innovaciones en el Brea de la estadlstica matemática. 

Simon Newcomb {1878-1909) introduce por primera vez una 
mezcla de densidades normales como un modelo para las distri 
buctones con colas pesadas, y explora este modelo para obt! 
ner un esttmador de localtzac16n que fuese mfts robusto que 
la media muestral. 

Se constdera a Newcomb como el m&s grande de los astrón~ 
mos del siglo xrx pues determtn8 constantes que son acept! 
das aan actualmente. Newcomb htzo uso frecuente de medias 
ponderadas en la determtnac16n de constantes astronómicas. 
También rechaz6 observaciones discordantes cuando fue neces! 
ria, pero basado Onicamente en evidencias externas o desv1! 
ciones verdaderamente grandes. 

En 1886 Newcomb critica el uso excesivo de los cr1ter1os 
de eliminación de observaciones discordantes, presenta su m~ 
delo de mezclas y desarrolla un estimador basándose en la 
teoria de decisión Bayesiana que da "menos peso a las obset 
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vaciones discordantes". 
Las combinaciones lineales de estadtsticas de orden fu! 

ron consideradas quizá por primera vez en un análisis matem! 
tico extenso por Laplace. En su segundo suplemento a su 
Theorie Analyttque des Probabiltte 1 s (1818), LapJace consid! 
ra el problema de regresión lineal siguiente: 

yi =Pxi +e.t 

donde yt y xi son conocidos; 
? debe ser estimada; 

los errores e i tienen una distribución conttnua y simétri 
ca. 

Laplace busca el estimador que minimice la suma de los V! 
lores absolutos de los residuales (sigutendo el crtterio de 
Boscov1ch). Constdera el caso en el que xt a 1, que se red~ 
ce a estimar la medtana de las yt 1 s y encuentra la densidad 
de este estimado~ y muestra que esta densidad se aproxima a 
la normal cuando el tamano de la muestra crece y da la condi 
c16n suftctente y necesaria sobre la distribución del error 
para que la mediana tenga una varianza asintótica menor que 
la de la media muestral. 

M!s tarde en el siglo xrx, Galton en 1875 y Edgeworth, 
entre 1887-1888 sugteren el uso de la mediana en situaciones 
donde la distribuciSn tuviese colas más pesadas que la normal. 

Espec1ficamente Edgeworth en 1888 utiliza los resultados 
de Laplace para concluir que la mediana podrla ser mejor que 
la media muestral para el caso en el que la distribución sea 
una mezcla de dtstribuciones normales del tipo desarrollado 
por Newcomb. 

Edgeworth en 1886 se da cuenta de que la mediana aventaja 
a la medta muestral cuando se trata de datos correlactonados 
serialmente. 
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Estimadores lineales más complicados aparecen en 1889 

cuando Galton sugiere estimar la media y la desviación están 
dar de una dfstrfbucfón normal mediante las expresiones s! 
guientes: 

~P x (nq) -~q x (np) fa a --'-'-"--.;..;.._----'--"'-_.;..'-----

~ p - ~ q 

x (np) - x (nq) 
cJ- a --'-------""""----

~ p - ~q 

donde: ~ p y~ q son 1 os p y q percentf les de una norma 1 e1 
tanda r1 za da; 

x(np) y x(nq) son los p y q percentiles muestrales 

p .Y q son arbttt"ar1os pero ffj'os (o <P <q <l). 
El sigutente trabajo que aparece acerca de estad,sticas de 

orden fue el de Karl Pearson en 1902; al dar la. distrtbuci6n 
conjunta de dos estadfst1cas de ~rden consecutivas y encontrar 
el valor esperado de su dtferencia. 

En 1920 Dantell en su trabajo "Observaciones ponderadas de 
acuerdo a su orden" escribe: Además de la media que resulta 
despu3s de la elimtnación de observaciones discordantes, debe 
mos 1nventar otros (estimadores) en los que los pesos sean 
as1gnados de acuerdo al orden. De hecho la media, la mediana, 
la media recortada, pueden ser vistas como c81culos mediante 
procesos en los que los pesos son múltiplos de funciones que 
dependen del orden de las observaciones". 

Más adelante, Winsor en 1941 propone un procedimiento que 
ahora lleva su nombre, en el que una observación de la que se 
sospecha sea discordante, no debe rechazarse por completo sino 
que su valor original debe sustituirse por el valor más cerc! 
no cons1derado como no discordante. 
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Recientemente, alrededor de los affos sesentas, a rafz 
de los adelantos en la computación, la estimación robusta ha 
tenido un resurgimtento que se Yió iniciado cuando Tukey y 
el Grupo de rnvesttgaci6n Estadistica de Princeton propagan 
los inconvenientes de los estimadores clástcos y establecen 
proptedades para estimadores alternativos. 

El interªs de Tukey en este campo se inicia con la disc~ 
s16n de la media "Wtnzorizada" y la media recortada en un 
artf culo relacionado con el rechazo de las observaciones di! 
cordantes. (Tukey, 1962). 

Tukey trabaja con procedimientos resistentes, entendién 
dose por resistente que el valor del estimador sea insensi 
ble a pequeHos cambios en la muestra (stn importar la distri 
bución subyacente). 

Hampel en 1974 tntroduce el uso de la función de influen 
cia y sus proptedades para derivar nuevos estimadores con 
ciertas caractertsticas robustas. 

En cuanto a la robustez en regresión, Andrews y Huber 
han hecho grandes contribuciones. En particular Huber (1973) 
ha dado resultados asintottcos de la distribución de los esti 
madores de regresi6n robustos y considerado las funciones de 
influencia descendientes. 

Bickel (1976) ha hecho importantes aportaciones en cuanto 
a métodos y pruebas robustas. 

Con este resumen de la historia de la estimación robusta, 
se da uno cuenta de que este tipo de estimadores se necesit! 
ron ya desde el siglo xvrrr, principalmente en la astronomfa. 

El desarrollo de estos mªtodos se vió entorpecido por las 
dificultades existentes en su cálculo, pero actualmente con 
ayuda de las computadoras se ha podido de nuevo avanzar en 
ellos. 
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CAPITULO 1 

ESTIMADORES ROBUSTOS 



l. 1 ESTIMADORES -L 

Se conoce como estimadores L a aquellos que involucran 
combinaciones lineales de estadfsticas de orden, o más general 
mente alguna función h de ellas. 

n 

T= L ai h (x (i) ). 

i=l 

donde x (f) i = 1, ... ,n son las estadfsticas de orden de la 

muestra aleatoria x1, x2, .•• , xn• y satisfacen 

x(l)~ x(2)< ... ~ (n). 

Un ejemplo de estimador de este tipo es la mediana. 
Bickel (1973) extiende los estimadores L a los modelos 

lineales, pero son Koenker y Basset (1978) quienes extienden 
los cuantiles a los modelos de regresión. 

~ ::: ºl~~ -1 ~: : ~: 
Entonces el cuanttl oc de regresi8n está definido como 

la solución & del siguiente problema de minfmizaci6n. 
n 

'\ 

L: (yi - ~i ~tl ) = min! 
1=1 ... 

Los cuantiles ~~ de regresión se obtienen mediante la 
resolución del problema de programación lineal siguiente: 

Si ei = uf-vi donde ui, vi ~ O 
Mi ni mi zar 

n n 

L .e (un + r .f' .. (vf) 
i=l i=l 

Sujeto a 
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K 
r_ '\ 

yi a xij ~"'j + ui - vi 
j=l 

~j sin restricci6n de signo; 
ui, vi~O 

El ejemplo más simple es la mediana de regresi6n cuando 
Ol = 1 /2, que determina un hiperplano 1T', la mitad de las o~ 
servaciones ttenen una dtstancia a 1T no negativa y la otra 
mitad tienen distancia a n no posttiva. 

Dado los cuantiles de regresión, cualquier combinaci6n 
lineal de éstos puede construirse. Dos ejemplos de estimad~ 
res - L son: 

La trimedia igual a 
114 p.2s + 1/2 ~.5o + 1/4 ~.75 
y el astimador d~ Gastwtrth es: 
o.3 1~.33 + o.4 p.5o + o·,3 p.66 
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1.2 ESTIMADORES - R 

Los procedimientos para obtener este tipo de estimadores 
est&n basados en los rangos de las observaciones, y es por 
eso que se- les denota con una R. 

El procedimtento general reemplaza un factor de cada tét 
m1nQ en la functan objetivo de MC. 

n 
s ( ~) .. L (yi-xi t\ }2 por su rango correspo.!J. 

\~ ial ~ir. 
diente, 
as~. si Ri es el rango de yi - ~;·~ , se desea minimizar 

n 
L (y1-~ 1 /¡} Rt. 
1·1 r 

Más en general, se reemplazan los rangos por una funct6n 
de puntaje .(Pscore funct1on") an(t), i•l, •.. ,n. La funci6n 
objetivo a mintmtzar se convierte entonces en 

n 

D (y-xi} ) = L (yi-~i~ ) ªn (Ri) 
1" i .. , 

(1.2.l) 

Jaeckel (1972) prueba que O es una funci6n no negativa, 
continua y convexa de ~ . Por ser O valuable en todas partes 
y derivable casi en todas partes el mTnimo puede hallarse m! 
dtante un m~todo iterativo, como es el m~todo "steepest descent" 
que utiliza primeras derivadas (Luenberger 1973), 

Para puntajes ªn (i) tales que 

n 
) a

0 
( i) e O 

,-;, 
O es 1nvar1ante en localización, ya que: 
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n 

D(y-x~+c) = L (yi-~i~+ c) (Ri ), c cualquier ªn i=l constante. 

n n 

= L (yi-xi~) ªn (Ri) +cL ªn (Ri) 
f 11 l ,. ... i = 1 

n 
= r: (yi-~i ~ ) (Ri) ªn i 1: 1 

= D (y-x ~ ) 

De aqut que la ordenada al origen no puede ser estimada 
usando {1.2. 1). Para calcularla se hace lo siguiente: 

Con los coeficientes que se pueden obtener de (1.2. 1) 
se calculan los residuales et "(.Yi - ~1 ~ l y se procede a mini 
mizar con respecto a ~ la expresi6n. 

n + + L ªn (Rf ) signo (ef -o<) 

1" 1 

donde 
Rf + es el rango de 1 e1 - ce 1 . + an es una funcf6n de puntaje con signo. 
Algunas de 1 as funciones de puntaje m8s utilizadas son: 

Wilcoxon: ªn ( 1) a f l~f~n 

= {. 1 • t-c( n + 1 ) / 2 j 
Mediana: an(i) 

1, f>( n + 1 ) / 2; 
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Normal: 
-1 

=~ ~· 
vander Warden: 

1,1 

donde 4> es la función de distribución de la normal (0,1). 
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1.3 ESTIMADORES - M 

A la clase de estimadores que minimizan una función de 
los residuales ei (i = 1, ... n), esto es 

n n 

min 
9 

L '{'{Yi - 9) = min 
i=l e 

L (f> ( e1) 
i=l 

Se les ~onoce como estimadores M, la M se debe a que -
éstos pueden pensarse como estimadores semejantes a los de 
Máxima verosimilitud. {Huber, 1981). 

Para el caso de regresión, se puede escribir 
n 

m1n L: te(yt-~t'~ ) 

i .. 1 

donde xi' es el i-@stmo reng18n de x. 

{1.3.1.) 

La funci8n C(> depende del tipo de distribuci8n que se 
suponga para los errores. 

Po~ ~jemplo, para el caso en que los errores se distr! 
buyan normalmente 

<e ( Z ) = 1 / 2 Z 2 , •CO < Z <CO 

donde 1/2 se incluye por conventencia. 
y el método a seguir sería mfnimos cuadrados. 

Si los errores se dtstrtbuyeran como doble exponencial 

f ( e i) = +- e· 1 e i)b., 't( z) .. l z l . 
donde f es función de densidad de t . 

Es importante hacer notar que' 1 os estimadores M no son 
invariantes bajo reescalamiento, esto es, si los restduales 
son multiplicados por una constante, la nueva solución a 
(1.3.1) no será,en general, la misma que la obtenida anterior 
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mente. 
Para evitar este problema, se 

n 

min [ 'f8Yi-JS.i 1~) /S] = 
~ ial 

prefiere resolver . n 

min L lf (ei/S) 
~ i =l 

donde S es un estimador robusto de la escala. 
Una posible opción para S es 

5., mediana 1 ei - mediana (ei) 1 
0.6745 

(l.3.2) 

donde ei denota el i-ésimo residual obtenido de una estima­
ción inicial de ~. En adelante se considera a s fijo. 

(la constante 0.6745 se tncluye para que aOn bajo nor 
malidad S sea un esttmador tnsesgado de la escala, para 
n sufictentemente grande). 

Mediante el cálculo de las derivadas parciales de <f 
(constderando a <(' como una función derivable y convexa) 
con respecto a ~j (j" 0,1, ... ,K) en (l.3,1.), al tgualar 
a cero, se obtiene un ststema de K+l ecuaciones 

n 

L. 
i:l 

xtj [<tJ(yi-xt'~) 1s]" o j=O,l, ... ,K (1.3.3) 

donde xtj es la i-éstma.observac18n de la variable j 
(j s l, ... K) y xtO al (i•l, ... ,n), 

la función lf = '(l• , 
adem8s es tal que 't'" 'f' es una función impar, 
esto es 'f(Z) = - lt'(-Z). 
Generalmente lf es una funci8n no lineal y el ststema 

(1.3.3) debe resolverse por métodos iterativos. 
A 

51 se tiene un estimador inicial ~o y S es un esttm! 
dor de la escala, el problema puede resolverse reescribien 
do (l.3.3) como sigue: 
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n 

L: xij 
f=l 

,. 
't'(yi-~f'~) /S 

; 
(yi-~i '~·) /S 

que a su vez puede escribirse como 
n 

L Xij 

f: l 

donde 

wio " 

que en forma matricial es 

Wo y ,.. 

con 

Lo que finalmente se tiene es un caso de mlnimos cua­
drados ponderados, por lo que puede obtenerse un nuevo es­
timador mediante la f&rmula 

~ l ,. (X 1 Wo X ) -1 X 1 Wo !, 
Para la siguiente iteración se calculan los pesos pero 

con ~l en vez de ~o y as1 se co·ntinua hasta obtener cie.t 
to grado de convergencta. ,.. 

Huber (1973) muestra que ~(estimador M) tiene una dis-
tribución asint6ticamente normal con matriz de covarianzas 
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(X'X) -l 

A continuación se presenta una tabla con a~gunos esti 
madores-M, y sus funciones asociadas ~, ~ y .w. 
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N 

"" 

TABLA l. 3. l (Montgomery 1982) 

Estimador <f ( z) 't'( z) W(Z) Rango de Z 

Mí.nimos cuadrados 1/2 z2 z /z/<(J) 

Huber 1/2 z2 z /ZI < t 
/Z/ t - 1/2 t2 t st g no (Z) t /Z/ > t m 

1/2 z2 z /ZI< a 
a/Z/ - (1/2) a2 a stgno (Z) a a< /Z/df,b m 

Hampel a(C/Zl-(1/2} z2 a signo {Z){C-/Zl} a {C-/Z/) b</Z/ :f!i::c 
e - b e - b /Z/ (C-b) 

a(b+C-a) o o /ZI> C 

Andrews C1 (l-cos(Z[C 1
) 

2C 1 
Sen (Z/C') 

o Sen)ZIC') 
Z C' 1zv' e 1 

/Z > C 1 

z (~)2+t(i)4 
2 

'2" 1- z 1 (Z/K)2 1-(Z/K)2 /Z/ ~ K 
Tukey 

K2 
2 o o /Z/ > K 

en donde " 
Z _ yi - X tp - s 

y las constantes t, a, b, c, C' y K para los distintos estimadores, depander~n del grado de -
robustez que se quiera obtener. 



La función 'f' controla, por as'I decirlo, el peso que 
se le da a cada residual y con frecuencia se le llama fun 
ción de influencia. 

La figura 1.3. 1 (a), en el caso de mínimos cuadrados 
nos muestra que si los residuales crecen, la función \¡J tam 
bién crece, y siendo ésta no acotada, el métod~ tiende a -
ser no-robusto para datos provenientes de distribuciones 
con colas pesadas. 

La función de Huber, ver fig. 1.3. l (b), es igual 
a la de mínimos cuadrados en el intervalo {-t, t), pero 
fuera de él la funciónVtoma valores ~{z) = t signo (z) 
dando as'I un peso menor a los residuales conforme éstos 
crecen. 

La función de Hampel fig. 1.3. 1 (e} puede verse 
como una discrettzactón de la función de Andrews ó la Tukey. 

Fijando la atención en el intervalo (o, éo ) , sucede. 
que estas tres runctones crecen en un prtncipio, pero luego 
decrecen y por esto se les conoce como funciones decrecien­
tes. 

Si el valor absoluto de los residuales es muy pequeño, 
podria esperarse que las ~bservactones correspondientes a 
éstos fueran influyentes como puede verse con el punto 6 
del ejemplo de la tntroducct6n, página 4, a estas observa­
ciones habrfa que darles entonces poco peso en el ajuste, 
esta situación se ve reflejada en el hecho de que 

'f'(O) " O y es una función continua e impar 
para las cinco funciones presentadas en la tabla 1.3.1 

Ahora, sf una observación es discrepante (outlter), el 
valor de su residual es grande. St se utiliza como estima­
dor el propuesto por Andrews, Tukey ó Hampel, entonces estas 
.observac1ones tendrán poco peso en el ajuste. Pero si se 
utiliza el estimador de Huber, el residual tendría que ser 
muy grande para que el peso --f-, fuera pequeño y esta obser-
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( a ) MINIMOS CUADRADOS ( b) FUNCION DE HUBER 

( e ) FUNCION ti! TUKEY ( d ) FUNCION lit ANDREWS 

e 

( e } FUNCION l'E HAMPEL 

FIGURA 1.3.1 FUNCIONES DE INFLUENCIA 
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vación no afectara al ajuste. 
En el caso de que se utilice el método de mfnimos cua­

drados, no hay manera de protegerse de las observaciones 
discrepantes. 

Entonces, para que el estimador ~del parámetro no sea 
influenciado por algunas observaciones lejanas al plano de 
regresión. la funci6n \¡1{Z) debe ser acotada y tender a una 
constante, es decir para una cp suave 

I 

Hm. Cf (Z) = O 

lzl~co 
Como resultado de esta condición se pueden tener varios 

m1ntmos locales, por lo que la solucton dada por el método 
iterativo de optimización dependerá del punto Po que se 
use para iniciar el proceso. 
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CAPITULO 2 

OTROS ESTIMADORES ROBUSTOS 



2.1 EL METOOO PROPUESTO POR ANDREWS 

Considerando el modelo 

y i = x 1
1 
~ 1 + Xi 

2 
~ 2 + ' ' ' + xi K ~ K + U& i 

donde 
~ es el vector de parámetros desconocidos 

xi' es el vector renglón de variables explicativas; 
~ es el parámetro desconocido de escala 

y ti es el error para la observación. 

Dado cualquier vector b se pueden formar los residuales 

e1 (2) = yi - xi 1 .Q 

y ~puede estimarse al localizar el mfnimo de la función 

n 
[ <(>(ei (b) / S (b) ) como se discutió en la sección 
i=l 

de estimadores M. 
El estimador de escala propuesto por Andrews (1974) es 

c s(b) = c mediana {.lei (bll} con e= 2.1 

Debe recordarse que a partir de la condici6n 

lf m 1f ( Z} = O 

lzl,_.c.o 
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se pueden tener varios mínimos locales, surgiendo asf el 
problema de que el método iterativo de optimización depen 
de del punto inicial p

0
• 

Un punto inicial podria ser 

... /\ 

Pº = ~MC 

pero si los ~atos están lejos de ser normales podrla encon 
trarse un mfntmo local lejano al mfnimo global. 

Para el caso de localización, cuando se desea hallar 
la .media de un grupo de datos (x 1, x2, ••• ,· xm), se utili 
za la mediana como punto inicial. Andrews (1974) presen­
ta el análogo para el caso de regresión. 

Escribiendo el modelo en forma matricial 

donde xi es un vector columna de X, (1 = 1, .•. ~K), 
se desea encontrar un estimador de ~, ~ ª ( fol' ~2 .... •PK)' 

Andrews lo define a trav6s de un operador "R" de barri 
do (Sweep, ver Goodnight, 1979), que adem§s suprime la depen 
dencia de·una variable con otra, el cual se describe a con• 
tinuación: 

Sea M " f X j V] nx ( K+ 1) 

Rfj ajusta la columna j-ésima Mj sumándole un máltiplo 
de la columna 1-ésima Mi, es decir 

Rij: Mj - b Mi, 
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donde b es una func16n de Mt y Mj y se define como sigue: 
Por comodidad denotaremos a Mi como Z y a Mj como w. 
Se forman dos grupos como sigue: 

f) se orden~n las parejas (Zj, Wj) de acuerdo a Zj, 
j a 1 ..... n. 

ff) se elfmfnan dos conjuntos de p1n puntos, corres­
pondiendo a las Zj más grandes y mas pequenas. 

iii) se eliminan dos conjuntos de p2n puntos, cada 
uno con las Zj inmediatamente arriba y abajo de la mediana 
de {ZJ} 

Los puntos restantes forman dos grupos que se denotan 
como B y A, correspondiendo a los valores bajos y altos de 
Zj. 

Ejemplo: 

Sin= 20, p1 = .15 y p2 = .1, entonces 

e ={(z( 4)' w( 4))• (Z(s)• w(s)> (Z(G)' w( 6)>' (z( 7l. w< 7il· 

(Z(a). w(a))} 

Y A ={(z(l3)'w(l3)l• (z(l4)' w(l4)). (Z(1s)• W(i°s)L 

(Z(16)' W(l6))' (Z(l7)' W (17))} 

El coeficiente b se define entonces como: 
med { W } - med { wk} 
A k B · 
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R es el resultado de aplicar sucesivamente operadores 
Rij. 

Este operador es no-lineal y no-indempotente. 
La primera variable se usa para modificar las k res­

tantes al aplicar 
Rl,K+l ( ... ( Rl,3 (Rl,2 (M))) ... ) = M* 

La segunda variable se usa para modificar las siguien 
tes K-1 variables, aplicando R a M*: 

R2. K+l ( ... (R2,4 (R2,3 (M*))) ••• ) 

Este proceso se sigue para todas las variables expli-
1 

cativas. 
Generalmente se necesita más de una iteración, el nú­

mero de iteraciones depender! del número de variables ex­
plicativas que se tengan. 

Si el número de iteraciones necesarias son m, las OP! 
raciones a seguir están representadas por el algoritmo. 

hacer para l = l hasta m 
hacer para 1 = l hasta K 
hacer para j = i+l hasta K+l 

aplicar Rij 
Se usará m = (K/2) + 2 
Una vez aplicado R a M, las columnas de la matriz re­

sultante se usan como variables explicativas en la regre­
sión de y, los coeficientes de Me encontrados forman el 
vector inicial bo. 

Si se considera la matriz aumentada 

M' • [ ~1 (n+K+l) ' [K+l) 

el cálculo de bo se facilita si se aplica R no a M, sino a 
M+. 

+ + 
bo = • (M n+l, K+l' ... , M n+K, K+l) 

y el vector de residuales 
e(bo) = Y - X bo es 
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e ( bo) = (M 1 • k+ 1 

Ver Goodnight (1979). 

• ... • M ) n,k+l 

Este procedimiento es usado Onicamente para tener un 
punto inicial para una optimización posterior, ~ndrews 
(1974) seHala que el procedimiento tiene al menos un pun 
to fijo. 

Teniéndose ya el punto inicial bo, se procederá a 
mejorarlo minimtzando la función 

n 
j~ \¡J (ej(bi) /S (bt-1) ), 

donde S(b1) =mediana { 1 ej (biJI} 
usando como valor inicial bo. 

Esto puede hacerse mediante el uso de un programa de 
mínimos cuadrados ponderados, como se mencionó anterior­
mente. 

A continuación se presenta un ejemplo de 21 observ~ 

ciones y 3 variables explicativas. Los datos aparecen -
en la tabla 2. 1.1 . Estos datos fueron estudiados por 
Daniel y Wood (1971). 

La gráfica en papel normal de los residuales del 
ajuste por medio de mfnimos cuadrados, muestra que la o~ 

servación 21 tiene un residual anormalmente grande. 

" 
El ajuste por mfntmos cuadrados a estos datos fué: 

Y= -36.9 + 0.72 x1 + 1.30 x2 - 0.15 x3 (2.1), 
Los residuales de este modelo aparecen en la tabla 

2.1.2 y la gráfica en papel normal en la figura 2.1.1 
Después de un estudio más profundo, Daniel y Wood s~ 

pararon las observaciones 1, 3, 4 y 21. Ver la tabla 
2. l. 3 • 

El ajuste de MC para los datos restantes fue 
Y= -37.6 + 0.80 X¡ + 0.58 X2 - 0.07 X3 (2.2) 
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Tabla 2.1.1 

Datos de operación de una planta de oxidación 
de Amonia a Acido nitr1co. 

Número de Pérdida Flujo Temperatura del Concentración 
Observación del de agua de enfria- de 1 

Material Aire miento al entrar ácido 

42 80 27 89 

2 37 80 27 88 

3 37 75 25 90 

4 28 62 24 87 

5 18 62 22 87 

6 18 62 23 87 

7 19 62 24 93 

8 20 62 24 93 

9 15 58 23 87 

10 14 58 18 80 

11 14 58 18 89 

12 13 58 17 88 

13 11 58 18 82 

14 12 58 19 93 

15 8 50 18 89 

16 7 50 18 86 

17 B 50 19 72 

18 B 50 19 79 

19 9 50 20 80 

20 15 56 20 82 

21 15 70 20 91 
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TABLA 2. l. 2 RESIDUALES PARA VARIOS AJUSTES PARA LOS DATOS DE ~ERDIDA DE 
MATERIAL . 

R E S I O U A L E S 

MINIMOS CUADRADOS AJUSTE ROBUSTO 

SIN LAS OBSEB. SIN LAS OBSEE_ 
VACIONES VACIONES 

OBSERYACION LOS 21 PUNTOS 1,3,4,21. LOS 21 PUNTOS l ,3 ,4,21 

3.24 6.0B 6. 11 6. 11 
2 -1 . 92 1. 15 1.04 l. 04 
3 4.56 6.44 6.31 6.31 
4 5.70 8. 18 8.24 8.24 
5 -1. 71 -0.67 -1. 24 -1. 24 
6 -3. 01 -1. 25 -O. 71 -0.71 
7 -2.39 -0.42 -0.33 -0.33 

w 8 -1.39 0.58 0.67 0.67 
"" 9 -3. 14 -1.06 -0.97 -0.97 

10 l. 27 0.35 0.14 o. 14 
11 2.64 o. 96. 0.79 0.79 
12 2.78 0.47 0.24 0.24 
13 -1 . 43 -2. 51 -2.71 -2.71 
14 -0.05 -1.34 -1. 44 -1 . 44 
15 2.36 1.34 l. 33 l. 33 
16 0.91 o. 14 o. 11 o .11 
17 -1. 52 -0.37 -0.42 -0.42 
18 -0.46 o. 10 o.os 0.08 
19 -0.60 0.59 0.63 0.63 
20 1. 41 l. 93 1.87 1.87 
21 -7. 24 -,Ll! -8.91 -8.91 



TABLA 2.1.3 

OBSERVACION 

2 
3 

4 
5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 . 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

ESTADISTICAS 

Di de Cook* 

0.153710 
0.059683 
0.126414 
0.130542 
0.004048 
0.019565 
0.048802 
0.016502 
0.044556 
0.011930 
0.035866 
0.065066 
0.010765 
0.000020 
0.038516 
0.003379 
0.065473 
0.001122 
0.002179 
0.004492 
0.692000 

ESTADISTICA Ti 

Para observaciones 
discordantes 

1.209475 
-0.705139 
1.617904 
2.051794 

-0.530504 
-0.963204 
-0.825947 
-0.473652 
-1 . 048586 
0.426188 
0.878292 
0.966707 

-0.408731 
-0.016950 
0.800616 
0.291185 

-0.599586 
-0.148680 
-0.197199 
0.443117 

-3.330493 

Los valores D1, D3, o4 y D21 son los mh grandes, lo que signi­
fica que las observaciones asociadas son influyentes en el ajuste. 
Análogamente los valores T¡, T3, T4 Y r21 son los valores más gran 
des, por lo que para un cierto nivel de significancia estas obser­
vaciones podrfan ser declaradas como observaciones discrepantes. 

* (ver Weisberg, 1980) 
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AJUSTE DE MINIMOS CUADRADOS ELIMINANDO LAS OBSERVACIONES 1, 3, 4 y~ 

36 



Los residuales aparecen en la tabla 2.1.2 y la gr! 
fica correspondiente en papel normal en la figura 2. 1.2. 

Andrews (1974) hace notar que la mayoría de los inve1 
tigadores que utilizan modelos de regresión lineal no son 
tan meticulosos como Daniel y Wood y podrían emplear con 
precauct6n métodos robustos produciendo resultados equiv! 
lentes. 

El ajuste robusto usando C=1. 5 ver tabla 1.3. l pro­
duce el modelo 

y= -37.2 + 0.82 Xl + 0.52 X2 ~ 0,07 X31 (2. 1.3) 

que es casi igual a la ecuación hallada por Daniel y Wood 
después de un análisis profundo. Los residuales aparecen 
en la tabla 2. 1.2 y su gráfica en papel normal en la fig~ 
ra 2.1.3. Los puntos 1, 3, 4 y 21 son claramente tdentifi 
cados en esta gráfica. 

El ajuste robusto quitando a los puntos 1,3, 4 y 21 
es exactamente igual al hallado usando todos los puntos, 
por lo que el ajuste resulta tndependiente de estos pun­
tos. Los residuales aparecen en la tabla 2.1.2 y la gr! 
fica en papel normal aparece en la f1gura 2.1.4. Estas 
gráficas y la del ajuste MC sin las observaciones 1, 3, 
4 y 21 son casi las mismas. 

Cabe recalcar que este método requiere de un ajuste 
inicial sgguro (bueno), que será refinado para obtener 
un procedimiento relativamente eficiente par~ datos "cer_ 
canos" a la distribución normal. 

Este procedimiento es iterativo y comparado con MC 
es más caro en cuestión de cómputo, pero es insensible a 
un número moderado de observaciones extremas, que además 
pueden ser identificadas fácilmente al examinar los resi 
duales y un nuevo ajuste ya no será necesario. 
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2.2 EL METODO PROPÚESTO POR HILL V HOLLAND 

Hill y Holland (1979) consideran el modelo lineal 
y = X~+~ 

donde X• X y~ son como se han considerado antes y~ es U.!!. 
vector aleatorio, con coordenadas independientes e idéntica 
mente distribuidas con funci6n de densidad, donde fes normal 
o una normal contaminada. 

Se denotará al estimador de MC de ~como ~MC' Las dos 
alternativas que los autores proponen son: 

(1) El estimador de desviaciones mfntmas absolutas o es­
timador de norma L1 ,(detalles de este estimador se ven m&s 
adelante) ~Ll que minimiza: 

t 1 Vi t. Xij~jl 
ii:l jal 

y (2) el estimador SENO 1, basado en el estimador propues~ 
to por Andrews visto en la secci6n anterior, que consiste en . ,. " 
utilizar una sola iteracion empezando con ~o= ~Lt' 

,.. 
Este estimador SENO 1 8 ~s puede verse como un mejora-

" miento de ~Ll' 

" "' "' Para comparar ~Lt y ~s entre sf y con ~MC a travh 
de varias X y f, ~e tom6 como medida de ineftctencta relat1-

" " va de ~ con respecto a ~MC' 

/\ 

i nef ( ~ ) 

I'\ 

= E 
E "N'2 11 - l 2 

para ~ 1 nsesgados 

k 

L. 
" 

ja] 

inef( ~) = 
k 

~ 

var 

va r 

donde 11 · ll es la norma eucl i­
dea na. (se comparan errores 
cuadr&ticos medios esperados) 

/\ 

( p j· ) 

"' ( rj MC) 

Asi entre más pequeno sea el valor de inef (~)mejor se_ 
rá ~ respecto a ~ MC' 
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El estudio de estos estimadores se llevó a cabo con 
datos simulados mediante el método Montecarlo (Ver méto­
do de Montecarlo apéndice 3). 

Todas las matrices X usadas se derivaron de una ma­
triz básica de 20 x 6 tabla 2.2.1 constituida por tres 
grupos de dos columnas. Las columnas 1 y 2 fueron elegi 
das de tal manera que las 20 parejas (x 11, x21) i=l, ... , 

20 caen en un cuadrado centrado en el orig~n con lados 
paralelos a los ejes y corresponderian a las variables 
de un experimento disenado. 

Las columnas 3 y 4 son una muestra tamaílo 20 de una 
distribución bivariada normal que representan una situa­
ción bien portada pero no dtseílada como en las columnas 
l y 2. Las columnas 5 y 6 fueron elegidas de una mues­
tra tamaño 20 de una distribuci6n con observaciones di! 
crepantes, representando una situaci8n con puntos muy 
influyentes en el ajuste. 

Cada columna fue estandarizada de manera que tiene 
media cero y la suma de cuadrados es uno. 

En la tabla 2.2.2 se ve que las columnas no están 
altamente correlacionadas. 

Para los errores con distribución no normal se uti­
lizó la distribución normal contaminada dada por 

g(u) = (2'11' )-1/2 {(1-o1) e-u2/2 + (oc/q) e-(u/q)2/z) 

con 0<1( <l 

La interpretación de esta distribución es que con 
una probabilidad l -«, la observación proviene de una p~ 

blación con distribución normal con varianza l y con prQ 
babilidad ~ proviene de una población cuya distribución 
es q veces una normal con varianza l. 
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TABLA 2.2. l COLUMNAS ESTANDARIZADAS DE DATOS 

COLUMNA 

RENGLON 2 3 4 5 6 

0.2712 0.2712 -o. 0453 0:0257 -0.0880 0.0288 
2 0.2712 o. 1627 o. 1092 -0.1268 -0.0809 0.0470 
3 0.2712 0.0542 0.4513 0.0963 0.0140 0.0682 
4 0.2712 -0.0542 -0.1605 0.2977 -0.1065 0.0225 
5 0.2712 -o. 1627 0.2242 -0.3618 0.2463 0.3193 
6 0.2712 -0.2712 0.0107 o. 1246 -0.0814 0.0461 
7 0.1627 -0.2712 0,1937 o. 1006 -0.0373 0.0583 

.¡:. ... 8 0,0542 -0.2712 -0,2435 o. 3205 -0.1373 0.0404 
9 -0.0542 -0.2712 -0.0094 -0.4123 -0.0852 0.0228 

10 -0.1627 -0,2712 o .1382 0.4631 -0.0630 -0.0112 
11 -0.2712 -0.2712 0,0956 0.0984 -0.0489 0.0388 
12 -0.2712 -o. 1627 0,0597 -0.1136 -0.0732 0.0327 
13 -0.2712 -0.0542 -0.0613 .. o.1263 -0.0944 0.0303 
14 -0.2712 0.0542 o. 1282 0.0598 -0.0680 0.0691 
15 -0.2712 o. 1627 -0.0966 -0.0085 0,1387 -0.0672 
16 -0.2712 o. 2712 -0.1060 -0.3819 -0.1340 0.0559 
17 -0.1627 o. 2712 0.2013 0,0145 -0.0290 0.0966 
18 -0.0542 0.2712 -0.4324 -0.2083 -0.1520 -0.9198 
19 0.0542 0.2712 0.0914 0.0840 -0.0417 -0.0620 
20 0.1627 0.2712 -0.5486 0.0544 0.8917 0.0833 



TABLA 2.2.2 

MATRIZ DE CORRELACION DE LAS COLUMNAS DE DATOS 

COLUMNA 

RENGLON 2 3 4 5 6 

l. o. 0.0573 o. 1462 0.2150 0.1576 

2 o. l. -0.2786 -0.2456 0.2382 -0.3034 

3 0.0573 -0.2786 l. 0.0404 -0.3499 0.4818 
~ 4 0.1462 -0.2456 0.0404 1. -0.0297 0.0744 N 

5 0.2150 0.2382 -0.3499 -0.0297 l. 0.2448 

6 o. 157 6 -0.3034 0.4818 0.0744 0.2448 



Las distintas distribuciones contaminadas normales 
se de~otarán como CNqoe 

Para que todos los errores tuviesen varianza 1, se' 
tomó la distribución 

f(u)= (l/t)g(u/t) 
con g como se definió antes y t2 = 1 -~ + q2 

" Ambos estimadores ~L 1 y l!s son invariantes, en el 
sentido de que, si el vector "Y" de valores observados 
es transformado a V+ X ~(o), para algün ¿(o), entonces A ... 
se transforma en~+ ~(o), esta invarianza implica que 

E~ 11~-~ll = Eo 11~1( 
2 

para cualquier distribución de error. 
Todos los resultados del método de Montecarlo fueron 

calculados con el verdadero val"or de~igual a o. 
Una gran diferencia entre~L 1 y ~ s es que el segun­

do depende en la elección del estimador de escala' CS. 
Es claro que si S es muy grande, los pesos Wi esta-

rán más cerca de 1 y ~s se parecerá a~c. ~ 
Si s es muy pequena, los pesos seran todos cero y ~s 

no podrá definirse. 

{

1 . 

Wi [sen (zi/c)] / (Zi /C) 

o ,. 
donde Zi =(Vi - L:xiJ~h 1 ) IS, 

Si Zi = O 

s1 jz;!,1fc 
Si jz ij> fl'C 
e = 2. 1 

El estimador robusto propuesto por Andrews como se 
dijo antes es 

es= e mediana {leil} 1 e. 2.1 (2.2.1) 
La elección del factor C depende la función de peso 

y dol nivel deseado de ineficiencia para el caso de la -
normal. (con C=2.l se alcanza una ineficiencia de 1.07 
para el caso normal). 

Para obtener los valores de la ineficiencia se ne­
cesitan los valores de 
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r var 
(\ 

( ~hl) [ var (~j s ) • [ var ( ~ j MC) 

j j .i 
donde 

" (X1-X}-l [ var (pj MC ) se obtiene f&cilmente de 
j 

[ var ( PjL1} = traza ( r: L 1) j 

" y 

~ 
var ( ~js) =traza (L 

5
) 

donde 
"\ r L1 y L s son las matrices de covartanza de ~L1 

y ~ 
5

• Estas covartanzas fueron estimadas por un método del 

tipo Montecarlo descrito por Holland (1973) con 500 replica­
ciones. Para todos los casos, N = 20 y se varió la dimensión 
de la matriz X, con l, 2, 3, 4, 5 y 6 columnas. 

En la tabla 2.2.3 se ve que conforme aumenta el número 
'1 

de parámetros a est1mar (}s se hace menos eficiente y de !e-
guir este comportamtento ~ 5 no seda un mejoramtento de ~Ll, 

para casos con más de 6 columnas, De manera contraria ~Ll 

se vuelve más eficiente conforme aumentan las columnas en X. 
La ineficiencia creciente de ~s puede suprimirse aju! 

tando el estimador de escala, de manera que ésta dependa de 
k. 

La mayorfa de los algoritmos para hallar iLl hacen que 

k de los residuales sean idénticamente O. Esto sugiere eli 
minar k-1 de estos residuales cero y calcular la escala como 
sigue 

2.1 S = 2.1 mediana {(ril tal que ri pertenece a los 
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TABLA 2.2.3 

INEFICIENCIA DE~L1Y ~S BAJO ERRORES NORMALES USANDO (2.2.1) 
COMO ,DEPtNtC?ON DE O' , CON n°20 



n-k+l residuales restantes} ( 2. 2. 2) 

Con este nuevo estimador de escala se obtuvieron: 

k = 2 inef ( µs) = 1.08 

k = 4 inef ( ~ s) :: 1.08 

k = 6 inef ( ~s) .. 1 .09 

A 

Con esta modificación. la tneftctencia de n es ind! 
¡~s 

pendiente de la dimens16n de la matriz X. Obviamente esto 
es conveniente porque ya no depende de la canttdad de vari! 
bles que se tengan como expltcattvas. 

" De aquf en adelante los resultados dados para as uti-
lizan (2.2.2) 

Los resultados de Montecarlo, para el caso de la normal 
contaminada se hallaron para~ .. 0.1. 0.25 y 0.5, q = 3,5 y 

10 y para k = 20 4 y 6. Cubriendo un amplio rango de las 
distribuciones contamtnadas. 

1\ " En la tabla }.2.4 se puede ver que tanto ~Ll como /},s 

son mejores que ~MC • exceptuando 5 casos, 

Y exceptuando otros 4 caso~, ~ s es mejor que ~Ll. 
Se nota tambien que !s y&

1 
son m8s eftctentes según 

aumenta el grado de contaminación. 
Para ambos &s YÜLl la inefictencia crece según aume!l 

ta el número de columnas excepto para o<= .10 y K=3, pero más 
bien puede sospecharse que esta tendencia se debe a la natur! 
leza de las columnas que a la dimensión de X. 

También se calcularon las ineficiencias para una muestra 
mayor, n = 40. Ver tabla 2.2.5 . 

Los valores son más pequenos que los de la tabla 2.2.4 
indicando esto que la robustez es m8s fácil de alcanzar con 
muestras de mayor tamafio. 
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TABLA 2.2.4 

INE~ICIENCIA DE ~LlV ªs RESPECT~ A /}Me 

q 

O( K 3 5 10 

~Ll /2 s AL1 'ªs ~L 1 ls 
2 l. 09 .78 .60 .44 . 19 • 13 

.10 4 l. 03 .80 .59 .47 .20 . 15 

6 l. 03 .87 . 72 .60 .38 .33 

2 .87 ~71 .42 .39 . 16 • 15 

.25 4 • 91 .78 .49 .47 .26 .25 .,,. 
..... 6 ,96 ,83 .69 ,63 .45 .43 

2 ,91 .81 .58 ,63 .35 .46 

.50 4 1.00 .87 .74 .75 .55 .62 

6 1.08 .94 .92 ,87 .so .79 



TABLA 2.2.5 

INEFICIENCIAS DE pL1Y ~s PARA n=40 

K CN3.5 CNl O. l 
~ " ~Ll ~s 
ªLl as "' 

'" CX> 
2 .79 .72 .18 • 12 

4 .82 ,75 '18 .12 

6 1. 00 ,86 .25 • 17 



i 
Matriz de Covarianza para estimadores robustos de 

regresión. 

· . .' 

Como se dijo en sección 1.3, ~tiene una distribución 
asintóticamente normal con matriz de covarianza de la forma 

h2 (X' X)-l (2.2.3) 
donde h2 depende potencialmente de: 
(1) El estimador (para los estimadores obtenidos por 

mínimos cuadrados ponderados incluira la manera en que se 
dan los pesos). 

(2) La distribuci8n del error. 
(3) El método de escalar los residuales. 
(4) El nivel deseado de ineficiencia frente a una dil 

tribuctón estándar. 
(5) La matriz X. 
Si (2.2.3) se da 

y como E ll~c-~112 ., var {f) tr (x•x¡-1 .. tr (X'X)~l 

{pues var(f) .. l) 
entonces 

inef ( p.) ., h2 para ~ ª ~s '~Ll 

Los autores consideraron que h2 dependerfa an1camen­
te del tamano den y k es decir de (5). 

Para el caso normal se hizo un tntento para suprimir 
el efecto de X en h2, pero la tabla 2.2.4 muestra que no 
fue posible, y es evidente que la dependencta de X no es -
una función de n y k exclusivamente. 

Si (2.2.3) se da, se tiene que la ineficiencia de ca_ 
da coeficiente es constante, ya que 

[
,. 2 

in ef ( A ) " E ~j = 
rJ E [~jM/] 

h2 (X'X)-l JJ ., h2 

(X'X) jj 
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Pero al calcular estas ineficiencias para CN3.1 y 
CNlO. 1 se obtuvieron los resultados de la tabla 2.2.6 
que muestran que para CNl0.1 ~ 5 y ~6 tienen inefi­
ciencias bastante más grandes que los otros coeficien­
tes. Convendria entonces introducir una medida de la 
kurtosis de las columnas de X para obtener un buen esti 
mador de la matriz de covarianza de ~. 
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TABLA 2.2.6 

INEFICIENCIAS DE LOS ESTIMADORES DE LOS COEFICIENTES PARA 

n = 20 

CN3. 1 CNl O. 1 

Ds 

j = 1 1.00 .75 .20 • 15 
(TI 2 1. 12 .84 .23 .20 .... 

3 1.04 .85 .25 .22 
4 1.09 . 83 .26 • 21 
5 1. 11 '78 .58 .49 
6 1. 12 .78 • 71 .65 



2.3 EL METODO PROPUESTO POR HINICH Y TALWAR 

Hinich y Talwar (1975) consideran el modelo 

y= X~+! 

donde Ynxl, Xnxk' ~kxl son como se han venido definien. 
do y ~ nxl es un vector de errores tndependtentes e idénti 
camente distribuidos con función caracterrstica. 

t{t) e exp {- 1 o-tlc1.}, 1.;:; et ~2 0'>0 

{si E se dtstrtbuye como normal N ( 0,0' ) la funci6n 
caracterfstica es 

ft ( t) = ex p { - ( O' t) 2 / 2} 
Ei primer paso es dtvtdtr la muestra en m=n/K submue1 

tras ajenas,{por conventencia se supone n=mk). Las sub­
muestras se formaron por agrupamiento consecutivo, esto si[ 
nifica que la submuestra l-ªsima está formada por los ele­
mentos {.t-1) k+l, ... , (l-1) k+k. 

El estimador prelimtnar para el coeficientefj (j=l ... ,K) 

es: a " l lo 

p~ " mediana {PMCj , ... •PMCj n ) m=n/K 
donde pMCj.e. es el estimador del coeficiente PJ de mfnimos 
cuadrados de la submuestra l-ésima dada por 

Y(t) =(Y (l- l)K + 1, ... ,v.e./ = x(lt t=l,2, ... ,m 

X(¿) es de K x K cuyo ij-ésimo elemento es 

x(l-l)K + t ,j 
A ;\ /\ { 

y~ ( t) = X(.e.)-1 y ( t) .. ( ~ll'"'I PKV 
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Suponiendo la no dependencia lineal para que X (!) 

sea no singular. 
Al escoger los tamanos de submuestras iguales a K 

se reduce la varianza de la mediana a expensas de la pr! 
cisión de los estimadores en cada submuestra. Dado que 
los estimadores de MC son no robustos cuando los errores 
tienen una distribución con colas muy pesadas es razon! 
ble tratar de maximizar el nOmero de submuestras dada 
una n. 

Dado el estimador pre11mtnar ~se ordenan los res1 
duales k 

e1 = yi - ¿ 
jcl 

aj xtj r 

Aqut los autores toman como e$timador robusto de la 
desviacian estándar O' el sugerido por Fama y Roll (1971). 

S ., l (e 12 - e 28 ) ( 2. 3. l. ) 
T. 654 . • 

donde e. 72 y e •28 son las estadlsticas de orden utili 
zados para estimar los cuantiles .28 y .72 de la distri­
bución de los errores E. Este estimador tiene un sesgo 
as1nt6t1co de menos del 0.4 porciento y se distribuye -
asintóticamente como normal con desviación estándar. 

O'(S) "' (0.3/f~ (IX, .72) ) n·l/ 2 

donde fE (oc, .72) es la altura de la densidad de E en 
el cuantil .72 (o de su cuantil simhrico .28). 

Dado el estimador de a, la muestra es reducida al 
quitar las observaciones (yt, xtl ... , xik) para las cua­
les su correspondiente restdual sea mayor que 45. El e1 
timador final de ~ es el estimador de MC calculado con 
las observaciones restantes. 

Los autores estudiaron el mejor tamano de las sub­
muestras para el caso K = 1, es decir cuando 
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yi 11 ~Xi + € i 1 t = 1 ... n 

Agrupando las n observaciones yt en m • ~ vectores 

y ( l) con y ( l) • X ( l) ~ + E. ( t ) . 
donde 

y {l-1) R+l X ( l-1 ) R + 1 E. ( l-1) R+l 

y(l) , X (l) 11 ' E (l) .. 

y ( l-1 ) R+R X (l.- 1 ) R+R e. ( l-1) R+R 

l11 1,2,. ... m 

suponiendo que R divide a n. 
Sean 

Z¿= (X' (l)X(l)¡-l X' (t) Y(l) 11 ~+ {X' (l)X(l))-
1
é(t) 

(2 .3. 1) 

l = l , .2, ••. ,m 

donde z1, z2 •••• , Zm son independientes. 

Considérense dos casos: 

~: Suponiendo que x1 ,x 2 •.. , xn son conocidas y 

fijas, entonces Z tiene .funci6n caractertstica 

1 
exp{i~t -lc.etj°'). 

Hinich {1975), con \be 

C¿•O'( X'¡¿¡ X¡¿¡l"~X¡¿.1) R+f+.:.+(l·l) R+J) (2.3.2) 
Claramente de {2.3.l) se ve que Z¿ tiene la misma locali 

zación p. pero diferente escala ct,t = 1, 2, ... m. 
Cal.o b: Suponiendo que x1, x2,. ... x son variables alea 
- n -

torias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.) 
con varianza finita e independientes de E.i. Entonces z

1
, z

2 
... Zm 

son v.a.i.i.d. con localización~ 

Se estudiará el estimador Mm=mediana (Z
1

, .. ., Zm). 
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En cualquier caso el modelo de regresión es reducido 
a un submodelo de 1ocaltzaci8n. V es por esto que los a~ 

tores estudian el estimador 
Mm= mediana (Z1, z2 ••• , Zm), 

y también medias recortadas de z1, z2, ••• , Zm, que se e~ 
ponen más adelante. 

Los autores (ver Hintch y Talwar, 1973) argumentan 
que cuando o4 tiene valores cercanos a uno, es decir cuan 
do los erro~es se distribuyen como Cauchy el mejor tamaño 
para las submuestras es R = 1, en el sentido que minimiza 
la vartanza asintótica de Mm cuando m+a> 

Mientras que para~= 2, cuando los errores se dtstri 
buyen como normal, R = n, es el mejor. 

Los autores muestran en la figura 2.3.1 que R = 1 
es la mejor para O< entre 1 y 1.5, entonces para errores con 
distribuciones con colas más pesadas que la normal conviene 
perder un poco de la precisi6n del esttmador en cada grupo 
para ganar precisión en la mediana, debido a que hay más gru_ 
pos {de menor tamaño). 

V si la ~ crece, esto es si las col•s van siendo menos 
pesadas, el tamafto R de las submuestras también crece. 

Para probar los resultados te8ricos, los autores cons! 
deraron el modelo 

yi = Xi~ + €i = 1, ... ,n. ( k = 1). 

se generaron siete grupos de ndmeros pseudoaleatorios corre1 
pondientes a 

o(= 1.0, l.l, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9 y 2.0 

y éstos dieron origen a los valores de los ti. También se 
generaron 99 números pseudoaleatorios provenientes de una 
distr1buci6n normal, como observaciones xi. 
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6 

R !5 
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;5 

2 

1.1 1.2 1.3 1.4 l.!5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 
O( 

FIGURA 2.3.1 GRAFICA DEL M~ TAMANO CE GRLFO R COMO 
FUNCION CE o< 
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Las muestras con n elementos se dfv1dferon en m subgr~ 
pos los tamanos de éstos fueron R .. 1,2,3 y n. Adem&s para 
O(= 1.9 para n .. 51 y n = 99 se utilizó R = 5 y R = 9 res­

pect·fvamente. 
Los estimadores considerados fueron la mediana y dos 

medias recortadas correspondientes al 25 y 50 por ciento de 
las m observaciones ordenadas, denotadas por MR.25 y MR.50. 

con 

La media o1 -recortada se define como: 

P .. l+ [in] - «' n 
°'... o!./2 

n-[ ce• n+ 1] 
[xi 

1n- «' 1) + 
1
,.[Dt'n+2] )/· (1-2ot') 

Para cada valoro< y tamafto n, las medias y desviaciones e! 
tándar de la distribución Montecarlo de cada estimador¡1 fueron 
calculados y los resultados concordaron con las predtccfones 
teóricas. 

En la figura 2.3.2 se muestran las desviaciones estándar 
del estimador P = 1 para la mediana y para MC en una muestra 
n = 51 y con mil replicaciones. 

De nuevo sucede que R .. 1 es el mejor, en el sentido que 
tiene la menor desvfact6n est8ndar para los valores de et entre 
1 y 1.5; y Ran es la mejor para ot=l .9 y e( .. 2. 
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En la tabla 2.3. 1 se presentan los resultados de Mont! 
carlo con 1000 replicaciones para una muestra tamano n=51 
y subgrupos tamaHo R = 1,2,3 y n. 

Para el caso« = l la desviación estándar más pequeHa 
se alcanza en R = 1 y para O(= 2 cuando R = n. 

Ningq~ estimador tiene la menor desviación estándar P! 
ra todos los casos, pero puede verse que MR.25 tiene un me­
jor comportamiento que los demás estimadores. 

Haciendo uso de los resultados obtenidos, Hinich y Tal 
war (1975) desarrollan un procedimiento para análisis de r! 
gresión en dos etapas. En la primera etapa se utiliza R=k 
y como estimador preliminar se utiliza MR.25, en la segunda 
etapa se hace igual rechazando las oblervaciones con resi­
duales grandes, como se indica adelante, y con las restantes 
se calcula el estimador de MC. 

Para el modelo 

yi ª ~o + ~1 xi + E. i 1 i e 1, ... ,n. 

se hicieron 990 replicaciones para un tamano de muestra na60 
para cada valor = 2, 1.9, 1.5 y 1, la escala de los erro -
res Ei fuecr= 1. 

En la tabla 2,3.2 se muestra el comportamiento del es­
timador de la primera etapa, de la segunda etapa y el de MC. 

Los autores proponen rechazar las observaciones, tales 

que 

1 Vi - ~O - ~l Xi 1 > 4 S 

donde S se define en (2.3.l) y (p 0 ,~ 1 ) es el estimador de 
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TABLA 2. 3 .1 

DESVIACIONES ESTANDAR MUESTRALES DE Les ESTrMADORES DE f D 1 

O(, 

R 2. \.9 L5 l. 3 1. 

Medfana .33 .33 .33 .32 .31 
MR.25 .31 • 31 .31 . 32 .31 

O\ 
o MR.50 .31 .32 .33 • 3 5 .37 

Mediana .30 .JO .33 .35 .39 

2 MR.25 .28 .29 ,31 .34 • 3 9 
MR.50 .28 • 28 .32 .35 .44 

Med1ana .29 .30 ,33 ,36 ,43 

3 MR.25 .26 • 27 '31 .34 .42 
MR.50 .27 . 26 . 31 .34 .47 

n MC . 21 . 27 1. 7 9 5.03 29". 96 



TABLA 2.3.2. 

DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS ESTIMADORES DE 1 ETAPA, 2 ETAPAS 

V MC. 

Po .. ,5 
P1 " 1 /3Mc 

di, ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 1 ETAPA 2 ~o ~1 
2. .29 .18 .35 • 19 • 18 • 19 

C1I .... 1.9 .29 .19 .36 .20 .23 .24 

1.5 .32 .22 • 41 .22 1.80 1.02 . 
1. .38 .27 • 53 .28 27. 15 26 .16 



la primera etapa. 
Los estimadores de la segunda etapa tienen menor desv1! 

ción estándar que los de la primera, que a su vez son mejo­
res que los de MC, excepto parao<a 1.9 y 2. 

Para el modelo yi " ~l xt 1 + ~ 2 xi 2 +E i · ial, ... n, 
se analizaron dos tipos de rechazo en la segunda etapa. 

(1) Recorte variable: rechazando yi si 
~ A lvi-p 1 xi 1 - ~ 2 x1 2 I> es 

donde ( ~l 'p 2) es el estimador de la primera etapa. 
Y los valores utiltzados de c fueron 3 y 4. 
(2) El recorte fijo: rechazando una proporción fija q 

de observaciones que corresponden a las qn mSs extremas. 
Fueron usados dos valores para q, qaO,l y 0.2 

En la tabla 2.3.3 se muestra el comportamiento de los 
estimadores uttltzando los 4 rechazos y del esttmador MC. 

El esttmader de rechazo vartable con ca4 ttene las men! 
re~ desvtactones estándar excepto para o(a 2 y l. Para «a2 
MC es el mejor y para oC= 1 el estimador de rechazo variable 
con c~3 es el mejor, 

Este método de dos etapas permtte obtener un buen esti­
mador intctal para t@cntcas robustas más softsticadas (como 
las vtstas en las dos secctones anteriores) o para recortar 
aquellas observaciones que tienen restduales grandes. 

Este procedimtento requtere sólo un poco mBs de cálculos 
que el de mfntmos cuadrados y protege al analtsta de valores 
grandes en los restduales que son difrciles de detectar en 
un modelo con muchas variables expltcativas. 

Stn embargo, los autores na tndican como proseguir cuan­
do el tamaílo de la muestra no es mültiplo de R. Esto podrla 
resolverse de vartas formas. 

St n " mR + t o<t<R. 
puede elegirse algün grupo no de tamaílo R, sino de tamaílo • 
R+t, ó podrfan distributrse las t observaciones restantes • 
entre los m subgrupos. 
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TABLA 2.3.3, 

ot µ. 
2 .22 

1. 9 .22 

1. 5 .23 
O\ 
w 1.3 .24 

.21b 

DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS ESTIMADORES /J1=l YP2=1 

USANDO RECORTE VARIABLE, RECORTE FIJO V MC 

RECORTE VARIABLE MC 

3S 4S 

' ,J. /1! ·a· l.i, 
ª' .25 .19 .21 Jab .rob J4 

.25 .2ob .22h .22 .25 .24 

.2sb 
\ 

.27 .22b 1. 43 1.76 .24 

.28 ,24b .21h 4.06 4.99 .26 

.3oh .28 .31 20.36 22.4 .36 

RECORTE FIJO 

10% 20% 

n, ~ -¡h. 
.28 .29 .35 

.28 .28 .35 

.27 .27 .32 

.29 .27 . 31 

.39 .29 .33 



2.4 EL METODO PROPUESTO POR hTKINSON V COX. 

POR ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL 

Se utilizará el modelo de regresión lineal simple 
y i e Po + ~ l Xi + ~ i • i = 1 • .' ... n. 

donde los E i representan los errores aleatorios centrados 
alrededor del cero. 

Este método propuesto por Atktnson y Cox (1977) requ1e 
re para cada valor xt, t=l, ... ,n hacer r observaciones de 
la variable y Se denotaran los valores ordenados de y en 
x=xf por 

V i l -< V t 2 ~· .. <:'t't r 
Ahora, un estimador lineal de localizaci6n basado en -

estos valores es: r r 
Vi ( ª) = L as 't'i' s, L as= l (2. 4 .1) 

s=l 

Yi(al a' 'ti¡ donde a•a(a 1, a2, ... ,ar), 
son las constantes adecuadas, las mismas para toda 1. 
Y Yt .. (Y1 1, 'tt 2, ... ,'ttr)'. 

Las a's deben ser escogtdas de tal forma que la rela­
ci6n de regresidn obtenida sea lo m!s fuerte postble, es­
to es, hacer que el coeftctente de correlaci6n, R2 sea lo 
más grande posible. 

Si existen uno o más observaciones discrepantes, éstas 
afectarán el ajuste, se espera ehtonces que las a's den a 
estos valores poco o ningún peso. 

Una manera de hacer esto es escoger las a's de tal for 
ma que se maximtce en la suma de cuadrados corregtda por 
la media, la proporción debida a la regresión. , 

Asf en:[ (Vi(a) - y(a)¡ 2=DVi(a) - Yi(a)¡ 2+L:'{Yital_y(al)' 
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el sumando subrayado tratará de maximizarse. 
Las a's son escogidas por análisis discriminante lineal. 

(Mardia, 1979). 
El estimador robusto que se requiere es el que resulta 

de hacer la regresión de yi(a) en xi. 
Sea Y la matriz de mxr observaciones y sea x el vector 

de variables independientes centrados de tal forma que 
x 1 + .•• + xm = O. 

Y sea ~ la matriz de mx2 con renglan i-ésimo (1 xi). 
El cociente de la suma de cuadrados debida a la regres16n 

entre la suma de residuales al cuadrado es: 
(a'Y'x)2 / (x'x) 

a 1 Y1 (I-X(X'X)-lx 1 )Ya 
(Ver nota 1 final sección 2.4) 

que es maximizado como funci6n de a por el vector ~ que sati! 
fa ce: 

v• 1 - x (x•xr1x v~ = v•x (2.4.2) 
(Ver nota 2 final seccf 8n 2.4) 
Entonces los coeficientes requeridos son: ... 

o<s 
Cs ª-------

r 
[a t 

t=l 
y el estimador robusto para ~l es 

~ ª (c'Y'x) / (x'x) = f. xf f. es Vis/ f xi 2 
1 ial sal s-1 

En lo sucesivo se considerará m;. 3 y r< m-2, ya que si 
r>m-2 puede ocurrir que se de una linealidad exacta para una 
adecuada elección de Cs. 

En el procedimiento hasta ahora descrito existen dos di­
ficultades. 

Primera, en la medida de localización (2.4.1). podrla con 
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siderarse natural el haber impuesto la condici6n de no-neg! 
tividad. 

S1 las C's definidas anteriormente, son arbitrarias, • 
existe la pos1biltdad de que el análisis produzca una combi 
nación lineal que no podrla verse con naturalidad como medi 
da de localizaci6n y peor aOn, podria llevar a un mal esti~ 

mador de la pendiente. (Los autores señalan que investiga­
ciones hum@rtca~ muestran que los estimadores que permiten 
C's negativas son pobres). 

Dos modtftcaciones al procedimtento pueden hacerse: 
(t) Aplicar el procedtmtento descrito y desechar las o~ 

servac1ones con pesos (C's) negattvos. Repttiendo el proc1 
dimiento completo hasta que s81o queden observaciones con -
pesos no-negattvos. 

(it) Ajustar todas 1a9 regrestones postb1es usando ma­
triz y submatrtces de t y tomar la mejor con pesos no-neg! 
ttvos. 

Trabajos numartcos muestran que (tt) da la soluctan 
exacta del problema de opttmtzactan con las condtciones • 
(2.4. 1) y la de no-negattvtdad, pero la ganancta de {it) 
sobre (t) no es grande y por stmpltctdad los autores uttli 
za ron ( i). 

Segunda, el estimador de la pendtente es no-invariante 
bajo transformaciones simples. St se aflade zxt a cada Yi 
la pendiente cambta de ~a ~+Z. Los estimadores de MC lo 
hacen de manera stmilar, pero el estimador descrito por el 
primer procedimtento 8 usando las modtftcaciones (t) a 
(ii) no se transforma de manera simple. 

Trabajos numértcos detallados muestran que: 

(a) para errores con vartanza finita y si se opera en una 
reg16n fuerte de regrest~n deftnida por los autores como 
aquella que cumple que 

1 ~ I / [rm ( cr ( ~.e)] > o , 1 
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entonces los estimadores descritos tienen una invariania -
dentro del 1%. 

{b) Si el método es usado dentro de una región de regr~ 

sión cercana al cero, t.e.~~ O), entonces los estimadores 
obtenidos son de calidad inferior. 

Una consecuencia de (a) es que para datos que muestran 
una regresión muy ligera (~~O) es mejor al'iadir Zxi a cada 
V1,para una Z adecuada, apltcar el procedimiento {i) y de! 
puh restar .z del estimador de la pendiente resultante. 

Los estudios de simulac18n para el procedimiento lt) se 
hicieron con r=S y m:lO, con u2 .. 1, 

Resultados para r=3 y By para m=S y 15 se hicteron ta! 
bién, pero no mostraron ntngOn aspecto tnesperado. 

Para m=lO los valores de xi se tom.aron equtespaciados 
en (-9,9), 

1\ 3 
La varianza de ~MC fue de 0.606 x 10~ . En las simula-

ctones se tom6 ~~ 1, asr que se está en una región de regr~ 
st6n fuerte, ya que 

a 5 (0,303xl0~ 2 } 
112 

a Q,2752272 

La tabla 2.4.1 justifica las siguientes conclusiones: 

- Si el error 6 se distribuye normal, la pendiente esti 
mada es insesgada y tiene una varianza que no excede 
en más del 25% a la del estimador de MC. 

- El efecto de observaciones discrepantes fue estudia­
do al sumar o restar 10 de una de las observaciones 
para las cuales xi = 9. En este caso, el estimador 
de MC dió una varianza de un poco más de 4 veces la 

1\ 

del estimador robusto ~1 · 
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TABLA 2.4.1 

MEDIAS Y VARIANZAS ESTANDARIZADAS PARA ESTIMADORES 

ROBUSTOS Y MC CUANDO ~=1 

VARIANZA 

MODELO ESTIMADOR MEDIA ESTANDARIZADA 

Normal MC 0.999 1 .006 

RANGOS POND~RADOS 1. 001 l. 241 . 

Normal más MC 1.001 6.008 observaci6n . 
discrepante RANGOS PONDERADOS 1. 003 1.468 

Laplace MC 1. 000 0.992 

RANGOS PONDERADOS l. 001 0.929 

MEJOR ESTIMADOR LINEAL 0.792 

Cauchy MC 1. 041 14530 

RANGOS PONDERADOS 1. 003 5.482 

MEDIANA 6 .106 

LA VARIANZA ESTANDARIZADA ES EL COCIENTE DE LA VARIANZA 
EMPIRICA ENTRE LA VARIANZA TEORICA PARA MC CON a2= l. 
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- Cuando el error se distribuye como Laplace, el est! 
mador resulta ser mejor que p MC' 

- Si los errores son Cauchy, el estimador de MC de la 
pendiente tiene una varianza demasiado grande (14350) 
Y el estimador ('1 tiene una varianza un poco menor 
que el estimador basado en la mediana. 

En la tabla 2.4.2 se muestran los pesos promedio de 
1000 replicaciones. Los pesos variaron mucho de una realizt 
ción a otra; aún en el caso de la distribución normal. De 
aqut que los valores de los pesos promedio son útiles como 
guta de la distribución involucrada sólo cuando se analice 
un nOmero grande de conjuntos similares de datos. En la tt 
bla, el efecto de las observaciones dfscrepantes se consi­
guió restando 10 de las observactones con xi a 9. 

Anteriormente se habló de la región de regresión fuer­
te que depende del valor de (3 1• 

Para valorar el efecto del valor de fo 1 en la varianza 
del estimador robusto se hicieron 1000 simulaciones, ver tt 
bla· 2.4.3 , para la dtstribución normal "Y la Cauchy. Para 
el caso normal en que13 1ao se tiene que la varianza es casf 
tres veces que la obtenida cuando µ1a5 (O' (fo 1 ) ).P!_ 
ra el caso de la Cauchy la varianza es muy grandeM~an cuan-
do ra 1"'5 (O' ( ~l ) ) , de aqu'f que la regresión deberá 

MC 
ser mh fuerte. 

El método descrito requtere de r observaciones para C! 
da xi i ª 1, ••. , m, si esta situación no se tiene, los 
valores ~e x pueden agruparse artificfalmente. 

Haitovsky (1973) muestra que la agrupación de los val~ 
res de x (aOn en forma no muy refinada) tiene un pequeno 
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TABLA 2.4.2 PROMEDIO DE PESOS DE 1,000 SIMULACIONES DE LAS ESTADISTICAS DE 

ORDEN EN EL ESTIMADOR ROBUSTO 

PROPUESTO 

MODELO ESTIMADORES PESOS 

Normal RANGOS PONDERADOS o. 195 o. 199 o. 199 0.210 o .197 

MC 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 

Normal más una ob- RANGOS PONDERADOS 0.015 0.264 0.246 0.250 0.225 servac16n discre--

" 
pante negativa. MC OMITIENDO LA OBSER 

o VACION DISCREPANTE o 0.25 0.25 0.25 0.25 

Laplace RANGOS PONDERADOS 0.083 0.246 0.340 0.247 0.084 

MEJOR ESTIMADOR LINEAL 0.017 0.221 0.524 0.221 0.017 

Cauchy RANGOS PONDERADOS 0.019 0.206 0.539 0.221 0.015 

MEDIANA o o 1 o o 



TABLA .2.4.3 DEPENDENC?A DE LA VARIANZA ESTANDARIZADA 

MODELO 

Normal 

Cauchy 

DE LOS ESTIMADORES ROBUSTOS CON EL VALOR 

ESTIMADOR 

Rangos Ponderado9 

Rangos Ponderados 
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3.760 2.377 1.180 

34.80 41.42 14.95 



efecto sobre el an§lisis de MC, a menos de que haya pocas 
observaciones extremas y lo mismo sucede en este método 
propuesto, por Atkinson y Cox. (1977). 

Atkinson y Cox (1977) hacen notar que si la varianza 
de e varia mucho con x, o sea cuando existe heteroscedasti 
cidad, este m~todo de pesos asignados segOn ios rangos, ri 
sulta peor que ~1 m~todo de MC. 
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NOTA 1 

como 
a' a (al' ª2• • "' ªr) 

Yl1 Yl2 Ylr Y1 

y .. Y21 Y22 V2r = Y2 

Yn1 Yn2 Ynr Vn 

yi (a) Puede escribirse como 

yi(a),.·a'Yi' Vi el t-ésimo reng16n de V ,., 
Entonces a'Y' es el vector que contiene las cantidades 

sobre las cuales se har4 la regresión en x. 
La suma de cuadrados debida a la regresi6n es 

pi[L•iyi (a) • ttxn n(I)1(•)¡] 

comol:xi ª O, entonces puede escribirse como 

~l lL:x1 yi (a)) 

" es: ~ • Llx1 - X) (yita)_ ;¡(a)),.Zci(yi(a)_ y(a)) 
y ~l ¡• l I:' (Xi -X) 2 1: Xi 2 

/\ - e xi yi(a) - ~i (.Y (a)) 
~ l - LXi 2 y como [xi•O 

~ • t: xi yi (a) 
1'1 [x12 

escribiéndolo en forma matricial se tiene la suma de cuadr! 
dos debida a la regresi6n es 

(a'Y'x) 2 

x'x 
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Ahora suma de residuales al cuadrado en forma ~atricial 

es: 
a'Y' (I - X ( X'X) -l X') Ya 

Por tanto, el cociente de la suma de cuadrados debida a 
la regresión entre la suma de residuales al cuadrado es 

(a 1Y1 x) 2 / x'x 
a 1Y1 (l-X(X 1 X)- 1x1

) Ya 
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NOTA 2 

Maximizar ( oc.' V' x) 2 I (x' x) 

es equivalente a maximf zar con respecto a 

( ot'V'x) 2 

oc• Aoe 

donde Aa Y'(r-X(X'X)-1 X') V, A es simétrica. 

Derivando, se tiene 

-ª-((Cll1Y'x)2)" (oC' Aoe) 2 (oc 'Y'x) (Y'x) - (Ol'Y'x) 2 2 (Aac) 
acc OJ.'Aol. {c1'A0<)2 

Igualando a cero. 

2 ( a1'Y'x) [ (d' Ao() (°'Y' x) - (e&' Y' x) A~ =O 

Si ~·v•xaO s1gnificar1a que el coeficiente de correlac16n es~! 
ro. 

Entonces 
(~' Act) (Y'x)- (oe' Y'x) Aoca O 

de aqul que 
V'x = oe 'Y'x (2.4.3) 

°' 'Aoe 

La soluci6n dada en (2.4.2) puede escribirse como 

A~ " Y'x de aquf se tiene 
~= A-lv•x (2.4.4) y por ser A simétrica 
~'~ x'V A-1 (2.4.5) 

(2.4,4) satisface (2.4.3) , es decir 
V'x ª (x'Y A-1) Y' x A A-l Y'x 

(x'Y A-l)A(A-1 Y'x) 
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x'Y A~l Y' x 
Y'x ª x'Y A~l Y'x 
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2.5 LOS ESTIMADORES DE NORMA Lp EN EL MODELO DE' 

REGRESION LINEAL. 

Los estimadores de norma Lp {estimadores Lp) son aque­
llos que minimizan la suma de las desviaciones absolutas del 
hfperplano de regresión lineal elevados a la potencia p. 

Son una generalización de la t~cnica de MC. 

Ast para el modelo lineal 

v .. lt~ +e 
El estimador de norma Lp es aquel que minimiza 

f:.. let IP " 
n "" p L 1 yt-xt ~ I 

i=l i= 1 

Para p ; 2 los estimadores que se obtienen son no linea­
les, de aqut que pueden tener varianza menor que los de MC. 

El caso p = 1 puede formularse como un problema de pro-­
gramactón lineal, considerando a et como la diferencia de dos 
variables no-negativas, Wagner (1959). Esto es, si 

et = ui - vi 
n 

minimizar [ 1 {ui + vi) f 
i=l 

sujeto. a k 1\ 

yi = bi Xij ~ j + ut - vi, 

~j sin restricción de signo, 
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El caso p ºa> corresponde a la mtntmtzaci6n del m&xfmo 
error, se le conoce tambien como la esttmaci6n de Chebychev. 
Wagner (1959) muestra que el problema de estfmacfBn Lt.t1 tam­
bién puede formularse como uno de programact8n ltneal, como 
se muestra en seguida: 

Sea O .;. M8x { l etl } 

Minimizar D 

Sujeto a 

" 

D ~ 'ft - Xt ~ " et, 
O ;;iii -'ft + Xt ª " -et, 
D ~ O 

~sin restrfcct8n de stgno. 

No existe ninguna razón teBrtca por la cual no deban, 
considerarse otros valore9 de p diferentes a 1, 2 e CXI 

En la secci6n 3.2 se presenta un estudto comparativo de 
estimadores Lp, con valores de 

P" 1, 1,25, 1.s. 1.75, 2.0 e oo. 

78 



CAPITULO 3 

COMPARACION V ELECCION DE ESTIMADORES ROBUSTOS 



3,1 ESTUDIO COMPARATIVO DE ESTIMADORES 

ROBUSTOS 

A conttnuación se presenta e1 estudio realtzado por He! 
ler (1981) en el que se comparan los stgutente& estimadores: 

dentro de los del tipo M: 
Denotados por: 

- Mf nimos cuadrados MC 
- Andrews AN 
- Huber HU 
- Hampel HA 
- Tukey TU 

Usando dos propuestas para esttmar la esca1a. La primera 
s1, que se determtna de manera !tmu1t8nea con~, de la ecua .. 
c18n 

.... 
'X (yt ~ xt•a) .. o 1 (propuesto por Huber, 1964) 

sl 

donde 

X" lf'2(x) .. E~ ( 'ti 2) 

y Ef es la esperanza bajo la dfstrtbuct6n normal. 
La segunda, s2, es una propuesta de Hampel, y result6 ser 

un estimador más robusto que s1, su exprest8n es la siguiente: 

s " (mediana 1 e (f) .. e. s I 
2 0.6754 

donde e, 5 es la medtana de los restduales Brdenados 

e (1), t = 1, ... , n. 
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Los cuatro esttmadores fueron uttltzados con la escala 
s1 (AN 1, HU 1, HA1, TU 1), y con la escala s2 (AN 2, HU 2, HA 2 
TU 2). 

Dentro de los del tipo L considera entre otros: 

- La mediana 
- La tr1medta 
- El de Gastwirth 

Denotado por: 

MEO 

TR? 
GAS 

Y dentro de los estimadores R tncluye a los estimadores 
que se obttenen al uttltzar las stgutentes funciones de pun 
taje: 

Puntajes 

de IHlcoxon 
- de 1 a medtana 
- de la norma 1 
- de Yander ~arden 

· Denotado por: 

tHL 
MSC 
NOR 
YDW' 

Las propuestas de Atktnson y Cox, ~tntch y Talwar, Htll 
y Holland y los estimadores Lp no estSn comprendtdos en este 
estudto. 

Pero aOn asf este estudio da una vtst8n general del com­
portamiento de los estimadores robustos, ya que: 

1) el estimador de Atktnson y Cox se utiltza antcamente 
cuando se tiene una sola vartable expltcattva y se cuenta -
con r observaciones para cada xi, 

ii) el de Hintch y Talwar por su f8ci1 obtención puede -
ser utilizado como un esttmador tntctal para técntcas mSs s~ 

f1sticadas, tal como la de Andrews, Huber, etc, 
iii) El estimador de Htll y Holland es un caso especial 

de la propuesta de Andrews, ya que uttltza al estimador Ll 
como estimador intcial y después uttltza una sola iteración 
del proceso. 
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y 1v) los estimadores Lp, en muchas ocasiones no son 
considerados como robustos. * 

El estudio de He11er (1981) simula cuatro situaciones: 
El diseno 1: 

yi = 1 + O. 6 x2 1 + et con i = l, ... ,' 20 

X2f' - .• 95 + .1 (1 - 1). 
Que corresponde a un modelo de regres16n lineal simple, 

con un diseno balanceado en el que la variable x21 se encuen 
tra equiespaciada. 

les. 

El diseno 2: 

yi D l + 0,5 Xzt +et con t C 1, ooot 40 

Xziª -0.342 + 0,00064 t (t-1) 

Con un diseno desbalanceado en la variable x21. 

El diseno 3: 

yi = 1 + 0.5 x21 + 0.25 xli + ei con i = 1, ... ,30 

X2i = (21 - 31) /20 

X31 = 0.601481 + (i - 1) (i - 30) I 225 

En este caso, las variables explicativas son ortogona-

El diseno 4: 
yi = 1 + 0.5 x21 + 0.25 x31 + ei con = 1, ... ,30 

Xz;= -0.34435 + 0.001149 t(i - 1) 

X3i" (X2; + 0.34465)2 - 0.21374 
Aquí se presenta una alta colinealidad (correlación 

= 0.96) entre las variables explicativas. 

* Un estudio comparativo de estos estimadores se presenta más 
adelante. 
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Para generar las distribuciones de los errores (18 di! 
tribuciones en total ) Heiler utiliza un programa de núme-­
ros pseudoaleatorios de una distribución uniforme (O, l ).­
Como distribución de referencia se utilizó la normal (0,0.02) 
Todas las dem§s distribuciones fueron "estandarizadas" de m! 
nera que su densidad tuviese el mismo valor en cero que la -
distribución de referencia. 

Las distribuciones astmªtrtcas fueron escogidas de man! 
ra que su esperanza fuera cero. 

Este es el indice de las distribuciones del error consl 
deradas 

Simétricas: 

- Normal 

Denotadas por: 

N 
¡ Doble exponencial (Laplace) DE 
- ts de Student (5 grados de libertad) T 
- Cauchy C 
- Log1stica L 

Asimétrtcas: 

- 'X 12 

- Lag-normal 

Normales contaminadas: 
F = ( l -e ) N (o 'o . o 2) + e N j (o' 0'2 j ) 
con P (C=l) = d P (C=O) a 1-d 
d= o.os, 0.10, 0.20 
j r: l 1 2 

N1=N (O, 0' 12), 0'12 = 0.25 

N2"N (O, 0'22), O'z2 = 2.25 

F= (1-C) N (O, 0.02) + ce 
d= o.os, 0.10, 0.20 

82 

Denotadas 

1H 

LN 

Denotadas 
NS Nl 
NlO Nl 
N20 Nl 
N5 N2 
NlO N2 

N20 N2 
NS e 
NlO C 
N20 C 

por: 

por: 



Normal autocorrelacionada: Denotada por: 

ei = o.5 ei-l +Ei, ei ,.., N (0,0.02) NA 

Normal contaminada autocorrelacionada: 
ei=0.5ei_ 1+i,6'i,..., NlONl NCA 

Propiedades de los Estimadores: 
Para cada una de las 18 dtstribuciones se generaron 

500 replicaciones de números pseudoaleatorios y se aplic! 
ron a los cuatro diseños. Con estas 500 simulaciones las 
propiedades de los estimadores fueron evaluadas por los 
siguientes cuatro criterios. 

(i) La media de las estimaciones 

" = ~ t ~ ij. M ( ~ i) j=l i e 1, 2 '3 M = 500 

donde ~ij es el estimador de ~ i. en 1 a j-ésima simula-
ción yp1 "1,~ 2 = 0.5 y ~3 = 0.25 

( i i) La media de los errores de los estimadores 

cuadrado " 
MEC ( ~i) " ~ 

M ,., 2 r: ( ~iJ -Pil ; = 1,2,J. 
j=l 

al 

(iii) La media de las desviaciones de la recta de re 
gresión (ó del plano en su caso) al cuadrado. 

MDC = ~ t. ( t (yi j - yi º) 2 ) 
j=l i=l 

con yiº= 1 + 0.5 x2; (+ 0.25 Xe;l y yij el estimador 
de yiº en la j-ésima simulación. 

(iv) Para cada diseño y para cada uno de los. 18 erro­
res los estimadores fueron ordenados según su rango de -
acuerdo a los valores de MDC y se calcularon las deficien-
cias DEF. 

DEF = 1 - MDC del mejor estimador / MDC 
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(v) El tiempo de cómputo requerido. 

Resultados del Estudio. 
La influencia del diseño.-

No se encontró una clara tendencia, de que un procedi_ 
miento ó una familia de estimadores tuviera alguna ventaja ó 
desventaja específica en alguno de los cuatro diseños. 

Las posiciones en el ordenamiento de cada uno de los 
procedimient.os varían muy poco de un diseño a otro, y en los 
casos donde hay mayores diferencias, los valores de MDC difi~ 

ren muy poco. Un resultado interesa.nte de este estudio es -
que las ventajas y desventajas de los ~rocedimientos dependen 
principalmente en el tipo de distribución del error y poco en 
el diseno especffico de la situación. 

En las distribuciones s1m@trtcas. 
Para las distribuciones sim@tricas, la mayorfa de los 

estimadores alcanzaron casi la misma prectsión, tanto para el 
término constante como para las pendientes. 

Los estimadores R WIL y VDW fueron ligeramente inferio­
res en la estimación del térmfno constante, comparado con la 
estimación de las pendientes. 

Para el caso de la distribución normal N (0,0.02) , MC 
alcanzó los valores más pequeños en MDC, como era de esperar 
se, las siguientes posiciones fueron tomadas por los estima­
dores M (descendientes) ANl, TUl y HAl ( en este orden), con 
deficiencias que no excedieron el 3.6% (ver tabla 3.1.1). 
Los valores de MDC dependen directamente de la longitud de la 
fase creciente de la función de peso correspondiente a cada 
estimador. Ver la figura 3.1.1 Siguiendo al anterior grupo 
Ml están los estimadores R, VDW y NOR, y todavfa son conside­
rados como buenos estimadores: WIL, HUl y AN 2. 

Pero para el caso de la normal con 5% de contaminación 
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TABLA 3. l. l 

MEDIA DE LAS DESVIACIONES DEL PLANO DE REGRESION AL CUADRADO 

DE 10 ESTIMADORES PARA N (O, 0.02). 

DISERO l DISERO 2 DISERO 3 DISEFJO 4 

ESTIMADOR MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO 

CLS 0.0405 o.o 0.0395 o.o 0.0597 o.o 0.0606 o.o 
CX> HU 1 0.0445 0.090 5 0.0433 0.088 7 0.0653 0.386 7 0.0668 0.093 7 C1I 

AM 1 0.0408 0.007 2 0.0399 0.010 2 0.0601 0.007 2 0.0610 0.007 2 
HA 1 0.0420 ·o. 036 3 0.0407 0.029 3 0.0613 0.026 3 0.0621 0.024 3 
HU 2 0.0495 o. 182 8 0.0473 0.165 9 0,0740 o. 193 8 0.0759 0.202 9 
AN 2 0.0453 o. 106 7 0.0425 0.071 6 0.0651 0.083 6 0.0661 0.083 6 
HA 2 0.0496 o. 183 9 0.0468 0.156 a 0.0742 0.195 9 0.0758 0.201 8 
WIL 0.0446 0.093 6 0.0424 0.068 5 0.0643 0.072 5 0.0655 0.075 5 
VDW 0.0427 0.052 4 0.0414 0.045 4 0.0618 0.034 4 0.0629 0.036 4 
GAS 0.0505 o. 198 10 0.0491 0.196 10 0.0767 0.222 10 0.0772 0.215 10 



Cauchy MC falla completamente, mientras que otros estimado­
res se enfrentan a esta situación muy bien. Los estimado­
res M,ANl, TUl y HAl tienen los valores menores de MDC, se­
guidos por AN2 y los estimadores R, VOW y NOR. 

Para el caso dondt hay un 20% de contaminaci6n Cauchy, 
el grupo que va a la cabeza es HAl, TUl y AN2, seguidos por 
HUl, ANl y de nuevo éstos segutdos por WIL, VDW y NOR. 

De las tablas 3. 1.2 y 3.1.3 puede verse que cuando 
la proporción de contaminaci6n crece ó el tipo de contamin! 
c1ón es m&s severa (N20 Nl, NlO N2, N20 N2), los estimado -
res M con la escala estimada s2 (más robusta) mejoran tomarr 
do las primeras postciones, mtentras que las posiciones de 
los estimadores R se deterioran. 

En la tabla 3.1.3 puede verse que el estimador GAS -
es una alternativa muy aceptable. 

Para el caso de la Cauchy, los valor~de MDC varían -
constderablemente de un procedimiento a otro. Los estimad~ 

res basados en la medtana, MEO y MSC son buenas alternati­
vas a HA2. TU2 y HU2· 

Para la normal autocorrelacionada se t1enen más o me­
nos las mismas posictones que en la normal, pero los valores 
de MDC son casi del trfple. Pero los valores más altos para 
MDC se obtuvieron de la normal contaminada autocorrelacion~­
da (NCA) y las postci~nes para ~sta fueron primero TU2 HA2 -
seguidos por AN2, HU¡, HU2, y esto a su vez, seguidos por -­
WIL, TRI y GAS. 

En las dtstr1bu1ones asim@tricas. 
Para las situaciones con error con distribución asimé­

trica, el térmtno constante estimado resulta ser sesgado en 
direccion de la mediana, para la mayoría de los proced1m1en-. 
tos. 

Los estimadores M que utilizan la escala robusta s2 son 
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TABLA 3.1.2 

MEDIA DE LAS DESVIACIONES DEL PLANO DE REGRESION AL CUADRADO DE 10 ESTIMADORES 

PARA N (O, 0.2) SN (0,0.25) 

SIMETRIA POCO CONTAMINADA) 

DISERO 1 DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4 

ESTIMADOR MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO 

co 
co MC 0.0598 0.204 10 0.0503 0.225 10 0.0967 0,260 10 0.0962 0.257 10 

HU 1 0.0487 0.023 3 0.0470 0.038 5 0.0741 0.034 3 0.0738 0.031 3 
AN 1 0.0492 0.033 4 0.0468 0.034 4 0.0746 0.040 4 0.0757 0.055 5 
HA 1 0.0476 o.o 1 0.0452 o.o 0.0716 o.o l 0.0715 o.o 
HU 2 0.0537 0.114 7 0.0511 o. 115 8 o. 0811 o. 117 8 0.0810 o .117 7 
AN 2 0.0479 0.006 2 0.0455 0.007 2 0.0731 o. 021 2 0.0730 0.021 2 

HA 2 0.0538 o. 115 8 0.0499 0.094 7 0.0794 0.098 7 0.0817 0.125 8 

WIL 0.0497 0.042 6 0.0465 0.027 3 0.0753 o.oso 5 0.0753 o.oso 4 
VDW 0.0495 0.039 5 0.0475 0.049 6 0.0767 0.066 6 0:0770 o. 072 6 
GAS 0.0546 o. 128 9 0.0528 o. 144 9 0.0849 0.157 9 0.0835 o. 144 9 



TABLA 3.1.3 

MEDIA DE LAS DESVIACIONES AL PLANO DE REGRESION AL CUADRADO DE 10 ESTIMADORES PARA 

N (O, 0.25) 20N (O, 2.25). 

(CONTAMINADA SEVERAMENTE). 

DISEFlO l DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4 

ESTIMADOR MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO 

MC 0.9133 0.905 10 0.9367 0.934 10 1.4727 0.934 10 l. 4792 0.922 10 
to HU 1 o. 1175 0.262 5 0.0859 0.279 4 0.1773 0.448 5 0.1933 0.401 4 ID 

AN 1 0.3544 0.755 9 o. 19 52 0.633 9 0.4830 o. 198 9 0.5268 0.780 9 
HA 1 o. 1566 ·O. 446 7 0.0886 o. 301 6 o. 1886 0.481 6 0.2097 0.448 5 
HU 2 0.1013 o. 144 3 0.0786 0.212 3 0.1398 0.300 3 o. 1713 0.324 3 

AN 2 0.0970 o. 106 2 0.0668 0.073 2 o. l 094 o. 106 2 0.1195 0.031 2 

HA 2 0.0867 o.o l 0.0619 o.o l 0.0978 o.o l o. 1158 o.o 
WIL o' 1243 0.302 6 0.0969 0.361 7 0.2060 0,525 7 0.2214 o .477 7 

VDW o. 1655 0.476 8 0.1312 0.528 8 o. 277 4 0.647 8 0,2970 0,610 8 

GAS o. 1074 o. 193 4 0.0885 o. 301 5 o. 1746 0.440 4 0.2140 0,459 6 



muy sensibles a la asimetrfa, mientras que los que utilizan 
la escala s1 apenas se ven influenciados. 

Para el caso de la JI, MC tiene los menores valores -
de MEC para el término constante, pero los valores de MEC -
para las pendientes están entre los m8s grandes, 

Las mejores postciones tanto para el término constan­
te como para las pendientes fueron tomadas por los estimad~ 
res R NOR y VDW (ver tabla 3. 1.4). El estimador WIL tuvo -
la tercera posición para las pendtentes, pero fue ltgerame~ 

te inferior para la est1maci6n del térmtno constante. El 
·estimador AN1 funcionó muy bien. En general los estimadores 
M tuvieron posiciones medianas para la estimación de pendie~ 

tes pero dieron estimadores pobres del término constante. 
De estos resultados, puede dectrse que los esttmadores 

M adecuadamente escogidos, pueden hacer frente a casi cual­
quier tipo de situación concebtble. En los casos cuando l~ 

contaminación en la distrtbuct6n nermal es grande, 6 la dts­
tribución tiene colas pesadas y no se espera asimetr1a. el 
estimador robusto de la escala s2 es supertor a s1• Pero e~ 
ta escala s2 no debe utiltzarse si la supostct6n de astmetrla 
en la distribución no puede exclufrse. 

Los estimadores HU 1 y AN 2 estuvieron entre los mejores 
estimadores (ver tablas 3. 1 .5 y 3.1.6). HA y TU mostraron r~ 
sultados similares, y en las situaciones m8s extremas (C, L, 
DE) con la escala s2 puede decirse que tuvieron resultados e~ 
ce lentes. 

En varias ocasiones los estimadores R son buenas altet 
nativas, con la ventaja de que son invariantes bajo escala y 
de que no necesitan de un estimador inicial de ~ , pero por 
otro lado éstos consumen más tiempo de cómputo. 

En las situaciones con asimetrfa en la distribuct6n del 
error VDW y NOR logran muy buenas posiciones, pero en las si­
tuaciones simétricas sólo alcanzan buenas posiciones en aque­
llas distribuciones que no se alejan mucho de la normal. En -
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TABLA 3.1.4 

MEDIA DE LAS DESVIACIONES DEL PLANO DE REGRESION AL 

CUADRADO DE 10 ESTIMADORES PARA LA JI 

( ASIMETRICA ). 

DISERO DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4 

ESTIMADOR MDC DEF RANGO MDC DEP RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO 
IO .... 

MC 0.0315 0.269 5 0.0291 o. 127 2 0.0449 o. 377 6 0.0440 0.321 5 
HU 1 0.0313 0.264 4 0.0499 0.491 6 0.0441 0.366 5 0,0453 0.340 6 
AM 1 0.0302 0.238 3 0.0363 0.300 3 0.0402 0.304 3 0.0400 3.253 3 
HA1 0.0319 0.278 6 0.0461 0.449 5 0.0437 0.360 4 0.0435 0.313 4 
HU 2 0.0422 0.454 9 0.0732 0.0653 9 o. 0611 0.542 9 0.0622 0.519 9 
AN 2 0.0383 0.399 7 0.0593 0.572 7 0.0556 0.497 7 0.0580 0.485 7 
HA 2 0.0517 0.555 10 0.0947 0.732 10 0.0770 0.637 10 0.0807 0.630 10 
WIL 0.0276 o. 166 2 0.0396 0.359 4 0.0380 0.264 2 0.0398 o .248 2 
VDW 0.0230 o.o 1 0.0254 o.o 0,0280 o.o 0.0299 o.o 1 
GAS 0.0411 0.440 8 o. 07 23 0.649 8 0.0610 0.542 8 0.0610 0.510 8 



TABLA 3. l. 5 

DEFICIENCIAS Y RANGOS DE HU1 (ESTIMADOR M) 

DISEflO 1 DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4 

DISTRIBUCION DEF RANGO DEF RANGO DEF R'ANGO DEF RANGO 

N 0.0899 5 0.0878 7 0.0858 7 0.0928 7 

T o.o 1 o.o 1 0.0041 2 0.0352 3 

LN 0.0729 5 0.0782 7 0.0702 6 o' 077 5 6 

Jl 0.2644 4 0.4911 8 0.3658 5 0.3402 6 

N5Nl 0.0226 3 0.0383 5 0.0337 3 0.0312 3 

NlOM1 0.0138 2 0.0439 3 0.0293 2 0.0243 2 

IO N20Nl o.o 1 0.0373 3 0.0507 4 0.0386 3 
1\) 

NS C 0.0730 5 0.0734 6 0.0700 5 o .0611 6 

NlOC 0.0600 4 0.0626 6 0.0549 4 0.0556 4 

N20C 0.0381 3 0.0505 4 0.0456 4 0.0590 3 

N5N2 0.0817 3 o. 1029 4 0.1057 4 0.1122 5 

N10N2 o. 13 52 4 0.1652 4 o. 1942 4 o. 1971 4 

N20N2 0.2621 6 0.2794 4 0.4484 5 0.4009 4 

L 0.0079 2 o.o 1 0.0140 2 0.0305 5 

DE 0.0520 4 0.0736 5 0.0298 2 0.0078 3 

e 0.3879 6 Q.2829 6 0.3170 5 0.2103 3 

AN 0.0390 7 0.0355 7 0.0371 7 0.0346 7 

ACN 0.0292 5 0.0510 4 0.0198 3 0.0260 3 



TABLA 3. 1.6 
DEFICIENCIAS Y RANGOS DE AN2 (ESTIMADOR M) 

DI SEFIO 1 DISEFIO 2 DISEFIO 3 DISEFIO 4 

DISTRIBUCION DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO 

N 0.1060 7 0.0706 ti o. 0829 6 0.0832 6 

T 0.0407 4 0.0432 6.5 o. 03 57 4 0.0352 3 

LN O.OB95 7 0.0609 6 o. 07 31 7 0.0789 7 

Jl 0.3989 9 0,5718 9 o. 4970 9 0.4846 9 

N5Nl 0.0063 2 0,0066 2 0.0205 2 0.0205 2 

NlONl o.o o.o 1 o.o 1 o.o l 

N20Nl 0.0360 4 0,0315 2 0.0465 3 0.0540 4 
IO N5C 0.0668 4 0.0404 5 0.0590 3 0,0387 3 w 

NlOC 0.0457 3 0.0210 3 0,0387 3 0.0244 3 

N20C 0.0244 2 o.o l 0.0108 2 o.o 
N5N2 o.o o.o 0,0209 2 o.o 

NlON2 o.o o.o o. o o.o 
N20N2 0.1062 2 0.0734 2 o .1060 2 0.0310 2 

L 0.0492 6 0.0356 5 0.0346 6 0.0467 6 

DE o. 1007 8 o' 143 5 8 0,0973 7 0,0410 6 

e o. 1822 3 o. 1863 4 o. 1964 3 0.2509 6 

AN o. 02 52 5 0,0197 6 0.0382 6 0.0332 6 

ACN 0.0236 3 0.0295 2 o ,0051 2 o.o l 



cambio WIL tiene una amplia aplicabilidad en los casos no e! 
tremos (ver tabla 3. 1.7) 

Los estimadores L alcanzan buenas posiciones sólo en -
situaciones muy extremas (C, DE, N29 N2). En particular GAS 
tuvo algunos buenos resultados para N20 Nl, N20 N2, DE y NCA 
(ver tabla 3.1.8). Pero en general los alcances de los est.!. 
madores L van de mediocres a malos. 

Este trabajo que Heiler (1981) realtza es un estudio -
de gran utilt~ad, ya que considera bar,tantes tipos de distr! 
buciones para el error y de estimadores, pero stn llegar a -
ser éstos demasiados como para crear una sttuacion confusa al 
momento de querer elegir alguno como alternativa. 

El autor no senala por qué eltge como d1stribuci6n de 
referencia a la normal con varianza 0.02 y media O. 

Como ya se ha dicho antes, el estimador tntcial ut111Z! 
do para obtener los estimadores M es de gran tmportancta, sin 
embargo Heiler no hace menci6n alguna acerca de los estimado­
res iniciales que eligi8 para su estudio. 
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TABLA 3. l. 7. DEFICIENCIAS Y RANGOS DE WIL (ESTIMADOR R) 

DISEflO 1 DISEflO 2 DISERO 3 DISEflO 4 

DISTRIBUCION DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO 

N 0.0925 6 0.0684 5 0.0719 5 0.0753 5 

T 0.0360 3 0.0286 2 0.0208 3 0.0404 5 
LN 0.0748 6 0,0519 5 0.0566 5 0.0540 5 

Jl 0.1664 2 0.3589 4 0.2639 2 0.2483 2 

N5Nl 0.0421 6 0.0274 3 0,0497 5 0.0499 4 
NlONl 0.0489 4 0.0614 5 0,0558 5 0.0598 5 
N20Nl 0.0514 5 o. 1045 8 0, 1019 6 0.0832 6 

IO 
U1 

N5C 0.0737 6 0.0359 4 0,0708 6 0,0589 5 
NlOC o. 0711 6 0.0413 4 0,0640 5 0.0609 5 

N20C 0.0548 4 0,0563 5 0,0761 6 0,0878 6 
N5M2 o. 1212 5 o. 1092 6 0.1316 6 0, 1416 6 

NlON2 0.1950 7 0.2115 6 0.2639 7 0.2494 6 
N20N2 0.3025 8 0.3613 7 0,5253 8 0.4769 7 

L 0.0344 4 0.0134 3 0,0168 4 0,0252 3 
DE 0.0735 6 0,0952 6 0.0452 3 0.0117 4 
e 0.3953 7 0.3379 9 0,3689 7 0.2960 8 

AN 0.0321 6 0.0185 5 0,0366 5 0,0304 5 

ACN 0.0504 7 0,0809 7 0.0447 5 0.0486 5 



TABLA 3.1.8 
DEFICIENCIAS Y RANGOS DE GAS (ESTIMADOR L) 

Drsrno 1 DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4 

DISTRIBUCION DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO 

N 0.1980 12. 5 o. 1955 14 0.2216 l2 0.2150 12 

T 0.0730 10 0.0719 9 o. 1066 9 0.1115 9 

LN o. 1844 13 0.2012 14 0.2116 12 0.2065 12 

Jl 0.4398 12 0.6488 12 0,5415 11 0.5100 10 

N5N1 0.1292 11 o. 1439 13 o .1567 11 o. 1437 9 

NlONl 0.0970 9 o. 1407 13 o .1106 9 o. 1136 7 

N20Nl 0.0574 6 o. 1029 7 0.0797 5 0.0900 5 
ID 
en N5C o. 1832 11 o. 1789 13 o. 1944 11 o. 17 52 10 

NlOC 0.1654 11 o. 1637 13 o. 1696 10.5 o. 1584 9 

N20C o. 1209 9 o. 1277 13 0.1417 9 0, 1447 8 

N5N2 0.1616 9 o. 1926 13 0,2209 10 0,2080 9 

NlON2 0.1767 6 0.2301 8 0,2543 6 0,2835 7 

N20N2 0.1927 4 0.3006 5 0.4399 4 0,4589 6 

L 0.0888 12 o. 0791 14 o. 1259 11 o. 1242 9 

DE 0.0293 2 0.0320 2 0,0482 4 0.0033 2 

e 0.2862 4 o. 1595 3 0,3301 6 0, 1931 2 

AN 0.0931 12 o. 1006 14 0,0860 10 0,0612 9 

ACN 0.0279 4 0.0535 5, 0,0512 6 0.0541 6 



3.2 ESTUDIO COMPARATIVO DE LOS ESTIMADORES 

Lp 

Money et al (1982) presentan un estudio de simulación 
para valores de p=l.00, 1.25, 1.5, 1.75, 2.00 éa:>. Para 
p=l, 2 é ex> las soliJctones que se obtienen so'n exactas, 
mientras que para los otros valores de p, las soluciones son 
halladas por métodos iterativos hasta alcanzar un cierto gr! 
do de convergencia. 

El estudio se hf zo con el modelo de simulación 

Yi" fo+ x1i p1 + x2i ~2 +ti t=l, ... ,n 

El tamano de la muestra fue n=25 para todas las repeti­
ciones. Se hicieron 500 repettciones para cada ttpo de error 
estudiado. Se seleccionaron arbitrariamente Po = 10, (J1 = 8 
Y ft2 = -6. Los 25 valores de x1 y los 25 de x2 fueron se'le.f. 
cfonados aleatoriamente de una distribución uniforme en el ran 
go (O, 40). Se vertftca que x1 y x2 fuesen no-correlacionadas 

(es decir 1 Px1x2 1*<0.01) 

~2' 

Para cada repetición se calcularon 25 errores, tales que 

E ( 6 i) = O y var ( Eoi) = 9, = 1, 2 ... , 25, calcu 
lando los yi usando el modelo 
y1=10 +a x1t -· 6 x2i + óf,i = 1, 2, ... , 25, obte­
niendo asf los distintos estimadores Lp de ~o , p1• Y 

Para los casos L1, Leo , los estimadores obtenidos fue-
ron Qnicos, ya que la matriz de diseno no contenía renglones -
iguales. 

Las distribuciones utilizadas para generar los errores 
aleatorios fueron todas simétricas y cubren un amplio rango de 
kurtosis ** y fueron lag siguientes: 
ft 

** 

px 1 x2 coeficiente de correlación de Pearson de x1 y x2 
E [ ( x -µ) 4] 10' 4 es usado como medida de kurtosi s 
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(i) Distribución uniforme: (kurtosis = 1.8) 
1 

fx (x) = -- ce <X <(J 
P-"' 

para que la media fuera cero y la desviación estándar 3 

°' = -P y ~= J3(,,.2 = /27 
(ii) Distribución normal: (kurtosis = 3) 

con ft " o y cr2 = g 

(iii) Distribución normal contaminada: (kurtosis = 3.5, 
4.0, 4.5, 5.0 y 5.5) 

fx (x) "( w )~{ x -~1) +( 1 - w )~( x -M2¡ O<w<l 
0'1 ctl 0'2 -¡¡r ,1 

J.. 1 - 1/2 t2 l'l donde 't' ( t) = r::;:;o e t•nr. 
V 211' 

En este caso w = 1/2, dando igual peso a ambos componen­
tes y ~l "A 2 = O para asegurar simetría. Los diferentes coefi 
cientes de kurtosis requerida se obtienen al elegir 0' 12 y 0'2 2 
apropiadamente, de tal manera que la varianza total sea igual a 
9. Para mas detalles de esta distribución ver Johnson and Kotz 
(1970). 

(iv) Distribucidn Laplace o Doble exponenctal (kurtosis=6) 

fx(x) "q- exp { - lx -0(1/~) x~ St 
Para que x tuviese media cero y varianza 9, ex= O y 

~ = (<12 / 2 ) 1 / 2 = ( 4 • 5 ) l / 2 

{v) Distribución Cauchy: (kurtosis indefinida) 

f (X) = ] XC~ 
x '"P [l+(x-et )¡~2 

Esta distribución es simétrica alrededor de la mediana o< 

y ésta se eligió como cero, la ~ fue determinada de manera que 
el cuantil .95 de la distribución Cauchy coincida con el cuantil 
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.95 de la normal {O, 9) usada en {ii). 
Para los casos (i), (iv) Y.{v) se calcularon las funciQ 

nes inversas de las distribuciones y los errores fueron gene­
rados usando números pseudoaleatorios de una distribuct6n uni 
forme en el {0,1). Los errores para el caso normal y normal 
contaminada se obtuvieron usando números aleatorios de una 
uniforme y la transformación de Box - Muller {1958). 

Los resultados del estudio de simulación fueron los si­
guientes: 

Las medias de los 500 estimadores de los coeficientes 
1.50, 1.75, 

La tabla 
de regresión se 
2.00 éco y para 
3.2.1 muestra 

Usando la 
mfal y para una 

calcularon para p = 1.00, 1.25, 
cada una de las distribuciones. 
estos resultados. 
aproximación normal de )a dtstribuci8n b1no­
muestra de 500 estimadores el intervalo de 

confianza para el número de estimadores que caen por debajo 
del valor del verdadero par&metro es (228, 272). 

Para todas las elecciones de p y para todas las distri 
buciones ninguna cay6 fuera de esos lfmttes. 

La tabla 3.2.l muestra que las medias de los estima· 
dores muestrales son cercanos a los verdaderos valores de los 
parámetros. Este estudio como los hechos por Forsythe {1972) 
Kiountouzis {1973) no muestra evidencias de sesgo en los esti 
madores de norma Lp, p>l para distribuciones simetricas. 

También se calcularon las varianzas muestrales de los • 
tres coeficientes de regresión para los diferentes valores de 
p. 

Para el caso p • 2 las varianzas muestrales fueron apro_ 
ximadamente las mismas para todos los errores, excepto el caso 
Cauchy, pero eso es debido a que la matriz de covartanza es de 
la forma cr 2 (X' x¡- 1, que es independiente de la distrfbu 
ción del error. Para el caso Cauchy la varianza0' 2 es indefi­
nida y por tanto E {e' e) ~ 0' 2 I. 
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TABLA 3.2. l 
COMPARACION DE LAS MEDIAS DE LOS ESTIMADORES MUESTRALES 

CON LOS VALORES DE LOS VERDADEROS PARAMETROS 

Verdaderos p 

DISTRIBUCION Kurtosi s valores de l. 00 l. 25 1.50 l. 75 2.00 CX> 
~o'/&l' (J2 

o 10 9.98 9.99 10.00 10.00 10.00 9.95 
Uniforme 1.8 l 8 8.00 8.01 8.01 8.01 8.01 8.00 

2 -6 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -5.99 
o 10 9.98 9.99 9.99 10.00 10.00 9.99 

Normal 3.0 l 8 7.99 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00 
2 -6 -5.99 -5.99 -5.99 -5.99 -6.00 -6.00 

Normal o 10 9.99 10.00 10.0l 10.02 10.03 1 o. Ol 
Contaminada 3.5 1 8 8.00 8,00 8.00 8.00 8.00 8.00 

2 -6 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 
-' 
o Normal o 10 10.04 10.05 10.06 10.05 10.04 10.06 o Contaminada 4.0 l 8 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00 

2 -6 -6.01 -6.00 -6.00 -6. 01 -6.01 -5.99 
Normal o 10 9.96 9.96 9.95 9.96 9.96 10.01 
Contaminada 4.5 l 8 8.01 8.01 8. 01 8.01 8. 01 7.99 

2 -6 -5.99 -6.0Q -6.00 -6.00 -6.00 -6.01 
Normal o 10 9.99 10.00 9.99 9.97 9.97 1 o .1 o 
Contaminada 5.0 l 8 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00 

2 -6 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.01 
Normal o 10 9.98 9.99 9.99 10.0l 10.02 10.13 
Contaminada 5.5 1 8 8.00 8.00 8.00 8.00 7.99 7.97 

2 -6 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 
o 10 10.04 10.05 10.03 10.02 10.0l 9.89 

Lap lace 6.0 1 8 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00 8.02 
2 -6 -6.00 -6.01 -6.00 -6.00 -6.00 -5.99 o 10 10.0l 10 .03 1 o .07 16.25 l0.39 9.74 

Cauchy l 8 8.00 8,00 7.97 7.98 7.97 8.04 
2 -6 -6.00 -6.00 -5.98 -6.01 -6.02 -6.04 



Para los casos p ~ 2 las varianzas cambiaron de acuer 
do al tipo de distribución del error, conforme la kurtosis 
del error crece. As1, para el caso uniforme con kurtosis 
1.8 las varianzas muestrales de los coeficientes fueron me­
nores para los estimadores Leo, mientras que para el caso 
de la Cauchy los estimadores L1 fueron los de menor varian 
za. Entonces, mientras la kurtosis de la distribución cre­
ce la elección de p < 2 da estimadores con varianza mues­
tral menor que la obtenida al usar MC. 

El estudio considera una medida que comprende la va­
rianza de todos los estimadores de los coeficientes, y la 
llama: varianza empfrica generalizada, definiendo a ésta 
como el determinante de la matriz de covarianzas empfricas. 

Como los estimadores Lp no mostraron evidencia de se! 
go, en el estudio consideran razonable basar la elección de 
p en la varianza generalizada. La p que de menor varianzi 
generalizada es el criterio seguido en el estudio. 

Las varianzas generalizadas de los 500 estimadores -
muestrales son presentados en la tabla 3.2.2 , para todos 
los errores y todos los valores de p. La figura 3.2.l es 
la gráfica de la kurtosis de ta distribución del errtr"con­
tra el valor de p que da la mínima varianza generalizada, 
usando los datos de la tabla 3.2.2 . 

La figura 3.2.1 muestra claramente que la "mejor" 
p depende de la kurtosis de la distribución del error. 

Si la distribución tiene colas pesadas, es decir con 
mayor kurtosis que la normal, el valor óptimo de p será pe­
que~o. si la distribución tiene colas cortas, el valor ópti 
mo de p será grande. Esto puede verse en la tabla 3.2.2 
para la distribución de Cauchy la mínima varianza generali­
zada se da cuando p = 1, y para el caso de la uniforme la -
minima varianza generalizada se da cuando p =<X> • 
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TABLA 3.2.2. VARIANZA GENERALIZADA DE LOS ESTIMADORES DE REGRESION 

( n = 2 5, a-2 = 9 ) 

p 

Distribución Kurtosis 1.00 1.25 1. 50 1. 75 
Uniforme 1.8 24.55 8.85 4.52 2.77 

Normal 3.0 8.35 3.93 2.64 2.21 

Normal contaminada 3.5 6.08 3.24 2.37 2. lo 

Normal contaminada 4.0 2.86 l. 56 1.35 1.48 .... 
o Normal contaminada 4.5 2 .14 l. 31 1. 17 l. 33 N 

Normal c·ontami nada 5.0 1.19 0.93 1.1 o l. 53 

Normal contaminada 5.5 0.31 o .30 0.53 1.07 

Laplace 6.0 1.06 0.63 0.66 0.90 

Cauchy 0.0018 0.0051 10.40 416.30 

Los valores de la tabla deben multiplicarse por lo"4 

2.00 00 

1.87 0.63 

2 .09 39.00 

2.20 77. 79 

1.82 150.90 

1.73 193.00 

2.30 321.00 

2 .12 591 .00 

l.36 286.95 

195000 5.8xlo+8 



El estudio propone la siguiente función 
entre p y la kurtosis, basándose en la figura 

p = 9 + l 
k2 

donde 

como relación 
3. 2. l 

(3.2.l) 

k = kurtosis ~e la distribución del error. 
La p que resulte de (3.2. 1) es llamada p óptima 
Para analizar el comportamiento de los estimadores cuan 

do es utilizado un valor de p distinto a la p óptima, se con­
sideró la eficiencia de la varfanza generalizada, esto es, el 
cociente de la varianza generalizada usando la p óptima entre 
la obtenida usando cualquier otro valor de p. Esta eficien-­
cia está dada en la tabla 3.2.3 . Por ejemplo, cuando la 
distribución del error es la contaminada normal con kurtosis 
4.5 el estimador de MC tiene una eftctencia del 67% con respe~ 
to a estimador obtentdo con la p optima. 

Al examinar la tabla 3.2.3 se llegan a las mismas con­
clusiones que en la tabla l.2.2 . El uso de la ecuación 
(3.2. 1) da resultados mucho mejores que el uso de MC. 

Para examinar la validez de los resultados anteriores, 
el estudio de simulaci6n fue repetido para los siguientes ca-
sos: 

(1) n = 25;0' 2 = 

{it) n = 25;0' 2 = 100 
{iit) n = 10;0' 2 = 9 

{ i V) n = 50; O' 
2 = 9 

Los resultados que se obtuvieron fueron esencialmente 
los mismos que los ya mencionados. Los autores del artículo 
concluyen que los resultados obtenidos son válidos para todos 
los tamaílos de muestra y varianzas considerados. 

La tabla 3.2.4 muestra la eficiencia de los estimado­
res de MC relativa a los estimadores de p óptima al variar el 
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p 

2.00 

1.75 

1.00 

1.25 

3 4 

• p que resulto 1ener lo varianza 
oererollzodo mínimo 

- p obterido de lo ecuoclÓn (3.2.1) 

5 6 7 kurtoels 

FIGURA 3.2.I 
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TABLA 3.2.3 EFICIENCIA(BASADA EN LA VARIANZA GENERALIZADA) DE LOS ESTIMADORES 

DE REGRESION ( n = 25, C12 = 9) 

Distribución Kurt. l. 00 l. 25 1.50 l. 75 2.00 

Uniforme l. 8 0.026 0.071 o .140 0.227 0.337 

Normal 3.0 0.250 0.532 0.792 0.946 1. 000 

Normal con ta-
minada 3.5 0.34.5 0.648 0.886 l. 000 0.995 

Normal con ta-
minada 4.0 0.472 0.865 1.000 0.912 0.742 

_, Normal con ta-
o minada 4.5 0.547 0.893 1.000 0.880 0.676 U1 

Normal con ta-
minada 5.0 o. 782 1.000 0.845 0.608 0.404 

Normal con ta-
minada 5.5 0.968 1.000 0.566 0.280 o. 142 

Laplace 6.0 0.594 1.000 0.955 0.700 0.463 

Cauchy l. 00"0 0.353 º·ººº o.ooo 0.000 

e.o 

1.000 

0.054 

0.027 

0.009 

0.006 

0.003 

0.001 

0.002 

o.ooo 



TABLA 3. 2. 4 EFICIENCIA DE LOS ESTIMADORES DE MC RELATIVA AL ESTIMADOR 

DE p OPTIMA. (BASADA EN LA VARIANZA GENERALIZADA) 

n 

Distribución Kurtosis 10 25 50 

Uniforme l.8 l. 00 0.34 0.09 
Normal 3.0 l.ºº l.00 l.00 
Normal ... contaminada 3.5 l.00 l.00 0.93 o 

O'I Normal 
Contaminada 4.0 0.86 0.74 0.77 
Normal 
contaminada 4.5 0.79 0.68 0.59 
Normal 
con tam 1 nada 5.0 0.74 0.40 0.31 
Norma 1 
contaminada 5.5 0.53 o., 4 0.09 

Laplace 6.0 0.59 0.46 0,30 



tamano de la muestra. 
Claramente puede verse que si el tamano de muestra cr! 

ce, los estimadores de MC se hacen menos eficientes si el -
error es no-normal. De aqui que entre más grande sea el ta­
mano de la muestra más crítica es la elección de p. 

En general la kurtosis de la distribución del error es 
desconocida y debe ser estimada de los datos muestrales. 

Money et al. (1982) sugieren que la kurtosis sea reempl! 
zada en la ecuación (3.2.1) por un estimador de la misma, bas! 
do en los residuales de MC para obtener el valor de p que será 
utilizado para determinar los estimadores Lp de los coeficien­
tes de regresión. 

Otro estudio similar se realizó para examinar si el uso 
del estimador de la kurtosfs en (3.2.1). resulta con las mismas 
ventajas sobre MC. El modelo utilizado fue igual al usado con 
la kurtosis te8rtca. La matriz de diseno se eligió de manera 
que no contuviese renglones iguales, y el tamaHo de muestra -
fue de nuevo 25. 

La tabla 3.2.5 contiene la eficiencia de los estimadQ 
res de MC con respecto a los estimadores Lp, c&n p óptima. 

Para las nueve distribuciones consideradas, los estima­
dores de MC son superiores en sólo tres casos. En cada uno 
de estos tres casos la eficiencia de los estimadores Lp, con 
p óptima tienen una eficiencia mayor al 90%. Para los otros 
seis casos la eficiencia de los estimadores de MC es mucho m! 
nor que la de los estimadores Lp de p óptima. 

De aquí que para las distribuciones (del error) consid~ 

radas el método de estimación Lp es superior al de MC, al me­
nos en términos de varianza generalizada. 
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TABLA 3.2.5 EFICIENCIA (BASADA EN LA VARIANZA EMPIRICA GENERALIZADA) DE LOS ESTIMADORES 

_. 
o 
CXl 

DE MC RELATIVA A LOS ESTIMADORES Lp DE LOS COEFl 

Distribución 

Uniforme 
Normal 
Normal 
contaminada 
Normal 
contaminada 
Normal 
contaminada 
Normal 
contaminada 
Normal 
contaminada 
Laplace 
Cauchy 

CIENTES DE REGRESION 

Varianza Generali 
Kurtosis zada de los estima 

dores de MC -

l. 8 4.61 
3.0 4.38 

3.5 4.32 

4.0 3.74 

4.5 4. 15 

5.0 4.50 

5.5 4.45 
6.0 4.67 

2.2x10· 1 

n = 25, CI 2 = 9 ) 

Varianza Generali 
zada de los esti~ 
madores Lp 

2.60 
4.73 

4.82 

3 .86 

3. 62 

2.88 

l. 91 
2.90 

7.SxlO -7 

Los valores deben multiplicarse por io· 4, excepto el renglón de la 

Eficiencia de los 
estimadores de MC 
relativa a los es 
timadores Lp 

0.54 
1.08 

l. 12 

l. 03 

0.87 

0.64 

0.43 
o .62 

o 

distribución Cauchy 



3.3 ACERCA DE LA ELECCION DE LOS ESTIMADORES 

ROBUSTOS 

Hasta ahora se han expuesto varios estimadores robustos 
y dos estudios que comparan a algunos de éstos. En seguida -
surge la pregunta lcuSl de los estimadores robustos es conv! 
niente utilizar? 

Esta pregunta no es fácil de contestar. 

Los siguientes puntos son algunos de los factores que -
intervienen en la respuesta: 

- conocimiento acerca de la distribución de la variable 
respuesta; 

- tamano de la muestra; 

- recursos con que se cuente para el cómputo; 

- la situaci6n, ya sea de observac16n o de experimenta-
ción; 

- el número de variables explicativas. 

Cuando se conoce la distribución de la variable respue! 
ta, el siguiente cuadro puede ayudar a elegir el tipo de esti 
mador robusto apropiado. 
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Distrfbución 

Normal 
N5C 
N5Nl 
N20C 
N20Nl, NlON2, N20N2 
e 
NA 
NCA 
Jl 

T 
L 

DE 

Estimadores que obtuvi~ron 
mejores resultados según 

Heiler 

MC, AN1. ru1. HA1 
ANl, TUl, HA1, AN2, VDW 
HAl, TU1, AN2, HU1, AN1 
HA1, TU1, AN2, HU1 
HA2, AN2, HU2, GAS 
MEO, MSC, HA2, TU2, HU2 
MC, ANl, TU1, HA1 
TU2 •. HA2, AN21 HUl, HU2 
NOR, VDW, WIL, AN1 
HU1, WIL 
HU1, WIL 
GAS, HU1 

Si además se conoce ó se puede estimar la kurtosis y si se 
desea emplear un estimador Lp, entonces el siguiente cuadro 
es de gran ayuda para elegfr un estimador de este tipo 
Distribución Kurtosis Estimador con menor varianza 

Uniforme 
Normal 
Normal contaminada 
Normal contaminada 
Normal contaminada 

Normal contaminada 

Normal contaminada 

Laplace 

Cauchy 

1.8 
3,0 
3.5 
4.0 
4.5 

5.0 

5 .5 

6.0 

generalizada 

L CID 

L2 (MC) 

Ll. 75 
L l. 5 

L l. 5 

L 1.25 

Ll. 25 

L l • 25 

Ll 
Es importante recalcar que en el estudio de Money et al. (1982) 
los estimadores no dan indicios de sesgo, pero estos autores -
sólo consideran casos con distribuciones simétricas. 
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En el caso de elegir un estimador M, el tamaHo de la 
muestra y los recursos con que se cuente para el cómputo 
son factores importantes para decidir que tipo de estimador 
inicial se utilizará. Si el tnmano de muestra es suficien­
temente grande y se cuenta con pocos recursos ~ara el cómp! 
to (software) se puede elegir el propuesto por Hinich y Tal 
war. Cuando se cuente con mayores recursos puede utilizar­
se el propuesto por Andrews (1974). 

Si la situación se trata de un experimento disenado 
con un cierto número común de observaciones para cada x (r! 
gresión simple), podría utilizarse la propuesta de Atkinson 
y Cox. (1977). 

Cuando se desconozca la distribución de la variable -
respuesta será necesario aproximarse a ésta utilizando la -
distribución de la variable respuesta de estudios iguales p 
semejantes realizados con anterioridad para poder elegir 
asi algún estimador robusto apropiado. 
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CAPITULO 4 

EL USO DE LA ROBUSTEZ EN ftE&RESlON 



4. EL USO DE LA ROBUSTEZ EN REGRESION 

Hogg (1979) dice: 

"Un buen estadfstico aplicado está siempre alerta 
de la existencia de observaciones discrepantes, 
en unas oéasiones las descarta, en otras las in­
vestiga m6s a fondo, segOn sea lo apropiado en 
una situaci8n dada. De cualquier modo, cuando 
se trata con datos complicados, es muy difícil 
detectar estas observaciones, es aqui donde los 
procedimientos robustos pueden ayudar" 

Además Hogg, recomienda seguir estos pasos: 
(a) Realizar el an5lisis usual (probablemente MC) 
(b) Usar tambi~n un procedimiento robusto, al menos de 

una iteraci6n. Idealmente, usar la 'f' de Huber con 
c=l.5, en la primera iteraci8n y seguir con la lf' de 
Andrews con c = 1.5 {posiblemente se puedan modifi­
car estas constantes mediante una investigación pr~ 

liminar). 
(c) Si los resultados de (a) y (b) concuerdan, reportar 

entonces los resultados estadisticos usuales asocia 
dos con (a). 

(d) Si los resultádos de (a) y (b) difieren, revisar el 
grupo de datos. Especialmente aquellos puntos con 
pequeftos pesos y preguntar desde leste error se de­
be a algOn descuido al recolectar los datos?, hasta 
lesta observación discrepante trata de decir algo? 

En el caso de llegar al inciso (d), surge la pregunta 
lA. qu~ se deben estas diferencias? 

Atkinson (1982) seftala que si los resultados de MC y los 
de un procedimiento robusto no concuerdan las posibles causas 
pueden ser: 
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(1) errores gruesos, ya sea en la variable respue! 
ta, ó en las explicativas. 

(11) un modelo lineal inadecuado. 
{111) que el análisis debi8 hacerse en otra escala 

{por ejemplo, después de haber sacado logarit­
mos). 

(iv) el error ttene una distribuc16n con colas más 
pesadas que la normal. 

Atkinson utiliza herramtentas de diagn8st1co para iden 
t1f1car deficienctas en los datos e tnadecuaciones del mode­
lo. 

Las herramientas de d1agn8stico que utiliza son: 
Para probar la concordancta entre yf y la predfcci6n 

Vi = Xi Á (1) utiltza los restduales 11 jack-kntfe 11 • 

1~ 2 l /2 
ei * = et / ( s(t) (l - ht)) 

donde 
ei = y1 - yt 
ht es el elemento 1-Astmo de la dtagonal de la ma­

tr 1z H = X {X ' X¡· l X ' , 

y la 1 entre paréntesis debe leerse como "con la 
observaci&n 1-ésima eliminada" 

Como: 

(n-k-1) s(i) 2 
ª (n-k) s2 - et 2 / ( 1 - hi) 

los residuales jack-knife pueden calcularse fácilmen-
te. 

para examinar el efecto de la observación 1-ésima en 
los estimadores de los parámetros utiliza la estadística mo 
dificada de Cook. 
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Ti = ( n - k . hi ) • le1*I -r- 1-liT 

---

Valores grandes de Ti indican una observación infl~ 
yente, esto es, que tiene un gran efecto sobre los estim! 
dores de los parámetros. 

En algunos casos, observaciones aparentemente dis­
cordantes pueden ser unidas al resto de los datos median­
te una transfor·macion en la variable de respuesta. Para 
esto utiliza la familta de transformaciones Box y Cox 
( 1964). 

Z ('A) = Z =~ , donde y es la media geométrica. 
y 

Ahora, si W {~) = W = :z , Atk1nson (1973) para 
probar la htpótesis ')¡" Ao utn1za la estadhtica 

zT ( I - H) W To " _....__..__ ..,;;..--'-..-'--"'----¡ 2 
Sz {WT {I - H) W) 1 

donde todas las cantidades son calculadas con l= ~o y Sz 2 

es el estimador de la varianza de Z. 
T l ) ) 2 

{n-k-l)S 2 = zT ( r - H) z - (Z ( -H w 
z wT(r-H)W 

La estadística T0 se distribuye como t de student con 
n-k-1 grados de libertad. Dada unOL, nivel de s1gnificancia. 
queda determinada la zona de rechazo. 

Por ejemplo, si la htpótesis que se desea probar es 
~o= 1, esto es que no se necesita transformación ó si se 

desea probar ~o= O, la transformación logaritmo. 
A continuación se presentan tres ejemplos: 
El primer ejemplo trata el grupo de datos de salini­

dad estudiado por Ruppert y Carrol (1980), quienes encuen­
tran una diferencia apreciable entre los P.stimadores (de~) 

de MC y los robustos. 
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La gráfica de papel normal de la estadfstica de C~ok 
modificada Ti, muestra que hay algo "raro" con la observa­
ción 16. Al inspeccionar los datos se encuentra que una 
de sus variables explicativas est& apartada del rango del 
resto de las observaciones. 

Para el conjunto de datos original, la estadfstica 
T0 toma el valor de - o.·0844, cercana a cero, indicando 
que no hay necesidad de una transformación. 

Pero sj los datos son corregidos, la estadística T0 
crece tomando el valor - 1.61. Otra observación tiene un 
valor alto de Ti, si esta observación es eltmtnada tambtAn 
T0= -2.50, y la A 

0 
obtenida por mSxima verosfmtlitud es 

-0.15, para este caso la transformaci8n logarf tmo en la V! 
riable respuesta es congruente con los.datos. 

De aquf se concluye que hay dos observactones "sosp! 
chosas" y hay alguna evtdencia de transformar la respuesta. 

Este ejemplo sirve para ilustrar el uso de la herra­
mienta de diagnóstico para formularse preguntas acerca de 
la calidad de los datos y de la concordancta entre los da­
tos y el modelo propuesto. 

Otro ejemplo lo constttuyen los datos de perdtda de 
material * debtdos a Brownlee (1965}. Dantel y Wood (1980) 
después de una amplia discusión concluyen que 4 observacio­
nes son discordantes y deben ser eliminadas. A una conclu­
sión similar llega Andrews (1974). 

En cambio Atkinson (1981} y (1~82) (a) usando la he­
rramienta de diagnóstico, encuentra que hay una observación 
discrepante y que la estadlstica T0 da evidencia de la nec! 
sidad de una transformación, ademSs cuando la observación -
discrepante es eliminada, la estadlstica To sigue dando evi 
dencia de la necesidad de una transformación; la transform! 
ción indicada es el logaritmo. 

* estos datos son utilizados en la sección 2. 1 (Andrews}. 
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La conclusión de ambos arttculos es que todas las ob­
servaciones pueden ser modeladas adecuadamente en un modelo 
de segundo orden en x1 y x2, con variable de respuesta trans_ 
formada mediante logaritmo. 

Este ejemplo sugiere que las supuestas observaciones 
discrepantes del inálisis robusto son muest~a de un modelo 
inadecuado. 

En el tercer ejemplo, basados en los datos de envenen! 
miento, Box y Cox (1964) encuentran que T0= -l~.54, que im­
plica que una transformación debe hacerse. La A de máxima 

A 

verosimilitud es -0.75, y la transformación inverso (A =-1) 
está dentro del intervalo del 95% de confianza. En cambio 
Andrews (1971) y Carroll (1980) consideran el efecto de cam­
biar la variable respuesta para una de las observaciones. 
Este cambio hace decrecer T0 a -10.42, que de todas formas 
da evidencia de una transformación. Pero en este caso, 
el valor de ~ es - 0.15, de tal manera que la transforma­
ci6n logaritmo debe ser considerada en vez de la transform! 
ción "inverso". 

Este es un ejemplo en el que la presencta de una obser 
vac16n discordante hace que los procedimientos basados en un 
modelo lineal normal (MC) y los procedimientos robustos difi~ 
ran. 

En estos tres ejemplos Atkinson (1982) hace ver que las 
diferencias entre los análisis robustos y los de MC pueden 
elucidarse mediante el uso de técnicas de diagnóstico. 

Los métodos robustos son alternativas al método de MC, 
cuando algunas suposiciones de éste son violadas. Pero éstos 
deben utilizarse siempre considerando que: 

- Los estimadores robusto$ de regresión se ven afecta­
dos también por el mal condicionamiento de la matriz 
X (multicolinealfdad). 
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- Si el modelo lineal es inadecuado, usar un método 
robusto no resolverá este problema. En algunas 
ocasiones será necesario transformar las variables 
primero y después aplicar el método robusto. 

Además, Andrews (1979) se~ala: 

" Las gráficas de residuales de MC contra otras vari! 
bles no exhiben claramente dependencias no lineales 
con r.especto a variables omitidas en el modelo. Los 
residuales robustos no mejorarán estas gráficas". 
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CAPITULO 5 

INCONVENIENTES DE LOS ESTIMADORES ROBUSTOS 



. ~ 

5.1 LA MATRIZ DE COVARIANZA DE@ 

La matriz de covarianzas es un punto tmportant• en la 
construcci6n de intervalos de confianza y en general para 
hacer inferencias. Huber (1973), mostró que ~ * tiene una 
distribuci6n asintóticamente normal con matriz de covarian­
za. 

2 2 
C1 E'f' ( é/<1 ~ (X'X)-1 

[E ( 1¡1
1 

( 6 I a )¿ 

Welsch (1975) y Gross (1977) reportan resultados de -
algunas sugerencias para est1mar la matriz de covarianza. 
En ambos estudios resulta que los estimadores estud1ados son 
muy sensitivos a ciertos dtseftos de la matrtz X; por ejemplo 
st algunos renglones de la matrtz X están alejados del resto 
de los datos. 

Huber {1973), Tukey (1973) y Mallows (1975} han dado 
varias sugerencias basadas en la teor'a asintótica. Hill 
(1979) muestra cuatro sugerenctas fundamentales. Para s1m­
plif1car la notaci6n, sean 

n n 
' 1.12 p e J_ T t 4), q " !: 't'' (-11-) 

1=1 1=1 

donde 
l¡J ( t), la función de influencia. 
't'' ( t) 1 es la derivada de "(t) 

" y ei D yi - xi·~ 

* un estimador del tipo M 
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Sin tomar en cuenta el factor de corrección n / (n-p), 
las cuatro sugerencias son: 

S1 = n 7 s2 (.X' X) - 1 

p s2 (X 1 't) 1 (E/S) xr 1 
S2 = -

Q 

s3 = _P_ s 2 (X• 'i' (E/sl xr1 (X'X) (X' \ti' (E/S) X)·l 

n 

S4 = s2 (X 1 't>(E/S) X)-l (X' 1/2 {E/S) x) (x'Y '(E/S)x¡- 1 

donde E = Y .xp y 't'' (E/S) es una matriz dtagona 1. 

s1 y s2 se siguen naturalmente de la teorf a asintótica. s3 
y s4 fueron sugeridas por Tukey. 

Welsch (1975) estudta s1 y s2 para 3 d1seHos de matrices 
con n = 20, k 11 3, 5 y 7. El concluye que s1 da mejor aprqxim! 
cfón de la matriz de correlación de~que s2, pero ambas fallan 
cuando la matriz de diseño contiene columnas que son muestras 
de distribuciones con colas pesadas. 

Hill y Holland (1977) (.ver la sección 2.2) concluyen que 
s1, es muy sensible a observaciones discrepantes en la matriz 
da diseno. Gross (1977) encuentra resultados semejantes. 

Estos estudios dan evidencia de que s1 y s2 no son siem­
pre los estimadores adecuados. 

Hill (1979) dice no tener conocimiento de investigacio-­
nes emplrictts sobre s3 y s4. 

Este autor hace ver que s1, s2 y s3 no son convenientes 
para el caso en que la regresión es de k puntos, esto es, que 
la matriz de diseño sólo contiene k renglones distintos (inde­
pendientes) y el número de parámetros a estimar es k. 

De S hace ver que no lleva a la respuesta correcta 
(s 2 (X'X)-~) si l¡l{t) .. t, (esto es, si el estimador M es el de 
MC) 
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Hill (1979) sugiere para las regresiones de k puntos 
el siguiente estimador 

1 * * S5 " - ( S5 + S5 ') 
2 

donde 
n 

i~ ei 2 · 
si=---._...;..~--

n 

(X' 't''(t) X)-1 

Htll (1979) dice "El principal objetivo de este artfculo 
es mostrar que el estimar las matrices de covartanzas de los 
estimadores M es un problema diffcil". 

Este problema de la estimación de la matriz de covariarr 
za es uno de los principales inconvenientes de los estimadores 
M. 
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5. 2 DIFtCULTAD V TIEMPO DEL COMPUTO DE LOS 

ESTIMADORES ROBUSTOS. 

En general, la mayoría de los estimadores robustos 
requieren de programas más elaborados para su obtención que 
los de MC. Así como de mayor tiempo de cómputo. 

En el caso de los estimadores M que se obtienen por, 
métodos iterativos (ver sección 1.3) el estimador inicial ' 
juega un papel importantísimo en la obtención del estimador 
fina l. 

Un estimador robusto tnicial fácil de obtener es el 
propuesto por Hinich y Talwar (ver sección 2.3). Cuando 
se cuente con medios y recursos de cómptito mayores(software) 
se podrá utilizar como estimador inicial el propuesto por 
Andrews (ver la sección 2. 1), ó el de Hill y Holland (ver 
la sección 2.2). 

La obtención de los estimadores L se hace mediante la 
resolución de problemas de programación lineal (ver sección 
l. 1), se requerirá entonces tener disponible algOn paquete 
de programación linea! para poder calcularlos. 

En cuanto a los estimadores R son relativamente fáci­
les de evaluar, ya que se obtienen mediante la minimización 
de una función no-negativa, convexa y continua del vector 
como lo prueba Jaeckel (1972) (ver sección 1.2), en este C! 
so se necesitar§ sólo algOn programa que implemente alguno 
de los métodos iterativos sugeridos por el análisis numéri­
co para hallar el mínimo de esa función. 

De los estimadores de norma Lp se han elaborado muchos 
algoritmos, los casos L1 y La:> pueden reducirse a la solu­
ción de problemas de programación lineal. 

Para Lp con 1<p<2 existen varios algoritmos, algu-
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nos utilizan el método de Newton ó modificaciones de Este, en 
el ap6ndice 1. 1 se habla de otro basado en mfnimos cuadrados 
ponderados. 

La mayor complejidad y mayor tiempo en el cómputo son 
parte de los inconvenientes que se tienen a cambio de la ro­
bustez. 
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CONCLUSIONES 

En el modelo de regresi6n lineal se hacen varias sup~ 
siciones acerca del error. Como ya se ha dicho, el procedi 
miento de MC no ~s el adecuado cuando el error no se distri 
buye normalmente. en particular si tiene una distribución 
con las colas más pesadas que la normal, que usualmente ge­
neran observaciones discordantes. En estos casos, es conv! 
niente utili;ar en forma paralela al procedimiento de MC un 
procedimiento robusto adecuado. Va que éstos permiten de -
tectar a las observaciones discordantes más fácilmente y en 

. general arrojan un mejor ajuste que el de MC y para el caso 
en el que el error se distribuye normalmente los estimadores 
obtentdol mediante estos procedimientos son sumamente efi­
cientes. 

Del estudio comparativo de Heiler puede concluirse que 
los estimadores M adecuadamente escogidos hacen frente casi 
a cualquier tipo de s1tuaci6n concebible. En particular los 
estimadores HU1, AN2 , HA y TU obtuvieron las mejores posi­
ciones dentro de los estimadores considerados. 

Para las situaciones donde hay mayor contaminación el 
estimador s2 es superior a s1, siempre y cuando no se espere 
asimetría en la distribución de la variable respuesta. 

Los estimadores R, VDW y NOR en las situaciones con 
asimetrfa logran muy buenas posiciones. 

En cambio, los estimadores L en general alcanzan resul 
tados sólo mediocres y malos. 

En cuanto a los estimadores Lp, puede decirse que éstos 
no dan muestra de sesgo, tanto en el estudio de Money et al 
(1982), como en los de forsythe (1972) y de ~ountouzis (1973) 

Los estimadores de p 6ptima dada por la ecuación (3.2. 1) 
resultan ser en la mayor~a de los casos más eficientes que el 
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de MC, en términos de la varianza generaltzada. 
Para elegir el estimador robusto de ~se deberán tomar 

en cuenta los siguientes puntos. 
- distr1buci6n de la variable respuesta. 
- tamaño de la muestra. 
- recursos con que se cuente para el cómputo. 
- la situación, ya sea de observaci6n o de experimenta-

cfón. 
- númer~ de variables explicativas. 
Si se conoce la distribución de la variable respuesta, 

las tablas que aparecen en la sección 3.3 son de gran ayuda P! 
ra elegir un estimador robusto de (& • 

Es importante senalar que los estimadores robustos de -
regr~sión, al igual que los estimadores.de MC se ven afectados 
por el mal condicionamiento de la matriz de diseño. Además si 
el modelo que se está suponiendo no es el adecuado, es obvio 
que aunque se trate de un ajuste robusto, no se obtendrá un 
buen ajuste; en estos casos una transformación de variable o -
variables serfa conveniente antes de aplicar un procedimiento 
robusto. Ver la secc18n 4.1. 

El uso de los procedimientos robustos no se ha generali­
zado debido a varias razones: 

- Su cómputo es más complicado que el de MC. 
- Los criterios que se siguen para obtener a los estim! 

dores robustos en la mayor1a de las ocasiones son más 
diffciles de interpretar, en comparación con el cr1t! 
rio de minimizar una suma de residuales al cuadrado. 

- Existe el problema que los estimadores robustos no 
son invariantes bajo escala. Esta es una dificultad 
muy seria, ya que a menudo a los grupos de datos se les 
multiplica por constantes. 
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• La obtenci&n de resultados teóricos, distribucio­
nes asintóticas, estimación de matrices de cova-­
rianza, pruebas asociadas, es bastante más difícil 
y complicada que para el caso de MC, como se hace 
ver en la sección 5. 1. 

En cuanto 'al cómputo de los procedimientos robustos 
actualmente, gracias a los avances en la computación, se -
han podido desarrollar una gran cantidad de rutinas para 
obtenerlos. Generalmente éstas son m6s complicadas y requi! 
ren de mayor tiempo que el procedimiento de MC. 
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APENDJCE 1 

A L G G R I T M O S 



APENDICE 1. 1 

METODO ITERATIVO QUE MINIMIZA LAS DESVIACIONES 

"ABSOLUTAS" PROPUESTO POR SCHLOSSMACHER. 

Karst (1958) es qu1z~ el primero en presentar un proc! 
dimf ento par.a estimar parámetros que minimicen las desvia-­
ci ones absolutas (la norma L1) pero la t~cnica iterativa que 
propone está limitada a modelos con dos parámetros. 

La programación lineal puede manejar casos con k parám! 
tros, pero puede resultar que la dimensión del problema sea 
muy grande, ó también que un paquete de programación lineal 
no sea accesible desde un paquete estadlstico. 

Schlossmacher (1973) propone un procedimiento para la 
minimización de las desviaciones absolutas que utiliza el 
método de mlnimos cuadrados ponderados y que permite mane­
jar k par6metros. 

Considérese el modelo 

El procedimiento de mfnimos cuadrados ponderados mini­
miza el criterio 

n 
I., L wi e1 2, ef son los residuales donde 

f" l 

los pesos wf son dados por el investigador. 
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Considerando ahora la (r+l) 6sima iteración de un pr~ 
ceso iterativo particular, el criterio puede escribirse c~ 
mo 

n 
1 (r+n = r: 

i=l 
e (r+l)/ 

donde e(r)1 es el residual i-ésimo en la r-ésima iteración 

si 
i=l, ... ,n 

el criterio se convierte en 
n 

1 (r+l) ~Lle (r+1) 11 
t 11 l 

que aproxima las desviaciones absolutas deseadas. 
El procedimiento propuesto es: 
1.- Hacer el ajuste usando MC (wi=l, i=l, ... ,n) 
2.- Con los parámetros estimados calcular los residua-

les e(r)i' i~l, •.. ,n. 

3.- Resolver el problema de MC ponderados con pesos, 

wi =I 1 I· si e(r)i : O entonces wi=O 
e(r) 1 

4.- Repetir los pasos 2 y 3, hasta que 

Durante este proceso iterativo algunos e(r)i' serán 
cercanos a cero. 
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fisher (1961) muestra que el ajuste de mfn1mas desv1! 
ciones absolutas pasa por una o más observaciones, de aquí 
que haya residuales cero. Al ocurrir esto, en el proceso 
iterativo los pesos correspondientes a residuales cercanos 
a cero, es decir 

wt=ll/e(r)1j 

tomarán valores muy grandes y pueden resultar problemas nu­
méricos. 

El procedimiento descrito elimina este problema, si 
un residual es muy pequeno en comparación al resto de los 
residuales, entonces a la observaci&n correspondiente se 
le da peso cero. 

Esto puede justificarse, ya que el efecto de un resi­
dual casi cero en la suma total de desviaciones absolutas 
es despreciable. 

Pero si en alguna de las siguientes iteraciones el r! 
sidual para esa Qbservac16ncrece, el proceso vuelve a consl 
derarlo. 

Los problemas de regresión por medio de la minimiza­
ción de desviaciones absolutas pueden clasificarse en dos, 
aquellos con soluciones únicas y aquellos con soluciones no 
únicas. 

Fisher (1961) muestra que para el caso en que la sol~ 
ción es única el ajuste de m1nimas desviaciones absolutas 
pasa al menos por k puntos, donde k es el número de paráme­
tros a estimar. 
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Si el ajuste de mtn1m~s desvtaciones absolutas pasa por 
menos de k puntos entonces extsten varias soluciones. 

Si el ajuste pasa por k puntos exactamente, la soluci6n 
puede ser o no Onica. 

Considérese el ejemplo que aparece en la tabla .A.1.1 , 
éste fué tratado por Karst (1958) y encuentra que el mejor -
ajuste de m1nimas desviaciones absolutas es: 

y = 0.659 x. 

La técnica propuesta converge y produce este resultado 
en 8 iteraciones. (Ver tabla A.1.2). 

Otro ejemplo con tres parámetros a estimar fue genera­
do usando la ecuación: 

y= 0.3 + 0.2 Xl + 0.1 X2 + 6 1 
usando varios valores de x1 y x2 y utilizando errores 

con distr1bucion doble exponencial (Laplace). Los valores 
para las x's fueron todas las posibles combinaciones de 

Xl = 0,1,2,3,4,5 y x2 a 0,1,2,3,4,5 

En este caso el proceso iterativo propuesto por Schlossmacher 
converge en 7 iteraciones a los valores 0.3, 0.2 y O. 1 y fue co~ 

parado con la técnica de programación lineal de Fisher (1961). 
Se obtuvieron los mismos coeficientes, pero la técnica de Fisher 
necesitó mayor tiempo de computadora y mayor espacio en memoria. 

Schlossmacher (1973) apunta que su técnica fue 12.7 veces 
más rApida y requirió de un 90 por ciento menos de memoria que 
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TABLA A.1.1. 

DATOS PARA EL EJEMPLO UNIDIMENSIONAL 

xi Y1 

-12.5 -8.4 

- 8.5 -5 .4 

- 6.5 3,6 

- 3.5 -2. 4 

- 2.5 -4.4 

- 1.5 l. 6 

- 0.5 -0.4 

2.5 -0.4 

4.5 -2.4 

8.5 3.6 

8.5 5.6 

11. 5 9.6 
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TABLA A.1.2· 

• 

j 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

SECUENCIA DE ESTIMADORES DE ~ 

PARA EL EJEMPLO UNIDIMENSIONAL 

"' flj 

.540 

.599 

.633 

.651 

• 651 

.654 

.658 

.659 
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la técnica de programación lineal. 

Los dos ejemplos anteriores tuvieron soluci6n única. 

El siguiente ejemplo ilustra un caso donde la solución no 

es única. 

En la tabla ·A.l.3 ~e presentan los datos de un ejemplo 

trabajado por Karst (1958), quien encuentra que el haz de rec· 

tas que pasa~ por el punto (30, 7.21) y con pendientes entre -

o.1078 y 0.1250 es el que minimiza las desviaciones absolutas. 

La tabla A.1.4' presenta la secuencia iterativa de las 

pendientes calculadas usando la téntca de Schlossmacher. 

convergiendo en· los valores¡a0 "3',95 yp1 "0.1088 que 

deftnen una recta que pasa a traves del punto (30, 7.21) y el 

valor de la pendiente no exceden los 11mites encontrados por 

Karst. 

La recta 6pt1ma pasa por un punto de los datos, indican­

do que la solución no es Ontca. 

" Los rangos donde(J 1 puede variar pueden ser hallados al 

hacer girar la recta en sentido positivo sobre el punto -

(xp, yp) con residual cero, hasta encontrar una observación, 

la recta que pasa por estas dos observaciones nos determina -

uno de los llmites del rango y el otro es hallado en forma si 

milar pero rotando en sentido negativo. 

un procedimiento equivalente y m~s adecuado para explf·· 

carlo en una computadora es examinar los siguientes resfdua-­

les. 
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TABLA A.1.3 

DATOS PARA EL EJEMPLO BIDIMENSIONAL 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 
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5.68 

6.25 

7.21 

8.02 

8.71 
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TABLA A.1.4 

SECUENCIA DE COEFICIENTES GENERADA PARA El 

EJEMPLO BIDIMENSIONAL 

"' "' 
j f3oj ~lj Ij 

3.994 o. 1029 1.780 

2 3.982 0.1044 1. 746 

3 3. 971 o. 1058 l. 716 

4 3.961 0.1069 1. 691 

5 3.954 0.1078 l. 671 

6 3.948 "0.1085 0.658 

7 3.946 o. 1088 l. 651 

8 3.945 o .1088 1.650 
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Los puntos que tengan el residual R11 positivo más pequ! 

ffo y el residual R11 negativo más grande son las observacio--

"' nes que acotarán el rango de [a 1• 

Es dif,cil dar una generalización de estos procedimien-­

tos para los casos donde la solución no es Onica en problemas 

con más de dos dimensiones. 

Estos ejemplos muestran que la técnica de Schlossmacher 

converge al valor del crtter1o de las m1n1mas desviaciones ak 

sol utas. La convergencia absoluta del .mfitodo no ha sido pro­

bada, pero la técnica ha convergtdo para todos los problemas 

intentados por su autor. 

Una gran ventaja de esta técnica es que requiere sólo de 

un paquete de m1n1mos cuadrados poriderados. 
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APENDICE 1.2 

ALGORITMO PARA ENCONTRAR LOS ESTIMADORES 

DE NORMA Lp 

( .1 <P <2 ) 

El algoritmo fue dado por Sposito, V.A., Kennedy, 
W.J., y Gentle, J. E. (1977). 

Este algoritmo determina los est;madores de los pa­
rámetros del modelo lineal simple. 

y =/30 + X ~l 
como ya se dijo en la secc16n 2.5, mediante el criterio de 
minimizar la norma Lp 

n 

L 1 yi -~o - xi ~d P 
i=l 

i = 1, ... ,n 

Considerando los casos con l~ p <2. 

Siguiendo la idea del algoritmo de Schlossmacher (sec­
ci6n anterior) y extendiéndola al intervalo (1,2), se consi 
dera m;nimizar 

n 

I = [ Wi ei 2 

i = l 

en donde 

ei son los residuales y 

Wi son los pesos 
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En el proceso iterativo consideran 

n 

I (r+l) = L (e(r+l )1 )
2 

si 1 e(r) 

entonces 

i - 1 

- e (r+l)il ~O para i = 1,2, ••• ,n 
n 

( r+ l)~ [ 1 e ( r+ 1) i 1 P 
i = l 

Como lo hace notar Schlossmacher en su algoritmo, los r! 
siduales con valor absoluto pequeno pueden causar problemas. 
Schlossmacher sugiere la eliminación temporal de las observa­
ciones asociadas a estos residuales. Las observaciones se 
reincorporan en las subsiguientes iteraciones en el caso que 
los residuales crecieran. 

La eliminación de observaciones cercanas a la recta de 
ajuste puede hacer que la subsiguiente recta se aleje de la 
recta de norma Lp, en algunos casos patológicos, esta rutina 
incluye un indicador para el caso en que la norma crezca. 

La convergencia del algoritmo no ha sido probada, pero 
la rutina ha convergido para todos los problemas intentados 
por los autores. Más aún, la convergencia es bastante rápida 
haciendo a este procedimiento definitivamente conveniente. 

Tiempo y precisión de este algoritmo 

El tiempo depende en el tamano de muestra y el número de 
iteraciones. 

La eliminación de observaciones cercanas a la recta de 
ajuste puede causar que la siguiente recta ajusta se aleje de 
la recta Lp en algunos casos patológicos, esta rutina verifi­
ca si la norma crece. 
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En las corridas de prueba, la rutina termin6 frecuen­
temente por un incremento en la norma. Pero resultados efil 
piricos sugieren fuertemente que el incremento en la norma 
ocurre sólo cuando el proceso ha convergido a una solución 
con tolerancia de errores de redondeo. 

La idea de este algoritmo puede extenderse a un modelo 
de regresión múltiple sin ningún problema. 

El programa est8 escrito en el lenguaje ISO FORTRAN. 
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APENDICE 1.3 

ALGORITMO PARA HALLAR LOS ESTIMADORES 

DE NORMA L<X> 

El algoritmo fue creado por Armstrong, R.O. y Kung, 
o.s. (1978). 

El alg~ritmo determina los estimadores de norma L00 de 
los parámetros del modelo lineal 

yi = x11 ~1 + x12 ~2 + ... + xik~k +ep ial,2, ... ,n. 

Mediante el siguiente criterio 

k 

minimizar { máximo 1 yi - L Xij ~ j 1 ( 
i•l,2, ••. n ial f 

(3.3.1) 

Con anterioridad se dijo que (3.3.1) es equivalente al pr~ 

blema de programación lineal siguiente: 

Minimizar D (Damáx 1 e1 1 

sujeto a 
k 

y1 - D ~[ X;j ~j < yi + o fa 1,2, ... ,n 
jal 

~i · sin restricc16n de signo. 

Es un algoritmo SIMPLEX revisado que mantiene una base de 
tamano kxk en vez de (k+l) x (k+l). Emplea descompos1c16n LU 
para obtener las soluciones del sistema lineal. 
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Debido a la estructura especial del problema, el número 
total de iteraciones requeridas por el algoritmo sfmplex pue_ 
de reducirse considerablemente. 

El programa está escrito en lenguaje ISO FORTRAN. 
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FUNCIONES DE DISTRIBUCJON 



APENDICE 2. 1 

DISTRIBUCIONES SIMETRICAS 

La Distribución Normal Apéndice 2.1.1 

La función de densidad de una variable aleatoria X que 
se distribuy.e como normal es 

f (x) = -"-1 -
x ./21( O' 

donde jÍt es la media 
y O' es la desviacion estándar 
Su función caracterfstica es 

E (e i tx ) ,. e i t }.t - t t 2 
O' 

2 

Los primeros que trabajaron con la distribución normal, cons! 
deraban a ésta sólo como una aproximación conveniente a la 
distribución binomial. 

Más adelante fue ampliamente aceptada como base para tr! 
bajos estadísticos prácticos, especialmente en astronomfa. 

La distribución normal tiene una posición única en la 
teoría de probabilidad, y ésta puede ser utilizada como una 
aproximación a otras distribuciones. 

La mayoría de los argumentos teóricos para el uso de la 
distribución normal están basados en formas del teorema del 
1 imite central. 

La Distribución logistica Apéndice 2. 1.2 

su función de densidad es 

fx(x) ª e·X (l+e·X¡- 2 = t sech2 Í x 

141 



fl( (IC) 
o.a 

-3 -2 _, o 

fx(x) 
o.e 

0.6 

-3 -2 -1 o 

fx(x) 
o.e 

0.4 

-3 -2 _, o 

jl=O 
<r = 1/2 

2 3 

)! =O 
(J"' = 1 

2 ·3 

)J- =O 
a-= 2 

2 3 

X 

)( 

X 

FIGURA A.2.1.1 FUNCIONES DE DENSIDAD NORMAL 
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fx(x) 

o- =lT/3112 

-3 -2 -1 o 2 3 X 

FIGURA A.2.1.2 FUNCION DE DE DENSIDAD LOGISTICA 
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La función caractertstica es 

E{ e itx) = '11't cos sech 11' t · 

La función logtstica es utilizada para modelar curvas 
de crecimiento. 

La Distribuci6n Laplace o Doble Exponencial Apéndice 2. 1.J 

Su función de densidad es 

fx{x) =} <P- 1 exp. {-lx-9 j /rp},cf>O. 
La función caracterfstica es 

E {eitx) = ( l+t2)-1 

La distribución de la figura A.2.J fue propuesta por La­
place en 1774, como una forma de distribución para la cual la 
función de verosimilitud es maximizada al hacer igual el par! 
metro de localización con la mediana de los valores observa-­
dos independientes e idénticamente distribufdos de una varia­
ble aleatoria. 

La Distribución t Apéndice 2. 1.4 
La función de densidad de una variable con d1stribuci6n 

t con v grados de libertad es: 

ftv (t) a 1 11 (1+ !2 ) - t (v+l) 
/V'B(.2' '2' 1/) 

con B (t' } v) = T(l/2)T'(l/2 v) = 
ro12 + 112 v ) 
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-4 

fx(x) 

e 

FIGURA A.2.1.3 FUNCIQ'J DE DENSIDAD LAPLACE O 
DOBLE EXPONENCIAL 

f x(x) 

0.4 

FIGURA A.2.1.4 FUNCION DE DENSIDAD t4 
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Cuando se tienen x1, x2 ••••• xn variables aleatorias 
independientes todas con la misma distribución normal 
N(}t. 0' 2) entonces ./ñ' (x -)J..)/(]' se distribuye como 
N(O,l). Esta estad1stica se utiliza mucho en el cálculo 
de intervalos de confianza y estadlsticas de prueba para 

Pero para el .oaso en que a es desconocida, se adopta 

n (x -JA.) /S con s2 t (xf - xl 2 

i al 

n -

que tiene una distribución t, con n - l grados de libertad. 

La distribuci6n Cauchy. Apéndice 2.1.5 

Su función de densidad es: 

fx(x) = ('rt~) -l (l+ (x -9) t'N2 r 1 (~>O) 

·La función caractertstica es 

E (eftx) • exp (ft9- !tj~) 

La distribución Cauchy nace a rafz de querer escribir 
la distribución de un punto P de intersección, de una ltnea 
recta con otra llnea recta variable, orientada aleatoriamerr 
te en dos dimensiones a través de un punto A. La distancia 
OP desde el punto de intersección P al punto O de intersec­
ción de la perpendicular trazada desde A a la lfnea recta 
fija, tiene una distribución Cauchy, Ver la figura A 2.1.5 

(a). 

Basados en este modelo, la distribución Cauchy puede 
ser usada para describir la distribución de los puntos de ffil 
pacto de partículas de una fuente con una linea recta fija. 
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-4 ·3 ·2 ·I 

p 

FIGURA A.2.1.5 (a) 

fK(x) 

0.4 

o 2 3 

FIGURA A.2.l.5(JJ) f"UNCION DE DENSIDAD CAUCHY 
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La distribución Uniforme Apéndice 2. 1.6 

La función de densidad es: 

fx(x) = (2h)-l (a-h~x<:a+ h, h>O) 

y su función característica es: 

itx e f a+ ht e ia-ht 
E (e ) = -

ith 

La distribución uniforme, con a = O y h = } x 10 -k es 

usada frecuentemente para representar la distribución de 

los errores de redondeo en valores tabulados con k cifras 

decimales. 

fx(x) 

a-h a a+h 

FIGURA A.2.1.6 DISTRIBUCION UNIFORME 
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APENDICE 2.2 

DISTRIBUCIONES ASIMETRICAS 

Distribución J1-Cuadrada ('X.2) Apéndice 2.2. 1 

La función de densidad es 

fx(x) " 1 2r/2 
r/2-1 -x/2 X e 

T'(r/2) 

y la función caracterfstica es: 

E(eitx) = (1 - 2it)·r/2 

Si U1. U2, ... ,U. son variables aleatorias independientes nor 

males, N (0,1), entonces 
r 

L uj 2 tiene una distribución x2r 
j= 1 

Si x1.x2, ... , xn son variables aleatorias independientes norm! 

les, y la desviaci8n estándar comOn es O', entonces 

n 

'L (xj - x) 2 es r:r 2 veces una variable con distrib!!. 
j =l 

ción -x.2 con n - grados de libertad. 
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fK(X) 

0.6 

0.4 0.4 

o 2 4 6 IJ K O 2 4 6 8 X 

fx(x) fK(x) 

0.4 r=3 r=4 

o 2 4 6 8 K 

FIGURA A.2.2.1 FUNCIONES DE CENSIDAD JI CUADRADA 
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Distribución lognormal Apéndice 2.2.2 

La función de densidad es: 

fx(x) = (( x -B) /2rf O')-l exp[-! [log (x-9) -SJ2 lo~ 
con x >0 

Si x1, x2, ... , xn son variables aleatorias positivas ind! 

pendientes 

y n 

Tn = Tf 
j=i 

entonces 
n 

log Tn = ~ 
j=l 

1 og Xj 

y además las variables aleatorias, log Xj son tales que si el r! 

sultado del Hmite central se aplica, la distribución estandari­

zada de log Tn tiene una distribución que tiende a ser una nor-­

mal N (O,l), conformen tiende a infinito. 

Entonces la distribución limite de Tn serfa lognormal. 

La distribución lognormal es aplicable a la distribución del 

tamafto de part1culas en agregados naturales. 
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FIGURA A.2.2.2 FUNCION DE DENSIDAD LOGNORMAL 
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APENDICE 3 

EL METODO DE MONTECARLO 

Durante la segunda guerra mundial se planteó a los cierr 

t1ficos del Laboratorio Cient1fico de Los Alamos un problema 

relativo al comportamiento de los neutrones. 

¿cuál era el poder de penetración de los neutrones en -

materiales ~iversos? La realización de un estudio experimental 

hubiera resultado cara, larga y arriesgada, y por otro lado, -

el problema parecia fuera del alcance de los cálculos teóricos. 

Los físicos conectan la distancia media que podía recorrer 

un neutrón de una velocidad dada en un material sin colisionar 

con un núcleo atómico, la probabilidad de que un neutrón fuese 

rechazado, en vez de ser absorbido por el núcleo, la energ1a -

perdida en cada colisión, etc. Sin embargo resultaba imposible 

sintetizar todo esto en una fórmula manejable que fuese capaz -

de predecir el resultado de la sucesión de estos acontecimien-­

tos. 

Los matemáticos John Von Neumann y Stanislaw Ulam resolvi! 

ron el problema mediante un procedimiento sencillo. 

La solución que sugirieron se reducía a someter el proble­

ma a las veleidades de una rueda de ruleta. Las probabilidades 

de los distintos sucesos iban integrándose paso a paso en un t~ 

do que proporcionaba una respuesta aproximada, pero calculable 

del problema. 
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La técnica matemática aplicada por Von Neumann y Ulam se 

conocía desde hac1a muchos anos; al ser resucitada para el tr! 

bajo de Los Alamos, Von Neumann le di6 el nombre de "Montecar­

lo. 

Actualmente este método es empleado en diversos campos, 

principalmente e~ investigaci6n de operaciones. 

Supóngase que se desea conocer el porcentaje de los neutr~ 

nes de un cierto haz que atraviesa un dep6sito de agua de un e1 

pesor determinado sin ser absorbidos ni perder gran parte de su 

velocidad. Y además se conoce la distancia media recorrida por 

un neutrón antes de chocar con un núcleo, la probabilidad rela­

tiva de que éste choque sea con un nacleo de oxigeno o de h'dr! 

geno, las probabilidades de que el neutrón sea absorbido o rech1 

zado por el núcleo, asf como otra informaci6n pertinente. 

Se elige un neutrón y se sigue su historia. Si se conside­

ró un neutrón lento y que su primer incidente fue un choque con 

un átomo de hidr6geno. Sabiendo (empf ricamcnte) que las proba­

bilidades de que el neutr6n sea rechazado están en la proporci6n 

de 100 a 1. Para decidir si ser~ rechazado o no, en este caso 

concreto, imagínese el giro de una rueda de ruleta con 100 com-­

partimentos iguales marcados con "rechazado" y uno con "absorbi­

do" Si la ruleta para en "absorbido" la historia del neutrón -­

concluye. Si se para en "rechazado", se hará girar otra rueda -

convenientemente construtda para decidir cuál es la nueva direc-· 

154 



ción tomada por el neutrón y la pérdida de energía que ha su­

frido. De nuevo se hará girar otra rueda para decidir la lo~ 

gitud del camino recorrido hasta la próxima colisión y si és­

ta será con un núcleo de hidrógeno o de oxigeno. De esta for 

ma se sigue a un neutrón hasta que es absorbido ó pierde tan­

ta energia que se deja de tener interés en él, o se escapa -­

del depósito de agua. Al acumular un número suficientemente 

grande de estas "historias", se obtendrá una descripción más 

o menos exacta del porcentaje de neutrones que escapan del d! 

p6sfto. El grado de precisión dependerá del número de casos 

considerados, 

Naturalmente, en la práctica no se emplean ruedas de ru­

leta, sino números aleatorios. 

El método de Montecarlo es empleado, en general, para la 

resolución de problemas que dependen de modo importante de fa~ 

tores probabflistfcos, problemas en los que la experimentación 

física no resulta factible y en los que es imposible llegar a 

una fórmula exacta. Algunas propiedades de ciertos estimado-­

res estadísticos no pueden ser determinadas usando análisis m1 

temático únicamente. En este caso el método de muestreo de -­

Montecarlo es extremadamente útil. Con la simulación de una -

estructura económica (que incluya elementos estocásticos) cu-­

yos parámetros son conocidos, se generan muestras (de cierto -

tamano) de "observaciones". Cada muestra es usada para est1-
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mar los parámetros por varios m~todos. Para cada método, 
la distribuci8n de los estimadores es comparada con los 
valores verdaderos de los parámetros para determinar las 
propiedades de un estimador, dado el tamano de la muestra • 

• 
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