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NOTACION

De aqui en adelante, se considera el modelo de regresidn
Tineal siguiente:

Y= xi fy +321F2+ oo +xK1pK +Ed = 1,000
donde:
ﬁ = (ﬂ],(Qz, o PK) es un vector de pardmetros desconocidos
que se desea estimar,
n es el tamafio de la muestra,
xJ1 es la observacidn t-8sima de la variable explicativa j,
61 es un error aleatorie. (con determinada funcion de distri
bucibn). ’

En forma matrictal puede escribirse como
YoXpte,

donde
Y es un vector de dimensiones nx1,
X es la matriz de dimensiones nxK,
cuyo renglon i-8simo es de la forma
xi = (xqty xpTs xg1s vovy xgt), ’
f es el vector (f, By o Bi),

es un vector aleatorio de dimensiones nx1.

E1 modelo
Y1=Po +x1]P1+ & 12 1,.0.0,n
en un caso especial del anterfor y se le conoce como modelo
de regresifn lineal simple.
E1 estimador de ﬁse denota como {}. 0 se le da el nom
bre del autor que Tos propone.



E1 valor de 1a Y estimada es:

~ A "
Yi=xiy py o+ xipf, +...+x]KaK, f=1,...,n,
Se le 1lama residual i-esimo a la diferencia
A
ei = ¥Yi - Yi.

En general se denota a los estimadores de la escala y
de 1a desviacidn est&ndar con una S, una § seguida de algln
identificador, o con una & . ,

A los estimadores de la mediaﬂ se les denotard conﬂ ‘

Cuando se escribe f (z) = min|, significa que f es una
funcidn objetivo a minimizar, '



INTRODUCCTION

Las inferencias estadisticas estdn basadas sdlo parcial
mente en las observaciones., Otra parte importante la forman
las suposiciones subyacentes. Adin en los casos mis simples,
existen suposiciones tmplicitas o explicitas acerca de 1la
aleatoriedad, independencta o distribucidn. Estas suposicig
nes no siempre se satisfacen exactamente., Este incumplimien
to podria Jusiificarse con el principio de estabilidad: un
error menor en el modelo matemdtico debe causar sdlo pequefios
errores en las conclusiones finales. Pero esto no siempre
sucede,

En las d1ttmas décadas se ha visto que la mayoria de los
procedimientos estadistices (en particular aquellos optimiza-
dos para una distribucidn normal) son excesivamente sensibles
a pequeflas desvtacienes de las suposiciones. Es por esto que
una gran cantidad de procedimientos robustos han sido propues
tos.

La palabra robusto se {nterpreta como: insensibilidad a
pequefias desviactones de las suposiciones.

Cuando la distribuci8n de la poblacidn se desvia ligera-
mente de 1a supuesta en el modelo, se necesita de una robus -
tez del tipo distribucional, que es la mds importante y la -
mds conocida. Bastante menos se sabe de 1o que sucede cuando
otras suposiciones no son satisfechas y de las medidas a to--
mar para hacer frente a estas violaciones.

En el modelo de regresidn lineal

ARV AY:
donde
Y es un vector de (nx1) observaciones;



X es una matriz de (nxk) de términos conocidos
p es un vector de (kx1) pardmetros

y € es un vector de (nx1) errores;
cuando g se distribuye como normal, el método de minimos cua
drados (MC) produce un estimador de £ ﬂMC, con buenas pro
piedades estadisticas (ﬁrnc es insesgado, lineal de varianza
minima que al coincidir con el estimador de mixima verosimili
tud resulta ser ademés consistente, eficiente, suficiente).
Pero cuande los errores provienen de una poblacidn cuya dis-
tribucidn es no normal, en particular una con colas mis pesa
das que la normal, entonces el método de MC puede no ser ade
cuado, ya que este tipo de distribuciones genera usualmente
observaciones discrepantes y &stas a su vez pueden influir
fuertemente en el estimador de MC. En efecto, estas observa
ciones discrepantes tienden a modificar el ajuste de tal ma-
nera que a menudo son dificiles de tdentificar ya que sus re
stduales se hacen pequefios de manera artificial.

E1 siguiente ejemplo tomado de Huber (1981 pdg. 163) -
1lustra muy bien la falta de robustez distribucional del pro
cedimiento de MC,

Si se ajusta una 1inea recta a los seis puntos, cuyas --
coordenadas aparecen en la tabla I.1, el ajuste de MC (ajus-
te 1) da 1a recta de 1a figura I.1 Los valores de los resi-
duales de este ajuste {Tabla I.1) dan la impresion de que to
do estd bien, ninguno de los residuales ei=yi - §i es excep
cionalmente grande comparado con la desviacién estandar esti
mada (tabla 1.1). Pero observando con mayor atencién la fi-
gura 1,1 puede sospecharse que algo puede estar mal con el
punto 1 (que tiene el mayor residual) 6 con el punto 6. i
el punto 6 se elimina del ajuste se obtiene el ajuste 2 (fi-
gura 1.2). Pero posiblemente un modelo Tineal es inapropia-
do y los puntos debieron ajustarse mediante una pardbola (fi
gura 1.3).



TABLA 1.1

AJUSTE 1 AJUSTE 2 AJUSTE 3
PUNTO  x y ¥ y-§ y ¥-y 1% y-¥
| -4 2.48 0.39 2,09 2.04 0.44 2.23 0.25
2 -3 0.73 0.31 0.42 1.06  -0.33 0.99 -0.26
3 -2 -0.04 0.23  -0.27 0.08 -0.12  -0.09 -0.13
4 -1 -1.44 0.15  -1.59  -0.90  -0.54  -1.00 -0.44
5 0 -1.32 0.07 -1.39  -1.87 0.55 -1.74 0.42
6 10 0 -0.75 ~ 0.75 -11.64 (11.64)  0.01 -0.01
d.s. & = 1.55 o= 0.55 &= 0.41

1.00 1.08

® max/g " 3% Cmaxsp | Cmax/g ©
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FIGURA L3 AJUSTE MEDIANTE UNA PARABOLA
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Con los datos disponibles es dificil distinguir entre es
tas tres posibilidades. Guidndose por el tamafio de 1a des--
viacidn estdndar estimada (& ) se eligiria la tercera varian
te.

Este ejemplo es artificial, los puntbs fueron generados
al tomar la recta y = -2 - x, y a los puntos 1,2,3,4 y 5 se
les sumaron errores aleatorios normales (con media 0 y desvia
cibn estdndar 0.6) y al punto 6 se le sumd un error mds grue-
50, .

Entonces el ajuste 2 es el apropiado. En este caso se in_
volucran solo dos pardmetros y las graficas dan evidencia de!l
problema del punto 6. En casos mis complicados de regresidn
miltiple, detectar este tipo de problemas es bastante mis difi
cil,

En egfe ejemplo al no cumplirse la hipdtesis de homoscedas
ticidad.@MC resulta ser un mal estimador.

Podria pensarse que en vez de utilizar un método robusto
seria jguaimente bueno y mds sencillio seguir estos dos pasos:

(Y) Limpiar los datos, mediante algdn criterio para elimi-
nar las observaciones discordantes,

(2) Usar los procedimientos cldsicos con los datos restan-
tes,

Pero no es asT, Huber (1981) da las siguientes razones:

(a) Es dificil hacer los pasos completamente por separado.
Por ejemplo en los casos de regresidn mditiple es dificil ha-
Har a las observaciones discrepantes, a menos de que se cuep
te con estimadores robustos de los pardmetros.

(b) s1 el conjunto original de observaciones proviene de
una poblacidn normal, con algunos errores gruesos, el conjun-
to de datos "limpio" no es normal (habrd falsas eliminaciones
y falsas retenciones), y la situacidn es peor que si los da--
tos proviniesen de una poblacidon no normal,



La teoria cldsica normal no es aplicable a estas muestras
"limpias" y tal vez seguir este procedimiento de los dos pa -
sos sea mds dificil que sequir un procedimiento robusto.

(c) Es un hecho empirico que los mejores procedimientos de
eliminacidn de observaciones discrepantes no alcanzan a obte-
ner los resultados de los procedimientos robustos. Estos Ulti
mos aparentemente son mejores porque hacen una transicidn sua
ve entre una completa aceptacidn y un compieto rechazo de la
observacion.

Si se cuenta con un modelo paramétrico que es una buena -
aproximacion a la situacidn real subyacente, pero que no se
puede y no se supondrd ser exactamente el correcto, cualgquier
procedimiento estadistico debe satisfacer (Huber 1981).

{1) Tener una eficiencia razonablemente buena en el modelo

supuesto.

(2} Debe ser robusto en el sentido de que pequefias desvia
ciones de las suposiciones del modelo deben afectar -
s0lo ligeramente su funcionamiento.

{3) Algunas grandes desviaciones del modelo no deben cau-
sar una catdstrofe,

En este trabajo se presentan: en el Capftulo 1, estimado-
res robustos de los coeficientes de regresidon del tipo L, R ¥
M, en el Capitulo 2, cinco técnicas de regresidn robusta, al-
gunas de ellas basadas en estimadores Lp, en el Capitulo 3, -
dos estudios que comparan a algunos estimadores vobustos, con
el fin de dar ideas sobre cual de ellos es conveniente utili-
zar en determinada situacidn y finalmente en los Capitulos 4
y 5,:se tratan Jas inconveniencias y precauciones que deben
tenerse en el uso de los estimadores robustos,

Cabe advertir que en todo este trabajo, al referirse a es
timadores robustos, se alude Gnicamente por ser el tema a de-
sarrollar a los estimadores en regresidon, omitiendo tratar a
los de algln otro tipo.



HISTORIA DE LA ESTIMACION ROBUSTA

En el siglo XVIII la palabra robusto en la lengua inglesa
era utilizada para referirse a alguien que era fuerte, rudo y
vulgar. Dentro de nuestro contexto este significado ha evoly
cionado con el tiempo.

Es en el afio de 1953 que Box 1a utiliza ddndole un senti-
do estadistico por vez primera., Se entenderd por robustez la

"{nsenstbilidad de los procedimientos a desviaciones

de las suposiciones”.

Los cientificos trataron con procedimientos que podrian
1lamarse "robustos" desde el siglo XVIII. Por ejemplo, casi
medio siglo antes de que Legendre anunctara su principio de
Minimos Cuadrados (en 1805), Ruggiero Giussepe Boscovich
{(1711-1787) formuld y aplicd el principio en el que, dadas mis
de dos observaciones de x y de y, relacionadas por una funcidn
lineal de 1a forma,

y=ﬁ0+p]x ’
los valores de PO y p] se determinaban de tal manera que la
recta obtenida fuese 1a mds acorde con las observaciones, se-
gln estas dos condiciones:
n

(1) z (yi-ﬁ0~(3]x) = 0

n

(2) E:: ‘ yi - PO - P]x l = minl

1=1 '
por P
Boscovich desarrolld este criterio entre 1755 y 1757 para
determinar, junto con su compafiero Maire, la figura de la tie



rra a partir de las longitudes de los meridianos y los
"seconds pendulums” a diferentes latitudes. En 1760 Bosco
vich propone un procedimiento geométrico para hallar la so
lucion al problema dado por las condiciones anteriores.

Este procedimiento resulta ser insensible a observa--
ciones extremas. »

En 1789 Laplace en su Segunda Memoria de l1a Figura de
ta tierra adopta el criterio de Boscovih para determinar
Ja recta de mejor ajuste y da una solucibn analitica pero
no hace mencidon alguna acerca de Boscovich,

Legendre en el primer trabajlo publicado acerca de MC
en 1805, considera la existencia de observaciones discre~
pantes y escribe: "si dentro de los errores hay alguno que
parezca demasiado grande como para ser admitido, entonces
las ecuaciones asociadas a estos errores deben ser rechaza
das, por provenir de experimentos con fallas, las incogni-
tas deberdn ser determinadas por medio de las ecuaciones
restantes que dan errores bastante mis pequefios”.

Otro trabajo matem8tico relacionado con la estimacidn
robusta es el realizado por Laplace, en 1818, acerca de la
distribucion de la mediana.

E1 siguiente problema conectado con la estimacién ro-
busta fue el tratamiento para las observaciones discordan-
tes.

E1 primer criterio para eliminar observacfones discor
dantes fue publicado por Peirce, un matemitico y astronomo
de Harvard, en 1859, En el trabajo de Peirce y en otros
relacionados con el mismo tema, los autores no se ocupaban
de las propiedades de los estimadores resultantes, ellos in
plicitamente suponfan que después de realizar la prueba pa-

ra las observaciones discordantes, 1a estimacibn podfa hacer
se sin considerar 1a informacidn que se podia haber perdido.
En 1856 Airy, un astrdnomo, hace la primera critica al
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uso de los criterios para rechazar las observaciones discor-

dantes y escribe: "Ninguna regla para la exclusifn de observa
ciones puede obtenerse por ningln proceso basado Gnicamente
en la consideracidn de 1a discerdancia de estas observaciones”

Para la segunda mitad del sigio XIX, el principio de Mini
mos Cuadrados Ponderados se habfa convertido en un tema estin
dar en la literatura de la teoria de los errores y era frecuen
te la préctica (al menos en investigaciones astrondmicas) de
1a ponderacibn desigual de las observaciones, de acuerdo a es
timaciones cientificas (a menudo subjetivas) del error proba
ble de la ohservactén.

Podrta decirse que alrededor de 1885 ya se tomaban precau
ctones en el uso de la media muestral, algunas veces se ponde
raba y otras se usaba despus de elimtnar las observaciones
discordantes. Sin embargo, aln se usaba 1a media muestral
inicamente.

A parttr de 1885 empteza un perlodo mis activo y de mis
innovaciones en el frea de 1a estadistica matemdtica.

Simon Newcomb (1878-1909) introduce por primera vez una
mezcla de densidades normales como un modelo para las distri
buciones con colas pesadas, y explora este modelo para obte
ner un estimador de localizacilin que fuese mds robusto que
1a media muestral,

Se considera a Newcomb como el mls grande de los astréno
mos del siglo XIX pues determind constantes que son acepta
das aln actualmente. Newcomb hizo uso frecuente de medias
ponderadas en la determinacidon de constantes astronémicas.
También rechazé observaciones discordantes cuando fue necesa
rio, pero basado Onicamente en evidencias externas o desvia
ciones verdaderamente grandes.

En 1886 Newcomb critica el uso excesivo de los criterios
de eliminacidon de observaciones discordantes, presenta su mo
delo de mezclas y desarrolla un estimador basdndose en la
teoria de decisidon Bayesiana que da "menos peso a las obser

n



vaciones discordantes”.

Las combinaciones l1ineales de estadisticas de orden fue
ron consideradas quizd por primera vez en un andlisis matemd
tico extenso per Laplace. En su segundo suplemento a su
Theorie Analytique des Probabilite's (1818), Laplace conside
ra el problema de regresidn lineal siguiente:

yi =[in gt

donde yt y %1 son conocidos;
P debe ser estimada;

Tos errores & 1 tienen una distribucidén continua y simétri
ca.

Laplace busca el estimador que minimice la suma de los va
Tores absolutes de los residuales (siguiendo el criterio de
Boscovich). Considera el caso en el que x{ a 1, que se redy
ce a estimar la medtana de las yi's y encuentra la densidad
de este estimader y muestra que esta densidad se aproxima a
1a normal cuando el tamafie de la muestra crece y da la condi
cidn suftciente y necesarta sobre la distribucidn del error
para que la medtana tenga una varianza asintética menor que
1a de la media muestral.

M&s tarde en el stglo XIX, Galton en 1875 y Edgeworth,
entre 1887-1888 sugteren el uso de la mediana en situaciones
donde la distribucifn tuviese colas mds pesadas que la normal.

Especificamente Edgeworth en 1888 utiiiza los resultados
de Laplace para concluir que 1a medtana podria ser mejor que
1a media muestral para el caso en el que Ta distribucidn sea
una mezcla de distribuciones normales del tipo desarrollado
por Newcomb.

Edgeworth en 1886 se da cuenta de que 1a mediana aventaja

a la med{a muestral cuando se trata de datos correlacionados
sepialmente. '

12



Estimadores lineales mds complicados aparecen en 1889

~ cuando Galton sugiere estimar la media y la desviacion estdn
dar de una distribucion normal mediante las expresiones si
guientes:

sy ox (ma) g, (0p)

A Ep-&q
(o) (na)
Ep -Eq

donde: £p y&q son les p y q percentiles de una normal es
tandarizada;

x("P) ¥ x("Q) son Tes p y q percentiles muestrales

P y q son arbitraries pero fijos (o <p <q<l1).

E1 siqutente trabajo que aparece acerca de estadisticas de
orden fue el de Karl Pearson en 1902; al dar la distribucidn
conjunta de dos estadfsticas de orden consecutivas y encontrar
el valor esperado de su diferencia.

En 1920 Daniell en su trabajo "Observaciones ponderadas de
acuerdo a su orden" escribe: Ademds de la media que resulta
despuds de la eliminacion de observaciones discordantes, debe
mos inventar otros (estimadores) en los que los pesos sean
astgnados de acuerdo al orden. De hecho la media, la mediana,
la media recortada, pueden ser vistas como cdlculos mediante
procesos en los que los pesos son mdltiples de funciones que
dependen del orden de las observaciones",

Més adelante, Winsor en 1941 propone un procedimiento que
ahora 1leva su nombre, en el que una observacion de la que se
sospecha sea discordante, no debe rechazarse por completo sino
que su valor ortginal debe sustituirse por el valor mis cerca
no constderado como no discordante.

13



Recientemente, alrededor de los afios sesentas, a raiz
de los adelantos en la computacidn, la estimacifn robusta ha
tenido un resurgimtento que se vio iniciado cuando Tukey y
el Grupo de Investigacidén Estadistica de Princeton propagan
Tos inconvenientes de los estimadores clfstcos y establecen
proptedades para estimadores alternativos.

E1 interds de Tukey en este campo se inicia con la discu
s18n de 1a media "Winzorizada" y la medfa recortada en un
articulo relacionado con el rechazo de las observaciones dis
cordantes, (Tukey, 1962).

Tukey trabaja con procedimientos resistentes, entendién
dose por resistente que el valor del estimador sea insensi
ble a pequeflos cambios en la muestra (stn tmportar la distri
bucidn subyacente).

Hampel en 1974 introduce el uso de 1a funcidn de influen
cia y sus proptedades para derivar nuevos estimadores con
ciertas caracteristicas robustas.

En cuanto a la robustez en regrestén, Andrews y Huber
han hecho grandes contribuciones. En particular Huber (1973)
ha dado resultados asintdticos de la distribucién de los esti
madores de regresifn robustos y constderado Tas funciones de
influencia descendientes.

Bickel (1976) ha hecho tmportantes aportaciones en cuanto
a métedos y pruebas robustas.

Con este resumen de 1a historia de la estimacidon robusta,
se da uno cuenta de que este tipo de estimadores se necesita
ron ya desde el siglo XVIII, principalmente en la astronomia.

E1 desarrollo de estos métodos se vid entorpecido por las
dificultades existentes en su cdlculo, pero actualmente con
ayuda de las computadoras se ha podido de nuevo avanzar en
ellos.

14



CAPITULO 1

ESTIMADORES ROBUSTOS



1.1 ESTIMADORES -L

Se conoce como estimadores L a aquellos que involucran
combinaciones lineales de estadisticas de orden, o mds general
mente alguna funcidn h de ellas,

n

re ) ai b (x (1) ).

i=1

donde x (i) 1 =1,...,n son las estadisticas de orden de la
muestra aleatoria Xys Xps vevs Xpu Y satisfacen

Y1) € X(2)€ ¥ (n).

Un ejemplo de estimador de este tipo es la mediana.

Bickel (1973) extiende los estimadores L a los modelos
lineales, pero son Koenker y Basset (1978) quienes extienden
Tos cuantiles a los modelos de regresidn,

Sea O<olg] y

o X x 20

ﬁ(x) =
(@-1) x x <0
Entonces el cuantil o de regresidn estd definido como
la solucion é‘ del stguiente problema de minimizacién.
n -~
Y. yl-xd ﬂd ) = min!
1=1 "
Los cuantiles Q* de regresidn se obtienen mediante Ta
resolucidn del problema de programacidn 1ineal siguiente:
S1 el = ut-vi donde ui, vi > 0

Minimizar
n n
Y oplut) ¢ T plv)
i=1 1=1

Sujeto a

15



K
A
yi= ?;] xidp“:l +oul - i

J sin restriccifn de signo;
ut, vi>0

E1 ejemplo mds simple es 1a mediana de regresidn cuando
o = 1/2, que determina un hiperplano T, la mitad de las ob
servaciones tienen una distancia a T no negativa y la otra
mitad tienen distancia a W no positiva.

Dade los cuantiles de regresion, cualquier combinacidn
1ineal de éstos puede construirse. Dos ejemplos de estimado
res - L son:

La trimedta 1gual a
e foos + 172 50+ 174 b.rs
y el gstimador de Gastwirth es:
0.3 5.33 v 0.4 .50 + 0.3 fl6s

16



1.2 ESTIMADORES - R

Los procedimientos para obtener este tipo de estimadores
estdn basados en los rangos de las observaciones. y es por
es0 que se- les denota con una R.

€1 procedimtento general reemplaza un factor de cada tér
ming en la funcidn objetivo de MC,

n
S (@ ) = E: (yi-gip )2 por su range correspon
=l

diente,

as?, si Rt es el rango de yi - 51]@ , se& desea minimizar
n
T (yt-xtp) Ri.
1= - ﬂ

M&s en general, se reemplazan los rangos por una funcifn
de puntaje ("score function") a (1), =1, ...,n. La funcién

objetivo a minimtzar se convierte entonces en
n

D (-1t ) = :‘:‘ (yi-xiff )} a, (Ri) (1.2.1)

Jaeckel {1972) prueba que D es una funcidn no negativa,
continua y convexa de ﬁ . Por ser D valuable en todas partes
y derivable casi en todas partes el minimo puede hallarse me
diante un método iterativo, como es el método "steepest descent"
que utiliza primeras derivadas (Luenberger 1973),

Para puntajes a, (1) tales que

n

E;% a, (1) =0

D es invariante en localtzacidn, ya que:

17



n’

Yy-xp +c) T Z1 (yi-xi @+ ¢) a, (Ri)yc cualquier

i=

constante.
n n
= L (yigif) oy (k1) e 2y (R1)
n

i (yi-gig) a, (R1)

" (yx )

De aqul que 1a ordenada al origen no puede ser estimada
usando {1.2.1). Para calcularla se hace lo siguiente:

Con los coeficientes que se pueden obtener de (1.2.7)
se calculan lTos restduales et =(yi - 51@) y se procede a mini
mizar con respecto a o la expresion,

n + s
Y e, (Ri") stgno (el -ot)
1=1

donde

Ri* es el rango de [ei -dl

an™ es una funcidn de puntaje con signo,
Algunas de las funciones de puntaje mfs utilizadas son:

Wilcoxon: 2, (1) = 4 R lgign;
-1, i€(n + 1)/2;
Medtana: a (1) = . >(n + 1)/2;

18



-1

vormal: A (1) =  [1-12) 1€1<n;
n
-1
vander Warden:  *n (i) = i\, 1gign,
n+l )

’ E]
donde ¢ es Ta funcidn de distribucion de 1a normal (0,1).
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1.3 ESTIMADORES - M

A l1a clase de estimadores gue minimizan una funcibn de

los residuales ei (i = 1,...n), esto es
n

n
min Z (p(yi -8} = min Z(p(ei) .
B i=] 8 i=1

Se les conoce como estimadores M, la M se debe a que -
géstos pueden pensarse como estimadores semejantes a los de
Maxima verosimilitud. {Huber, 1381},

Para el caso de regresidn, se puede escribir

n
min E:: (e(y1—§j‘l% ) (1.3.1.)

d i=1

donde xi' es el i-8stmo renglén de x.

La funcidn @ depehde del tipo de distribucidn que se
suponga para los errores.

Por ejemplo, para el caso en que 1os errores se distri
buyan normalmente
(()(z) = 1/2 12,-0 < 7 <
donde 1/2 se incluye por conventencia,
y el método a segutr seria minimos cuadrados.
S1 los errores se distribuyeran como doble exponencial

f (g1) = —21——— e 'e%, W) = 2],
donde f es funcidon de densidad de € .

Es fmportante hacer notar que los estimadores M no son
invar{antes bajo reescalamiento, esto es, st los residuales
son multipiicados por una constante, la nueva solucidn a
{1.3.1) no serdyen general, la misma que la obtenida anterior

20



mente.
Para evitar este problema, se prefiere resolver

n n
min Z (e[(yi-g'p\") /S]= min ): p (ei/s)  (1.3.2)
g 1= g i

donde S es un estimador robusto de la escala.
Una posible opcidn para S es
g= Mediana |e1 - mediana (e1)|
0.6745
donde ei denota el 1-&simo residual obtenido de una estima-
cién inicial de ﬂ . En adelante se considera a § fijo.

(1a constante 0.6745 se tncluye para que aidn bajo nor
malidad S sea un estimador insesgado de la escala, para
n sufictfentemente grande).

Mediante el cdlculo de las derivadas parciales de @
(constderando a ¢ como una funcidn derivable y convexa)
con respecto a 33 (§= 0,1,...,K) en (1.3.1.), al tgualar
a cero, se obtiene un ststema de K+1 ecuaciones

n
2. xt[Qyisxtf) /s]e 0 450,000k (1.3.3)

i=1

donde x1J es la {-&sima.observacidn de la variable J
(J =1,...K) y xt0=1 (1=1,,..,n),

la funcién Y = ¢ ,

ademds es tal que Y=4' es una funcion impar,

esto es WY(Z) = - Y(-I),

Generalmente Y es una funcién no lineal y el sistema
(1.3.3) debe resolverse por métodos 1te£at1vos.

51 se tiene un estimador inicial Po y S es un estima
dor de l1a escala, el problema puede resolverse reescribien
do (1.3.3) como sique:

v
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n

o oxi V(yi-u'fé:) /S (yi-y‘,ﬁ) /s .0

=1 (yi-xi'fo) /5
que a su vez puede escribirse como
n
E xij wio (yi-)ii'{z) = 0
i=1
donde
' A
VUEN'&) /S Si oyl # xi'fo
(yi-x' Bo) /s
wio =

1 S yi = 4_1'(10

que en forma matricial es
X' ¥o xg= X' Wo y
con i 7

Nlo i
Ne - sz !

Hno

Lo que finalmente se tiene es un caso de minimos cua-
drados ponderados, por 1o que puede obtenerse un nuevo es-
timador mediante la flrmula

fg]-(x' Ho X ) <1 Wo y

Para la siguiente iteracidn se calculan los pesos pero
con ﬁ] en vez de @o y ast se continua hasta obtener ciegl
to grado de convergencta. R

Huber (1973) muestra que&(estimador M) tiene una dis-
tribucidn asintdticamente normal con matriz de covarianzas

22



o2k [ w2 (e/a)]
’ Z
[e{yterand]

A continuacign se presenta una tabla con algunos esti
madores-M, y sus funciones asociadas ¢,y y w.

(x'x) °!
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TABLA 1.3.1  (Montgomery 1982)

Estimador Y(z2) $(2) W(Z) Rango de Z
Minimos cuadrados /2 12 7 1 ‘ [z2] <D
Huber 1/2 22 z 1 /1] <t

11/ t - 1/2 t2 t signo (2) t /1] >t
777
1/2_ 12 4 ] /1/€ a
a/z/ - (1/2) a2 a stgno (Z) a a</Ll/gh
71/
Hampe] a(C/z/-(1/2) 12 a_signo (z)(C-/z/) a(c-/1/) b</7/<c
C-b C - b /1/ (C-b)
a(b+C-a) 0 0 /12/>C
C'(1-cos{z/¢') ) Sen (z/¢C' Sen{Z/C') /7)€ ¢!
Andrews CT o( 2 g/C' Z§:> c'
4 ¢ 2
3 - (&) Btk Z 1 (K2 1-(2/K)? /1] € K
Tukey 7
K
Z 0 0 /1] > K

. en donde =_xj_§_51ﬁ

y las constantes t, a, b, ¢, C' y K para los distintos estimadores. dependerdn del grado de -
robustez que se quiera obtener



La funcién Y controla, por asi decirle, el peso que
se le da a cada residual y con frecuencia se le 1lama fun
cion de influencia.

La figura 1.3.1 {a), en el caso de minimos cuadrados
nos muestra que si los residuales crecen, la funcidon Y tam
bién crece, y siendo &sta no acotada, el método tiende a
ser no-robusto para datos provenientes de distribuciones
con colas pesadas.

La funcién de Huber, wver fig. 1.3.1 (b), es igual
a ta de minimos cuadrados en el intervalo (-t, t), pero
fuera de &1 la funciénftoma valores Y(z) =t signo (z)
dando asi un peso menor a los residuales conforme éstos
crecen,

La funcidon de Hampel fig. 1.3.1 (e) puede verse
como una discretizactdon de la funcidn de Andrews & la Tukey.

Fijando la atencién en el intervalo (o, ® ), sucede
que estas tres funciones crecen en un principio, pero luego
decrecen y por esto se les conoce como funciones decrecien-
tes.

Si el valor absolute de los residuales es muy pequefio,
podria esperarse que las ebservaciones correspondientes a
éstos fueran influyentes como puede verse con el punto 6
del ejemplo de 1a introduccidn, pdgina 4, a estas observa-
ciones habrfa que darles entonces poco peso en el ajuste,
esta situacion se ve reflejada en el hecho de que

Y(0) = 0y es una funcidn continua e impar

para las cinco funciones presentadas en la tabla 1.3.1

Ahora, si una observacidn es discrepante (outlier), el
valor de su residual es grande. Si se utiltza como estima-
dor el propuesto por Andrews, Tukey & Hampel, entonces estas
observaciones tendrén poco peso en el ajuste. Pero si se
G£1liza el estimador de Huber, el residual tendria que ser
muy grande para que el peso —%—, fuera pequefio y esta obser-
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{(a) MINIMOS CUADRADOS

(b} FUNCION DE HUBER

(c) FUNCION DE TUKEY

(d) FUNCION DE ANDREWS

) ) -8

FIGURA 1.3.!

{e) FUNCION DE HAMPEL

FUNCIONES DE INFLUENCIA
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vacidn no afectara al ajuste. :

En el caso de que se utilice el método de mfnimos cua-
drados, no hay manera de protegerse de las observaciones
discrepantes,

Entonces, para que el estimador P del parametro no sea
influenciado por algunas observaciones lejanas al plano de
regresion, la funcidn \Y(Z) debe ser acotada y tender a una
constante, es decir para una {p suave

Mn. ¢z =0

|2]=> =
Como- resultado de esta condicifn se pueden tener varijos
minimos locales, por lo que Ta solucibn dada por 21 método
iterativo de optimizacidén dependerd del punto @0 que se
use para iniciar el proceso.
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CAPITULO 2

0TROS ESTIMADORES ROBUSTOS



2.1 EL METODO PROPUESTO POR ANDREWS

Considerando el modelo

yi=x1](51 +xi2p2 o Xy KF’K + gel
yi’*fﬁ"’d!{

donde
P es el vector de par@metros desconocidos
xy' es el vactor renglon de variables explicativas;
¢ s el pardmetro desconocido de escala
Yy &4 es el error para la observacidn.

Dado cualquier vector b se pueden formar los residuales

e (b) = ¥ - xi'}

y ?,puede estimarse al localizar el minimo de la funcidn

n
2:; (e(ei (b) / 8 {b}) ) como se discutid en la seccién
j=1

de estimadores M.
E1 estimador de escala propuesto por Andrews (1974) es

¢ s{b) = ¢ mediana He1 (b)l} con ¢ = 2,1

Debe recordarse que a partir de la condicidn
Hm qf (2) = 0
IZIF—)cD
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se pueden tener varios minimos locales, surgiendo asi el
problema de que el método iterativo de optimizacion depen

de del punto inicial ﬁ

Un punte inicial podria ser

A
Prc
pero si los 'datos estdn lejos de ser normales podria encon

trarse un minino local lejano al minimo global.

Para el caso de localizacidon, cuando se desea hallar
la media de un grupo de datos (X, Xy, ...,'xm). se utili
za la mediana como punto inicial. Andrews (1974) presen-
ta el andlogo para el caso de regresifn.

Escribiendo el modelo en forma matricial
!.xew_g =x]p]+x2P2 bty By * 06
donde 21 es un vector columna de X, (1 = 1,...,K),

se desea encontrar un estimador de LJ, é‘ = (/3,. FZ""'PK)'

Andrews 1o define a través de un operador "R" de barri
do {Sweep, ver Goodnight, 1979), que ademds suprime la depen
dencia de-una variable con otra, el cual se describe a con-

tinuacion:

sead =[x | v] % (ks1)

Rij ajusta 1a columna j-&sima MJ sumindole un mﬁltiplo
de la columna {-8sima Mi, es decir :

Rij: MJ - b M1,

29



donde b es una funcién de Mt y Mj y se define como sigue:
Por comodidad denotaremos a Mi como Z y a MJ como W,
Se forman dos grupos como sigue:

1) se ordenan las parejas (Zj, Wj) de acuerdo a Zj,
J = ].uoo. nn

i1) se eliminan dos conjuntos de pyn puntos, corres-
pondiendo a las Zj§ més grandes y mds pequefas,

i11) se eliminan dos conjuntos de Pah puntos, cada
une con las Zj inmediatamente arriba y abajo de la mediana
de {24}

Los puntos restantes forman dos grupos que se denotan
como B y A, correspondiendo a los valores bajos y altos de
. '

Ejemplo:
$in= 20, py = .15y p, = .1, entonces

8 ={(2a) W) (25 Wis)) (Z(g)s Wi))s (Zz)e Hp))s
(2(g)> w(s,)}

y & =lgays))e Zay W) Easy s

E1 coeficiente b se define entonces como:

m:d {wk} - mgd {wk)

mgd {Zk} - meg {Zk}
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R es el resultado de aplicar sucestvamente operadores
Rij.
Este operador es no-lineal y no-indempotente.
La primera variable se usa para modificar las k res-
tantes al aplicar
R, k41 (...( R].3 (R]’2 (M))) ...) = Mx

La segunda variable se usa para modificar las siguien
tes K-1 variables, aplicando R a M¥;
Ry, ki1 (oo(Ry g (Ry 5 (H%)))...)

Este proceso se sfgue para todas 1asrvariables expli-
cativas,

Generalmente se necesita mds de una iteracidn, el ni-
mero de iteraciones dependerd del niimero de variables ex-
plicativas que se tengan. ‘

St el nimero de iteraciones necesarias son m, las ope
raciones a segquir estan representadas por el algoritmo.

hacer para £ = 1 hastam

hacer para 1 = 1  hasta K

hacer para j = i+1 hasta K+l
aplicar Rij

Se usard m = (K/2) + 2

Una vez aplicado R a M, Tas columnas de la matriz re-
sultante se usan como variables explicativas en la regre-
sion de y, los coeficientes de MC encontrados forman el
vector inicial bo.

S1 se considera la matriz aumentada

M+ = .&
! (ntK+1) % (K+1)

el cdlculo de bo se facilita si se aplica R no a M, sino a
+
M.

+ +
bo = - (W e, ke10 o0 Wongg, ket
y el vector de residuales

e{bo) =Y -« X bo es

K}



e(bo) =(M1.k+l s eeed Mn.k+1)

Ver Goodnight (1979).

Este procedimiento es usado inicamente para tener un
punto fnicial para una optimizacién posterior, Andrews
(1974) sefiala que e} procedimiento tiene al menos un pun
to fijo.

Teniéndose ya el punto inicial bo, se procederd a
mejorarlo minimizando 1a funcidn

n

¥ (edlbi) /s (bi-1) ),
donde §(bi) = mediana { | es (b1)]}
usando como valor inicial bo.

Esto puede hacerse mediante el uso de un programa de
minimos cuadrados ponderados, como se menciond anterior-
mente.

A continuacidon se presenta un ejemplo de 21 observa
ciones y 3 variables explicativas. Los datos aparecen -
en la tabla 2.1.1 . Estos datos fueron estudiados por
Daniel y Wood (1971).

La grdfica en papel normal de los residuales del
ajuste por medio de minimos cuadrados, muestra que l1a ob
servacion 21 tiene un residual anormalmente grande.

‘E1 ajuste por minimos cuadrados a estos datos fué:
Y= -36.9 + 0.72 x; + 1.30 x, - 0.15 x5 (2.1),
Los residuales de este modelo aparecen en la tabla
2.1.2 y 1a grdfica en papel normal en la figura 2.1.1 .
Después de un estudio mids profundo, Daniel y Wood se
pararon las observactones 1, 3, 4 y 21. Ver la tabla
2.1.3 .
El ajuste de MC para los datos restantes fue
V= -37.6 + 0.80 %y + 0.58 x, - 0.07 x5 (2.2)
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Tabla 2.1.1

Datos de operacidn de una planta de oxidacibn
de Amonia a Acido nitrico.

Nimero de Pérdida Flujo Temperatura del Concentracion

Observacion del de agua de enfria- del
Material Aire miento al entrar dcido

] 42 80 27 89
2 37 80 27 88
3 37 75 25 90
4 28 62 24 87
5 18 62 22 87
6 18 62 23 87
7 19 62 24 93
8 20 62 24 93
9 15 58 23 87
10 14 58 18 80
N 14 58 18 89
12 13 58 17 88
13 N 58 18 82
14 12 58 19 93
16 8 50 18 89
16 l 50 18 86
17 8 50 : 19 72
18 8 50 19 79
19 9 50 20 80
20 15 56 20 82
21 15 10 20 9
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TABLA 2.1.2 RESIDUALES PARA VARIOS AJUSTES PARA LOS DATOS DE PERDIDA DE
MATERIAL

RESIDUALES

MINIMOS CUADRADOS AJUSTE ROBUSTO
SIN LAS OBSER SIN LAS OBSER
VACIONES VACIONES
OBSERVACION LoS 21 PUNTOS  1.3:421. LOS 21 PUNTOS 1,3,4,21
! 3.24 6.08 6.11 6.11
2 -1.92 T.15 1.0 1.04
3 4.56 6.44 6.31 : 6.31
4 5.70 8.18 8.24 8.24
5 1.7 -0.67 -1.24 -1.28
6 -3.01 -1.25 0.7 -0.71
7 -2.39 -0.42 -0.33 -0.33
8 -1.39 0.58 0.67 0.67
g -3.14 -1.06 -0.97 -0.97
10 1.27 0.35 0.14 0.14
" 2.64 0.96 0.79 0.79
12 2.78 0.47 0.24 0.24
13 -1.43 -2.5) 2.7 2.7
14 -0.05 -1.34 -1.44 -1.44
15 2.36 1.34 1.33 1.33
16 0.91 0.14 0.11 0.11
17 -1.52 -0.37 -0.42 -0.42
18 -0.46 0.10 0.08 0.08
19 -0.60 0.59 0.63 0.63
20 1.41 1.93 1.87 1.87
21 -7.24 -8.63 -8.91 -8.91



TABLA 2.1.3

OBSERVACION ESTADISTICAS ESTADISTICA Ti

i Di de Cook* Para observaciones
discordantes
1 0.153710 . 1.209475
2 0.059683 -0.705139
3 0.126414 1.617904
4 0.130542 2.051794
5 0.004048 -0.530504
6 0.019565 -0.963204
7 0.048802 -0.825947
8 0.016502 -0.473652
9 0.044556 ~-1.048586
10 0.011930 0.426188
11, 0.035866 0.878292
12 0.065066 0.966707
13 0.010765 -0.408731
14 0.000020 -0.016950
15 0.038516 0.800616
16 0.003379 0.291185
17 0.065473 -0.599536
18 0.001122 -0.148680
19 0.002179 -0.197199
20 0.004492 N.443117
21 0.692000 -3.330493

Los valores Dy D3, Dy ¥ 02] son los m&s grandes, lo que signi-
fica que las observaciones asociadas son influyentes en el ajuste
Andlogamente los valores Tir T30 Ty y T2] son los valores mis gra
des, por 1o que para un clerto nivel de significancia estas obser
vaciones podrian ser declaradas como observaciones discrepantes,

* (yer Weisberg, 1980)
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Los residuales aparecen en la tabla 2.1.2 y la grd
fica correspondiente en papel normal en la figura 2.1.2.

Andrews (1974) hace notar que la mayoria de los inves
tigadores que utilizan modelos de regresion lineal no son
tan meticulosos como Daniel y Wood y podrian emplear con
precaucidn métodos robustos produciendo resultados equiva
lentes.

E1 ajuste robusto usando C=1,5 ver tabla 1.3.1 pro-
duce el modelo

Y= -37.2 4 0.82 x; *+ 0.52 x5 ~ 0.07 x5, (2.1.3)

que es casi 1gual a la ecuacién hallada por Daniel y Wood
después de un andlisis profundo. Los residuales aparecen
en la tabla 2.1.2 y su gréfica en papel normal en la figu
ra 2.1.3. Los puntos 1, 3,4 y 21 son claramente tdentifi
cados en esta grfica.

£l ajuste robusto quitando a los puntos 1,3, 4 y 21
es exactamente igual al hallado usando todos los puntes,
por 1o que el ajuste resulta {ndependiente de estos pun-
tos. Los residuales aparecen en la tabla 2.1.2 y la grd
fica en papel normal aparece en la figura 2.1,4. Estas
grificas y la del ajuste MC sin las observaciones 1, 3,
4 y 21 son cast las mismas.

Cabe recalcar que este método requiere de un ajuste
intcial seguro (bueno), que serd refinado para obtener
un procedimiento relativamente eficiente para datos “cer_
canos" a la distribucidn normal,

Este procedimiento es iterativo y comparado con MC
es mis caro en cuestidn de codmputo, pero es insensible a
un nimero moderado de observaciones extremas, que ademds
pueden ser identificadas Pacilmente al examinar los resi
duales y un nuevo ajuste ya no serd necesario.
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2.2 EL METODO PROPUESTO POR HILL Y HOLLAND

Hill y Ho]land {1979) consideran el modelo 1ineal
= )(P+G
donde ¥, X y son como se han considerado antes y g es unp
vector aleatorio, con coordenadas independientes e jdéntica
mente distribuidas con funcifn de denstdad, donde f es normal

0 una normal contaminada.

Se denotard al estimador de MC de fcomo éMC' Las dos
alternativas que los autores proponen son:

(1) E) estimador de desviaciones minimas absolutas o es-
timador de norma L ,(detalles de este estimador se ven més
adelante) PL] que minimiza:

n n .
T - Mif
= J=1

y (2) el estimador SENO 1, basado en el estimader propues-
to por Andrews visto en la secci8n anterior, que consiste en
utilizar una sola iteracidon empezando con Po a PL1'

"~
Este estimador SENO 1 8 &s puede verse como un mejora-
miento de FLI

Para comparar @ ¥y Ps entre st y con é a través
de varias Xyf, se toma como medida de 1nef1c1enc1a relati-
va de P con respecto a Pmc

“ A Ilz dondell'lles la norma eucli.
inef | ﬁ ) = E - deana. {se comparan errores
3 || - cuadriticos medios esperados)
para ﬁ insesgados
X

. var (Py)
=1
k

E var (@J MC)

Asi entre més pequeﬁo sea el valor de inef (P) mejor se_
ra @ respecto a ‘3MC

inef( fal) -
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E1 estudio de estos estimadores se 1levd a cabo con
datos simulados mediante e) métode Montecarlo (Ver méto-
do de Montecarlo apéndice 3).

Todas las matrices X usadas se derivaron de una ma-
triz basica de 20 x 6 tabla 2.2.1 constituida por tres
grupos de dos columnas. Las columnas 1 y 2 fueron elegi
das de tal manera que las 20 parejas (x;1, xo1) 1=1,.00,
20 caen en un cuadrado centrado en el origen con lados
paralelos a los ejes y corresponderian a las variables
de un experimento disefado.

Las columnas 3 y 4 son una muestra tamaflo 20 de una
distribucion bivariada normal que representan una situa-
¢cidn bien portada pero no diseflada como en las columnas
1y 2. Las columnas 5 y 6 fueron elegidas de una mues-
tra tamafio 20 de una distribucifn con observaciones dis
crepantes, representando una situaci8n con puntos muy
influyentes en el ajuste. .

Cada columna fue estandarizada de manera que tiene
media cero y la suma de cuadrados es uno,

En la tabla 2.2.2 se ve que las columnas no estéin
altamente correlacionadas.

Para los errores con distribucién no normal se uti-
11z6 Ya distribucidn normal contaminada dada por

- 02 . 2
glu) = (2m) 1/2 {(1_0‘) e ue/2 + (o/q) e (U/Q) /2}
con 0<a <1 y 1<q<g®
La interpretacion de esta distribucidon es que con
una probabilidad 1 -a, la observacidn proviene de una pg
blacidn con distribucion normal con varianza 1 y con pro

babilidad & proviene de una poblacion cuya distribucidn
es q veces una normal con vartanza 1.
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TABLA 2.2.] COLUMNAS ESTANDARIZADAS DE DATOS
COLUMNA
RENGLON 1 2 3 4 5 6

1 0.2712  0.2712  -0.0453  0.0257  -0.0880  0.0288
2 0.2712  0.1627  0.1092  -0.1268  -0.0809  0.0470
3 0.2712 0,056  0.4513  0.0963  0.0140  0.0682
4 0.2712  -0.0542  -0.1605 0,277  -0.1065  0.0225
5 0.2712  -0,1627  0.2242  -0.3618  0.2463  0.3193
5 0.2712  -0.2712  0.0107  0.1246  -0.0814  0.0461
7 0.1627  -0.2712  0,1937  0.1006  -0.0373  0.0583
8 0,0542  -0.2712  -0,2435  0,3205  -0.1373  0.0404
9 -0.0542  -0.2712  -0,0094  -0.4123  -0.0852  0.0228
10 -0.1627  -0,2712  0.1382  0.4631  -0.0630  -0.0112
" -0.2712  -0.2712  0.0956 0,098  -0.0489  0.0388
12 -0.2712  -0.1627  0.0597  -0.1136  -0.0732  0.0327
13 -0.2712  -0.0542  -0,0613  -0.1263  -0,0944  0.0303
1 -0.2712  0.0542  0,1282  0,0698  -0.0680  0.0691
15 -0.2712  0,1627  -0.0966  -0.0085  0,1387  -0.0672
16 -0.2712  0.2712  -0,1060  -0.3819  -0.1340  0.0559
17 ~0.1627  0.2712 0,203 0,0145  -0.0290  0.0966
18 ~0.0842  0.2712  -0.4324  -0.2083  -0.1520  -0.9198
19 0.052  0.2712  0.0974  0.0840  -0.0417  -0.0620
20 0.1627  0.2712  -0.5486  0.0544  0.8917  0.0833
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TABLA 2.2.2

MATRIZ DE CORRELACION DE LAS COLUMNAS DE DATOS

COLUMNA
RENGLON 1 2 3 4 5 6

1 1. 0. 0.0573 0.1462 0.2150 0.1576
2 0. 1 ~0.2786 -0.2456 0.2382 -0.3034
3 0.0573 -0.2786 1. 0.0404 -0.3499 0.4818
4 0.1462 -0.2456 0.0404 1. -0.0297 0.0744
5 0.2150 0.2382 ~0.3499 -0.0297 1. 0.2448
6 0.1576 -0.3034 0.4818 0.0744 0.2448 1



Las distintas distribuciones contaminadas normales
se denotardn como CNo
Para que todos los errores tuviesen varianza 1, se’
tomd la distribucidn
flu) = (1/ t) glu/t)
con g como se definid antes y tZ = 1 -ch+ q2

Ambos estimadores ﬁL1 ¥y &s son invarfantes, en el
sentido de que, si el vector "Y" de valores observados
es transformido a Y+ X @(o). para algdn é(o), entonces é
se transforma en Bt (o), esta invarianza implica que

o IE2f - AN

para cuaiquier distribucidn de error,

Todos los resultados de)l método de Montecarlo fueron
calculados con el verdadero vahpr de@jgual a 0.

Una gran diferencia entrel},L1 y @ ¢ € que el segun-
do depende en 1a eleccidn del estimador de escala CS.

Es claro que si i es muy grande, Yos pesos Wi esta-
rén mis cerca de 1 y &s se parecerd afuc. R

Si S es muy pequefia, los pesos serdn todos cero y ﬁs
no podrd definirse.

) : S124 = 0
wissen (z3/c)]/ (z1/¢) st |ziewm
0 st [zip> e

donde Z1 = (Vi - T xigfy ;) /s, ¢ =2

E1 estimador robusto propuesto por Andrews como se
dijo antes es

¢s = ¢ mediana {fei]} . ¢ 2.1 (2.2.1)

La eleccion del factor C depende la funcidn de peso
y del nivel deseado de ineficiencia para e¢) caso de la -
normal. (con C=2.1 se alcanza una ineficiencia de 1.07
para el caso normal).

Para obtener los valores de 1a ineficiencia se ne-
cesitan los valores de
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. ‘
L var (ﬁJL]) . X var ((ld s ), Qvar (hnc)
i 3 i

donde

Z var ('(;J Me } se obtiene fécilmente de (K’-X)']
J

Zj var | f}j“) = traza ( ) L])

y 2% var { ﬁ Ig ) = traza (T )

donde 4
}: Ll y ZS son las matrices de covarianza de ﬁl-]

¥ le. Estas covarfanzas fueron estimadas por un método de)
tipo Montecarlo descrito por Holland {1973} con 500 replica-
ciones. Para todos los casos, N = 20 y se varid la dimensién
de la matriz X, con 1, 2, 3, 4, 5 y 6 columnas.

En la tabla 2.2.3 se ve que conforme aumenta el nlmero
de parametros a estimar As se hace menas eficiente y de se-
guir este comportamiento ﬁ.,s no serfa un mejoramiento de GL ’

- 2 A
para casos con mas de 6 columnas, De manera contraria le
L4

se vuelve mds eficiente conforme aumentan las columnas en X.

La ineficiencia creciente de as puede suprimirse ajus
tando el estimador de escala, de manera que &sta dependa de
k.

La mayoria de los algoritmos para hallar &il hacen que

k de los residuales sean {dénticamente 0. Esto sugiere eli
minar k-1 de estos residuales cero y calcular la escala como
sigue

2,1 §= 2.1 mediana { [r1| tal que r{ pertenece a los
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TABLA 2.2.3

A
INEFICIENCTA DEA,Y A5 BAJO ERRORES NORMALES USANDO (2.2.1)
COMO DEFINICION DE 0", CON n=20

INEFICIENCIA

i 1.63 1.63 1.7 154 147

f}\,s 1.10 - 1a2 1.77 1.23 1.32



n-k+1 residuales restantes} (2.2.2)

Con este nuevo estimador de escala se obtuvieron:

k=2 inef ((35) 1.08
k=4 1inef { és) 1.08
k=6 1inef ( @s) = 1.09

]

A

Con esta modificacién, la tnefictencia de ﬁs es inde
pendiente de la dimensidn de la matriz X. Obviamente esto
es conveniente porque ya no depende de la cantidad de varia
bles que se tengan como explicativas.

De aqui en adelante los resultados dados para ﬂs uti-
lizan (2.2.2)

Los resultados de Montecarlo, para el caso de la normal
contaminada se hallaron para &= 0.1, 0.25 y 0.5, q .= 3,5 ¥
10 y para k = 2, 4 y 6. Cubriendo un amplio rango de las
distribuciones contaminadas.

En la tabla 2 2.4 se puede ver que tanto éL] como és

son mejores que ﬁémc , exceptuando 5 casos.

Y exceptuando otros 4 casos, és es mejor que PL]'

Se nota también que p yﬂi son mis efictentes segln
aumenta el grado de contaminaci&n

Para ambos Ps y QL la inefictencia crece segiin aumen
ta el nimero de co]umnas excepto para o= ,10 y K=3, pero mds
bien puede sospecharse gue esta tendencia se debe a la natura

leza de las columnas que a 1a dimension de X.

También se calcularon las ineficiencias para una muestra
mayor, n = 40. Ver tabla 2.2.5 .

Los valores son mds pequefios que los de la tabla 2.2.4
indicando esto que Ta robustez es més fiacil de alcanzar con
muestras de mayor tamafio.
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TABLA 2.2.4

INEFICIENCIA DE él1v Bs neseecro A By

o K
Au Bs
2 1.09 .78
10 4 1.03 .80
6§ 1.03 .87
2 .87 N
.25 4.9 .78
6 .96 .83
2.9 .81
.50 4 1.00 .87
6 1.08 .94

Au
.60

.59

19
.47 .20
.60 .38
.39 16
.47 .26
.63 .45
.63 .35
.75 .55

.87 .80

10

As AL
.44

.13
.15
.33
.15
.25
.43

.62
.79
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TABLA 2.2.5

INEFICIENCIAS DE ﬂL1v ﬂs PARA n=40

" CN3.5 CA10.1
éL] bs By Bs
2 79 72 18 12
4 .82 75 18 12
6 1.00 .86 25 17



Matriz de Covarianza para estimadores robu;tos de
regresidn. ‘
Como se dijo en seccion 1.3, a tiene una distribucidn
asintoticamente normal con matriz de covarianza de la forma

2 w0y (2.2.3)

donde h? depende potenciaimente de:

(1) E1 estimador (para los estimadores obtenidos por
minimos cuadradoes ponderados incluird la manera en que se
dan los pesos).

(2) La distribucifn del error.

{3) E1 método de escalar los residuales.

(4) EY nivel deseado de ineficiencia frente a una dig
tribucion estdndar. '

(5) La matriz X.

Si (2.2.3) se da
y como "phc p" ¢ o yar (f) tr (X'X)": tr (X'X)']

(pues var(t) = 1)
entonces '

tnef ( B) = bt pare ﬂ b By

Los autores consideraron que h dependeria dnicamen-
te del tamafo de n y k es decir de (5).

Para el caso normal se hizo un intento para suprimir
el efecto de X en hZ, pero la tabla 2.2.4 muestra que no
fue posible, y es evidente que la dependencta de X no es -
una funcidn de n y k exclusivamente.

S1 (2.2.3) se da, se tiene que la ineficiencia de ca_
da coeficiente es constante, ya que

" 2 f -1 2
inef ( )hﬁyh )t gLk
he Pj 3 [PJMCZ] (x'x) 14
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Pero al calcular estas ineficiencias para CN3.1 y
CN10.1 se obtuvieron los resultados de la tabla 2.2.6
que muestran que para CN10.1 ﬁs y ﬁs tienen inefi-
ciencias bastante mis grandes que los otros coeficien-
tes. Convendria entonces introducir una medida de la
kurtosis de las columnas de X para obtener un buen esti
mador de la matriz de covarianza de ﬁ
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TABLA 2.2.6

INEFICIENCIAS DE LOS ESTIMADORES DE LOS COEFICIENTES PARA

n= 20
(4]
E CN3.1 CN10.1

2

E[PJ MCJ £, Bs ALy Bs

3=1 1.00 15 .20 15

2 1.12 .84 23 .20

3 1.04 .85 .25 .22

4 1.09 .83 .26 .21

5 1.1 .18 .58 .49

6 1.12 .78 1 .65



2.3 EL METODO PROPUESTO POR HINICH Y TALWAR

Hinich y Talwar (1975) consideran el modelo
(RRIAT:

donde Ynxl’ xnxk’ékx] son como se han venido defin{eg
doy € .1 ©s Un vector de errores independtentes e idénti
camente distribuidos con funcidon caracteristica.

g(t) = exp {- |¢t|°‘}. ISo K2 o0

(st & se distribuye como normal N ( 0,0 ) Ta funcidn

caracterfstica es '
@(t) =exp {- (ot)?y2)}

E1 primer paso es dividir la muestra en m=n/y subnues
tras ajenas, (por convenfencia se supone n=mk). Las sub-
muestras se formaron por agrupamiento consecutivo, esto sig
nifica que la submuestra £L-&sima estd@ formada por los ele-
mentos (£-1) k+1,..., {&-1) k+k.

E1 estimador prelimfnar para el coeficientefﬁ (3=1...,K)
e ﬂ = mediana (ﬁMCJ]""’ﬁMCJn ) m=n/K
donde Mcjl es el estimador del coeficiente ﬂj de minimos
cuadrados de la submuestra £-ésima dada por

Yy = U (e 1k + 1,...,V£KY’ 73 £=1,2, .uuum

X(Z) es de ¢ x g cuyo ij-8simo elemento es
A X(L'])K + 1::1 A
A
YE (2) = Xu)-] Y (e)° (Fu'””PKU'
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Supeniendo la no dependencia lineal para que X (2)

sea no singular,

Al escoger los tamafios de submuestras iguales a K
se reduce la varfanza de la mediana a expensas de la prg
cistdn de los estimadores en cada submuestra. Dadec que
Tos estimadores de MC son no robustos cuando los erroves
tienen una distribucidn con colas muy pesadas es razona
ble tratar de maximizar el nimero de submuestras dada
una n.

Dado el estimador preliminar ﬁ se ordenan los resi
duales k

"N
eivyi-z xti Py
el
Aqul los autores toman come estimador robusto de la
desviacidn estdndar o el sugerido por Fama y Roll (1971).

§ = _.T,:.%.ST.. (9'72 - 6.28 ) (2.3.].)

donde e 4o y € gg SOM las estadisticas de orden utili
zados para estimar los cuantiles .28 y .72 de la distri-
bucifn de los errores €. Este estimador tiene un sesgo

asintdtico de menos del 0.4 porciento y se distribuye -

asintoticamente como normal con desviacidn estdndar. .

o(s) = (0.3/f (a, .72) ) n7'/2

donde fe (a«, .72) es 1a altura de la densidad de £ en
el cuantil .72 (o de su cuantil simétrico .28).

Dado el estimador de o, 1a muestra es reducida al
quitar las observaciones (yt, xi1..., xik) para las cua-
~ les su correspondiente residual séa mayor que 45. EV es
timador final de Q es el estimador de MC calculado con
las observactones restantes.

Los autores estudiaron el mejor tamafio de las sub-
muestras para el caso K= 1, es decir cuando
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Y(/l

yi = foi +€1, 1=1...n

Agrupando las n observaciones yl enm = %

ylpcony ()ax(,)pB+&().
donde

vectores

-
-

Yie-1) Re1| X(£-1) R#1 €(2-1) R#1
) Ky ® €y

V(2-1) R+ e ) € R4R |

L= 1,2,..., nm

suponiendo que R divide a n,
Sean

g 0 )™ X gy Vi B O gyl e
(2.3.1)
£=1,2, ...,m
donde Zl’ ZZ' «vey Im son independientes,
Considérense dos casos:

Caso a: Suponiendo que XqsKp +vey X 50N conocidas y
fijas, entonces Z tiene. funcign caracteristica

} exp { P t - ICLtI

‘ Hinich {1975}, con %
Al ARENTY "(z)"(lx(z-n R+1F'-'-’l"(e-1) mf) (2.3.2)

Claramente de (2.3.1) se ve que Ip tiene Ta misma Jocalf

zacidn ﬁ. pero diferente escala C£ g = h 2 m,

Caso b: Suponfendo que X)s Xgaeens X, SON variables alea
torias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.1.1.)
con varianza finita e independfentes de 61 Entonces Z], Z
son v.a.i.1.d. con Tocalizacién ﬂ

Se estudiard el estimador Mm=mediana (Z], Ceey Zm).

54

9t

Jm



En cualquier caso el modelo de regresidn es reducido
a un submodelo de localizacifn. Y es por esto que los au .
tores estudian el estimador

tm= mediana (Zy, Z,..., Zm),

y también medias recortadas de Z], 22. veey Im, que se ex
ponen mds adelante.

Los autores (ver Hinich y Talwar, 1973) argumentan
que cuando o tiene valores cercanos a uno, es decir cuan
do los errores se distribuyen como Cauchy el mejor tamafio
para las submuestras es R = 1, en el sentido que minimiza
ta vartanza asintética de Mm cuando m=@® v

Mientras que para &= 2, cuando los errores se distri
buyen como normal, R = n, es e} mejor,

Los autores muestran en la figura 2.3.1 que R =1
es 1a mejor para & entre 1 y 1.5, entonces para errores con
distribuciones con colas mds pesadas que la normal conviene
perder un poco de la precisién del estimador en cada grupo
para ganar precisién en la mediana, debido a que hay mds gru_
pos (de menor tamafio).

Y si la ot crece, esto es si las colas van siendo menos
pesadas, el tamafio R de las submuestras también crece.

Para probar los resultados tebricos, los autores consi
deraron el modelo

yi=xif + g f=T,m (k=1),
se generaron siete grupos de nimeros pseudoaleatorios corres
pondientes a

o = 1.0, 1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9y 2.0

y éstos dieron origen a los valores de los & 1. También se
generaron 99 nimeros pseudoaleatorjos provenientes de una
distribucibén normal, como observaciones xi.
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Las muestras con n elementos se dividieron en m subgry
pos los tamaflos de éstos fueron R = 1,2,3 y n. Ademés para
o= 1.9parane>5 yn=99 se utilizb R = 5 y f = 9 res~
pectivamente,

Los estimadores considerados fueron la mediana y dos
medias recortadas correspondientes al 25 y 50 por ciento de
tas m observaciones ordenadas, denotadas por MR,25 y MR.50.

La media o ~-recortada se define como:
n.—[ct‘ n+l]

i
2: * )/n(l-Zd‘)

Y u(P'(X[d.n_”] + )Tn_ql 'i)"‘ i,[“‘n+2]

con ,
P=ltfan] - &' n

Y] 0(/2
Para cada valoroe y tamafio n, las medias y desviaciones es
tindar de 1a distribucidn Montecarlo de cada estimador/? fueron
calculados y los resultados concerdaron con las predicciones

tebricas.

En 1a figura 2.3.2 se muestran las desviactones est&ndar
del estimador ﬂ = 1 para 1a mediana y para MC en una muestra
n=>51yconmil replicaciones.

De nuevo sucede que R = 1 es el mejor, en el sentido que
tiene Ta menor desviacidn estdndar para los valores de & entre
1y 1.5y R=n es l1a mejor para®=1,9 y al= 2,
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En la tabla 2.3.1 se presentan los resultados de Monte
carlo con 1000 replicaciones para una muestra tamafio n=5]
y subgrupos tamafio R = 1,2,3 y n,

Para el caso & = 1 la desviacidn estdndar mds pequefia
se alcanza en R =1 y para ol= 2 cuando R = n,

Ningin estimador tiene la menor desviacidn estandar pa
ra todos 1os casos, pero puede verse que MR.25 tiene un me-
Jor comportamiento que los demés estimadores.

Haciendo uso de los resultados obtenidos, Hinich y Tal
war (1975) desarrollan un procedimiento para andlisis de re
gresién en dos etapas. En la primera etapa se utiliza R=k
y como estimador prelimtnar se utiliza MR.25, en la segunda .
etapa se hace 1gual rechazando las observaciones con resi-
duales grandes, como se indica adelante, y con las restantes
se calcula el estimador de MC.

Para el modelo
yie fo By xir et deln
se hicieron Y90 replicaciones para un tamafio de muestra n=60

para cada valor =2, 1.9, 1.5 y 1, la escala de los erro-
res €1 fueo= 1. -

En 1a tabla 2,3.2 se muestra el comportamiento del es-
timador de la primera etapa, de la segunda etapa y el de MC.
Los autores proponen rechazar las observaciones, tales

que

| v1 -ﬁo‘-ﬁ] >4 s

donde $ se define en (2.3.1) y ( ﬁo’ ﬂ]) es el astimador de
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TABLA 2.3.1

DESVIACIONES ESTANDAR MUESTRALES DE LOS ESTIMADORES DE f3. 1

09

2. 9 1.5 1.3 1.
Medlana .33 .33 .33 .32 .31
MR:ZS A ] 3 32 .31
MR.50 .3 .32 .33 .35 .37
Mediana .30 .30 .33 .35 .39
MR .25 .28 .29 .31 .34 .39
MR.50 .28 .28 .32 .35 .44
Med{ana .29 .30 k] .36 .43
MR .25 .26 .27 W31 .34 .42
MR.50 .27 .26 .31 .34 .47
MC .21 L2 1.79 5.03 29-. 96




TABLA 2.3.2.

L9

DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS ESTIMADORES DE 1 ETAPA, 2 ETAPAS

Y MC.

fo =5 By =1 Pue
X ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 1  ETAPA 2 Bo B
2. .29 18 .35 19 .18 19
1.9 .29 19 36 .20 .23 .24
1.5 .32 22 Y .22 1.80 1.02
1. .38 27 .53 .28 27.15 26.16




la primera etapa.

Los estimadores de la segunda etapa tienen menor desvia
cion estdndar que los de la primera, que a su vez son mejo-
res que los de MC, excepto paraoc= 1.9 y 2.

Para el modelo yi = @1 xty + B, xip +g1 . d=l,..n,
se analizaron dos tipos de rechazo en la segunda etapa.

(1) Recorte variable: rechazando yi  si
| [vi- B, xty - B, x> s

donde ( @] ’P 2) es el estimador de Ta primera etapa.

¥ los valores utilizados de ¢ fueron 3 y 4,

(2) EY recorte fijo: rechazando una proporcidn fija q
de observaciones que corresponden a las qn mds extremas,
Fueron usados dos valores para q, 20,1 y 0,2

En la tabla 2.3.3 se muestra el comportamiento de los
estimadores utilizando los 4 rechazos y del esttmador MC,

E1 estimader de rechazo variable con c=4 tiene las mend
res desytactones estindar excepto paraols 2 y 1, Paraeis2
MC es el mejor y para®= 1 el estimador de rechazo variable
con c=3 es el mejor,

Este método de dos etapas permite obitener un buen esti-
mador intctal para t8cnicas robustas mis softsticadas (como
las vistas en las dos secctones anteriores) o para recortar
aquellas observaciones gque tienen residuaies grandes,

Este procedimtento requtere sdlo un poco mds de cilculos
que el de minimos cuadrados y protege al analista de valores
grandes en los restduales que son diffciles de detectar en
un modelo con muchas variables explicativas.

Stn embargo, los autores ne indican como proseguir cuan-
do el tamafio de la muestra no es mdltiplo de R, Esto podria
resolverse de vartas formas.

St n=mk + ¢t 0<t«<R.
puede elegirse alglin grupo ne de tamafio R, sino de tamafo -
R+t, 6 podrian distribuirse las t observaciones restantes -
entre los m subgrupos. '
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TABLA 2.3.3. DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS ESTIMADORES (=1 Yf=1

USANDO RECORTE VARIABLE, RECORTE FIJO Y MC

€9

RECORTE VARTABLE MC RECORTE  FIJO

38 43 10% 20%
= £ L & . S 0 —2 - gL fa L o
2 .22 .25 19 .2 .18 .20 .24 .28 .29 .35
1.9 .22 .25 .20b .22b .22 .25 .24 .28 .28 .35

N\

1.5 .23 .27 ,22b ,25b 1.43 1.76 .24 .27 .27 .32
1.3 .24 .28 .24b .21b 4.06 4.99 .26 .29 .27 .31
1 .27b .30b .28 31 20.36 22.4 .36 .39 .29 .33



2.4 EL METODO PROPUESTO POR ATKINSON Y COX,
POR ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL

Se utilizard el modelo de regresidn lineal simple
yi=p, +[3] xi +¢ 1, i=1,...,0,
donde los € 1 representan los errores aleatorios centrados
alrededor del cero,

Este método propuesto por Atkinson y Cox (1977} requie
re para cada valor x¥, 1=1,...,n hacer r observaciones de
la variable y Se denotardn los valores ordenadns de y en
x=x1 por

Y11<§ Y12<$"'<:Y+r

Ahora, un estimader lineal de localizacifn basado en -

estos valores es:

r r
yi(2) =§:] as Vis, L. ase) (2.4.1)
sﬂ

521

Vi(al a' Yi; donde a'=(a1, a0 ..00ar),
son las constantes adecuadas, 1as mismas para toda 1.
Y Yte (Yil. Yiz....,Yfp)'.

Las a's deben ser escogidas de tal forma que la rela-
cifn de regresidn obtenida sea 1o mds fuerte posible, es-
to es, hacer que el coefictente de correlacién, RZ sea lo
més grande postble.

Si existen uno o mds observaciones discrepantes, &stas
afectardn el ajuste, se espera entonces que las a's den a
estos valores poco o ningln peso.

Una manera de hacer esto es escoger las a's de tal for
ma que se maximice en la suma de cuadrados corregtda por
Ta media, la proporcidn debida a la regresion,

Asi en;z (Yi(a) - ?(a))z‘:z‘(vi(a) . §1(a))2+z(‘?1(a)_v(a))f
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el sumando subrayado tratard de maximizarse.

Las a's son escogidas por andlisis discriminante lineal.
(Mardia, 1979).

E1 estimador robusto que se requiere es el que resulta
de hacer la regresidn de yi 8] on xi.

Sea Y la matriz de mxr observaciones y sea x el vector
de variables independientes centrados de tal forma que

Xyt ...+ oxmo= 0.

Y sea ¥ la matriz de mx2 con rengldn i-ésimo {1 xi).

E] cociente de 1a suma de cuadrados debida a la regre516n
entre la suma de residuales al cuadrado es:

(a'¥'x)2 / (x'x)

a'y' (r-X(x'X)-1x')va
(Ver nota 1 final seccidn 2.4)

que es maximizado como funcibn de a por el vector & que satis
face:

YOT-x (0K)TX vas vy (2.4,2)

(Ver nota 2 final seccifn 2.4)

Entonces los coeficientes requeridos son:
As

Zat
t=1
y el estimador robusto para p] es

Kf s {¢'Y'x) / (x'x) = fg X1 fi cs Yis / ii xi2
! su] s-1

=1
En lo sucesivo se considerard m» 3 y r<m-2, ya que si
r>m-2 puede ocurrir que se de una linealidad exacta para una
adecuada eleccidn de C,.
En el procedimiente hasta ahora descrito existen dos di-
ficultades.
Primera, en 1a medida de localizacidn (2.4.i)‘podr1a con

Cs =
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siderarse natural el haber impuesto la condicién de no-nega
tividad.

51 las C's definidas anteriormente, son arbitrarias, =
existe la posibilidad de que el andlisis produzca una combi
nacion 1ineal que no podria verse con naturalidad como medi
da de localizacibén y peor ailln, podria 1levar a un mal esti-
mador de la pendiente. (Los autores sefialan que investiga-
ciones numéricas muestran que los estimadores que permiten
C's negativas son pobres).

Dos modiftcaciones al procedimiento pueden hacerse:

(t) Aplicar el procedimiento descrito y desechar las ob
servaciones con pesos (C's) negattvos. Repitiendo el proce
dimiento completo hasta que s8lo queden observaciones con -
pesos no-negattyos.

(1t) Ajustap todas las regrestones postbles usando ma-
triz y submatrices de ¥ y tomar la mejor con pesos no-nega
tivos. .

Trabajos num@rtcos muestran que {##) da la solucidn
exacta del prolilema de opttmtzacidn con Yas condfciones -
(2.4.1) y la de no-negattvidad, pero la ganancta de (it)
sobre (1) no es grande y por stmplicidad los autores utili
zaron (1),

Segunda, el estimador de 1a pendiente es no-invariante
bajo transformaciones simples. St se adade Zxi a cada Y{
la pendiente cambia de P a p+2. Los estimadores de MC 1o
hacen de manera similar, pero el estimader descrito por el
primer procedimiento # usando las modificaciones (#) 0
(1) no se transforma de manera simple.

Trabajos numéricos detallados muestran que!

(a) para errores con varianza finita y si se opera en una
regi8n fuerte de regresidn definida por los autores como
aquella que cumple que

|p|/bm(v(%¢ﬂ > 0.1
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entonces Vos estimadores descritos tienen una invarianza -
dentro del 1%.

(b) Si el método es usado dentro de una regidn de regre
sion cercana al cero, 1.e.p=!o), entonces los estimadores
obtenidos son de calidad inferior,

Una consecuencia de (a) es que para datos que muestran
una regresién muy ligera (,Pﬁo) es mejor afiadir Ixi a cada
Yi,para una I adecuada, aplicar el procedimiento (i) y des
pués restar.Z del estimador de la pendiente resultante.

Los estudios de simulacidn para el procedimtento (1) se
hicieron con r=5 y m=10, cong? = 1,

Resultados para r=3 y 8 y para m=6 y 15 se hicteron tam
bién, pero no mostraron ningln aspecto inesperado,

Para m=10 les valeres de %1 se tomaron equiespactados
en (-9,9), n

La varianza de PMC fuz de 0.606 x 1073, En las simula-
ctones se tomd p= 1, as? que se estd en una regidn de regre
stén fuerte, ya que

12
1=l 0.1 (rm o (By) =5 (0,303x10"%)

= 0,27562272
La tabla 2.4.1 justifica las siguientes conclusiones:

- $i el error g se distribuye normal, la pendiente esti
mada es insesgada y tiene una varianza que no excede
en mas del 25% a la del estimador de MC.

- ET efecto de observaciones discrepantes fue estudia-
do al sumar o restar 10 de una de las observaciones
para las cuales xi = 9. En este caso, el estimador
de MC di0 una varianza QF un poco mds de 4 veces la
del estimador robusto ﬁ?.
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TABLA 2.4.1

MEDIAS Y VARIANZAS ESTANDARIZADAS PARA ESTIMADORES

 MODELO

Normal

Normal mis

observacién
discrepante

Laplace

Cauchy

ROBUSTOS Y MC CUANDO 3=

ESTIMADOR
NG
RANGOS PONDERADOS

Me :
RANGOS PONDERADOS

Me

RANGOS PONDERADOS
MEJOR ESTIMADOR LINEAL
MC

RANGOS PONDERADOS

MEDIANA

MEDIA

0.999

1.001

1.001
1.003

1.000

1.001

1.041

1.003

VARIANZA
ESTANDARIZADA

1.006

1.241

6.008
1.468

0.992
0.929
0.792
14530
5.482

6.106

LA VARTANZA ESTANDARIZADA ES EL COCIENTE DE LA VARIANZA
EMPIRICA ENTRE LA VARIANZA TEORICA PARA MC CON o= 1.
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- Cuando el error se distribuye como Laplace, el esti
mador resulta ser mejor que ﬁMC'

- 81 los errores son Cauchy, el estimador de MC de la
pendiente tiene una varianza demasiado grande {14350)
Y el estimador 1 tiene una varianza un poco menor
que el estimador basado en la mediana.
En la tabla 2.4.2 se muestran Tos pesos promedio de
1000 replicaciones. Los pesos varfaron mucho de una realiza
cidn a otra; alin en el caso de la distribucidn normal. De
aqul que Tos valores de los pesos promedio son dGtiles como
gufa de la distribucibn involucrada sblo cuando se analice
un nimero grande de conjuntos sitmilares de datos. En la ta
bla, el efecto de las observaciones discrepantes se consi-
guid restando 10 de las observaciones con xi = 9. ‘
Anteriormente se habld de la regidn de regresidn fuer-
te que depende del valor de fal‘

Para valorar el efecto del valor de ﬂ1 en la varianza
del estimador robusto se hicteron 1000 simulactones, ver ta
bla” 2.4.3 , para la dtstribucidn normal y la Cauchy. Para
el caso normal en que,3]-0 se tiene que la varifnzé es casi
tres veces que la obtentda cuando ﬂ 175 (o (p] ) ).Pa
ra el caso de 1a Cauchy la varianza es muy grandemgﬂn cuan-
do /9]=5 (o (ﬁilmc) ), de aqu? que la regresidn deberd

ser mis fuerte.

El mEtodo descrito requtere de r observaciones para ca
dax1! {1=1, ..., m si esta situacién no se tiene, los
valores de x pueden agruparse artifictalmente.

Haitovsky (1973) muestra que la agrupacidn de Tos valo
res de x (aln en formda no muy refinada) tiene un pequefio
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TABLA 2.4.2 PROMEDIO DE PESOS DE 1,000 SIMULACIONES DE LAS ESTADISTICAS DE

MODELO

Normal

Normal @és una ob-
servacion discre--
pante negativa.

Laplace

" Cauchy

ORDEN EN EL ESTIMADOR ROBUSTO

PROPUESTO
ESTIMADORES

RANGOS PONDERADOS 0.195
MC 0.2
RANGOS PONDERADOS 0.015
MC OMITIENDO LA OBSER
VACION DISCREPANTE 0
RANGOS PONDERADOS 0.083
MEJOR ESTIMADOR LINEAL 0.017
RANGOS PONDERADOS 0.019
MEDIANA 0

0.199
0.2

0.264

0.25

0.246
0.221

0.206
0

PESOS

0.199
0.2

0.340
0.524

0.539
1

0.210
0.2

0.250

0.25

0.247
0.221

0.221
0

0.197
0.2

0.225

0.25

0.084
0.017

0.015
0



TABLA 2.4.3 DEPENDENCIA DE LA VARIANZA ESTANDARIZADA

DE LOS ESTIMADORES ROBUSTOS CON EL VALOR

DE p
{3/\/ var ({Bnc)
W
MODELO ESTIMADOR 0 1 5
Normal Ranges Ponderados 3.760 2.377 1,180

Cauchy Rangos Ponderados 34,80 41,42 14,95
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efecto sobre el andlisis de MC, a menos de que haya pocas
observaciones extremas y lo mismo sucede en este método
propuesto, por Atkinson y Cox. (1977).

Atkinson y Cox (1977) hacen notar que si la varianza
de € varia mucho con X, o sea cuando existe heteroscedasti
cidad, este método de pesos asignados segln los rangos, ré
sulta peor que el método de MC.
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a' = (a1. 32) veey al")
Y]] Y]z e Y]y- Y]

Vosl¥oy Ypp ovv Y2 .‘=Yg
CoYm Yez .. e Yn
yi (a) Puede escribirse como
yi(a)='g'vi' Yi el i-&simo renglén de Y

Entonces a'Y' es el vector que contiene las cantidades
sehre 1as cuales se hard la regresion en x,
La suma de cuadrados debida a 1a regresién es
f“ Tyt (a) . (Zx1)‘([y1(°))

n

comoi:xi @ 0, entonces puede escribirse como

@, (5xt yi (@)
vhoess By it - ) (pifede pla)) Bagyaled. 5lad)

Z(xi-x)? 2 xi?
T St LD ST AL
i Tait y como ¥ xi=0
B - oty @

escribiéndolo en forma matricial se tiene 1a suma de cuadra
dos debida 2 la regresifn es

{a'Y'x)a

AR
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Ahora suma de residuales al cuadrado en forma matricial
es!
a'¥' (I -%{x%x) 7 x) va
Por tanto, el cociente de la suma de cuadrados debida a
Ta regresion entre 1a suma de residuales al cuadrado es

(a'Y'x)2 ] x'x
a'Y (1-X(x'%)" 1) va
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NOTA 2

Maximizar (ex' ¥1%32 7 (x'x)
V(I KT XYY e

es equivalente a maximtzar con respecto a

gtx'Y'xlz

o' Ao
donde A= Y'(I-X(X'X)~1 X') ¥, A es simétrica.
Derivando, se tiene

3 ((d’Y'x)z), (' Adt) 2 (o 'y'x) (¥'x) - (a'Y'x)2 2 (Aa)

da \ a'Ack (o A0t )2
Igualando a cero.
2 (a'Y'x) [(u' Rot) (a¥' x) - (& ¥' x) A&] =0
S1 'Y'x=0 significarfa que el coefictiente de correlacidn es ce
ro.

Entonces
(' Act) (Y'x) - (&' ¥Y'%) Aat= 0
de aqui que ol
pry s 2% (2.4.3)
od'Aot

La soluci8n dada en (2.4.2) puede escribirse como

AL = Y'x de aquf se tiene
o= A=y iy (2.4.4) y por ser A simétrica
a'= x'v A"l  (2.4.5)

(2.4,4) satisface (2.4.3) , es decir
iy e AT v x Ay
(x'Y A=V)A(A=Y ¥'x)
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Yty = x'Y A"1 Y' x

oo Yix = Y'X
'Y AT Y'x
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2,5 LOS ESTIMADORES DE NORMA Lp EN EL MODELO DE
REGRESION LINEAL.

Los estimadores de norma Lp (estimadores Lp) son aque-
110s que minimizan la suma de las desviaciones absolutas del
hiperplano de regresibn lineal elevados a la potencia p.

Son una generatizacidn de Ta técnica de MC.

As1 para el modelo Tineal

¥ =X{}, +E
E1 estimador de norma Lp es aquel que minimiza
n [ n AP
L let] = ) |vi-nifE]
i=) =] '
Para p # 2 los estimadores que se obtienen son no 1linea-
les, de aqui que pueden tener varianza menor que los de MC.
E1 caso p = 1 puede formularse como un problema de pro--
gramacién 1ineal, considerando a el como la diferencia de dos
variables no-negativas, Wagner (1959). Esto es, si

et = ui - vi ,

n
minimizar 2: |(u1 * vi)l

t
sujeto a n

k
)‘"=g X‘lj ﬂj +u1.:v1,

pd sin restriccion de signo,

ui, vixo
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El caso p = correspende a la mintmtzacidn del midximo
error, se le conoce también come la estimacidn de Chebychev.
Wagner (1959) muestra que el problema de estimacidn Ly tam-
bién puede formularse como uno de programacidn lineal, como
se muestra en seguida:

Sea D = Mix {lefl}

Mintmizar D

Sujeto a
D2 ¥t-Xtfe et
D)—H+X1‘@--ei.
D2 0

A

(R sin restricctén de stgne.

No existe ninguna pazén tedrtca per Ta cual no deban .
considerarse otros valores de p diferentes a 1, 2 800

En 1a seccidn 3.2 se presenta un estudio comparativo de
estimadores Lp, con valores de

p=1,1,25 1,5 1,75, 2.0 o,
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CAPITULO 3

COMPARACION Y ELECCION DE ESTIMADORES ROBUSTOS



3,1 ESTUDIO COMPARATIVO DE ESTIMADORES

ROBUSTOS

A continuacién se presenta el estudio realtzado por Hel
ler (1981) en el que se comparan los stguientes estimadores:
dentro de Tos del tipo M:
Denotados por:

Minimos cuadrados MC

- Andrews AN
- Huber KU
- Hampel HA
- Tukey TU

Usando dos propuestas para estimar la escala, La primera
sys que se determtna de manera stmulténea con ﬁ. de 1a ecua-
cidn

A
1; x (.!f_:ﬁ‘_'@_) a 0o (propuesto por Huber, 1964)
Sll )
donde
A= vix) "By (92
y EJ es la esperanza bajo 1a distrtbuctfn normal,

La segunda, Sy €5 UNa propuesta de Hampel, y resultd ser
un estimador mds robusto que Sy» SU exprestén es la siguiente:

(mediana Ie (1) ~ e.SI
0.6754

52"

donde e.p €5 la medtana de los restduales erdenados

e (’t)o {e 1; veey N

79



Los cuatro estimadores fueron uttltzados con la escala

51 §AN1. HUy, HAY, TU1), ¥ con la escala s, (ANZ‘ HUp, HA,
TU,).
2

Dentro de los del tipo L constdera entre otros:

Denctado por:

- La mediana MED
- La trimedia TR}
- E1 de Gastwirth GAS

Y dentro de los estimadores R tnclupye a los estimadores
que se obttenen al uttltzar las sigutentes functenes de pun
taje:

Puntajes " Denotado por:
- de Witlcoxon © WL
- de la medtana MSC
- de 1a normal NOR
- de Yander Warden VDN

‘Las propuestas de Atkinson y Cox, Hintch y Talwar, Hi1
y Holland y los estimadores Lp no estdn comprendidos en este
estudio, ‘

Pero alin asf este estudio da una vistén general del com-
portamiento de los estimaderes robustes, ya que:

1) el estimador de Atktnsen y Cox se utiltza dnicamente
cuando se tiene una sola varitable explicativa y se cuenta -
con r observaciones para cada x1,

i1) el de Hintch y Talwar por su fdci) obtencifn puede -
ser utilizado como un estimador tnictal para técnicas mds so
fisticadas, tal como la de Andrews, Huber, etc,

111) E1 estimador de Hi11 y Holland es un caso especial
de la propuesta de Andrews, ya que utiltza al estimador Lj
como estimador inictal y despulls utiItza una sola {teracibn
del proceso,
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y 1v) los estimadores Lp, en muchas ocasiones no son
considerados como robustos. *

E1 estudio de Heiler (1981) simula cuatro situaciones:
EY disefio 1:

yi =1+ 0.6 x5y +et coni=1, .., 20

Xg4F - .95 + .1 (1 - 1),
Que corresponde a un modelo de regrestfn lineal simple,
con un diseflo balanceado en el que Ta variable xp4 se encuen
tra equiespaciada.

El diseflo 2: v

yte 1405 x; +etcont=1, ..., 40

Xgq= =0.342 + 0.00064 ¢ (t-1)
Con un disefio desbalanceado en la vardable xjp,.
E1 disefio 3:
yi=1# 0.5 x94 + 0.25 X34 * ei coni=1,,..,,30
xg, = {21 - 31} /20
X34 = 0.601481 + (i - 1) (1 - 30) / 225

En este caso, las variables expitcativas son ortogona-
les,

E1 disefio 4:

yt =14 0.5 xp, +0.25 x35 + el coni =1, ...,30

X24% =0.34435 + 0.001149  i(t - 1)

X3q= (xgq + 0.34465)2 - 0.21374
Aqui se presenta una alta colinealidad (correlacion
= 0.96) entre las variables explicativas.

* Un estudio comparativo de estos estimadores se presenta mis
adelante.

81



Para generar las distribuciones de los errores (18 dis
tribuciones en total ) Heiler utiliza un programa de nime--
ros pseudoaléatorios de una distribucion uniforme (0, 1 ).-
Como distribucidn de referencia se utilizé la normal (0,0.02)
Todas las demas distribuciones fueron "estandarizadas" de ma
nera que su densidad tuviese el mismo valor en cero que la -
distribucion de referencia,

Las distribuciones asim8tricas fueron escogidas de mane
ra que su esperanza fuera cero.

Este es el indice de las distribuciones del error consi
deradas

Simétricas: Denotadas por:
- Normal N
- Doble exponencial (Laplace) DE
- tg de Student (5 grados de 1tbertad) T
- Cauchy
- Logistica

Asimétricas: Denotadas por:
- Aq? 31
- Log-normal LN

Normales contaminadas: Denotadas por:
F = (1-C) N (0,0.02)+ Ch,y(0,0%) N5 NI
con P (C=1) = d P (C=0) = 1-d N10 N1
d= 0.05, 0.10, 0.20 N20 N1
j= 1,2 ' N5 N2
N=N (0, %), 042 = 0.25 N0 N2

2
N2=N (0, o2 )s 0‘22 = 2,25 N20 N2
F= {1-C) N (0, 0.02) + cC N5 C
d= 0,05, 0,10, 0.20 N1O C
N20 C
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Normal autocorrelacionada: Denotada por:
el = 0.5 81 +£i, €1 ~ N (0,0.02) NA

Normal contaminada autecorrelacionada:
el = 0.5 e i-1t i, 61 ~ NIONT NCA

Propiedades de los Estimadores:

Para cada una de las 18 distribuciones se generaron
500 replicaciones de niimeros pseudoaleatorios y se aplica
ron a los cuatro disefios. Con estas 500 simulaciones las
propiedades de los estimadores fueron evaluadas por los
siguientes cuatro criterios.

(1) La media de las estimaciones

m B o= J% Bis, 1:1,2,3 #=500

donde pij es el estimador de ﬂ'i, en la j-esima simuia-
cion y P] = 1,B,=05 y Py = 0.25

(ii) La media de los errores de los estimadores al
cuadrado A M A
MEC ( {bt) "r}f JZ1 (Big -p)? 1= 1.2,3.

(111) La media de las desviaciones de la recta de re
gresign (0 del plano en su caso) al cuadrado,

n
MDC = " (L Gig-yi0)f)
J=1 i=1

con yi®= 1 + 0.5 xpq (+ 0.25 xpq) ¥ 313 el estimador

de yi® en la j-ésima simulacidn.

(iv) Para cada disefio y para cada uno de los. 18 erro-
res los estimadores fueron ordenados segin su rango de -
acuerdo a los valores de MDC y se calcularon las deficien-

cias DEF.
DEF = 1 - MDC del mejor estimador / MDC
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(v) E1 tiempo de computo requerido.

Resultados del Estudio.
La influencia del disefio.-

No se encontrd una clara tendencia, de que un procedi_
miento & una familia de estimadores tuviera alguna ventaja 0
desventaja especifica en alguno de los cuatro disefios.

Las posiciones en el ordenamiento de cada uno de los
procedimientos varian muy poco de un disefio a otro, y en los
casos donde‘hay mayores diferencias, los valores de MDC difie
ren muy poco. Un resultado interesante de este estudio es -
que las ventajas y desventajas de los procedimientos dependen
principalmente en el tipo de distribucion. del error y poco en
el disefio especffico de 1a situacion.

En las distribuciones sim@tricas.

Para las distribuciones sim8tricas, 1a mayorfa de los
estimadores alfcanzaron casi 1a misma precision, tanto para el
término constante como para las pendientes.

Los estimadores R WIL y VDW fueron ligeramente inferio-
res en la estimacidon del térmtno constante, comparado con 1la
estimacion de las pendientes.

Para el caso de la distribucibn normal N (0,0.02) , MC
alcanzd los valores més pequefios en MDC, como era de esperar
se, las siguientes posiciones fueron tomadas por los estima-
dores M (descendientes) AN1, TU1 y HA1 ( en este orden), con
deficienctas que no excedieron el 3.6% (ver tabla 3.1.1).

Los valores de MDC dependen directamente de la longitud de la
fase creciente de 1a funcidn de peso correspondiente a cada
estimador. Ver la figura 3.1.1  Siguiendo al anterior grupo
M1 estdn los estimadores R, VDW y NOR, y todavia son conside-
rados como buenos estimadores: WIL, HU1 y Al,.

Pero para el caso de Ta normal con 5% de contaminacién
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TABLA 3.1.1

MEDIA DE LAS DESVIACIONES DEL PLANO DE REGRESION AL CUADRADO

DE 10 ESTIMADORES PARA N (0, 0.02),

DISERO 1 DISERO 2 DISERD 3 DISENO 4
ESTIMADOR  MDC DEF  RANGO Mbe DEF RANGO MbC DEF  RANGO  MDC DEF RANGO
CLS  0.0405 0.0 1 0.0395 0.0 1 0.0597 0.0 1 0.0606 0.0 1
HU, 0.0445 0.090 5 0.0433 0.088 7 0.0653 0,386 7 0.0668 0.093 7
AM, 0.0408 0.007 2 0.0399 0.070 2 0.0601 0.007 2 0.0610 0.007 2
HA;  0.0420 0.036 3 0.0407 0.029 3 0.0613 0.026 3 0.0621 0.024 3
HU, 0.0495 0.182 8 0.0473 0.165 9 9.0740 0.193 8 0.0759 0.202 9
AN, 0.0453 0.106 7 0.0425 0.0717 6 0.,0651 0,083 6 0.0661 0.083 6
HA, 0.0496 0.183 9 0.0468 0.156 8 0.0742 0.195 9 0.0758 0.201 8
WIL  0.0446 0.093 6 0.0424 0.068 5 0.0643 0,072 5 0.0655 0,075 5
VoW  0.0427 0.052 4 0.0414 0.045 4 0,0618 0.034 4 0.0629 0.036 4
GAS  0.0505 0.198 10 0.0491 0.196 10 0.0767 0,222 10 0.0772 0.215 10



Cauchy MC falla completamente, mientras que otros estimado-
res se enfrentan a esta situacidn muy bien. Los estimado-
res M,AN1, TU1 y HAT tfenen los valores menores de MDC, se-
guidos por AN2 y los estimadores R, VDW y NOR,

Para el caso donde hay un 20% de contaminacion Cauchy,
el grupo que va a la cabeza es HAl, TU1 y AN2, seguidos por
HU1, ANl y de nuevo Estos seguidos por WIL, VD y NOR.

De las tablas 3.1.2 y 3.1.3 puede verse que cuando
la proporcidn de contaminacién crece 6 el tipo de contamina
cidn es més severa (N20 NI, N10 N2, N20 N2}, los estimado -
res ¥ con Ja escala estimada Sy (m&s robusta) mejoran toman
do las primeras posiciones, mientras que las posiciones de
los estimadores R se deterieran.

En la tabla 3.1.3 puede verse que el estimador GAS -
es una alternativa muy aceptable.

Para el caso de la Cauchy, Tos valores.de MDC varian -
considerablemente de un procedimiento a otro. Los estimadg
res basados en la medtana, MED y MSC son buenas alternati-
vas a HA2, TU2 y Huz.

Para 1a normal autocorrelacionada se tienen mds o me-
nos las mismas pesiciones que en la normal, pero los valores
de MDC son casi del triple. Pero los valores mids altos para
MDC se obtuvieron de 1a normal contaminada autocorrelaciona-
da (NCA) y las postciocnes para &sta fueron primero TU2 HA2 -
seguidos por ANz, HUy, HU2, y esto a su vez, seguidos por --
WIL, TRI y GAS.

En Tas distribuiones asimétricas.

Para las situaciones con error con distribucion asimé-
trica, el término constante estimado resulta ser sesgado en
direccion de la mediana, para la mayorfa de Tos procedimien-.
tos.

Los estimadores M que utilizan la escala robusta 59 SON
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TABLA 3.1.2

MEDIA DE LAS DESVIACIONES DEL PLANO DE REGRESION AL CUADRADO DE 10 ESTIMADORES

PARA N (0, 0.2) 5N (0,0,25)
SIMETRIA POCO CONTAMINADA)

DISERO 1 DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4
ESTIMADOR  MDC DEF RANGO MDC DEF  RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF RANGO
MC 0.0598 0.204 10 0.0503 0.225 10 0,0967 0,260 10 0.0962 0.257 10
HU, 0.0487 0.023 3 0.0470 0.038 5 0.0741 0.034 3 0.0738 0.03] 3
AN, 0.0492 0.033 4 0.0468 0.034 4 0,0746 0.040 4 0.0757 0.055 5
HA] 0.0476 0.0 i 0.0452 0.0 1 0.0716 0.0 1 0.0715 0.0 1
HU, 0.0537 0.114 7 0,051 0.115 8 0.0811 0.117 8 0.0810 0.117 7
AN2 0.0479 0.006 2 0.0455 0.007 2 0.0731 0,021 2. 0.0730 0.021 2
HA, 0.0538 0.115 8 0.0499 0.094 7 0.0794 0.098 7 0.0817 0.125 8
WIL 0.0497 0.042 6 0.0465 0.027 3 10,0753 0,050 5 0.0753 0,050 4
VDW 0.0495 0.039 5 0.0475 0.049 6 0.0767 0.066 6 0.0770 0.072 6
GAS 0.0546 0.128 9 0.0528 0.144 9 0.0849 0,157 9 0.0835 0.144 9
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TABLA 3.1.3

MEDIA DE LAS DESVIACIONES AL PLANO DE REGRESION AL CUADRADO DE 10 ESTIMADORES PARA

N (0, 0.25) 20N (0, 2.25).
(CONTAMINADA SEVERAMENTE).

DISERO 1 DISENO 2 DISERO 3 DISEROD 4
ESTIMADOR _ MDC DEF  RANGO MDC DEP  RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF  RANGO
MC 0.9133  0.905 10 0.9367 0.934 10 1.4727 0.934 10 1.4792 0.922 10
HU, 0.1175 0.262 5 0.0859 0.279 4 0.1773 0.448 5 0.1933 0.401 4
ANq 0.3544 0,755 9 0.1952 0.633 9 0.4830 0.198 9 0.5268 0.780 9
HA, 0.1566 -0.446 1 0.0886 0.301 6 0.1886 0.481 6 0.2097 0.448 5
HU, 0.1013 0.144 3 0.0786 0.212 3 0.1398 0.300 3 0.1713 0.324 3
AN, 0.0970 0.106 2 0.0668 0.073 2. 0.1094 0.106 2 0.1195 0.031 2
HA o 0.0867 0.0 1 0.0619 0.0 1 0.0978 0.0 1 0.1158 0.0 1
WIL 0.1243 0.302 6 0.0969 0.361 7 0,2060 0,525 7 0.2214 0,477 7
VDU 0.1655 0.476 8 0.1312 0.528 8 0.2774 0.647 8 10,2970 0,610 8
GAS 0.1074 0.193 4 0.0885 0.301 5 0,1746 0.440 4 0,2140 0.459 6



muy sensibles a la asimetria, mientras que los que utilizan
1a escala S| apenas se ven influenciados,

Para el caso de la JI, MC tiene los menores valores -
de MEC para el término constante, pero los valores de MEC -
para las pendientes estin entre los mfs grandes,

Las mejores posiciones tanto para el término constan-
te como para las pendientes fueron tomadas por los estimado
res R NOR y VOW (ver tabla 3.1.4). E1 estimador WIL tuvo -
la tercera posicidn para las pendientes, pero fue Tigeramen
te inferior para la estimacién del té&rmino constante. EI

-estimador ANy funciond muy bien. En general los estimadores
M tuvieron posiciones medianas para la estimacion de pendien
tes pero dieron estimadores pobres del término constante.

De estos resultados, puede dectrse que los estimadores
M adecuadamente escogidos, pueden hacer frente a casi cual-
quier tipo de situacién concebible. En los casos cuando la
contaminacidon en la distribucidn nermal es grande, o la dis-
tribucidon tiene colas pesadas y ne se espera asimetria, el
estimador robusto de la escala s, es supertor a s;. Pero es
ta escala s, no debe utiltzarse si la supostcidn de asimetria
en la distribucidon no puede exclufrse.

Los estimadores HUy y AN, estuvieron entre los mejores
estimadores (ver tablas 3.1.5 y 3.1.6). HA y TU mostraron re
sultados similares, y en las situaciones m&s extremas (C, L,
DE) con la escala s, puede decirse que tuvieron resultados ex
celentes.

En varias ocasiones los estimadores R son buenas alter
nativas, con la ventaja de que son invariantes bajo escala y
de que no necesitan de un estimador inicial de ﬁ » pero por
otro lado é&stos consumen mds tiempo de computo.

En las situaciones con asimetria en la distribucifn del
error VDW y NOR logran muy buenas posiciones, pero en las si-
tuaciones simétricas s6lo alcanzan buenas posiciones en aque-
11as distribuciones que no se alejan muche de 1a normal, En -
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TABLA 3.1.4

MEDIA DE LAS DESVIACIONES DEL PLANG DE REGRESION AL

CUADRADO DE 10 ESTIMADORES PARA LA J1
( ASIMETRICA ).

DISERND 1 DISERO 2 DISERO 3 DISERNOD 4
ESTIMADOR  MDC DEF  RANGO MDC DEF  RANGO MDC DEF RANGO MDC DEF  RANGO
MC 0.0315 0.269 5 0.0291 0.127 2 0.0449 0,377 6 0.,0440 0,321 5
HU, 0.0313 0.264 4 0.0499 0.491 6 0.0441 0.366 5 0,0453 0.340 6
AM, 0.0302 0.238 3 0.0363 0.300 3 0.,0402 0,304 3 0.0400 3.253 3
HA, 0.0319 0.278 6 0.0461 0.449 5 0.0437 0.360 4 0.0435 0.313 4
HUZ 0.0422 0.454 9 0.0732 0.0653 9 0.,0611 0.542 9 0.0622 0.519 9
AN, 0.0383 0.399 7 0.0593 0.572 7 0.0556 0.497 7 0.0580 0,485 7
HA, 0.0517 0.555 10 0.0947 0.732 10 0.0770 0.637 10 0.0807 0.630 10
WIL 0.0276 0.166 2 0.0396 0.359 4 0.0380 0.264 2 0.,0398 o0.248 2
VDH 0.0230 0.0 1 0.0254 0.0 1 0,0280 0.0 1 0.0299 0.0 1
GAS 0.0411 0.440 8 0.0723 0.649 8 0.0610 0.542 8 0.0610 0.510 8
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TABLA 3.1.5
DEFICIENCIAS Y RANGOS DE HU, (ESTIMADOR M)

DISERO 1 DISERD 2 DISERQ 3 DISERO 4

DISTRIBUCION DEF  RANGO  DEF  RANGO  DEF  RANGO  DEF  RANGO
N 0.0899 5  0.,0878 7 0.0858 7 0.0928 7
T 0.0 1 0.0 1 0.0041 2 0.0352 3
LN 0.0729 5  0.0782 7 0.0702 6 0.0775 6
31 0.2644 4 0.4911 8  0.3658 5  0.3402 6
NgN1 0.0226 3 0.0383 5  0.0337 3 0.0312 3
N10Mq 0.0138 2 0.0439 3 0.0293 2 0.0243 2
N20N1 0.0 1 0.0373 3 0.0507 4 0.0386 3
N5 C 0.0730 5  0.0734 6  0.0700 5  0.0611 6
N10C 0.0600 4  0.0626 6  0.0549 4 0,0556 4
N20C 0.0381 3 0.0505 4  0.0456 4  0.0590 3
N5N2 0.0817 3 0.1029 4 0.1057 40,1122 5
NTON2 0.1352 4  0.1652 40,1942 4 0,197 4
N20N2 0.2621 6 0.2794 4 0.4484 5  0.4009 4
L 0.0079 2 0.0 ] 0.0140 2 0.0305 5
DE 0.0520 4  0.0736 5  0.0298 20,0078 3
) 0.3879 6  0.2829 6 0.3170 5  0,2103 3
AN 0.0390 7  0.0355 7 0.0371 7 0.0346 7
ACN 0.0292 5 0.0510 4 0.0198 3 0.0260 3



TABLA 3.1.6
A DEFICIENCIAS Y RANGOS DE ANz (ESTIMADOR M)

DISERO 1 DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4

DISTRIBUCION DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO
N 0.1060 7 0.0706 6 0.0829 6 0.0832 6
0.0407 4 0.0432 6.5 0.0357 4 0.0352 3
LN 0.0895 7 0.0609 6 0.073N 7 0.0789 7
J1 0.3989 9 0.5718 9 0.4970 9 0.4846 9
N5N1 0.0063 2 0.,0066 2 0.0205 2 0,0205 2
NTON1 0.0 1 0.0 1 0.0 1 0.0 i
N20N1 0.0360 4 0.0315 2 0.0465 3 0.0540 4
P NSC 0.0668 4 0.0404 5 0.0590 3 0,0387 3
N1oC 0.0457 3 0.0210 3 0,0387 3 0.0244 3
N20C 0.0244 2 0.0 i 0.0108 2 0.0 1
NEN2 0.0 1 0,0 1 0.0209 2 0.0 1
NTON2 0.0 1 0.0 1 0.0 1 0.0 1
N20N2 0.1062 2 0.0734 2 0,1060 2 0.0310 2
L 0.0492 6 0.0356 5 0.0346 6 0,0467 6
DE 0.1007 8 0,1435 8 0,0973 7 0,0410 6
" 0.1822 3 0,1863 4 0.1964 3 0,2509 6
AN 0.0252 5 0,0197 6 0.0382 6 0.0332 6
ACN . 0.0236 3 0,0295 2 0,0051 2 0.0 1



cambio WIL tiene una amplia aplicabilidad en los casos no ex
tremos {ver tabla 3.1.7)

Los estimadores L alcanzan buenas posiciones sdlo en -
situaciones muy extremas (C, DE, N2% N2). En particular GAS
tuvo algunos buenos resultados para N20 NI, N20 N2, DE y NCA
(ver tabla 3.1.8). Pero en general los alcances de 10s esti
madores L van de mediocres & males.

Este trabajo que Heiler (1981) realiza es un estudio -
de gran utilidad, ya que considera bastantes tipos de distri
buciones para el error y de estimadores, pero sin 1legar a -
ser éstos demasiados como para crear una sttuacion confusa al
momento de querer elegir alguno como alternativa.

E1 autor no sefiala por qué elige como distribucién de
referencia a la normal con varianza 0,02 y media 0.

Como ya se ha dicho antes, el estimador inicial utiliza
do para obtener los estimadores M es de gran importancia, sin
embargo Heiler no hace mencidn alguna acerca de los estimado-
res infclales que eligi8 para su estudie.
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TABLA 3.1.7. DEFICIENCIAS Y RANGOS DE WIL (ESTIMADOR R)

S6

DISERO 1 DISERO 2 DISERD 3 DISERQ 4

DISTRIBUCION DEF . RANGO DEF RANGO DEF RANGO DEF RANGO
0.0925 6 0.0684 5 0.0719 5 0.0753 5
0.0360 3 0.0286 2 0.0208 3 0.0404 5
LN 0.0748 6 0.0519 5 0.0566 5 0.0540 5
J1 0.1664 2 0,3589 4 0.2639 2 0.2483 2
N5N] 0.0421 6 0.0274 3 0,0497 5 0.0499 4
N1ONI 0.0489 4 0.0614 5 0,0558 5 0.0598 5
N20ON1 0.0514 5 0.1045 8 0,1019 6 0.0832 6
N6C 0.0737 6 0.0359 4 0.0708 6 0,0589 5
N10C 0.0711 6 0.0413 4 0.0640 5 0.0609 5
N20C 0.0548 4 0,0563 5 0,0761 6 0.0878 6
N5M2 0.1212 5 0.1092 6 0.1316 6 0,1416 6
N1ON2 0.1950 7 0.2115 6 0.2639 7 0.2494 6
N20N2 0.3025 8 0.3613 7 0,5253 8 0.4769 7
L 0.0344 4 0.0134 3 0,0168 4 0.0252 3
DE 0.0735 6 0.0952 6 0.0452 3 0.0117 4
c 0.3953 7 0.3379 9 0,3689 7 0.2960 8
AN 0.0321 6 0,0185 5 0,0366 5 0,0304 5
ACN 0.0504 7 0.0809 7 0.0447 5 0.0486 5
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TABLA 3.1.8 :
DEFICIENCIAS Y RANGOS DE GAS (ESTIMADOR L)

DISERO 1 DISERO 2 DISERO 3 DISERO 4

DISTRIBUCION  DEF  RANGO  DEF RANGO  DEF RANGO  DEF RANGO
0.1980 12.5  0.1955 14 0.2216 12 0.2150 12
0.0730 10 0.0719 9 0.1066 9 0.1115 9
LN 0.1844 13 0.2012 14 0.2116 12 0.2065 12
3 0.4398 12 0.6488 12 0.,5415 11 0.5100 10
NSNT 0.1292 1M 0.1439 13 0.1567 1N 0.1437 9
N10NT 0.0970 90,1407 13 0.1106 90,1136 7
N2ON1 0.0574 6  0.1029 7 0.0797 5 0.0900 5
NSC 0.1832 N 0.1789 13 0.1944 N 0.1752 10
NT0C 0.1654 N 0.1637 13 0.169 10,5 0,158 9
N20C 0.1209 9 0.1277 13 0.1417 90,1447 8
N5N2 0.1616 9 0.1926 13 0,2209 10 0.2080 9
N1ON2 0.1767 6 0.2301 80,2503 6  0,2835 7
N20N2 0.1927 40,3006 50,4399 40,4589 6
L 0.0888 12 0,0791 40,1259 1N 0.1262 9
DE 0.0293 2 0.0320 20,0482 40,0033 2
¢ 0.2862 4 0.1595 30,3300 60,1931 2
AN 0.0931 12 0.1006 40,0860 10 0,062 9
ACN 0.0279 4 0.0535 5. 0,0512 6  0.054] 6



3.2 ESTUDIO COMPARATIVO DE LOS ESTIMADORES
Lp

Money et al (1982) presentan un estudio de simulacidn
para valores de p=1.00, 1.25, 1.5, 1.76, 2.00 €0 . Para
p=1, 2 € @ las soluctones que se obtienen soh exactas,
mientras que para los otros valores de p, Tas soluciones son
halladas por métodos fterativos hasta alcanzar un cierto gra

do de convergencia.
£l estudio se hizo con el modelo de simulacidn

yie= Fo oyt p] + Xoi ﬂz + €1 i=1,...,0

EV tamafio de la muestra fue n=25 para todas las repeti-
ciones., Se hicieron 500 repeticiones para cada tipo de error
estudfado. Se seleccionaron arbitrariamente B, = 10, f; = 8

Y /32 = -6, Los 25 valores de xq y los 25 de x, fueron selec
cionados aleatorfamente de una distribucidn uniforme en el ran

go {0, 40). Se verificd que X1 ¥ %y fuesen no-correlacionadas

(es decir | Pryx, | *< 0.01)
Para cada repeticidon se calcularon 25 errores, tales que

E(&i)=0yvar (Ei}) =9, i=1,2 ..., 25, calcu

lando los yi usando el modelo
yl = 10+ 8 %31 - 6 x,4 + 81,1 =1, 2,..., 25, obte-

niendo as{ los distintos estimadores Lp de /50 > By Y

e
Para los casos Ly, Lg » los estimadores obtenidos fue-
ron Gnicos, ya que la matriz de disefio no contenfa renglones -

igiales.
Las distribuciones utilizadas para generar los errores

aleatorios fueron todas simétricas y cubren un ampliio rango de
kurtosis ** y fueron lag sigquientes:

* le Xa coeficiente de correlacifn de Pearson de Xy ¥ Xp
* e E [( x -f) 4] /a'4 es usado como medida de kurtosis
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. (1) Distribucidn uniforme: (kurtosis = 1.8)
1

f, (x)
X (J_'“

para que ta media fuera cero y la desviacidn estindar 3
o = -ﬂyﬁ= \/30‘2 = /-2-7-

(i11) Distribucidn normal: (kurtosis = 3)

con f= 0 yol =

(ii11) Distribucidn normal contaminada: (kurtosis = 3.5,

4.0, 4.5, 5.0 y 5.5)

f, {x)

o <X</3

x - 1 -w x_-M2 .
pe ) +( &3 )‘ﬁ(a )0<w<}

' i, 2
donde ﬁ(t) = L o~ V2is teR,

Vo

En este caso w = 1/2, dando igual peso a ambos componen-
tes y,q] /llz = 0 para asegurar simetria. Los diferentes coeﬁ
cientes de kurtosis requerida se obtienen al elegir a—] y 0 2
apropiadamente, de tal manera que la varianza tota) sea igual a
9. Para mds detalles de esta distribucidn ver Johnson and Kotz
(1970).

(iv) Distribucidn Laplace o Doble exponencial (kurtosis=6)

f, x) = T]ﬁ_ exp ( - lx -dl/{&) xe R
Para que x tuviese media cero y varianza 9,a= 0y

P= (0.2/2 )1/2 = {4.5) 1/2

(v) Distribucidn Cauchy: (kurtosis indefinida)

1
f =
x () nf [H(x-d )/(;}2 xR

Esta distribucion es simétrica alrededor de Ta mediana &
y @sta se eligid como cero, 1la {5 fue determinada de manera que
el cuantil .95 de 1a distribucidn Cauchy coincida con el cuantii
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.95 de la normal (0, 9) usada en (ii).

Para los casos (i), (iv) y (v) se calcularon las funcip
nes inversas de las distribuciones y los errores fueron gene-
rados usando nimeros pseudoaleatorios de una distribuctén uni
forme en el (0,1). Los errores para el caso normal y normal
contaminada se obtuvieron usando nlmeros aleatorios de una
uniforme y la transformacidn de Box - Muller (1958).

Los resultados del estudio de simutacion fueron los si-
guientes:

Las medias de los 500 estimadores de los coeficientes
de regresidn se calcularon para p = 1,00, 1,25, 1,50, 1.75,
2.00 éco y para cada una de las distribuciones, La tabla

3.2.1 nmuestra estos resultados.

Usando la aproximacidon normal de la distribucién bino-
mial y para una muestra de 500 estimadores el intervalo de
confianza para el nimero de estimadores que caen por debajo
del valor del verdadero pardmetro es (228, 272).

Para todas las elecciones de p y para todas las distri
buciones ninguna cayd fuera de esos limites.

La tabla 3.2.1 muestra que las medias de Tos estima-
dores muestrales son cercanos a los verdaderos valores de los
pardmetros. Este estudio como los hechos por Forsythe (1972)
Kiountouzis (1973) no muestra evidencias de sesgo en los esti
madores de norma Lp, peo1 para distribucienes simétricas,

También se calcularon las varianzas muestrales de los -
tres coeficientes de ragresidn para los diferentes valores de
p.

Para el caso p = 2 las varianzas muestrales fueron apro_
ximadamente las mismas para todos los errores, excepto el caso
Cauchy, pero eso es debido a que la matriz de covarianza es de
la forma g (X' X)", que es independiente de T1a distribu
cion del error. Para el caso Cauchy la varianza<72 es indefi-
nida y por tanto E (e' e) ¢ 02 I. '
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TABLA 3.2.1
COMPARACION DE LAS MEDIAS DE LOS ESTIMADORES MUESTRALES
CON LOS VALORES DE LOS VERDADEROS PARAMETROS

Verdaderos p
DISTRIBUCION Kurtosis Y210ves de “y00 926 150 175 2.00 o
fofr: 2
0 10 9.98 9.99 10.00 10.00 10.00  9.95
Uniforme 1.8 1 8 8.00 8.01 8.01 8.01 8.01 8.00
2 -6 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -5.99
0 10 9.98 0.99 9.99  10.00 10.00  9.99
Norma 3.0 1 8 7.99 8.00 8.00 8.00 8.00  8.00
2 -6 25,99 -5.99 .5.99 -5.99 -6.00 -6.00
Normal o T0 3,99 10,00 10,07 Y0.07 10,03 10,01
Contaminada 3.5 1 8 8.00 8,00 8.00 8.00 8.00 8.00
2 -6 -6.00 -6,00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00
3 Norma) 0 10 10.04 10.05 10.06 10.05 10.04 10.06
Contaminada 4.0 1 8 8.00 8,00 8.00 8.00 8.00 8.00
2 -6 -6.01 -6.00 -6.00 -6.01 -6.01 -5.99
~Normal 0 T0 596 9.96  9.95 0,96 9.96 10,01
Contaminada 4.5 1 8 8.01 8,01 8.01 8.01 8.01 7.99
2 -6 -5.99 -6.00 -6.00 -6.00 =-6.00 -6.01
Normal 10 599 1000 9,99 9,97 9.97 " 10.70
Contaminada 5.0 1 8 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00  8.00
2 -6 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.01
Normal VR 5,98 9.99 9,99 10,07 10.0Z 10.13
Contaminada 5.5 1 8 8.00 8,00 8.00 8.00 7.99  7.97
2 -6 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00 -6.00
, o T0 T0.04 10,05 10,03 10,02 ~T0.0T 9,89
Laplace 6.0 1 8 8.00 8.00 8.00 8.00 8.00 8.02
2 -6 -6.00 -6.01 -6.00 -6.00 -6.00 -5,99
10 T0.07 10,03 10.07 ~10.25 10.39  9.74
Cauchy - ; 8 8.00 8,00 7.97 7.98 7.97  8.04

-6 -6.00 -6.00 -5.98 -6.01 -6.02 -6.04



Para los casos p # 2 las varianzas cambiaron de acuer
do al tipo de distribucidn del error, conforme la kurtosis
del error crece. Asi, para el caso uniforme con kurtosis
1.8 Tas varianzas muestrales de los coeficientes fueron me-
nores para los estimadores Loy, mientras que para el caso
de 1a Cauchy los estimadores L, fueron los de menor varian
za. Entonces, mientras la kurtosis de la distribucidn cre-
ce la eleccion de p < 2 da estimadores con varianza mues-
tral menor que la obtenida al usar MC.

E1 estudio considera una medida que comprende la va-
rianza de todos los estimadores de los coeficientes, y la
1lama: varianza empfrica generalizada, definiendo a ésta
como el determinante de 1a matriz de covarianzas empiricas.

Como los estimadores Lp no mostraron evidencia de ses
go, en el estudio consideran razonable basar la eleccion de
p en la varianza generalizada. La p que de menor varianza
generalizada es el criterio seguido en el estudio.

Las varianzas generalizadas de los 500 estimadores -
muestrales son presentados en la tabla 3.2.2 , para todos
los errores y todos los valores de p, La figura 3.2.1 es
1a grdfica de la kurtosis de la distribucion de) errorcon-
tra el valor de p que da Ya minima varianza generalizada,
usando los datos de 1a tabla 3.2.2 .

La figura 3.2.1 muestra claramente que la "mejor"

p depende de la kurtosis de la distribucidn del error,

$i la distribucidn tiene colas pesadas, es decir con
mayor kurtosis que la normal, el valor éptimo de p serd pe-
quefio, s1 Ta distribucién tiene colas cortas, el valor dpti
mo de p serd grande. Esto puede verse en la tabla 3.2.2
para la distribucidn de Cauchy la minima varianza generali-
zada se da cuando p = 1, y para el caso de la uniforme la -
minima varianza generalizada se da cuando p =00 .,
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TABLA 3.2.2. VARIANZA GENERALIZADA DE LOS ESTIMADORES DE REGRESION
(n=2502=9)

P
Distribucidn Kurtosis 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 s
Uniforme 1.8 24.55 8.85 4,52 2.77 1.87 0.63
Normal 3.0 8.35 3.93 2.64 2.21 2.09 39.00
Normal contaminada 3.5 6.08 3.24 2,37 2.10 2.20 77,719
Normal contaminada 4.0 2.86 1.56 1.35 1.48 1.82 150.90
N Normal contaminada 4.5 2.14 1.31 1.7 1.33 1.73 193,00
Normal contaminada 5.0 1.19 0.93 1.10 1.53 2.30 321.00
Normal contaminada 5.5 0.3 0.30 0.53 1.07 2.12 591,00
Laplace 6.0 1.06 0.63 0.66 0.90 1.36 286.95
Cauchy - 0.0018 0.0051 10.40 416,30 195000 5.8x10*E

Los valores de Ta tabla deben multiplicarse por 1074



E1 estudio propone la siguiente funcidn como relacidn
entre p y la kurtosis, basdndose en la figura 3.2.1

p=—kg———+ 1 (3.2.1)

donde

k = kurtosis de la distribucidn del error,

La p que resulte de (3.2.1) es 1lamada p Gptima

Para analizar el comportamiento de los estimadores cuan
do es utilizado un vator de p distinto a 1a p 6ptima, se con-
siderd la eficiencia de la vartanza generalizada, esto es, el
cociente de la varianza generalizada usando la p Sptima entre
la obtenida usando cualquier otro valor de p. Esta eficien--
cia estd dada en la tabla 3.2.3 . Por ejemplo, cuando la
distribucidn del error es la contaminada normal con kurtosis
4.5 el estimador de MC tiene una eficiencia del 67% con respec
to a estimador obtenido con la p dptima.

Al examinar la tabla 3.2.3 se llegan a las mismas con-
clusiones que en Ta tabla 3.2.2 . E1 uso de la ecuacion
(3.2.1) da resultados mucho mejores que el uso de MC.

Para examinar la validez de los resultados anteriores,
el estudio de simulacifn fue repetido para los siguientes ca-

§$0S:
2.

(1) ne 250
(i) n=25;0% = 100
(111) n=10;0% =9
(iv) n= 50;¢72 = 9
Los resultados que se obtuvieron fueron esencialmente
Tos mismos que los ya mencionades. Los autores del articulo
concluyen que los resultados obtenidos son vdlidos para todos
los tamafios de muestra y varianzas considerados,
La tabla 3.2.4 muestra la eficiencia de los estimado-
res de MC relativa a los estimadores de p dptima al variar el

u
i

i
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TABLA 3.2.3 EFICIENCIA(BASADA EN LA VARIANZA GENERALIZADA) DE LOS ESTIMADORES
DE REGRESION ( n = 25, g2 = 9)

p
Distribucidn Kurt. 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 fo o)
Uniforme 1.8 0.026 0.071 0.140 0.227 0.337 1.000
Normal 3.0 0.250 0.532 0.792 0.946 1.000 0.054
Normal conta- ’
minada 3.5 0.345 0.648 0.886 1.000 0.995 0.027
Normal conta-
minada 4.0 0.472 0.865 1.000 0.912 0.742 0.009
- Normal conta-
b minada 4.5 0.547 0.893 1.000 0.880 0.676 0.006
Normal conta-
minada 5.0 0.782 1.000 0.845 0.608 0.404 0.003
Normal conta-
minada 5.5 0.968 1.000 0.566 0.280 0.142 0.001
Laplace 6.0 0.594 1.000 0.955 0.700 0.463 0.002

Cauchy 1.000 0,353 0.000 0.000 0.000 0.000
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TABLA 3.2.4 EFICIENCIA DE LOS ESTIMADORES DE MC RELATIVA AL ESTIMADOR
DE p OPTIMA. (BASADA EN LA VARIANZA GENERALIZADA)

n
Distribucion Kurtosis 10 25 50
Uniforme 1.8 1.00 0.34 0.09
Normal 3.0 1.00 1.00 1.00
Normal
contaminada 3.5 1.00 1.00 0.93
Normal
Contaminada 4.0 0.86 0.74 0.77
Normal
contaminada 4.5 0.79 0.68 0.59
Normal
contaminada 5.0 0.74 0.40 0.31
Normal
contaminada 5.5 0.53 0.14 0.09

Laplace 6.0 0.59 0.46 0.30



tamafio de 1a muestra,

Claramente puede verse que si el tamafio de muestra cre
ce, los estimadores de MC se hacen menos eficientes si el -
error es no-normal., De aqui que entre mis grande sea el ta-
mafio de la muestra mids critica es la eleccién de p.

En general la kurtosis de la distribucién del error es
desconocida y debe ser estimada de los datos muestrales.

Money et al. (1982) sugieren que la kurtosis sea reempla
zada en la ecuacién (3.2.1) por un estimador de la misma, basa
do en los residuales de MC para obtener el valor de p que sera
utilizado para determinar los estimadores Lp de los coeficien-
tes de regresién.

Otro estudio simtlar se realizd para examinar si el uso
del estimador de 1a kurtosts en (3.2.1) resulta con las mismas
ventajas sobre MC., El modelo utilizado fue igual al usado con
1a kurtosis tedrica. La matriz de disefio se eligid de manera
que no contuviese renglones iguales, y el tamafio de muestra -
fue de nuevo 25,

La tabla 3.2.5 contiene 1a eficiencia de los estimadg
res de MC con respecto a los estimadores Lp, con p Sptima.

Para las nueve distribuciones consideradas, los estima-
dores de MC son superiores en sblo tres casos. En cada uno
de estos tres casos la eficiencia de los estimadores Lp, con
p optima tienen una eficiencia mayor al 90%. Para los otros
seis casos 1a eficiencia de los estimadores de MC es mucho me
nor que la de los estimadores Lp de p Gptima.

De aqui que para las distribuciones (del error) conside
radas el método de estimacion Lp es superior al de MC, al me-
nos en t&rminos de varianza generalizada.
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TABLA 3.2.5

801

EFICIENCIA (BASADA EN LA VARIANZA EMPIRICA GENERALIZADA) DE LOS ESTIMADORES

DE MC RELATIVA A LOS ESTIMADORES Lp DE LOS COEF]

CIENTES DE REGRESION ( n = 25, g2 =9 )

Variagza] Gener?11 Vagiagzaleenera}1 Efigiegcia dg los
. . zada de los estima zada de los esti- estimadores de MC
Distribucion  Kurtosis jo.ecde MC  ~  madores Lp relativa a los es
timadores Lp
Uniforme 1.8 4.61 2.50 0.54
Normal 3.0 4,38 4.73 1.08
Normal
contaminada 3.5 4,32 4.82 1.12
Normal
contaminada 4.0 3.74 3.86 1.03
Normal
contaminada 4.5 4.15 3.62 0.87
Normal
contaminada 5.0 4,50 2.88 0.64
Normal
contaminada 5.5 4.45 1.9 0.43
Laplace 6.0 4.67 2.90 0.62
Cauchy ; 2.2x107) 7.8x10" 0

Los valores deben multiplicarse por 10°

4

, excepto el rengldn de la distribucion Cauchy



3.3 ACERCA DE LA ELECCION DE LOS ESTIMADORES

ROBUSTOS

Hasta ahora se han expuesto varios estimadores robustos
y dos estudios que comparan a algunos de &stos. En seguida -
surge la pregunta {cudl de los estimadores robustos es conve
niente util{zar?

Esta pregunta no es fécil de contestar.

Los siguientes puntos son algunos de los factores que -
intervienen en la respuesta:

conocimiento acerca de la distribucidén de 1a vartable
respuesta; )

tamafio de la muestra;

recursos con que se cuente para el computo;

la situacibn, ya sea de observacidn o de experimenta-
cidn;

el nlmero de varfables explicativas.

Cuando se conoce 1a distribucidn de la variable respues
ta, el siguiente cuadro puede ayudar a elegir el tipo de esti
mador robusto apropiado.
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Distribucidn Estimadores que obtuvieron
mejores resultados segln

Heiler
Normal MC, ANy, TU3, HAY
N5C AN7, TU71, HAy, AN2, VDW
N5N1 HA1, TUy, AN2, HUy, ANy
N20C HAY, TU7, AN2, HUj
N2ON1, NION2, N2ON2 HA2, AN2, HU2, GAS
c MED, MSC, HA2, TU2, HU2
NA MC, ANY, TUy, HA4
NCA , Tu2, HAp, ANp, HUT, HU2
J1 NOR, VDW, WIL, AMj
T HUy, WIL
L _ HUy, WIL
DE GAS, HUp

-

S1 ademds se conoce o se puede estimar la kurtosis y si se
desea emplear un estimador Lp, entonces el siguiente cuadro
es de gran ayuda para elegtr un estimador de este tipo

Distribucibn Kurtosis Estimador con menor varianza
generalizada

Uniforme 1.8 Lo

Normal 3.0 Lz (MC)

Normal contaminada 3.5 Ly .75

Normal contaminada 4.0 L1.5

Normal contaminada 4.5 L1.5

Normal contaminada 5.0 L1.26

Normal contaminada 5.5 L1.25

Laplace 6.0 L1.25

Cauchy - Ly

Es importante recalcar que en el estudio de Money et al. (1982)
los estimadores no dan indicios de sesgo, pero estos autores -
s0lo consideran casos con distribuciones simétricas.
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En el caso de elegir un estimador M, el tamafio de la
muestra y 1os recursos coh que se cuente para el c6mpdto
son factores importantes para decidir que tipo de estimador
inicial se utilizard., Si el tamafio de muestra es suficien-
temente grande y se cuenta con pocos recursos ﬁara el compu
to (software) se puede elegir el propuesto por Hinich y Tal
war. Cuando se cuente con mayores recursos puede utilizar-
se el propuesto por Andrews (1974).

Si la situacién se trata de un experimento diseflado
con un cierto nimero comin de observaciones para cada X (re
gresion simple), podria utilizarse la propuesta de Atkinson
y Cox. (1977).

Cuando se desconozca Ja distribucidn de la variable -
respuesta serd necesario aproximarse a ésta utilizando la -
distribucion de la variable respuesta de estudios iguales ¢
semejantes realizados con anterioridad para poder elegir
asi alglin estimador robusto apropiado.
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CAPITULO ¢

EL USO DE LA ROBUSTEZ EN REGRESION



4, EL USO DE LA ROBUSTEZ EN REGRESION

4

Hogg (1979) dice:

“Un buen estadistico aplicado estd siempre alerta
de la existencia de observaciones discrepantes,
en unas ocasiones las descarta, en otras las in-
vestiga mds a fondo, seglin sea lo apropiado en
una situacidn dada. De cualquier modo, cuando
se trata con datos complicados, es muy dificil
detectar estas observaciones, es aqui donde los
procedimientos robustos pueden ayudar"
Ademds Hogg, recomienda seguir estos pasos:
(a) Realizar el anflisis usual (probablemente MC)
(b) Usar también un procedimiento robusto, al menos de
una iteracién. Idealmente, usar la ¥ de Huber con
¢=1.5, en la primera iteracifn y seguir con la § de
Andrews con ¢ = 1,5 (posiblemente se puedan modifi-
car estas constantes mediante una investigacion pre
liminar).
(c) S1 los resultados de (a) y (b) concuerdan, reportar
entonces los resultados estadisticos usuales asocia_
dos con (a).
(d) Si los resultados de (a) y (b) difieren, revisar el
grupo de datos., Especialmente aquellos puntos con
pequeftos pesos y preguntar desde leste error se de-
be a algin descuido al recolectar los datos?, hasta
lesta observacidn discrepante trata de decir algo?
En el caso de 1legar al inciso (d), surge la pregunta
(A qué se deben estas diferencias?

Atkinson (1982) sefala que si los resultados de MC y los
de un procedimiento robusto no concuerdan las posibles causas
pueden ser:
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(1) errores gruesos, ya sea en la vartable respues
ta, & en las explicativas.

(11)  un modelo lineal inadecuado.

(141) que el andlisis debid hacerse en otra escala
{por ejemplo, despulis de haber sacado logarit-
mos).

(iv) el error ttene una distribucién con colas mis
pesadas que 1a normal,

Atkinson utiliza herramtentas de diagndstico para iden
tificar deficienctas en los datos e tnadecuaciones del mode-
To.

Las herramientas de diagndstico que utiliza son:

Para probar la concordancta entre yi y la prediccién
Yi = X4 @ (1) utiliza los resfduaIes "Jackzknife"

ei * = et / ( 5(1) (1 - ki)

donde

ei = yi - ¥t

hl es el elementd 1-&simo de la diagonal de la ma-
triz H = X (X! X)'] X',

y 1a 1 entre paréntesis debe leerse como "con la
observacion i-ésima eliminada®
Como:

(n-k-1) smz = (n-k) s? -~ el? ) (1 - hi)

Tos residuales jack-knife pueden calcularse féciimen-
te.

para examinar el efecto de la observacidn i-ésima en
los estimadores de los par&metros utiliza la estadistica mo
dificada de Cook,
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s (A iy e
Valores grandes de Ti indican una observacidon infly
yente, esto es, que tiene un gran efecto sobre los estima
dores de los pardmetros.
En algunos casos, observaciones aparentemente dis-
cordantes pueden ser unidas al resto de los datos median~
te una transformacidn en la variable de respuesta. Para

esto utiliza la familta de transformaciones Box y Cox
(1964).

1(%) =1 =—i;%:%— , donde § es la media geométrica.
¥y

Ahora, st W (A ) = W = g L, Atkinson (1973) para
probar 1a hipétesis m==1° utiliza la estadistica

L2 (- H) W
s, (W (1-H) w'/2

donde todas las cantidades son calculadas con A= Ao ¥ 522

Tp

es el estimador de la varianza d$ Z. )
(nket)s 2 =20 (1 om0
W' (I-HW

La estadfstica T, se distribuye como t de student con
n-k-1 grados de libertad. Dada unot, nivel de significancia,
queda determinada 1a zona de rechazo.

Por ejemplo, si Ya hipdtesis que se desea probar es

Ko = 1, esto es que no se necestta transformacidn 6 si se
desea probar 20 = 0, Ta transformacign logaritmo,

A continuacibn se presentan tres ejemplos:

EY primer ejemplo trata el grupo de datos de salini-
dad estudiado por Ruppert y Carrol (1980), quienes encuen-
tran una diferencia apreciable entre Yos estimadores (det})
de MC y los robustos.
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La grdfica de papel normal de la estadistica de Cook
modificada Ti, muestra que hay algo "raro" con la observa-
cion 16. Al inspeccionar los datos se encuentra que una
de sus variables explicativas est& apartada del rango del
resto de las observaciones.

Para el conjunto de datos original, la estadistica
Tp toma el valor de - 0.0844, cercana a cero, indicando
que no hay necesidad de una transformacidn.

pero sj los datos son corregidos, la estadistica Tp
crece tomando el valor - 1.61. Otra observacidon tiene un
valor alto de Ti, si esta observacidn es eliminada también
Tp® -2.50, y laa_o obtenida por méxima verosimilitud es
-0.15, para este case 1a transformacibn logaritmo en la va
riable respuesta es congruente con los datos.

De aquf se concluye que hay dos observaciones "sospe
chosas" y hay alguna evidencia de transformar la respuesta.

Este eJemplo sirve para {lustrar el uso de la herra-
mienta de diagndstico para formularse preguntas acerca de
Ta calidad de los datos y de Ta concordancta entre los da-
tos y el modelo propuesto.

Otro ejemplo lo constituyen los datos de pérdida de
material * debidos a Brownlee (1965)., Daniel y Wood (1980)
después de una amplia discusién concluyen que 4 observacio=~
nes son discordantes y deben ser eliminadas. A una conclu-
si6n similar 1lega Andrews (1974). .

En cambio Atkinson (1981) y (1982) (a) usando la he-
rramienta de diagnstico, encuentra que hay una observacidn
discrepante y que 12 estadistica T da evidencia de la nece
sidad de una transformacion, ademis cuando la observacidon -
discrepante es eliminada, la estadistica Tp sigue dando evi
dencia de la necestdad de una transformacidn; la transforma
¢idon indicada es el logaritmo,

* estos datos son utilizados en 1a seccidn 2.1 (Andrews).
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La conclusidn de ambos articulos es que todas las ob-
servaciones pueden ser modeladas adecuadamente en un modelo
de segundo orden en X1 ¥ Xy, CON variable de respuesta trans_
formada mediante logaritmo.

Este ejemplo sugtere que las supuestas obdervaciones
discrepantes del an§lisis robusto son muestra de un modelo
inadecuado.

En el tercer ejemplo, basados en los datos de envenena
miento, Box y Cox (1964) encuentran que Tp= -1&.54. que im-
plica que una transformacidn debe hacerse, Lla ) de mixima
verosimilitud es -0.75, y la transformacidn inverso (i =.1)
estd dentro del intervalo del 95% de confianza. En cambio
Andrews (1971) y Carroll (1980) consideran el efecto de cam-
biar la variable respuesta para una de las observaciones.
Este cambio hace decrecer Tp @ -10.42, que de todas formas
da evidencia de una transformacidn. Pero en este caso,
el valor de A es - 0.15, de tal manera que la transforma-
cidén logaritmo debe ser considerada en vez de la transforma
cion "inverso".

Este es un ejemplo en el que la presencia de una obser
vacifn discordante hace que los procedimientos basados en un
modelo 1ineal normal (MC) y los procedimientos robustos difie
ran.

En estos tres ejemplos Atktnson (1982) hace ver que las
diferencias entre los anilisis robustos y los de MC pueden
elucidarse mediante el uso de técnicas de diagnéstico.

Los métodos robustos son alternativas al método de MC,
cuando algunas suposiciones de &ste son violadas. Pero éstos
deben uttlizarse siempre considerando que:

- Los estimadores robustos de regresidn se ven afecta-

dos también por el mal condicionamiento de 1a matriz
X (multicolinealidad).

116



- §1 el modelo lineal es inadecuado, usar un método
robusto no resolverd este problema. En algunas
ocasiones serd necesario transformar las variables
primero y después aplicar el método robusto.

Ademds, Andrews (1979) sefiala:

" Las grificas de residuales de MC contra otras varia
bles no exhiben claramente dependencias no lineales
con respecto a variables omitidas en el modelo. Los
residuales robustos no mejorardn estas grdficas".
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CAPITULO 5

INCONVENIENTES DE LOS ESTIMADORES ROBUSTOS



5.1 LA MATRIZ DE COVARIANZA DE 3

La matriz de covarianzas es un punto importante en la
construccibn de intervalos de confianza y en general para
hacer inferencias. Huber (1973), mostrd que ﬁ * tiene una
distribucidn asintoticamente normal con matriz de covarian-
za.

2 2
c e¥ (€@ (o)
ey ( €/0)

Welsch (1975) y Gross (1977) reportan resultados de -
algunas sugerencias para estimar la matriz de covarianza.
En ambos estudios resulta que los estimadores estudtiados son
muy sensttivos a ciertos disefies de la matriz X; por ejemplo
si algunos renglones de la matriz X estdn alejados del resto
de los datos.

Huber (1973), Tukey (1973) y Mallows (1975) han dado
varias sugerencias basadas en la teoria asintdtica. Hill
(1979) muestra cuatro sugerenctas fundamentales. Para sim-

plificar la notactén, sean ,
n ) no
Pe W (e LW (E
=1 i=1
donde

w(t), Ta funcidn de influencia.
P (t), es 1a derivada de Y (t)
A

y ei = yi - xi'ﬂ

* un estimador del tipo M
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Sin tomar en cuenta el factor de correccién n / (n-p),
las cuatro sugerencias son:

S, = —;-2— s2 (xox) !

5, = -';- s (g (e/s) 1))

sp= 2 sy (ers)h 07T (k) (g (Es) )]
n

sp= S2 (0w (ers) 07T (x WP (E8) 0 (¥ (E/s)n)]

donde E = Y -XP y ¥ (E/S) es una matriz diagonal,

S1 y S, se siguen naturalmente de la teoria asintdtica. Sy
y 54 fueron sugeridas por Tukey.

Nelsch (1975) estudta S, y S, para 3 disefios de matrices
conn=20, k=3,5y7. El concluye que $ da mejor aproxima
ci6n de la matriz de correlacidn deﬁﬁue S5, pero ambas fallan
cuando 1a matriz de disefio contiene columnas que son muestras
de distribuciones con colas pesadas.

Hi1l y Holland (1977) (ver la seccidn 2.2) concluyen que
Sy €s muy sensible a observaciones discrepantes en la matriz
de diseffo. Gross (1977) encuentra resultados semejantes.

Estos estudios dan evidencia de que Sy y S, no son siem-
pre los estimadores adecuados.

Hi11 (1979) dice no tener conocimiento de investigacio--
nes empiricas sobre Sy y S,.

Este autor hace ver que Sy, S, y S5 no son convenientes
para el caso en gue la regresidn es de k puntos, esto es, que
la matriz de disefio sdlo contiene k renglones distintos (inde-
pendientes) y el nimero de pardmetros a estimar es k.

De S? hace ver que no Tleva a la respuesta correcta
(S2 (X*X)7") si @(t) = t, (esto es, s1 el estimador M es el de
MC)
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Hi1) (1979) sugiere para las regresiones de k puntos
el siguiente estimador

S5 % == (554 55 1
donde
n
= et '
s = et g (x 9t (5) 07 edB @) (et (k)
n

(xry'(E)

Hi11 (1979) dice "E1 principal objetivo de este articulo
es mostrar que el estimar las matrices de covarianzas de los
estimadores M es un problema dificil".

Este problema de la estimacidn de la matriz de covarian
za es uno de los principales inconvenientes de los estimadores
M.

120



5. 2 DIFICULTAD Y TIEMPO DEL COMPUTO DE LOS

ESTIMADORES ROBUSTOS.

En general, ia mayoria de los estimadores robustos
requieren de programas més elaborados para su obtencidon que
Tos de MC, Asi como de mayer tiempo de computo.

En el caso de los estimadores M que se obtienen por
métodos iterativos (ver seccidn 1.3) el estimador inicial °
juega un papel 1hportant151mo en la obtencidn del estimador
final,

Un estimador robusto inicial fécil de obtener es el
propuesto por Hinich y Talwar (ver seccién 2.3). Cuando
se cuente con medios y recursos de computo mayores(software)
se podrd utilizar como estimador inicial el propuesto por
Andrews (ver la seccidn 2.1}, 6 el de Hi11 y Holland (ver
la seccidn 2.2).

La obtencidén de los estimadores L se hace mediante la
resolucidn de problemas de programacidon lineal (ver seccidn
1.1), se requerird entonces tener disponible alglin paquete
de programacidn Tineal para poder calcularlos.

En cuanto a los estimadores R son relativamente faci-
les de evaluar, ya que se obtienen mediante la minimizacidn
de una funcidén no-negativa, convexa y continua del vector
como lo prueba Jaeckel (1972) (ver seccidon 1.2), en este ca
so se necesitard sblo algln programa que implemente alguno
de los métodos iterativos sugeridos por el anflisis numéri-
co para hallar el minimo de esa funcién.

De los estimadores de norma Lp se han elaborado muchos
algoritmos, Yos casos L] Yy Ly pueden reducirse a la solu~-

cién de problemas de programacidn lineal.
Para Lp con 1<p<?Z existen varios algoritmos, algu-
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nos utilizan el método de Newton & modificaciones de éste, en
el apéndice 1.1 se habla de otro basado en minimos cuadrados

ponderados.
La mayor complejidad y mayor tiempo en el cGmputo son

parte de los inconvenientes que se tienen a cambio de la ro-
bustez.
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CONCLUSIONES

En el modelg de regresidn lineal se hacen varias supo
siciones acerca del error. Como ya se ha dicho, el procedi
miento de MC no es el adecuado cuando el error no se distri
buye normalmente, en particular si tiene una distpribucidn
con las colas mds pesadas que Ta normal, que usualmente ge-
neran observaciones discordantes. En estos casos, es conve
niente utilizar en forma paralela al procedimiento de MC un
procedimiente robusto adecuado. Ya que éstos permiten de -
tectar a las observaciones discordantes mds ficilmente y en
_general arrojan un mejor ajuste que el de MC y para el caso
en el que el error se distribuye normalmente los estimadores
obtenidos mediante estos procedimientos son sumamente efi-
cientes,

Del estudio comparativo de Heiler puede concluirse que
los estimadores M adecuadamente escogidos hacen frente casi
a cualquier tipo de situacidn concebible. En particular los
estimadores HUy, ANz , HA y TU obtuvieron las mejores posi-
ciones dentro de Tos estimadores considerados.

Para las situaciones donde hay mayor contaminacidn el
estimador S, es superior a §;, siempre y cuando no se espere
asimetria en la distribucién de la variable respuesta.

Los estimadores R, VDW y NOR en las situaciones con
asimetria Togran muy buenas posiciones.

En cambio, los estimadores L en genera) alcanzan resul
tados s6lo mediocres y malos.

En cuanto a los estimaderes Lp, puede decirse que éstos
no dan muestra de sesgo, tanto en el estudio de Money et al
(1982), como en los de Forsythe (1972) y de Mountouzis (1973)

Los estimadores de p bptima dada por la ecuacién (3.2.1)
resultan ser en la mayoria de Jos casos mls eficientes que el
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de HC, en términos de la varianza generaltzada.
Para elegir el estimador robusto de ﬁ se deber&n tomar
en cuenta los siguientes puntos.
distribucidén de 1a variable respuesta.
tamafio de la muestra.
- recursos con que se cuente para el cdmputo.
la sttuacidn, ya sea de observacidn o de experimenta-

cidn.

nimero de variables explicativas.

Si se conoce la distribucidn de la variable respuesta,
las tablas que aparecen en la seccidén 3.3 son de gran ayuda pa
ra elegir un estimador robusto de f3 .

Es importante seflalar que los estimadores robustos de -
regresion, al igual que los estimadores de MC se ven afectados
por el mal condicionamiento de la matriz de disefio. Ademds si
el modelo que se estd suponiendo no es el adecuado, es obvio
que aunque se trate de un ajuste robusto, no se obtendrd un
buen ajuste; en estos casos una transformacidn de variable o =
variabtes seria conveniente antes de aplicar un procedimiento
robusto. Ver la seccidn 4.1. '

E1 uso de los procedimientes robustos no se ha generali-
zado debido a varias razones:

- Su computo es mas complicado que el de MC.

- Los criterios que se siguen para obtener a los estima
dores robustos en la mayoria de las ocasiones son més
dificiles de interpretar, en comparacidn con el crite
rio de minimizar una suma de residuales al cuadrado.

- Existe el problema que los estimadores robustos no

son invariantes bajo escald. Esta es una dificultad
muy seria, ya que a menudo a los grupos de datos se les
multipiica por constantes.
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- La obtencidn de resultados tedricos, distribucio-
nes asintdticas, estimacién de matrices de coya--
rianza, pruebas asociadas, es bastante mds dificil
y complicada que para el caso de MC, como se hace
ver en la seccidn 5.1,

En cuanto ‘al cémputo de los procedimientos robustos
actualmente, gracias a los avances en la computacidn, se -
han podido desarrollar una gran cantidad de rutinas para
obtenerlos. Generalmente éstas son més complicadas y requie
ren de mayor tiempo que el procedimiento de MC.
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ALGORITHOS



APENDICE 1.1
METODO ITERATIVO QUE MINIMIZA LAS DESVIACIONES

"ABSOLUTAS" PROPUESTO POR SCHLOSSMACHER.

Karst (1958) es quizd el primero en presentar un proce
dimiento para estimar pardmetros que minimicen las desvia--
ciones absolutas {la norma L]) pero la té&cnica iterativa que
propone estd limitada a modelos con dos parédmetros.

La programacidn 1ineal puede manejar casos con k pardme
tros, pero puede resultar que la dimensidon del problema sea
muy grande, 6 tambi&n que un paquete de programacibén Tineal
no sea accesible desde un paquete estadistico.

Schlossmacher (1973) propone un procedimiento para la
minimizacidn de las desviaciones absolutas que utiliza el
método de minimos cuadrados ponderados y que permite mane-
jar k parfmetros.

Considérese el modelo

yi= po + Pl i+ +ﬁ v Xt 6.

E1 procedimiento de minimos cuadrados ponderados mini-
miza el criterio

n

I = 3% wi 012. e¢1 son los residuales donde

los pesos wi son dados por el investigador.
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Considerando ahora la (r+1) d&sima iteracidn de un pro
ceso fterativo particular, el criterio puede escribirse co
mo

n 1 2
I (r+l) = Z: e (r+1)1
i=1 ‘e (r)il

donde e(r){ es el residual i-&simo en 1a r-ésima iteractdn

si
Ie(r)-l - @ (r‘+]).i| < 0 ) i=1,...,N ’

el criterio se convierte en

n
D) 2L e (m),l
=1

que aproxima las desviaciones absolutas deseadas,
E1 procedimiento propuesto es:
1.- Hacer el ajuste usando MC (wi=1, =1, ...,n)
2.~ Con los parémetros estimados calcular los residua-
les e(r)i, i=1y.0.0.,0.

3.- Resolver el problema de MC ponderados con pesos,
1
e(r)1

wi = y §i e(r)1 % 0 entonces wi=0

§.- Repetir los pasos 2 y 3, hasta que
Ie(r+l)1 - e(r)il 50

Durante este proceso iterativo algunos e(r)‘. serdn
carcanos a cero.
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Fisher (1961) muestra que el ajuste de minimas desvia
ciones absolutas pasa por una o mis observaciones, de aqui
que haya residuales cero. Al ocurrir esto, en el proceso
iterativo los pesos correspondientes a residuales cercanos
a cero, es decir

wt =] 1/e (v

tomardn valores muy grandes y pueden resultar problemas nu-
méricos.

El procedimiento descrito elimina este problema, si
un residual es muy pequefo en comparacion al resto de los
residuales, entonces a la observacién correspondiente se

le da peso cero.
Esto puede justificarse, ya que e) efecto de un resi-
dual casi cero en la suma total de desviaciones absolutas

es despreciable.

Pero si en alguna de las siguientes iteraciones el re
sidual para esa abservacifncrece, el proceso vuelve a consi
derarlo.

Los problemas de regresion por medio de la minimiza-

cion de desviaciones absolutas pueden clasificarse en dos,
aquellos con soluciones dnicas y aquellos con soluciones no

(nicas.
Fisher (1961) muestra que para el caso en que la solu

cién es Gnica el ajuste de minimas desviaciones absolutas
pasa al menos por k puntos, donde k es el nimero de paréme-

tros a estimar.
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Si el ajuste de minimas desvtaciones absolutas pasa por
menos de k puntos entonces extsten varias soluciones.

Si el ajuste pasa por k puntos exactamente, la solucidn
puede ser o no iintca.

Considérese el ejemplo que aparece en la tabla A.1.1 ,
éste fué tratado por Karst (1958) y encuentra que el mejor -
ajuste de minimas desviaciones absolutas es:

y = 0.659 x.

La técnica propuesta converge y produce este resultado
en 8 iteraciones. (Ver tabla A.1.2).

Otro ejemplo con tres pardmetros a estimar fue genera-
do usando la ecuacidn:

y=10.34+0.2 Xq o+ 0.1 x, + 8 1
usando varios valores de Xy ¥ X utilizando errores
con distribucion doble exponencial (Laplace). Los valores
para las x's fueron todas las posibles combinaciones de

Xy = 0,1,2,3,4,5 y x, = 0,1,2,3,4,5

En este caso el proceso iterativo propuesto por Schlossmacher
converge en 7 iteraciones a los valores 0.3, 0.2 y 0.1 y fue com
parado con la técnica de programacion lineal de Fisher (1961).

Se obtuvieron 1os mismos coeficientes, pero la técnica de Fisher
necesitd mayor tiempo de computadora y mayor espacio en memoria.

Schlossmacher (1973) apunta que su técnica fue 12.7 veces
mas répida y requirié de un 90 por ciento menos de memoria que
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TABLA A.1.1.

DATOS PARA EL EJEMPLO UNIDIMENSIONAL

X, 7
-12.5 -8.4
- 8.5 -5.4
- 6.5 3.6
- 3.5 -2.4
- 2.5 -4.4
- 1.5 1.6
- 0.5 -0.4

2.5 -0.4
4.5 -2.4
8.5 3.6
8.5 5.6

11.5 9.6
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TABLA A.1.2

SECUENCIA DE ESTIMADORES DE /3
PARA EL EJEMPLO UNIDIMENSIONAL

L .540
2 .599
.633
.651
.651
.654
.658
659

0 ~N OO o s w
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la técnica de programacidn lineal,

Los dos ejemplos anteriores tuvieron solucibn finica.

El siguiente ejemplo {lustra un casoc donde la solucidn no
es (nica.

En la tabla 'A.1.3 se presentan los datos de un ejemplo
trabajado por Karst (1958), quien encuentra que el haz de rec-
tas que pasam poﬁ el punto (30, 7.21) y con pendientes entre -
0.1078 y 0.1250 es el que minimiza las desviaciones absolutas.

La tabla A.1.4 presenta la secuencia {terativa de las
pendientes calculadas usando Ta ténica de Schlossmacher.

convergiendo en los valores/QO = 3.95‘y}9] = 0,1088 que
definen una recta que pasa a través del punto (30, 7.21) y el
valor de la pendiente no exceden los 1fmites encontrados por
Karst.

La recta Bptima pasa por un punto de los datos, indican-
do que Ta solucidn no es Onica,

Los rangos dondeﬁf] puede variar pueden ser hallados al
hacer girar la recta en sentido positivo sobre el punto - -
(xp, yp) con residual cero, hasta encontrar una observacién,
1a recta que pasa'por estas dos observaciones nos determina -
uno de Tos limites del rango y el otro es hallado en forma si
milar pero rotando en sentido negativo.

Un procedimiento equivalente y mds adecuado para expli--
carlo en una computadora es examinar los siguientes residua--

Jes.
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TABLA A.1.3

DATOS PARA EL EJEMPLO BIDIMENSIONAL

-’

X1 Yq

12 5.27
18 ‘ 5,68
24 \ 6.25
30 7.21
36 8.02
42 _ 8.7
48 ’ 8.42
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TABLA A.1.4

SECUENCIA DE COEFICIENTES GENERADA PARA EL

EJEMPLO BIDIMENSIONAL

a .
i Po, Py 4

1 3.994 0.1029 1.780
2 3.982 0.1044 1.746
3 3.971 0.1068 1.716
4 3.961 0.1069 1.691
5 3.954 0.1078 1.671
6 3.948 +0.1085 06.658
7 3.946 0.7088 1.651
8 3.945 0.1088 1.650
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Ryt =y = (vt - wp )/ (g - xp)

Los puntos que tengan el residual Ryl positivo més peque
flo y el residual Rli negativo mas grande son las observacio--

Fa)
nes que acotaridn el rango de [5]_

Es dificil dar una generalizacidn de estos procedimien--
tos para los casos donde la solucidn no es &nica en problemas
con mds de dos dimensiones.

Estos ejemplos muestran que la técnica de Schlossmacher
converge al valor del criterio de las minimas desviaciones ab
solutas. La convergencia absoluta del método no ha sido pro-
bada, pero la técnica ha convergido para todos los problemas
{ntentados por su autor,

Una gran ventaja de asta técnica es que requiere s&lo de

un paguete de minimos cuadrados porderados.
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APENDICE 1.2

ALGORITMO PARA ENCONTRAR LOS- ESTIMADORES
DE NORMA Lp

(1<p<2)

E1 algoritmo fue dado por Sposito, V.A., Kennedy,
W.J., y Gentle, J. E. (1977).

Este algoritmo determina los estimadores de los pa-
rémetros del modelo lineal simple.

yeRy o+ By
como ya se dijo en la seccidn 2.5, mediante el criterio de
minimizar 1a norma Lp

n
Z 'y.' 'ﬁo - x.i -ll p ‘f=1,...,n
i=1 ﬂ
" Considerando los casos con 1gp <2,
Siguiendo la idea del algoritmo de Schlossmacher (sec-

cibn anterior) y extendiéndola al intervalo (1,2), se consi
dera minimizar

en donde

e, son los residuales y

w1 son l1os pesos
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En el proceso iterativo consideran

n
1 2
(r) = (e(r+1),)
) i-1 Ie(r)i| 2-p
si l e(r) - e (r+1)1| o para i = 1,2,...,n
n
entonces
I (r+l)g;E; e (r+1)1| P

Como 1o hace notar Schlossmacher en su algoritmo, los re
siduales con valor absoluto pequefio pueden causar problemas.
Schlossmacher sugiere la eliminacidon temporal de las observa-
ciones asociadas a estos residuales. Las observaciones se
reincorporan en las subsiguientes iteraciones en el caso que
los residuales crecieran.

La eliminacidon de observaciones cercanas a la recta de
ajuste puede hacer que la subsiguiente recta se aleje de la
recta de norma Lp, en algunos casos patoldgicos, esta rutina
incluye un indicador para el caso en que la norma crezca.

La convergencia del algoritmo no ha sido probada, pero
ta rutina ha convergido para todos los problemas intentados
por los autores. MA&s alin, la convergencia es bastante rdpida
haciendo a este procedimiento definitivamente conveniente.

Tiempo y precision de este algoritmo

E1 tiempo depende en el tamafio de muestra y el nimero de

iteraciones.
La eliminacidn de observaciones cercanas a la recta de

ajuste puede causar que la siguiente recta ajusta se aleje de
la recta Lp en algunos casos patoldgicos, esta rutina verifi-
ca st la norma crece.
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En las corridas de prueba, la rutina termind frecuen-
temente por un incremento en la norma. Pero resultados em
piricos sugieren fuertemente que el incremento en la norma
ocurre s6lo cuando el proceso ha convergido a una solucidn
con tolerancia de errores de redondeo.

La idea de este algoritmo puede extenderse a un modelo
de regresion mltiple sin ningldn problema.

E1 programa estd escrito en el lenguaje ISO FORTRAN.
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APENDICE 1.3
ALGORITMO PARA HALLAR LOS ESTIMADORES

DE NORMA Lo

E1 algoritmo fue creado por Armstrong, R.D. y Kung,
D.S. (1978). ‘

E1 algoritme determina los estimadores de norma L., de
los parémetros del modelo lineal

yi=agn P+ xga Pz + o+ xdy Bk g =1i2,0n,

Mediante el siguiente criterio

k
minimizar méximo | yi = z Xy pJ, (3.3.1)
121,250 i=1

Con anterioridad se dijo que (3.3.1) es equivalente al pro
blema de programacién 1ineal siguiente:

Minimizar D (D=méx |e1] )

sujeto a

: k
A-D8Y wify < yie D e l2.m
=1

ﬁi' sin restriccibn de signo.

Es un algoritmo SIMPLEX revisado que mantiene una base de
tamafio kxk en vez de (k+1) x (k+1). Emplea descomposicidn LU
para obtener las soluciones del sistema 1ineal. '
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Debido a la estructura espectal del problema, el nimero
total de {teraciones requeridas por el algoritmo simplex pue_
de reducirse considerablemente.

E1 programa estd escrito en lenguaje ISO FORTRAN.
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APENDICE 2.1

DISTRIBUCIONES SIMETRICAS

La Distribucidon Normal Apéndice 2.1.1

La funcion de densidad de una variable aleatoria X que
se distribuye come normal es

i) s b e (- (22 ) (gs0)
donde Al es la media

y o es la desviacion estindar

Su funcidn caracteristica es

1,2
E(eitx) . eit)al-z-t o

Los primeros que trabajaron con la distribucion normal, consi
deraban a ésta sdlo como una aproximacidon conveniente a la
distribucidn binomial.

Mds adelante fue ampliamente aceptada como base para tra
bajos estadisticos prdcticos, especialmente en astronomfa.

La distribucidn normal tiene una posicion Gnica en la
teorifa de probabiiidad, y ésta puede ser utilizada como una
aproximacion a otras distribuciones.

La mayoria de los argumentos tedricos para el uso de la
distribucidn normal estén basados en formas del! teorema del
1imite central.

2

La Distribucion logistica Apéndice 2.1.2

Su funcidn de densidad es

fx(x) = g% (]+e"‘)'2 5 % sech? % X
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fx{x)
0.8
0.
M =0
04 o =l/2
02
I X
x(x) 08
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X
fx(x)
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06
=0
Jfo'q' {; =2
3 2 4 o 1 2 3

FIGURA A.2.1.1 FUNCIONES DE DENSIDAD NORMAL
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fx(x)
- =T/3"
0.2+
0.l JL
[ i 1 1 1 |
3 2 -l 0 | 2 3

FIGURA A2..2 FUNCION DE DE DENSIDAD LOGISTICA
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La funcidn caracteristica es

itX)

E( e = Tt cos sech Ty t

La funcion logistica es utilizada para modelar curvas
de crecimiento.

La Distribucién Laplace o Doble Exponencial Apéndice 2.1.3

Su funéién de densidad es

(X) =3 L@ oxp. (-|x-8]/8).¢>0.

La funci&n caracteristica es

£ (eitX) = ( ]+t2)-]

La distribucion de la figura A.2.3 fue propuesta por La-
place en 1774, como una forma de distribucion para la cual la
funcion de verosimilitud es maximizada al hacer igual el pard
metro de localfzacidén con la mediana de los valores observa-=-
dos independientes e idénticamente distribuidos de una varia-
ble aleatoria.

La Distribucidn t Apéndice 2.1.4
La funcidn de densidad de una variable con distribucién
t con v grados de libertad es:

] tz - l ( +])
fev (t)‘m (1+ 4-) "7 W
2 7
con B (% . %.v) s T(IZZ)P(‘/Z v) . /'T'fT"(Uz v)

T(1/2 + 172 v ) T™(1/2 + 1/2 v)
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fx(x)

e X

FIGURA A.2.1.3 FUNCION DE DENSIDAD LAPLACE O
DOBLE EXPONENCIAL

FIGURA A2l14 FUNCION DE DENSIDAD t,

145



Cuando se tienen Xpr Xgs eevs X variables aleatorias
independientes todas con la misma distribucion normal
N()A.o'z) entonces V' (X -}{)/o' se distribuye como
N{0,1). Esta estadistica se utiliza mucho en el cdlculo
de intervalos de confianza y estadisticas de prueba para

Pero para el caso en que O es desconocida, se adopta

n
oo -n?
1=l

n (X - Q) /s con s?

n -1

que tiene una distribucién t, con n - 1 grados de libertad,

La distribucitn Cauchy Apéndice 2,1.5

Su funcidn de densidad es:
.00 = (MA) T 0 x-8) /)T (As0)

“La funcidn caracteristica es

£ (elt) = exp (1t0 - lt ]A)

La ¢istribucidn Cauchy nace a raiz de querer escribir
la distribucidn de un punto P de interseccidn, de una 11nea
recta con otra 1inea recta variable, orientada aleatoriamen
te en dos dimensiones a través de un punto A, La distancia
OP desde el punto de interseccidn P al punto 0 de intersec-
cion de la perpendicular trazada desde A a la 1fnea recta
fija, tiene una distribucién Cauchy. Ver Va figura A 2.1.5
(a).

Basados en este modelo, l1a distribucién Cauchy puede
ser usada para describir la distribucidon de los puntos de im
pacto de particulas de una fuente con una linea recta fija.
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0 \p

FIGURA A.2.1.5 (a)

fx(x)

045

L i i 1

-4 -3 -2 -l 0 | 2 3 4 x

FIGURA A2.5(L)  FUNCION DE DENSIDAD CAUCHY
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La distribucidn Uniforme Apéndice 2.1.6

La funcidn de densidad es:
£,0x) = (@)1 (a-hgxgath, h>0)
y su funcidén caracteristica es:

e tasht o Ta-ht
ith

E (eitX) -

La distribucidon uniforme, con a = 0 y h = % x 10 K es

usada frecuentemente para representar la distribucidn de
Tos errores de redondeo en valores tabulados con k cifras --

decimales.

tx(x)

a-h a a+h %

FIGURA A.2.1.6 DISTRIBUCION UNIFORME
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APENDICE 2.2

DISTRIBUCIONES ASIMETRICAS

Distribucidon Ji-Cuadrada (‘)Lz) Apéndice 2.2.1

La funcidn de densidad es

. ] 21 -x[2 '
fx(x) W X e 0< X<®

.

y la funcidn caracteristica es:
E(e'™) = (1. 2it)"/2

§1 Uy, Upy ..., U. son variables aleatorias independientes nor

males, N (0,1), entonces
' r
jZ; UJ2 tiene una distribucidn Xz,.
S1 X1,%2,...5 Xn son variables aleatorias independientes norma
les, y la desviaciBn estindar comin es ¢, entonces

n
> (xj - I)z es 0 % veces una variable con distribu

cién X2 con n - 1 grados de libertad.
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fx(x) fx(x)

06 1
04+ r=| 04t
0.2} 02t
0 2 4 6 8 X 0
#x(x) fx(x)
04+ r=3 t=4
o.af\— 0.2%
) % 4 5 8 X 0o 2 4 & 8 X

FIGURA A.2.2.1 FUNCIONES DE DENSIDAD Ji CUADRADA
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Distribucion lognormal Apéndice 2.2.2

La funcidn de densidad es:

flx) = ([x -8 Jewo)! exp[—% [1og (x-8) -8]? /0’2:,

con  x>8

Si X1, X2¢ ..., Xn son variables aleatorias positivas inde

pendientes
n
Y
Tn = TT— XJ
I=i
entonces
n
log Tn = EE; log Xy

y ademds las variables aleatorias, log Xj son tales que si el reg
sultado del limite central se aplica, la distribucidon estandari-
zada de log Tn tiene una distribucion que tiende a ser una nor--
mal N (0,1), conforme n tiende a infinito.

Entonces la distribucidn 1imite de Tn serfa Tognormal.

La distribucidén lognormal es aplicable a'la distribucion del

tamafio de particulas en agregados naturales,
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e
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APENDICE 3
EL METODO DE MONTECARLD

Durante la segunda guerra mundial se planted a los cien
tificos del Laboratorio Cientifico de Los Alamos un problema
relativo al comportamiento de los neutrones.

(Cudl era el poder de penetracion de los neutrones en -
materiales diversos? La realizacidon de un estudio experimental
hubiera resultado cara, larga y arriesgada, y por otro lado, -
el problema parecia fuera del alcance de los cdlculos tedricos.

Los fisicos conocian la distancia media que podia recorrer
un neutrén de una velocidad dada en un material sin colisionar
con un niicleo atbmico, la probabilidad de que un neutrén fuese
rechazado, en vez de ser absorbido por el nicleo, la energia -
perdida en cada colision, etc. Sin embargo resultaba imposible
sintetizar todo esto en una f6rmuia manejable que fuese capaz -
de predecir el resultado de la sucesidn de estos acontecimien--
tos.

Los matemdticos John Von Neumann y Stanislaw Ulam resolvie
ron el problema mediante un procedimiento sencillo.

La solucion que sugirieron se reducia a someter el proble-
ma & las veleidades de una rueda de ruleta., Las probabilidades
de los distintos sucesos iban 1ntegréndose paso a paso en un to
do que proporcionaba una respuesta aproximada, pero calculable

del problema.
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La técnica matemdtica aplicada por Von Neumann y Ulam se
conocia desde hacia muchos afos; al ser resucitada para el tra
bajo de Los Alamos, Von Neumann le dig el nombre de "Montecar-
lo. ‘

Actualmente este método es empieado en diversos campos,
principalmente en investigacidn de operaciones.

Supdngase que se desea conocer el porcentaje de los neutro
nes de un cierto haz que atraviesa un depdsito de agua de un es
pesor determinado sin ser absorbidos ni perder gran parte de su
velocidad. Y ademas se conoce Ta distancia media recorrida por
un neutrén antes de chocar con un nicleo, la probabilidad rela-
tiva de que @ste choque sea con un nicleo de oxigeno o de hidrd
geno, las probabilidades de que el neutrdon sea absorbido o recha
zado por el niicleo, asi como otra informacidon pertinente.

Se elige un neutrdn y se sigue su historia. Si se conside-
r& un neutrdn lento y que su primer incidente fue un chogue con
un atomo de hidrégeno. Sabiendo (empiricamente) que las proba-
bilidades de que el neutrdn sea rechazado estdn en 1a proporcidon
de 100 a 1. Para decidir si serd rechazado o no, en este caso
concreto, imaginese el giro de una rueda de ruleta con 100 com--
partimentos iguales marcados con "rechazado" y uno con “absorbi-
do" Si la ruleta para en "absorbido" la historia del neutrdn --
concluye, Si se para en "rechazado", se hard girar otra rueda -

convenientemente construfda para decidir cudl es la nueva direc-
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cion tomada por el neutrdn y la pérdida de energia que ha su-
frido. De nuevo se hard girar otra rueda para decidir la lon
gitud del camino recorrido hasta la proxima colision y si és-
ta serd con un nicleo de hidrdgeno o de oxigeno. De esta for
ma se sigue a un neutrdn hasta que es absorbido 6 pierde tan-
ta energia que se deja de tener interés en &1, o se escapa --
del depdsito de agua., Al acumular un nlimero suficientemente
grande de estas "historfas", se obtendrd una descripcidn mas
o menos exacta del porcentaje de neutrones que escapan del de
pbsito. E1 grado de precisidn dependera del niimero de casos
considerados,

Naturalmente, en la practica no se emplean ruedas de ru-
leta, sino nimeros aleatorios.

EY método de Montecarlo es empleado, en general, para la
resolucidon de problemas que dependen de modo importante de fac
tores probabilisticos, problemas en los que la experimentacidn
fisica no resulta factible y en los que es imposible 1legar a
una formula exacta. Algunas propiedades de ciertos estimado--
res estadisticos no pueden ser determinadas usando andlisis ma
temdtico Gnicamente. En este caso el método de muestreo de --
Montecarlo es extremadamente Gtil, Con la simulacidon de una -
estructura econdmica {que incluya elementos estocdsticos) cue--

yos parametros son conocidos, se generan muestras (de cierto -

tanafio) de "observaciones"., Cada muestra es usada para esti-
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mar los pardmetros per varios métodos. Para cada método,
la distribucidn de los estimadores es comparada con los
valores verdaderos de los pardmetros para determinar las
propiedades de un estimador, dado el tamafio de la muestra.
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