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INTRODUCCION

El objgtivo de este trabajo es elaborar un estudio acerca
de algunos problemas estadfsticos que suxgen del estudio de
distribuciones de puntos en el eépacio. Es una tesis de tipo
mds bien técnico que tebrico, y por lo tanto, se centra en proble- -
mas de procedimiento tratando los problemas conceptuales muy
superficialmente.

Aunque desde principios de este siglo se intenté dar una
solucibn matemitica al problema dé hacer évidente la aleatoriedad
(definida de .acuerdo a algfn criterid simple) o no aleatoxiedad
(es decir, existencia‘de algﬁh comportamiento sistem&tico) de un .
patrén espacial qQ.puhtos, es hasta la década de los cincuenta que
se construyea m&deloé estadfsticos para resolver este problema
que no se basen en conteos de ocurrencias de eventos sobre cua-
drantes limitados arbitrariamente.

. Estos primeros modelos fuefon desarrollados especialmente

por botanicqs'éue busdaban describir poblaciones de plantas sobre
regiones perfectamente limitadas, Como muestran Bartlett (1975)
Y Ripley (1982} el gradd de diversificacifn, tanto en aplicaciones
como en complejidad matem§tica que han alcanzado estos modelos a
partir de la década de los setenta és muy grande. En particular,
los modelos de vecino mds cercano has sido utilizados en geograffa
(Dacey (1964}, Garner (1967), King (1968), Harvey (1973}), ecolo-
gfa de animales (Hansén Y kemmenga (1961)) y arqueologfa (Hodder
(1972) , whallon (1974), Washburn (1974)). Otras clases de modelos
espaciales se utilizan en geologfa,(Davisg, (1973)), epidemiologia
(Bartlett (1975)) y ffsica (Lewis (1976)). Todo esto

justifica un estudio de los principios de estos modelos para
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cbtener, postericrmente ,un mejor uso de ellos, tomando en cuenta las
restricciones y ventajas que producen sus supuestos y consecuencias,

Esta tesis intenta ser, por lo tanto, nds bien wma iniciacifn al
estudio de los modelos estadfsticos espaciales que un estudio exhaustivo de
ellos. Por wna parte, ya existen trabajos que cubren de una manera general
el desarrollo de una gran cantidad de modelos (por ejemplo Barttlett (1975),
Hodder y Orton (1976) y Ripley (1982)}, ademds de que no dispongo de
suficiente tierpo para esto; por otro 1lado, la disponibilidad del
material bibliogréfico es otra limitante real. Es por esto que‘ la tesig
se centra en el andlisis de dos clases de modelos: los de vecino més cercano |
y wn fndice de asociacién espacial para dos distribuciones propuesto por
Hodder y Ckell en 1978, Para el primer tipo de modelos se presenta
el desarrollo del modelo original y de MS generalizaciones (entre ellas
wna original) con  un detalle tal que no permite su exposicifn completa
‘en los artfculos originales, presentando algunos ejemplos, Para la segunda
clase se presenta el desarrollo del fndice asf camo aproximaciones a su
distribucién obtenidas por métodos Monte Carlo,

En resumen, la tesis de este trahajoesqwanbasglasesdemdelos
resultan parclales, y es necesario construir modelos que involucren mds
factores para decidir la aleatoriedad de un patrén espacial; es decir, 1a
aleatoriedad sefialada por estos modelos se referird Gnicamente a la
distribucifn de alquna clase de distancias, sin considerar elementos de otra
naturaleza y que podrfan influir en la formacidn’de la distribucifn., Un intento
de solucifin se presenta en la generalizacifn del modelo de Clark y Evans pre~
sentada por primera vez en este trabajo, pues permite incluir tantas va-
riables camo se desee, aunque limita la relacifn entre estas variables a
algln tipo de distancias (normalmente distancias en forma de métrica de
Minkowski)



-3
La tesis consta de tres capftulos y cuatro apéndices. A contiw

nuacifn se describe a cada uno de ellos.

En el primer capftulo discuto el concepto de proceso espacial, algunas
intexpretaciones de la aleatoriedad en patrones espaciales y el uso que
se ha hecho de ellos en arqueclogfa. Se analizan también los supuestos en los
que se basan los modelos y los distintos usos que se puede hacer de ellos en
general, mostrando, r&pidaxmntg, algunos problemas metodol8gicos que tiene su
épucaciﬁn. | A

El cbjetivo del sequndo capftulo es analizar, lo mds detalladamente .
posible, los modelos de vecino mis cercano, primero en la forma original
desarrollada por Clark y Evans en 1954, y posteriomente, con alqunas de las
extensiones y modificaciones mds notables, camo la presentada por Thampson en
11956, que permite considerar los primeros n vecinos mis cercanos, y la hecha
por Clark y Evans en 1979 para generalizar el modelo.:(de primer vecino mds
cercano) a espacios de dimensifin k. A continuacifn expongo una nueva genera-
lizaci6n del modelo para n vecinos mds cercancs en espacios de dimensién k, pre-
sentando algmos ejemplos que muestran el conportamtento de las estadfsticas
propuestas para varias distribuciones. Finalwente se ocmntan el método de
la mediana dado por Washburn en 1974 y una extensifn del modelo para
espacios de dfmensifn 1 hecha por Stark y Young en 1981, '

Por iltimo, en el tercer capftulo examino wn modelo compdetamente
distinto a los modelos de vecino mis cercano, en cuanto a sus supuestos,
oontrastes de hipftesis y construccifn de la dfspribucifn de las estadfsticas’
de prucha y que afin estf en wna fase do exferimentacifng el Indice A de
Hodder y Ckell. Se presenta una descripcifn del comportamiento del fndice
con distintas distribucinones espaciales, de los aléoritmos usados para
cbtener su funcibn de ddstribuci6n bajo hipbtesis de aleatoriedad y algqunas

tablas de los fractiles inferior y superjor de la distribucifin con alqunas



hip6tesis nulas para distintos valores del nivel de significancia,
asf como un anflisis de los resultados obtenidos.

En el primer apéndice presento dos formas de construir la
funcifn de pfobabil;dad de una wmariable aleatoria generada por
un proceso de Poisson; luego doy la demostracidn de la f6rmula
para calcular el voldmen de una esfera de dimensifn k empleada
en el capftulo II; en el tercer apéndice expongo el método utili~
zado para generar variables aleatorias con distribucién Poilsson

y en el dltimo apéndice se incluyen las tablas con los cuantiles

de la distribucifin ¢e1~1ndice A de Hodder y Okell.




1,1) ESTADISTICAS DE DISTRIBUCIONES ESPACIALES,

Un problema central en la geograffa humana es el estudio
de los patrones espaciales de objetos localizados en nmpaﬁi
Una vez que se conoce el patrén espacial, resulta natural pre-
guntarse qué fue lo que lo caus§.

Es posible deducir hip6tesis respecto un patrén particular
a partir de teorfas fisicas, gconémicas, pdliticasAo socialég..
Claramente, los fenémenos explicados por estas teorfas tieneh
manifestaciones espaciales, y a estos aspectos se les llama

procesos espaciales. (Getis y Boots, 1978, p.1).
Abler, Adams y Gould amplfan este punto de vista cuando

afirman que "es nuestra limitada perspectiva del tiehpo lo que
hace que designemos algunos fenfmenos espacialmente diferencia-
dos como distribuciones de objetos, mientras que designamos a
otras distribuciones que varian mis r&pidamente como procesos...
distmibucidn espacial es un término que aplicamos a la
organizacién espacial interna de esas distribuciones de elementos
del proceso. Considerada correctamente, la estructura espacial
de una distribucibn es vista como un fndice del estado actual

de un proceso en accién (ongoing process)", (Abler, Adams &

Gould' 1971' pp.50-61).

De lo anterior se desprende gue dado un patrén espacial
es posible relacionarlo, mediante algfin modelo, con un proceso
espacial tebrico que explique la naturaleza del pvatrfn observa-
do, {(Getis & Boots, 1978, p.l). ‘

En este trabajo utilizo los t&rminos patifn edpacial,

edthuctura espacial, y distnibucibn espacial como sinSnimos,



siempre y cuando el @ltimo no pueda confundirse con la

acepcifn probabilfgtica del té&rmino distnibucibn,

Como seflala Harvey, hay dos formas de aplicar modelos
probabilfsticos en geograffa: 1) con los dQatos geogré&ficos, en
un nivel descriptivo o inferencial, y 1i) definiendo £uncionés
de densidad de probabilidad {o de probabilidad para cascs discre-
tos) respecto a los procesos que generaron esos datos; (Haxvey,
1973, p.266). '

La primera forma ha sido desarrollada‘con detalie en liﬁros
como King (1969} y Hammond & McCullagh (1978). Los modelos

estudiados en este trabajo se referiran‘a la segunda forma dada

por Harvey.

Es pdsible afirmar que, en general, los procesos espaciales
producirfn distribuciones que oscilan entre dos extremos: aglo-
meracifén y disporsifn reqular de los elementos. (Hodder & Orton,
1976, p.31), {Davis, 1973, p.30l1). Los problemas principales que
las estadfsticas de distribuciones espaciales tratan de resolver
son: 1) clasificar el patrén observado entre estos dos extremos, y
ii) dar elemenﬁos que permitan contrastar hip6tesis estadfsticas
acerca del proceso que causb al patrfn observado.

En general se construirin modelos que refinan y articulen
las implicaciones y relaciones de algin proceso tebrico. Estos
modelos servirdn como conexidn entre la teorfa y la distribucién
observada para poder determinar (con alguna funcién de probabili-
dad) qué tan probable es que el patrfn haya sido generado por un

proceso como el que se utiliz6 para construir el modelo, De



esta forma se golucionan ambos problemas, pues los modelos pro=
ducirsn, por una parte, algunas estadfsticas cuyo valor indique

la sitvacibn del patrfn en el continuo con extremos en situacio-
nes de mixima agrupacién (i.e., todos los elementos ocupan un solo
punto) ¥ de méxima regularidad (i.e., una distribucibn hexagonal;
mids adelante se justificari esta afirmaciﬁn), y por 6trﬂ, inclui~-

rdn pruebas estadfsticas de hip8tesis acerca de la naturaleza

del proceso generador.

Hay buenas razones para suponer que estos modelos serdn de
naturaleza estocistica: sl bien "todos los patrones de asenta-
miento suponen un orden medible en la conducta espacial {Garner,
1971, p.311), este orden no es necesariamente determinista, sino,
mis bien, puede hablarse de uh orden estadfstico en el que es
posible predecir situaciones con un cierto error, debido a la va-
riaﬁilidad intrinseca del fenfmeno estudlado. Claramente, es mds
adecuado considerar este Gltimo tipo de orden para tratar con
patrones de puntos producidos por actividades humanas, pues éstos
varfan debido a una gran cantidad de factores, cuya’acciﬁn
conjdnta sobre el estado del proceso que se observa es muchas
veces imposible de determinar abgolutamente. Como se veri mis

adelante, los modelos estudiados simplifican esta situacifén.

Todos los modelos de distribuciones espaciales parten de’
la auposiéiﬁn de que el patrén es aleatorio (Hodder & Orton, 1976,
p.31, citando a Ord (1972)). En mi opinién esto se debe a que es
muy simple construir modelos que describan estructuras espaciales

generadas por algfn tipo de proceso aleatorio, Vale la pena cltar



a Dacey: "En términos de patrones en mapas, aleatoriedad pura
signfica que cada locacifn del mapa tiene una misma probabilidad
de recibir un sfmbolo (elemento del proceso). Puesto que es
muy poco probﬁble gue distribuciones geogrdficas, particularmente
patrones locacionales que involucran decisiones humanas, sean
el resultado de eventos igualmente probables, se esperarfa que la
mayorfa de los patrones en mapas reflejgn algun: sistema u orden.
Es por esta razfn que ios patrones espaciales son examinados en- .
busca de evidencias de procesos espaciales.” (Dacey, 1964, p.559).
Es posible, sin embargo, pensar en algunas situaciones en
que sea factible considerar a un proceso aleatorio como generador

del patrén observado. Este problema se analizar§ mds adelante.

Hammond y McCullagh (1978, p.48) sefialan que hay dos enfoques
para analizar eventos locacionales: el primero consiste en identi-
ficar intuitivamente caracterfsticas de las distribuciones y descri-
birlas de una manera m&s bien verbal; el otro utiliga medidas
objetivaé de algunas caracteristicas del patrén (por ejemplo
densidad, distancias entre puntos, nfmero dé eventos por cuadrante,
etc.) y posteriormente las presenta resumidas en conjuntos de '
estadfsticas, muchas veces incluyendo sus funciones de probabili-
ﬂad. Estos autores dan tres atributos ("no necesariamente ventujas"
op. cit., p.49) del segundo enfoque: i) aflade precisién a descripcio
nes cualitativas; ii) al ofrecer crite£ios objetivos facilita la
comparacién entre distintas distribuciones y 11i) resaltan ca-
racteristicas (como por ejemplo la aleatoriedad) que son diffciles
de notar con una simple inspeccién intuitiva.

En resumen, estos modelos simplifican (como todo modelo) la



9

situacién real (i.e., que la varibilidad de una estructura espacial
se debe a procesos que involucran una grqﬁ cantidad de factores)

al medir dnicamente qué tan agrupado o qué tan regularmente distri=-
buldo o en qué medida se parece a una distribucién aleatoria el
patr6n observado. Esta medici6n se basa, por lo general, én una

o dos caracterfsticas de la distribucién (densidad, distancias

al vecino m&s cercano...), lo que origina una segunda (¥ m&s fuerte)
simplificacién. Cualquier uso que de ellos se haga deberfa consi-

derar estas dos observaciones.
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1.2) INTERPRETACIONES DE LA ALEATORIEDAD,

" Como se dijo, al tratar con patrones espacicles que han sido
producidos por decisiones humanas resulta poco probable que tales
decisiones (consideradas en conjunto) formen un proceso aleatorio.

Entonces, ¢qué significa el hecho de gue la estadistica obte-
nida con algin modelo indique que el patr6n no difiere significati-

*
vamente de un patr6n generado por un proceso aleatorio? .

Es posible responder a esta pregdnta de muchas formas:

Para King (1968, p. 166), "el concepto de aleatoriedad para patro-
nes de asentamiento puéde ser desechado, excepto por el hecho de
que los valores para los cuales las estadisticas sefialan aleatorie-
dad. forman un origen conveniente y Gtil paravmedir tendencias hacia
la agrupaci6n o el espaciamiento regular de los elementos”, una
especie de frontera.
Getis y Boots (1978, pp.15-16) van més alld cuando afirman que

se abstienen de utilizar el calificativo de aleatorio para
un patrén de ésentamiento, pues se implicarfa que si una distri-
buciﬁﬁ espacial no es nl agrupada ni regularmente espaciada es,
éutométicamente, considerada como aleatoria, aunque se esté de
acuerdo en que el proceso que la gener8 no es aleatorio.
SegCn Dacey (1964, p.559), "decir que una distribucién es aleatoria
en un sentido no técnico es decir que el patr6n no tiene un orden

discernible y que su causa es indeterminable". Podrfa agregarse

* La palabra "significativamente" estd empleada aqufi en el sentido
estadistico; i.e., existe una probabilidad bastante pecuefia de re-~
chazar la hipb6tesis de que el patrbn provenga de un proceso aleato-

rio cuando esto no sea clerto,



que ni el orden es digcernible ni la causa es indeterminada cuando
inicamente se utilizan una o dos caracteristicas del patrén como
medidas. Esto filtimo lleva @l concepto de economfa espacial alea-
toria de Curry (1964), quien afirma que 81 un proceso espa-
cial es el resultado de un conjunto de decisiones, todas ellas
racionales, la combinacibn de &stas puede producir un patr6n similar
a algunos patrones obtenidos de un proceso aleatorio dada la
cantidad y la diversidad de los factores que afectan a estas deci-
siones.

Por lo anterior se puede ver que "s6lo la no aleatoriedad da informa
cién" (Hodder & Orton, 1976, p.51), y que el hecho de haber identi-
ficado a un patrén como no aleatorio no significa que se tenga una
bxplicacién del proceso (ibid., citando a Stanislawki (1973)).

ﬁsta explicaci6n deberd referirse, comp se mencioné al principio de
este capfitulo, a alguna teorfa, pues enveste caso, la utilidad de
los modelos es la identificacifn objetiva de tendenciaé existentes
en la estructura espacial observada.

Hay que hacer notar que el problema de discernir cuando un
patrén es o nd aleatorio esti inmerso en un problema muy general:
la cuestibn de si es posible o no considerar procesos cuyos resulta-
dos sean independientes entre sf. Hacking dice que "En la préctica
es muy diffcil encontrar experimentos independientes. La solucifn
es tener un sistema estandar de probabilidades (standard chance
get-up) y sujetarlo con la teorfa del muestreo aleatorio. La
estructura de esto la conforma la teorfa de los n(meros
aleatorios, considerados como sucesiones de digitos obtenidos
suponiendo que cada dfgito tiene una probabilidad igual de ocurrir,
¥y que lo hace independientemente de los demds”. (Hacking, 1965,

p.129).
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Esta discusifn lleva directamente al problema de si la
estadfstica tiene una base suficientemente firme en el enfoque
frecuentista de la teorfa de la probabilidad, lo que estg§ fuera
del objetiv6 de esta trabajo. Para un tratamiento més compieto
del problema, véase por ejemplo el primer capftulo del libro de
Papoulis - (1972).

Por mi parte, estoy de acuerdo con las observaciones de King
y Getis y Boots en cuanto al uso del término "aleatorio” en re-
ferencia a patrones espacialeé, pero esto no . implica un rechazo a
las posiciones de Dacey y Curry., Mis gien, me ‘parece que éstas
iltimas proporcionan una interpretacién de la aleatoriedad cohe-
rente con la prdposiciénxgeneral de que los patrones espaciales,pro-
ducto de procesos que involucran decisiones humanas,no pueden ser
aleatorios, al menos en el sentido "té&cnico" de la palabra, y
aunque lo sean en un sentido "no técn#co", sé sabe que &sto se

debe a las simplificacioneé hechas por los modelos,
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1.3) ESTADISTICAS ESPACIALES EN ARQUEOLOGIA.

Es notable que, a pesar de la éran importancia que las
distribuciones espaciales tienen en arqueologfa (Clarke, 1977},
sean basfante escasas las aplicaciones de estad!sticas espaciales
en esta disciplina., Esto podrfa deberse al esceptisismo que respect:
al uso de la estadfstica hay en una gran proporcién de arqued-
logos mis que a las dificultades que existen para efectuar los
‘calgulos 0 para interpretaf arqueol6gicamente las conclusiones
sugeridas por los modelos.

En particular me refiero (inicamente a las aplicaciones del
andlisis de vecino mds cercano desarrollado por Clark y Evans (1954),
sus modificaciones {por ejemplo Thompson (1956), Washburn (1974),
Clérk y Evans (1979), Young (1980)) y del Indice A de Hodder y
Okell (1978). Esto Gltimo no quiere decir que estos modelos sean
los finicos que existen o que se han aplicado a la arqueologfa;
spimplemente, &stos son los modelos estudiados en esta tesis., Para
tener una idea mds completa de la diversidad y complejidad mate-
mética de modelos de procesos espaciales véanse los trabajos de
Lewis (1972), Holgate (1972), Barttlett (1974, 1975, 1978), Cox y
Lewis (1976), y Ripley (1977, 1979, 1982).

Los artfculos con apllicaciones de modelos espaciales en
arqueologfa que fueron consultados pueden dividirse en dos grupos.
Por supuesto, estos dos grupos no son, de ninguna manera, exhausti-
vos, Por una parte estan losltrabajos que (nicamente aplican
las estadfsticas y pruebas de hip6tesis de los modelos para obte-
ner conclusiones relativas a materiales arqueolégicos, Ejemplos

de esta categorfa son los trabajos de Hodder (1972, i977), Whallon
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(1974], Chadwick (1978, 1979) y Sugiurxa y Corxtina (1983L,

El otro grupo incluirfa trabajos en los que, con mayor © menor
acierto, se han propuesto medificacienes de orden estadfstico
para los mﬁdelos. Elementos de esta categorfa son los traba-
jos de Washburn (1974), Donnelly (1978), Pinder, Shimada y Grego-
ry (1979), stark y Young (1980) y McNutt (1981}.

Los trabajos de este filtimo grupo tienen en comfin, adem&s de
labcaracteriatica mencionada anteriormente, que han sido desar;olla-
dos conjuntamente por arque61ogos y matemdticos, o bilen, por,
matemiticos que buscan adecuar los modelos a situaciones arqueolé-
gicas. En adelante, me referiré s6lo a los trabajos del segundo
grupo. '

En mi opinifén, lo mis importante de estos artIculoé es el he-
cho de que évidencian una colaboracifn entre arque@logos y matem§-
ticos que, por parte de los primeros, va mis alld de la simple
aplicaci6n de t&cnicas matemfticas que, a veces migicamente, hacen
rechazar o aceptar hip6tesis, y que, por parte de los matemiticos
los lleva a genera nuevos modelos o modificaciones a los ya exiéten-
tes,m&s bien que a producir nfimeros (a veces en cantidades enormes)
sin saber qué significan para los arque8logos, si es que algo
significan,

La calidad de los artfculos es bastante alta, excepto por el
de Pinder et al., que es innecesariamente complicado, y, peor afn,
obtiene conclusiones equivocadas. Esto'ﬂltimo tal vez se deba a
la poca profundidad con que estos autores manejan la construccifn
del modelo. En este trabajo se intenta establecer una correccifén
a la expresifn para la media esperada de las distancias al vecino

mis cercano bajo la hip8tesis de aleatoriedad dada por Clark y Evans
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(1954) usando simulaciones., E1 problema es gue todo parece indi-
car que la férmula de Clark y Evans es correcta analfticamente.

McNutt (1981) ha refutado ya a PinderAet al., por lo que no re-

petiré sus argumentos.

Como se dijo en las secciones anteriores, los modelos espécia-
les analizados en esta tesis presentan algunas limitaciones bastan=-
te serias: 5) parten del supuesto de que el proceso generador es
aleatorio; p) s6lo utilizan una o dos caracterfsticas del patr6n
en sus construcdkones; ¢] como se verd m&s adelante, tienen
problemas de escala, distancias y frontera.

En vista de esto es necesario preguntarse sl estos modelos

girven de algo, ep particular en la arqueologfa,

Debido a la poca dificultad matemdtica ¢fs involucra su constru-
. ccibn pueden verse * como una introduccién al eetqdio de
modelos espaciales m8s complicadost tal es el caso de esta tesis.

» En segundo lugar, las tres caracterfsticas dadas por Hammond
Y McCullagh (véase _pag. 8 ) para los métodos estadfsticos de
andlisis de mapas se cumplen, en particular, para estos modelos,
lo que les confiere, en mi opini8n, una clara ventaja sobre las
descripciones verbales de distribuciones de materiales o sitios
arqueol8gicos, al menos en el aspecto de facilidad de comparacibn
con otras regiones,

Por otra parte, la simplicidad, tanto de sus supuestos como

de sus conclusiones los convierte en t@cnicas fécilmente
utilizables por arqueflogos como un primer nivel de*

aplicacién de modelos matem8ticos en su trabajo. Si se acepta
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entonces que las conelusiones producidas por los modelos tienen
Unicamente un valor descriptivo. Sin embargo,.con distribuciones
arqueolfgicas un valor de la estadfstica que indique aleatoriedad
en la distribﬁcidn podrfa interpfetarse como que, o no se tiene
registrada una parte significativa de los elementos del proceso,

0 que ha existido una eliminacifén de los mismos (por saqueo,
expansién de poblaciones actuales, construccién de presas o
carretéras, etc.), o bien, arbas cosas han ocurrido. (Hodder y
Orton, 1976, p. 54). Greig-Smith ha estudiado situaciones en las
que, a partir de una distribucién no aleatoria, eliminando algunos
puntos se obtiene una distribucibn aleatoria. En resumen, una
indicacidn de aleatoriedad por‘pafte del modelo podrfa significar
pérdida de informacidn. L )

De lo anterior se obtienen dos conclusiones: q) Los péoblemas'
que surgen a rafz del anflisis de distribuciones espaciales de
materialés arqueolégicos han generado una colaboraci6én entre
arquteogos Yy matem&tiéos con resultadoé interesantes para las
disciplinas de ambos y b) debido a las 1imitaciones propias de los
modelos que parten del supuesto de aleatoriedad p&ra el proceso
generador de la distribucifn, es necesario construir modelos mate-
miticos a partir de teorfas arqueol8gicas con implicaciones espacia-

. les, ‘Estos modelos deber&n ser lo suficientemente simples de modo
que puedan construirse y manipularse con las herramientas mate-

. miticas disponibles; y lo suficientementé complejos para que las
consecuenclas de las teorfas estén siendo representadas con

suficiente realismo.
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I1.1) MODELOS DE VECINO MAS CERCANO,

El anilisis de vecino mds cercano es un mé&todo que cuantifica
las diferenclas e un patrén de puntos en el espacio
v respecto a un patrén generado por un pfoceso aleatorio. Estas
-diferehciaa-pueden tender hacia un patrén de puntos agru-
pado o bien hacia una distribucifn regularmente espaciada.

El modelo propuesto por Clark y Evans vino a resolver el pro-
blema de la descripcifn de distribuciones espaciales s5in basarse
en conteos de puntos en cuadrante.El mayor problema que tienen
los métodos de cuadrantes es que, por lo general, el tamaflo de cada
cuadrante es elegido arbitrariamente, y como muestra G6mez LOpe2
(1978), al variar el tamaio de los cuadrantes varfa completamente
el resultado_de la prueba, La idea fundamental es comparar el
nfimero de puntos de cada cﬁadrante con el que se esperarfa que
hubiera 81 la distribucifn fuera aleatoria. Estas comparaciones
se pueden efectugr usando alguna prueba convencional de bondad de
ajuste, La alternativa para los métodos de cuadrantes son los
llamados mdtodos de distancias, basados . en aiguna medida
de las distancias del patrén, ya sea enfre todos los puntos o
bien referidag a un solo lugar.

Aunque existe una gran cantidad de modelos de distancias,
{Pielou(1977)), sblo analizaré el propuesto por Clark y Evans en
1954, debido’'a su importancia, evidencfada por la gran cantidad
de aplicaciones que de €1 se han hecho en campos tan variados como
ecologfa (Pielou 1969, 1977), poblaciones animales (Hansen y Re-
mmenga 1961, Miller y Stephen 1966), geograffa humana (Dacey 1960,
1964} Getis 1964; King 1968, 1969; Getis y Boots 1978), geologfa

{Miller 1971) y arqueologfa (ya citados).
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La estadfistica propuesta por Clark y Evans (en adelante

C&E) puede escribirse como

*a
E

R =

donde r, es el promedio de las distancias de cada punto a su
vecino mds cercano,y rp es "la distancia media al vecino mds
cércano esperada en una distribucién infinitamente grande que

fuera aleatoria y con densidad p" (C&E (1954), p. 447).

El principio segfin el cual el modelo mide la desviacién del
patr6n respecto a uno aleatorio es muy simple: si la distribucibn
tiende hacia el agrupamiento entonces las distancias de cada
punto a su vecino mds cercano serin muy pequeiias, y R tomard wa-
lores cercanos a cero; si la distribucién fuera aleatoria, se
esperarfa que en promedio, las distancias al vecino m&s cercano .
fueran iguales a las que se esperarfa en una distribucién alea-
toria, por lo que R = 1; por filtimo, si la distribucién fuera
regularmente espaciada, entonces la diétancia de cada punto a su
vecino mis cercano serfa constante, y si se concoce el 8rea y el
nimero de puntos reqularmente espaciados, es facil calcular el
valor que tomarfa R en este caso.

Una primera observacifn general al método es que se asume
que el drea considerada es de tamafio Iinfinito (pg decir,
sin fronteras). Dusde lueéo, en la prctica giempre se tiene
una regifn limitadai 8in embargo, esto no necesariamente pro-
duce problemas, pues, como se verd en el desarrollo del modelo,
resulta conéeptualmente mis f£&cil trabajar con regiones de tama-
fio infinito (en particular con sectores de cfrculo de radio infi-

nito) en las que a partir de algfn cierto punto se tiene
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-

probabilidad cero de que haya elementos del proceso, por lo que
no importa lo grande del tamafio utilizado en la construccién
del modelo.

Un primer problema metodol&gico serfa el llamado problema
de escala, y qﬁe consiste en que si bien un éatrdn puede ser re-
gularmente espaciado si se le cbnsidera inmerso en ﬁna regibn
léada, al colocarlo en una regibn mayor que la original muy proba-
blemente resultarfa conglomerado. Harvey. (1969, p. 385-386) no
duda en afirmar que este problema es inevitable siempre que
se trabaje con distribuciones espaciales: "las distribuciones de
formas espaciales son enteramente dependientes de la escala,...
(y por tanto), los procesos espaciales son relevantes s6lo en

clertas escalas".
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En la figura se ve que considerando @nicamente a 108 puntos
dentro del rectingulo interior, se tiene un valor de R que cla-
ramente indica regularidad (por ser mayor que 1). Si se quisiera
incluir dentro del estudio a los tres puntos restantes, se tendrfa
una medida que indicarfa tendencia hacia el agrupamiento.
Claramente el problema se resolverfa si se tuviefa algtn
procedimiento para decidir cudl es la frontera de la reg16n_en la
que ocurre el proceso, pero esto no es siempre posible., C&E
(1954, p.449~450) notaron este problema y sugirieron que en caso
de haber puntos del proceso fuera de la regifn especificada que
fueran vecinos mas cercanos de algunos puntos de adentro no se‘
tomaran medidas a partir de ellos, pero sf se considdrase su dis-
. tancia a puntos de adentro. |
Otra posibilidad es sefialada por Hammond y McCullagh {1978,
p.276;2771, y conslste en extender la frontera un poco Yy no
considerar a puntos qﬁe queden fuera de esta frontera ampliada.
‘Desgraciadamente no hay criterios generales para marcar la exten-
s8ién de la frontera éue pudiera resultar adecuada.\ En esta

misma lfnea Donnelly (1978) construye, usando métodos de simu-
lacién) estimadores para la media y ~la varianza de las distancias
esperadas al vecino mfs cercano bajo la hipftesis de aleatoriedad
considerando una extensifn lrregular de la frontera, McNutt (1981)
presenta una solucifn analftica general para el problema de
estimadores en éxtensiones de frontera si la regién es circular,
rectangular o triangualar.

Otro problema metodolfgico es el de la definicifn de distan-
cia entre dos elementos del proceso, Este problema puede verse

en dos niveles:



y 22

1) 81 la escala lo permite, los elementos pueden considerarse
como puntos en un mapa, y el problema de calcular su distancia sg
reduceAnotablemente. Sin embargo, comdnmente puede haber dificul-
tades, puesto que la distancia lineal raras veces coincide con la:
distancia real entre dos puntos, j casi nunca se puede contar con
los valores de esta dltima. -Si los puntos s6lo difieren en cuanto
a curvas de nivel, y no hay accidentes topogrificos considerables
entre los dos, es posible utilizar, como distancia corregida, a la
hipotenusa del tridngulo rectdngulo formado con catetos iguales a
la distancia lineal y a la diferencia en cﬁrvas de nivel

.(Sugiura y Cortina.(en prensa)); empero, esto todavia estd en

discusifn.

s

2) 8i la escala es tal que los elementos del §roceso no pueden
representarse como puntos, sino m4s bien como superficies, la
situaciSn se complica, porque ademds de los problemas producidos
* poxr los accidentes topogr&ficos sefialados en el punto anterior, la
definicién de la distancia entre dos superficies no es’ tan
inmediata ni fan clara como la de distancia entre dos punfos. Hay
varias alternativas para resolver este problema, peré ninguna de
ellas definitiva. Una serfa definir a la distancia entre -dos super- ‘
ficies tal y como se define en matemdticas a la distancia‘entrp
dos conjuntos; es decir, como la mfnima entre sus fronteras (Loomis
y Sternberg (1968)), sl es que éstas pueden ser definidas clara-
mente, Esta definicifn eé intuitivamente atractiva, pues si, por
ejemplo, se desea ir de una ciudad a otfh, se es f8cil suponer que
se elegird la ruta mds corta.

La otra alternativa es definir la distancia entre dos superfi-
cies como la distancia entre sus centroides, y aquf hay dos pro-

‘blemas: el primero es calcular el centroide de una superficie
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irregular puede ser bastante complicado; el otro problema

es que es posible que el centroide sea un punto fﬁera de la su-
perficie considerada.

Una @Giltima alternétiva es la propuesta por Alden (1979, p.171,175),
quien define una medida de la distancia proporcional al tiempo de

translado entre sitios, La medida sugerida es:
t=CeL+ den+ [5og,

donde C es una constante, £ es la distancia lineal (entre fronteras
0o entre centroides), n es el ntmero de curvas de nivel de mas.

de 50 m cruzadas y a es la distancia recorrida por agua.

Los coeficientes C, ,4 y .5 fueron asignados por estimacionés
personales de Alden, siendo obtenido.ellﬁltimo "de comentarios
espafioles acerca de viajes en canoa' (Alden cita a Hexrn&n Cortés
| y a Gibson). Esta proposicién podria hacerse més general, y so-
bre todo, se deberfa justificar con mis detalle el cdlculo de

loé éoeficientes de la ecuacibn, pero, en principio, me parece
"la mis adecuada, siempre y cuando se resolviera el problema de si
la distancia se mide entre puntos mis cercanos sobre las fronte-~

ras o entre los centroldes de las superficies,

Uﬁ (ltimo problema metodolégico es el del cflculo del &rea
de la regifn considerada, Este consiste en que no siempre
es ficil determinar si algunas partes contenidas totalmente en la
reglién deben incluirse o no para efectos del cfdlculo del 4rea.
Por ejemplo, en un trabajo referente al Valle de Toluca,(Sugiu-‘

ra y Cortina 1983), no se tuvo problema para sefialar las fronte-

ras, pues esto se hizo con criterios geogr&ficos mis o menos cla-
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ros; se exluyeron de dicho cdlculo zonas como presas y poblacio-
nes ' nucleadas, pues resultaba imposible estudiar los restos
arqueol6gicos en los sitios allf presentes; se excluyeron las
zonas situadas a mis de 2800 m de altura sobre el nivel del max,
pues no fueronvrecorridas. Evidentemente, esto afect6 el valor de
R, que finalmente indic6 una tendencia hacila la nucleacitn de los
asentamientos, De otra forma, R podrfa haber significado aleato=
riedad, en vista de los argumentos expuestos en los capftulos
antieriores. Como se ve, tampoco hay una solucién general para

esta problema.
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'11.2) MODELO ORIGINAL DE CLARK Y EVANS.

El modelo de Clark y Evans (1954) es importante poxr
varias razones: 1) resuelve el problema de la deferminacidn del
tamafio de los cuadrantes; 1l) proporciona, ademds de una esta-
dfstica descriptiva (R),una funcién de esta Gltima que tiene den-
sidad asint6Hticamente conocida; iv) a partir de una aplicacién del
an8lisis de varianza sugerida en el artfculo original se pueden
realizar comparaciones entre patrones con mis precisién.

Hay que hacer notar que existe una gran cantidad de modelos
alternativos al aquf estudiado (por ejemplo, Pielou (1959, 1961,
1962) , Diggle, Besag y Gleaves (1975)), pero por razones de
espacio, no serén mencionados en esta tesis. Igualmente,
es necesario seﬁaldr que finicamente se examinarsn aspectos como
la construccién de los estimadores para la media y la varianza de
las distancias al vecino m&s cercano que se tendrfian bajo la hi-
pbtesis de aleatoriedad, sin considerar problemas como el de la
eficiencia de tales estimadores (Holgate, 1965), la potencia de
algunas posibles pruebas de hipdtesie, los problemas de frontera
{Donnelly, 1978, McNutt, 1981} y la aplicacifn del anilisis de
varianza a la comparacifn entre p distribuciones (Clark‘y Evans,

' 1954, p.452, Washburn, 1974) entre otros problemas relacionados

con el modelo. La razén es que prefer! estudiar las modificacio~-
nes al modelo original (aunque fuera de la misma forma) y el fn-
dice A de Hodder y Okell en vez de realizar un andlisis exhaustivo
del modelo original de Clark y Evans, que ya ha sido bastante discu-
tido. En su trabajo original, Clark y Evans (en adelante C&E)

afirman que para prop8sitos de exposiciln era suficiente con expo-
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ner la constrhcciGn del modelo para espacios de 2 diménsiones,
mencionando que una generalizacibn para espacios de dimensifén
finita mayor habfa sido desarrollada y serfa presentada mgs tarde.
Esto &ltimq se hizo hasta 1979, quince afios después de la nuerte
de P.J. Clark. Esta generalizacifn Be sxron2 en la siguiente
seccién, ' ’

Como ya se dijo, la férmulé propuesta por C&E es

Ta
R = :

Ip

donde r, es el promedio de ‘las distancias de cada punto a su

vecino mis cercano (en cualquier direccién), y rp es definida como

1

L, = e
ET 5

’

siendo p la densidad observada (i.e., el nfmero de puntos por uni-

dad de &rea). Puede demostrarse que Ir; es la media de las distan-
cias al vecino més cercano cuando &stas se distribuyen seg(in una
funcfén de probabil;dad de Poisson. (C&E, 1954, p. 451).’
Serfa mds preciso decir que lo que sigue una distribucién
de Poisson es el nfmero de puﬁtos (elementos del proceso) que
ﬂay en un irea determinada. Si sucede esto, se dir§ que el patrén
es aleatorio. Es inmediata la relaci6n entre el concepto de
aleatoriedad expresado en este pirrafo y los procesos de Poisson,
por la misma construccidn de estos procesds, lo cual justifica el
uso de esta distribucifn en la construccién del modelo. |
C&E no presentan una deduccién completa de las f6rmulas,

sino que Gnicamente indican la forma en que se
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obtuvieron.

Se sabe que si X es una variable aleatoria con distribucién
Poisson con pardmetro A, entonces,
e-Aix

P (X = %) = ——ee®
x|

Cconsidérese al circulo de radio r como unidad de 4rea, y
sea p el nfimero promedio de puntos por esta unidad. Entonces,
en un cfrculo de radio r dividido en k sectores de igual tamafio
habrd, en promedio, pmr?/k pﬁntos en cada sector: entonces,

la probabilidad de encontrar x puntos en algfin sector
es,.sl se piensa en un patr6n aleatorio (en el sentido explica-~

do en la pigina anterior):

é'ﬁ"rz/k(pvr?/k)x
x|

P(X=1x) = r X=220,1,2,...

0 e.0.C.
Por lo tanto, P (X = 0) = exp (~pmx3/k), qﬁe puede ser interpreT
tada como la probabilidadlde que no haya otro punto en un (1/k)?
sector en una distribucién menor o Igual a r, si se centra un
cifrculo de radio r en cualquier punto. ‘

Considerada como una funcifn de r, la expredifn P (X = 0)
puede verse como la proporcién de distancias al vecino mis
cercano (en el sector) que son mayores o iguales que r, y, por lo
tanto, su complemento seri la proporci6én de distancias al vecino

més cercano menores que r, Esto es:

F(r) = 1 ~ exp (~pmr?/k).
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La ecuacifn anterior es la funcién de distribucibn de
las distancias al vecino mds cercano que son menores gque r, por
lo que su derivada (respecto a r) serd la funcién de densidad de

probabilidad de estas distancias:

_§§l£l = f(r) = (2rpu/k) exp (-pwri/k),
r
es decir, £(r) indica la probabilidad de que el vecino mis cerca-
‘no de cualquier punto esté conteniéo en un (1/k)-sector de un
cfrculo de radio r.
Es inmediato verificar que f(r) cumple coh las condiciones
para ser una funcifn de densidad de probabilidad (continua):
i) £(x) > 0, porque r,p y k >0;
o« [ ’ .
i1) [ £(x) dr = [ (2zpw/k) exp (-pmr?/k) dr =
-0 0
(-]
[ =D, (exp (-pmx®/k) =
0 .
I -
-exp (pnr‘/k)ln = 1,
Para obtener la media de la distribucifn-es necesario-

evaluar:

E(r) = [ (2r?pm/k) exp (=-pmr?/k) dr,
° »

«
sea a = pn/k, entonces, E(r) = [ 2r2aexp (-ar?) dr =
0

[ -xr D (exp(~ar®));
0
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integrando por partes:

u(r) = r dv =D, (exp {~ar?})
du = dr v = exp (-ar?),
entonces:

-0
®{x) = - (r exp (-urz)lt + { exp (~ar?) dr).
' [
Como la funcifén exponencial negativa tiende a cero mis
t .
xr8pido de lo que la funcifn idéntica tiende a menos infinito
cuando la variable independiente se va a infinito,

<«

E(x) = [ exp (~ar?) dr,
2

du
sea u? = or?, y dr = ———— , entonces;
ya
. L W
E(r) g a2 1 ®
a { exp (-u™) Qu, pOXO = [ayp (-u?/2) Qu =1,

-

y por la simetrfa de la funcifn exp (-u2/2)'respecto ao,

| exp (-u?/2) du = V72, ysi t = u?/2, y du = /2 dt,
]

-] "
entonces, vZ [ exp (-t?) dt = /772, y [ exp (-t?) dt = !E;— .
. [} 0

Finalmente, ge tiena que:

B(r) = L /? = m_/ﬁ & /E_ , ¥y 8l k=1 ({,e,, 8l 80
/o 2 2/pn/k 2
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considera al cfrculo completo), se tiene que:

que es la expresifn obtenida por C&E. Una deducciSn ligeramente

diferente de esta f6rmula puede verse en McNutt (1981),
Para calcular la varianza hay que resolver:

[ ]
E(r?) = [ 2ar’exp(-ar?) dr
-0

{ -r* D (exp(-or®)):

Integrando por partes:

ulr) = r? dv = D_ (exp (~ar?)
du = 2rdr v = exp (~ar?),
entonces:

. (-] m
E(r?) = ~(r? exp(-ar?)| =~ [ 2r exp(-ar?) dr),
e 9
y el primer sumando se anula por el argumento anterior, y se
tiene que:

»
o

-]
E(r?) = [ 2r exp(~ar?) dr = _:%_ [ D, exp (-ar?)
0 [} )

-] © 1
; -ar? o, .
o —— exp(-or )‘0 “ o !

’

y como Var(r) = E(r?) - (E(x))?,se tiene ques
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Var(r) = ﬁp - 4kp = kgﬁp- m_, yslk=1, la

, expresién es la misma que latobtenida por C&E((1954),p.452).

El error estandar de la media esperada es:

g =YEG-m | _.2613616 /k
r
Y ST yon

. donde n es el nlmero de puntos considerados.

Como ya se dijo, si la medla de las distancias observadas
al Qecino has cercano coincidiera con las distancias esperadas
sﬁponiendo aleatoriedad, el fndice tomarfa el valor 1. Si los
puntos estuvieran agrupados, Y serfa mis pequefia que rgs por lo -
que el valor de R estarfa cerca de cero. Por Gltimo, si el pa-
tr6n tiende a estar regularmente espaciado, R tomard valores mayo-
res qua 1. C&E afirman que "bajo condiciones de miximo espacia-
miento los individuos se distribuir&n en un patrdn uniforme
hexagonél, y cada individuo {excepto aquéllos en la periferia de
la poblacifn) estard equidistante de otros seis individuos...
Cuando esto sucede, R toma el valor 2,.1491" (que es el méximo
segfin estos autores} (C&E, (1954), p.447}.

La razdn gque hay para consfiderar a un patr6n regular hexa-
gonal cbmo de mixima regularidad esti dada por ejemplo en
Haggett et al. (197%, vol, I,pp.55-57), y estd expresada en
la siguiente gr8fica:
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Como se ve'en 16 parte superior, las Gnicas figuras re-
gulares que cubren completamente un arga cualquiera son el
tridngulo, el cuadrado y el hexdgono *. Lo que se busca tener
con un: patrén regularmente espaciado es eficiencia, definida de
dos maneras: i) eficiencia de movimiento, medida por la distancia
del centro al perfmetro de la regibn y ii) eficiencia de fronte-
has, medida por la longitud del perimetro de la regifn. (Hadgett
et al., op. cit. p.55). Como apuntan Haggett et al. (p.56), "expe-
rimentaciones han demostrado gue mientras mayor sea el contraste
entre lo; }ados de'(alguna figura iiregular), ééta ge hace cada
vez menos econbmica, en términos de accesibilidad del centro (al
perfmetro) y de longitud de perfimetro™., Esto Gltimo da elementos
para apoyar la‘idea de que un patr6n de espaciamiento reqular
méximo debe esﬁar formado por figuras regulares, que adem&é
cubran completémente cualquier regifn. Los circulos son los
polfgonos mis econfSmicos en ambos términos, pero no cubreh total-
mente una regiSn. En este sentido, el hex&gono es el poligono
que ademis de cumplir con esta caracterfstica, se parece m&s al
cfrculo (v8ase la gr&fica), por lo que se le utiliza como modelo
de m&ximo espaciamiento en patrones de puntos,

Existen otras razones (de tipo econfmico) para considerar
a los patrones hexagonales como los que minimizan costos,},
por lo tanto, como modelos hacia los cuales deberfan tender los
patrones de asentamiento humanos., Todo esto est& relacionado con

la teorfa de lugar central de Christaller y L8sch (Chisholm, 1979,

*
Este problema fue resuelto primeramente por Kepler.
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P 143-147). Sin embargo, no se discutird en este trabajo.

Es posible obtener patrones en los que R > 2,14917 A
continvacién se justificari el valor de 2.1491 para un patr6n
hexagonal reqular, se construir& el valomw para una distribucién
cuadrada regular y se verd (con un ejemplo) que, como mencio-
nan C&E (1954, p. 447),para tener un valor de R mayor que 2.1491
es necesario que los puntos queden "en la égriferia de la pobla-

cibn”.

Sea r, la distancia (constante) entre vecinos mds cercanos

para una distribucién hexagonal regular,

UL

Por trigonometria se obtiene que:

hn@ru ,=.5ru =ru/3' .

- tan (30) - 1/V3 2

entonces, el &rea del triangulo mostrado en la figura es:

[

2
5 or h 3 r

A= ~ = —LY., y la del tridngulo inscrito en

2 4

el hex8gono es, simplemente 2A.

Puede concluirse que la densidad en tal patrén es de un punto

por cada trifinqulo equilitero como el inscrito en el hex&gono.
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Entoncess
2 . )
<=> r =

A SNCINNT

p-
Como r, es el valor de I, en una distribucién hexagonal
regular,

r Va3 2.149139864
4T vk

La construccibn del valor de R es andloga a la anterior

cuando la distribucién espaciai es cuadrada reqular.
Sea N la distancia (constante) al vecino mds cercano de
cada punto para una distribucién cuadrada regular.

‘Entonces, A = r:: anilogamente, p = l/r: «> r = /7 .

e

Pe

Como I/ og r, en.tal patrén,

1

r 1//p 2
R= = =

k/2Vp '3

»

Para encontrar un valor de R mayor que 2,14914 basta que:

n
1
'ﬁgri 2] x

Rm= - - , donde n es el nlmexo de

puntos, y a e8 el 8rea de la regifén (p = n/a), Yy R > 2.14914 sl y
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s6losi [r, , 2'149%39864 /n*a, siendo r, la distancia
del f-esimo punto a su vecino mis cercano. ‘

Por ejemplo:

'

Para este patr6n se tienen los sigulentes valores:
-a =80, n=12, [:x; = 36, R = 2.3238.

Como se ve, los puntos estén situadoé (en su mayorfa) en.
la frontera de la regién, y podrfa considerarse a esta distribucién
como"patol6gica®.

Un problema que serfa intéresante tratar es . cla-
sificar las distribuciones qne'produzcan un mismo valor de R.
Sin embaxgo, la falta de una caracterizacién algebraica para la
funcién mfnimo dificulta esto. Por ejemplo, es posible demostrar que
el .conjunto de muestras de tamafio n que tienen la misma varianza
forma una variedad diferenciable, Para esto es necesario usar un
teorema de Milnor (Milnor, 1978, p. ). Este hecho permite, por
ejemplo, hablar de "&ngulos" entre distintas muestras con igual va-
rianza, lo que podrfa en un momento dado gser de utilidad para
encontrar otro tipo de diferencias entre ellas, Por el momento,

no puedo mfs que plantear el problema, que debo a una sugerencia de

los profesores Guillermo Espinosa y JesGs L6pez Estrada.



38

11.3) GENERALIZACION PARA n VECINOS MAS CERCANOS.

Supbngase que X @8 una variable aleatorla Poisson con par&-
metro A, y sea P (X = n) la probabilidad de que existan al menos
n puntos en un (l/k)-sector de un circulo de radio X.

Primeiamente, es necesario construlr la probabilidad de que

haya a lo mds n-1 puntos en esta rea, esto es:

n-1 -
) exp i?pﬂrz/k) (pmr? /k)*

x=0

La suma anterior es la probabilidad de la unifn de los eventos

(ajenos) "sector con 0 puntos {(excluyendo al centro)”,
"sector con 1 punto (excluyendo al centro)",...,"sector con n-1

puntos (excluyendo al centro)".

Sea m = oxr? = pnz’/k. Dntonces,

. - exp (-m) _x }
1 5 ———gT——~— LA

vista como funcién de r es la proporcién de distancias al n-ésimo
vecino mis cercano que son menores o iguales que r.

Es posible escribir:

| . .
P (r) = 1 - ’{cﬁ%ﬂ—l (art)¥

(a:n)n"'l )
s 1 - expl-ar?)s(L + ar? + 100 4 ———— s
(n ~ 1|

Como r eas una variable r es continua con rango en los reales
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no negativos, es posible obtener su funcidn de densidad de pro-

babilidad derivando (respecto a r) a P ()

£ (x) = ngér) = 20r-exp(-ur’):é: (“iz)x
m exp(-ar?)s(2ox + o + 'géﬁe%%%E—'(arz)?-?)
; = 2or+exp(-or?) . (“gi;n-l -
2™ e? ™ Lo (mar?)
(n~1){

20/ " 227 op (—pmrt k)
: © TI'n)

(

donde I'(n) = [ e y"! ay es la funci6n gamwa. Esta funcidn
es una de las més notables en el andlisis matemdtico. Mas adelante

ge utilizarén algunag de sus propiedades,

La funcibn fn(r) es la densidad de las distancias en las que.
hay un méximo de n-1 vecinos ﬁaa cercanos., Si r tiende a infinito,
fn(r) tiende a 0 (porque la funcifn exponencial negativa tiende
a cero més répido que cualguier polinomio cuando la variable inde~
pendiente tiende a infinito). " %

Esto significa que la probabilidad de que no haya a lo mds n-1
vecinos m&s cercanod en un (1/k)-sector de un circulo de‘radio r
siendo r muy grande es prActicamente 0.

Por otra parte, si r tiende a 0 {(que es el mfnimo valor qae

puede tomar), se tiene que fn(r) tiende al ntmexo 2(pﬂ/k)"/r(n),

gque decrece cuando n crece, es deciy, para freas muy pequeias
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la probabilidaa de tener un nfmero de vecinos m&s cercanos que
gsea grande es inversamente proporcional a éste fﬁltimo.'

Con estas dos observaciones se ve que, intuitivamente, la
funcidn tiene sentido. Thompson (1956) obtu&o esta funcién por

otra forma, en mi opini6n, m&s complicada.

Claramente fn(r) es una funcién de densidad de probabilidad,
pues:

i) fn(r) 20, yaquea> 0, or 2.0,y

11) Iw 2 o® r?? lexpi-ar?)

0 I'(n)

dr, sustituyendo u = ar? se

tiene que du = 2ardr, y la integral anterior se
transforma en:

1 ®©

I'(n) f e un-l du = 1 por definici6n de
o .

. la funcibn gamma.

Para calcular la media de la distribuci6bn es necesario
obtener:

© n ]
E(r) = f —T%%T— £2.exp(-ar?) dr -
0

Con la sustitucién anterior se tiene que r,= Yu/a, y entonces:

E(r) = —2— | 7a u"te™ au,
Fn) ¢

o 1
1 n- . c-u
== 7
7 T(n) { e = du,
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¥y, por definicién de la funcién gamma:

E(r) = n(?.n)l /T

1 I'{(n + %), pero como (n + %) = !
n

Yo T(n) 4

(Buck, 1977, p.297), se tiene que:

A enl  F __ n! & "
/pT I'(n) 4% nl vp n| (n-1)] 4"
donde T(n) = (n-1)1, por ser n un enterc positivo.

E(r) =

Esta Gltima f6rmula es m&s conveniente para fines de célculo,
a menos que se cuente con una computadora que efectfie directamente
la evaluacifn de la funcién gamma,

Para calcular la varianza esbnecesario efectuar:

. 2an 2n+1 2
E(r?) = I' r exp{~ar?) dr
G F(n)
(-] ' i
S S J 2ar (ar?) exp{-ar?) dr.
a I'(n)

Sea u(r) = ar?, y du = 2o0rdr; Entonces:

E(r) = —2— I WMWelaue —L  Pn+l) =-K0_.
a I'(n) a I'(n) p T

0

Por lo tanto,

Var(r) = E(r ) ~ (E(x)) = KD - (2m] Yk ;2

p T /p n](n-1)| 4"
_nk rn+ 3
ﬂ .

L (
p Yo T (n)
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2 -l

o

Funcion gamma,
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C&E sugieren que la estadfstica
'an - FE

g
rg g

tiene una distribucifn normal estandar bajo la hip6tesis de alea-
toriedad si elin(mero de puntos es grande. Aungue estos autores
no lo mencionan, es claro que esto se debe al teorema del limite
central, 8i el nfimero de puntos es pequefio {menor due 100 segfln CLE
pé48)es mejor utilizar una distribucién Pearson tipo III (gamma)
para contrastar la hip6tesis de aleatoriedad. ' '
Sin embargo, como Ord (citade por Haggett et al., vol.II,p.440)
sefiala, ﬁo es inmediato que la distribucién de r, sea normal con
media Ip Y varianza orE cuando el nfrero de puntos tiende a
infinito, Puesto que hay una alternativa menos complicada (su-
gerida muy levemente por C&E p.448) no analizaré el comportamiento
de la estadfstica C.
Resulta menos complicado construir una estadfstica propuesta
por Thompson (1956) que tiene distribuci6n x%. A continuacién se

presenta su desarrollo,

Se sabe que
n
£ (r) = 20" exp(-ar?) r
I'(n)

2n-1

es la funcifbn de densidad de probabilidad para la distancia al
n-6simo vecino mis cercano de algyna distribuci6n puntual. Si se
hace la transformacitn ‘

u = 20r?

exp(-%) (%)n-l

I'(n)

se tlene que :

£,(u) =
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que es la funcién de densidad de probabilidad de una variable
aleatoria con distribucién x? con 2n grados de libertad (Houg &
Craig, 1977, p.107), lo que muestra que

2ar? w szn'

Esta estadistica‘me parece preferible a la estadistica C
propuesta por C&E, principalmente porque su distribucidn es exacta,
no asint6tica como en el caso de C. Tal vez su poco uso se deba a
la escasisima difusibn que ha tenido el resultado obtenido por

Thompson (1956} .

Si el tamafio de la poblacifn es n individuos, entonces
la estadistica nfn tiene una{distribucién xl~cuadrada con 2nn
gra@os de libertad, siendo ih la media de las distancias de cada
punto a su n-ésimo vecino mis cercano (Thompson, 1956, p.392).
Cuando el tamafio de la poblacifn es suficientemente grande
es posible construir un intervalo de confianza para la media uti-
lizando la aproximacidén normal a la xi-cuadrada (Larson, 1978, p.

124); el intervalo estd dado por la expresi6n.
ST 2
( hn ‘_t tl_a/z) /znl

donde t es el punto bajo una normal (0,1) hasta el cual se

1-a/2
acumula el 1-a/2 de probabilidad, siendoct el nivel de signifi-
cancia del intervalo. ,

N6tese que si- n =1 es el caso del primer vecino mis cer-
cano, por lo que deberfa utilizarse esta prueba en vez de la
propuesta por Clark y Evans. Por otra parte, es mis fécil calcu~
lar la estadistica de prueba nfn que la estadfstica C, y la distri-

bucién de la primera es exacta, mlentras que la de la segunda es

asint6tica.:
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Es claro que hay una relacifn entre el tamafio promedio de
grupos nucleadqs dentro de un patr6n espacial y la estadfstica
R para n vecinos m4s cercanos.

S1 se pilensa en un patr6n formado por conglomerados aislados
distribuidos aleatoriamente (como conglomerados), la estadfstica
para los primeros vecinos mis cercanos indicarfa nucleacibén, pues
las distancias observadas serfan pequefias (i.e., no se tiene |
que salir de los conglomerados para encontrar vecinos m4s cercanos
de 6rdenes pequefios). De hecho, como sefiala Thompson (1956, p.393),
R empezaria a indicar aleatoriedad cuando el orden de los veci-
nos mis cercanos se aproximara al tamafio promedio de los conglomera-
dos.

Una posibilidad de analizar esto es la sugerida por Pielou (19773
p.110), y consiste en graficar el orden de los vecinos més cercanos
contra los valores de R para cada orden. Evidentemente habrfa
una diferencia bastante notable cuando se esté& cerca del nfimero
promedio de elementos en los conglomerados, ya que los vecinos mis
cercanos empezarfan a estar fuera de los ﬁﬁcleos aislados,

Sin embargo, no se ha pcdido encontrar una solucifn analftica
al problema de detectar el orden de vecino mis cercano en el que se
produce ese cambio, en parte por la dificultad para tratar con
funciones de orden.

Como se mencionf anteriormente, todo esto se aplicarfa para
contrastar hip6tesis acerca de que la distribuci6bn estd formada
por nlcleos aislados distribuidos aleatoriamente (en el sentido
descrito en la secclén II1.2) y que estos nficleos tienen en promedio
algGn nlGmero de puntos que se desea estimar. "El problema de
determinar la distribucifn exacta de las distancias a vecinos més

cercancs en modelos no-aleatorios requiere afn de atencién, pero
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p&rece muy diffcil de solucionar" (Thompson, 1956, p.393).

Como se dijo en la seccién I.3, este problema continfia sin

solucién.

La forma en que la estadistica n?n contrasta la hip6tesis
de aleatoriedad es la siguiente; si la estadfstica toma valores
mayores que el punto bajo una distribuci6én xi-cuadrada con 2n
grados de libertad hasta el cual se acumula el 1 - a/2 de probabi-
lidad se rechaza la hipétesis nula con un nivel de significancia
o afirmando que existe una tendencia hacia la reqularidad; si la
estadistica resulta ser menor que el punto hasta el cual se acumula
el a/2 de probabilidad se‘rechaza la hip8tesis nula concluyendo que

hay 'una tendencia hacia el agrupamiento en conglomerados.,
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s

I1.4) GENERALIZACION PARA K DIMENSIONES DEL
METODO PARA EL PRIMER VECINO MAS CERCANO.

_ En un arfIculo aparecido en 1979 C&E presentan uné generaliza~
cibn de su método para usarla en espacios de dimensidn finifa k.
Hay que hacer notar que la medida original se construy6 para
espacios bidimensionales, sin embargo, resulta fitil pensar en medir
la desviacibn de la aleatoriedad para patrones puntuales en espa-
clos de, por ejemplo, 3 dimensiones .(como la localizacién de nidos
en un irbol (C&E, 1979, p.316), o la distribuci6én de asentamientos
considerando su altura sobre el har), o0 en espaclos de dimensién
1 (como el nlGmero de nacimientos en 24 horas, el nfmero de accildentes
en una carretera, o una distribuéién de asentamientos a lo largo de
un rfo (Stark & Young, 1980)).

El principio para medir la desviaci6n de aleatoriedad es el

mismo utilizado en las secciones anterilores, es decir, el cocilente

A continuaci6n se presenté la derivaci6én de las férmulas para
la media y los momentos de:érden.:superior de jlos valores espera-~

dos bajo la hip6tesis de aleatoriedad.

El volfimen de una esfera k~dimensional de radio r estd dado

por la expresibn: k/2 rk

1
V(£ = T

(para la demostraci6n de esta f6rmula, véase el apéndice II),.

Andlogamente, la probabilidad de que tal esfera centrada en
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cualquier individuo no contenga a otro individuo es:

/2 k
P(X = 0)= exp(~ ~f—rr—pgi—1.

donde p‘es la densidad de la poblacién. Esta expresifn puede
ser vista como funcifn de r, siendo entonces la proporcibén de
distancias al vecino m&s cercano mayores que r., Si se considera,
como en las secciones anteriores no a la esfera completa, sino

a un 1l/i-gzector se tiene que:
- k
F(r) = 1 -~ exp(~axr’)

representa la proporcién de distancias al vecino mds cexrcano

menores o lquales que r, siendo

k/2
a = p n -
rck/2 + 1) &
Entonces:
dFir) =xark! éxp(-ark) = fk(r)

egs la funcibn de densidad de tales distancias.

Claramente fk(r) es no negativa, pues k es un nfimero natu-

ral y r, p 2 0. Adenmds, .

w0 .
] xor~t

exp(-ark) dr =
¢ .
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) -D,. (exp(-urk)) = exp(-ark)l = 1.
0 0

Para calcular los momentos de cualquier orden se tiene que:

E(I.S) = | kark-1+5

exp(-ar¥)dr; sea u = ar, y du = kark-lu
¢ [

1/k
y despejando r se tiene que r = (u/a) Entonces:
- o s/k |
By = [ e fau={ eV (uo)y an = "££§£§7§’£L’ '
0 0
o

Por lo tanto, la media de la distribucibn es:

1/k 1/k o
E{r) =’ E; (F“i;ﬁ * 1)), L(/k + 1) , Y la varianza es:
p T . i
2/k 2/k
E(r?) - EX(r) = —2 (T{k/2 + 1)) (re2/k + 1)-¢r(1/k + 1)) %)
pz/kﬂ I

que son las f6rmulas obtenidas por Clark y Evans.
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11,5) GENERALIZACION PARA K DIMENSIONES DEL
METODO PARA N VECINOS MAS CERCANOS.

La derivacién de las f6rmulas para esta generalizacifn es
andloga a las presentadas en las .secciones anteriores. La

notgc%@n\Es la misma.

p 1 r a = p 1l
g Tik/2+1) Y T T(k/2 + 1)

Entonces: —%%— =ukrk-1, y m= mrk. '

n-1 -m _x
1 —9———Tm——— és la probabilidad de la unifn de los eventos
x=0 X : :

ajenos "1/f~sector con D puntos {excluyendo al centro)", .
s "l/k—sectof con n~1 puntos (excluyendo al centro)".
Entonces. el complemento de la suma anterior (vista como funcibn
de r) es la proporcifén de distancias al n-&simo vecino m&s cercano
que son menores gue r en un ir/!~-gector de una esfera n-dimepsional
de radlo r, por lo que puede considerarse como la funcifn de
distribucidn de probabilidad de estas distancilas:

n-1 -m x n-1

- 2
- - e m = - -m m cee m
Fn'k(r)—lxgo—-—-—)—{-r*‘l e (1+m+—2—r~+ +Wg

La funcién de densidad de probabilidad de.estms distancilas es

la derivada (respecto a r) de Fn,k(r)=

ar_ ., (r)
n,k
fn'k(r) = i
n-1
k.x |
= akeFd exp(-urk)- ZO(Q; ) exp (- Y (k4 oo
x= :

n-2 k(n-1) r)

* rk) n-1
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peduciendo:
(ar )"

fn’k(r) = kar exp(-ar ) -—-(-Fi-ﬂ—‘_

__ka” 0L egp-ar®)
(n-1)!

Es fdcil verificar que 1a expresibn anterior es, en efecto, una

probabilidad:

funcibn de densidad de
r 0,620y kne '

i) fn,k(r) 2 0, porque

o
n _nk-1 k
?i) [ k & rr(n)exp(«ur ) ar =1, porque:

= _T%ET_ ] Nt §(h-l)(—Dr(exp(-urk)) dr 1
0
integrando por partes:
k(n-l)-ldr

alr) = ot kn-1) | gy = o™ (kin-1))z

dv =- Dr(exp(—ark)), V= -exp(-urk),

entoncest
= —T%HY—[(-aq-l K in=b) exp(-ark)L +

® n-1 k(n-1)-1 K

J MO )ik (n-1)) exp(- £) dr]-
]
o se anula, Y al hacer la transformacién

El primer sumand

-

1/k
= ok, du= karklar. y r = [31 se tiene:

= _—%TET [ e ¥ "% (n-1) r

k(n=2) 4,, y sustituyendo ri

1
0

]

=
_ 1 Coen =2 u?
= T ]. e o (n-1) —;H:f- du
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(n~1) '(n-1) =1, por ptopiedad de la funcién

T(n)

gamma.

Para obtener los momentos de cualquier orden basta efectuar:

w ’
E(r®) = —2L b phn-its exp(uurk) dr.

I'{n})
1/k
Sea u = ar’; du = kar®lar y r = "ET7E"' entonces
i
-]
E(r®) = —2 e 0 il pkinml)+s du, .y sustituyendo r:
I'(n) o ’
1 ° —u pep gPiHs/k)

T (n) { e « _;B-lfls7ki du

o
- 1 e Y un~-1+(8/k) du

T'{n) as;k !

¢

I'(n + (B/k))

I(n) o8/% T

m
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A partir de esta Gltima f8rmula se cbnstruir&n lqs valores
para la media, la varianza y los coeficientes de sesgo y kurtosis
de la distribucibn para cualquier n y k.

Siguiendo la notacifn de Rahman (1978, p. 104-106), sean

by = E(®), y
Mg = BU(r - E(x))®)

Entonces, la media de la distribucién, E(r) es:

Pin + 1/k) 237X (r(ks2 + 117k

u' _ Ti{n + 1/k)
1 = .
I'(n) o2k T'(n) al/k /M
N6tese que sin= - 1lyk=2 (il.e. primer vecinx mids cercanc

en una esfera completa en dos dimensiones) se tiene que

] .
= ot » que es la f6rmula original de Clark y Evans (1954).

My = o
1 adp o )

La varianza estd dada por la expresibn

T(n + 2/k) _ [ T(n + 1/k) )2
k

Var(r) = u; - (ui)’= L

Mn) o2/ I'tn) a
L ({rm) T+ 2/k) = (rin + 1/00}2) 02X (raes2 + 11))%7%)

(ramn? o2/%

u

El coeficiente de sesgo se define como Sk = ———E—I—g— {Rahman,
(ny)™*
1978, p. 104), Es posible demostrar que Uy pueae expresarse como
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My = E(r’) - 3E(r)E(xr?) + 2(E(r))’(ibid,, p. 128).

Entonces, Sk queda definido por la siguiente expresién:

("(n))2 T(n + 3/k) = 3T(n) T(n+ L/K)T(n + 2/K) + 2( (n+1/k))°

[P(n) Pin + 2/k) ~(T(n + 1/k)2]1*3

N6tese que, en particular, si n = k = 1 se tiene que

CP(4) - 30(2) T(3) + 2 (T(2))?}

Sk-= 5 = 2,
s (I'(3) - Ir(2))*y-1.5
My
El coeficiente de Kurtosis se define como Ku = i 3;
(uz)
(ibid., p:/106). Rahman demuestra (p. 128) que
Mg = E(r*) = 4E(D)E(r) + 6E(r®) (B(x))2 = 3(E(r)
Evitando los cdlculos, (M (n+1/k)) "

(r'(n))* T(n+4/k) - 4(T'(n))? T(n+1/k) rkn+3/§) + 6T(n)T(n+2/K)T ( (n+1/k) -

N . . . 2
l I'(n) P(n + 2/k) = (T(n + 1/k) )2 ]

A continuacifn se presenta una tabla con los valores del sesgo y la
kurtosis para los primeros diez vecinos mfs cercanos en dimensiones

1,2,3,4, vy 5. La nota "seasgo no calculable” se debe a que

F{n) T'(n + 2/k) > (I(n + 1/k))? y los nmeros n
¥y, puesto que los nfimeros negativos no tienen ralces cuadradas

reales definidas, no es posible evaluar a Sk.
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ESGOS Y KURTOSIH.

sesgo
2.0000
0.46311
0. 1481
no calculable
no calculable
1.4142
0.4054
0,0598
-0.1249
-0, 2415
1.1547
0.3179
0.0317
~-0.1182
~0,2115
1.0000
0.24692
0.0202
~0.1088
-0.1884
0.8944
0.2374
. 0.0143
~0.1004
-0.1711
0.8165
0.2147
0.0107
-0.0938
-0, 1577

kﬁrtusis
6.0000
0.2451
~0.2705
~0.2521
-0.1197
3.0000°
0.0593

- ~0.1427

~0.0805
0.0221
2.0000
0.0251
-0.0913
-0.0371
0.0378
1.5000
0.0136 .
-0.0461
-0.0209
0.0370
1.2000
0.0085
-0,0515:
-0.0135
0.0337
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~0.0421
-0.0092
0.0302
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58500
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kurtosis
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0.0042
-~0. 0355
-0.0048
0.0272
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0. 0032
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-0.00%52
0.0247
0. 46467
0. 0025
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-0.0041
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0.0020
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-0.0033
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La utilidad de esta tabla estd en que amplfa la informacitn
disponible acerca de la funcién de distribucién de las distancias
al n-ésimo vecino més cercano. Clark y Evans (1979) dan
los resultados de los coeficientes de sesgo para el primer.vecino
mas cercano en espacios de dimensi6én 1, los cuales sirvieron para

validar los célculos presentados en la tabla,

Clark y Evans (1979) afirman que "los ec6logos no parecen
estar muy interesados en valores de k mayores gque 3" (p. 317).
Sin embargo, es posible pensar en una aplicacifn del método en la
que.se utilicen espacios de dimensién posiblemente mayor que 3.
Por ejemplo, si se consideran puntos descritos por dos coordenadas
espaciales (como localizacién en planta y altura sobre el nivel
del mar) y ademis se tienen medidas de algQn conjunto de variables
en cada punto serfa posible contrastar hipbtesis acerca de la
aleatoriedad de la distribuci6n definida en un espacio dé- dimensibn
3 + v, donde v es el nlmero de variables medidas en cada'punto ade~
més de las variables de localizacib6n.

Evidentemente, dichas variables deben ser medibles con escalag
al menos de intervalo, pues de lo contrario no tendrfa sentido

hablar de distancias entre los puntos.

' Podrfa decirse que, en general, la métrica de Minkowski
deberia ser utilizada”para medir ias distancias entre puntos,
3in embargo, serfa necesario investigar antes si existe alguna
relacibn entre la aleatoriedad (medida en t&rminos de una cierta
funcién R anfloga a'la propuesta originalmente por Clark y Evans)

y el orden de la métrica de Minkowski que se utilice, definido por
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el valor p en la f6rmula

k 1/p
D, (XyiXy) = i£1 I%yy - % 1P T
para un espaclo de dimensibn k.

Esta sugerencia de utilizar métricas de este tipo para
calcular las distancias entre puntos se basa en que estas medidas
gatisfacen condiciones que a menudo resultan necesarias para
describir cilertas distribuciones espaciales. Ejemplos de estas
condiciones son la simetrfa, la desigualdad del trifngulo y la
ult?ametria (Anderberg, 1973, p. 99-103).

A continuacifn se presentan alaqunos ejemplos.
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EJEMPLO 1

Se generaron 256 puntos distribuidos de la siguiente manera:
se calculd la iQGalizacién de un primer punto utilizando la funcién
RANDOM; a partir de estas coordenadas se generé (también con RANDOM)
una direccién (i.e. un fingulo entre 0 y 2)). En esta direccifn se
"tiré" una lfnea de longitud variando segn una distribuci6n de
Poisson con pardmetro 10. De esta forma se produjeron las coorde-
nédas de los 255 puntos restantes. |

El hecho de que la mediana observada sea cero se debe a que
hubo puntos con las mismas coordenadas, 1o que trae problémas para
el cdlculo del fndice R de Washburn.

‘Es interesante notar que aunque con este método se tienen puntos .
cuya distancia a su vecino mis cercano en cualguier direccifn
es una variable aleatoria con distribucién Poisson el Inaice C de
Clark y Evans sefial§ concentraci6n del patrén para todos los Grdenes
de vecino m4s cercano. Una posible explicacién de esto es gue como
el ndmero dé puntos es bastante grande, la prueba se vuelve mds po-
tente (en el sentido de ser menos tolerante con el error tipo I).

Si se observa Gnicamente el valor de R para cada oxden se tiene que
casi todos ellos distan de 1 en menos de .1, por lo que, én estos
casos no es suficlente esta informacidn para discriminar

patrones aleatorios y no aleétorios.

Utilizando las estadfsticas de Thompsod se ve que para los
primeros cinco vecinog mds cercanos existe aleatoriedad, indicando
agrupacibén para los 6rdenes superiores. Isto podrfa significar que
hay grupos dentro de la distribucidn con un tamafio promedio de
seis elementos por grupo. El nivel de significancia empleado fue

de .05.
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En mi opinién se deberfa considerar mds crefble el resultado
obtenido con lés estadfsticas de Thompson, debido a que la distri-
bucién de la estadfstica es conocida exactamente. ' Este ejemplo
muesta que estas estadfsticas discriminan mejor que las de Clark .

y Evans.
EJEMPLO 2

En este ejemplo se generaron 300 puntos distribuidos re-
gularmente sobré un recténgulo de 25x27 unidades. |

Como se ve, para el primer vecino mds cercano el valor de C
indica regularidad, lo mismo gue el valor de las estadisticas de
Thompson. Para el segundo orden de vecino mds cexcano el valor de
C indica aleatoriedad, mientras que el valor de Thmplmarca concentra-
cién. Una vez nds se muestra que estas estadfsticas detectan
mejor la verdadera situaciQn en la distribucién espacial, pues,
claramente, es inadmiéible cualquier aleatoriedad en este patrfn.

A parﬁir de este orden, Thmp indica regularidad en ﬁodo caso,
gue es lo que}se esperarfa, mientras que C tiene algunas flucgua-
‘clones: para los 6rdenes 6,8,14 y 16 indfca,una vez més, aleaﬁorie-
dad. El fndice de Washburn también gefialé reqularidad (para el

primer vecino mds cercano).
EJEMPLO 3

Se generaron 50 puntos en un rectdnqulo de 100x44 unidades
de la siguiehte forma: se gener$ aleatoriamente un nlmero entre -
4y 20 (utilizando la funcifén RANDOM); este ndmero fué el ntmero

de conglomerados en la distribucién. Posteriormente se calcularon
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(también con RANDOM) las coordenadas de un punto para cada
cong{omerado. A partir de estas coordenadas se generé un conglo-
megado cuyo nfmero de elementos se obtuvo con una variable
aleatoria‘Poiasan con media 9. Los conglomerados se geheraron

de la nisma forma en que se : construyeron las coordenadas de los
puntos del ejemplo 1, utilizando una Poisson con pardmetro 4.

Para los primeros 14 vecinos mds cercanus C indica concentra-

‘cién; Es notéble, sin embargo, la diferencia entre el valor de la
estadfstica entre los 8rdenes 3 y 4, Esto sefiala el paso de una
distribucién muy concentrada a una gue también lo es, pero en
mucho menor grado., Con Thmp sucede lo mismo, perc mucho més
drésticamente: de una distribucién concentrada, el fndice, para el
valor de orden 4 pasa a indicar una distribuc§6n regular.

! Este hecho podria‘indicar que el‘tamaﬁo promedio -de los grupos
tal vez sea 4, aunque este nfmero haya sido generado ﬁtilzando una
variable aleatoria Poisson con media 9.

. Para los 6rdenes entre 1 y 14 C indica concentracifn. En estos
mismos &rdenes Thmp tiene fluctuaciones entre Concentracién, requ-
laridad (para 168 6rdenes 4,5, 6 y 7) aleatoriedad (del 8 al 11)
concentracifn (12.y 13} vy aleatoriedad {(para el 14),

Entre los 6rdenes 15 y 18 (inclusive), C sefiala aleatoriedad,
mienﬁraa que Thmp indica reqularidad entre 15y 17 y aleatoiiedad
s6lo en 18, A partir de este punto, para todos los 6rdenes ambos
{ndices maxcan regularidad.- |

No es fdcil interpretdr estos resultados, Tal vez lo m4s
claro sea lo referente al salto entre los Srdenes 3 y 4. ‘

Thompson afirma que la utilidad de analizar n vecinos mds cer-
canos estd en que "se incrementa la exgctitud para la determinacitn

de la densidad del patrén y ... serfa posible detectar heterogeneidad
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en una escala mayor(de la que se detectarfa).. utilizando sélo al
primer vecino m&s cercano" (1956, p. 391—392). Este mismo

autor no muestra m&s andlisis de sus ejemplos mds que el siguiente:
"... si estdn concentrados en conglomerados distribuidos alea-
toriamente, entonces, dependiendo del tamafio de estos conglomerados
esperarfamos tener desviaciones de la aleatoriédad para luego

aproximarse a esta" (ibid, p. 393).
EJEMPLO 4

Se tienen 88 puntos de la misma forma que en el ejeémplo
anterior y en la misma superficie. Se observa un patrén seme-
jante al anterior: para los 6rdenes 1-18 (para C) y 1-9 (para Thmp)
se tienen valores de ambos Indices que indican concentracién,

Como en el ejemplo anterior, hay un brinco entre los 6rdenes
8 y 9 que es sefialado por C con una disminucién de -27 a -14, y por
Thmp de 624 a 1429, Esto podrfa decir algo sobre el tamafio
promedio de los conglomerados, due en este caso sf coincide con
el parémetro de la Pofsson. utilizado, Para el orden 10, Thmp
muestra aleatoriedad, manteniéndola hasta el orden 12. Para todos
los siguientes 6rdenes, Thmp indica regularidad., C tiene indica-
cién de aleatoriedad en los 6rdenes 19 y 20, manteniendo la re-

gularidad para los siguientes.

En general, puede afirmarse que serfa necesario construir un
contraste de hip8tesis para probar ideas acerca del tamafio promedio
de los conglomerados. Esto se dificulta debido a la falta de
caracterizacién de la funci6n mfnimo, por lo que, por el momento,

s6lo se dispone de estos modelos para ser utilizados en forma
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heurfstica.
Una posibilidad para afinar esto serfia experimentar con los

modelos, intentando descubrir patrones para algunas clases de

distribuciones espaciales "tfpicas".
EJEMPLO 5

Para mostrar el funcionamiento de la genefalizacién propuesta
en este trabajo se presenta és;e ejemplo. Considérese un cubo;
de manera que én los puntos meéiqs de cada arista, en los puntos
medios de cadﬁ plano y en cada vértice se tiene una medida en
una cuarta coordenada. Los valores para esta coordenada se generaron
con una distribucién Poisson con pardmetro 15.

El"4rea"se considerd de la sigﬁiente forma: el cubo tiene un
voldmen de 218 (i.e., & unidades por aristai unidades ctibicas, y
los puntos de la cuarta coordenada se conceptualizaron como déntro
de un plano de"drea" 40. Esto da un total de ' 8640,unidades a la
cuarta, En este caso, C midié mejor lo que estaba éucediendo con

'la distribucién. Para los primeros tres 6rdenes indicé aleatorie-
dad, pasando después a la regularidad para todos los sigquientes,

En cambio, Thmp marc8, para todos los 6rdenes, concentracifn.
Este ejemplo muestra que la afirmacién de que es mejor utilizar

a Thmp no es cierta en general.
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EJEMPLO 6

an el obieto de examinar él comportamiento de las estadfsticas
en situaciones en que el proceso aleatorio que generd la distribu-
cibn espacial no fue un proceso de Poisson se utiliz6 la distri-
bucibn de probabilidéd pniforme en el‘intervalo {0,1) cerrado.

| Se generaron i20 pﬁntgg, obteniéndose sus coordenadas a partir

de la funcifn RANDOM'dé la ﬁurroughs 37800, multiplicando estos’
nimeros (distribuidos uniformemente en el intervalo (0,1) cerrado)
por las longitudes de los'!lados de un rectingulo de 100x44,

La estadfstica de Washburn indica un valor adecwado para
una distribucién aleatoria, lo mismo que las estadisticas C y
Thmp para los primeros dos vecinos més cercanos. EIl hecho de
que la mayor diferncia entre cambios de orden de vecino m&s cercano
se de entre el tercero y el segundo en ambas estadfsticas puede-
interpretarsa. como la existencia de conglomerados de tamafio
promedio 3 dentro de la distribucifén. Los demds valoreg de C y Thmp

indican regularidad.
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11.6) METODO DE LA MEDIANA

Otra modificaci6bn al método de Clark y Evans es la propuesta
por Washburn {1974). La diferencia con el método original consiste
en que en este la medida usada para comparar la distribucibn obser-
vada con un patrdn aleatorio es la media, mientras que Washburn
utiliza la mediana,

La ventaja de este método es evidente: cuando se tiene una
distribucibn sesgada o bimodal puede decirse que, en general, la
mediana es la medida de tendencia central que mejor representa
los datos.

Tal es el caso de lés distribuciones de frecuencia obtenidas
por Washburn para las distancias al vecino més cercano entre sitios
arqueolbgicos en Nuevo México,

En esta seccifn expongo la derivacibn de la f6rmula para la
mediana esperada en patrones aleatorios y el cdlculo del valor ;’
méximo del fndice :

R= |

a '

siendo I, la mediana esperada y r, la mediana observada., Cabe
mencionar que Washburn presenta,ademds, un intervalo de confianza
para la mediana poblacional {basado en la distribucifn normal) y
la modificacién de las prucbas de an8lisis de varianza para varios
patrones sugerida por Clark y Evans (1954). Sin embargo, &stos no
serfin analizados en este trabajo.

Otra posibilidad es modificdr = los resultados obtenidos en las
secciones anteriores trabajando con la mediana en lugar de la media.

Wt
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_ Se sabe que exp(-pnr? /k) es la probabilidad de que en un irea
de tamafio yx?/k no se encuentre més geu un solo punto, siendo 1la
densidad de la poblacifn, quegto que esta expresién puede conside-
rarse como la funcibn de distribucibén de las distancias al vecino

més cercano que son mayores o iguales que r, se puede escribir:
F(r) = exp(-pmr?/k).

Por definicibn, la mediana de una distribucibn es el punto

.5. Entonces, se tiene que:

?m tal que F(rm)

n

F(rm) exp(-pnrmzlk) = .5, y despejando a

m-

r, = (k 1n(2)/pn)l/2, considerando sb6lo a la parte

positiva de la ralz por no tener sentido las distancias negativas,

Como en el modelo original, R alcanzarid su méximo valor cuando
el patr6n observado sea de tipo hexagonal. Por un arqumento

anilogo al presentadc en la seccién II,2 se tiene que:

p = —_?—2-3-" y entonces, r_ = (2/p /3)1/2u

u

donde r,es el valor que se esperarfa para la mediana de las

distancias al vecino més cercano si el patrb6n fuera aleatorio.

»

r ~1/2 y
R= iz f 273 = 2.2876885,

Y
a U212 g o)t/2

Entonces:
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Finalmente, habria que sefialar que Stark y . Young (1981)
y Young (1982) discuten una variante de la estadistica de:
Clark y Evans para espacios de dimensi6én 1., La estadfistica
propuesta est8 basada en estadfsticas . de orden y se presenta
como andloga:al modelo original de Clark y Evans, '

Young (1982) obtiene los primeros dos momentos de la esta-
distica asi como ajustes con densidades beta y normal para datos
simulados, afirmando.que aparentémente la distribucibn es unimodal
y simétrica. | |

Un trabajo que queda pend;enfe'és comparar la estadfstica pro-
puesta por Young con la obtenida para dimensi6n 1 en la secci6n
II.5 con el objeto de indagar si efectivamente son equivalentes.
De ser clerto esto Gltimo, habria que explicar porque ~ la-
forma en que se supone al patrén aleatorio en el modelo de Clark y
Evans (utilizando un modelo de Poisson) geneta resultados iguales
gue la-utilizada por Young (uniforme), lo que lleva a problemas
de interpretacifn del témino aleatoriedad”.

Otra posibilidad es,émpleando el método con el que Young constru-
ye la estadistica del vecino m&s cercano lineal , intentar
ocntruir generalizacioneé para n veclnos mis cercanos en
espacios de dimensifn k maydr que uno, comparando los resultados

con los obtenidos en la seccibén II.S .
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[T1.1) INDICE A,

Un problema relacionado con las medidas para desviaciones
de la aleatoriedad en patrones puntuales es el establecer si dos
distribuciones espaciales situadas en una misma 4rea tienen
alguna asociacibn. Este problema ha sido tratado por Pielou
(1961,1977) y por Greig-Smith (1964).

Segln Hodder y Okell (1978, p.97) (en adelante, esta referen-
cia se denotar§ como H&O) (citando a Hodder 'y Orton, 1976), los
métodos propuestos por Pielou y Greig-Smith tienen tres desven-
tajas:

i) Dependencia de 9scala: como se vid en la seccibn II1.3,
los modelos de vecino més cercano dependen del orden de vecino
considerado (Pielou se bas6 en estas distancias para proponer su
fndice S de aséciacién espacial en 1961), y los métodos de cua-
drantes dependen de la eleccibn del tamafio de cuadrante (Greig-
Smith, 1964).

ii) Uso de ﬁna cantidad restringida de informacién: normal-
mente, estos modelos s6lo utilizan uno o dos aspectos de la distri-
bucibn (véase la seccibn I,3),

iii) Los fndices propuestos proporcionan poca informacibn

acerca del tipo de asociacibn o segregacifn exiséente.

En vista de esto, Hodder y Okell prepusieron un modelo para
establecer la asociacibn entre distribuciones que "no depende de
la escala, utiliza los datos disponibles en una forma mis completa
y proporciona mayor informacibn acerca de las distribuciones”
(H&0, p.97). Hay que hacer notar que la no dependencia de escala

gse refiere Onicamente a que no se conslderaron 6rdenes de vecinos
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mis cercanos ni cuadrantes, mis bien gue a la dependencia de

escala que menciona Harvey (1969).

El modelo funciona de la siguiente forma: supbBngase que en
una regidn cualquiera se tienen dos tipos de puntos: A y B.
Sean n y m el nlmero de puntos del tipo A y del tipo B respectiva-

mente. Se definen entonces las siguientes estadisticas:
n

n
Il Tiy
1=1 j>i

ad}

28 ern(n- 1) '

m m

x R
i=1‘j§i iy

(.5)m(n - 1)

Il
r
11 4= 1

r, = '

ab mn

siendo Iy la distancia entre los puntos iy j.

De esta forma se consideran las tres clases de distancias
que puede haber entre puntos de dos distribuciones: distancias
entre puntes tipo A, entre puntos tipo B y entre puntos de tipo
A con puntos de tipo B, Las f6rmulas que presento aquf son 1li-
geramente distintas que las dadas por H&0. Sin embargo, si se
calcula Eaa y Ebb con las expresiones aquf obtenidas se eliminan
las distancias de regreso, disminuyendo asf el tiempo de miquina
necesario para los cilculos. Los resultados son equivalentes a

los obtenidos con la forma dada por H&O; en lo finico que varfan
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las f6rmulas es en los (.5) en los denominadores de las dos
primeras expresiones y en que los Indices para las segundas
- sumas en Eﬁa Yy Ebb van desde 1 hasta n y m respectivamente,
y siendo 1#j.

Finalmente se define al fndice como:

Taa + Thb

(Ty)?

El fndice A mide la asoclaci6n entre dos distribuciones
espaciales. Segfin H&0, /| tomar4 valores cercanos a 1 si los
puntos tipo A y tipo B estén "bien mezclados"; si las distri-
buc;ones‘se encuentran muy separadas y agrupadas en dos grandes
grupos, A valdrf casi 0, y, finalmente, cuando las distribuciones
consistan en pares aislados formados por un punto tipo A y un
punto tipo B el fndice serd mayor que 1., Las razones por las

que se esperarfa ese comportamiento del fndice son las siguientes:

En primer lugaf, H&0 definen lo que se entiende por "distri-
buciones bienlmezcladas“: supbngase que se divide el drea consi-
derada en dos partes iguales 1y 2. Seaip la probabilidad de
que un punto tipo A calga en la parte 1, y sea ¢ la probabilidad
de que un punto tipo B esté en la parte 2, 51 se cumple que
p=q=.5 se tiene que la mezcla de las dog distribuciones es
perfecta, en el sentido de que: 1) se¢ esperarfa que no hubiera
dos grupos separadog para cada tipo de punto, y ii) no deberfan
tenerse pares aislados formados con puntos de los dos tipos., Es
decir, los puntos de ambas oclases estarfan colocados aleatoriamente

con igual probabilidad de recibir un punto de cualquier tipo
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para todo lugar del 4rea. En estas condiciocnes, las distan-
cias dentro de los puntos tipo A serfan iquales a las distancias
entre los puntos tipo A y los puntos de tipo B, e igualmente,
las distancias dentro de los puntos de tipo B serian iguale§

a las distancias calculadas entre los puntos de diferente

clasg, lo que causarfa que Eﬁa = FBS = Eﬁb , esto es, que

A = 1. Hodder y Okell definen otra medida, llamada ], y
definida.como -

D= raa

—

Thb

Este Gltimo fndice, llamado Indice de dispersifn serd '
utilizado mds adelantg en contrastes de hiﬁdtesis para alea-
toriedad. Claramente, si ésta existe en la distribucibn, los
valores de ] estarin ceréa de 1,

Por otré parte, si los puntos estuvieran divididos en dos
grupos excluyentes, de tal forma que en el primero sélo hubiefa
puntos tipo A y en el segundo s6lo puntos tipo B se tendria
que A tenderfa a 0 conforme los grupos se hicieran mds compactos,
pues las distancias entre los grupos serfan grandes y las dis-
tancias dentro de los grupos serian pequefias. ‘Por tiltimo, si
las dos clases de puntos estuvieran colocadas en parejas de
puntoss de diferente clase, la situacién serfa la inversa de la
anterlor, lo que implicarfa que el Indice tomarfa valores
cada vez m4s grandes © si las distancias entre puntos de distin-
tas clases son menores.

Lo anterior indica un uso descriptive de ambos fndices. A
continuacién expondré algunos contrastes de hip6tesis que es

posible plantear.

Una primera hip6tesis serfa probar que la distribuci6n de
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de ambos tipos de puntos es élegtoria. Esto se puede hacer
‘utilizando como estadfstica de érueba al indicé Dy se re-
chazarfa la hip6tesis si &ste es mayor o menor que los valores
de tabla para o y l-a respectivamente. Posteriormente; si
esta . primera hip6tesis no fue rechaz&da, se puede contrastar
hipbtesis de la forma p = p', q = ¢' para algunos valores
de p' y ¢t dados en tablas.
Por ejemplo, se podrfa contrastar que p = q = .5

contra la alternativa dé que existe una tendencia hacia el
agrupamiento en un solo grupo para cada tipo de pujntos o bien
hacia pares aislados con puntos de diferente tipo. Si la
hip6tesis nula es rechazada se puede tratar con otras hip6tesis
que precisen m&s la idea sobre la asociaci6n de los puntos.

Por ejemplo, podrfa pensarse'en probar que p = q = .75 (que

de no rechazarse indicarfa una tendencia hacia la separaci6n de
los dos tipos de puntos en dos grupes espaciales mds 0 menos
diferenciados), o en otras combinaciones de valores para p Yy {.

Para poder efecfuar-estos contrastes se necesita conocer

'los comportamientos de los Indicgs suponiendo que fas hip6tesis
nulas (referentes a la aleatoriedad) son verdaderas, es decir,
su funcién de distribucién bajo la hip6tesis nula. Si ésta

se quisdiera encontrar por métodos de la estadfstica matemitica
habrfa tresproblemas: 1) si se asume que héy algGn tipo de co-
rrelacién entre los puntos de ambos tipos, se tiene que "poco
se sabe acerca del complejo patr6n de correlaciones que hay en-
tre varias distancias" (H&O, p. 98); ii) por otra parte, si se
considera que estas distancias son independientes, no siempre
es flcil determinar la funcién de distribucién para cocientes

y productos de variables aleatorias, y menos si no se

asume otra distribucifn para ellas y 1ii), la distribucibn de
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los fndices deberfa ser diferente para cada combinacién de

Py Q. '

Por estas razones se utilizd la simulacién (o mis bien algunos métodos
Monte Carlo) para aproximar esta distribucifn, -

El programa’fue-el siguiente:

Para n:=2,4,6,8,10,15,20,30,40 hacex
Para m:=2,4,6,8,10,15,20,30,40 hacer
sim > n entonces hacer
nsim veces hacer
genera patrén; .
caleula f; D
ordenay

estadfsticas;

i

En el procedimiento genera patrén se asignaron (n+p) puntos de tipo A
en el lado izquierdo l.de un rectingulo y (ne{1-p)) puntos de este tipo en el :
lado derecho de la misma Srea, Para puntos tipo B los nfmeros de puntos
asignados en cada mitad del rectingulo fueron (me*(1-q)} y (m*q) respectivamente.

In el pdrrafo anterior la notacifn (a) indica el miximo entero menor o
igual que a. También es necesario aclarar que para todas las simulaciones se
consider6 camo frea en la que se distribuyeron los a un recténgulo de 20
widades de largo por 10 de ancho, debido a que esto facilitaba los cdlculos y
no afectaba a los valores del Indice (al menos directamente).

Bn el procedimiento calcula se utiliz6 la distancia euclidiana (métricav
de Minkowski de orden 2) para construir la matriz de distancias entre puntos.
la forma en que se calculd el fndice fue la siquiente:

si a; ¥ bi denotan puntog de tipo A y B respectivamente, definidos camo
2
a, = (a,a3) y by = (bil,bf) y d(a;/b;) es la distancia entre los dos puntos
definida cano
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=:. .‘1- 12 2- 22',>1

Entonoes:

T3 T3 '
d(a, ,a,) d(b,,b.)

e R A = N - S
A = +2enein-1) L5 o100 (m-1) .

n m ‘

[ 1 dlagby 2

[ izl j=1
men

Aniloganente, el Indice de Dispersifn se define como

I

Esta forma de efectuar los cdleulos reduce notablemente el tiempo de miquina en
carparacin con la propuesta origixwlnente por Hodder y Ckell.

Utilizando estos dos procedimientos se generaroh 200 patrones aleatorios
para distintos valores de p y de q ys.ecalcularonlos valores de A y de ]
para cada patrén generado. Posteriomente estos 200 valores de cada Indice fueron
ordenados con wn algoritmo de tif:o burbuja en el procedimiento ordena. Esto
permiti6 encontrar los fractiles .005, .025, .05, .95, .975 y .995 que
servirin para contrastar hipStesis con niveles de significancia de .01, .05 y
.1, puesto que la prusba es de dos colas,

Finalmente, en el prooeéimiento estadfsticas se calcularon (para cada
canbinacitn de m y n) la media, varianza, desviacién esW& y coeficiente de
variacitn para Ay [. los valores de p y q considerados fueron  (.5,.5),
(1,1), (.25,.25) y (.5,.75). Para cada combinacién se observl que al
aumentar el nfimero de puntos (y scbre todo, mientras mfis cercanos eran m y n)
el coeficiehte de variaci6n disminuy8, Por ejemplo, para p = .5y q = .5, con
m=n =2, s¢ tiene que CV = ,31123, mientras que si m=n =4, CV = ,15822;

sim=40, n=2, W= ,17277, v finalwente, si n = m = 15, CV = ,04198, lo que
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ilustra este hecho,” Este mismo patrén se p;esenté para el indice de dispersifn.

Por otra parte, los valores de la media de A (en 200 simulaciones) para
diferentes: cambinaciones de py ¢ cuando m y n son grandes vienen a
confirmar las proposiciones hechas acerca de los valores extxemos del indice,

Por ejenplo, para valores de J

1.0 1.0 0.23230

P q X g
.5 .5 1.01693 o
5 W75 0,92435 |
.25 .5 0,71032 at
B
i

Hay que hacer notar que el hecho de que los valores ded cuando P= = 1
fueran relativamente mayores que 0 se debe a que aunque todos los puntos tipo A
estin en wma sola mitad del rectingulo y todos los de tipo B estdn en la otra
mitad, no hay un patrfn conglomerado para cada mitad, sino un patrén aleatbrio.
Este patrén fue generado utilizando el generador RANDOM de la Burroughs B-7800
empleando camo semilla la hora del dfa dada en microsegundos. Posteriormente

me enterf que era posible mejorar la calidad de las sucesiones de nfmeros alea-
torios generados por RANDOM si se usaba como semillas nfmeros Impares cercanos
a 524288, 1048576 o 2097152, "Se diog que una semilla es mejor que otra si hace
que el periodo sea suficientemente largo para‘finalidades pricticas, ademds de
que maximiza la velocidad de computacién y la suces{&n satisface pruebas de
independencia en tdrminos estadfsticos" (Aranda y Rufz-Velasco, 1984, p. 29). |
Ia funcifn RANDQM produce nGmeros distribuidos uniformemente en el intervalo

cerrado (0,15 . 5in enbargo, no incorpord estas sugerencias al programa,pues

de haberlo hecho hubiera sido necesario repetir las simulaciones con el consi-
guiente gasto de tiempo de miquina.
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En general la hipStesis nula puede plantearse como:

H a'nbos tipos de puntos estén localizados aleatoriamente con probabilida-

des py ¢ de estar localizados en wuna u otra mitad de la regién.

Esta hipbtesis se escribird como Hip=piqa=gq
Para Hodder y Okell la forma de contrastar esta hipbtesis serfa la siguiente:
se calcula el valor de Ay se conpara contra los 1fmites (para algfh nivel de
significancia dado) con los valores particulares de py ¢. "Entonces, por
canstruceidn de estos 1fmites,. se esperarfa rechazar H 0 cuando esta es cierta
wa de cada (1~ 0)+100 véces. Sin embargo, si la hipbtesis alterna es verdadera
nos guatarfa que la probabilidad de rechazarla también fuera pequefia” (Hodder y
Ckell, 1978, p.98-99). Sin W, aunque presentan dos ejemplos de esto, no
mencionan la forma en  que se estimarfan (de manera general) estas pmbabiiidades. ‘
En este sentido, creo que serfa necesario aproximar la funcifn potencia de la’ .
prueba, . pero camo Gnicamente he obtenido aproximaciones muy empfricas para -
ciertos casos, espero tratar este problema posterfonrente. ”

En mi opinifn, y dado que las tablas'fueron generadas asumiendo que la
distribucifn espacial de ambos tipos de puntos era aleatoria, serfa conveniente
contrastar la hipStesis de ale’atoriedad:: Para esto. se utilizarfa el fndice [)
o las tablas construidas al efeéto. .Posteriomente se podrfa verificar si
el patrén no se gesvia significativamente de un patr®n generado con  valores de
p y de g particulares.

deder y Orton consideran otro tipo de hip6tesis que consiste en construir
una regifn acotada dentro de la regi6n original y calcular los fndices basfndose
fmiéamnte en las distancias entre cada punto dentro del drea acotada y
los puntog dentro y fuera de la misma, "El cbjetivo de este procedimiento es
evitar los ‘efectos de frontera' (Donnelly, 1978) de las pruebas de vecino
nds cercano” (véase tanbién el capftulo IT secci6n 1 de esta tesis), (ibid.,

p. 99). Estos autores afirman que se efectuaron simlaciones en esta fomma, y que,
en general, los rangos de la regi6n de aceptacibn fueron menores que los obte-
nidos sin considerar una regién dentro de la regifn total,
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Ia conclusién de Hodder y Ckell es que el uso de esf:a tBenica (descrita camo
huffer zone" por Hammond y McCullagh (1978)) reducird el nimero de puntos,
por lo que para muestras pequefias serd necesario calcular los vélores de
- los Indices camo en la primera hipStesis, | !
En este trabajo no se consideraron esta clase de procedimientos ya que
no encuentro ninguna utilidad en hacerlo por las siguientes razoness 1) este
método no resuelve ninglin problema muestral, pues de cualquier forma se debe
considerar (de una u otra manera) todos los puntos disponibles, aunque sblo
se tamen distancias a partir de los situados en el 8rea acotada; y ii) la
técnica de crear wna zona intermedia entre el &rea de interés y el &rea en
la que estén localizados todos los elementos tiene una utilidad en modelos como
los de vecino més cercano que Gependen directamente del &rea considerada. Sin
enbargo, para el caso de /| esta dependencia no es directa, pues su clculo rio
involucra explicitamente ningln supuesto de &rea, exepto que, evidentemente,
mientras mayor sea el &rea habrd posibilidad de tener mayores distancias en
anbos tipos de puntos.
En el artfculo de Hodder y Okell tampoco se le da mucha importancia a esta
discusibn, al parecer debido a que "en muchas situaciones argueolSgicas el colocér ?
un drea acotada en el &rea total limitard severamente el nﬁmﬂiro de puntos que
puedan ser considerados” (ibid. p. 99), mds bien que a las dog consideraciones

anteriores.

las tablas presentadas por Hodder y (kell son oombinacionss de los

siquientes valores:
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a p q n ' m nsim
g 5 5 2,4,6,8,10,15,20,30,40 = 200
1 75 5o v m 200
05 S5 45,678,145 - = 50
05 .75 5 ' "o " 50
g S .75 15y8 10y 20 200
1 s w0 5y 10y20 200
a1 .1 75 55y8 . 10y20 200
Jq° 1 1 | 5y8 10 y 20 200
1 10 1.0 ‘ 15y8 10y 20 200
A 1.0 5 155y8 1 y 20 200
1 1.0 .75 5ys - 10y20 200

En este trabajo presento tablas para los fractiles .005, .05, .1, .95, .975
y.95defA y) coonmyn= 2,4,6,8,10,15,20,30,40, nsin = 200 y las
gigulentes corbinacionesde p y q: (.5,.5), (1,1), (.5,.75), (.25,.25).

Como se dijo anteriormente, las tablas del Indice ) proporcionana 1fmites de
confianza para sequir sosteniendo la hipétesié de aleatoriedad para ambos tipos
de puntos sin considerar su interaccion. In caso de aceptarse esta hipStesis
convendria calcular A y efectuar el contraste correspondiente para alguna
carbinacifn particular de p ‘y Q.

Hodder y Ckell afirman que "la principal ventaja de este fndice para el
arqueblogo es que ha sido desarrollado especfficamente para situaciones arqueol§-
gicas y para problemas pafticulares de la arqueologfa" (H&O, p. 106). Lo menos
que produce este comentario es sorpresa, pues el desarrollo del fndice es (debe
ser) independiente de si los puntos representan distribuciones producidas por‘
algln proceso espacial particulan, Aln oconsiderando geu a lo que se referfan
log autores sea al hecho de que el desarrollo del fndice fue motivado por

algquna problemitica arqueolégica particular

. h‘ ~n
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(lo cual aparentemente tampoco es cierto}, no se sigue que esto sea la
principal ventaja del fndice, Affrmarlo serfa equivalente a decir que la princi~-
pal : ventaja de la distribucifn t de Student para los cerveceros es que 8sta
surgi6 a partir de problemas relacionados con la produccién de cerveza.

En lo que si es posible estar de acuerdo con Hodder y Ckell es en que
las principales desventajas de estos Indices se refieren a que su cilculo es
carplicado (sin la ayuda de uma cmputado:ra) y de que las tablas para los
contrastes fueron generadas empiricamemente (ibid., p. 107). Ellos mismos mencio-
nan que es "preferible efectuar otras simﬂaci;mes para establecer la verosimi-
ltud (bajo ma hipsStesis nula de aleatoriedad) de chtener los resultados espe-
rados del fndice" (Ibid., p. 107) (el paréntesis es mfo).

Algo que es necesario sefialar es que los resulthdos de mis similaciones
no fueron idénticos a los obtenidos por Hodder y Ckell: en‘genéral, los
fractiles superiores (.90 y .95) coinciden casi perfectamente con los dados por
HE0; por otra parte, los fractilés' superiores resultaron ser casi siempre mayores
que los de los autores, Consecuencia de esto es que las regiones de aceptacién
sean mis chicas en mis tablas, Una ventaja de esto es que casi seguramente
el coeficiente de variacién de mis tablas serd menor que el de H&O (aungue no'
puedo camprobarlo por no tener datos), y este es un criterio para elegir entre
dos similaciones (Kleijnen, 1974). Ademfis, el hecho de que los valores estén
mis cerca de 1 (para p = q = ,5, i.e. un patrén con dos distribuciones espa-
ciales "bien mezcladas") y mds ocerca de 0 (para p = q = 1) también aporta
elementos a favor de estas tablas, Hay que reconocer que la elecciSn del
nfimero de similaciones fue arbitraria y que no se hicieron pruebas con diferentes
valores de este parfivetro. En resumen, aln queda mucho por hacer con estas
distribuciones.
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111,2) APROXIHACIONES A LA DISTRIBUCION DE A BAJO ALGUNAS HlPOTESIS.

Como se vi6 en la seccifn anterior hay serios pmblémas para determif

‘nar analfticamente la funcién de distribuci®n de los valores del
Indice A bajo hipbtesis que impliquen aleatoriedad en algGn senti-
do. L alternativa dada por Hodder y Ckell para conocer (aungue
fuera en una forma aproximada) esta func;bn y asf utilizarla en
contrastes de hipbtesis es generar aleatériamente pares de distri-
buciones espaciales, calcular el fndice A para cada patrfén resultan- '
te y examinar la distribucibn de frecuencias de los valores, del
indice en cada serie de simulaciones.

El términoq"simu}acidn“ tiene muchas acép?iones. No pretendo
por lo tanto,presentar todas las Interpretaciones que se han hecho
de 4l. En esta secci8n Gnicamente menciono algunos usos del
término para posteriormente detallar el método utilizado en las
aproximaciones a la distribucipn de A.

Una primex% aproximacibn al término "simulacibn" podria ser
ladada por Sullivan y Schuster (1975}, para quienes la simulacibn
es "el modelaje de un proceso por otro proceso”. En esta misma
lfnea, Zubrow y Harbaugh (1978, p.115) afirman que "simular es el
proceso de realizar experimentos sobfe un modelo de la realidad en
lugar de 1} experimentar directamente con la realidad misma o
ii) obtener soluciones analfticas directas,

Por otro lado, Tocher (1969, p.3) define a la simulacifn como
"un conjunto de técnicas para generar realizaciones de una variable

aleatoria",y Doran y Hodson (1975, p. 222) restringen la simulacibn

a la operacién de procesos estocdsticos.
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NGtese que en ninguna de estas descripciones se ha mencionado a

la computadora como elemento sine qua non de la simulacién. Sin
embargo, House y Macleod (1972, citados por Aldenderfer (1981, p.13)
afirman que "la simulacibn se refiere‘al proceso de construir y
usar modelos en una computadora", mientras que Renfrew (197%, p.202)
resume: "simulacibn es, simplemente, una técnica para explorar las
implicaciones de un modelo en una forma que, sin una computadora
serfa muy tediosa".

Otros autores (por ejemplo, Bell, 1981 p. 57) sefialan que
existen dos clases de modelos de simulacién: "por uha parte estén
modelos en los que cada iteracifn corresponde a la realidad,...,

Y por otra est&n los modelos de simulaci8n que intentan simular
sdio una sglida'(outcome) y no intentan imitar a ﬁn proceso en
diferentes etapas.

Considerando, en principio, estas opiniones acerca de la
simulacibn se pﬁede observar dos cosas: i) la simulacifn tiene
que ver con modelos. No pretendo estudiar a fondo las implicaciones:
de esta afirmaci8n, aunque esto no qulere decir que niegue la
importancia de contar con una definicibn precisa del término
"modelo®., Simplemente, se entiende por modelo cualquier repre-
sentaci8n de la realidad, independfentemente dé la naturaleza de
esta representacifn. 1i) las simulaciones efectuadas para aproxi-
marse a la distribucifn de A: a)no tienen una solucibn analftica
directa, D]lse basan en técnicas para generar realizaciones de
varjables aleatorias (en particular uniformes), ¢)serfa
sumamente tedioso y largo efectuarlas sin computadora y d)Gnicamente
pretenden obtener un resultado, que es independiente de iteraciones
"reales" de tiempo.

En este trabajo utilizo el término “simulaci6n® como sinénimo

o

W
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equivalente de lo que Kleijnen (1974, p. 6) llama "métodos
Monte Carlo en un sentido amplio” (los subrayados son de este
autor), definidos como "éualquier técnica para la solucifn de un
modelo utilizando nfimeros aleatorios®, _

La distincibn entre m&todos Monte Carlo y simulaci8n hecha
por Kleijnen es importante: "la simulacién (en un sentido amplio)
es experimentar con nodelos respecto al tiempo". Es decir,

"la simulacibén implica experimentacibén, Sin embargo, en lugar

de experimentar con el mundo realfexperimentamos por medio del
modelo del objeto, La conducta del objeto es modelada sobre el

tiempo." (Kleijnen, 1974, p.l12).

Las simulaciones aquf presentadas se refieren al espécio
muestral del Experiymnto aleatorio "modelar patrones espaciales
consistentes en dos‘distribucioneé de puntos y calcular el valor
del fndice A para cada uno de ellos", con el objeto de explorar
el comportamiento de la funci6n.de distribucifn del fndice bajo -
ciertas hip6teais nulas,

La forma de contrastar hip6tesis en estadfstica es como
siguei Se proponen dos hip8tesis (llamadas nula 'y alternativa)
excluyente y exhaustivas (respecto a un cierto espacio de pardmetros) ..
acerca de la funcifn de distribucién de la variable aleatoria de
interds. Utilizando la informacién muegtral se calcula el valor
de una cierta funcifn llamada estadfstfca de prueba. Claramente
esta estalfstica es una variable aleatoria, pues es una funcién de
los valores muestrales, que, por definicifn, son realizaciones de
una variable aleatoria. FEsta funcifn cumple con las sigulentes
caracterfsticas: i) mientras mayor es el valor de la estadistica
ﬁe prueba, la evidencfa de discrepancia con la hipStesis nula es

més fuerte,y b) si la hip6tesis nula es cierta, entonces la

[ .
'
.

.
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distribucifn de la estadistiéa de prueba es conocida, al mencs aproximada-
mente; (Cox & Hinkley, 1978, p. 19). ‘

Como lo que se pretende es inferir con base en la informacibn
muestral acerca del comportamiento de la variable en la poblacibn
y esta informacién es, por definici8n, incompleta, existe el
riesgo de cometer dos clases de errores:

I El error tipo I consiste en rechazar lg hip6tesis nula (Ho)
cuando esta es, en la realidad, corracta; el error tipo II se
comete al aceptar una hip8tesis nula que en realidad és falsa. A
las probabilidades de incu;rir en los errores tipo I y II se les
llama o y 8 respectivamente. Lo dptimo seria que al hacer un
contraste de hipbtesis se pudiera minimizar ambas probabilidades.
Sinvembargo, "cuando el nlmero de observaciones es dado, ambas
probabilidades no pueden controlarse éimultaneamente"'(Lehmann,
1959, p. 61). De hecho, cﬁando o decrece 8 crece y viceversa.

| Un ejemplo simple servird para ilustrar este hecho:sup8ngase
gue se va a comprar un lote de N artIculds. Se extrae una muestra
aleatoria de tamaﬁo n con el objeto de examinar qué proporcibn
de artfculos en la muestra estfin defectuosos. Si£sta proporcibn

‘es"guficiehtemente grande" no se comprar§ el lote.l La pregunta
serfa ¢qué tan grande debe ser esta proporcién para conéiderar que
el lote en general es inadecuado?. Si el lote fuera bueno se
esperarfa que la mayor parte de los artfculos seleccionados en la
muestra no estuvieran defectuosos. Sin embargo, e€s posible que,
por puro efecto del azar, se tenga una muestra aleatoria con una
proporcifn de defectuosos mayor que la esperada asumlendo que el
lote es bueno, Asf, una probabilidad pequefia de cometer el error

fipo I implicarfa que se estA dispuesto a aceptar que clertamente
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el lote es adecuado aunque salga una proporcidn tan grande que
haga poco plausible esta afirmacién; i;e., hay poco riesgo d-
equivocarse en la decisién si en efecto el lote es bueno, pues en
muy pocas situaciones (verdaderos extremos) esta hipftésis serfa
rechazada. Esto implica que la probabilidad de aceptar un lote
defectuoso se incrementa. Por lo tanté, es necesario modificar la
pretensién original de minimizar o y B simulténeamente.: La modifi-
cacifn (sugeridavpor Neyman y Pearson a principios de los afios
tqeinﬁa) "estd basada en el hecho de que en la mayorfa de las cir-
c@nstahcias, la actitud hacia la hip6tesis nula es diferente de
la actitud hacia la hip6tesis alterﬁax a menudo nos preguntamos si
hay suficiente evidencia para rechazar la hipStesis nula. En t&rmi~
nos de dos:errores posibles e5to puede traducirse en el enunciado
de que el error tipo I es mds serio que el error tipo II" (Silvey,
1975, p. 97). Por lo,éanto, "ge acostumbra asignar una cota a la
probabilidad de rechazar incorrectamente la hip6tesis nula cuando
es clerta y se intenta minimizar a B sujeta a esta condicién"”
(Lehmann;r1959, p. 61). Esto se hace célculandoyla funcién potencia
- de la prueba, que mide el comportamienﬁq de:esta cuando 1a'hip6teéis
nula es falsa en la poblacién. Hay pruebas que detectan esta si-
tuacién mejor que otras dada una cierta probabilidad de cometer el
error tipo I llamada nivel de significancia de la prueba. La
elaeccibn de esta probabilidad se hace de manera mfs o menos arbi-
traria, pues en la mayoria de los casos se desconoce qué valor de
o se estd dispuesto a aceptar. Lo usual es considerarlo cercano a
.05. 8in embargo, no hay justificacién a este hecho, excepto que
la mayorfa de las tablas de las funciones de distribucién de
eatadfsticas de prueba tienen los valores derestas funciones para

un nmero restringido de posibles valores de &, en general .01,
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.05 y .1. Ea necesario hacer notar que esto implica conocer
no sélo la distribucidn.de la estadistica de prueba hajo la
hip6tesis nula (que mide la probabilidadfde que determinado valor
de la estadfstica haya sido obtenido y la hip6tesis nula continde .
considerandose consistente con los datos muestrales), sino también
la potencia de la prueba., Regresando al .ejemplo del dote de artf~
culos, la estadistica de prueba serfa el porcentaje de defectuosos
que hay en la muestra. Si la hip6tesis nula (lote no defectuoso)
fuera cierta y se obtuviera una proporcién de .9 defectuosos, se
dirfa que hay poca probabilidad de obténer este resultado (asumiendo
que la muestra es suficientemente representativa de la poblaci6n),
Sin embargo, la hip6tesis nula se aceptarfa si el nivel de significan~
cia fijado fuera muy pequefio (asumiendo que la potencia de la prue-
ba es también suficientemente grande).

Para el caso del fndice f, la distribucidn de la estadistica
de prueba es conocida (al menos aproximadamente), sin embargo, no
se conoce la potencia de la prueba. Una posible solucidn a este
problema'seria considerar hip6tesis alternas (sfmuladas) y calcular
probabilidades de aceptarlas utilizando a | como estadfstica de "
prueba. Lo mismo sucede para el fndice ],

En la prictica, se ha visto que, si 1la prueba es suficiente-
mente potente, un valor de o cercano a .05 es aceptable; i.,e., se
estd dispuesto a tener una decisibn errénea en una de cada veinte
veces que se efectuara la prueba de hip8tesis, Puesto que no ge
conoce la potencia de la prueba, las tablas generadas para los
Indices deben considerarse preliminares,' aunque se debe notar geu

los valores de a fueron .01, ,05y .1,
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Una vez calculado el valor de la estadfstica de prueba se
ve, utilizando alguna regla de decisién-deducida bajo el supuesto
de que la hipStesis nula es verdadera, si Se acépta o se rechaza H,.
Los términos "acepta" y "rechaza" no significan que se desecha o
se adnite ‘de una manera absoluta que ha hip6tesis nula es verdadera
o falsa eh términos de la pobjacién., La Gnica forma de sabexr esto
es analizar a ggggg los elementos de la poblaci6n y asf concluir;
desde luego, en este caso la estadfstica no tiene un sentido infe-
rencial. M&s bilen, sl se aceptara la hip6tesis nula se deberfa
decir que no se encontrf (en la muestra) suficiente informacitn
coﬁsistente con la hipStesis alferna¢ es decixr, no ée puede afirmar
que lé hip6tesis nula est€ correcta, sino mds bien, se considera
que la hipftesis alterna no fue consistente (en cierto grado) con
lod valores muestrales, todo esto con una probabilidad de error
asociada. '

Esta forma de inferencia es el modus tollens de la 16gica
cldsica, y puede expresarse de la siguiente. farma:
((t v+ p) Ap)+ T donde ? es ™o t", t,p proposiciones
cudlquiera. Popper (1975, p. 76-77) describe a tollens en los
siguientes t&rminos: "Sea p unalconclusi6n delisistema de enuncia-
~dos t, que puéde consistir de QeorIas y condiciones iniciales...
Es posible simbolizar la relacifn de derivabilidad (implicacibn
analftica) como t + p, que puede leerse como"p se sigue de t".
Supfngase que'ples falsa, es decir, p. Dada la relacién de deduci-
bilidad t + p y el supuesto p, se puede inferir t; esto es, se
considera que t como falsa (we regard t as falsified)... o, en
palabras, 'si p es derivable de t y si p es falsa, entonces t es

también falsa.",



115

De otra forma, es posible transmitir falsedad a enunciados
universales (teorfas, o bien, enunciados acerca de una poblaci6n)
a partir de enunciadds particulares (resultados empfricos o valores
mueétrales): lo que no se.puede hacer (sin caer en la falacia gde
afirmar el consecuente: ({t+ p) A p) + t)'es transmitir verdad de
enunciados particulares a enunciados universales.

De todo esto se desprende que lo que da informacibn es el
rechézar la hipbtesis nula, pues el aceptarla no garantiza nada,
mientras que el enconfrar.una nuestra gue no es consiétente con:
la hipbtesis implica (con probabilidad de error asociada debido
a la aleatoriedad de la mueatra) que £sta no es verdadera en la
poblacién, ‘

Si.T es una estadistica de prueba,'R una regién de rechazo |
(definida por el nivel de significancia) y el simbolo v denota

negacibn, se puede sintetizar lo anterior en dos forxmas:

Hy > T ¢ R | “H+ Te R .
TeR T¢R
NHO Ho

Notese que el segundo renglén de la inferencia corresponde a
los datos muestrales.

Como ya se ha mencionado, esta es una tesis técnicd, Yy, por
lo tanto, no diécutiré con méds detalle estos aspectos aogeca de

los fundamentos del método estadfstico ﬂara-cohtrastar hip6tesis.

Finalmente, es necesario mencionar que los resultados obteni=
dos fueron ligeramente distintos a los presentados por Hodder y Okell.

Para el Indice A ge tienen valores mayores que los de estos autores,
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para los cuantiles infgriorea: para los cuantiles superiores no
hay diferencias. Probablemente esto se deba a la funcién ge-.
neradora de nimeros aleatorios utilizada por Hodder y Okell; sin
embargo, puedo afirmar que mis simulaciones egt&n bién progra-
madas. Para el fndice de dispersifn se encontraron valores muy
ligeramente‘distintos en ambos extremos de la distribucién sin

que se pueda encontrar un. patrbn sistemdtico.de comp

Estas discrepancias podrfan servir para concluir que (al
menos para el fndice A con toda seguridad y muy probablemente parai
D) los valores presentados en el apéndice IV de este trabajo
represenfan nds fielmente la situacifn de aleatoriedad en los
patrones generados, pues sus valores tienen una variaciéd menor

regpecto a 1 que la de las tablas de Hodder y Okell,
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1.1) PROCESOS DE POISSON

Algunos experimentos se reducen al cohteo del nfmero de veces
que algfin evento ccurre en wn tiempo o espacio dado.

Por ejenplo, es posible contar el nfimero de personas que llegan a
un banco entre las 9 y la 1:30, el nfiero de puestos de periédicos por
km2 en la Ciudad de México, ete. |

Se sabe por experiencia que w modelo matemdtico elemental
adecuado para tratar con este tipo de fenSmenos es la distribucifn de
Poisson.

Conceptualmente es conveniente considerar al resulatado del oonteo

en wn intervalo continwo (o tal gue se pueda considerar continuo) cualquiera

como wna variable aleatoria discreta,

El desarrollo del modelo puede hacerse de muchas formas., A conti~
nuaci6n expongo dos de ellas. la primera estd basada en libros como
larson (1978) y Hogg & Tanis (1977). Para la sequnda parte utilicé
los textos de Hogg & Craig (1978), Foss (1970) y Lindgren (1970).

En un proceso de Poisson con parémetro A se generan eventos
discretos en un intervalo continuo (tiempo, &rea, longltud, etc.) de
la siguiente forma:

' i) Existe un intervalo de longitud h suficientements
pequefia tal que: a) la probabilidad de que haya solamente una ocurrencia
en el intervalo es aproximadamente igual a Ak, y b) la probabilidad de
tener dos o mas ocurrencias en el intervalo es apm)dmdmte'oero.

11) la ocurrencia de un evento eh wn intervalo de lon-
gitud h suficientemente pequefia no tiene ningfn efecto en la ocurrencia
o no ocurrencia de otro evento en cualquier otro intervalo ajeno de
igual longitud; i.e., las ccurrencias son consideradas como estocdstica~

nente iﬁdependientes .
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Si es posible aceptar que el experiments satisface los tres
élxptmtos anteriores, entonces 10s eventos puedén considerarse como
generados por un proceso de Poisson. »

Cuando se cbserva un proceso de Poisson en algln intervalo del
continw con longitud wnitaria, el nlmero de eventos que ocurxen en €1
es una varisble aleatoria, y si adends se aswe que ocurren en una cantidad
constante A (lo que no implica, por-la naturaleza dél femSmenolque ocurran
siempre A eventos por cada intervalo unitario, sino, mds bien, que en
promedio esto sucede), la distribucifn queda completamente determinada de
la siguiente manera; ? '

Si se dbserva un proceso de Poisson con pardmetro A
_ durante 4 unidades y X denota el nfmero de eventos que ocurren, entonces

X es una variable aleatoria

Lo anterior significa que si se ésperan {(en el sentido de esperanza
matemdtica) A eventos por wnidad, es f4cil pensar que se esperan M
eventos en 4 unidades, '

Entonces, es posible establecer el siguiente

TROREMA: SL X es una variable aleatoria de Poisson con parfretro iqual a
M, entonces, su funcdén de probabilidad (no de densidad por ser X una
variable aleatoria discreta) estd dada por: -

X =M
fx(x) = P{x = x} = _'(‘)\'é')'—-‘g-’——' Bi Xx= 0,1'2'30 (X
x|
= 0 e, 0. C.

DEMOSTRACION: Se tiene un proceso de Polsson con pardmetro A sobre 4
widades, y X es una variable aleatoria que cuenta el nlmero de eventos

que ocurren,
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51 el intervalo se divide en n subintervalos ajenos, cada uo de
longitud h |k = 4/n}, se tiene una particién en la que el valor de i
se determina dividiendo al intervalo original (unitario) en subintervalos
tales gqeu no haya mas geu 0 o 1 eventos ocurriendo en cada uno de elles,

Por la definicifn de procesos de Poisson se sabe que la probabilidad
de que se tenga una ocurrencia es aproximadamente igual a Ah para cada
subintervalo, Ademds, puesto que se trata de un proceso de Poisson, la
ocurrencia o no cocurrencia de estos eventos es independiente para cada
wo de ellos, .

Por todo esto, la ocurrencia o no ocurrencia de un evento en cada
swbintervalo puede considerarase como wna variable aleatoria Bernoulli con
parémetro igual a M, ' ) '

Como hay n eventos Bernoulli con prebabilidad de &xito iqual a M,
entonces, si X denota al nfmero total de ocurrencias en el intervalo
original de lonéitud 4, X es wa variable aleatoria Binomial con parémetros
n oy M. .

Es claro que para llegar a esta Glﬁima conclusifn ge utilizb 13
suposici6n de independencia de las ocurrencias de los eventos.

Pero:

entonces:
X v =X
-
£,(x) = ":] ‘ﬁ } [1 -2 8L X = 0,1,2,s04
0 e. 0, C.

la construccién del modelo binomial es ficil: si se tienen n eventos
cada uno de los cuales admite dnicamente dos posibles resultades (por
ejamplo, &xito o fracaso) y se cuenta cudntos resultados fueron "gxitos",
la funcifn que da las probabilidaddes
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la funcifn que da las probabilidades para los valores de ese nfmexo es:

n
[x] PPt peaget g

dorde p es la prababilidad de &ito para cada uno de los n experimentos
Bernoulli y ocurre x de lag n veces, q es la probabilidad de fracaso, y
aparece I-x veces en el producto anterior. Claramente q = 1-p.

El factor [::) es el nfmero de formas en que se pueden arreglar los x
éxitos entre 1os n experimentos sin considerar el orden con el ‘gue van
saliendo, y se calcula como:

) = s

Cawo la fnica fonnadegarantizarqueeng_ogqgloscasosge
cumplan los supuestos del proceso de Poisson es. considerando que #, i.e.
el nfinero de intervalos, sea tan grande camo se requiera para cualquier
situacibn es considerando k camo infinito, lo cual es posible hacer ya
que los eventos ocurren en un continuo, basta con tamar dicho limite
para la funci6n de probabilidad anteriar.

Haciendo esto Gltimo se abtendrs la funcién de probabilidad exacta
para una variable aleatoria de Poisson.

[y .
SO 2T e e e

Ademﬁss;esabeque:lfmﬂxi = § 1fm x

R B Vs [1_ M ]”‘ [1_ A8\ nln-1)ee(n-xe1)
n n H

v X

i, y oo



1fm _u_f]_ﬁuu"
oo X
L
1fm M)
- 1'T] =1L
) lf.m -n -
Ln l_AnA] ey
n-l{:} ll— %] r0 0 [1 E—l.'-J =1;
entonces: un (n) () [ L 2" 2 08* M x=0,1,2,...
me (x| n n x| ’

Para demostrar que 1a parte derecha de la ecuacifn anterior es wna
funcibn de probabilidad basta ver que sea positiva'y que su suma sohre
todos 1os valares sea uno: A

i) La funcifn es positiva por ser un producto de funciones

positivas. o
5 s =1
Y = =1

X -\4 -\4
O‘:‘) e = @
; x=0 !

T

, ©  x
pues por definici6n de exponencial, e = § —%I— ,

‘ ‘ . x=0
y por lo tanto, la funcifn es una funcién de probabilidad, lo que
texmina la demostracifn,

A continuacifn expongo otra forma de enunciar los supuestos «del
proceso de Poisson y de construir la funcidn de probabilidad de Poisson:

Sea E un experimento tal que sus resultados 4 forman un espacio S.
Entonces, E est8 especificado por algunos suboonjuntos de S((1llamados
eventos) y por las émbabilidades asociadas a estos subconjuntos.

\
N
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51 E es un experimento aleatorio (es decir, es tal que es inposible pre-
decir sus resultados con certeza si se le cbserva n veces en condiciones

"idénticas", aunque se pueden coﬁocer las prcbabilidades con que ocurren
"algunos resultados) y se cbservan los resultados (contenidos en:S) de E
. que ocurren en algfin subéonjux’lto de un eséacio T, se tiene un proceso
estocdstico. Si T es numerable, el proceso se 11amara.duclte/ta, mientras
que éi T es continuo (érea, longitud, tiempo, etc.), el proceso serd
continuo. _

8i se observa la variacifn respecto a puntos de T se tiene una
familia de variables aleatorias para cada uno de ellos, siendo el punto
de T considerado un parémetro para cada familia. Esto implica que una
chservacibn del proceso campleto es una funcién del espacio T.

En particular, un proceso estocdstico que es continuo y en el que la
funcifn N(£) (£cT) representa el total de eventos ocurridos hasta el punto
t es 1lamado proceso estocdstico de conteo.

51 un proceso estocéstico de conteo‘ cumple los siguientes. sqpuestos,y

ge tiene un proceso de Pofsson:

 Sea g(x,4}) la probabilidad de tener x ocurrencias en un intervalo de T
con 4 unidades; entonces.
' 1) g(1,h) = A + o(h}, donde Aes una constante positiva y h>0;

i) § g(x,h) = olhl;

x=2

111) el n(mero de eventos ocurridos en intervalos ajenos es esj:oc&stica—
mente independiente.

La utilidad de esta definici6n de Proceso de Poisson estf en que
formaliza las nociones de " aproximadamente A" y "aproximadamente 0"
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que gparecen en el desarrollo antericr; en efecbo; una funcitn £ es de
clase o(x} si - |

s decir, fperuenecealacmseo-dﬂcasimmvecmagdewsnﬁé
pequefia que la funcin idéntica. Por ejemplo, £ix) = x* € olx).
 Puade dewstrars‘é que o(x) + o{x) = olx) lo cual sersd muy Gtil
mas adelante. Para mas detalles sohre funciones de esta clase, véase
Lounis & Sternberg (1968), §5.1.
Especificamente, 1o que se consigue con la inclusifn de funciones

" of{x] en el desarrollo de la teorfa de los procesos de Polsson es estable-
cer las condiciones que garanticen cue para intervalos de longitud h tan
pequenia camo se quiera, ei error que se tiene al afinnar que "la probabilidad
de tener una ocurrencia en ese intervalo es aproximadamente Ah' y que
T pxobabilidhd de chservar dos o mds ocurrencias en un intervalo sufi-

dientanente pequetio es aproximadamente 0" es despreciable,

TEORRMA: Si se tiene un proceso de Poisson (definido por los supuestos de
la pdgina anterior), la probabilidad de tener x ocurrencias de algln
evento contenido en S en algn intervalo de T con médida & es:

=\4

. x
£ (%) = B{X « x) = (44) le 6l % = 0,1,2,3,...
" .

o 0 e.0.C.

DEMOSTRACION: Claremente, g{0,0) = 1. Ia probabilidad de tener al menos
una ocurrencia del evento en un intervalo de medida h es:

xm2

gf1,h) + § glx,h) = A+ olh) + ofh) = M + olh),
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Yy por lo tanto, la probabilidad de tener 0 eventos en ese intervalo es:
1= M- olh).

, L
Por otra parte, aplicando el supuesto de independencia estocistica:
g(0,8 + h) =g{0,8) (L= Ah+ olh}),
i.e.,.1a probabilidad de 0 cambios en sunidades y de 0 canbics en h

unidades es el producto de ambas probabilidades; entonces:

g{0, ath) - g(0,8) ~g{0,2) olh)
" = - g(0,4) ~ —-'—“;';-"'—"“ .

Por el argunento usado en el primer desarrollo, se puede tomar
el Linite cuando /0 en anbos lads de la ecuacién antetior, asegurando
que, puesto que Tes continuo, siempre es posible encontrar un intervalo de
longitud tan pequefia Gque se curplan los supuestos del proceso de Poisson.
' Usando la def;micién de derivada se tiene quet

i

‘d g(0,4)
——— = =)g{0,4),

0, equivalentemente,
¢ In g(0,8) = ~ Mt ¢,
Imtoncee; v
g(0,8) = g™
- e8 la solucién de la ecuacifn diferencial. .
Como se tigne que g(0,0) = 1, entonces, c= 1, ¥
g(0,8) = e,
Sed x ¢ Ni- entonces, g(x,0) =0, y
glx, &th) = g(x,8) (L = M - alh)) + g(x-1,8) (M + o(hi) + olh)),

que implica
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gix, & +h) ~ g(x,s)
"

a =Ag(x,s) + g(x~1,4) + _o_‘(t_h_l_ .

Tanando el 1fmite cvandoh tiende a 0 en anbos lados de la ecuacién:

d g(x,s)
= =Ag(x,8) + Ag(x-1,4),

o, equivalentemente,
GM(Q'(x,A) + Ag(x,8)) = reM glx=1,4),

1o que implica que:

d A

!

(eM g(l,4)) =\ , parque g(0,8) =e

entonces:
g(l,4) = oM (A +¢), y cam g(1,0) = 0,

se tigxxe que:
=\4
.g(1,0) =M e
Moa* .
Para demostrar que g(x,4) = ——3— Se supone que 1a

Iqualdad se da para x-1, i.e. :

. lo que implica que:

A

X
a g(x'b) = ._(A_é_)__

x|

+ e,
Finalmente, camo g(x,0) = 0, c debe ser 0, y entonces,

) L,
e , loque termina la demostracién.

9(":.5) =
X
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APENDICE 11

Ia siguiente demostracifn est8 basada en la propouesta por

Apostol (1969, vol. II, seccifn 11.3).

TEOREMA: Sea Sk(r) la esfera s6lida de radio r con k dimensiones,

definida como:

S(E) = L0ty eewnmy 2} oot xig r*}'

Y sea Vk(r) = !;;ziz dx1'v~dxk el volumen de Sk(r).

Enéoncea, k/Z
I
Vk(r) B em————
I'(k/2 + 1)

k

DEMOSTRACION:

Si k = 1, entonces Vl(r) = 2r, que es la longitud dél intervalo
cerxado +r,r.

Si k = 2, entonces V,(x) = Nr?, que es el &rea de un cfrculo de
radio r, Por lo tanto, basta demostrar la f6rmula para k 2 3.

Antes, es necesarlo mostrar que para toda r > 0, Vk(r) = rka(l);

M !

Para hacérlo, se utiliza el cambio dé variable X = ruy, que mapea
sk(l) en Sk(r). El jacobiano de esta transformacién es:

= (XypeensX) = r(ul,...,uk)'

axl axk
aul aul
lJl = PRSI BIOOISOIOEVYVOEIOENOIROORGSS
axl axk
Buk aUk
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'Jltn =y,

Entonces:

vk(r) -=I f XY I dx1 T axk
Sy (x)

= ! ‘t!l I rk dul"' duk = rk vk(l)'
S, (1)

lo que prueba el primer resultado.

k/2
I

Para demostrar el resultado general basta ver que Vk(l) = =3 -
Pige+

2 "0 2 < <) 2 LY 2
X2t e 4 xg S X{+oeertx

U S |
k-2 17 ¥ "X

Esto implica que:

Vk(l) = '2 f { (f ';"f dx12°- dxkzz)dxk~ldx
Xpg * X S 1 Xxi S1-x%f -

.

'

La integral dentro del paréntesis se evalda sobre la esfera (k-2)-

’dimensional Sk_z(p), donde p =/1 -~ xi_l - xi, es decir:

k-2

n f
- e w? . oenyy <1,
vk_z(p) = p Vo) = (1 = x4 X2 Vk~2(1}

Sean % = Xy.y7 ¥ = ¥,. Entonces, si k 2 3 se tiene que:




128

: [ .._.T__z.n/z -1
V(1) = v, (1) - (L - x* =y*) . dxdy.
k k 2 xz_._ stg 1 v . .

Para evaluar la ;ntegral anterior, se transforma a coordenadas po-
lares: 2 1 ’
= - &2 k/2 - 1
Vi (1) =V _,(1) I [ (1 t.) t dtde,
0 0 ’
donde x = t cbs(ﬂ), y=tsen(d)yts= /x? - y’.
El jacobianc de la transformacién es:

%

. cos (8) sen(f) '
9] = = |

= t (cos?(8) + sen?(8))
% gx -t sen(6) t cos(6)
26 90
=t, y0gtgl, 020 g, ’

Entonces:
i k/2 i
1 k/2 -~ 1 1 k2 -1 1 u
{(%"tz)/ t@t=§-{u/ du=-5_§

= %, y se tlene que:
1 27 21
Vi (1) = v _,(1) k‘{ e = Vp_,(1) §— (k 23
k/2

Ahora sea la sucesibn {f(k)}, definida por f(k) = =g .

P(ik + 1)
{f(k)}k satisface la f6rmula recursiva Vk(l) = —%ﬂ— Vk_z(l),
es dacir: £(k) = -2 £(k-2) -
Desarrollando la ecuacibn anterior:

k/2 R n(neeazzv“

n NN ‘
P T T '
/2 + 1) I'(1/2(n<2) +1)
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Entonces:

k/2 n/2

f(k) = .21 = 21 , Y como

P(%k)k F(%k)-%k + T(%k)-%k

F{x + 1) = x-I(x), se tiene la igualdad £(k) = -2~ £(k-2},
lo que prueba la igualdad para k 3 3 * '

Como T(3) = /7, r(%) = %/ﬁ, entonces £(1] = V, (1),

Como £(2) = V,(1) = 7, se tiene que £(k) = Vr(l),'si k21,

como se querfa demostrar.
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APENDICE I11

A continuacién se presenta el método utilizado para la
generacibn de valores de una variable aleatoria con distribucibn
de Poisson con parémetro X.

Sea un proceso de Poisson sobre el intervalo cerrado por la
izquierda (0,%),, Si N(t) denota el nfimeroc de eventos que ocurren
en el intervalo cerrado (O,t), entonces N{t) es una variéble '
aleatoria con distribuci6n Poisson con pardmetro At, donde A es
el parémetro del proceso. 51 0 < s < t, entonces N(t) - N(s) es
el nlimero de evehtos ocurridos en el intervalo cerrado por la de-
recha (s,t), y es una variable aleatoria con distribucién Poisson-
y parémetro A(t - s) (Hoel, Port & Stone,'1971,'p. 230).

Sea Dm el "tiempo" en el que ocurre el m-ésimo evento. Es
posible demostrar (ibid., p.228) queb Dm ~ T(m,A)., Sean las
variables aleatorias Wl, Wz' cee g WA, +++ definidas como sigue:

1* W=Dy = Dpyy

W, =D (n > 2). Entonces, Dy =Wy + oo 4 Wm.
S5i se supone que las Wi's son independientes, se ve que todas ellas
tienen distribuciones exponenciales con parametfo A, porque la
suma de variables aleatorias independientes exponenciales da una
variable aleatoria con distribucién gamma (ibid.; p.229).

Como la variable aleatoria Wm es el"tlempo"entre los eventos
(m-1) y m, a las variables wl, Wz,... se les liama "tiempos de
espera" entre los eventos sucesivos de un proceso de Poisson.

Entonces, los tiempos de espera de un proceso de Poisson se
distribuyen exponencilalmente con par&metro igual al recIproco del
parmetro del proceso. (ibid. p.231). (Este resultado no se de-

mostrarf).
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El siguiente desarrollo estd basado en esya idea y ha'sido
expuesto casi sin variaciones en libros como Tocher (1969, p.
36-39), Hammersley & Handscomb (1979, p. 36-38) y Fishman (1978,
p. 250-251).

La idea central consiste en generar €y ez, vee €y
una sucesifén de variables aleatorias con distribucién exponencial

y para@metro 1/) e ir calculando la suma de valores de estas

variables. Cuando se cumpla la condicién:

? nfi
e, & A < e, (1)
=1 1 =1 Ls

n serd un valor de una variable aleatoria con distribucién Poisson

1

Yy pardmetro Ao
Para generar valores de una variable exponencial se utiliza

el hecho de gue si B tiene esta diskribucién, entonces,
E =-1n (U), ' (2)

donde U tiene una distribucifn uniforme (Hammersley & Handscomb,

1979, p. 35). Entonces,’ la condicifn (1} puede expresarse como

n ntl
I -ln (u)) g n< [ o(-1n(uy))
i=]. i=1 ‘
Q biﬂn,
n - n+l
MTu > e " 2 T
i=1 i=1

donde 1y =1/A.
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El algoritmo utilizado fue el siguiente:

aux:=0;

e==éxp(-A);

pri=1;

.ri=random(S) ;

pri=pr*r;

mientras (pr-e) 0 hacer

| auxs=aux+l;
pr:=pr*random(S);
Poisson:=aﬁx;
Atkinson (1979) demuestra que este algoritmo es el mds eficiente

para generar valores de variables aleatorias Poisson si el valor
de A es menor que 15. Por esta razén fue utilizado. El

lenguaje utilizado fue ALGOL, .
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