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INTRODUCéION 

El objetivo de este trabajo es elaborar un estudio.acerca 

de algunos problemas estadísticos que surgen del estudio de 

distribuciones de puntos en el espacio. Es una tesis. de tipo 

m4s bien técnico que te6rico, y por lo' tanto, se centra en proble- · 

mas de procedimiento tratando los problemas conceptuales muy 

superficialmente. 

Aunque desde principios de este siglo se intentd dar una 

solucidn matem4tica al problema de hacer evidente la aleatoriedad 

(definida de.acuerdo a alg6n criterio sirnple) o no aleatoriedad 

(es decir, existencia de algdn comportamiento sistemático) de un 

patrdn espacial de puntos, es hasta la década de los cincuenta que 
¡•. . 

se construyen modelos estadísticos para resolver este problema 

que no se basen en conteos de ocurrencias de eventos sobre cua-

drantes limitados arbitrariamente. 

Estos primeros modelos fueron desarrollados especialmente 

por botánicos 'que busaaban describir poblaciones de plantas sobre 

regiones perfectamente limitadas, Como muestran Bartlett (1975) 

.y Ripley (1982Y el grado de diversificaci6n, tanto en aplicaciones 

como en complejidad matemática que han alcanzado estos modelos a 

partir de la década de los setenta es muy grande. En particular, 

los modelos de vecino más cercano has sido utilizados en geografía 

(Dacey (1964), Garner (1967), King (1960), Harvey (1973)), ecolo

gía de animales (Hansen y Renunenga (1961)) y arqueología (Hodder 

(1972), Whallon (1974), washburn (1974)). Otras clases de modelos 

espaciales se utilizan en geología,(Davis, (1973)), epidemiología 

(Bartlett (1975)1 y física (Lewis (1976)), ~odo esto 

justifica un estudio de los principios de estos modelos para 
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ci>tener, posterlontente1lDl nejor uso de ellos, tallando en cuenta las 

IeStricciones y ventajas que producen sus supuestos y coosecuencias. 

F.sta tesis intenta ser, por lo tanto, m.1s bien una =4ticiaci61 al 

estudio de los ll'Odelos estad!stioos espaciales que un estudio el!haustivo de 

ellos. Por una parte, ya existen trabajos que cubren de una nanera general 

el desarrollo de una gran cantidad de rrodelos (por ejenplo Barttlett (1975), 

li:>dder y Ortcn (1976) y Ripley (1982)), adeJr4s de que no dispongo de 

suficiente tier.po para esto; J;X>r otro 100o, la disponibilidad del 

naterial biblicigráfioo es otra limitante real. F.s J;X>r esto que la tesis 

se centra en el análisis de dos clases de ll'Odelos: los de vecino mSs cercano 

y un !ndice de asociaci6n espacial para dos distribuciones propuesto por 

li:x1der y Ckell en 1978. Para el prirrer tipo de m:xlelos se presenta 

el desarrollo del mxlelo original y de varias generalizaciones (entre ellas 

una original) coo un detalle ta1 que oo permite su eJqiosici6n oonpleta 

·en los artl'.culos originales, presentando algunos ejenplos, Para la segunda 

clase se presenta el desarrollo del !ndice as! a:rno aproximaciones a su 

distribuci&l obtenidas J;X>r trétodos M:mte Carlo, 

En reswen, la tesis de este trabajo es que ambas clases de ll'Odelos 

:i:esultan parciales, y es necesario ccnstruir oodelos que involucren m1s 

factores para decidir la aleatoriedad de un patr6n espacial, es decir, la 

aleatoriedad señalada J;X>r estos m:xlelos se referir4 llnicanente a la 

distribuci6n de alguna clase de distancias, sin oonsiderar elemantos de otra 

naturaleza y que poddan influir en la formaciOn de la distribuci6n. Un intento 
• 

de solooi6n se presenta en la generalizacidn del m:xlelo de Clarlt y Evans pre-

sentada J;X>r pr.inera vez en este trabajo, pms pen11ite incluir tantas va

riables cat0 se desee, aurv:iue limita la relaciOn entre estas variables a 

algQn tiJ;X> de distancias (norrrahrente distancias en forma de ~trica de 

MinkCMski) • 
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La tesis consta de tres cap!tulos y cuatro ap~ndices. A conti~ 

nuaci6n se dascribe a cada uno de ellos. 

Eh el priner cap!tul.o discuto el cc:noepto de proceso espacial, algunas 

interpretaciones de la aleatoriedad en pattooes espaciales y el uso qua 

se ha hecho de ellos en axqooologta. Se analizan tmrbién los slplestos en los 

que se basan los rrodelos y los distintos usos que se puede haoor de ellos ·en 

general, m:>Straru:b, rSpidanente, algunos problemas netocbl.6gicos que tiene su 

aplicaci6n. 

El c:bjetivo del segundo cap!tulo es analizar, lo mas detalladanente 

posible, los rrodelos de vecioo mls cercano, prirrero en la foxma original 

desarrollada por Clark y Evans en 1954, y posteriommte, o:>n algunas de las 

extensiones y nodificaciones ~ ootables, oc:mo la presentada por 'lbarpsm en 

1956, que pexmite consic'Erar los pr.íneros n vecinos ro!s cercanos, y la hecha 

por Clark y EVans en 1979 para geooralizar el nx:>delo. : (de priloor vecino nás 

cmcaoo) a espacioo de dinensito k, A CCl'ltinuaci& eJ1PC1190 una nuwa genera

Uzaci6n del llV:ldelo para n vec;ínos é cercancs en espacios de diirensi& k, pre

sentando alqunos ejarplos que muestran el oonportanú:ento de, las estad!sticas 

~stas para varias distr:Cbucmnes. Finabrente se ocmmtan el nétod:> de 

la rrediana dado por washburn en 1974 y una extensi& del m:>delo pn-a 

espacios de d:!mens~ 1 hecha por Stark y Young en 1981. 

Por lll.tino, en el tercer cap!tulo examino un mcx1elo c:arpliet:arrente 

distinto a los m:x:lelos de vecino ~s cercano, en cuanto a sus supuestos, 

amtrastes de hip6tesi1:1 y caistruccten de la df.s1!ribuci6n de las estad!sticas' 

de prueba y que a\ln está en una fase da ~itoontaci6n; el fulice A de 

Hodder y ct<ell. se presenta una descripci6n del CX)JttX>rtamiento del tndioe 

cx:n distintas distribucioones espaciales, de los algoritroos usados para 

c:btener su funci6n de distribuci6n bajo hlp6tesis de aleatoriedad y ,algunas 

tabll1;9 de los fractiles inferior y superior de la distr.tbuc:ld:n oon algunas 
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hip6tesis nulas para distintos valores del nivel de siqnificancia, 

as! como un an4lisis de los resultados obtenidos. 

En el primer a~ndice presento dos formas de construir la 

funci6n de probabilidad de una ~ariable aleatoria generada por 

un proceso de Poisson; luego doy~!a demostración de la f6rmula 

para calcular el vol1lmen de una esfera de dimensi6n k empleada 

en el cap!tulo II; en el tercer apéndice expongo el método utili

zado para generar variables aleatorias con distribucidn Poisson 

y en el dltimo ap4ndice se incluyen las tablas con los cuantiles 

de la distribuci~n del·índice A de Hodder y Okell. 
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I .l> ESTADISTICAS DE DISTRIBUCIONES ESPACIALES. 

Un problema central en la geograf!a humana es el estudio 

de los patrones espaciales de objetos localizados en mapas: 

Una vez que se conoce el patrOn espacial, resulta natural pre

guntarse qué fue lo que lo causo. 

Es posible deducir hip6tesis respecto un patr6n particular 

a partir de teor!as f!sicas, qcon6micas, pol!ticas o social:é.s. 

Claramente, los fen6menos explicados por estas teor!as tienen 

·manifestaciones espaciales·, y a estos aspectos se les llama 

procesos espaciales. (Getis y Boots, 1978, p~l). 

Abler, Adama y Gould ampl!an este punto de vista cuando 

afirman que "es nuestra limitada perspectiva del tiempo lo que 

hace que designemos algunos fen6menos espacialmente diferencia

dos como distribuciones de objetos, mientras que designamos a 

otras distribuciones que var!an mgs r!pidamente como procesos ••• 

d1.tdJ1.ibuc.i.6n elipa.c.ia.t es un Mrrnino que aplicamos a la 

organizaci6n espacial ~nterna de esas distribuciones.de elementos 

del proceso. Considerada correctamente, la estructura espacial 

de una distribuci6n es vista como un !ndice del estado actual 

de un proceso en acci6n (ongoing procesa)". (Abler, Adams & 

Gould, 1971, pp,60-61). 

De lo anterior se desprende que dado un patr6n espacial 

es posible relacionarlo, mediante algdn modelo, con un proceso 

espacial te6rico que explique la naturaleza del ~atr6n observa

do, (Getis & Boots, 1978, p.1), 

En este trabajo utilizo los t~rminos pat~dn elipa.ciat, 

elit~uctu4a e6paciat, y dilit~ibuci6n e6pa.c.iat como sin6nimos1 
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siempre y cuando el dltimo no pueda confundirse con la 

acepci6n probabil!stica del t~rmino dl~t4lbucl6n. 

Como señala Harvey, hay dos formas de aplicar modelos 

probabil!sticos en geograf!a: i) con los datos geográficos, en 

un nivel descriptivo o inferencia!, y ii) definiendo funciones 

de densidad de probabilidad (o de probabilidad para casos discre

tos) respecto a los procesos que generaron .esos datos. (Harvey, 

1973, p.266). 

La primera forma ha sido desarrollada con detalle en libros 

como King (1969) y Hammond & McCullagh (1978) •. Los modelos 

estudiados en este trabajo· se referidn a la segunda forma dada 

por Harvey. 

Es posible afirmar que, en general, los procesos espaciales 

producirán distribuciones que oscilan entre dos extremos: aglo

meraci6n y disparsi6n regular de los elementos. (Hodder & Orton, 

1976, p.31), (Davis, 1973, p.301). Los problemas principales que 

las estad!sticas de distribuciones espaciales tratan de resolver 

son: i) clasificar el patr6n observado entre estos dos extremos, y 

ii) dar elementos que permitan contrastar hip6tesis estad!sticas 

acerca del proceso que causó al patrón observado. 

En general se construirán modelos que reanan y articulen 

las implicaciones y relaciones de algttn proceso teórico. Estos 

modelos servirán como conexi6n entre la teor!a y la distribuci6n 

observada para poder determinar (con alguna funci6n de probabili

dad) qu~ tan probable es que el patr6n haya sido generado por un 

proceso como el que se utiliz~ para construir el modelo. De 
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esta forma se solucionan ambos problemas, pues los modelos pro

ducir4n1 por una parte, algunas estad!sticas cuyo valor indique 

la situacidn del patrdn en el continuo con extremos en situacio

nes de m4xima agrupacidn (i,e., todos los elementos ocupan un solo 

punto) y de máxima regularidad (i.e., una distribución hexagonal; 

m4s adelante se justificar4 esta afirmacidn), y por otra, inclui

rán pruebas estad!sticas de hipdtesis acerca de la naturaleza 

del proceso generador. 

Hay buenas razones para suponer que estos modelos serán de 

naturaleza estocástica: si bien "todos los patrones de asenta

miento suponen un orden medible en la conducta espacial" (Garner, 

1971, p.311), este orden no es .necesariamente determinista, sino, 

más bien, puede hablarse de un orden estad!stico en el que es 

posible predecir situaciones con un cierto erro~debido a la va

riabilidad intrínseca del fenómeno estudiado. Claramente, es más 

adecuado considerar este tU timo tipo de orden para tratar con 

patrones de puntos producidos por actividades humanas, pues éstos 

var!an debido a una gran cantidad de factores, cuya accidn 

conjunta sobre el estado del proceso que se observa es muchas 

veces imposible de determinar absolutamente. Como se verá m4s 

adelante, los modelos estudiados simplifican esta situación, 

Todos los modelos de distribuciones espaciales parten ~e~ 

la suposididn de que el patrdn es aleatorio (Hodder & Orton, 1976, 

p.31 1 citando a Ord (1972)). En mi opinidn esto se debe a que es 

muy simple construir modelos que describan estructuras espaciales 

generadas por algGn tipo de proceso aleatorio. Vale la pena citar 
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a Dacey: "En términos de patrones en mapas, aleatoriedad pura 

signfica que cada locaci6n'del mapa tiene una misma probabilidad 

de recibir un s!mbolo (elemento del proceso), Puesto que es 

muy poco probable que distribuciones geográficas, particularmente 

patrones locacionales que involucran decisiones humanas, sean 

el resultado de eventos igualmente probables, se esperaría que la 

mayor!a de los patrones en mapas reflejen algun ' sistema u orden. 

Es por esta razón que los patrones espaciales son examinados en". 

busca de evidencias de procesos espaciales." (Dac~y, 1964, p.559). 

Es posible, sin embargo, pensar en algunas situaciones en 

que sea factible considerar a un proceso aleatorio como generador 

del patrón observado. Este problema se analizará más adelante. 

Hanunond y McCullagh (1978, p.48) señalan que hay dos enfoques 

para analizar eventos locacionales: el primero consiste en identi

ficar intuitivamente caracter!sticas de las distribuciones y descri

birlas de una manera más bien verbal; el otro utiliza medidas 
' 

objetivas de algunas caracter!sticas del patr6n (por ejemplo 

densidad, distancias entre puntos, nllmero de eventos por cuadrante, 

etc.) y posteriormente las presenta resumidas en conjuntos de 

estad!sticas, muchas veces incluyendo sus funciones de probaliili-

dad. Estos autores dan tres atributos ("no necesariamente vent~jas" 

op. cit., p.49) del segundo enfoque: i) añade precisi6n a descripci~ 

-nes cualitativas; ii) al ofrecer criterios objetivos facilita la 

comparaci6n entre distintas distribuciones y iii) resaltan ca

racter!sticas (como por ejemplo la aleatoriedad) que son dif!ciles 

de notar con una simple inspección intuitiva. 

En resumen, estos modelos simplifican (como todo modelo) la 
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situación real (i.e., que la varibilidad de una estructura espacial 

se debe a procesos que involucran una gr~n cantidad de factores) 

al medir dnicamente qu~ tan agrupado o qu~ tan regularmente distri

buido o en qu~ medida se parece a una distribución aleatoria el 

patr6n observado. Esta medici6n se basa, por lo general, en una 

o dos características de la distribuci6n (densidad, distancias 

al vecino m4s cercano ••• ),· 10 que origina una segunda (y m4s fuerte) 

simplificaci6n. Cualquier uso que de ellos se haga deber!a consi

derar estas dos observaciones. 
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I.2) INTEHPRETACIONES DE LA ALtATURIEDAD. 

Como se dijo, al tratar con patrones espac.teles que han sido 

producidos por decisiones humanas resulta poco probable que tales 

decisiones (consideradas en conjunto) formen un proceso aleatorio. 

Entonces, ¿qué significa el hecho de que la estadística obte

nida con algQn modelo indique que el patrón no difiere significati

* vamente de un patrón generado por un proceso aleatorio? . 

' Es posible responder a esta pregunta de muchas formas: 

Para King (1968, p. 166), "el concepto de aleatoriedad para patro-

nes de asentamiento puede ser desechado, excepto por el hecho de 

que los valores para los cuales las estadís~icas sefialan aleatorie-

dad forman un origen conveniente y Qtil para meJir tendencias hacia 

la agrupación o el espaciamiento regular de los elementos", una 

especie de frontera. 

Getis y Boots (197B, pp.15-16) van más allá cuando afirman que 

se abstienen de utilizar el calificativo de aleatorio para 

un patrón de asentamiento, pues se implicar.fo que si una distri-

buci6n espacial no es ni agrupada ni regularmente espaciada es, 

automáticamente, considerada como aleatoria, aunque se esté de 

acuerdo en que el proceso que la generó no es aleatorio. 

SegGn Dacey (1964, p.559), "decir que una distribución es aleatoria 
• 

en un sentido no técnico es decir que el patrón no tiene un orden 

discernible y que su causa es indeterminable". Podría agregarse 

* 1.a palabra "significativamente" est.1 empleada aqu! en el sentido 
estadístico¡ i.e., existe una probabilidad bastante pequeña de rc·
chazat' la hip6tesis de que el patrón provenga de un proceso <1leato
rio cuando esto no sea cierto. 
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que ni el orden es discernible ni la causa es indeterminada cuando 

Gnicamente se utilizan una o dos características del patr6n como 

medidas. Esto Ultimo lleva al concepto de economía espacial alea-

toria de Curry (1964), quien afirma que si un proceso espa-

cial es el resultado de un conjunto de dec.isiones, todas ellas 

racionales, la combinación de ~stas puede producir un patr6n similar 

a algunos patrones obtenidos de un proceso aleatorio dada la 

cantidad y la diversidad de los factores que afectan a estas deci

siones. 

Por lo anterior se puede ver que "s6lo la no aleatoriedad da informa 

ción" (Hodder & Orton, 1976, p.51), y que el hecho de haber identi·· 

ficado a un patr6n como no aleatorio no significa que se tenga una 

~xplicaci6n del proceso (ibid., citando a Stanislawki (1973) ). 

Esta explicación deberá referirse, como se mencionó al principio de 

este capítulo, 11 alguna teoría, pues en este caso, la utilidad de 

los modelos es la identificaci6n objetiva de tendencias existentes 

en la estructura espacial observada. 

Hay que hacer notar que el problema de discernir cuando un 

patrón es o no aleatorio está inmerso en un problema muy general: 

la cuestión de si es posible o no considerar procesos cuyos resulta

dos sean independientes entre sí. Hacking dice que "En la práctica 

es muy difícil encontrar experimentos independientes. La soluci6n 

es tener un sistema estandar de probabilidades (standard .chane.e. 

Jie.t:::.l.IJ2) y sujetarlo con la teoría del muestreo aleatorio. La 

estructura de esto la conforma la teoría de los nGrneros 

aleatorios, considerados como sucesiones de dígitos obtenidos 

suponiendo que cada dígito tiene una probabilidad igual de ocurrir, 

y que lo hace independientemente de los demás". (Hacking, 1965, 

p.129). 
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Esta discusi6n lleva directamente al problema de si la 

estadística tiene una base suficientemente firme en el enfoque 

frecuentista de la teoría de la probabilidad, lo que est4 fuera 

del o~jetivo de esta trabajo. Para un tratamiento m4s completo 

del problema, v~ase por ejemplo el primer capítulo del libro de 

Papoulis ·(1972). 

Por mi parte, estoy de acuerdo con las observaciones de King 

y Getis y Boots en cuanto al uso del t~rmino "aleatorio" en re

ferencia a patrones espaciales, pero esto no implica un rechazo a 

las posiciones de Dacey y curry. M4s bien, me.parece que datas 

Qltimas proporcionan una interpretaci6n de la aleatoriedad cohe

rente con la proposici6n· general de que los patrones espaciales,., pro

ducto de procesos que involucran decisiones humanas,no pueden ser 

aleatorios, al menos en el sentido "t~cnico" de la palabra, y 

aunque lo sean en un sentido "no Mcnico", se sabe que ~sto se 

debe a las simplificaciones hechas por los modelos, 
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I.3) ESTADISTICAS ESPACIALES EN ARQUEOLOGIA. 

Es notable que, a pesar de la gran importancia que las 

distribuciones espaciales tienen en arqueología (Clarke, 1977), 

sean bastante escasas las aplicaciones de estadísticas espaciales 

en esta disciplina. Esto podr!a deberse al esceptisismo que respecte 

al uso de la estadística hay en una gran proporci6n de arque6-

logos más que a las dificultades que existen para efectuar los 

c4lculos o para interpretar arqúeol6gicamente las conclusiones 

sugeridas por los modelos. 

En ~articular me refiero linicamente a las aplicaciones del 

análisis de vecino más cercano desarrollado por Clark y Evans (1954), 

su~ modificaciones (por ejemplo Thompson (1956), Washburn (1974), 

Clark y Evans (1979), Young (1980)) y del índice A de Hodder y 

Okell (1978). Esto' tlltimo no quiere decir que estos modelos sean 

los linicos que existen o que se han aplicado a la arqueología; 

simplemente, ~stos son los modelos estudiados en esta tesis. Para 

tener una idea más completa de la diversidad y complejidad mate

mática de modelos de procesos espaciales v~anse los trabajos de 

Lewis (1972), Holgate (1972), Barttlett (1974, 1975, 1978), Cox y 

Lewis (1976), y Ripley (1977, 1979, 1982). 

Los artículos con aplicaciones de modelos espaciales en 

arqueología que fueron consultados pueden dividirse en dos grupos. 

Por supuesto, estos dos grupos no son, de ninguna manera, exhausti-

vos, Por una parte están los' trabajos que tlnicamente aplican 

las estadísticas y pruebas de hipótesis de los modelos para obte

ner conclusiones relativas a materiales arqueol6gicos. Ejemplos 

de esta categoría son los trabajos de Hodder ( 1972, Ü77), Whallon 
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(1974l, Cha.dwtc~. U.978, l97!ll y Sug±ura y Co;i;"t1:na (l98Jl, 

El otro grupo incluir!a trabajos en los que, con mayor o menor 

acierto, se han propuesto modificacienes de orden estad!stico 

,para los .modelos. Elementos de esta categor!a son los traba

jos de Washburn (1974), Donnelly (1978), Pinder, Shimada y Grego

ry (1979), Stark y Young (1980) y McNutt (1981). 

Los trabajos de este filtimo grupo tienen en coman, además de 

la caracter!stica mencionada anteriormente, que han sido desarrolla

dos conjuntamente por arque6logos y matem4ticos, o bien, por. 

matemáticos que buscan adecuar los modelos a situaciones arqueol6-

gicas. En adelante, me referir~ s6lo a los trabajos del segundo 

grupo. 

En mi opini6n, lQ más importante de estos art!culos es el he

cho de que evidencian una colaboraciOn entre arqueOlogos y matemá

ticos que, por parte de los primeros, va m4s all4 de la simple 

aplicaci6n de t~cnicas matemáticas que, a veces mágicamente, hacen 

rechazar o acept~r hip6tesis, y que, por parte de los matem4ticos 

los lleva a genera nuevos modelos o modificaciones a los ya existen

tes,, más bien que a producir nOmeros (a veces en cantidades enormes) 

sin saber qu~ significan para los arque6logos, si es que algo 

significan. 

La calidad de los arttculos es bastante alta, excepto por el 

de Pinder et al., que es innecesariamente complicado, y, peor aan, 
• 

obtiene conclusiones equivocadas. Esto Qltimo tal vez se deba a 

la poca profundidad con que estos autores manejan la construcci6n 

del modelo. En este trabajo se intenta establecer una correcci6n 
.} 

a la expresi6n para la med'ia esperada de las distancias al vecino 

más cercano bajo la hip6tesis de aleatoriedad dada por Clark y Evans 

. ~ ¡ : ' ; ·'., 
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(1954) usando simulaciones. El problema es que todo parece indi

car que la f6rmula de Clark y Evans es correcta anal!ticamente, 

McNutt (1981) ha refutado ya a Pinder et al., por lo que no re

petird sus argumentos. 

Como se dijo en las secciones anteriores, los modelos espacia

les analizados en esta tesis presentan algunas limitaciones bastan

te serias: a) parten del supuesto de que el proceso generador es 

aleatorio1 b) s6lo utilizan una o dos características del patr6n 

en sus construcciones; el como se vera mas adelante, tienen 

problemas de escala, distancias y frontera. 

En vista de esto es necesario preguntarse si estos modelos 

sirven de .~lgo, ep particular en la arqueologh. 

Debido a la poca dificultad mate.m4tica~ involucra su constru-

cci6n pueden verse como una introduccidn al estudio de 

modelos espaciales mSs complicados: tal es el caso de esta tesis. 

En segundo lugar, las tres caracterfsticas dadas por Hammond 

y McCullagh (w~ase pag. 8 para los métodos estad!sticos de 

analisis de mapas se cumplen, en particular, para estos modelos, 

lo que les confiere, en mi opinidn, una clara ventaja sobre las 

descripciones verbales de distribuciones de materiales o sitios 

arqueolOgicos, al menos en el aspecto de facilidad de comparaciOn 

con otras regiones, 

Por otra parte, la simplictdad, tanto de sus supuestos como 

de sus conclusiones los convierte en t~cnicas fácilmente 

utilizables por arqueOlogos como un primer nivel de' 

aplicaci6n de modelos matem4ticos en su trabajo. Si se acepta 
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entonces que las conelosiones producidas por los modelos tienen 

dnicamente un valor descriptivo. Sin embargo, con distribuciones 

arqueol6gicas un valor de la estad!stica que indique aleatoriedad 

en la distribuci6n podr!a interpretarse como que, o no se tiene 

registrada una parte significativa de los elementos del proceso, 

o que ha existido una eliminaci6n de los mismos (por saqueo, 

expansi6n de poblaciones ac.tuales, construcci6n de presas o 

carreteras, etc.), o bien, ambas cosas han ocurrido. (Hodder y 

Orton, 1976, p. 54). Greig-Smith ha estudiado situaciones en las 

que, a partir de una distribuci6n no aleatoria, eliminando algunos 

puntos se obtiene una distribuci6n aleatoria. En resumen, una 

indicaci6n de aleatoriedad por parte del modelo podda significar 

p~rdida de informaci6n. 

De lo anterior se obtienen dos conclusiones: a) Los problemas' 

que su~gen a ra!z del análisis de distribuciones espaciales de 

materiales arqueol6gicos han generado una colaboraci6n entre 

arque6logos y matemáticos con resultados interesantes para las 

disciplinas de ambos y b) debido a las limitaciÓnes propias de los 

modelos que parten del supuesto de aleatoriedad para el proceso 

generador de la distribuci~n, es necesario construir modelos mate

máticos a partir de teor!as arqueol6gicas con implicaciones espacia

les, Estos modelos deberán ser lo suficientemente simples de modo 

que puedan construirse y manipularse con las herramientas mate-
• 

máticas disponibles; y lo suficientemente complejos para que las 

consecuencias de las teor!as est~n siendo representadas con 

suficiente realismo. 

:-· .... 
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11.1) MODELOS DE VECINO MAS CERCANO. 

El an4lisis de vecino m4s cercano es un m~todo que cuantifica 

las diferencias de un patr6n de puntos en el espacio 

respecto a un patr6n generado por un proceso aleatorio. Estas 

-diferencias· pueden tender hacia un patr6n de puntos agru-

pado o bien hacia una distribuci6n regularmente espaciada. 

El modelo propuesto por Clark y Evans vino a resolver el pro

blema de la descripci6n de distribuciones espaciales ~in basarse 

en conteos de ountos en cuadrante.El mayor problema que tienen 

los mdtodos de cuadrantes es que, por lo general, el tama?o de cada 

cuadrante es elegido ~rbitrariamente, y como muestra G6mez L6pez 

(1978), al variar el tamaño de los cuadrantes var!a completamente 

el resultado de la prueba. L_a idea fundamental es comparar el · 

nllmero de puntos de cada cuadrante con el que se esperar!a que 

hubiera si la distribuci6n fuera aleatoria. Estas comparaciones 

se pueden efectuar usando alguna prueba convencional de bondad de 

ajuste, La alternativa para los mdtodos de cuadrantes son los 

llamados m~todos de distancias, basadoR en alguna medida 

de las distancias del patrOn, ya sea entre todos los puntos o 

bien referidas a un solo lugar. 

Aunque existe una gran cantidad de modelos de distancias, 

(Pielou(1977)}, sólo analizard el propuesto por Clark y Evans en 

1954, debido· a su importancia, evid!!nc{ada por la gran can.tidad 

de aplicaciones que de él se han hecho en campos tan variados corno 

ecolog!a (Pielou 1969, 1977) 1 poblaciones animales (Hansen y Re

nunenga 1961, Miller y Stephen 1966), geograf!a hwnana (Dacey 1960 1 

1964; Getis 1964f King 1968 1 19697 Getis y Boots 1978), geolog!a 

(Miller 19711 y arqueología (ya citados), 
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La estad!stica propuesta por Clark y Evans (en adelante 

C&E) puede escribirse como 

donde rA es el promedio de las distancias de cada punto a su 

vecino m!s cercano,y rE es "la distancia media al vecino mlls 

cercano esperada en una distribuci6n infinitamente grande que 

f~era aleatoria y con densidad p" (C&E (1954), p. 447). 

El principio segdn el ·cual el mode+o mide la desviaci6n del 

patr6n respecto a uno aleatorio es muy simple: si la distribuci6n 

tiende hacia el agrupamiento entonces las distancias de cada 

punto a su vecino mas cercano serán muy pequeñas, y R tomará ua-

lores cercanos a cero1 si la distribuci6n fuera aleatoria, se 

esperar!a que en promedio, las distancias al vecino más cercano . 

fueran iguales a las que se esperar!a en una distribuci6n alea

toria, por lo que R ~ 1~ por dltimo, si la distribuci6n fuera 

regularmente espaciada, entonces la distancia de cada punto a su 

vecino m4s cercano serta constante, y si se concoce el área y el 

ntimero de puntos regularmente espaciados, es fácil calcular el 

valor que tomar!a R en este caso. 

Una primera observaci6n general al m@todo es que se asume 

que el 4rea considerada es de tamaño infinito Ces decir, 

sin fronteras). D~sde luego, en la práctica siempre se tiene 

una regi6n l:Unitadal Bin embargo, esto no necesariamente pro

duce problemas, pues, como se verá en el desarrollo del modelo~ 

resulta conceptualmente más fácil trabajar con regiones de tama

ño infinito ten particular con sectores de c!rculo de radio infi

nito) en las que a partir de algdn cierto punto ae tiene 
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probabilidad cero de que haya elementos del proceso, por lo que 

no importa lo grande del tamaño utilizado en la construcc16n 

del modelo. 

Un primer problema metodol6gico seria el llamado problema 

de escala, y que consiste en que si bien un patr6n puede ser re

gularmente espaciado si se le considera inmerso en una regi6n 

dada, al colocarlo en una región mayor que la original muy proba

blemente resultaría conglomerado, Harvey. (1969, p. 385-386) no 

duda en afirmar que este problema es inevitable siempre que 

se trabaje con distribuciones espaciales: "las distribuciones de 

formas espaciales son enteramente dependientes de la escala, ••• 

(y por tanto), lqs prqcesos espaciales son relevantes s6lo en 

ciertas escalas". 
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En la figura se ve que considerando Gnicamente a los puntos 

dentro del rect4ngulo interior, se tiene un valor de R que cla

ramente indica regularidad {por ser mayor que 1). Si se quisiera 

incluir dentro del estudio a los tres puntos restantes, se tendr!a 

una medida que indicar!a tendencia hacia el agrupamiento. 

Claramente·el problema se resolvería si se tuviera algOn 

procedimiento para decidi.r cuál es la frontera de la regi6n en la 

que ocurre el proceso, pero esto no es siempre posible. C&E 

(1954, p.449-450} notaron este problema y sugirieron que en caso 

de haber puntos del proceso fuera de la regi6n especificada que 

fueran vecinos ~4s cercanos de algunos puntos de adentro no se 

tomaran medidas a partir de ellos, pero s! sé considerase su dis

tancia a puntos de adentro. 

Otra posibilidad es señalada por Hanunond y McCullagh (1978, 

p.276-2771, y consiste en extender la frontera un poco y no 

considerar a puntos que queden fuera de esta frontera ampliada. 

Desgraciadamente no hay criterios generales para marcar la exten

si6n de la frontera que pudiera resultar adecuada. En esta 

misma l!nea Donnelly (1978) construye, usando m~todos de simu

lacidn) estimadores para la media y la varianza de las distancias 

esperadas al vecino mtts cerca110 bajo la hipOtesis de aleatoriedad 

considerando una extensi6n irregular de la frontera. McNutt (1981) 

presenta una soluc16n analítica general para el problema de 

estimadores en extensiones de frontera si la reg16n es circular, 

rectangular o triangualar. 

Otro problema metodológico es el de la definici6n de distan

cia entre dos elementos del proceso. Este problema puede verse 

en dos niveles: 

". 
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1) Si la escala lo permite, los elementós pueden considerarse 

como puntos en un .mapa, y el problema de calcular su distancia se 

reduce notablemente. Sin embargo, comanmente puede haber dificul

tades, puesto que la distancia lineal raras veces coincide con la: 

distancia real entre dos puntos, y casi nunca se puede contar con 

los valores de esta ültima. ·Si los puntos s6lo difieren en cuanto 

a curvas de nivel, y no hay accidentes topográficos considerables 

entre. los dos, es pos1ble utilizar, como distancia corregida, a la 

hipotenusa del triangulo rectl1ngulo formado con catetos iguales a 

la distancia lineal y a la diferencia en curvas de nivel 

(Sugiura y Cortina. (en prensa))¡ empero, esto todav!a está en 

discusi6n. 

2) Si la escala es· tal que los elementos del proceso no pueden 

representarse como puntos, sino más bien como superficies·, la 

si tuacH5n se cpmplica, porque ademlis de los problemas producidos 

por los accidentes topográficos señalados en el punto anterior, la 

definici6n de la distancia entre dos superficies no es· tan 

inmediata ni tan clara corno la de distancia entre dos puntos. Hay 

varias alternativas para resolver este problema, pero ninguna de 

ellas definitiva. Una seda definir a la distancia entre·dos super

ficies tal y como se define en matemáticas.a la distancia entr~ 

dos conjuntosJ es decir, como la m!nima entre sus fronteras (Loomis 

y Sternberg (1968)), si es que éstas pueden ser definidas clara

mente. Esta definici6n es intuitivamente atraetiva, pues si, por 

• ejemplo, se desea ir de una ciudad a otra, se es fácil suponer que 

se elegird·la ruta mds corta. 

La otra alternativa es definir la distancia entre dos superfi

cies como la distancia entre sus centroides, y aqu! hay dos pro-

· blemas: el primero es calcular el centroide de una superficie 

¡. 
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irregular puede ser bastante complicado1 el otro problema 

es que es posible que el centroide sea un punto fuera de la su

perficie considerada. 

Una Oltima alternativa es la propuesta por Alden (1979, p.171,175), 

quien define una medida de la distancia proporcional al tiempo de 

trans1ado entre sitios. La medida sugerida es: 

donde C es una constante, t es la distancia lineal (entre fronteras 

o entre centroides), n es el ntlmero de curvas de nivel de mds 

de SO m cruzadas y a es la distancia recorrida por agua. 

Los coeficientes C, .4 y .5 fueron asignados por estimaciones 

personales.de Alden, siendo obtenido el tlltimo "de comentarios 

españoles.acerca de viajes en canoa" (Alden cita a Herndn Cort~s 

y a Gibson). Esta proposici6n podr!a hacerse rnds general, y so

bre todo, se deber!a justificar con mas detalle el cdlculo de 

los boeficientes de la ecuaci6n, pero, en principio, me parece 

·la mb adecuada, siempre y cuando S'0 resolviera el problema de si 

la distancia se mide entre puntos m~s cercanos sobre las fronte• 

ras o entre los centroides de las superficies. 

Un llltimo problema metodoH5gico es el del calculo del área 

de la regi6n considerada, Este consiste en que no siempre 

es f4cil determinar si algunas partes contenidas totalmente en la 

regi6n deben incluirse o no para efectos del calculo del área. 

Por ejemplo, en un trabajo referente al Valle de Toluca,(Sugiu

ra y Cortina 1983), no se tuvo problema para señalar las fronte

ras, pues esto se hizo con cr.iterios geogdficos mds o menos cla-
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ros; se exluyeron de dicho c~lculo zonas como presas y poblacio

nes · nucleadas, pues resultaba imposible estudiar los restos 

arqueoldgicos en los sitios allí presentes; se excluyeron las 

zonas situadas a m4s de 2800 m de altura sobre el nivel del mar, 

pues no fueron recorridas. Evidentemente, esto afect6 el valor de 

R, que finalmente indic6 una tendencia hacia la nucleaci6n de los 

asentamientos. De otra forma, R podría haber significado aleato

riedad, en vista de los argumentos expuestos en los capítulos 

antieriores.' Como se ve, tampoco hay una soluci~n general para 

esta problema. 
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11.2) MODELO ORIGINAL DE CLARK Y EVANS, 

El modelo de Clark y Evans (1954) es importante por 

varias razones: ·i) resuelve el problema de la determinaci6n del 

tam~ño de los cuadrantes1 ii) proporciona, adem4s de una esta

d!stica descriptiva (R) ,una funci6n de esta dltima que tiene den

sidad asint6ticamente conocida1 iv) a partir de una aplicaci6n del 

an4lisis de varianza sugerida en el art!culo original se pueden 

realizar comparaciones entre patrones con m4s precisi6n. 

Hay que hacer notar que existe una gran cantidad de modelos 

alternativos al aqu! estudiado (por ejemplo, Pielou (1959, 1961, 

1962), Diggle, Besag y Gleaves (1975)), pero por razones de 

espacio, no ser4n mencionados en esta tesis. Igualmente, 

es necesario señalar que Gnicamente se examinar4n aspectos como 

la construcci6n de los estimadores para la media y la varianza de 

las distancias al vecino m4s cercano que se tendr!an bajo la hi

p6tes is de aleatoriedad, sin considerar problemas como el de la 

eficiencia de tales estimadores (Holgate, 1965), la potencia de 

algunas posibles pruebas de hip6tesis, los problemas de frontera 

(Donnelly,1978, McNutt, 1981) y la aplicaci6n del an4lis:ts de 

varianza a la comparaci6n entre p distribuciones (Clark y Evans, 

1954, p.452; Washburn, 1974) entre otros problemas relacionados 

con el modelo, La raz6n es que prefer! estudiar las modificacio

nes al modelo original (aunque fuera de la misma forma) y el !n

dice A de Hodder y Okell en vez de realizar un andlisis exhaustivo 

del modelo original de Clark y Evans, que ya ha sido bastante discu

tido. En su.trabajo original, Clark y Evans (en adelante C&E) 

afirman que para prop6sitos de exposición era s11ftc:l:ente con expo-
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ner la construcci6n del modelo para espacios de 2 dimensiones, 

mencionando que una generalizaci6n para espacios de dimensi6n 

finita mayor había sido desarrollada y seda presentada mb tarde .• 

Esto G1tim~ se hizo hasta 1979, quince años después de la muerte 

de P,J. Clark. Esta generalizaci6n F!E: éxro~,.~ en la siguiente 
,, 

secci6n, 

Como ya se dijo, la f6rmula propuesta por C&E es 

Ra---

donde rA es el promedio de·las distancias de cada punto a su 

vecino mSs cercano (en c~alquier direcci6n), y rE es definida com:> 

1. 
rE =-, 

2/P 
siendo p la densidad observada (i,e., el. nGmero de puntos por uni- ; 

1' 

dad de área) , Puede demostrarse que rE es la media de las distan- 1 · 

cias al vecino m4s cercano cuando ~stas se distribuyen segOn una 

funci6n de probabilidad de Poisson. (C&E, 1954, ~· 451). 

Seda m4s preciso decir que lo que sigue una distribuci6n 

de Poisson es el nOmero de puntos (.elementos del proceso) que 

hay en un área determinada. Si sucede esto, se dirá que el patr6n 

es aleatorio. Es inmediata la relaci6n entre el concepto de 

aleatoriedad expresado en este p4rrafo y los procesos de Poisson, 

por la misma construcci6n de estos procesds, lo cual justifica el 

uso de esta distribuct6n en la construccidn del modelo. 

C&E no presentan una deducci6n completa de las f6rmulas, 

sino que ünicamente indican la forma en que se 
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obtuvieron. 

Se sabe que si .X es una variable ~leatoria éon distribuci6n 

Poisson con parámetro A, entonces, 

P (X= X)= ---
xi 

Cconsid~rese al c.trcul.o de radio r como unidad de !rea, y 

sea p el nllmero promedio de puntos por esta unidad. ~ntonces, 

en un círculo de radio r dividido en k sectores de igual tamaño 

habr4, en promedio, pnr2 /k puntos en cada sector;. entonces, 

la probabilidad de encontrar x puntos en alg<in sector 

es,. si se piensa en un patr6n aleatorio (en el sentido explica

do en la p4gina anterior) : 

.,. 2 

P 
= é-prrr lktpwr2/k)x 

(X "' X) 1 X = O 1 11 21 ••• 

x! 
O e.o.e. 

Por lo tanto, P (X= O)= exp (-pnr2/k), que puede ser interpre

tada como la probabilidad de que no haya otro punto en un (l/k)

sector en una dtstribuciOn menor o igual a r, si se centra un 

c!rculo de radio r en cualquier punto. 

Considerada como una funcitSn de r, la expresión P (X = O) 

puede verse como la proporci6n de distancias al vecino m!s 

cercan9 (en el sector) que son mayores o iguales que r, y, por lo 

tanto, su complemento sed la proporcitSn de distancias al vecino 

m!s cercano menores que r. Esto esi 

F(r) .. 1 - exp (-pwr2 /k). 



28 

La ecuaci6n anterior es la funci6n de distribuciOn de 

las distancias al vecino m4s cercano que son menores que r, por 

lo que su derivada (respecto a r) ser4 la funci6n de densidad de 

probabilidad de.estas distancias: 

dF(r) = f(r) = (2rpn/k.) exp (-pwr2/k), 
dr 

es decir, f(r) indica la probabilidad de que el vecino m4s cerca

no de cualquier punto est~ contenido en un (1/k)-sector de un 

c!rculo de radio r. 

Es inmediato verificar que f(r) cumple con las condiciones 

para ser una funciOn de densidad de probabilidad (continua): 

i) f(r) ~ O, porque r,p y k ~01 

CX> "' 

ii) J f(r) dr = J (2rpw/k) exp (-pnr 2/k.) dr = 
-co 

.. 
f -D (exp (-pnr2/k.) = 
" r o 

CD .. 

-exp (p'll'r 2/k) 1 = 1. 
o 

Para obtener la media de la distribuci6n es necesario · 

evaluar: 

"' E(r) = f ·(2r2 p'll'/k) exp (-pwr 2/k) dr, 

.. 
sea a = irn/k, entonces, E(r) .. f 2r2 aexp (-ar 2

) dr = 

... 
f -r Dr(exp(-ar2))r 
o 
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integrando por partes: 

u(r) = r 
du .. dr 

dv = Dr (exp (-ar2
)) 

v = exp (-ar 2), 

entonce¡¡: 

•CID 

!{r) = - (r exp (-ar2 ) 1
00 

~ f exp (-ar 2 ) dr) • 
. o o 

Como la funci6n exponencial negativa tiende a cero m4s 
! 

r!pido de lo que la funci6n idéntica tiende a menos infinito 

cuando la variable independiente se va a infinito, 

00 

E(r) = f exp (-ar2 ) dr, 

du 
sea u2 = ar2 , y dr = .......__ , entonces; 

ra 
1 00 

E(r) = ra, f exp {-u2) d1,1, peto _l_ {exp (•u2/2) du ... 1, 
o rz¡ 

-oo 

y por la simetr!a de la funci6n eip (-u2 /2) respecto a O, 

... 
f exp l-u2/2) du = ./f72, y si t = u2/2, y du = 12 dt, 
o 

oo oo R 
entonces, f2 f exp C-t 2 ) dt = lii72, y f exp (-ti) dt .. _!_ • 

2 

Finalmente, se tiene que1 

=~,y si k • l (i.e.,·si se 
2/ii' 
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considera al circulo completo), se tiene que: 

i 

que es la expresi6n obtenida por C&E. Una deducción ligeramente 

diferente de esta fórmula puede verse en McNutt (1981). 

Para calcular la varianza hay que resolver: 

CID 

E(r2 ) = f 2ar 3exp(-ar 2 ) dr 
o 

CID 

f -r2 ºr (exp(-ar 2
)}• 

I~tegrando por partes: 

u(r) = r 2 dv = D (exp(-ar2 ) r 
du "' 2rd.r v = exp (-ar2 ), 

entonces: 

co O) 

E(r2l = ~Cr2 exp(-ar2ll - [ 2r exp(-ar2 ) dr), 
o o 

y el primer sumando se anula por el argumento anterior, y se 

tiene que: 

O> CID 

E(r2 ) = J 2r exp(-ar2 ) dr • -! f·or exp (-ar 2) 
o 

-1 O) 

i;i _...:_ exp(-ar2
) 1 "' ...L a o a 

y como var(r) • E(r2) - (E(r)) 2 ,se tiene quer 
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k k k(4 - 1!) Var(r) u ----w¡;- - -i-p- = 4rrp , y si k = l, la 

expresi6n es la misma que la·~obtenid~ por C&E( (1954) ,p.452). 

El error estandar de la media esperada es: 

v'k (4 - 11) a = .;...;.;.--'-;.......-"--'--- = 
rE 14 n 11 p 

• 2613616 llt 
Jpn 

donde n es.el ndmero de puntos considerados. 

Como ya se dijo, si la media de las distancias·observadas· 

al vecino ~s cercano coincidiera con las distancias esperadas 

suponiendo aleatoriedad, el indice tomar!a el valor l. Si los 

puntos estuvieran agrupados, rA ser!a más pequeña que rE, por lo 

que el valo~ de R estar!a cerca de cero. Por Gltimo, si el pa• 

tr6n tiende a estar regularmente espaciado, R tomar! valores mayo

res que 1. C&E afirman que "bajo condiciones de m!ximo espacia

miento los individuos se distribuir!n en un patr6n uniforme 

hexagonal, y cada individuo (excepto aqu,llos en la periferia de 

la.poblaci6n) estará equidistante de otros seis individuos ••• 

Cuando esto sucede, R toma·el valor 2.1491" (que es el m!ximo 

segt1n estos autores) (C&E, (1954), p.447). 

La raz6n que hay para considerar a un patr6n regular hexa

gonal como de m4xima regularidad est4 dada por ejemplo en 

Haggett et al. (1975, vol, I,pp.55-57), y est4 expresada en 

la siguiente 9r!ficat 
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Como se ve'en la parte superior, las dnicas figuras re

gulares que cubren completamente un 4rea cualquiera son el 

* tri4ngulo, el cuadrado y el hex4gono , Lo que se busca tener 

con un · patr6n regularmente espaciado es eficiencia, definida de 

dos maneras: i) e6iciencia de movimiento, medida por la distancia 

del centro al per!metro de la regi6n y ii) e6iciencia de 6~onte

~a4, medida por la longitud del per!metro de la regi6n. (Haggett 

et al., op. cit. p.55). Como apuntan Haggett et al. (p.56), "expe

rimentaciones han demostrado que mientras mayor sea el contraste 
1 

entre los .lados de' (alguna figura irregular), ésta se hace cada 
,· 

vez menos econ!Smica, en términos de accesibilidad del centro (al 

per!metrol y de longitud de per!metro". Esto dltimo da elementos 

para apoyar la idea de que un patr6n de espaciamiento regular 

m4ximo debe estar formado por figuras regulares, que adem4s 

cubran completamente cualquier regi6n. Los c!rculos son los 

pol!gonos más econ6micos en ambos t~rminos, pero no cubren total

mente una regi6n. En este sentido, el hex4gono es el pol!gono 

que adem4s de cumplir con esta caracter!stica, se· parece m4s al 

c!rculo (v~ase la gr4fica) , por lo que se le utiliza como modelo 

de m4ximo espaciamiento en patrones de puntos, 

Existen otras razones (de tipo econ6mico) para considerar 

a los patrones hexagonales como los que minimizan costos,y, 

por lo tanto, como modelos hacia los cuales deber!an tender los 

patrones de asentamiento humanos. Todo esto est4 relacionado con 

la teor!a de lugar central de Christaller y LOsch· (Chisholm, 1979, 

• Este problema fue resuelto primeramente por Kepler. 
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p. 143-147). Sin embargo, no se discutir4 en eote trabajo, 

Es posible obtener patrones en los que R > 2.1491: A 

continuaci6n se justificará el valor de 2,1491 para un patr6n 

hexagonal regular, se construirá el valoE para· una diatribuci6n 

cuadrada regular y se verá (con un ejemplo) que, como mencio

nan C&E (1954, p. 447),para tener· un valor de R mayor que 2.1491 

es necesario que los puntos queden "en la periferia de la pobla

ci6n". 

Sea ru la distancia (constante) entre vecinos m4s cercanos 

para una distribuci6n hexagonal regular. 

1/2 ru 

Por trigonometr!a se obtiene que: 

1fJ ru .5 ru ru 13" 
h e ------ ::s ----- ::s ------

tan (JO) 1/{j 2 

entonces, el 4rea del .triangulo mostrado en la figura es: 

• 5 ru h /! r 2 

A .. ---...-- .. ___ u_, y la del tri4ngulo inscrito en 
2 4 

el hex4gono es, simplemente 2A, 

Puede concluirse que la densidad en tal patr6n es de un punto 

por cada tri4ngulo equilátero como el inscrito en el hex4gono. 

i. 

1 
i 
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Ent9nces1 

2 n. p.----
13' rª u 

<•> r • -----
u .¡p r3 

Como ru es el valor de rA en una distribucidn hexagonal 

regular, 

r ¡:-¡ 2.149139864 R = _.!L._ = ___ 2 __ 
=-~----

rE rJ {](' {IC' 

La construcción del valo~ de R es an~loga a la anterior 

cuando la distribución espacial es cuadrada regular. 

Sea re la distancia (con~tante) al vecino más cercano de 

cada punto para una distribución cuadrada regular, 

~Entonces, A = r~1 análogamente, p = 1/r~ <-> re =; l//P ; 

Como re es rA en.tal patrón, 

re 1/IP 
R '" ----- • ----- ·-{IC'/2 rp 

Para encontrar un valor de R mayor que 2.14914 basta quea 
n 

~X r1 R • __ 1 __ _ 2 r ri ·------ donde n es el nllmero de 

1/2/P 

puntos, y a es el 4rea de la regidn (p • n/a), y R > 2.14914 si y 
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s6lo si I ri > 2.149139864 
2 ln•a, siendo ri la distancia 

del !-esimo punto a su vecino m4s cercano. 

Por ejemplo: 

l . . . 
¡_·-·-· 

Para este patr6n se tienen los siguientes valores1 

-a= eo, n = 12, I~ri = 36, R = 2.3238. 

Como se ve, los puntos están situados (en su mayor!a) en 

la frontera de la regi6n, y podría considerarse a esta distribuci6n 

como"patol6gica". 

Un problema que ser!a interesante tratar es cla-

sificar las distribuciones que produzcan un mismo valor de R. 

Sin embarg9, la falta de una caracterizaci6n algebraica para la 

funci6n mínimo difi~ulta esto. Por ejemplo, es posible demostrar qoe 

el·.conjunto de muestras de tamaño n que tienen la misma varianza 

forma una variedad diferenciable, Para esto es necesario usar un 

teorema de Milnor (Milnor, 1978, p. ) • Este hecho permite, por 

ejemplo,hablar de "ángulos" entre distintas muestras con igual va

rianza, lo que podría en un momento dado ser de utilidad para 

encontrar otro tipo de diferencias entre ellas, Por el momento, 

no puedo más que plantear el problema, que debo a una sugerencia de 

los profesores Guillermo Espinosa y JesOs L6pez Estrada. 
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I 1 .-3) GENERALIZACION PARA N VECINOS MAS CERCANOS. 

SupOngase que X es una variable aleatoria Poisson con pará

metro A, y sea P {X = n) la probabilidad de que existan al menos 

n puntos en un (1/k)-sector de un c!rculo de radio r. 

Primeramente, es necesario construir la probabilidad de que 

haya a lo más n-1 puntos en esta !rea, esto es: 

nrl exp (-p1Tr2 /k) (ptrr2 /k) X 

x=O xi 

) 

La suma anterior es la probabilidad de la uni6n de los eventos 

( aienos) "sector ?ºn O puntos (excluyendo al centro)", 

"sector con 1 punto (excluyendo al centro)",,,.,"sector con n-1 

puntos (excluyendo al centro)". 

Sea m = ar 2 = pnr 2 /k. ·nntonces, 

i - I 
X 

exp (-m) (nX 
xi 

vista como funciOn de r es la proporci6n de distancias al n-ésimo 

vecino más cercano que son menores o iguales que r. 

Es posible escr~bir: 

(~r~>n .. 1 
• 1 - exp(-ar2 ) • (1 + ar2 + • • • + ------) i 

(n - 1) 1 

Como r es una variable r es continua con rango en los reales 

' l . 
1 
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no negativos, es posible obtener su func16n de densidad de pro

babilidad derivando (respecto ar) a Fn(r): 

n-1 
(ar1)x = 2ar•exp(-ar 2 l•í xi 

x=O 

,.. exp(-ar2)•(2ar + ••• + 2(n-1)ar •(ar2)n-2) 
(n-l)l , 

2 n-1 = 2ar•exp(-ar 2)• (ar) 
(n-1)! 

= 2an•r2n-l•exp(-ar1 ) 

(n-1)! 

= 2(prr/k)n r 2n-l exp(~prrr 1 /k) 

r(n) 

00 

donde r(n) a f e-y yn-l dy es la función gamma. Esta funci6n 
o 

es una de las más notables en el análisis matemático. Más adelante 

se utilizarán algunas de sus propiedades. 

La función fn(r) es la densidad de las distancias en las que, 

hay un máximo de n-1 vecinos más cercanos. Si. r tiende a infinit?, 

fn(r) tiende a O (porque la funci6n exponencial negativa tiende 

a cero más rápido que cualquier polinomio cuando la variable inde

pendiente tiende a infinito). 

Esto significa que la probabilidad de que no haya a lo más n-1 

vecinos más cercanos en un (1/k)-sector de un círculo de radio r 

siendo r muy grande es prácticamente O. 

Por otra parte, si r tiende a O (que es el mínimo valor qae 

puede tomar), ee tiene que fn(r) tiende al nümero 2(prr/k)n/r(n), 

que decrece cuando n crece, es decir, para áreas muy pequeñas 
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la probabilidad de tener un nfunero de vecinos más cercanos que 

sea grande es inversamente proporcional a éste ,.último. 

Con estas dos observaciones se ve que, intuitivamente, la 

funci6n tiene sentido. Thompson (1956) obtuvo esta funci6n por 

otra forma, en mi opinión, más complicada. 

pues: 

Claramente fn(r) es una función de densidad de probabilidad, 

i) fn(r) ~O, ya que ex> O, .1r ~·O , y 

00 

ii) f 2 an r 2n-lexp(·-ar 2 ) 

r(n) 
dr, sustituyendo u = ar2 se 

tiene que du = 2ardr, y la integral anterior se 

transforma en: 

1 IX> 

J e-u un-l du = 1 por definici6n de r(n) 

la funci6n gamma. 

Para calcular la media de la distribución es necesario 

obtener: 
"' n 

E(r) = f r1~) r2n•exp(-ar 2
) dr • 

Con la sustituci6n anterior se tiene que r.= ./ü!O., y entonces: 

CX) 

E(r) = __!___ f lüTQ un-l e-u du, 
f(n) 6 

·' 
1 .., 1 

"' _......;;;;_.._ J un-2" e-u du, 
ra r(n) 
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y, por definici6n de la funci6n. gamma: 

1 1 E(r) = ---- r(n + 2), pero como 
ra r(n) 

(n + jl .. ____ ( 2_n .... l ..... 1 _fi_TI _ 

4n ni 

(Buck, 1977, p.297), se tiene que: 

E (r) = /K" (2n) 1 .fIT = --'(=--2-n .... l _I --'-IK=--- ,. 
IPiT r(n} 4n n! IP ni (n-1) 1 4n 

donde f(n) = (n-1) ¡,por ser n un entero positivo. 

Esta alfima f6rrnula es ~ás conveniente para fines de cálculo, 

a menos que se cuente con una computadora que efectae directamente 

la evaluaci6n de la funci6n gamma. 

Para calcular la varianza es necesario efectuar: 

m 

E(r 2 ) - . f 2ªn r 2n+l exp(-ar2 ) dr - ' F(ñf 
o 

m 

= 1 J 2ar (ar2 ) exp(-ar 2
) dr. 

a r (n) 

Sea u(r) = ar 2 , y du = 2ardr; Entonces: 

m 

E(r ) = --'1'-·- J un e -u du = --'1;;._..- r (n + 1) r¡I JLll._ • 
a r (n) 

0 
a r (n) p TI 

Por lo tanto, 

Var(r) = E(r ) - (E(r)) = k n 
p TI 

.. ..!!.L 
p TI 

r(n + ~) 
- (--__.;;;..-) 2 • 

ra r(n) 

( (2n>I .'lit j2 
fP ni (n-li 1 4n 
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Función gamma. 
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C&E sugieren que la estadística 

e=----

tiane una distribuci6n normal estandar bajo la hip6tesis de alea-

toriedad si el .mt1mero de puntos es grande. Aunque estos autores 

no lo mencionan, es claro que esto se debe al teorema del límite 

central. Si el número de puntos es pequeño (menor que 100 segan C&E 

p44B)es mejor utilizar una distribuci6n Pearson tipo III (gamma) 

para contrastar la hip6tesis de aleatoriedad .• 

Sin embargo, como Ord (citado.· por Haggett et al., vol.II,p.440) 

señala, no es inmediato que la distribuci6n de rA sea normal con 

media rE y varianza ªr cuando el ntinlero de puntos tiende a 
E 

infinito. Puesto que hay una alternativa menos complicada (su-

gerida muy levemente por C&E p.448) no analizar~ el comportamiento 

de la estadística C. 

Resulta menos complicado construir una estadística propuesta 

por Thompson (1956) que tiene distribuci6n x2 • A continuaci6n se 

presenta su desarrollo. 

Se sabe que 
2an exp(-ar 2 ) r 2n-l 

r (n) 

es la funci6n de densidad de probabilidad para la distancia al 

n-~simo vecino más cercano de alg~na distribuci6n puntual. Si se 

hace la transformaci6n 

se tiene que 

u = 2ar 2 

exp (-!:!.) (!!.¡n-1 
2 2 

fn(u) = -------
r (n) 
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que es la función de densidad de probabilidad de una variable 

aleatoria con distribución x2 con 2n grados de libertad (Hogg & 

Craig, 1977, p.107), lo que muestra que 

2ar2 "' X22n· 

Esta estadística me parece preferible a la estadística C 

propuesta por C&E, principalmente porque su distribución es exacta, 

no asintótica como en el caso de C. Tal vez su poco uso se deba a 

la escasísima difusi6n que ha tenido el resultado obtenido por 

Thompson (1956). 

Si el tamaño de la población es n individuos, entonces 

la estadística nin tiene una ·aistribuci6n xi-·cuadrada con 2tm 

grados de libertad, siendó x la media de las distancias de cada . n 

punto a su n-~simo vecino más cercano (Thompson, 1.956, p.392). 

Cuando el tamaño de la población es suficientemente grande 

es posible construir un intervalo de confianza para la media uti-

lizando la aproximación normal a la xi-cuadrada (Larson, 1978, p. 

1,24); el intervalo está dado por la expresi6n 

donde tl-a/2 es el punto bajo una normal (0,1) hasta el cual se 

acumula el 1-a/2 de probabilidad, siendoa el nivel de aignifi-

cancia del intervalo. 

Nótese que si· n = 1 es el caso del primer vecino más cer-

cano, por lo que debería utilizarse esta prueba en vez de la 

propuesta por Clark y Evans. Por otra parte, es más rncil calcu

lar la estadística de prueba nX que la estadística e, y la distri-
n 

buci6n de la primera es exacta, mientras que la de la segunda es 

asintótica. · 
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Es claro que hay una relaci6n entre el tamaño promedio de 

grupos nucleados dentro de un patrón espacial y la estadística 

R para n vecinos más cercanos. 

Si se piensa en un patr6n formado por .conglomerados aislados 

distribuidos aleatoriamente (como conglomerados), la estadística 

para los primeros vecinos más cercanos indicaría nucleaci6n, pues 

las distancias observadas serían pequeñas' (i,e., no se tiene 

que salir de los conglomerados para encontrar vecinos más cercanos 

de 6rdenes pequeños). De hecho, como señala Thompson (1956, p.393), 

R empezaría a indicar aleatoriedad cuando el orden de los veci-

nos más cercanos se aproximara ál tamaño promedio de los conglomera

dos. 

Una posibilidad de analizar esto es la sugerida por Pielou (19777 

p.110), y consiste en graficar el orden de los vecinos más cercanos 

contra los valores de R para cada orden, Evidentemente habría 

una diferencia bastante notable cuando se esté cerca del número 

promedio de elementos en los conglomerados, ya que los ·vecinos más 

cercanos empezarían a estar fuera de los nacleos aislados. 

Sin embargo, no se ha podido encontrar una soluci6n analítica 

al problema de detectar el orden de vecino más cercano en el que se 

produce ese cambio, en parte por la dificultad para tratar con 

funciones de orden. 

Como se mencion6 anteriormente, todo esto se aplicaría para 

contrastar hipótesis acerca de que la distribuci6n está formada 

por núcleos aislados distribuidos aleatoriamente (en el sentido 

descrito en la secci6n II.2) y que estos núcleos tienen en promedio 

algún número de puntos que se desea estimar. "El problema de 

determinar la distribución exacta de las distancias a vecinos más 

cercanos en modelos no-aleatorios requiere aún de atenci6n, pero 
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parece muy dif!cil de solucionar" (Thornpson, 1956, p.393). 

Como se dijo en la secci6n I,J, este problema continna sin 

so1uci6n. 

La forma en que la estad!stica ~n contrasta la hip6tesis 

de aleatoriedad es la siguiente: si la estad!stica toma valores 

mayores que el punto bajo una distribuci6n xi-cuadrada con 2n 

grados de libertad hasta el cual s'e acumula el l - a/2 de probabi

lidad se rechaza la hip6tesis nula con un nivel de significancia 

a afirmando que existe una tendencia hacia la regularidad; si la 

estad!stica resulta ser menor que el punto hasta el cual se acumula 

el a/2 de probabilidad se rechaza la hip6tesis nula concluyendo que 

hay·una tendencia hacia el agrupamiento en conglomerados. 
i 
¡. 

1 ' 
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II.4> GENERALIZACION PARA K DIMENSIONES DEL 
fflETODO PARA EL PRIMER VECINO MAS CERCANO. 

En un artículo aparecido en 1979 C&E presentan una generaliza

ci6n de su m~todo para usarla en espacios de dimensi6n finita k. 

Hay que hacer notar que la medida origina~ se construy6 para 

espacios bidimensionales, sin embargo, resulta atil pensar en medir 

la desviaci6n de la aleatoriedad para patrones puntuales en espa-

cios de, por ejemplo, 3 dimensiones (como la localizaci6n de nidos 

en un árbol (C&E, .1979, p.316), o la distribuci6n de asentamientos 

considerando su altura sobre el mar), o en espacios de dimensi6n 

1 (como el ntlmero de nacimientos en 24 horas, el ntlmero de accidentes 

en una carretera, o una distribuci6n de asentamientos a lo largo de 

un r!o (Stark & Young, 1980)). 

El principio para medir la desviaci6n de aleatoriedad es el 

mismo utilizado en las secciones anteriores, es decir, el cociente 

A continuaci6n se presenta la derivaci6n de las f6rmulas para 

la media y los momentos de:·c:irden. :superior de ;los valores espera-

dos bajo la hip6tesis de aleatoriedad. 

El voltlmen de una esfera k-dimensional de radio r est4 dado 

por la expresi6n: 

(para la demostraci6n de esta f6rmula 1 véase el apéndice II). 

An~logamente, la probabilidad de que tal esfera centrada en 
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cualquier individuo no contenga a otro individuo es: 

P(X = O)= exp(-
P nk/2 rk 
r (k/2 + i¡ ·l , 

donde p es la densidad de la población. Esta expresión puede 

ser vista como funci6n de r, siendo entonces la proporción de 

distancias al vecino más cercano mayores que r. Si se considera, 

como en las secciones anteriores no a· la esfera completa, sino 

a un l/i-aector se tiene que: 

F(r) = 1 - exp(-ark) 

representa la proporci6n de distancias al vecino más cercano 

menores o iguales que r, siendo 

a = 
k/2 

P n . 
rck/2 + ll i 

Entonces: 

es la función de densidad de tales distancias. 

Claramente fk(r) es no negativa, pues k es un nOmero natu-

ral y r, p ~ o. Adem~s, 

"' f k~rk-l exp(-ark) dr = 

i 
1 .. 
l 
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... k k"' f -Dr (exp(-ar )) = expt-ar) 1 a 1. 
o 

Para calcular los momentos de cualquier orden se tiene que: . 

"° E(.r8
) = J kark-l+s exp(-ark)dr; sea u= ark, y du a kark-l , .. 

. o 

1/k 
y despejando r se tiene que r = (u/al 

Q) Q) s/k 
E(r8

) J e-u s J -u = r du = e (u/a) 
o 

Entonces: 

du = rcs/k + l) 
s/k 

a 

Por lo tanto, la media de la distribución es: 

l/k l/k 
E(r) = R. (r(k~2 + l)) P(l/k + l) , y la varianza es: l k . 

p fi 

2/k 2/k 
E(r2) _ E2(r) = R. (r{k/2 + 1)) tr(2/k + ll-C·r(l/k + ll) 2) 

P2/k1, n 

que son las f6rmulas obtenidas por Clark y Evans. 
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11.5) GENERALIZACION PARA K DIMENSIONES DEL 
METODO PARA N VECINOS MAS CERCANOS. 

La derivaci6n de las fórmulas para esta generalizaci6n es 

análoga a las presentadas en las . secciones anter:io.t·es. La 

notac:l.6~"-es la misma. 
': jJ' . 

;\' 
Sean m = P 

R. 

k/2 k k/2 
n r Y a = l'.P n 

r(k/2 + 1) ' r(k/2 + 1) 

Entonces; drn k-1 k Cir- =akr , y m = ar • 

~s la probabilidad de la uni6n de los ~ventos 

a1enos "l/l'.-sector con O puntos (excluyendo al centro)", 

••• , "l/l'.-sector con n-1 puntos (excluyendo al centro)". 

Entonces. el complemento de la suma anterior (vista como función 

de r) es la proporción de distancias al n-ésimo vecino más cercano 

que son menores que r en un l/l'.-sector de una esfera n-dimensional 

de radio r, por lo que puede considerarse como la funci6n de 

distribuci6n de probabilidad de estas distancias: 

n-1 -rn x m2 
Fn,k(r) = 1 - ~ em = 1 - e-rn (1 + m + -.:-r-2 + ••• x=O x! z¡ 

La función de densidad de probabilidad de.estas distancias es 

la derivada (respecto ar) de Fn,k(r): 

exp(- rk) (k r + • • • 
+( rk)n-2 k(n-1) r) 

. . (n-1} ! 
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Reduciendo: 

n kn-1 k = ....-k __ a __ ...;;;.r~~..,..:;e~~~p~(-~a~r~)~ 
(n-1) ! 

Es fácil verificar que la expresión anterior es, en efecto, una 

función de densidad de probabilidad: 

i) f k(r) ~ 0, porque r ~ O,a ~-Q Y k,n E m ' 
n, 

ii) 

CD 

dr = l, porque: 

an-l ~(n-l) (-D (exp(-ark)) dr J 
r 

integrando por partes: 
u(r) = an·l rk(n-l), du = an-l (k(n·l))rk(n-l)-ldr 

dv = - Dr(exp(-ark)), v= -exp(-ark), 

entonces1 
= ~(<-a~-1 rk(n-1) exp(-arkll + 

¡"'an-lrk(n-l)-l(k(n-1)) exp(- rk) dr)· 

o 
El primer sumando se anula, y al hacer la transformación 

CD 

= --i-Tñr l e-u an-2 (n-1) rk(n-2> du, y sustituyendo r1 

1 
o 

n-2 
e-u ~n-2 (n-1) .J!.ri-2 du 

~ 
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.. _ _;:1:__ (n - 1) r(n - 1) = 1, por propiedad de la func16n 
r(nl 

gamma. 

Para obtener los momentos de cualquier orden basta efectuar: 

00 
' k E(r8

) = 1 f k an l'kn-~+s dr. exp(-ar ) 
r(n) 

Sea u = ark; du = kark-ldr 

"' 
E(r8

) = 1 J e -u 
r(n) o 

"' 1 J e-u = 
I: (n) o 

= 1 f f(n) as/k 

= r(n + (s?)) 
r (n) a8 k 

1/k 
y r =~ . k , entonces1 

ti 

a n-1 r k(n-l)+s du, y sustituyendo r: 
I 

n-1 un-l+(s/k) 
ª -;;n-1+ (s/k) du 

00 

e-u un-l+fs/k) du 
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A partir de esta dltima f6rrnula se construir!n los valores 

para la media, la varianza y los coef~cientes de sesgo y kurtosis 

de la distribuci6n para cualquier n y k. 

Siguiendo la notaci6n de Rahman (1978, p. 104-106), sean 

, 
µ = E((r - E(r))s) s 

Entonces, la media de la distribuci6n, E(r) es: 

µ' - .!.!.!L.+ 1/k) 
1 -

r (n) ª1/k ¡ 

N6tese que si n = 

= 
r(n + 1/k) t 1fk (r(k/2 + 1)) 1/k 

r (n) a1/k lrT 

1 y k = 2 (i.e. primer vecincxmás cercano 

en una esfera completa en dos dimensiones) se ~iene que 

1 1 
µ1 =,~,que es la f6rmula original de Clark y •Evans (1954). 

' '' 2/ii ' 
" 

La varianza está dada por la expresi6n 

Var(r) = µ; _ (µ~)2= r(n + 2/k) _ ( r(n + 1/k) ) 2 

r(n) ª2/k r(n) ª1/k 

.. ((I'(nl r(n + 2/kl - (r(n + 1/kl} 2}a.2/k (f(k/2 + 1))) 2/k) 

(r (nl ¡ 2 P2/k n 

µ3 
El coeficiente de sesgo se define corno Sk = --.-1 .... 5- (Rahrnan, 

(µ ) • 
1978, p. 104), Es posible demostrar que µ3 pueAe expresarse como 
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µ3 = E(r 3
) - 3E(r)E(r2 l + 2(E(r)) 1 (ibid., p. 12e¡. 

Entonces, Sk queda definido por la siguiente expresi6n: 

(r{n)) 2 r(n + 3/k) - Jr(n) r(n + 1/k)r(n + 2/kl + 2( (n+l/kll' 
Sk = 

(r(n) r(n + 2/k) -(r(n + 1/k) 2j1·5 

N6tese que, en particular, si n = k = 1 se tiene que 

Sk-= 
r(4l - Jr(2) r(J) + 2 cr c2» 1 

1r (3) - r (2) ¡2'¡ ~l. s 
= 2. 

IJ4 
El coeficiente de Kurtosis se define corno Ku = --- - 31 

(µ2) 2 

(!bid,, P¡ :106). Rahrnan demuestra (p. 128) que 

µ4 = E(r4
) - 4E(r)E(r 1

) + 6E(r 2
) (E(r)) 2 

- 3(E(r)~· 

Evitando los calculos, 3(r(n+l/k)) 4 

(r(n)) 1 r(n+4/kl - 4(r(n)) 2 r(n+l/k) r
1
(n+3/k) + 6r(n)r(n+2/k)r( (n+l/k) 2-

( r (n) r (n + 2/k) - cr (n + 1/ki ¡"2 r 
-3. 

A continuaci6n se presenta una tabla con los valores del sesgo y la 

kurtosis para los primeros diez vecinos.m4s cercanos en dimensiones 

1,2,3,4, y s. La nota •sesgo no calculable" se debe a que 

r(n) r(n + 2/k) .! (r(n + 1/k))~ y los nl1meros n 

y, puesto que los nl1meros negativos no tienen ra!ces cuadradas 

reales definidas, no os posible evaluar a Sk. 
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TAPLA DE SESGOS V KURTOSI6. 
·J 

orden dimension sesgo kurtosis 
1 1 2.0000 6.0000 
1 2 0.6311 0.2451 
1 3 0.1681 -0.2705 
l 4 no calculable -0.2521 
1 5 no calculable -0.1197 
2 1 1.4142 3.oooo' 
2 2 0.4056 0.0593 
2 3 0.0598 -0.1427 
.2 4 -0.1249 -o.osos 
2 5 -0~24.15 0.0221 

\' 3 1 1.1547 2.0000 
3 2 0.3179 0.0251 
3 3 0.0317 -0.0913 
3 4' -0.1102 -0.0371 
3 I 5 -0.2115 0.0378 

' 4 . 1 1.0000 1.5000 
·4: ; 2 0.2692 0.0136. 
4 3 0.0202 -0.0661 
~ .. 4 -0.1088 -0.0209 
4 5 '-0.1884 0.0370 
5 1 0.8944 1.2000 
5 2 0.2374 0.0085 
5 3 ( 0.0143 -0.0515 
5 4 -0.1006 -0.0135 
5 5 -0.1711 0.0337 
6 1 0.8165 1.0000 
6 2 0.2147 0.0058 
6 3 0.0107 -0.0421 
6 4 -0.0938 -0.0092 
6 5 -0.1577 0.0302 
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orden dimension sesgo kurtosis 

7 1 0.7559 0.8571 

7 2 0.1974 0.0042 

7 3 0.;0084 -0.0355 

7 4 -o.oaao -0.0068 

7 5 -0.1468 0.0272 

8 1 0.7071 0.7500 

8 2 0.1836 0.0032 

B 3 0.0069 -0.0307 

B 4 -0.0832 -0.0052 

B 5 -0.1379 0.07.47 

9 1 0.6667 0.6667 

9 2 0.1724 0.0025 

9 3 0.0057 -0.0270 

9 4 --0.0790 -0.0041 

9 s -0.1305 0.0225 

10 1 0.6325 0.6000 

10 2 0.1630 0.0020 

10 3 0.0049 -0.0241 

10 4 -0.0754 -0.0033 

10 5 --0.1241 0.0207 
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La .utilidad de esta tabla está en 'que amplia la informaci6n 

disponible acerca de la funci6n de distribución de las distancias 

al n-~simo vecino más cercano. Clark y Evans (1979) dan 

los resultados de los coeficientes de sesgo para el primer.vecino 

más cercano en espacios de dimensi6n 1, los cuales sirvieron para 

validar los cálculos presentados en la tabla. 

Clark y Evans (1979) afirman que "los ec6logos no parecen 

estar muy interesados en valores de k mayores que 3" (p. 317). 

Sin embargo, es posible pensar en una aplicaci6n del m~todo en la 

que se utilicen espacios de dimensi6n posiblemente mayor que 3. 

Por ejemplo, si se consideran puntos descritos por dos coordenadas 

espaciales (como localizaci6n en planta y altura sobre el nivel , 

del mar) y además se tienen medidas de algan conjunto de variables 

en cada punto sería posible contrastar hip6tesis acerca de la 

aleatoriedad de la distribuci6n definida en un espacio dé dimensi6n 

3 + v, donde v es el nfunero de variables medidas en cada punto ade-

más de las variables de localizaci6n. 

Evidentemente, dichas variables deben ser medibles con escalas 

al menos de intervalo, pues de lo contrario no tendría sentido 

hablar de distancias entre los puntos. 

; Podr!a decirse que, eñ general; ia' m~trica de Minkowski 
·, 

deberta ser. utilizada p~rR roedir las distancias entre puntos, 

Sin embargo, serta necesario investigar antes si existe alguna 

relaci6n entre la aleatoriedad (medida en t~rminos de una cierta 

funci6n R análoga a:1a propuesta originalmente por Clark y Evans) 

y el orden de la m~trica de Minkowski que se utilice, definido por 
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el valor p en la fórmula 

k 

Dp (Xj,Xh) = [ ~ 
i=l 

para un espacio de dimensión k. 

- ¡P )1/p 
lxij xih (p ~ 1) 

Esta sugerencia de utilizar m~tricas de este tipo para 

calcular las distancias entre puntos se basa en que estas medidas 

satisfacen condiciones que a menudo resu~tan necesarias para 

describir ciertas distribuciones espaciales. Ejemplos de estas 

condiciones son la simetría, la desigualdad del tri~ngulo y la 

ultrametría (Anderberg, 1973, p. 99-103). 

A continuaci6n se presentan alaunos ejemplos. 
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EJEMPLO 1 

Se generaron 256 puntos distribuidos de la siguiente manera: 

se calcul6 la localizaci6n de un primer punto utilizando la funci6n 

RANDOM; a partir de estas coordenadas se gener6 (también con RANDOM) 

una dirección (Le. un ángulo entre O y 2i1). En esta direcci6n se 

11 tir6 11 una ltnea de longitud variando segl'.in una distribución de 

Poisson con parámetro 10. De esta forma se produjeron las coorde

nadas de los 255 puntos restantes. 

El hecho de que la mediana observada sea cero se debe a que 

hubo puntos con las mismas coordenadas, lo que trae problemas para 

el cálculo del índice R de.Washburn. 

'Es interesante notar que aunque con este m~todo se tienen puntos 

cuya distancia a su vecino más cercano en cualquier dirección 

es una variable aleatoria con distribuci6n Poisson el índice e de 

Clark y Evans señaló concentraci6n del patr6n para todos los órdenes 

de vecino más cercano. Una posible explicaci6n de esto es que como 
~ 

el nl'.imero de puntos es bastante grande, la prueba se vuelve más po-

tente (en el sentido de ser menos tolerante con el error tipo I). 

Si se observa 1'.inicarnente el valor de R para cada orden se tiene que 

casi todos ellos distan qe 1 en menos de .1, por lo que, en estos 

casos no es suficiente esta información para discriminar 

patrones aleatorios y no aleatorios. 

Utilizando las estadísticas de Thompsort se ve que para los 

primeros cinco vecinos más cercanos existe aleatoriedad, indicando 

agrupaci6n para los 6rdenes superiores. Esto podría significar que 

hay grupos dentro de la distribuci6n con un tamaño promedio de 

seis elementos por grupo. El nivel de significancia empleado fue 

de .os. 
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En mi opini6n se deber!a considerar más creíble el resultado 

obtenido con las estad!sticas de Thompson, debido· a que la diétri

buci6n de la estad!stica es conocida exactamente. · Este ejemplo 

muesta que estas estad!sticas discriminan mejor que las de Clark . 

y Evans. 

EJEMPLO 2 

En este ejemplo se generaron 300 puntos distribuidos re

gularmente sobre un rect4ngulo de 25x27 unidades. 

Como se ve, para el primer vecino más cercano el valor de e 

indica regularidad, lo mismo que el valor de las estadfsticas de 

Thompson. Para el sequndo orden de vecino ·más cercano el valor.de 

e indica aleatoriedad, mientras que el valor de Thmp marca concentra

ci6n. Una vez más se muestra que estas estadísticas detectan 

mejor la verdadera situaci6n en la distribuci6n espacial, pues, 

claramente, es inadmisible cualquier aleatoriedad en este patr6n. 

A partir de este orden, Thmp indica regularidad en todo caso, 
t 

que es lo que'se esperaría, mientras que e tiene algunas fluctua-

ciones: para los 6rdenes 6,8,14 y 16 indica,una vez más, aleatorie

dad. El fndice de Washburn también señal6 regularidad (para el 

primer vecino más cercano), 

EJEMl'LO 3 

Se generaron 50 puntos en un rectángulo de 100x44 unidades 

de la siguiente formai se gener6 aleatoriamente un namero entre 

4 y 20 (utilizando la funci6n RANDOM)1 este nttmero fué el nttmero 

de conglomerados en la dfstribuci6n. Posteriormente se calcularon 
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(también con RANDOM) las coordenadas de un punto para cada 

conglomerado. A partir de estas coordenadas se gener6 un conqlo-.., 

merado cuyo no.mero de elementos se obtuvo con una variable 

aleatoria Poisson con media 9. Los conglomerados se generaron 

de la misma forma en que se : construyeron las coordenadas de los 

puntos del ejemplo 1, utilizando una Poisson con par&metro 4. 

Para los primeros 14 vecinos mtls cercanos e indica concentra

ci6n. Es notable, sin embargo, la diferencia entre el valor de la 

estad!stica entre los 6rdenes 3 y 4. Esto señala el paso de una 

distribuci6n muy concentrada a una que también lo es, pero· en 

mucho menor grado. Con Thmp sucede lo mismo, pero mucho más 

dr&sticamente1 de una distribucidn concentrada, el !ndice, para el 

valor de orden 4 pasa a indicar una dtstribuc:i6n regular • 

. ~ Este hecho podría indicar que el tamaño promedio ·de los grupos 

tal vez sea 4, aunque este ndmero haya sido generado utilzando una 

variable aleatoria Poisson con media 9 • 

. Para los 6rdenes entre 1 y 14 e indica concentrac16n. En estos 

mismos drdenes Thmp ttene fluctuaciones entre Concentraci6n, requ

laridad (para los 6rdenes 4,5, 6 y 7l aleatoriedad (del 8 al 11) 

concentracidn (12 y 131 y aleatoriedad (para el 141. 

Entre los 6rdenes 15 y 18 (inclusiveL, e señala aleatoriedad, 

mientras que Thmp indica regularidad entre 15 y 17 y aleatoriedad 

s6lo en 18. A partir de este punto, para todos los órdenes ambos 

!ndices marcan regularidad. · 

No es fltci:l interpretar estos resultados. Tal vez lo mlfs 

claro sea lo referente al salto entre los órdenes 3 y 4. 

Thompson afirma que la utilidad de analizar n vecinos m4s cer

canos está en que "se incrementa la exactitud para la determinacidn 

de la densidad del patr6n y ••• sería posible detectar heterogeneidad 
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en una escala mayor(de la que se detectar!n) . utilizando s6lo al 

primer vecino más cercano" (1956, p. 391-392). Este mismo 

autor no muestra más anáUsis de sus ejemplos más que el siguiente: 

" ••• si están concentrados en conglomerados distribuidos alea

toriamente, entonces, dependiendo del tamaño de estos conglomerados 

esperaríamos tener desviaciones de la aleatoriedad para luego 

aproximarse a esta" (ibid. p. 393). 

EJEMPLO 4 

se tienen BB puntos de la misma forma que en el eje!llplo 

anterior y en la misma superficie. Se observa un patr6n seme

jante al anterior1 para los 6rdenes 1-18 (para C) y 1-9 (para Thmp) 

se tienen valores de ambos índices que indican concentraci6n. 

Como en el ejemplo; anterior, hay un brinco entre los 6rdenes 

8 y 9 que es señalado por e con una disminuci6n de -27 a -14, y por 

Thmp de 624 a 1429. Esto podr!a decir algo sobre el tamaño 

promedio de los conglomerados, que en este caso s! coincide con 

el parámetro de la Poisson utilizado. Para el orden 10, Thmp 

muestra aleatoriedad, rnanteni~ndola hasta el orden 12. Para todos 

los siguientes 6rdenes, Thmp indica regularidad. e tiene indica

ci6n de aleatoriedad en los 6rdenes 19 y 20 1 manteniendo la re

gularidad para los siguientes. 

En general, puede afirmarse que ser!a necesario construir un 

contraste de hfp6tests para probar ideas acerca del tamaño promedio 

de los conglomerados. Esto se dificulta debido a la falta de 

caracterfzaci6n de la función mfnimo, por lo que, por el momento, 

s6lo se dispone de estos modelos para ser utilizados en forma 
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heur!s tica • 

Una posibilidad para afinar esto sería experimentar con los 

modelos, intentando descubrir patrones para algunas clases de 

distribuciones espaciales "típicas". 

EJEMPLO 5 

Para mostrar el funcionamiento de la generalizaci6n propuesta 

en este trabajo se presenta este ejemplo. Consid~rese un cubo, 
~ . 

de manera que en los ~untos medi9s de cada a~ista, en los puntos 

medios de cada plano y en cada v~rtice se tiene una medida en 

una cuarta coordenada. Los valores para esta coordenada se generaron 

con una distribucidn Poisson con par~etro 15. 

El"tlrea"se consideró de la siguiente forma: el cubo tiene un 

velamen de 216 (i.e., 6 unidades por aristal unidades ctíbicas, y 

los puntos de la cuarta coordenada se conceptualizaron como dentro 

de un pl.ano de''tlrea" 40. Esto da un total de · 86401 unidades a la 

cuarta. En este caso, e midid mejor lo que estaba sucediendo con 

la distribución. Para los primeros tres órdenes indicd aleatorie

dad, pasando despu~s a la regularidad para todos los siguientes. 

En cambio, Thmp marc6, para todos los drdenes, concentración·• 

Este ejemplo muestra qoe la afirmación de que es mejor utilizar 

a Thmp no es cierta en general. 

1 , .. 
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EJEMPLO 6 

Con el objeto de examinar el comportamiento de las estadísticas 

en situaciones en que el proceso aleatorio que generd la distribu

ci~n espacial no fue un proceso de Poisson se utilizd la distri

bucidn de probabilidad µniforme en el intervalo (0,1) cerrado. 
'• 

Se generaron 120 puntos, obtenil!ndose sus coordenadas a pai:tir 

de la funcidn RANDOM de la Burroughs 87800, multiplicando estos' 

ndmeros (distribuidos uniformemente en el intervalo (0,1) cerrado) 

por las longitudes de los:lados de un rect4ngulo de 100x44. 

La estadística de Washburn indica un valor adecuado para 

una distribucidn aleatoria, 1o mismo que las estadísticas e y 

Thmp para los primeros dos vecinos m4s cercanos. El hecho· de 

que la mayor diferncia entre cambios de orden de vecino m4s cercano 

se de entre el tercero y el segundo en ambas estadísticas puede· 

interpretarse.· como la existencia de conglomerados de tamaño 

promedio 3 dentro de la distribucidn. Los dem~s valores de C y Thmp 

indican regularidad. 

,1 
.:." ,,:, ' 
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120 PUllTOS AAEA11 41,00 DENSIDAD• 0,0272727 
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cns. ESP. RCtl o.s. e 
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II.6> METODO DE LA MEDIANA 

Otra modificaci6n al método de Clark y Evans es la propuesta 

por washburn {1974). La diferencia con el método original consiste 

en que en este la medida usada para comparar la distribución obser

vada con un patrón aleatorio es la media, mientras que Washburn 

utiliza la mediana. 

La ventaja de este m~todo es evidente: cuando se tiene una 

distribuci6n sesgada o bimodal puede decirse que, en general, la 

mediana es la medida de tendencia central que mejor representa 

los datos. 

Tal es el caso de las distribuci0«1es de ·frecuencia obtenidas 

por Washburn para las distancias al vecino más cercano entre sitios 

arqueológicos en Nuevo M~xico. 

En esta sección expongo la derivaci6n de la fórmula para la 

mediana esperada en patrones aleatorios y el cálculo del valor 

máximo del !ndice 

R • 

siendo rm la mediana esperada y ra la mediana observada. Cabe 

mencionar que Washburn presenta,además, un intervalo de confianza 

para la mediana poblacional (basado en la distribución normal) y 

la modificación de las pruebas de análisis de varianza para varios 

patrones sugerida por Clark y Evans (1954), Sin embargo, ~stos no 

serán analizados en este trabajo. 

otra posibilidad es modificar los resultados obtenidos en las 

secciones anteriores trabajando con la mediana en lugar de la media. 

u 
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Se sabe que exp(-p11r2 /k) es la probabilidad de que en un 4rea 

de tamaño 11r2 /k no se encuentre más qeu un solo punto, siendo la 

densidad de la poblaci6n. Pue~to que esta expresión puede conside

rarse como la función de distribución de las distancias al vecino 

más cercano que son mayores o iguales que r, se puede escribir: 

F (rl = exp (-p11 r 2 /k). 

Por definición, la mediana de una distribución es el punto 

rm tal que F(rm) = .5. Entonces, se tiene que: 

.5, y despejando a rm: 

r = (k ln(2)/p11) 112, considerando s61o a la parte m . 
positiva de la ra!z por no tener sentido las distancias negativas. 

Como en el modelo original, R alcanzará su m~ximo valor cuando 

el patr6n observado sea de tipo hexagonal. Por un argumento 

análogo al presentado en la secci6n II,2 se tiene que: 

2 1/2 
p = ----..,,3-., y entonces, ru = (2/p 13) , 

ru 
donde ru es el valor que se esperaría para la mediana de las 

distancias al vecino más cercano si el patr6n fuera aleatorio. 

Entonces: 

R = 
ru -1/2 /2 {J 

-- = .... e-·----------= 2.2B76BB5, 
ra 71-1/2 (ln(2!) 1/ 2 
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Finalmente, habría que señalar que Stark y .Young (1981) 

y Young (1982) discuten una variante de la estadística de· 

Clark y Evans para espacios de dimensi6n l. La estadística 

propuesta está basada en estadísticas . de orden y se presenta 

como análoga al modelo original de Clark y Evans. 

Young (1982) obtiene los primeros dos momentos de la esta

dística así como ajustes con densidades beta y normal para datos 

simulados, afirmando.que aparentemente la distribuci6n es unimodal 

y sim!itrica. 

Un trabajo que queda pend~ente ·es comparar la estadística pro

puesta por Young con la obtenida para dimensi6n 1 en la secci6n 

II.5 con el objeto de indagar si efectivamente son equivalentes. 

De ser cie~to esto Oltimo,·habría que explicar porque la. 

forma en que se supone al patr6n aleatorio en el modelo de Clark y 

Evans (utilizando un modelo de Poisson) genera resultados iguales 

qúe la·:utilizada por Young (uniforme), lo que lleva a problemas 

de interpretaci6n del t!imino'naleatoriedad". 

Otra posibilidad es,empleando el m!itodo con el que Young constru

ye la estadística del vecino mas cercano lineal , intentar 

ocntruir generalizaciones para n vecinos más cercanos en 

espacio~ de dimensión k mayor que uno, comparando los resultados 

con los obtenidos en la secci6n II.5 • 
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Ir I. D INDICE A. 

Un problema relacionado con las medidas para desviaciones 

de la aleatoriedad en patrones puntuales es el establecer si dos 

distribuciones espaciales situadas en una misma área tienen 

alguna asociaci6n. Este problema ha sido tratado por Pielou 

(1961,1977) y por Greig-Smith (1964). 

Seg(m Hodder y Okell (1978, p. 97) (en adelante, esta referen

cia se denotará como H&O) (citando a Hodder·y Orton, 1976), los 

m~todos propuestos por Pielou y Greig-Smith tienen tres desven

tajas: 

i) Dependencia de escala: como se vi6 en la secci6n II. 3, 

los modelos de vecino más cercano dependen del orden de vecino 

considerado (Pielou se bas6 en estas distancias para proponer su 

indice S de asociaci6n espacial en 1961) / y los m~todos de cua

drantes dependen de la elecci6n del tamaño de cuadrante (Greig

Smith, 1964). 

ii) Uso de una cantidad restringida de foformac:í.6n: normal

mentQ1 estos modelos s6lo utilizan uno o dos aspectos de la distri

buci6n (v~ase la secci6n I,3), 

iii) Los índices propuestos proporcionan poca informaci6n 

acerca del tipo de asociaci6n o segregación existente. 

En vista de esto, Hodder y Okell pr~pusieron un modelo para 

establecer la asociaci6n entre distribuciones que "no depende de 

la escala, utiliza los datos disponibles en una forma más completa 

y proporciona mayor informaci6n acerca de las distribuciones" 

(H&O, p.97). Hay que hacer notar que la no dependencia de escala 

se refiere llnicamonte a que no se consideraron órdenes de vecinos 
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más cercanos ni cuadrantes, más bien que a la dependencia de 

escala que menciona Harvey (1969). 

El modelo funciona de la siguiente forma: sup6ngase que en 

una regi6n cualquiera se tienen dos tipos de puntos: A y B. 

Sean n y m el nti.mero de puntos del tipo A y del tipo B respectiva-

mente. Se definen entonces las siguientes estad!sticas: 

n n 

rab = 

l ·¿ rij 
i=l j>i 

(.Sfn(n·- ll 

m m 

l l rij" 
i=l j>i 

~ 

(.S)m(m -'1) 

n m 

J1 jtrij 

mn 

siendo rij la .distancia entre los puntos i y j. 

De esta forma se consideran las tres clases de distancias 

que puede haber entre puntos de dos distribuciones: distancias 

entre puntos tipo A, entre puntos tipo B y entre puntos de tipo 

A con puntos de tipo B. Las f6rmulas que presento aqu! son li

geramente distintas que las dadas por H&O. Sin embargo, si se 

calcula rªª y rbb con las expresiones aqu! obtenidas se eliminan 

las distancias de regreso, disminuye11do as! el tiempo de máquina 

necesario para los cálculos. Los resultados son equivalentes a 

los obtenidos con la forma dilda por H&01 en lo línico que varían 
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las fórmulas es en los (.5) en los denominadores de las dos 

primeras expresiones y en que los índices para las segundas 

sumas en raa y rbb van desde 1 hasta n y m respectivamente, 

y siendo i~j. 

Finalmente se define al índice como: 

A=----
cr i 2 

ab 

El !ndice A mide la asociación entre dos distribuciones 

espaciales. Segan H&O, A tomará valores cercanos a 1 si los 

puntos tipo A y tipo B est!in "bien mezclados": si las distri-

buciones se encuentran muy separadas y agrupadas en dos grandes 

grupos, A valdra casi O, y, finalmente, cuando las distribuciones 

consistan en pares aislados formados por un punto tipo A y un 

punto tipo B el !ndice será mayor que l. Las razones por las 

que se esperaría ese. comportamiento del !ndice son las siguientes: 

En primer lugar, H&O definen lo que se entiende por "distri

buciones bien mezcladas": sup6ngase que se divide el área consi-

derada en dos partes iguales l y 2. Sea p la probabilidad de 

que un punto tipo A caiga en la parte .1, y sea q la probabilidad 

de que un punto tipo B esté en la parte 2. Si se cumple que 

p = q = .5, se tiene que la mezcla de las dos distribuciones es 

perfecta, en el sentido de que: i) so esperaría que no hubiera 

dos grupos separados para cada típo de punto, y ii) no deberían 

tenerse pares aislados formados con puntos de los dos tipos. Es 

decir, los puntos de ambas clases estarían colocados aleatoriamente 

con igual probabilidad de recibir un punto de cualquier tipo 
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para todo lugar del área. En estas condiciones, las distan

cias dentro de los puntos tipo A serían iguales a las distancias 

entre los puntos tipo A y los puntos de tipo B, e igualmente, 

las distancias dentro de los puntos de tipo B serían iguales 

.a las distancias calculadas entre los puntos de diferente 

clase, lo que causaría que r = rbb = r b , esto es, que . aa a 

A = l. Hodder y Okell definen otra medida, llamada n. y 

definida como 

D = 

Este último índice, llamado índice de dispersi6n será ' 

utilizado más adelante en contrastes de hip6tesis para alea

toriedad. Claramente, si ~sta existe en la distribuci6n, los 

valores de D estarán cerca de l. 

~or otra parte, si los puntos estuvieran divididos en dos 

grupos excluyentes, de tal forma que en el primero s6lo hubiera 

puntos tipo A y en el segundo s6lo puntos tipo B se tendría 

q12e A tendería a O conforme los grupos se hicieran más compactos, 

pues las distancias entre los grupos serían grandes y las dis

tancias dentro de los grupos serían pequeñas. Por último, si 

las· dos clases de puntos estuvieran colocadas en parejas de 

puntosa de diferente clase, la situaci6n sería la inversa de la 

anterior, lo que implicaría que el índice tomaría valores 

cada vez más grandes · si las distancias entre puntos de distin-

tas clases son menores. 

Lo anterior indica un uso descriptivo de ambos índices. A 

continuaci6n expondré algunos contrastes de hip6tesis que es 

posible plantear. 

Una primera hip6tesis sería probar que la distribuci6n de 
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de ambos .tipos de puntos es aleatoria. Esto se puede hacer 

utilizando como estadística de prueba al indice D y se re

chazaría la hip6tesis si ~ste es mayor o menor que los valores 

de tabla para a y 1-a respectivamente. Posteriormente, si 

.esta. primera hip6tesis no fue rechazada, se puede contrastar 

hip6tesis de la forma p • p', q • q '· para algunos valorea 

de p' y q! dados en tablas. 

Por ejemplo, se podría contrastar que p = q = .5 

contra la alternativa de que existe una tendencia hacia el 

agrupamiento en un solo grupo para cada tipo de pujntos o bien 

hacia pares aislados con puntos de diferente tipo, Si la 

hip6tesis nula ~s rechazada se puede tratar con otras hip6tesis 

que precisen m~s la idea sobre la asociaci6n de los puntos. 

Por ejemplo, podría pensarse en probar que p = q ·• .75 (que 

de no rechazarse indicaría -una tendencia hacia la separaci6n de 

los dos tipos de puntos en dos grupos espaciales más o menos 

diferenciados), o en otras combinaciones de valores para p y q. 

Para· poder efectuar estos contrastes se necesi,ta conocer 

los comportamientos de los índicas suponiendo que ~as hip6tesis 

nulas(referentes a la aleatoriedad) son verdaderas, es decir, 

su funci6n de distribuci6n bajo la hip6tesis nula. Si ~sta 

se quis~era encontrar por m~todos de la estadística matemática 

habría tresproblemas: i) si se asume que hay algGn tipo de co-

rrelaci6n entre los puntos de ambos tipos, se tiene que "poco 

se sabe acerca del complejo patr6n de correlaciones que hay en

tre varias distancias" (H&O, p. 98)¡ ii) por otra parte, si se 

considera que estas distancias son independientes, no siempre 

es fácil determinar la funci6n de distribuci6n para cocientes 

y productos de variables aleatorias, y menos si no se 

asume otra distribuci6n para ellas y iii), la distribuci6n de 
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los indices debe~~ª ser di~erente ~a~a á~da combinaci6n de 
p IJ q. 
Por estas razones se utiliz6 la s:lmulaci6n (o m1s bien algunoo nétodos 

M:lnte carlo) para aproximar esta distribuci6n. 

El programa i.ful· ..el siguiente: 

Para n:=2,4 161 8,10,15,20,30,40 hacer 

Para m:=2,4,6,B,10,15,20,30,40 hacer 

si m ~ n entonces hacer 

nsim veces hacer 

genera patr6n1. 

calcula AJ D 
ordena1 

estadísticas7 

En el pi'Oredi.n\Íento genera patr6n se asignaron (n•p) puntos de tipo A 

en el lado izquierdo de un rectángulo y (n• (1"".P)) plmtos de este tipo en el 

lado derecho de la misma filea. Para pmtos tipo B los ntírreros de puntos 

asignados en cada mitad del rectángulo fueron Cm• (1-q)) y (m•q) respectivarrente. 

En el párrafo anterior la notaci& (a) indica el nWd.no entero nenor o 

igual que a. Tanbi~ es necesario aclarar que para todas las simulaciones se 

oonsider6 caro (irea en la que se distribuyeron los a un rectángulo de 20 

unidades de largo por 10 de ancoo, debido a que esto facilitaba los cálculos y 

no afectaba a los valores del índice (al rrenos directarrente). 

En el procedimiento calcula se utiliz6 la distancia euclidiana (nétrica 

de Mi.nkCMski de orden 2) para CCllStruir la matriz de distancias entre puntos. 

Ia forma en qoo se calcul6 el !ndim fue '.!.a siguiente: 

Si ªi y bi <lenotan puntos de tipo A y B respectivanente, definioos cx:mo 

1 2 1 2 ªi = (ai,ai) Y bi"' (bi,bi) y d(a1,b1) es la distancia entre los dos puntos 

defin.tda caro 
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Ehtooces: n-1 n m-l. m 
l l d(ai,aj) l l d(bi,bj) 

i=l j=i+l i=l ~=i+l 

A _ ~n·(n-1) .S·1~· 1l 
n m 

( 
l l d(ai,bj) ( i=l j=l 

m•n 

Análogammte, el .1'.ndi03 de Dispersi6n se define OO!lP 

- raa D----. 
rbb 

Esta fonna de efectuar los calculas reduce notablenente el tianpo de m!iquina en 

c:acrparación con la propu:sta original.trente por Hodder Y. lltell. 
' ' 

Utilizando est:OO dos procedimientos se generaron 200 patrones aleatorios 

pata distintos valores de p y de q y se calcularon los valores de A y de D 

para cada patr6n generado. Posteriomente estos 200 valores de cada !ndi~ fuerm 

or«Enad:>s cm un alg;>ritrro de tipo burbuja P.n el procedimiento ordena. Esto 

penniti6 encontrar los fractiles .005, .025, .os, ,95, .975 y .995 que 

servirán para cootrastar hip6tesis con niveles de significancia de .01, .os y 

.1, p~to que la pru:ba es de dos colas, 

Final.trente, en el procedimiento estadísticas se calcularon (para cada 

carbinaci6n oo m y n) la rredia, varianza, desviaci6n estancltir y coeficiente de 

variacim para A y D. ros valores de p y q considerados fueron (,5,.s), • 
(1,1), (.25,.25) y (.5,.75), Para cada corrbinu.ci6n se observó que al 

aunentar el nllrrero de puntos (y sobre todo, mientras !ll'ls cercanos eran m y nl 

el coeficiehte oo variaci6n disminuyó, Por ejerrplo, para p = .5 y q = .5, con 

rn = n = 2, se tiene que 01 = .311231 mientras que si m = n == 4, 01 = .l.5822; 

si m = 40 1 n = 2, 01 = ,17277, y finahoonte, sin= m = 15, CT = ,04198, lo qua 
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ilustra este hecho.· Este mi.SllO patr6n se present6 para el índice de dispersi6n. 

Por otra parte, los valores de la rredia de A (en 200 simulaciones) para 

diferentes :. OCITbinaciones de p y q cuando rn y n son grandes vienen a 

confinnar las proposiciones hechas acerca de los valores exb:eiros del índice, 

Por ejenplo, para valores de A: 

p q X 

.5 .5 1.01693 

.5 '. 75 0.92435 

.25 .5 o. 71032 

1.0 1.0 0.23230 

Hay que hacer notar que el hecho de que los valores deA cuando p=g = 1 

fueran relativarrente·mayores que O se debe a que aunque todos los puntos tip::> A 

están en una sola mitad del rectángulo y todos· 1os de tip::> B están en la otra 

mitad, no hay un patron ccnglorrerach para cada mitad, sino un patr6n aleatorio. 

E:Ste patr6n fue generach utilizando el generachr RANOOM de la Burroughs B-7800 

enpleando CXJTO semilla la hora del d!a dada en microsegundos. Posterionrente 

rre enteré que era p::>sible mejorar la calidad de las sucesiones de nllner.os alea

torios generados por RANOOM si se usaba 0011D semillas nllneros inpares cercanos 

a 524288, 1048576 o 2097152. · "Se dice que una semilla es rrejor que otra si hace 

que el per!odo sea suficientemente largo para finalidades prácticas, adeirrul de 

que maximiza la velocidad de CXJIT{)Utaci6n y la sucesi6n satisface pruebas de 
• 

independencia en tl!rrninos estad!sticos" (Aranda y Rutz-Velasco, 19841 p. 29). 

Ia ftmci6n RJ\NDCM produce n!1rreros distribuidos uniform:miente en el intervalo 

mrrado (0,1) • Sin errbargo, no incorporé estas sugerencias al prograna,pues 

oo haberlo hecho hwiera sido neceSílrio repetir las simulaciones con el oonsi-

guiente gasto de tierrpo de !Mquina. 

'· ,. 
1 

1 

' .• ! 
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En C]m.'!ral la hipótesis nula puede plantearse a:rro: 

H
0

: anbos tipos de p1mtos es~ localiza00s aleatorianente can probabilida-

des p y q de estar localizacbs en una u otra mitad de la regi6n. 

Esta hipótesis se escribirá cono H
0

1 p = p ¡ q = q 

Para Hodder y Ckell la forna .de ccntrastar esta hipótesis seda la siguiente: 

se calcula el valor de AY se oonpara contra los límites (para algtln nivel de 

significancia dado) con los valores particulares de p y q, "Ditonces, por 

construcci<Sn de estos limites, se esperaría rechazar H
0 

cuando esta es cierta 

una de cada (l - a) •100 veces. Sin enbargo, s:i. la hipótesis altema es verdadera 

ros gustaría qoo la prOOabilidad de rechazarla también fu.:!ra pequeña" (Hodder y 

~11, 1978, p.98-99). Sin enbargo, alD'lqlle presentan dos ejemplos de esto, no 

' nenciooan la fome en que se estimar!an (de manera general) estas probabilidades, 

En este sentido, creo que seda necesario aproxi.nar la funci6n potencia de la 

prueba, pero ooro llnicarrente he obtenido aproximaciones llOlY empfricas para 

ciertos casos, espero tratar este problema posteriomente. 

En mi q;iini6n, y dado que las tablas fUeron generadas asl.lllÚ.endo que la 

distribuci6n espacial de . anbos :tipos de P1mtoS era aleatoria, seda conveniente 

contrastar la hipótesis de ~atoriedad~~ Para esto se utilizaría el !nüce D 

cx::n las tablas coostruidas al efecto. Posteriorrrente se podda verificar si 

el patron no se gesvía significativanente de un patr6n generado con valores de 

p y de q particulares. 

Hoctler y Orton ccosideran otro tipo de hipótesis que consiste en cxmstruir 

una regi& acotada dentro de la regi6n original y calcular los indices bastlndose 

Gnicam::nte en las distancias entre cada punto dentro del área acotada y 

los p1mtos dentro y fa.era de la misma. "El c:bjetivo de este procedimiento es 

evitar los 'efectos de frontera' (D:lnnelly, 1978) de las pruebas de vecino 

rrás oorcano" (véase tanbH'in el capftulo II secci6n 1 de esta tesis) , (ibid,, 

p. 99) • Estos autores afirman que se efectuaron sinulaciones en esta fonra, y que, 

en i;pneral, los rang-,s de la regi6n de aceptaci6n fooron nenores que los c:bte

nidos sin ccmiderar una regi6n dentro de la regi6n total, 
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Ia oooclusi6n de Hadder y Ckell es que el uso de esta ~ca (descrita c.xrro 

. "buffer zone" J:X>l' Hanm:md y lt:O.l.llagh (1978)) reducirá el ntlrrero de puntos, 

por lo que para muestras peqooñas será necesario calcular los valores de 

·los índices caro en la prirrera hip5tesis. 

En este trabajo no se oonsideraron esta clase de proa:!dimientos ya que 

no encuentro ninguna utilidad en hacerlo por las siguientes razones: i~ este 

rrétodo no resoolve ningGn prd:>lem:i llOOStral, pues de cualquier forma se debe 

cxmsiderar (de una u otra manera) todos los puntos dispon:ibles, aunqoo s6lo 

se taren distancias a partir de los situados en el área aCXJtada: y ii) la 

técnica de crear una zona intenredia entre el fil-ea de interés y el área en 

la que están localizadcs todos los ele!lentos tiene una utilidad en m:xl.elos roro 

los 'de vecino mlis o;ircano que Clependen directamante del área considerada. Sin 

errbargo, para el caso de A esta dependencia no es directa, pues su cálculo rio 

involucra expU'.citammte ningGn supuesto de área, exepto que, evidentenente, 

mientras mayor sea el área habrá posibilidad de tener rrayores distancias en 

rutbos tipos de p1.mtos. 

En el artículo de lbdder y Okell t:antJOCO se le da nl\clla importancia a esta 

discus:i.6n, al parecer debido a que "en muchas situacianes arqueol6gicas el o:ilocar 

1.m fil-ea aootada en el área total limitará severarrente el nGrrero de puntos que 

puedan ser considerados" (ihid, p. 99), nás bien que a las dos consideraciones 

anteriores. 

Ias tablas presentadas por Hodder y Clcell son.!XllÑJinaciones de los 

siguientes valores: 
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a p q n m nsim 

.1 .s .s 2,4,6,B,10,15,20,30,40 = 200 

.1 .75 .s 11 n 200 

,05 .s .s 4,S,6,7,B,,,,,l4,15 = 500 

,05 .75 .s n " 500 

,1 .s .75 15 y 8 10 y 20 200 

,1 .s l,O 15 y 8 10 y 20 200 

.1 .1 .75 15 y 8 10 y 20 200 

,1' .1 l 15 y 8 10 y 20 200 

.1 l,O 1.0 15 y 8 10 y 20 200 

.1 l.O .s 15 y 8' 10 y 20 200 

.1 1.0 • 75 15 y 8 10 y 20 200 

En este trabajo presento tablas para· los fractiles ,005, .os, .1, ,95, .975 

y .995 de A y D con m y n = 2,4,6,B,10,15,20,30,40, nsim = 200 y las 

siguientes oonbinacionesde p y q: (.5,,5), (1,1), (.5,.75), (,25,.25), 

Cbrro se dijo anteriomente, las tablas del !ndice D proporcionana !!mi.tes de 

a:mfianza para seguir sosteniencb la hip6tesis de aleatoriedad para anbos tipos 

de pl.Dltos sin considerar su interacci6n. En caso de aceptarse esta hip6tesis 

.cxnvendóa calcular A y efectuar el contraste correspondiente para alguna 

cx:arbinaci6n particular de p y q, 

Hodder y Ckell afirman que "la principal ventaja de este índice para el 

arque61o<;p es que ha sido desarrollado espectficairente para situaciones arqueo16-

gicas y para pr00leiros particulares de la arquaología" (H&O, p. 106), Io nenas 

qoo prodoo.:i este correntario es sorpresa, pues el desarrollo del índice es (debe 

ser) in00pcndiente de si los p1.D1tos representan distribuciones prcx:lucidas por 

algtln proceso espacial particular.i. Mn oonsideranclo qeu a lo que se refedan 

los autores sea al hecho de que el desarrollo del índice fue ITOtivado por 

alguna prd>l~tica arqueo16gica particular 
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(.lo cual aparentenente ta.npoco es ciertol, no se sigue que esto sea la 

principal ventaja del tnclice, Afimarlo serfA equivalente a decir que la princi

pal : ventaja de la distribuci6n t de Student para los cerveoa..ros es qoo t!sta 

surgi6 a partir de problemas relacionados con la producci6n de cerveza. 

En lo que s! es posible estar de acoordo ccn Hodder y Okell es en que 

las principales desventajas de estos !ndices se refieren a que su c4lculo es 

ccrnplicado (sin la ayuda de tma carputadora) y de que las tablas para los 

contrastes fueron generadas errp.1'..ricarrenente (ibid., p. 107). Ellos mism:is nencio

nan que es "preferible efectuar otras sinulaciones para establecer la verosimi

litud (bajo una h.ip6tesis nula de aleatoriedad) de obtener los resultados espe

racbs ool !ndice" (Ibid., p. 107) (el paréntesis es m!o). 

Algo que es necesario señalar es que los resultil.Cbs de mis s:lrm.llaciones 

no fooron i~ticos. a los obtertidos por Hodder y Ckell: en general, lai 

fractiles superiores (,90 y .95) coinciden casi perfectarrente oon los dados por 

H&O; por otra parte, los fractiles superiores resultaron ser cagi sienpre m:iyores 

que los de los autores. Consecuencia de esto es que l.as regiones de aoeptaci6n 

sean l1ÉS chicas en mis tablas, U1a ventaja de esto es que casi segurarrente 

el coeficiente de variaci6n de mis tablas será nenor que el de H&O (alll'ql.lE! oo '. 

puedo ccrnprd:>arlo por no tener datos), y este es \Ul criterio para elegir entre 

da:! simulaciones (Kleijnen, 1974). Ac'lemas, el hecho de que los valores est:& 

~s cerca 00 1 (para p a q " .5, i.e. un patr6n oon dos distribuciones espa

ciales ''bien rrezcladas") y mas cerca de o (para p " q " 1) tarrbi~n aporta 

elerrentos a favor de estas tablas, Hny que reconocer que la elecci6n del 

nOrrero de simulaciones fue arbitraria y que no se hicieron pruebas oon diferentes 

valores de este partinetro. En resuiren, aOn queda mucho por hacer ron estas 

distribuciones. 

,;·.·· ' '; ~ 
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III .2) JIJJOOXUl\llll(t(S A LA msTRIBUCIOO IE A BAJO Al..Gllil\) HiroTESIS. 

cmo se vi6 en la seccilXl anterior hay serios prcblemas para determi-

. nar anal!ticamente la función de dis.tribuci6n de los valores del 

1ndice A bajo hipótesis que impliquen aleatoriedad en algún senti

do, L alternativa dada por Hodder y Okell para conocer {aunque 

fuera en una forma aproximada) esta func~6n y as! utilizarla en 

contrastes de hip6tesis es generar aleatoriamente pares de distri

buciones espaciaies, calcular el !nd'ice A para cada patrOn resultan

te y examinar la distribución de frecuencias de los valores.del 

índice en cada serie ~e simulaciones. 

El término·"simulaci6n" tiene muchas acepciones. No pretendo 

por lo tanto.presentar todas las interpretaciones que se han hecho 

de ~l. En esta secci6n llnicamente menciono algunos usos del 

t~rmino para posteriormente detallar el m~todo utilizado en las 

aproximaciones a la distribuci6n de A. 

Una pdmeJ::a aproximaci6n al t~rmino 11 simulaci6n" podr1a ser 

la ·dada por Sullivan y Schuster (1975), para quienes la simulación 

es "el modelaje de un proceso por otro proceso". En esta misma 

1.tnea, Zubrow y llarbaugh (1978, p.1151 afirman que "simular es el 

proceso de realizar experimentos sobre un modelo de la realidad en 

lugar de :S:l experimentar directamente con la realidad misma o 

iil obtener soluciones analíticas directas. 

Por otro lado, Tocher (1969, p,3) define a la simulaci6n como 

"un conjunto de t~cnicas para generar realizaciones de una variable 

aleatoria 11 ,y Doran y !lodson (1975, p. 222) restringen la simulaci6n 

a la operación de procesos estocásticos. 
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N6tese que en ninguna de estas descripciones se ha mencionado a. 

la computadora como elemento sine qua non de la simulación. Sin 

embargo, House y MacLeod (1972, citados por Aldenderfer (1981, p,13) 

afirman que "la simulaci6n se refiere al proceso de construir y 

usar modelos en una computadora", mientras que Renfrew (1979, p.202) 

resume: "simulaci6n es, simplemente, una t~cnica para explorar las 

implicaciones de un modelo en una forma que, sin una computadora 

ser!a muy tediosa". 

Otros autores (por ejemplo, Bell, 1981 p. 57) señalan que 

existen dos clases de modelos de simulaci6n: "por una parte est~n 

modelos en los que cada iteraci6n corresponde a la realidad, ••• , 

y por otra estlin los modelos de simulación que i~tentan simular 

s6lo una salida (outcome) y no intentan imitar a un proceso en 
l 

diferentes etapas. 

Considerando, en principio, estas opiniones acerca de la 

simulaci6n se puede observar dos cosas: i) la simulación tiene 

que ver con modelos. No pretendo estudiar a fondo las implicaciones 

de esta afirmación, aunque esto no quiere decir que niegue la 

importancia de contar con una definición precisa del t~rmino 

"modelo". Simplemente, se entiende por modelo cualquier repre~ 

sentaci6n de la realidad, independientemente de la naturaleza de 

esta representación. ii) las simulaciones efectuadas para aproxi~ 

marse a la distribución de A: a)no tienen una solución analftica 

directa, b}se basan en técnicas para generar realizaciones de 

vartables aleatorias (en particular uniformes), c)sería 

sumamente tedioso y largo efectuarlas sin computadora y d)Onicamente 

pretenden obtener un resultado, que es independiente de iteraciones 

"reales" de tiempo, 

En este trabajo utilizo el t~rmino "simulaci6nP como sin6nimo 
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~quivalente de lo que Kleijnen (1974, p. 6) llama "métodos 

Monte C4rlo en un sentido amplio" (los subrayados son de este 

autor), definidos como "cualquier técnica para la solución de un 

modelo utilizando nlimeros aleatorios". 

La distinci6n entre m~todos Monte Carlo y simulaci6n hecha 

por Kleijnen es importante: "la simulaci6n (en un sentido amplio) 

es experimentar con modelos respecto al tiempo". Es decir, 

"la simulaci6n implica experimentaci6n. Sin embargo, en lugar 

de experimentar con el mundo real ·experimentamos por medio del 

~ del objeto. La conducta del objeto es modelada sobre el 

tiempo." lKleijnen, 1974, p.12). 

Las simulaciones aqut presentadas se refieren al espacio 

muestra! del experimento aleatorio "modelar patrones espaciales 
•, 

consistentes en dos distribuciones de puntos y calcular el valor 

del fndice A para cada uno de ellos", con el objeto de explorar 

el comportamiento de la funci6n de distribuci6n del indice bajo 

ciertas hipótesis nulas. 
j 

La forma de contrastar hip6tesis en estad!stica es como 

sigue: Se proponen dos hip6tesis (.llamadas nula y alternativa} 

excluyente y exhaustivas (respecto a· un cierto espacio de par4metros) 

acerca de la funci6n de distrtbuci6n de la variable aleatoria de 

inter~s. Utilizando la informaci6n muestra! se calcula el valor 
~ 

de una cierta funci!Sn llamada estadfsUca de prueba. Claramente 

esta estatlfstica es una variable aleatoria, pues es una funci6n de 

los valores muestrales, que, por definici6n, son realizaciones de 

una variable aleatoria. Esta funcH5n cumple con las siguientes 

caracterf sticasr il mientras mayor es el valor de la estadística 

de prueba, la evidencia de discrepancia con la hip6tesis nula es 

m4s fuerte,y bl ~i la hip6tesis nula es cierta, entonces la 
1' 
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distribuci6n de la est:acttstica de prueba es cooocida, al menoo aproximlda

mente. (Cox & Hinkley, l978, p. 19). 

Como lo que se pretende es inferir con base en la información 

muestrül acerca del comportamiento de la variable en la población 

y esta información es, por definición, incompleta, existe el 

riesgo de cometer dos clases de errores: 

El error tipo I consiste en rechazar la hip6tesis nula (H
0

) 

cuando esta es, en la realidad, correcta; el error tipo II se 

comete al aceptar una hipótesis nula que en realidad es falsa. A 

las probabilidades de incurrir en los errores tipo I y II s~ les 

llama a y a respectivamente, Lo Optimo seda que al hacer un 
. 1 

contraste de hipOtesis sé pudiera minim.i:zar ambas probabilidades. 

Sin embargo, "cuando el ntlmero de observaciones es dado, ambas 

probabilidades no pueden controlarse simult3neamente" (Lehmann, 

1959, p. 61}. De hecho, cuando a decrece a crece y viceversa. 

Un ejemplo simple servirá para ilustrar este hecho:sup6ngase 

que se va a comprar un lote de N art!culos. Se extrae una muestra 

aleatoria de tamaño n con el objeto de examinar qué proporción 

de art!culos en la.muestra estan defectuosos. Si,..i!sta proporción 

. es"suficientemente grande" no se comp1:ará el lote, La pregunta 

ser!a ¿qué tan grande debe ser esta proporción para considerar que 

el lote en genera'! es inadecuado?. Si el lote fUera bueno se 

esperar!a que la mayor parte de los art!culos seleccionados en la 

muestra no estuvieran defectuosos. Sin embargo, es posible que, 

por puro efepto del azar, se tenga una muestra aleatoria con una 

proporci6n de defectuosos mayor que la· esperada asumiendo que el 

lote es bueno. As!, una probabilidad pequeña de cometer el error 

tipo I implicar!a que se est6 dispuesto a aceptar que ciertamente 

! 
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el lote es adecuado aunque salga una proporci6n tan grande que 

haga poco plausible esta afitrnaci6n; i.e., hay poco riesgo d

equivocarse en la decisi6n si en efecto el lote es bueno, pues en 

muy pocas situaciones (verdaderos extremos) esta hipdtésis ser!a 

rechazada. Esto implica que la probabilidad de aceptar un lote 

defectuoso se incrementa. Por lo tanto, es necesario modificar la 

pretensi6n original de minimizar a y a sirnult~neamente. La modifi

caci6n (sugerida por Neyrnan y Pearson a principios de los años 

tt¡einta) "está basada en el hecho de que en la mayor!a de las cir

C1:Ulstancias, la actitud hacia la hip6tesis nul~ ~s diferente .de 

.la actitud hacia la hip6tesis alterna1 a menudo nos preguntarnos si 

hay suficiente evidencia para rechazar la hip6tesis nula. En térmi

nos de dos .'errores posibles eSto puede traducirse en el enunciado 

de que el error tipo I es miis serio que el error tipo II" (Silvey, 

1975, p. 97). Por lo tanto, "se acostumbra asignar una cota a la 

probabilidad de rechazar incorrectamente la hipdtesis n.ula cuando 

es cierta y se intenta minimizar a a sujeta a esta condici6n" 

(Lehrnann, 1959, p. 61}. Esto se hace calculando la funci6n potencia ,. 
de la prueba., que mide el comportamiento de 'esta cuando la· hipCStesis 

nula es falsa en la poblaci6n. Hay pruebas que detectan esta si

tuaci6n mejor que otras dada una cierta probabilidad de cometer el 

error tipo I llamada nivel de significancia de la prueba. La 

elecci6n de esta probabilidad se hace de manera rnds o menos arbi

traria, pues en la rnayor!a de los casos se desconoce qu~ valor de 

a se estrt dispuesto a aceptar. Lo usual es considerarlo cercano a 

.OS. Sin embargo, rio hay justificaci6n a este hecho, excepto que 

la mayoría de las tablas de las funciones de distribuci6n de 

eatad!sticas de prueba tienen los valores de:i-estas funciones para 

un nt1mero restringido de posibles valores de a, en general .01 1 
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.os y .1. Ea necesario hacer notar que esto implica conocer 

no sólo la distribución de la estadística de prueba bajo la 

hipótesis nula (que mide la probabilidad.de que determinado valor 

de la estadística haya sido obtenido y la hipótesis nula contin~e 

considerandose consistente con los datos muestrales), sino tambi~n 

la potencia de la prueba. Regresando al.ejemplo del 1ote de artí~ 

culos, la estadística de prueba ser!a el porcentaje de.defectuosos 

que hay en la muestra. Si la hip6tesis nula (lote no defectuoso) 

fuera cierta y se obtuviera una proporción de .9 defectuosos, se 

dir!a que hay poca probabilidad de obténer este resultado (asumiendo 

que la muestra es suficientemente representativa de la poblaci6n). 

Sin embargo, la hip6tesis nula se aceptada si el nivel de significan

cia fijado fuera muy pequeño (asumiendo que la potencia de la prue-

ba es tambi~n suf~cientemente grande). 

Para el caso del !ndice A, la distribuc16n de la estadística 

de 9~ueba es conocida (al menos aproximadamente), sin embargo, no 

se conoce la potencia de la prueba. Una posible solución a este 

problema sería considerar hip6tesis alternas (simuladas) y calcular 

probabilidades de aceptarlas utili:zando a A corno estadfstica de " 

prueba. Lo mismo sucede para el !ndice D. 
En la. práct1.ca, se ha visto que, si 11.l prueba es suficiente

mente potente, un valor de a cercano a .OS es aceptable1 i,e., se 

est~ dispuesto a tener una decisión errónea en una de cada veinte 

veces que se efectuara la prueba de hip6tesis. Puesto que no se 

conoce la potencia de la prueba, las tablas generadas para los 

índices deben considerarse preliminares,· aunque se debe notar qeu 

los valores de a fueron .01, ,05 y .1. 
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Una vez calculado el valor de la estadística de prueba se 

ve, utilizando alguna regla de decisidn deducida bajo el supuesto 

de que la hip<Stesis nula es verdadera, si se acepta o se rechaza H
0

• 

Los t~rminos "acepta" y "rechaza" 'no significan que se desecha o 

se admita 'de una manera absoluta que ha hip6tesis nula es verdadera 

o falsa eh ~rmipos de la pobjacidn. La dnica forma de saber esto 

es analizar a ~ los elementos de la poblacidn y as! concluir; 

desde luego, en este caso· la estadística no tiene un sentido infe

rencia!. M4s bien, e~ se aceptara la hip6tesis nula se debería 

decir que no se encontr6 (en la muestra) suficiente informacidn 

consistente con la hip6tesis alterna·; es decir, no se puede afirmar 

que la hip(Stesis nula est~ correcta, sino m4s bien, se considera 

que la hip6tesis alterna no fue consistente (en cierto grado) con 

los valores muestrales, todo esto con una probabilidad de error 

asociada, 

Esta forma de inferencia es el ~ tollens de la ldgica 

cl4s~ca, y puede expresarse de la s~guiente. forma: 

( (t ·.·</J p) A p) ... · t donde t es ,"no t", t ,p proposiciones 

cu4lquiera. Popper (1975,,p. 76-77) describe a tollens en los 

siguiant:es t~rminos: "Sea p una conclusidn del::s~stema de enuncia-

. dos t, que puede consistir de teorías y condiciones iniciales ••• 

Es posible simbolizar la relaci6n de derivabilidad (implicaci6n 

anaU:tica) como t + p, que puede leerse como"p se sigue de t". 

Supdngase que pes falsa, es decir, p. Dada la relacidn de deduci

bilidad t + p y el supuesto p, se puede inferir t; esto es, se 

considera que t como falsa (we regard tas falsified) ••• o, en 

palabras, 'si p es derivable de t y si p es falsa, entonces t es 

tambi~n falsa.". 
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De otra forma, es posible transmitir falsedad a enunciados 

universales (teor!as, o bien, enunciados acerca de una poblaci6n) 

a partir de enunciadds particulares (resultados emp!ticos o valores 

muestrales); lo que no se.puede hacer (sin caer en la falacia de 

afirmar el consecuente: (~t+ p) A p) + t) es transmitir verdad de 

enunciados particulares a enunciados universales. 

De todo esto se desprende que lo que da informaci6n es el 

rechazar la hipótesis nula, pues el aceptarla no garantiza nada, 

mientras que el encontrar una muestra que no es consistente con, 

la hip6tesis implica (con probabilidad de error asociada debido 

a la aleatoriedad de la muestra) que 'sta no es verdadera en la 

poblaci6n. 

Si.Tes una estad!stica de prueba, Runa regi6n de rechazo 

(definida por el nivel de significancia) y el s!mbolo 'V denota 

negaci6n, se puede sintetizar lo anterior en dos formas: 

H
0 

+ T V, R 

T e: R 

'Uffo Ho , 

N6tese que el segundo re~gl6n de la inferencia corresponde a 

los datos muestrales. 

Como ya se ha mencionado, esta es una tesis t6cnica, y, pcr 

lo tanto, no discutir~ con mtts detalle estos aspectos aoeeca de 

los fundamentos del m~todo estadtstico para contrastar hipOtesis. 

Finalmente, es necesario mencionar que los resultados obtcni· 

dos fueron ligeramente distintos a los presentados por Hodder y Okell. 

Para el índice A se tienen valores mayores que los de estos autores, 
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para l~s cuantiles inferiores; para los cuantiles superiores no 

hay diferencias. Probablemente esto se deba a la funci6n ge

neradora de nt1meros aleatorios utilizada por Hodder y Okelli sin 

embargo, puedo afirmar que mis simulaciones están bien progra

madas. P~ra el índice de dispersión se encontraron valores muy 

ligeramente distintos en ambos extremos de la distribuci6n sin 

que se pueda encontrar un.patrón sistemático.de comp 

Estas discrepancias podrían servir para concluir que (al 

menos para el índice A con toda seguridad y muy probablemente para' 

D) los valores presentados en el apéndice IV de este trabajo 

representan más fielmente la situació~ de aleatoriedad en los 

patrones generados, pues sus valores tienen una variaci6n menor 

respecto a 1 que la de las· tablas de Hodder y Okell. 
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1.1> PROCESOS DE ro ISSOO 

Algunos e.xperinentos se reducen al contoo del nOrrero de veces 

que algOn evento ocurre en un tíenfO o espacio dacb. 

Por ejenplo, es posible contar el ntínero de personas que llegan a 

un banco entre las 9 y la 1:30, el núrero de puestos de peri6dioos por 

km2 en la Ciuiad de ~ideo, etc. 

Se sabe por e.xperienc:ia que llll m:xlelo matell'ático elerrental 

adecuacb para tratar con este ti¡x¡ de fen6irenos es la distribuci6n de 

Poisson. 

Conooptualmante es conveniente o:insiderar al resulatado del oonteo 

en un.intervalo continoo (o tal que se pueda considerar continuo) cualquiera 

caro una variable aleatoria discreta, 

El desarroµo del m:xlelo puede hacerse de muchas foonas. A exmti

nuaci6n expongo dos de ellas. La prilrera está basada en libroo CX)ll'O 

I.arson (1978) y Hogg & Tanis (1977). Para la segunda parte utili~ 

los textos de Hogg & Craig (1978), lbss (1970) y Lindgren (1970). 

En un proceso de Poisson oon par~tro >. se generan eventos 

discretos en l.Dl int:ervalo continoo (tie'lpO, a.rea, longitud, etc.) de 

la siguiente foz:ma: 

i) Existe un intervalo de longitud h suficienteirente 

pequeña tal que: a) la probabilidad de que haya soléll00l1te una ocurrencia 

en el intervalo es aprox:l.IT'adarrente igual a 'Ah, y b) la ¡,:irobübilidad de 

tener cbs o mas ocurrencias en el intervalo es aproxitM.dmrente' cero. 

ii) La ocurrencia de un evento en un intervalo de lon

gitud h suficientem:mte ~ña no tiene ningtln efacto en la ocurrencia 

o no ocurrencia do otro evento en cualquier otro intervalo ajeno da 

igual longitud; i.o., las ocurrencias son ronsideradas roro estocllstica-

m:mte independientes. 
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Si es posible aceptar qoo el el!pel'iirentd satisface los tres · 

supuestos anteriores, entonoes los eventos pueden considerarse oom:> 

generados p.:>r un proceso de Poisson. 

cuando se obse.rva un proceso de Poisson en algCrn intervalo del 

oontinoo con longitud unitaria, el núrero de eventos que ocurren en él 

es una variable aleatoria, y si a~ se asure qoo ocurren en una cantidad 

constante >. (lo qoo no inplica, por· la naturaleza del fen6rreno
1
que ocurran 

sianpre >. eventos por cada iritervalo unitario, sino, m1s bien, que en 

prorreclio esto sucede) , la distribuci6n queda coopletarrente determinada de 

la siguiente manera: 

Si se observa un proceso de Poisson con par~tro >. 

durante ~ unidades y X denota el nGrrero de eventos qoo ocurren, entonces 

X es una variable aleatoria 

ú:> anterior significa que si se esperan (en el senticb de esperanza 

matemática) >. eventoo por unidad, es fácil pensar qoo se esperan A.\ 

eventos en ~ unida005. 

Entonces, es posible establecer el siguiente 

Trom:Mr>.: Si X es lD1a variable aleatoria de Poisson con par&retro igual a 

A.I, entonces, su func:l.6n de prcbabilidad (oo de densidad por ser X una 

variable aleatoria discreta) está dada por: 

si x = O,l,2,3.,. 

= o e. o, c. 

DEM13TRJ\CIOO: Se tiene lD1 proceso de Poisson oon par11rretro >. sobre ~ 

unidades, y X es una variablé aleatoria que cuenta el ntirero de eventos 

que ocurren. 
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Si el intervalo se divide en 1t subintervalos ajenos, cada urv::> de 

longitud h !h • 4/n), se.tiene una partici6n en la que el valor de h 

se detetmina dividiendo al intervalo original (unitario) en subintetvalos 

tales qeu no haya mas qeu O o l eventos ocurrienoo en cada uoo de ellos. 

Por la definici6n de procesos de Poisson se sabe que la probabilidad 

de que se tenga una ocurrencia es aproxilMdarrente igual a 'Ah para cada 

swintervalo. Acle!ras, puesto que se trata de un proceso de Poisson, la 

ocurrencia o no ocurrencia de estos eventos es iilcrependiente para cada 

uno de ellos. 

Por toéb esto, la ocurrencia o no ocurrencia de un evento en cada 

swintervalo puede considerarase C011D una variable aleatoria Bernotilli cm 

par~tro igual a :>.h. 

Cbno hay 1t eventos Bernoulli oon probabilidad de éxito igual a :>.h, 

entonces, si X denota al ntirrero total de ocurrencias en el intervalo 

original de longitud !>, X es una variable aleatoria Binomial con paráiretros 

/'I y ')../t, . 

Es claro que para llegar a esta fil.tina conclu,silln se utiUzO la 

suposici6n de indeperrlencia de las ocurrencias de los eventos. 

Pero: 

entonces: 

fX(X) = (~) ( ;>.~ r (1 - ;>. ~) lt-X Si X= 011,21 ," 

o e. o. c. 

ta constrix:ci6n del m:xlelo bincrnial es fácil: si se tienen n eventos 

cada uro de los cuales admite t1nicarrente dos ¡:osibles resultados (par 

ejanplo, él<itu o fracaso) y se cuenta cuántos resultados fueron "~tos", 

la ftmCi6n que da las probabilicladde-; 
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la furv::ioo que da las probabilidades para los valores de ese n1inero es: 

dorrle p es la prOOabi.lidad de éxito para cada uno de los n e>tperirnentos 

Berooulli y ocurre x de las n veces, q es la probabilidad de fracaso, y 

aparece Jt-x veces en el prcxlu::to ant.erior. Claram:mte q = 1-p. 

El factor (~) ~ el núre.ro de fonnaa en que se pueden arreglar los x 

~tos entre lós n exper:úrentos sin considerar el orden con el que van 

saliendo, y se calcula cano: 

(~) = xi (11~) ! 
cano la Cmica forma de garantizar que en ~ los casos :ie 

cimpl!an los supuestos del proceso de Poisson es considerarrlo que 111 i.e. 

el ntímero de intervalos, sea tan grande caro se requiera para cualquier 

situaci6n es considerando n caro infinito, lo cual es J:XlS:lble hacer ya 

que los eventos ocurren en un continuo, basta con tonar dicho limite 

pava la funci6n de probabilidad ant.erior. 

Haciendo esto G.lt.im:> se obterxlrá l:a funci6n de probabilidad exacta 

para una variable aleatoria de Poisson. 

Por una parte: 

ltt)(.1..!Jx (1-2!) n-x = (A.6)x (1-2:!..)-x (1-.l..!)n n(n-1) .. (n-x+I) 
x n n -;xr n H 

11
x 



121 

l1m l·p,¿)x) = (X~)x 
n-+<» X . XI , 

Um (1 -~)-x :::::: 1 n....., n , 

entonces: l1m (tt) (M)x (1 -.l!)n-x ~ (X¿)X -M. X= 0,1,2, ... 
n+<" X n n xr e 

Para dsrostrar que la parte dereclu1 de la ecuaci6n anterior es una 

fuooi6n de probabilidad bast¡a ver que sea positiva' y~ su SU'lla sobre 

todos los valores sea \ttlo: 

i) La funci6n es positiva por ser un producto de fllllciones 

positivas. 
"' )X "' X ·" (X¿ e-~ = e-M " (M) = 1, 

ii) ¿ lT . ¿ XI x•O. Aj ,. xaO 1 

, "' X 
pues por definici6n a.e; exponencial, eu = Í "Xfu 

. . 0 X 
. X" 

y por lo tanto, la fwlci6n es una funci6n de prci>abilidad, lo que 

termina la dsrostrac16n. 

A continuaci6n expongo otra forna de enW'lCiar los supuestos-del 

proceso de Poisson y de construir la funci6n de probabilidad de Poisson: 

Sea E un rocper1mento tal qoo sus resultados /1. fo.roan un espacio S. 

Entonces, E está especificado p_)r algunos suboonjlDltos de S ((llamados 

evento¿) y por las proOObilidades ª?OOiadas a estos subconjlU1tos. 
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Si E es un experimento aleatorio (es decir, es tal que es inp:>sible pre

decir sus resultados con certeza si se le observa n veces en condiciones 

"id&ticas", i11.lrt1ue so pue:len conocer las probabilidades con· que ocurren 

·algunos resultados) y se d:>servan los resultados (contenidos en S) de E 
. 1 

que ocurren en algt1n sulx::onjunto de un espacio T, se tiene un p!Loc.uo 

e.td:cc.M:Uc.o. Si T es· nl.l!rerable, el proceso se llamará CÜ6Clte:to, mientras 

que si Tes continuo (área, longitud, tianpo, etc.), el proceso ser~ 

continuo. 

Si se observa la variaci6n respecto a puntos de T se tiene una 

familia de variables aleatorias para cada uno de ellos, siendo el punto 

de T considerado un parronetro para cada fanilia. Esto implica que una 

observaci6n del proceso carq;ileto es una funci6n del espacio T. 

En particular, un. proceso estocás.tico que es continuo y en el que la 

funci6n N(.t) (ÚT) representa el total de eventos ocurridos hasta el punto 

tes llamado pltoc.uo utoc.á.6tlc.o de c.on.:teo. 

Si un proceso estocMtico de conteo runple los siguientes supuestos, 

se tiene un p1wc.uo de Po.UM111 

Sea g (x,~) la probabilidad de tener x ocurrencias en un intervalo de T 

con ~ unidades1 entonces: 

i) g(l,h) = >.lt + o(h), donde >.es una constante positiva y h>01 

"' 
ii) l g(x,h) = o(lt)¡ 

x•2 

111) el·nOn>ero de eventos ocurridos en intervalos ajenos es estocástica

IOC'llte in:lependiente. 

La utilidad de esta dcfinici6n de Proceso de Poisson es~ en que 

formaliza las nociones de " aprox:lmadarrente >.h" y "aprox.imadamente O" 

" .... '.,.·_ 
•.1!'.', 
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que aparecen en el desarrollo anteriorr en efecto, una furci& fes de 

clase o(xl si 
f(x) 

l1in . ----- .. o, 
x+ 0 X 

. es decir, f pertenece a la clase o-clrlca si en una vecindad de O es 11'&1 

~que la función id~tica. Por ejemplo, f(x) = x2 e o(x). 

Pue:le darostrarse que o(xl + olxl ., olxl lo cual será nuy titil 

mas adelante. Para mas detalles sobre funciones de esta clase, véase 

Ioanis & St:ernberg (1968), §5.1. 

Es?,:C!ficanente, lo que se oonsigue oon la irclusi6n de funciones 

o(xl en el desarrollo de la teor!a de los procesos de Poisson es estable-

cer las coOOiciones que garanticen que para intervalos de lon;Jitud h tan 

pequeña caro se quiera, el en·or que se tiene al afitmar que "la prOOabilidad 

de tener una ocurrencia en ~e intervalo es a~te >.h" y que 

"la probabilidÍld de observar dos o mas OCUl:reooias en un intervalo sufi

cientanente ~ es apraK.imadanente O" es despreciable. 

'!'fXmM'\1 Si se tiene un proceso de Poisson (definido por los supuestos de 

la p4gina anterior), la probabilidad de tener x ocurr~as de a1gtln 

evento contenido en S en algtln intervalo de T con ~ 4 es: 

, ·x -"4 
fx(x) = P.{X • x} = (~) e si x = 0,1,2;3, ••• 

xi .. o e.o.e • 

OEM>9I'FJICI001 Clanmmte, g(O,O} = 1. Le1 probabilidad de tener al iooros 

una ocurreooia del evento en un intervalo de med1x:1a h ea: 

(1) 

g(l,h) .+ I g(x,h) = >.h + o(h) + o(hl • >.h + o(lt), 
x•2 

i . 
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y Plt' lo tanto, la prohiliilidad de tener O eventos en ese intervalo es: 

1 - >.h - o(h). 

Por otra parte, aplicando el supuesto de in:.iependercia est:oc4stica: 

g(0,6 ~ h) = g(0,.6) (1·- >.h + o(h)), 

i.e., . la prctiabilidad de () canhlos en ¿unidades y de o canbios en h 

unidades es el ¡mxlucto de anbas prooabilidades 1 entonces 1 

g(O, 6+h) - g(0,6) g(O,¿) o(hl 

h· 
"' - g(0,6) - . 

h 

Por el azgunento usado en el prilrer desarrollo, se puede tonar 

el Umite cuanlo h-+<> en ambos lados de la 00uaci.6n anterior, asegurando 

~' piest:o que Tes cx:mtinuo, siatlpt'e es posible encontrar un intervalo de 

lcn:Jitld tan pequeña qoo se cmplan los supuestos del proceso de Poisson • 
.. 

usamo la definici6n de derivada se tiene que: 

. d g(0,4) 
= ->.g(0,6), 

o, equivalentaoonte, 

ln g(O,¿) = - M+ e, 

g(0,.6) = d e-M 

es la soluci6n de la ecuaci6n difexenci.al. 

Caro se tiene que g(0,0) = 1, ent:onoes, e"' 1, y 

g(0,6) "'e->.6 • 

Seá x E N1· entooc:es, ·g(x,O) = O, y 

g(x, 6+h) = g(x,.&) (l - ~h - o(lt)) + g(x-1,.&) (~h + o(hl) + o(h)), 

que inq)lica 
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g(x, .6 +h) - g(x,.6) 
a -Ag(x,.6) + g(x-1,.6) + ..E..lliJ_ , 

h h 

'l'anando el lfmite cuaoooh tiende a O en Cllix>s l.aOOs de la ecuacidn: 

d g(x,.6) 

d.6 
= -Ag(x,.6) + Ag(x-1,.6), 

o, equivalentanente, 

e'M (g' (x,.&) + Ag(x,4)) = Ae'M g(ic-1,4), 

lo que .irrplica que: 

entonces: 

g(l,.6) = e-'M (A.6 +e), y caro g(l,O) =o, 

se tiene que: 

-A.& 
.. g(l,O) r: M e . 

Para daoostrar que g(x,.6) = 

igualdad se da para x-1, i.e. : 

d A4 4x-X 
-.(eA.6 g(>C,4)) = - ..... 

1
--

d.6 (x-1) 1 

lo que inplica que: 

eA g(x,4) = 

Final.nvmte, caoo g(x,O) = o, e debe ser O, y entx>nces, 

(A.6) X 

g(x,4) = --- e-A4 , lo qoo termina la derostraci6n. 
X 

'i 1.1 

i. 

!. 

l. 
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APENDICE 11 

La siguiente demostración est4 basada en la propouesta por 

Apostol (1969, vol. II, secct6n 11.3). 

TEOREMA: Sea Sk(r) la esfera s6lida de radio r con k dimensiones, 

defs.nida como; 

y sea Vk (r) = f • • • J d d l d ( ) 
Sk(r~ x1••• xk e volU111en e sk r • 

Entonces, 

DEMOSTRACION: 

Si k = l, entonces v1Cr) = 2r, que es la longitud del intervalo 

cerrado . ../:r ,r. 

Si k = 2, entonces v2(r) = Tir 1 , que es el 4rea de un c!rculo de 

radio r. Por lo tanto, basta demoatrar la f6rmula para k ~ 3. 
k . 

Antes, es necesario mostrar que para toda r > O, Vk(r) = r Vk{l). 
'.' l 1!. 

Para hacerlo, se utiliza el cambio de variable as, = r!:!.1 que mapea 

Sk(l) en Sk(r). El jacobiano de esta transformaci6n es: 

~= (x 1, ... ,xk) =r{u1, ... ,ukl, 

ax1 axk ............. 
. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . 
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r 

r o 

o 
r 

Vk(r) ~ f ••• J dx1 ••• dxk 
sk (r) 

lo que prueba el primer resultado. 

k/2 
n 

Para demostrar el resultado general basta ver que Vk(1) = _..,1,----r (jk + l) 

<-> x2 + •••+ x2 l k-2 

Esto implica que: 

• <f • • • J dx1 dxk_2ldxk-ldxk 

LXÍ ~ 1 - xk-l - xk 

La integral dentro del par~nteais se evalaa sobre la esfera (k-2)

dimensional sk_2(p), donde p ={l - xk-l - xk' es decir: 

Sean X= Xk-l' y ~ Xk' Entonces, si ka 3 se tiene que: 

'IJJ:.' 
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----..,.-.._,.... •. 11,/2 - 1 
• f f Ú - x 2 

- Y2
) • ~ dxdy. 

x2+ yz~ 1 

Para evaluar la integral anterior, se transforma a coordenadas po-

lares: 211 1 
vk(l) = vk_2(1) J f (1 - t~)k/2 - 1 t dtdo, 

o o 

donde x = t ces (f)), y= t sen(O) y t = fx 2 - y"I, 

El jacobiano de la transformación es: 

- = t (cos 2 (0) + sen2 (0)) 
1 

cos (O) sen (O) ' 1 

- -t sen(O) t cos (0) 

= t, y o ~ t ~ 1, o~ o ~2n. 
Entonces: 

r:; ~, y se tiene que: 

(k > 3) - . 
k/2 

n 
Ahora sea la sucesi6n { f (k) }k definida por f (k) = -.,....---

r (jk + 1¡ · 

21I {f(k)}k satisface la fórmula recursiva Vk(1) = ~ Vk_ 2Cl), 

es decir: f (k) = ~JI f (k-2} • 

Desarrollando la ecuación anterior: 

"k/2 1.11~·2l /2. " 
11 ' ' 2· . . B' 

q¡¡12 + 1) .r ii;:;· -¡. ...... (. .... 1¡-2 ..... ,:~...,.~-21 .......... +1 ..... , 

.. ' 

.::_:-:. .. ,;_ ','· 
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Entonces: 

f(k) = 

2Il r (~. + 1) = x•r (x), se tiene la igualdad f.(k) = -k- f (k-2~, 

lo que prueba la igualdad para k ~ 3 • 

Como f(2) • V2(1) = 7T, se tiene que f(k) e Vl:(l), si k ~ l, 

como se quer!a demostrar. 
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APENDICE 111 

A continuación se presenta el m~todo utilizado para la 

generación de valores de una variable aleatoria con distribución 

de Poisson con parámetro A. 

Sea un proceso de Poisson sobre el intervalo.cerrado por la 

izquierda (O,~),r. Si N(t) denota el ntimero de eventos que ocurren 

en el intervalo cerrado (O,t), entonces N(t) es una variable 

aleatoria con distribución Poisson con parámetro At, donde A es 

el parámetro del proceso. Si O ~ s ~ t, entonces N(t) - N(s) es 

el nWllero de eventos ocurridos en el intervalo cerrado por la de-

recha (s,t), y es una variable aleatoria con distribución Poisson· 

y parámetro A (t - s) (Hoel, Port & Stone, 1971, p. 230). 

Sea Dm el "tiempo" en el que ocurre el m-ésimo evento. Es 

posible demostrar (ibid., p.228) que Dm ~ r(m,A), Sean las 

variables aleatorias w1, w2, ••• , Wn' , •• definidas como sigue: 

W1 = o1, Wn = Dn - Dn-l' (n ~ 2). Entonces, Dm = w1 + ••• + ~m· 

Si se supone que las Wi's son independientes, se ve que todas ellas 

tienen distribuciones exponenciales con parámetro X, porque la 

suma de variables aleatorias independientes exponenciales da una 

variable aleatoria con distribución garruna (ibid.; p.229). 

Corno la variable aleatoria Wm es el"tiempo"e1,1tre los eventos 

(m-1) y m, a las variables Wl' w2, ••• se l.es llama "tiempos de 

espera" entre los eventos sucesivos de un pt·oceso de Poisson. 

Entonces, los tiempos de espera de un proceso de Poisson se 

distribuyen exponencialmente con parámetro igual al rec!proco del 

parámetro del proceso. (ibid. p.231), (Este resultado no se de

mostrarli) • 
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El siguiente desarrollo está basado en esta idea y ha sido 

expuesto casi sin variaciones en libros como Tocher (1969, p. 

36-39), Hanunersley & Handscomb (1979, p. 36-38) y Fishman (1978, 

p. 250-251) • 

La idea central consiste en generar e1, e2, ••• en , 

una sucesión. de variables aleatorias con distribucidn exponencial 

y parfunetro l/A e ir calculando la suma de valores de estas 

variables. Cuando se cumpla la condici6n: 

l. 

n+l 
:\. < l e. 

i=l 1
' 

(1) 

n se·rá un valor de una variable aleatoria can distribuci6n Paisson 

y parámetro :>... 

Para generar valores de una variable exponencial se utiliza 

el hecho de que si E tiene esta distribución, entonces, 

E =-ln (U), (2) 

donde u tiene ·una distribución uniforme Ulammersley & Handscomb, 

1979, p. 35). Entonces,· la condici6n (1) puede expresarse como 

o bien, 

donde µ =l/:\., 



132 

El algoritmo utilizado fue el siguiente1 

aux:=O; 

e:=exp(-A); 

pr:=l; 

.r:=random(S); 

pr:=pr"'r; 

mientras (pr-e) O hacer 

aux:=aux+l; 

pr:=pr"'random(S); 

Poisson:=aux; 

Atkinson (1979) demuestra que este algoritmo es el rn~s eficiente 

para generar valores de variables aleatorias Poisson si el valor 

de A es menor que 15. Por esta raz6n fue utilizado. El 

lenguaje utilizado fue ALGOL, . 

,., 
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