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Capitulo !.Introducción. 

El modelado matemático puede verse como un proceso en el que se desea 

estudiar un problema específico mediante la construcción de una fun-­

ción (o varias),que describa las relaciones relevantes entre las va--

riables involucradas de acuerdo ~ ciertn.s objetivos. 

Los modelos estadísticos,como parte de este proceso,son útiles en si-

tuaciones de incertidumbre;en este caso,el modelo puede ser construí­

do a partir de una supasici6n estructural y/o mediante el registro del 

comportamiento pasado del fenómeno. 

Dentro de los modelos estadísticos más útiles está el modelo de regre-

sión,que es construído fundamentalmente en forma estructural ,a partir 

de suponer una función de verosimilitud en la que: 

l)se establece una estructura de covarianza en Y (es decir,la matriz 

de varianzas y covarianzas Z ); 
2)dada x una variable regresara se establece la estructura de depen­

dencia de Y con ésta a travªs de 

f[~l'(l =-J l'Áj ~) 

donde f> ··es un vector de parámetros desconocí dos. 

Así,el análisis de regresión se circunscribe a analizar cómo debe ser 

)>.~i~) específicamente;este tipo de modelado queda establecido como 

un problema típicamente estadístico,es decir,que dada una verosimili­

tud la incertidumbre radica en -~ y:¿_ ,incertidumbre que es necesario 

tratar de eliminar para tener una descripción más clara del fenómeno. 

El tratamiento que se dará en este trabajo es estrictamente Bayesiano; 

no se pretende establecer alguna discusión al respecto y se supondrá un 
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conocimiento al nivel de los libros de Winckler(l972) y Bernardo(l981). 

Dado este enfoque será necesario encontrar las distribuciones finales 

relevantes y plantear algunos problemas de decisión.En el capftulo dos se 

establecerán los resultados fundamentales de la inferencia,usando las su­

posiciones estándar del modelo.Algunas v~riantes a estas suposiciones se­

rán presentadas en el siguiente c~pftulo.El cuarto capftulo plantea si--· 

tuaciones en las que es necesario tomar una decisión. 

Asimismo,a lo largo del. trabaj.o se reportar&n algunos resultados intere-­

santes encontrados en la literatura revisada. 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Capítulo 2.Inferencia. 

En este capítulo se trabajará en el modelo de regresión lineal desde el 

enfoque bayesiano;como primer punto,se establecen las suposiciones están­

dar del modelo de regresión.Posteriormente se procederá a obtener la 

distribución final de los pnrámetros desconocidos;ésto se hará por dos 

formas:la primera,que utilizaráuna distribución inicial de referencia 

por la regla de Jeffreys y la segunda que trabajará con familias conju-

gadas para obtener la distribución final.También se derivarán distribu­

ciones específicas.Sin establecer una función de utilidad,se hacen comen-

tarios sobre estimación y se presenta una forma de probar hipótesis.Se 

presenta lo desarrollado por medio de un ejemplo.Como punto final se 

1 presenta una alternativa para hacer inferencias en el modelo lineal. 

2.1. Inferencia estándar. 

Si el interés es estudiar Y a partir de un conjunto de variables'){•,,. .. ,X"" 
las suposiciones estándar del modelo de regresión son: 

l)f(il~}=Xrcon r vector de parametros desconocidos,X n X k m a tri z ( n /'k ) , 

es decir que la esperanza matemática de Y dada X se expresa como una 

transformación lineal en.~ ;en el caso de regresión ·se supone que X es 

de rango completo. 

2 ) V ( ~l ')( 1 :. ~ 1 I / G 
1 

) C) d e s e o n oc i d a ; c o n é s t o s e e x p re s a e 1 he c h o d e q u e l a s 

entradas del vector Y son no correlacionadas y homoscedásticas. 

3)Y es un vector aleatorio que se distribuye Normal. 

Con estas tres suposiciones se establece la verosimilitud.Notese que las 

suposiciones 2 y 3 conjuntamente implican independencia en las entradas 

de Y.Por lo tanto se establece~ rvN\~\X~)Q'l}]J~JQ"~desconocidos;es.nece­

sario remarcar que en ausencia de una de las suposiciones las restantes 

siguen siendo válidas;este hecho tendrá relevancia en el 
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sig~iente capftulo. 

Asf,una vez que setiene una observación del vector Y, la función de 

verosimilitudtt~,c:¡\~1~J es proporcional a 

ef n ~~ \ -¿\, l i -~ ~ \ 1 
( i-X \b 11 ( 1 ) 

A continuación,ya que incertidumbre radica en \3 y (f ,se establecen 

distribuciones iniciales para éstos. 

2.1.1. Distribuciones de referencia. 

4 

La metodologfa bayesiana requiere que se establezca una distribución 

inicial sobre los parámetros desconocidos;en el caso de que el cono­

cimiento inicial sobre ellos sea difuso,o que no se desee que tal cono­

cimiento intervenga, la regla de Jeffreys (1961) establece que si 1> y 

\~()" son independientes y uniformemente distribufdos,la distribución 

inicial de referenci.a es 

Por medio del teorema de Bayes y ( 1) 1 a 

-~<?,<DO 

o~ cr <e.o 
distribución final es 

pC~ p-1 't, :><)o( q:(~1)~r h~· <'1-t~) !i-)(~)~ 
Se puede mostrar (Zellner,1971) que esta distribución puede expresarse 

de la sigui-ente forma ,.,. 

pl ~,a-\1, t..)"" ü'-'l\1-'~p \~~~( .. ~ 2+t~i11 Kx( ~-~))J. 
conv~\.(1-1..~)(~~~) ,~=l'r-~Y ~ el estimador de mínimos cuadrados,es decir la 

solución de las ecuaciones normales X'~~';.~'j 
.~ 

A partir de la distribución final conjunta de r y<fse puede mostrar que 

~ condicional a (Í se distribuye como una Normal multivariada con vec-
1"' " i.(1 ' - \ to r de madi as ~ y m a t r i z de va r i a n zas y e o va r i a n za s ~ l'( X 1 . 
Otra forma de representar el conocimiento inicial sobre los parámetros 

desconocidos es por medio de familias conjugadas(Raiffa y Schlaifer,1961); 
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éstas tienen las siguientes propiedades: 

i) son fáciles de manejar analfticamente y asf facilitan la obtención de , 

la distribución final; 

ii) son lo suficientemente flexibles para representar distintos estados 

en el conocimiento inicial; 

iii) en ciertos casos son propicias para una interpretación. 

Oenótese por w el inverso multiplicativo de (J'l ; w y ~?..en el desarro­

llo del trabajo se manejarán indistintamente de acuerdo a la convenien-

cia del punto en donde se involucren. 

Se supon e que l a di s tribu ció n i ni c i a 1 de ~ y w es ta 1 que ~\w si g u e 

una distribución Normal multivariada con media )1-- y matriz de precisión 

w (;;, (6~~~ y/\:J.\conocidos) y w tiene una distribución Gamma con parámetros 

ot~ ~ (también conocidos), es deC'ir 

rl t,w) ol. wt/),;f l-~ (~-¡>-)' ?,.( ~.., 11 WJ.-I M ?\ -tNJ F:; ~ ~:;'1

' ,~ 

Esta distribución es la conjugada de la verosimilitud Normal con vector 

de medias y precisión desconocida como el siguiente teorema (DeGroat, 

1970; pág. 183) lo establece: 

Sean 2, 1 ... ;t.Q. vectores de una distribución Normal e-variada con vector 

de medias m desconocido y w R matriz de precisión con R conocida y 

w de s c o n oc i da hi.n o) ; s i 1 a d i s t r i b u c i ó n i .n i e i a 1 d e m y w e s t a 1 q u e -

rm\w sigue una distribución Normal multivariada con media f- (conocida) 

y matriz de precisión w<S ('bconocida), y la.marginal de w es una Gam .. 

ma con parámetros <A.. y t entonces la distribución final de m y w es co­

mo sigue: 'm\w sigue una distribución Normal multivariada con media 

;J''=(t;t-.tRY'C~ftl~) y matriz de precisión'vJ('bt~R), y la mar--
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Gama con parámetros cJ..iJ/..-:::: lcl-.4- e;:) ".j 

~~ f.lr ~ ~\~\-í)'R l.i\4) ~~~~-¡-'/<a(~/_,_) 

donde"z? ... J..J..~'i (Ver demostración en el anexo). 
'1-:.\ P.. 

ginal de w es una 

1 _, 1 

En e 1 e as o de re gres i ó n se s u s t it u y el '1: X) '>< i i p o r cada t ¡ , i = 1 , .. , l ; ad e -

m5s en este caso, sólo se ti~ne l=l; por otra parte note que en nuestra 

relación c=n y· R=InM'\. 
\ -\ 1 '" \ {, "\ 1 \ l As í , c o n ~' - ( 'b + 1' '><) ( "(, f' .1r -¡.; '1) ~ 4. \ -- 't 1r- 1_ \ ~ - t ~' 1 '/ + \y.- ~ í) ~ l 

se obtiene que ~\w v N~~\ ~'J 1lt,.+-.J.'.~S'J 1 

w A). ~/). l\>J \<J.\-";. ) t\l . 

Tambi~n se puede mostrar (DeGroot,1970) que la marginal de~ es una t­

Student con 2ot.-tm, grados de libertad, vector de localización ~,y matriz 

de precisión 2o<+n(t:,+~i) .. 
2~~ . 

Ahora, en el caso de no información inicial DeGroot (1970) propone que 

los parámetros en la distribución final se hagan tender a los siguien­

tes valores:"ba la matriz O(cero), d.. a-~ y ~a O (cero), obteniéndose 
2. 

~lw /\J Nl~\ ?J ~ ll/.)'1 J J 

w "' ~ \ w\ ~ d: ('!-~~'\i] 

~ "' \d ~ 1 m-KJ ~ _¡ *-• ( ¡1\) J 
Note que en este caso para obtener la distribución final de referen­

cia de ~y w !!Q fue necesario suponer como en la regla de Jeffreys 

la -independencia de~ y log<f, ni que sean uniformemente distribuídas; 

así, aunque analíticamente las distribuciones finales son idénticas 

las suposiciones para generarlas son radicalmente distintas. 
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2.1.2. Otras distribuciones de interés. 

A partir de la distribución final de r, w encontrada en la sección an-

terior por familias conjugadas, pued~n deriv~rse las siguientes distri 

buciones de interés: la primera e:, l.a de f\.~ con A matriz mxk; es fácil 

~ \IJJ N N L ~\y* J ~ G ;t. J ver que si 

P.ntonces ~p\w ~. \\\.~~\ ~f; G3 Í1:6*"''A.' J 
* \ _, 

f\fb C\J t \..~~\ Y.+'fl J ~~1J 2~+n \Pt?:, - ~) J 
r t-1 , 2 "' 

y 

donde A sea tal que /\(; /\sea invertible; análogamente al caso de no 

información inicial de la sección anterior, las distribuciones finales 

de referencia en este caso son 

A~\w•ill\l ~? 1 A~ 1 6 ~, lú'i
1 
A] j ~~ l\.J H~~\m-iz, A~,~ \Ati)(~1f\1i 

1 
] • 

Si A es un vector de la forma (0, ... ,1, ... 0) es decir un (1) en lapo­

sición i-ésima (i=l, ... ,k) se obtiene la distribución condicional y maI 

ginal para cada elemento de~ ; Por otra parte, a A puede expresarse 

de tal forma aue se determinen distribuciones sobre combinaciones linea-

les de p ; estos dos casos son generalmente de interés. 

Otro problema de interés es la obtención de la distribución predictiva 

de Y; en este caso, dado el comportamiento pasado de Y, se desea saber 

su comportamiento, a partir de-una predi¿ción. 

Obviamente, como toda predicción, entre más se aleje de la región mues-

tral ya estudiada menos credibilidad se tendrá. 

Denotemos por p!~li,x,~) la distribución predictiva del vector q-dimensio-
~ ~ . 

nal Y, donde X'lJC.\( representa las observaciones de las variables regresa-

ras en los q puntos a predecir. 

suponga que El~IK 1 x,1J-.::x~, V'lY'\~,Y-.,'fl: <s'2l~l(\ 

~ r:¡ rv N \. ~ \ ~ ~ > q-i I l 
(V 

con X de rango máximo, es decir se está suponiendo la misma estructu-
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ra que se consideró en la región muestral ya estudiada. Se sabe que 

f t~ )?JI)"\~,)(,~) -=~\q \?,<Y ,'l,i-.,1-) ~\ ~,~ \ '1,)() 

donde ?~3\~ 1G' 1 '/ 1 -J. 1 i:)o( ~~»!-? t-~-¡ \~-~~)'(~-~'\=>)\ 

y ?\~ 1(\'/ 1 -i<) como en la sección 2.1.1. 

De esta mar.era considerando una distribución inicial de referencia para 

~ 
-\ 

y CJ" proporcional a \l'" , 

\ 
-~'fl\~~ \) \ 1 1\, ~ 1 ,.. ti- '\ l 

y\~,~) O' i,"',~)rÁ CJ l>ltY - 2\1 li-Y-\!i)li-~~')+l~-"'~\li-7'~, . 

Como se desea p\~\ '1,'1-,~) es necesario integrar respecto a()" y a ~ ; 

para encontrar la integral respecto a \]' , se completa a una densidad 

Gama en c::r , res ul tanda _ \'\)-\.~ ') 

f (o/J ~ \ ~1 X,X)~ L~~ -X~)1 l~-~')4. ~~ -~fl '(q-~ ~) l 2. ,, 

Ahora completando el cuadrado en~ para tener una de.!},~idad t de student 
.,.. ... 1 ,._,,...)M-1( I L t--/1\, 1 .J..1> M ../v 6J(> . 

. ; . · 'f>{\ÍIY,~~)..c.{~~-P/'Y-(~x-1-yx ,,, KYrX Y) 2 con ,,,:."".¡"'". 
Desarrollando se llega a (Zellner,1971): _ l~ 

f\ ~\!i 1\ "'~)e( L" + l1-~~)\\(~-X~) 1 2. \ 

Th 1 t" d d '. d d \J. -- ~'"' ÍT_~ri_..i~'¡._)"'~\ con \ e es ima or e m1n1mos cua ra os y " ~~\..L. ~\ ~ J 

i . e . ';¡ "' H ~ \ 11\-V ¡ ~ ~ 1 ~ ~ J . 
Hasta aquf se ha encaminado el trabajo a obtener las distribuciones -

finales relevantes; en la siguiente sección se presenta a nivel infe--

rencial (i.e. sin función de utilidad) la estimación puntual y la es-­

timación por r~giones de densidad. 

2.1.3. Estimadores y regiones de alta densidad. 

Si no se cuenta con una función de utilidad el "estimador" más natural, 

en el caso de una distribución unimodal es precisamente la moda; en el 

caso de~ dado que su distribución final es una t de Student se estima 
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('V (\. " 

y a Y con X~ • 

En cuanto a la región de alta densidad para ~ , se recomienda usar e­

lipsoides de probabilidad (Box & Tiao, 1973), los cuales pueden ser ob 

tenidos a partir de la distribución de ~ ; usando el hecho de que ésta 

es una función monótona de (~-r)'~'x(~·~)/\<'$12 
que se distribuye -

según F(k,v), un elipsoide de alta densidad de \-0(. es 

l ~ -~ )' x' x ( ~-~) .$ K. ~ !2 t= ( ~ ;'J ) o\) . 

Para mayores detalles ver la referencia anterior. 

2.1.4. Prueba de Hipótesis. 

En algunos casos puede surgir la necesidad de saber con qué probabili­

dad el parámetro ~ se encuentra en una región del espacio parametral 

( R\<..). Muchas veces esta región está determinada por restricciones 

A~=6 

con A pxk, p<k de rango p, b pxl. Se sabe de las secciones anteriores 

que 1>(\) \ L ~\ m1f J T] ~ 

si denotamos por So= {~'W.'<.. : A~=-\o J el problema es deter 

minar si ~ está en So 
De la definición de Se se tiene que su dimensión es menor que k y por 

lo tanto Pr L~-6 Sol ~a. 
DeGroot (1970), resuelve el problema mediante la comparación de las pro -· 

babilidades contenidas eh dos intervalos: uno, muy pequeílo de volúmen 
. ~ 

v c o n e e n t ro e n e 1 p u n t o m o d a 1 d e 1 a d ·i s t r i b u c i ó n de ~ e n ~ , o t ro , 

del mismo volúmen, con centro en el punto modal de los que se encuentran 

en So. 

La probabilidad de un intervalo de este estilo puede ser calculada al 

multiplicar la densidad del punto modal del intervalo por el volúmen 
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k-di~ensional de la región correspondiente;así ,si ~I es el punto modal 

en ~ y ~º e l p un to moda l de 1 os q u e e s t á n en So 1 a c o m p a r a c i ó n se d á en 

términos de 

Nótese que 

En el numerador de este cociente se tiene que maximizar una distribu­

ción t-multivariada,es decir el problema es encontrar el valor de~don-

de alcance su supremo -l't\\~j 

e( 1 + ~ l \-')-'-¡' \\ ~-,>"-'>) z . 

con c.::(~(IM.:) \1\"1 )/(t(~')(r¡¡'\'f)4~) y~(·) la función gamma. 

Entonces,si ~~ la distribución alcanza su supremo,el valor l. 

Para encontrar el supremo del denominador se tiene el siguiente teorema: 

Teorema. 

Se a ~o e o m o s e d e f i n i ó , s e a Q( ~ 1'=· {~-f) T( ~· f) ; e n to n c e s 

~~ Ql~) ~~-A~)' (A1·
1

~Y1 (b-Ay-) 
Además el puntb ~o donde <Q(~)alcanza su ínfimo es 

\"° =p. -r 1
1
1\1 

( p..--f 1 ~)' ( b-A ~). 
Demostración: 

Sea }C;::~-¡. ,entonces el problema se transforma en 

\ t\ l , ~ l~) ~ . a. , A ~ -=- e 
1 ¡(~ st> , 

donde ~-==\>C.\~'l..~c..Jc°fb-/\p. \ / ~(-1.~:::'I( \~. 
Se demostrará que ')( 0 :i~~1·1~y'c es el valor buscado. 

Y a q u e ~ e s d e r a n g o p y T e s d e f i n i d a p o s i t i v a , ~1- f A1 
e s d e r a n g o p 

( 
·I 1\-l 

y por lo tanto existe ~1 ~I. .\ 

Por otro lado ~'t.o ': AT-'A' (Ar'A') e-::::. e 

y p o r 1 o t a n t o )(D .E. ~ • 

Para mostrar que""' minimiza,primero se tiene 
\ - . 

' ' 



I 
Si\b<:\ es menor que ~l~) para todo 'Í--6 SO ,'!-.será el valor donde se mini-

miza ~{')(.' .Ante ésto hay dos posibilidades: 

si c=D,~l~)-::O;pero por. serq(:) una forma definida positiva,entonces 

q("f.."r=o~ X=O con lo q11e ~{~')~~{~); 

la desigual-

pero 

además 

Por lo tanto qr~.) ~ f f¡e.) v''i.tÍ.
1
• 

De la misma desigualdad de Schwarz 

1{""') == 1rx) ~ 3 ~.f. \R · -T · 'XI>-=~')( 

pero /\'i':::( ~ ~'1.o-:::.C.. con lo que A"I.-::. ~~o ;ésto implica que 

~ =1,x
0 

= x.Entonces si 

y 

se tiene que 

~ {'Ñ>) ~ ~(><.) 

\ t 'k) ._ ~ l"-) <l==='t> ,e. -::. ')( 

~ {~u) ~ <\{1-l ~X.(;. ~~ . 

Esto termina la demostración del teorema. 

As í , e 1 c oc i ente de proba b i1 i dad es. toma l a fo r m a (\l.-'{. 
1 _, \ 'f '\ \ ~ 

'f ;:- (\-4~ l\:l-f\p-) (A1 f\) \o-f\JA 1 1 2. J 

y ~ = 1 s i y sol o si ~<: ~o ; con ésto se prueba a ni ve l i n fer en c i a 1 , 

es de c i r sin es pe e if i e ar un a fu n c i ó n de u ti 1 i dad , 1 a h i p ó tes i s ~ ~-:.. \::> ; 

Como últino comentario debe establecerse que este procedimiento no es 

el único para hipótesis del tipo A~:.\, .De hecho otra posibilidad es 
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calcular momios con las distribuciones finales;sin embargo el problema 

flpl~•l"'- O no se·evita,a menos que se dé una probabilidad mayor que cero 
al conjunto 'So . 

Utilizando regiones de alta densidad tambiªn pueden probarse hipótesis al 

nivel considerado.Si se denota a po un punto en So y se construye una 

región~ de alta densidad(\-d,),se aceptarfa que A~:b si ~· estuvie. 

ra contenida en ~ .Box y Tiao (1973) mencionan que este enfoque brinda 

una justificación al análisis de varianza Clásico desde el enfoque Baye~ 

siano.El último enfoque que debe mencionarse es el considerar a la prue­

ba de hipótesis como un proceso de toma de decisiones;ªsto se comentar~ 
en el capítulo cuatro. 

2.2. Ejemplo. 

~n un estudio de la economía mexicana se quiere estudiar el desempleo 

(y) en términos de la tasa de inflación (x
1

) y las importaciones (x
2

). 

Se observaron los nueve primeros meses del año de interés,con los si-
guientes resultados: 

mes (Y)miles de (x 1)tasa de (x 2)import.mill desempleados inflación pesos 
1 24· 13 20 2 26 6 17 
3 28 10 17 
4 27 9 16 
5 27 9 21 
6 29 6 19 
7 26 9 19 
8 29 10 17 
9 27 9 16. 
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Las. suposiciones est5ndar del modelo de regresión son 

t l'11~) "'1-\?i) v l -il )(1" ~ l , ~/U ~\ h \X~ 
1 
&i l] 

La distribución inicial sobre ~ Y\>.J se supone 

p í~,w),,, N t~ 1 f, dn.-1
] "Sl ~Lll \a;,~] 

1 
y si ol-t>-~ Jb--Po j'~--=t>o se tiene que z. 

r(~.~1 o1. 6 
Entonces f\ \ .. \ r \ V. .l '1] r l~, 1.11 1'/,1.) ~ t>\ t ~ 1? J ~ \i<;y,) J ~o. w \: , i ~ ~ 

13 

y re~ 1". )l..) = t l f 1ft\-t i'V) gi)(J j 
de f lR,W \~, )(.) se obtiene .. \ , ¡~ 'j\ \b~] 

r o~l i '2. \
1 

.· l f · ' ) ) " f tµ \Lllii -,<) ~ t~ \ ~ l l \; / - To 1 - TO I J w\f-X '/.." =. 1 l :¡<, ~ I~ \ 
marginal izando r,l~,w J'/1')() se tiene lb1_ l1f.~ 1q~ 

V ( \?> l'i,i<) =·l.\~ l (~, -¡.. ; ~) i f\ it. 'x) , r (w\'f,~):::.SD. \m \ ~ J :¡, s J . 
Si se desea hacer la prueba de hipótesis ~2..=0 ,es decir que ~=\O,o 1 \) 
y b-c:..o ,se tiene que \'\ =1.33 con lo que la hipótesis a nivel infe­

rencial no se acepta. 

Ahora,suponga que se desea hacer una predicción en los últimos tres meses 

del año en base a 

mes 

10 

11 

los siguientes 

"' xl 

10 

12 

valores: 

~ 2 

20 

19 

12 10 19 

Entonces fl~l~ 1 l(/~) d(~I b1 
(2b,~ 1 2.S,9 1 2G.1S) ~ fs 'e>) 

donde 
011-t 

\lJ = -°'\2. 

-Q,\ ?J 

-O\\~ 

-O, l\ 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

Entonces la predicción a nivel inferencial es (26.3,25.9,26.5). 

2.3. Otra alternativa. 

Otro camino para manejar el modelo lineal ,lo dan Lindley y Smith(l972) 

y Smith(l973),en términos de modelos jerárquicos;la idea es expresar 

14 

la disrtribució11 inicictl de~ en base de hiperparámetros E11de tal for­

ma que E[~1:: A1tl1 con matriz de dispersión (1.Este proceso se repi­

te las veces necesarias teniendo como condición ·que en la última etapa 

se conozcan la media y la dispersión de la distribución 

jemplo,suponiendo que dado ~ 

~'u ~ l~ \ ~~ J 1] J 

~fado 91 ~"'Nl~l~,01¡(:,] 

y dado el Br'UNI, l A1SiJC2] 

;por e .. 

entonces la distri.bución final de~ dados 4,,At,,l 1 C1JC 2 :J9~
1 

'/ 

es N~I bd, d] donde 
1 

_ \ 

.:D""'-= x' i 'x + ~ Ci -1-- ~ 1C2. A'~ 

d. ,,, ~ ··.f 'f t \e, + ~' Ci.~',3 A, A2 92 
Sin embargo,este enfoque no plantea situaciones fáciles de resolver, 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Capitulo 3. Análisis de las Su:eó:sfsciones. 

Se analizarán los efectos de las desviaciones en algunas de las suposi­

ciones estándar del modelo de regresión.Primero se verá un enfoque debi­

do a Box y Tiao (1973),sobre la suposición de Normalidad.A continuación 

se presentará,primero la generalizaciRn mediante f~milias conjugadas,a 

cualquier matriz de varianzas y covarianzas,y posteriormente algunos 

casos específicos de ésta matriz. 

3.1. El Modelo Probabilístico en el Modelo de Regresión. 

Una de las suposiciones fundamentales para llegar a las distribuciones 

descritas en el capítulo anterior,es que las observaciones se distribuy~n 

según un modelo Normal;sin embargo,lqué pasaría si la función de densi · 

dad que mejor describe el comportamiento de Y no es la Normal? 

En la inferencia Clásica o frecuentista la respuesta es que las distribu­

ciones F son robustas ante desviaciones de la Normalidad. 

Un criterio robusto es aquel que ante cambios en las suposiciones se ve 

poco afectado en la distribución de la estadística de prueba;en este sen­

tido las pruebas clásicas que utilizan distribuciones F son criterios ro~ 

bustos ante No Normalidad.Aún así,Box y Tiao (1973) señalan que no debe 

confundirse un criterio robusto con una inferencia robusta en la que 

no se ven afectadas las conclusiones estadísticas ante cambios en las su­

posiciones;proponen un estudio de la desviación de la Normalidad desde 

un enfoque particular,en el que no se verifica si las observaciones tie­

nen asociadas una verosimilitud Normal(bondad de Ajuste) sino que se incor· 

para en el análisis la discrepancia con tal verosimilitud,proponiendo un 

estudio preventivo más que correctivo. 

A partir de los momentos es posible tener una idea aproximada de las carac. 
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terfsticas de una distribución (Kendall y Stuart,1977).En función del 

cuarto momento se define el coeficiente de curtosis (kurtosis) que indi­

ca la picudez de una distribución.Basándose en este coeficiente Box y Tiao 

(1973,pág.151),afirman:"el investigador raramente estaráen posición de te-

ner certeza de la forma precisa de toda la distribución ... ;por el contra-

rio,su opinión podrá ser descrita por una familia de distribuciones cen-

tradas en una distribución focal". 

En este sentido la distribución que proponen, llamada po"tencia exponencidl 

(exponential power),es de la forma , ....:?::_ 

l l'ti\~' \¡ b,~) º"'" t~') ll"-\e,,,f \- ((\,') \ \i -;1i\ ~ \ ,, • 1 
d o n d e x ( i ) e s e l i -é s i m o r e n g l 6 n d e l a m a t r i z d e d i s e ñ o '_t_ l '· '/ 2 

( ] ... l~ª(\~b)] l \+b .. ~(¡l\~'o)]l 
IS)O) b-t: \..-\,\ tl·l , tl'o)- tl'c b)1 11(.\J(\i)- ~ )íl: 

J l. \lt (1~~ t-(i(1;\)'l 

El coeficiente b tiene la interpretación de una medida de curtosidad de 

la distribución(ver figura tomada de Box y Tiao,1973,pág.159) 

/~ lo,.-lW5 

~ l,::.o,o 

A:=.0,'2.5 

~::O,~O 

, .A.b-=O.'r5 

:A b"' l.Ü 
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Si b=O se recupera la Normalidad,cuando b=l y b tiende a -1,Box y Tiao 

mencionan que la distribución es una doble exponencial y una distribu-
/ , ) 

ción uniforme en ('/J.;)fo-RGJ *;1f-1i/l6 respectivamente. 

Suponiendo que cada Vi tiene la di~tribución potencia exponencial ,la ve­
, l 

rosimilitud resulta ser ~ i~ 1\~b { 
Ql ~JIS 

1 
b \ 1,)()t<NJ lb )rqef~f\--dhl_ J. \ 1 

<r J . 
Surgen así dos posibilidades: 

1
" 

1) b conocido, 

2) b desconocido. 

En el caso (1),si fl~,11 )""-0'-\ la distribución fina,l es 2.. 

r l~ 1Q' \ b,~ / .,<)O(, ¿\™''kf ye l~\J \1~ -~P ~ 1 Hb J J 

por lo que la distribución final de ~ es .!..)j .r ""' r ~\\.li lo 

? l ~\ \:.,'/, )() e>(,. ~ ib'"Le ~ ~·b)t et\) 1 Hi-'llt.) 1'' 

Ha c i en do r ~ ~-X~ b) e i n te grand o res pecto a es ta n u e va varia b 1 e , se ti en e 

~~~\b,i,-t..)-= Jt~) \\'/\\f1Y~11+1i) -!l.(1-1'o) 

con l'l\t~~" _) \~i-~;;J ~\ ~-+b) y l:rlb )\~ ~l.\'/\\ f1"' ,., 'J J... 

· Box y Tiao demuestran que pl~\b,11 /<J es tal que: 

a)Es una función monótona de \'/\\~) . 

b)Es una función continua,y para -l~b <.ldiferenciable y unimodal. \ 

c) Si b=O !fil~\-= (--J ~ t~ (~-~)'){')( (~-~\ con 1 o. que ~"'H ~ "11 ? ¡ t .. ~)( ) · 
no toma una forma simple;pero puede ser aproximada 

por una distribución ten el caso -o.s<b C: 0.5. 

En el caso (2) ,suponen que b es independiente de ~ y G"'9 ,es decir, 

y t~ 1ü 1 0\1 1)()o(?('o)i'.i( ~ a,'o\ ~ 1 ~) 
Ahora f l~ ¡ b \1, ~) ot. olb) iw lb)"' (J f ('flt\'ko Ltlb) Ml\i) 1 A~A 

.. ')j r Jo 1 1 <f '2/\"'b 
Sea t=. ij\\V>}efltonces la expresión anterior se expresa como 
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( b \~ ~~ l~\W(bf ( l+b '\~ ('Ml'l\1~-[H~t 1 \ 17 

f ~ l ,'f. V 2: JJo :z. Mf rA:iJ dt 

con A= a(~)tJ\l~), 

Así, 

con 

re p, b 1 Y .xi~ rlb) r¡,¡[b)"' db t l' Lo() · r 11,), 
o<. -::: ffi( H·b) 

2. 

Integrando respecto a ~ '}J. ~ 

G) l'o I~ / )<.) ()(pl'n) ~ l ~(Hb)]'" ~ \11) ~ ¡~1) 1\\~ll~~~ :r\b) . 
1 (\>.-'o)"' \\U(\~\1)1 ~ :i- ~ -a. e'~~' J 

Ahora ,si se supone que p(b) es Uniforme en (-1,1),se tiene que 

~\)l\,\'l,x) o{ ~l~( 1.ib)-t ']~Ut,+'o)+\)-~::rl\:>). 

E n g e n e r a 1 ~ \. '<> \ 'L ~) °" ~ l 'o) ?u l 'o \ '/ / ><. ) , d o n d e p ( b ) e s 1 ~ d e n s i d a d i n i c i a l 

que contenga la información del investigador.Box y Tiao sugieren que una 

distribución para el parámetro b que res~lta ser adecuada para estudiar 

los efectos de las desviaciones
1
de la Normalidad es -2 -(2.0.-\) 

f (b).,,. 11.l (\-b'I. )o.~) - 1 <. \, ~ 1 J Q 21, \.\.'° ~\ 2o.1~l/)l2 . 
Esta función tiene moda Gnica en b=O.Por otro lado,es fácil ver que si 

)(:: 
1~ entonces J('UEe.{1' \4 1~) ,de donde E\"1.l•·} y por lo tanto\:\~) "'-O . 

De esta forma la información pro~eniente de la muestra es utilizada para 

cuantificar las desviaciones;ésto no sucede en la estadística Clásica en la 

que la información es usada para 11 probar 11 Normalidad y que en ausencia J:le 

resultados significativos no es aprovechada directamente en el análisis. 

La distribuci-ón final de~ se obtiene en.tonces 

p (~11,X)"' S pl ~ l'f 1 )(Ji) pl'o )d~ 
0 b Vi amen te en 1 a O b ten C i Ó n de r (~\y t>') ten d r á q U e i n f 1 U i r e l V a l O r. q U e Se 

asigna al parámetro a en p(b);así,cuando a=l la distribución p(b) es uni­

forme,cuando a: 1 p(b) es una distribución simétrica con moda en b=O y 

para valores muy grandes de a esta distribución se irá concentrando alre-



1 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

18 

dedor de b=O,llegando en el límite a que aproximadamente sea una distri~ 

bución delta,y así la Normalidad se recupera.Este análisis de sensitividad 

es posible llevarlo a cabo en fC~\b,~,~),en donde si a cambios en b esta 

distribución experimenta fuertes cambios se debe mantener s i n 

eliminar b ya que es más informativa que pues maneja explíci-

tamente las desviaciones en cuanto a curtosis de la Normalidad. 

Cabe señalar que este desarrollo es enteramente aplicable en el caso de 

q u e e 1 m o d e l o e s. t a d í s t i c o n o s e a 1 i n e a 1 e n l> ( B o x y T i a o , 1 9 7 3 , p á g • 18 6 - 1 9 3 ) 

3.2.Las Suposiciones respecto a la Matriz de Precisión de Y. 

En todo lo desarrollado anteriormente, la matriz de precisión se ha supues­

to igual a wI,donde w es un parámetro desconocido mayor que cero,sin em­

bargo puede haber situaciones en la que la forma de la matriz de precisión 

sea distinta,por ejemplo: 

l)de la forma wR,donde R es una matriz conocida simªtrica y definida posi­

tiva pero distinta a la identitlad, 

2)de la forma wR,con R desconocida. 

En ambos casos el problema está resuelto teóricamente en base a familias 

conjugadas(DeGroot,1970).Para el caso (1) se usa como familia conjugada 

la distribución Normal Gamma.Si 

y 

con 

entonces 

y 

Para la 

r l'f 1~,u1¡'i<).,,, N\' l .x~ 1 ;iili'] 
f l ~ 1 w) ~ f { ~I w) f l w) 
f l~\UJ) -= f'\t~ \y,~ -e'] 
f l \)j) ::. ~" l 111 1 ,\ 1 ~) _, .L -1 ] 
p q 11.11, y,~') = N[ ~ llr. +V,) (bJ +R i) 1 w ( (, tll..) ..., 

f (wl1,x) -= ~"- lw 1 ~ i dl+H('&;-R.J1
Cl¡ +RY)¡i.11itiJ>-)_ 

demostración de este teorema véase el Apéndice. 

En el caso (2),se usa la familia conjugada Normal Wishart;véase la demos-

~---------------------------



19 

tración general de este teorema en el Apéndice. 

e o m o e l n ú me ro de p a· r á me t ro s i n v o l u c r a do s e n 1 a m a t r i z L p u e d e s e r 

grande,es poco realista suponer que se tiene conocimiento esoecífico so­

bre su comportamiento,por lo que es razonable el utilizar una distribu-

ción inicial de referencia en estos casos. 

Bernardo (1979) y Geisser y Cornfield (1963) trabajan an este sentido;el 

segundo trabajo muestra que en el caso de una verosimilitaud Normal con 

vector de medias JA· y matriz de varianzas y covarianzas ~la distribución 

de referencia está dada por -~ 

~ ty, ..,_) ~ \ 1. \ z. 

Villegas (1969) trabaja en la obtención de una distribución de referencia 

para L en el caso Normal. 

3.3.Representaciones Especiales para 

Se presentan a continuación situaciones específicas en lasque 

3.3.1. Autocorrelación de orden l. 

Suponga que 1-4= = --4 t -l-1}t-

con tJlt :::: f fll.l- f f Í-t t-: l J .. ') et'\ ) -ctl< e< O()~ 
donde E[&] ::o . 
Entonces,se tiene un modelo autocorrelacionado de primer orden. 

Así. rn1l==4-f +E[rr.lt1 -,,lf f +-fE [O..f:t-1 J 
t ( q 1;) - f E [~i-11 "' ( ~ - X-te 1) ~ 

. I 

y por lo tanto t\V\=pE[qt-1) +\it-X.~-1) P b\I ···¡ 11\. 

Nótese que las expresiones anteriores forman un sistema iterativo en el 

que es necesario manejar v0 para resolverlo,entonces supóngase que 

~º"' N\,.l¿ft!V\1 u
1
], 

donde M es un parámetro desconocido;a partir de ésto se obtiene la expre-
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s i ó n e x p l í c i t a d e E { qi) c o m o -/:: • / . 
..{- \ 

E(~-1}=· ~i: ( --¡..' fof M) + J l f J (t,¡' - '><j· t); .¡. == 1, , • '.! -n • 

Entonces¡( ;:o~mi; i ;~: e;
0

) CÁ ¡~t~AJ· l fito. y; .<.11)}2+ 1 {V¡ -{fq,J)\ 
p I 1 \ - • f .lQ2l' Í f ::I 1 J¡ 

Ahora , s i se supon e r¡ u e ~ , r , \~,y M son un i. forme . e i n de pe n d i ente mente . 

distribuídos,ésto es f(~Jfi{)//\)o<. ~· 

la distribución final respectiva resulta ser ~ 

r (~ J f 1Ú¡Í'I\\~,1, l~J ~o J til. ~l~W-) ~f l-lt)1 l t ie1-i~-tf\\t \.~\ ~ i\-tl~\,1)2]1 
. l~\) \ "t\ ( \ ?.J 

Integrandro sobre M, pt~ 1 f,CJ\'(,~Q 1x,'l(.")o1. o ~fyfisi>r}\\~~~Elq-1.l J • 

Generalmente el interés estará centrado en ?Yf ,marginal izando con res~ 

pecto a cr) f (~) ~ 11~.i,x,~) "' \Jl~\ -b\~~J )1 r1. 
Esta distribucuión permite hacer inferencias sobre ~y\. 

3.3.2. Observaciones No .Homoscedásticas. 

En esta sección se presentan los aspectos relevantes de dos enfoques que 

se hallaron durante la revisión bibliográfica. 

Zellner (1971),estudia la situación en la que tiene dos varianzas durante 

la observación del vector Y,es decir 

~i 'IJ r'\<'j\ \"l.i-'f ;cr,1J ..t~l1 .. 'J m1 

y ~~V~~~~ \t,ilJf)Ci~] J.::.-ttJ1fl¡·~J(l1l-l-'f1.L 
En este caso la verosimilitud es 

)l ~1 01,~ 2 \ 'l,x) o(lf111 in.QJl.f H,· ( ~,-'/.., ~ )1

(·ti-X1 ~) -i;i (i.-ti ~)'(ti-'li·~) j 
donde "j,

1

~ Nt,-J~4'1 1 ) Y '/1~(Yt>it-i,~-JJn,.,.r¡a • 

S~pone una di_stribución ~nicial de !eferencia Fl~ 101lh) rA cy,'cr1' c_<fl\. 
~' .e (-obJ o0) ,:.\, .. /t. J ~l t (o,~) J:. l,J.. 

Así ' f ( ~ 1(¡'1 cr l 1 'I, X') o\, ttl) \i~('lht~d. fu,·l i,-x, ~)· (11·X 1 ~)-áf it-~t~) l 'fi. -~ ~) 1 · 
Completando a una función de distribución Gamma en l51 e integrando y pro­

cediendo de la misma forma respecto a (S°~ se tiene que 

\ 
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que es una distribución llamada Doble-t. 

El otro enfoque es desarrollado por Box y Tiao (1973),bajo el mismo 

tratamiento del punto 3.1,es decir,a partir de la familia potencia ex-

ponencial desarrollan el estudio del caso en que se tienen varia~ varian­

zas.Suponga que se tienen k varianzas,entonces la verosimilitud es 

.Q. \ ~ }s,b \i,x) ::{l)llb)' ~í-o7~ t-~ c.C\)") M·,~¡ ('e)~°'') l 
r l :. , <S.: Yt+3o 

donde "Yl\ ~ 

~; l~, ~;) = ~) l~il- x;iJJ pr / m 1 l' tf:, -.; f '"). ü: (6,r 1~i:-) 1 Y-1 ti,-; Y r:.) 
':)l= (1/,/1 _/ 'f~·r¡~) /-;.1,-; K ¡ rn=.11171 ) X(..(,j') el i-ésimo ren-

~ '~ ~ 

glón del j-ésimo grupo correspondiente a O"j ,y c(b) y w(b) como antes. 

Si f (~¡) .J.#...: !:,. . . 

ptlr" \~,b ¡'f.~)= 11 ?llli l~· ¡b,'/1' ¡'i--t). ' . 
e . \ Th • 1 ... 1 • ~ J • "\ -' cF ("' i +') I ) e ( b) m I J, {h Ja ' L 

e o n y a\ r 1 J "'' 1 ' J 7'. J ~ < ./.;.,/ f - 2 . G,· 2./Hb 

P ro p o n e n e l e s t u d i o de I = { (;, 
1 

_ • , 
1 

1J:. .. 1 ) d o n d e ~i :::. 2 ~D (f, · - )09 V r:..) , 

Así,,el estudio se centra en~ .. \ l.1\i(\.\-b~ 'G-l -~(\-to) 

f l~ \ ~ ,'o' 'f, x) = e JT U i ( \ t 1 U\) 
donde . ':.\ \:.\ 

-cP ¿ p,- -<. <:>Z> / '=- / 1 ~ . • / K -1 

U¡ ::: _'ni s·, Co, ~-,) _ DH-f t :- <}¡ } ,-= i, ·. . .j.1~ -1) . 
. /1\.~1'..l~¡~~) 1 J./Ó 

'.'•' ' 
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3.4. Comentarios Generales. 

Otros trabajos hallados en la literatura que versan sobre las suposicio­

nes del modelo de regresión son: 

El de Zellner (1976),en le que presenta el caso de una distribución t 

en lugar de suponer Normalidad;su análisis es realizado frecuentista y 

Bayesianamente.En el segundo caso cuando supone una distribución ·inicial 

de referencia obtiene la distribución ya obtenida en el caso de Normalida 

Ornan (1978),estudia la multicolinealidad de la matriz de diseño X;parte 

de la s distintas soluciones clás·icas al problema de estimacíon de 1> 
(Stein,Ridge Regression,componentes Principales,etc.),y encuentra una 

distribución inicial una distribución final cuya moda sea el respectivo 

estimador.Belsley,Kuh y Wesch (1980),mencionan que el problema de coli­

nealidad es un problema de diseño más que un problema estadístico y en 

particular de conocimiento inicial :es decir su solución es estrictamente 

numérica. 
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Suponga que x1, ... ,Xn es una m.a. de una distribución Normal multiva­

riada para la cual el vector de medias ~tiene un valor desconocido y 

la matriz de precisión es de la forma Wr donde r es una matriz definida 

positiva especificada,W O es desconocida. Suponga también que la dis­

tribución apriori de M y W es tal 

M \ W -=tVJ /iJ N t "ro~ J w ?:>] y t '\R '!<. 
/ 

l, \<."- \<... s i m é t r i c a 

positiva definida, 

W ru ~o. ll\V \ v{ I ~ l CA '/O) ~ ?0 , 

Entonces la distribución conjunta de M y W es tal que 

ti\ \11.bu .,, !\ 'i_ / J "'0• 1 ton l = ('1',+N J-'c.i )'-""'!\ r~) ¡ 1, ic.. ( b+-1''r ') 

y \iJ N °r l raj \ J..+~ ) ~+; ,?. [;>(;, :X.)'(i<.; -~) .\- i ~""-)') z. (;¡:J-J 

Démostración: 

{(\ l rn-X ) I '{" ( m -'< l +- e 'ttl -Ji') 
1
?; [ /))\ 7-) 

=. r- (G+n\-~
1 (7 +M><) ll&+-M) l ro- \_l.+M\

1 
(~+11riC.) l 

- ( ~ H~ ~ '{ (G;\'\'f) ( Z¡--1'(lt°X;')4- t11'''<"x + / 1r 
'.::. ( m-/J 1

(6+t1'f)("ll'I-/) '<-~*--yJ'z (x:-jA J 



1. 

ya que -/'·'(~t-Mx) +n'J(\°X .i./1-"' ~1-y·'J't:.lxjJ.-)~ 
+ 

Teorema 2. 

Suponga que Xl, ... ,Xn es una m.a. de una disribución Normal multivariada 

con un vector de medias M desconocido y una matriz de precisión R desco­

nocida. Suponga también que la distribución conjunta inicial de M y R es 

como sigue: la distribución condicional de M cuando R = r es una Normal 
"!... 

multivariada con media~ y matriz de precisión v r tal quey-tW: 

y 'V ' O , y l a m a r g i n a 1 de R e s u n a d i s t r i bu c i ó n vJ i s h a r t c o n ~ g r a -

dos de libertad y matriz de precisión ~ tal que-'.)~-\ y G es una 

matriz simétrica positiva definida. Entonces la distribución final de 

M y R cuando Xi = x. {i=l, ... ,n) es como sigue: La condicional de M 
1 

cuando R = r es una Normal 

sión~..\Y\\'(' donde p."'-=-v)A+n':i. 
\)+Y\ 

grados~de liberta~ y matriz 
$ = . ¿_ t1'·, - ~)(,q-"')' 
Demosfr~ci ón: 

multivariada con me.diap.'( y matriz de preci­

Y la marginal de Res.una Wishart con 0(-\-"t\ 
~ -, l!C \\ •f(\ \ -~I -,1 

de precisión~ , donde ~ = ~+.>.\-#-'<'\~-~ 1-~,J 

~ ~ J \'(\ -"")' r \)(\-m)= n,{~-n<)'rlx-v") + }\~\-x)\(x\-X) 
\:: \ 

. "" l 

-== rn \~-m)
1 
Y l-;¿-m) + l tr \~\-~) "'\~\- ~) 

-<-= 1 

('f\ , 

'IC m\~-m)1 r\~-m) ~ .'L ·Lr l~\-'()(tZ\-~)y 
~ ':' 1 

,,_ 111 \'<:-1n )
1 
r \ ~-m) + lrt~, (~¡ -'i< Ú~i -ii) 1 r J 

Por otro lado 
'• 
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= (v+11) ( m1ao - 2m'Y- (~¡ .;r,'i.) ) -1- Y ~~) .\-1') Vx1 r~ ) 5 

v+n 

= ( ~+n) (m\¡1) ~(Y11--l) - ~ 1y--X)
1 
df--){') 

.,,_ \ H\'\) ('\11-,l'J 
/ 
rh<1-jl') - tY-l ~: \t X) íp--t. )' '( J • 

Entonces 
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Capitulo 4. r.o.má' de De.e-E.iones. 

En este capítulo se presentan dos problemas de decisión en el caso de 

contar con un modelo de regresión:predicción el prirnero,calibración el 

segundo; la idea central está basada en el trabajo de Lindley (1968). 

En Pste artículo se dice que para usar en algún problema el modelado rna 

temático son necesarias dos cosas: 

a)que la estructura del problema esté bien definida, 

b)que se tenga claridad en el uso del modelo seleccionado. 

Del punto (a) se supondrá inicialmente que ya se realizó un experimento 

de regresión,que junto con el conocimiento inicial del experimentador 

(H ) conformará el estado de información actual (H) ;del punto (b) se mo~ o 
trará que dependiendo del uso del modelo el análisis se modifica,y que 

dado ésto,el uso de la estructura de teoría de decisiones es adecuado. 

4 • l. P·r e d i ce i ó n . 

Suponga que en H se tiene un experimento de .regresión de tal forma que: 

una columna de la matriz de diseño es constante (regresión homogénea),d~ 

note por x1 ~la variable asociada a tal columna.Además suponga que las 

suposiciones estandár del modelo se cumplen. 

Ahora,se considera otra observación en las variables independientes deno 
~ 

tada por x (xé(R),y la variable a predecir Y. 

Sobre la estructura probabilística del problema se hacen las dos suposici~ 

nes siguientes: 
'r 

1.Si ~ es el vector de parámetros de la regresi6n (~é(l ) y x es el vec-

tor de observaciones en las variables independientes consideradas en H 

~(~,~ 1 \-\); ~\~\H) p~1J~) 
es decir,que son independientes.Esencialmente ésta es una suposición sobre 

H,como se verá más adelante. 

-------



27 

2.Y es una variable aleatoria en~ con densidad p(q\~ 1 ~ 1 ~) que no depen-

de de H, es decir, y \ ~ \ ~ ,~ 1 \.\) ==- ? \ '/ \ ~ / ~ J . . 

Además,esta densidad tiene las propiedades siguientes: 
1 

E L 'I \ ~ , ~ l -= ~ ~ 

Y'b\r,~l= ~
2 ~1. ~ . , o conocida(*) . 

Esta suposición establece que dados~ y x la regresión es conocida;con 

ésto no habrá cuestionamientos sobre las suposiciones estándar del modelo. 

El problema: lqué variables de las r originales hay que observar para 

hacer una predicción? Denote por 1 el subconjunto de índices (s) de las 

variables sí observadas y por J el complemento (r-s);si x denota a la 

observación an las r variables entonces x
1 

denota a las variables obser­

vadas y xJ su complemento. 

Sobre la estructura de decisión supóngase: 

3.El espacio de decisiones es tó.\O.~(TJ~(·))\ donde~(f) es la fun-­

ción predictora de Y. 

4.La función de pérdidas es 

\ ~- ~(l(;)¡2 + (-¡ 

con cl el costo de observar xi,itI. 

Así,el árbol de decisión es~ 

C¡ /O 

es decir,que una vez seleccionado 1 se observa x
1 

y se predice Y con ~((1~; 

con el valor verdadero de Y se introduca el costo de la predicción. 

La solución bayesiana es minimizar la pérdida esperada en los nodos cua­

drados y tomar esperanzas en los nodos circulares,procediendo de izquier-

da a derecha.Así,el problema es encontrar 1 tal que sea míntmo el valor de 
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,z T '\r ~vt~l\l[,:l] t t(Y1
1
V (~l f\xj +-El~J~\i:i) H~1 t C:i: 

que equivale a minimizar sobre I ~ El~J\JlXyj Ü!pj-\ (:r. 
con -J'l'l.i }= t~ ~- fÍ'l.\'/;i:JH ~- E\')(\'i.! j Ji. Por otra parte e 1 mejor predi ctor 

de Y es El~l'El1-\Y--:t] 

Pnra hacer más manejables las expresiones anterio~2s se introducen las 

siguientes suposiciones: 

5 . La d i s tri bu e i ó n ? l ")(.\ \\) 
decir, El x-r\ )(rl ~ bn: Xi 

tiene regresiones lineales (homogéneas),es 

con B1r m a r i z { r -s ) x s . 

28 

Esta suposición permite expresar'Jl'krJ en términos de \}(1.] ;se puede mostrar 

que V [-1.:r J .... V rr - \:>:rr. \Jr:r 
donde \j\_..,,.l = \ \Ín Vr.-sl 

\_ \) :rr: '1-s:r 

. S i \] l..I. t i e n e i n v e r s a -\ 

\) \_ ~ l -= \Í:n -\J:rr.. "k ~ IJ 

Entonces la expresión a minimizar es 

et ~,1' < \h-" - VJ:t: v;~ v:o) t \ ~Jl + CL . 
Las siguientes son suposiciones sobre H. 

6.H contienen observaciones independientes v1, ... ,Yn en los valores xi 

(i=l,.~.,n},y la densidad fl'i\\~ 1 ')(',) es Normal,donde xi={xi 1, ... ,x1r}', 

Con ésto, EL ~l~;·1']-=-X~ v\~\X\~~= G'~In. 

Además se supondrá que las xi (i=l, ... ,n} ocurrieron al azar y son tales que 

7.Las xi son variables aleatorias independientes idénticamente distribuí~ 

das Normal multivariada.La nueva observación se considera independiente 

de las anteriores pero proveniente de la misma población.Los parámetros de 

esta distribución se suponen además independientes de ~ 

Estas suposiciones significan que H contiene entre otras cosas un experi­

mento aleatorio de regresión. 
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La siguiente suposición es sobre el conocimiento inicial. 

8.Dado H ,es decir la información inicial antes de H,°Pi se distribuye 
o 'r- l"" 

uniforme sobre~ ;la distribución del vector de medias de la distribu­
'í 

ción Normal de x tambienes uniforme en~ ;y por último, la distribución 

de lo matriz de varianzas y covar·idnzas Je x es inversamente proporcional 

. a su determinante,siendo todas estas distribuciones independientes. 

Así,combinando 

Ahora, ~(i<\\\) 

tal que 

Lindley trabaja 

6 y 8 (Lindley,1965,8.3): 

et~ 1 \Ü =l1!1<Y1 x1 
'/ 

V(~\\\ 1 =-~'ó,j\r 2 . 
es (Ando y Kaufman,1965) una distribución t multivariada 

((\ 

é \ '/- \ \\}= ."]¡ xv'f\ 
' \Í\~\~J-=.\}J\!J(~\) con W'W=( xij - x.j)i,j 

ff\\ '\\-~) 
'vJ \ con ~\Jt\U1-::.'JJ y\ y además señala que la suposición 5 

es satisfe¿ha por esta distribución de x.Así se tiene el siguiente resul-

tado: 

Teorema.Bajo las suposiciones 1-8 anteriormente señalaaas,la solución ópti­

ma en predicción es escoger I tal que 

m~ ~ ~ R l'J : I) M 
1 ·+ c,-x. f 

y p r e d e c i r Y c o n t ~~:e) -:::. t \ f1 j 1 t t j. \ 't.:r "] 
.. 1 / \"' . 

donde R\J .. L)tf\ ~ E\~lJ \}(~J) tl~1 . 
y V \il J:, VJJ , V;rt fsi· Y¡:J. 
Puede demostrarse que R(J:I)n- es la diferencia en suma de cuadrados 

de residuales de ajustar con los elementos de I(R 1),menos la correspondien­

te al .ajuste e o n todas las va r i a bles ( R) , i . e. 

R cr ·.1~ ri ' : tV~ - R . 
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La pérdida esperada es,bajo este procedimiento (Lindley,1968) 

<r
1 

( 1 + ~ \ + ~ \ 'QJs .. i),;1 
-1- C.x \ . 

Este procedimiento es comparando con dos métodos clásicos.El primero de 

ellos consiste en seleccionar I de tal manera que las variables restantes 

xJ no contribuyan significativamente a la regresión.La estadítica de prue-

~~3·.'I)'"'"' CX2L'<"-~l ba es 
~'l-

El procedimiento de Lindley usa practicamente la misma estadstica;la di-

ferencia radica en lo que sirve de comparación,ya que el primer método 
o/?.. 'l. f,I/ 2 

compara con-~~ donde l' es el cuantil de orden alfa de la distribución 

Ji-cuadrada con r-s g. l. ,mientras que el segundo con nc 1. 

El segundo método clásico es de la Cs de Mallows,cuya estadítica es 

e '2. - ' '¡)f ..... -r) -\ ('\ "2 ... \ tTl ·\ '1. 
~ ~ ('f\ -::::: I'\ \>) ·. .L /(' t l.. 5 U' f'n +- K_ I\°\ - \j 

S i e 1 c o s to p a r ~ e a d a v a r i a b l e e s i g u a l a 'l.<:J'l (€' , s e t i en e 

Cs. a~,; 1-:: ~ 'R í.J: 1) lli1-+ C.-¡:_) +-'Rci 1- o '2 

y entonces este procedimiento y el de Lindley son equivalentes s~lvo 

transformaciones lineales. 

4.2. Calibración. 

Dado Y-en un nivel Y0 predeterminado se requiere seleccionar 1 y xf que 

cumplan con Y0=f( x1 ). 

Se retienen las suposiciones 1 y 2 de 4.1 y además: 

3 ' • E 1 e s p a e i o de de e i s i o ne s e s l Q \ d :: (I J 'l<J: '\ ~ • 
4'.La función de pérdidas es (Y-Y 0)2 + c(x 1),con c(x 1 )~0. 
Nótese que el costo c(x 1) no sólo depende de I sino también de los valores 

que toman las variables seleccionadas. 

En este caso el árbol de decisión queda representado de lft siguiente manera: 
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Primero,se decide en que variables se va a calibrar y después en que valo­

res;finalmente con Y da la estructura de pérdidas. 

El problema es entonces,procediendo en forma análoga a 4.1,minimizar la 

sigui ente expresión 1J'2~t \V ( ~) V f~ \Xl] 1 + n x 1 i:i:J1 Vt y;Jü~\~'):] 
!\- \;\ ~] 'v \ ~3 l ~ j t\~1 + ~ El~J 'e tl'. 1~~ 1-~º 1 \.cC:<:c: ! 

Para poder trabajar esta expresión,se supone que ~l~:J\itJ~Vl~l,es decir que 

no depende de x1, y además: 

5'.La distribución p(~~)tiene regresiones lineales homocedásticas,es decir 

ili\xj = A1x1 A1 rxs. 

El probl ema~s ;~:~YVt~1/r~:w:t:;eA~rVsriM Arü +t\ ~1~\1-!]t ¡ ~] 
J: -+ \Et ~j Prr..'f..t. - ~l \i +-C.C'><:r.) . 

Tomando sólo los términosque invol~cran I,x
1 

se tiene la forma cuadrática 

'/. ~ A{ \'!\ l ~1 A-r. 'Á-r. - 2 ~() E\ ~ J' A:s. 'kr: + C úc.-s: ') 
I 

con tl\t ~) ~ vt~l +-E\~Jt\ ~J 
9.La función de costo c(x 1) es cuadrática en x

1
,es decir, 

cc~t.) = 'i(:x:. G h t 2 c.:¡
1 

'>< 't'. + e :t: 
As1,el problema es minizar la siguiente expresión: 

1 

1 

i '(li.. ~: +x~ (Ar M(~) Ar -1- G_) -'2. ( 11/o - Ef fo1 'Ar-(~) Y-:r: + Cr: :r:. 
El mínimo de esta forma cuadrátita no es fácil de encontrar dado que x

1 

- 1 

se ha considerado costante.para simplificar supóngase que 

De esta forma,puede demostrarse que El~1\tt] y A
1 

es tal que su primera co­

lumna y su primer renglón son ceros salvo la entrada (1,1) con valor uno. 

Adicionalmente, 

10. C..o\/ ( ~'J ~¡) es cero,i)l. 

Entonces,el problema es minimizar 

( \ .... i ',,,·H .. 

! 

- :} 
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donde t=r-s,R(J:O) es la reducción en suma de cuadrados debida a las varia-
bles en I. 

4.3 Otros Problemas. 

En el Capítulo dos se mencionó que el proceso para probar hipótesis esta-

dísticas puede considerarse como una toma de decisión ;en este sentido, 

se involucran dos decisiones,(J)aceptar H
1 

y (2) rechazar H
1 

en favor de 

tt2.0bviamente existe la posibilidad de cometer erro~es;las plrdidas aso­

ciadas a éstos debe ser cuantificadas y así determinar la región de rechazo 

para después minizar la pérdida esperada.Si L(l) denota la pérdida al 

rechazar H1 incorrectamente , L(2) la correspondiente a H
2 

y se supone que 

las pérdodas son cero cuando la decisión es la correcta,las pérdidas espe-
radas son: 

para H¡: L(2)P(H2);para H2:L(!)P(H1).Entonces se toma H
1 

si y sólo si 

L(2)P(H2 )<; L(l)P(H
1

). 

Por otra parte,como se puede observar en el 4.1 y 4.2 ,seleccionar varia­

bles involucra seleccionar un modelo.anidado en uno más general .En la li-

teratura respecto a selección de modelos,se pueden encontrar dos posturas 

generales:la llamada 'Bayesiana• y la basada en teoría de Información, 

El prob 1 ema que a ta can es: dados J mode 1 os representados por 1 as -densidad es 

para la explicación de un vector alea-
torio y dadas n observaciones lcuSl es el mejor modelo?. 

l::a postura del.criterio_ 11 Bayesiano 11 es como sigue: 
se supone un modelo compuesto de 
1) tK (' \ 8 \:. ') distribución de los datos. 
2) f"' e e~) distribución i n i c i a l de 6\;( e l vector de parámetros 
deJ modelo k). 
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3) 1TC '<--) la distribución inicial para el modelo k. 

K=l, ... ,J 

Entonces ?C..~'K J" \ ')(J-=- fkLG\:.\~) \\(~\)() 

donde ~~LGt \~\-==. t'C..\'1-\~\:-J y~ffit.) 
.\-lx \~) 

In"-\')(.) .,,. ~ ( >t\ "-l 1\0 , \\'~.\'í-).,. \ v..v.'~h~y..,\\;J1:-) c.\et:.. , 
"S' 1rl~\ 

~(-.<)-= ). ~t"-\~)TI."-'l . 
Sin embargo lil especificación de p\:..tSt..)no es siempre un problema fácil 

de resolver;el uso'de distribuciones de referencia puede llevar a paradojas 

(Akaike,1981).Además en le caso de modelos que tengan distintas dimensio-

nes en sus vectores de parámetros plantea problemas de interpretación de 

las probabilidades finales para cada modelo (Atkinson,1978). 

Por otra parte,la selección .de modelos utilizando teoría de información, 

se basa en la medida de la información de Kullback-Liebler (1951) que re­

sulta ser el negativo de la entropía.En este caso suponga que.\-(• \e°) es 

el modelo verdadero de Y y que \-{•le) es una aproximación ªt\•\eª) 
donde ~está sujeto a ciertas restricciones ajenas a et. 
Para discriminar entre los dos modelos usando n observaciones independien-

tes v1
, .. .,V

0 ~e ~~l~lª= f.~ ) \ \~ \J:'l'i\~_)j , 
n J ·,.., \ t l'\\ \e) 

es decir,el valor esperado del logaritmo del cociente de verosimilitudes. 

La supo s i c i ó n i ni c i al de e o n ta r e o n un mo de 1 o verdadero p l ante a di f i cu l ta des . 

Otro enfoque sumamente interesante es el de Bernardo(1984) ,en el que se 

plantea el problema de selección de un modelo como un proceso de toma de 

decisiones secuenciales: 

i)selección de un modelo probabilítico en Y, 
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ii)diseño de la matriz de datos, 

iii)inferencia (obtenci6n de las di5tribuciones finales de inter~s}, 

iv)selección de variables relevantes al objetivo. 
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Este enfoque no ha sido explorado por el autor de este trabajo;curiosamente 

parece reunir elementos de teoría de información corno del enfoque estricta~ 

mente Bayesiano. 

Por último,durante la revisión bibliográfica se encontraron trabajos que 

tratan sobre la discriminación de modelos,es decir,mªtodos que intentan 

determinar la región muestral en donde la diferencia entre varios modelos 

(los relevantes al caso),sea más marcada.A los interesados se remite a 

Atkinson y Cox (1974),Atkinson y Fedorov (1975a,1975b),Fedorov (1972}, 

Por ejemplo,si se tienen dos modelos que posiblemente explican un fenóme~ 

n o : E b \'t.) ::. ""- 4- ~,x , t\ ~ \ 'k1-:: o(;. ~;~-+ "f> '" )( l ; 1 a d i· s c r i m t n a e i ó n t n · -

tenta encontrar los puntos x donde la diferencia entre estos dos modelos 

s!aevidente;viendo la gráfica siguiente,la región 1 no discriminar1a bien 

entre los dos modelos mientras que la 2 sílo haría. 

o<.t~1)< 

----~12) 
Sin embargo,no fueron estudiadas a profundidad estas referencias por lo que 

se invita al lector interesado a profundizar en ellas. 

(*)Lindley (1968) menciona que él cree que cuando es desconocida no habrá 

mayor problema sustituyendo Normales por distribuciones t. 
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Capítulo 5.Comentarios Finales. 

El objetivo de este trabajo,a fin de cuentas resultó ser el proveer de una 

introducción a algunos aspectos del análisis de regresión Bayesiano,a los 

interesados en éste tema.Se espera que cumpla con tal objetivo. 

Por otra parte,hablando en términos ge11erales,es de notar que la estadís­

tica Bayesiana plantea una estructura general para resolver problemas esta­

dísticos ;además, la filosofía es preventiva más que correctiva.Esto es un 

cambio de enfoque muy importante;por ejemplo,si no hay No~malidad se ihcor­

pora al anSlisis la desviación sin intentar hacer transformaciones Qutili­

zar resultados asintóticos. 

Sin embargo,a nivel práctico,el autor encontró dificultades~p~ta~realjz~r~­

~n .trabajo más consistente a falta de programas de cómputo adecuados (in­

tegración numérica en varias variables,optimización);este aspecto,para te­

ner mayor seriedad,parece fundamental desarrollarlo. 

Por la parte inferencial,parece que es necesario trabajar en el procedí-­

miento de prueba de Hipótesis;en ninguna de las soluciones planteadas se 

tiene plena satisfacción. 

En cuanto ~procedimiento de selección de variables ~ropuesto por Lindley, 

es necesario investigar sobre un procedimiento operativo en la búsqueda de 

I.Como últimó comentario,debe mencionarse que la motivación inicial de estu 

diar este tema fué consecuencia de revisar los textos de Box y Tiao (1973) 

Zellner (1971) y Lindley (1965).En estos libros,el análisis de regresión es 

tratado sólo inferencialmente,es decir,sin considerar una estructura de de­

cisión.Una cualidad de la estadítica Bayesiana,a diferencia de la Clásica, 

es que se basa en una metodología única para tomar decisiones en ambiente 

de incertidumbre.Partiendo de éste hecho,si se está dispuesto a aceptar 

tal posición,el análisis de regresión visto bayesianamente debería estar 

................. ---------------~-
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inscrito en la metodología general ,es decir,deberían especificarse los 

elementos de un problema de decisión.Sin embargo,en la literatura revi­

sada no se encontró lo deseado y ésto llevar a cuestionar si realmente 

el análisis de regresión es una técnica ad-hoc dentro de la estrucyura 

Bayesiana.El plantear la regresión como un problem~ (o varios) de toma de 

decisiones no es sencillo;se espera que en un trabajo futuro se desarro­

lle;definitivamente,la estadística Bayesiana implica mayores dificultades 

en su análisis,sin embargo no debe negarse como posibilidad. 
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