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Los objetivos de esta tesis consisten ~n presentar al 

lector: 

a) Los conceptos básicos del problema <le ajuste con el 

criterio de Cuadrados Mínimo$ Lineal. 

b) Algunos elementos de la Teoría de Perturbaci6n. 

Estos objetivos se justifican por la importancia, caJa 

vez ~ayor, que ha adquirido dentro del campo de las Matemáti

cas Aplicadas,~ técnica de Cuadrados Minimos. Su releva~ 

cia radica en la aplicaci6n de este criterio, como herramie~ 

ta de trabajo, en las diversas ramas <le la Ciencia. 

Aún cuando la mayor parte las aplica-

ciones pertenecen al caso ne lineal, la teoría relacionada 

a éste descansa sobre la del caso lineal. 

En lo que se refiere a la Teoría de Perturbación, se 

puede comprobar el reciente desarrollo que ha tenido a par

tir de la década de los SO; sin embargo, su presentación dis 

t~ todavía de ser accesible al lector de nivel medio, de ahí 

nuestro interés en presentar algunos elementos de la Teoría 

Básica para el caso lineal asi como de la Teorfa de Perturb~ 

ci6n en un plano m~ asequible. 

Es te trabajo lo desarrollamos en cinco capttulos: 

En el capitulo I explicamos en qué consiste el problema 

Y establecemos la diferencia entre el caso lineal y el no 
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lineal. Asimismo, damos la interpretaci6n geom~trica del prQ 

blema, y hacemos hincapié en la importancia que la ortogonali 

dad juega en su soluci6n. Concluimos con el Método de Gram

Schmidt como una alternativa de soluci6n. 

En el capítulo II demostramos resultados bisicos que fu~ 

damentan lo anteriormente expuesto así como lo que presenta

mos en los capítulos siguientes. Iniciamos· con la prueba de 

la existe~cta de la proyecci6n de un vector· sobre un.subespa

cio, enunciamos el conocido Teorema de la Proyección y segui

mos con la demostración de la existencia de la solución del 

problema en los casos cuando la matriz es de rango completo y 

cuando la matriz es de rango deficiente. Obtenernos, además, 

expresiones para la solución en los dos casos. 

En el capítulo III desarrollamos algunos resultados rel~ 

clonados con dos conceptos de gran relevancia para la teoría 

de nuestro problema. 

Uno de ellos es la Descomposición Singular de una matriz 

A. Obtenemos esta descomposición por medio de la Descomposi

ción Espectral de AAt, presentación que nos es de rnucha utili 

dad p&ra comprender la interpretación de la descomposición. 

Posteriormente presentamos su demostración general. 

A continuaci6n, darnos una interpret~ción geométrica de 

los valores singula:es. 
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Dc~pués, para obtener una expresi6n de la solución del 

problema, independientemcn~e del rango de la matriz, introd~ 

cimos a la Seudoinversa de una matriz que es el otro concep

to importante de este capítulo. Por último, citamos algunas 

propiedades básicas de la seudoinversa. 

En el capftulo IV estudiamos la relación que existe en

tre la soluci6n del problema de Cuadrados Mfnimos y la solu

ción de ese mismo problema "perturbado". Para ello, obtel!e

mos resultados referentes a perturbaciones en los valores c~ 

racterísticos, los cuales nos conducen a resultados análo-

gos para valores singulares. Estos valores singulares con~ 

tituyen uno de los medios para la obtenci6n de resultados 

importantes en Teoría de Perturbación. 

Antes de finalizar el capítulo desarrollamos, por su 

gran relevancia, los conceptos de diferenciabilidad y conti

nuidad en seudoinversas; para despu6s concluir con la presen

tación de algunas cotas de perturbaci6n para la solución del 

problema. 

En el último capítulo nuestro interés radica en inter

pretar geométricamente las cotas de perturbación. Para ello, 

desarrollamos algunas ideas relacionadas con la diferencia en 

tre proyecciones ortogonales sobre subespacios "cercanos". 

Obtenemos, una vez más, cotas de perturbaci6n para la soluci6n; 

pero esta vez, en funci6n de los conceptos geométricos intro~ 

<lucidos en este mismo Capitulo. 
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En lo referente a fuentes de información las hemos clasi 

ficada en tres grupos. El primero comprende los libros en 

los que se puede consultar lo relativo a conceptos básicos de 

Algebra Lineal. Es tos son Faddeev [ 3 J , L:rng [ S J , Má 1 tsev ( 71 

y Strang (11). El segundo grupo contlcne los libros que tra

tan acerca de la utilidad de los aspectos numéricos de la Te~ 

ria de PC' 1 turbac i6n mene ion a da y son: Ka to [ 4 J , Lawson [ 6) , 

Rice ( 8] y Stewart [ 9) • Y, e1 tercer grupo lo forman tres ar

ticules en los que se muestra el desarrollo que ha tenido la 

Teoria de Perturbaci6n recientemente. Ellos son Bjorck [l), 

Davis 121 y Stewart [ 101. 

Por Gltimo queremos seftalar que, además de los objetivos 

mencionados, esta tesis pretende satisfacer la necesidad ur

gente, dentro del campo de las Matem5ticas Aplicadas, de prQ 

porcionar al lector que maneje los elementos básicos del Alg~ 

Qra Lineal, material accesible sobre el problema de Cuadrados 

Mínimos Lineal. 
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PRESENTACIÓN DEL PROBLEMA 
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Un problema, frecuente en la práctica, consiste en ajus

tar una funci6n a una colección de datos. Es decir, dadas m 

parejas de puntos 

y dada una función f que depende de n+l parámetros: 

y de t 

hay que determinar aquellos valores de los parámetros para 

los cuales la gráfica de f pasa lo más "cerca" posible de los 

puntos dados. 

a~isten varios criterios para precisar lo que debe en

tenderse cuando se dice que la gráfica de f para "cerca" de 

los puntos dados. En este trabajo trataremos únicamente lo 

referente a la soluci6n del problema de ajuste lineal con 

el criterio conocido con el nombre de Cuadrados Mínimos. 

AJUSTE CON EL CRITERIO DE CUADRADOS MINIMOS, CASO LINEAL. 

Este criterio consiste en determinar aquellos valores de 

los parllmetros E;; 1 , t;
2

, ••• ,~n que minimizan la Sl.Dllll sobre 1 de cuadr!_ 

dos de la distancia del punto Ct
1

, y
1

) al punto 

(ti., f(ti)) 
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y 
f (t) 

t 

es decir: 

Encontrar los valores ( 1 , (
2

, ••• ,(n que minimizan la 

funci6n 

81 

i?:1 (yi - f(ti; (,, (l,. • .,(n)) 2 

El cálculo de los parámetros para los cuales se alcanzan 

este minimo es dificil o fácil, matemáticamente hablando. de

pendiendo de la forma en q!...e éstos aparezcau en la funci<Sn. 

A continuaci6n, presentaremos un ejemplo para ilustrar 

las dificu!tades que se presentan cuaüdo se quiere determinar 

los valores de los parámetros en una situaci6n concreta. 
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Ejemplo. 

El problema consiste en determinar la curv~ de creci

miento de una poblaci6n de bacterias. Los datos son, en es

te caso, el ntlmero de individuos de una especie particular 

de bact&rias (yil, a intervalos sucesivos de tiempo (ti). 

ti o 4 7.5 25 31 48.75 52 58.5 72. 7 78 

Y1 8 6 6 7 10 13 18 33 38 

tl 95 96 108 112 133 136.75 143 156.5 166.7 181 

Y1 76 78 164 175 280 300 J20 <f05 385 450 

l 

Te6ricamente, se espera que el crecimiento de esta pobl! 

ci611 queue bien aproximada por la curva logtstica, cuya expr~ 

sión analttica es la siguiente: 

E;I 
f(t) - --------

1 + eE;z - C, t 

con e 3 >o 

en donde F.
1

, E;
2 

y F., son pardmetros que dependen de lapo

blaci6n que se trate. 

Usaremos la notación 

E; 1 

f(t1 '=1• '=2• t,l ------
l + eF.2-C,t 
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para indicar que f necesita de los -..a.lores de los parhaetros 

t 1 • ( 2 , t 3 para quedar determ.inada_ Su gráfica es de la for 

1U. indicada en la figura siguiente; 

y 

t 

PaTa determinar estos parámetros se requiere minini:z::ar 

la funci6n: 

20 

.\~I 
t, 

(v --------
-i. l + e~Z - i;;3ti 

Sin enbarf.o. los bi6logos de nuestro ejemplo. no resuelven el problema 

deest:a fono. sino que realizan el procedi111iento siguiente pa-

ra encontrar los parámetros 6ptiaas: 

Para obtener el valor de (
1

• calculan el pronedio de los 

valores y 1 correspcndientes a las ti 111.ás grandes. esto debido 

a que 

y - t, 
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es una asintota de la curva bus.cada 

Una vez calculado el valor de r,;
1 

que se denotará como 

r.; 1 *, y que en este caso es: 

450 + 385 + 405 
::(: 

~ 413 

el paso siguiente consiste en obtener estimaciones para r,;
2 

y 

f,; 2 mediante la transformaci6n de la funci6n original en otra 

m4s simple en t~rminos de r.:
2 

y f,;
3

• 

A partir de 

tenemos 

!;;¡ * 
y .. 

y(l + ei:;2 - i=;Jt} • r,;111 

y ef;2 -<.:,t 
= l;l*-y 

<.:¡ * - y --y 
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de donde 

Observemos que en esta flltima expresión los parámetros 

( 2 y F. 1 aparecen en una forma muy simple y que el término 

que aparece en el lado izquierdo de la igualdad no represen-

ta ningan problema de cálculo, ya que el valor de 

se ha estimado. 

Entonces, si hacemos 

(¡* - y 
9 Cl'> • lnC Y 

se tiene 

( * 1 

que es una forma transformada de la curva logística cuando 

ya se ha estimado el parámetro (
1

• 

Ya con esto, los biólogos de nuestro ejemplo proceden a 

ajustar la curva. 
q(y) ... (2 - ~,t 

a los puntos Ct1 , qCy1>> usando el criterio de Cuadrados Mí

nimos, es decir: 

Calculan los valores de ( 2 y (
5 

que minimizan la función 

:in 
ª"ª' t¡l. i~·1rs<Y1>-cc2 - t,t.i>J z 
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El procedimient~ que utilizan es el usual para ellos y 

consiste en aplicar las t~cnicas del C~lculo Diferencial a 

la función B. 

Se calculan las parciales de H con respecto a t 2 y t
5

• 

se igualan a cero y se tiene lo siguiente: 

un sistema de ecuaciones de los más usuales. cuya solución es 

el m!nimo buscado de la fnnci6n H. Al sustituir los valores 

de los datos tenemos 

20 E'; 2 1705.4 t, • 26.959 

- l 705. 4 F;l + 205 860.06 t, •384.661 

y la solución es 

t
2 

• S.13379 

t,•0.04439 

De donde la recta buscada es: 

9(t) - 5.133 - 0.044t 

y, por consiguiente, la curva de crecimiento deseada es: 

f (t) • 413 

l+eS.133 -.044t 
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y su gráfica es: 

• >i 
~ .... 

».n ... 22 ... :n ..... ,.... 129..0 ~ .... '19 ...... , .. _ • 
EJE lt 

Coaentarios sobre el ejemplo anterior. 

Por los resultados obtenidos, podemos ver que este méto

do parece ser auy efectivo, sin ellihargo. no podemos evitar ha 

cernos la pregunta siguiente: 
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¿Por qué no se calcularon directamente todos los parám~ 

tros: f,; 1 , f.: 2 y f,; 3 usando el rriterio de Cuadrados Mfnimos?. 

Para responder a esta pregunta es necesario conocer an

tes los problemas a los que nos tendrfamos que enfrentar si · 

lo hiciéramos. 

Veamos para esto lo siguiente: 

La función 

que se tendría que minimizar está dada por 

y para encontrar los parlímetros óptimos habrfa que calcularlas 

parciales de S con respecto a f,; 1 , ~ 2 , y f,;
3

, igualarlas a ce

ro y, posteriormente, resolver el sistema resultante que es: 

as 20 ~l -1 
~ .. 2 i?: l (yi- )•( )=O 

l l+ef.:2-.<;,t l+et.:2-f.:,t 

as 20 ~ t; et.:2-f.:1t 

~= 2 d:, (yi- l ) • ( 1 - ) "'º 
2 l+ei:2-f.:,t (l+et.:2-1>,t¡2 

as 20 <; -f.: tet.:2-f.:,t 

~3 
.. 2 i~l (yi- 3 )•( t )cO 

' 
1 + et; z -t.:, t ( 1 +et; 2- t; > t) z 
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Es aquí donde surge el problema siguiente: No es f4cil 

resolver este sistema de ecuaciones ya que no es de la forma 

lineal en ~ 1 , ~ 2 y ~s• es decir, no es de la forma: 

y, en general, no se conocen métodos est4ndar para resolver 

sis temas de ecuaciones s i1nul tliJlE,as no 1 ineales. 

Por esta razón, se justifica el procedimiento especial 

empleado por los bi6logos del ejemplo y que les permite trans

formar su problema a uno lineal. 

Ex~.sten ot1·os casos en donde un problema de ajur.te no 

lineal se puc~~ transformar en uno lineal. En este trabajo 

no trataremos otro ejemplo de este tipo, pues nuestro interés 

radicará, de aquí en adelante en comprender y desarrollar la 

teoría básica de aquellos problemas de ajuste que dan lugar 

a un sistema de ecuaciones lineales. 

El desarrollo que se reali:6 en el ejemplo anterior su

giere, de manera natural, el deseo de investigar en qué casos 

se puede obtener el valor de los par~metros resolviendo un 

sistema de ecuaciones lineales. 

Ya antes se menciono que el criterio de Ctadrados Mínimos 
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consiste en encontrar los valores de E1 , E2 , ••• ,En que mini

mizan la funci6n. 

m 
i~1 (yi - f(ti;E1.E2, ... ,Enll2 

es decir 

m 

S(x) "'i?:1 (yi - f(ti;x)) 2 

donde 

Ahora bien, si tomamos 

y .. 

f(t 1 ;X) 

y F(x) • f(t 2 ;x) 

podemos escribir a S(x) en la forma 

S(X) • ly- F(x)U 2 

donde B•D • es la nonua euclideana y está dada por 
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llall 2 •a~ + aZ + ••• + ª2 a n 

si 

a¡ 
a • 

ªa 

Para ver más claro el uso de esta notación, la usaremos 

en el ejemplo que presentamos antes. 

y -

y 2 o 

¡; 1 

P(x) • 
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Volviendo ahora al problema general, pasamos a calcular 

las parciales des con respecto a ~ 1 • 

para k•l,2, ••• ,n 

Pues si el problema tiene soluci~n, ésta debe satisfacer 

al sistema 

ªf tx} • o 
k 

para k • 1,2, •.• ,n 

Además, para que este sistema sea lineal, necesitar!amos 

que 

para 1 • 1,2, ••• ,m 

k • 1,2, ••• ,n 

no dependiesen de ~ 1 , t
1 

y ~ 1 , es decir, necesitaríamos que 

fueran funciones que s6lo dependieran de t 1 1 

para 1 • 1,2, ••• ,m 

k•l,2, ••• ,n 

i 
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Ahora. para saber qué condiciones debe sat:isfacer f para 

que el sistema de ecuaciones que va a determinar los paráme-

t:ros. 

sea lineal. integramos las parciales de S son respecto a las 

~k. para k = 1, 2 •••• , n; entonces tenemos: 

Sin perder generalidad, supondremos que 

ll(t.) =o 
l. 

ya ~~e na depende de los parámetros 

Esto, p-0demos resumirlo en el siguiente. 

'l'eorem.a. 

Cuando el problema de ajuste de una funci6n con el cri

t:eirio· de Cuadrados ~Unimos, dá lugar a la soluci6n de un si~ 

tema de ecuaciones lineales, la funci6n a ajustar se puede 

expresar de la forma siguient:e: 

donde 
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son funciones de t arbitrarias, es decir, no importa la forma 

de las a
1
(t). 

Ahora, a partir de este resultado tenemos la siguiente: 

Ot!finici6n. 

Un problema de ajuste de una funci6n con el criterio de 

Cuadrados Mf.nimos se llama Lineal, si la funci6n a ajustar se 

puede expresar como: 

Este problema lo identificaremos simplemente como el de 

Cuadrados Mínimos Lineal y su formulaci6n puede plantearse en 

t6rminos matriciales. 

En efecto, como 

es decir 

F(x) 

l'(x) = 
f(t

1
: X) 

f(t
2

: X) 

r al ( t l) ( 1 + a 2 ( t 1) '2 + ••• +a n ( t l) ( n • l a 1 ( t 2) ( 1 + O' 2 ( t 2 ) E;~+• • •+a n ( t 2) l; n 

ª1<t111)(1 +a2(~)(2+ ••• +an(t111)(n 
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se puede escribir como el producto de una matriz por un vec

tor como sigue: 

a~(t 1 )a 2 (t 1 ). •• an(t 1 ) t 1 

F{x).. ª1 (t2>02 (t2> ••• an(tzl tz 

y entonces 

donde 

F(X) • llx 

para i .. 1, 2 •••. ,111 

k=l,2, ••• ,n 

Debe notarse que la matriz A es independiente de x. Y 

as! tenemos que la nueva expresi6n para S(x) en términos ma

triciales es: 

Slx) •Dy-F(x)l 2 

... y -Axl 2 

Esta expresi6n nos será de mucha utilidad en el transcur 

so de este trabajo, pues se trata de una forma compacta de d~ 

notar el problema en t~rminos de la matriz A, de cuyas p~opi~ 

dades dependerá su soluciOn. 
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En el problema de Cuadrados Mínimos Lineal es muy coman 

que m;> n, es decir, que el nfunero de observaciones ser mayor 

que el de parámetros a estimar; sin embargo también se pre

senta el caso m < n. 

Cuando m;;;,. n. como veremos más adelante, se tiene •ma so

luci6n Gnica x• si la matriz A tiene columnas independientes, 

hecho que proviene de que las funciones 

que aparecen en 

f ( t; F,; 1 • E; z , ••• , ( n l .. a 1 et l r. l + a 2 ( t) (a+ ••• +a n ( t} ( n 

sean linealmente independientes, es decir, que ninguna de ellas 

sea combinaci6n lineal de las restantes. 

Cuando m<n, usualmente se pueden encontrar, 

soluciones x tales que 

Ax .. y 

o 
S (x) •O 

muchas 

En este trabajo, llnicamentc, trataremos el caso cuando 

'm ;;i. n. 
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lHTERPRETACION GEOMETRICA DEL PROBLEMA DE CUADRADOS HINIHOS 

LINEAL. 

C1'Jnsideremos el problema de cuadrados mínimos lineal, 

es decir, dados yE::Rm y A una matriz de mxn con m;.n, se 

desea encontrar x tal que minimice la función 

S(x) =Dy-Axl 2 

Si consideramos a la matriz A como una transformación 

lineal 

entonces la imagen de A que se denotará como R(A) es un sub

conjunto de ::Rm parecido a un pJ ano en ::R 3
, y como m;;. n, usual 

mente el vector y no pertenece a la imagen de A. 

Así que, geométricamente se tiene algo parecido a la fi 
gura sig,uicnte en "R' 

+y 

Por otro lado, para cada x, en p_n el vector 

y - Ax 

es un 1•ector que va de un punto de R (A) a y, a este vector, 
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que denotamos por 
r(x), 

se le conoce como el vector residual en x. véase la figura si

guiente: 

Como el criterio de Cuadrados Mínimos consisee en enco

ger x* en :Rn tal que 

nr(x*)ll 2 ..;11r(x)ll2 

para toda x en ~n 

esto, geométricamente se traduce en encontrar 

x* en lRn 

tal que 
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Ax* sea el punto más cercano en ~(A) al vector y, y esto 

sucede, como después veremos, cuando r(x) es ortogonal a R(A), 

como lo ilustra la figura que sigue: 

y 

r(x) 

Ax* 

Ortogonalidad. 

En el capitulo siguiente, se demoshará que la solución 

al problema de Cuadrados M1nimos Lineal tiene la propiedad de 

que el vector 

r(x*} • y - ~x• 

es ortogonal a cada una de las columnas de A, lo que en forma 

compacta se puede escribir como 

A t(y -Ax*) •O 
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Por lo pronto. en esta sección s6lo nos interesa hacer 

ver el papel tan importante que juega la ortogonalidad tanto 

en la teoría como en la práctica del m~todo, 

Obsérvese, que la condición de ortogonalidad 

se puede e5Cribir en la forma 

AtAx* .. At y 

?or lo general, esta relación se utiliza para calcular 

x*, se le ccnoce también con el nombre de "Ecuaciones Norma-

les del problema de Cuadrados Minimos Lineal". 

El aspecto geom~trico de este planteamiento nos sugiere 

el siguiente procedimiento para resolver el problema de Cua

drados Minimos Lineal: 

i) Calcular el punto ~ de ff(A) más cercano a y. 

ii) Resolver Ax•~-

El problema i) es conocido en la práctica como el probl~ 

ma de la proyección ortogonal, ya que el vector 

ortogonal a todos los vectores que están en ff(A). 

"' y-y es 
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GrSFical'l'P.nte tenemos: 

y 

------
Cabe. en es te •o•en to , presentar la siguiente: 

Defin1.c1.6n. 

Dada r eR• y A una matriz de m x n, y en R (A) se llama 

la proyección Oltogonal de sobre R(A) si el vector y-y es 

ortogonal a todo vector en R(A), y se denota como 

• 

El procedimiento anterior puede parecer muy complicado, 

pero coao veremos después, no es así, ya que existen formas 

auy sencillas de calcular las proyecciones ortogonales. 

A continuación, usando la ortogonalidad y las proyec

ciones ortogonales encontraremos métodos sencillos para la 

solución del problema de Cuadrados Mínimos . 

.i!n primer lugar, se consideraran algunos casos especiales 
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de dicho problema para motivar los resultados generales: 

1er. Caso. 

Sean A• a un vector de m x 1, y EF.m y x .. E; un escalar. 

S ( f;) • U y - af;D 2 

es la función a minimizar. 

Por otro lado,sabemos que la y mds cercana a y es tal 

que y - y es ortogonal a a, es decir 

·-como y está l!in la imagen de A• a, entonces 

tituir tenemos 

t "' a (y- af;) • O 

que al multiplicar resulta 

"' de donde se obtiene el valo1· J;, f; 

.... "' y• af;. y al sus-

que es la soluci6n. an este caso, al problema dE Cuadrados M! 
nimos. Además. se puede ver que "' y, la proyecci6n de y sobre 

a está dada por 
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"' y a 

Nótese que esta última expresión se puede escribir en la 

forma 

"' y = y 

Es decir, esta última expresión la podemos ver como una 

fórmula para obtener directamente la proyección de y sobre a 

"' y 

"' En este caso, fue muy fácil obtener la solución ~ direc-

tamente sin calcular la proyección "' y. Sin embargo, como se 

verá más adelante, el papel de las proyecciones ortogonales en 

el problema de Cuadrados Mínimos Lineal es fundamental para e~ 

tender la naturaleza de la solución. 

Z? Caso. 

Sea ahora 

es decir, se considera el problema de Cuadrados Mínimos con dos 

parimetros: 



- 2$ -

de acuerdo con el principio básico, la proyecci6n "' y sobre 

Q(A) tiene que ser ortogonal a las columnas de A, en este ca-

so a a 1 y a 2 

Entonces tenemos 

a~ (y - yl O 

t "' ª2 (y - y) = o 

aquí se debe usar que y está en la imagen de A, es decir en 

Q(A). 

Por lo tanto 

"' y 

Al sustituir esta expresi6n en las dos ecuaciones ante-

riores tenemos: 

lllOS: 

Si se reescriben estas ecuaciones como un sistema obtene 

t ª1 y 

que es un sist.ema fácil de resol ver. Sin embargo, observemos 

que serta más fácil de resolver si 
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t 
ª1 ª2 .. o -at 

l ª1 

pues en este caso, se reduciria a: 

t 
(1 

t 
ª1 ª1 ª1 y 

t 
a.2 ª2 (2 

t 
- ª2 y 

El hecho de que 

t -o - at ª1 ªa 2 ª1 

significa que los vectores a, y a
2 

son ortogonales. Como po 

demos ver, las ecuaciones anteriores indican que la soluci6n 

del problema con dos parámetros se puede obtene·r, en este ca

so, por medio de la soluci6n de dos problemas de un solo pará

metro. 

En efecto, si 

"' 
at y 

E: -
1 

1 at 
ª1 l 

t 

"' ª2 y 
E: ... 

t a 
ª2 ª2 

que es la soluci6n del problemo si a
1 

y a
2 

son ortogonales e~ 

tre si. Además, ·ob~erve.se que obtenemos una expres i6n senci

lla para ~. la proy~cci6n de y sobre ff (A). 

En efecto, al sustituir "' "' ( 1' (2 en "' y se tiene 
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que puede escribirse en la forma 

"' y y 

N6tese que el primer t6rmino 

de y sobre a 1 y que el segundo ª2 ª~ 

y sobre a 2 • 

Esto nos conduce al siguiente: 

Teorema, 

y. 

es la proyección 

y es la proyección de 

Si las columnas de A, a 1 y a 2 son ortogonales, entonces 

"' y • p~ (A) y 

es decir, la proyección del vector y sobre R(A) es la suma de 

las proyecciones de y a lo largo de sus columnas. 

En general, las column~s de A no son ortogcnales, sin 

embargo, si seguimos adentrándonos en las características del 

problema, encontraremos una forma de obtener la solución sin 

dificulta des. 
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A continuaci6n, veremos que si A es de m x n, con m > n 

y A tiene columnas ortogonales, entonces, el resultado ante

rior sigue siendo v~lido. 

3er. Caso. 

Sea A de mxn co .• coluanas ortogonales entre si a
1

, a
2

, 

' .. • , ªn" es decir 

A a J 
D 

con si i. ~ j 

Para no confundir este caso especial con el caso general, 

cuando las columnas de I no son ortogonales, llamaremos Q a la 

matriz de los n vectores ortogonales, y a sus vectores colU11-

na correspondientes 

Asl tenemos entonces en este caso 

donde 

si i "'j 

La funci6n a minimizar es 

S(x) =S(f; .~ 2 , ••• ,t) = ly-Qz1 2 
J D 
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es decir, se desea 

min S (x) .. min U y - Qxfl 2 

X X 

Si ~ es .la solución a este problema, entonces y= o;'é es 

la proy~cci6n de y sobre R(Q) y, por lo tanto, se debe tener 

lo siguiente 

y) - o 

y al sustituir 

'\, "" 'V "" '\, 
Y "" Qx ., q 1 F; i + q 2 E; 2 + • • • +qn ~ n 

en 1n~ ~cuaciones anteriores obtenemos 

t '\, '\, '\, 
q 1 (Y - q 1 E; 1 - q 2 E; 2 - • • • -qn ~ n l "" O 

Pero como 
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la primera ecuación se reduce a 

Análogamente la segunda ecuaci6n se reduce a 

Entonces, el sistema se reduce a 

t "' ql ql f; 1 

t "' q2 qz f;z 

de donde obtenemos la soluci6n 
t 

"' X 

"' q, y E:,., _t __ 

q, ql 

"' f; -n 

q~ y 

t 
q2 q2 

y al sustituir este valor de ~ se obtiene tambi!n el valor 

de ~ que es 
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el cual se puede reescribir como 

y. 

Obsérvese que ca~a t~rmino es la proyecci6n sobre una 

columna de o. es decir. tenemos: 

Esta expre~i6n es conocida como: 

EL TEOREMA DE LA PROYECCION. 

La proyección ortogonal sobre ff(Q) es igual a la suma de 

las proyecciones sobre sus columnas siemp~e y cuando dichas 

columnas sean ortgonales. 

Antes de teTlllinar con este caso es conveniente nncer no-

tar lo siguiente: 

La soluci6n ~ se puede expresar en una forma muy com:pa~ 

ta: 

l:ln efecto 
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se puede escribir en t~rminos matriciales sencillos si se i~ 

troduce la matriz diagonal 

o o o 

o o o 

D = O o t 
q, q, 

o 
t. 
q;_1~1 o 

o o o ••• o t 
'Inqn 

tene•os entonces 

es decir 
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de donde se puede despejar a ~ usando la inversa de D, que 

tallbién es diagonal. 

Asl obtenemos 

Es~o indica que si las columnas de la matriz son ortog~ 

nales, la obtenci6n de la solución ~ es muy sencilla, pues 

basta con multiplicar a y por at y dividir a cada componen

te de Qt y por la 

correspondiente. Por último, observemos que la proyección y 
estfi dada por 

Con esto terminamos el estudio de este caso. 

En este momento se hace evidente la importancia de 

la ortogonalidad en la solución del problema de Cuadrados 

MlniJIOS Lineal, pues como ya se vi6, aporta muchas ventajas 

en la obtención de la solucí6n. 

Sin e•bargo, por lo general, las columnas de la matriz 

A de un problema cualquiera, no son ortogonales. 

¡Qué significa esto? ¿el desarrollo anterior:, no tiene 

utilidad prActica7 ••• 
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Si, la tiene, pues es posible obtener un conjunto de 

vectores ortogonales a partir de las columnas de la matriz A 

y expresar la soluci6n en t6rminos de la relaci6n entre la ma 

triz A y la matriz formada con los vectores ortogonales. 

Para aclarar esta situación y presentar el procedimiento 

general, consideraremos primero dos casos particulares: cuan

do la matriz A tiene 2 o 3 columnas. 

1 er. Caso 

donde no están alineados. 

Interesa ahora obtener dos vectores q
1 

y q 2 ortogonales 

entre sf a partir de a
1 

Y a
2 

As! pues 

q 1 bien puede ser el mismo a
1 

entonces 

Falta ahora detenninar q
2

, veamos para ello la figura 

siguiente, 
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pero esto no implica ninguna dificultad, ya que calculaaos la 

proyecci6n de a 2 sobre q
1

, que llamamos 

y por otro lado, sabemos que es ortogonal a q
1

• Es 

decir informalmente podemos considerar, este modo de resolver 

el problema de Cuadrados Mínimos Lineal colítb un "generador" de 

vectores ortogonales. 

Asi de.finimos 

Como t 

"' 
ql ql 

4 2 - p ª2 t ª2 ql q, q, 

q~ ª2 
= ql t 

q, q, 

al sustituir se tiene: 

q • a 
1 1 

Para comprobar que q
1 

y q
2 

son ortogonales entre sr, 

-calculamos 
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.. o 

A co11tinuací6n, se tratará de expresar a la matriz con 

columnas a
1

, a
2 

en términos de la matriz con colUJ11D.as q
1

, q
2

• 

Para ello, despejamos a
1 

y a
2 

y obtenemos 

donde 

Entonces 

•OR 
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donde O es una matriz m x 2 y R es 2 x 2 . Con esto termina-

mos este primer caso. 

2!? Caso 

Tenemos ahora 

es decir A es mx 3, y a
1 
,a

2 
y a

3 
no están sobre un mismo pla

no. 

Al aplicar el mismo procedimiento anterior, cuando A era 

de m x 2, tenemos que 

donde 

Necesitamos ahora, un vector q
3 

ortogonal a los vectores 

q
1 

y q 2 • Entonces, es fácil notar que la proyecci6n de a 3 s~ 

bre el rango de la matriz Q, cuyas columnas son q
1 

y q
2

, es 

ortogonal a dichas columnas, ya que a, no está en ~(0 1 ), do~ 

de 0 1 =[q
1
1qll, debido a nuestra hip6tesis de que a

1
, a

2 
y ñ

5 

no están en un mismo plano. 

De esta forma, el p::-oblema queda resuelto, 
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tenemos 
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"' q 3 a, -a, 

q •a -
1 l 

y otra vez se comprueba fácilmente que q
3 

es ortogonal a 

ql y q2. 

As!, para q; q
1 

tenemos 

q; _a, 
q; q, •q; a,- t q~ q1-

q1 ql 

ya que 

De aqu'l que 
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donde 

Al despejar tenemos 

Y en forma matricial puede escribirse: 

es decir 

A 111 QR 

El procedimiento para "generar" vectores ortogonales uti 

lizado en los dos casos puede generalizarse para una matriz A 

de n vectores (columnas) independientes y se conoce como el 

M~todo de Gram-Schmidt: 

Si A•[a 1 1a 2 1 ••• an) es una matriz de rnxn, entonces 

. se puede obtener un cónjunto de vectores ortogoP3les 
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q
1

• q
2

, ... ,qn medh.nte el siguiente procedimiento: 

Hacemos 

donde 

para isl,2, ••• ,n-1. 

j=2,3, ••• ,n 

y en fct"111a matricial las expresiones anteriores se escriben 

como sigue: 

l 

o 1 

• o l 

p n- i.· 

o • • • • o l 
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es decir 
A • QR 

donde A es • x n, Q es una matriz m x n con columnas ortogon!_ 

les y R es una matriz n x n triangular superior con unos en la 

diagonal. 

La propiedad que tiene O de tener columnas ortogonales 

nos permite obtener la expresi6n: 

D q 11 2 

1 

o 

o 

Ahora bien, usando la factorizaci6n QR podemos obtener 

la solución del problema de cuadrados mínimos como sigue: 

Si tenemos el problema 

como 

R(Q) •R(A) 

entonces se puede obtener directamente, en este caso, 

usando Q, como ya lo vimos en un ejemplo anterior: 
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ahora, para obtenev ~. se resuelve 

Y al sustituir 

"' AX .. y 

A=OR 

y el valor de y se obtiene 

Para despejar x, usaremos la siguiente propiedad de O: 

As! que, al multiplicar por Qt obtenemos 

es decir 

de donde 
DRx "" Ot y. 

Entonces resulta que el sistema 

es muy fll.cil de resolver debido a la forma triangular de R. 



k 
r~ 

Nota. 

Si 

enton..;<!s 

donde 

y 
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A• QR y [S • 

o 

"' P¡¡; • 

"' R • 

o 

lq 1 :z 
n 

"' P:zn 

En este caso, la proyección de y es: 

y la soluci6n 
•\, 
X 

"' "'"-t y - Q Q y 

se obtiene a partir del sistema 

Cuando las columnas de la matriz A no son linealaente 

independientes existen problemas: desde el punto de vista 

práctico, implica la reformulaci6n del problema y desde el 

punto de vista matemático, el asunto lo tratareaos m4s adelante. 



CAP 1 TU l O 11 

TEORfA BÁSICA 
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INTRODUCCIÓN, 

En este capitulo estamos interesados en presentar las 

propiedades básicas de la solución del problema de ajuste l! 

neal con el criterio de Cuadrados Minimos. 

El problema es el siguiente: 

Dados A, una matriz. de m x n y u~ vector b en ::Rm, dese_!! 

mos encontrar un vector x en ~n tal qu~ el vector 

r=Ax-b 

tenga norma míni111.. 'onde la norma de r está dada por 

con 

Brl 2 = p~ + p~+ ••• +p~ 

Utilizaremos la notaci6n 

min 1 b -Axl 2 

X 

para denotar el problema de ajuste lineal con el criterio de 

CuadTados Minimos, al cual, por brevedad llamaremos simple-
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mente el Problema de Cuadrados Mínimos Lineal. 

La interpretaci6n geométrica de este problema es la si

guiente: 

Se busca un ~ con la propiedad de que 

sea el punto m4s cercar'º a b entre todas las y de la forma 

y•Ax. 

El Rango de la matriz A 

Q(A) • {yjy•Ax} 

es un subespacio de m•, esto lo podemo~ ver en~3 como un pl~ 

no que pasa por el origen. Ver la figura siguiente: 

b 

}- Rango de la ma~riz A 
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b usualmente no pertenece a 4l(A), por lo que lo podemos di

bujar en la misma figura como un punto fuera del plano y en-

tonces 

es el punto mlis cercano en 4l(A) a b. 

Usaremos esta interpretación geom6trica del problesa pa

ra resolverlo en dos pasos: 

i) Calculai· Y'-~. el punto en ll(A) mlis cercano a y. 

ii) Resolver 

A y se le conoce con el nombre de proyección ortogonal 

de b sobre R.(A) • 

En esta sección haremos ver que siempre existe una y 
tal que 

min 1 b - yl 2 
• B b - yU 2 

y en ll(A) 

y que atlemás es an1~a. 

Despuás veremos ~ue la solución "' X de 

también existe, pero su unicid:ld va a depender del rango de 
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la matriz A. 

Para demostrarlo presentaremos algunos resultados eleme~ 

tales. La demostraci6n de éstos se basa en las p~opiedades 

de un triángulo is6sceles. El Lema siguiente establece las 

propiedades que nos interesan de una manera que nos será de 

utilidad: 

Sea y 1 y Yz• dos vectores diferentes, tales que 

entonces 

y -M 

y l + y 2 

2 

i i) y M es e 1 punto más cercan•> a b sobre la recta que pa~a 

por y 1 Y Y 2 • 

Demostración. 

Considérese la figura siguiente donde hemos trazado la 

recta que contiene a y
1 

y y
2

• Observemos que yM es su punto 

medio y que b, y
1 

y y
2 

forman un triángulo is6sceles. Así 

pues, lo único que haremos ver será comprobar que yM es su 

altura. 
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b 

Como 

tenemos 

t t (b-y¡l (b-yl) - (b-y2) (b-yl) 

fty1n2- 2bt Y
1 "' u y u 2 

- 2b t y ,, 2 

2bt(y~ - Y¡) =Oy~ll 2 -By 1 A 2 

2b t (y 2 - Y1) = t 
(y 2 +y 1) {y 2 - y l) 

bt(v 
:;. 2 - y 1) "" 

y 2 +y! t 
(--2--) (Yz -y1) 

(y 2+y1) t 
( b - 2 ) (y 2 - y 1) = o 

de donde 
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Adern4s, por el Teorema de Pit~goras 

de donde 
I b - yft 2 > H b - y Hh " 

para toda y sobre la recta que pasa par y
1 

y y 2 • 

En el resultado siguiente veremos que dados una recta 

cualquiera L y un punto P que no esté contenido en ésta, sie~ 

pre· existe un punto Q sobre la recta L que es el más cercano 

.al punto P. 

Teorema. 

Sea b ElRm y L una recta cualquiera en lRm que no contiene 

a b, entonces existe un punto ~ sobre L que es el más cercano 

a b, es decir, 

namostrac16n. 

min 1 b - yD 2 
• 1 b - ~B 1 

yeL 

Sea y 
1 

e L un punto arbitrario, y sea 

Y• Y 1 +ta 

con a .,,, o, t ElR, la ecuaci6n de la recta L. 
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Obs6rvese que si y está sobre L, y b - y? es ortogonal 

a L tenemos 

lb-y 1 2 +1y -yl~alb-yl 2 

l 1 

b 

y 

y por consiguiente 

para toda y sobre L. Es decir y
1 

serta el punto más cerc~ 

no a b, como se ve en la figura anterior. 

De aquí que es natural suponer que (b -y1 ) no e.s ortog~ 

nal a L v6ase la siguiente figura, es decir 

Cb - y
1

) t a.¡. O 
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Para demostrar la afirmaci6n del Teorema bastará con e~ 

contrar "' y 1 sobre L con "' 1 y 1 "'Yi ta. que 

si 

"' "' Y 1 =y 1 +tA 

al sustituir tenemos 

"' y resolviendo para t se obtiene. 

ftaH 2 

Como 
"' t ,,. O, porque 

(b - y 
1

) t a.;. O 
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entonces 

"' "' y 1 "" y 1 + tA 

est4 a igual distancia de b que y 1 y por el Leaa anterior, 

su punto medio yK es el. punto m:h: cercano a b, es decir 

min 1 b - yft 1 
"" I b - y MI 2 

y€L • 
Cuando la recta pasa por el origen las f6naulas que se 

obtienen son muy simples: 

Corolario. 

Si b no es un maltiplo de a, entonces el punto y m4s 

~ercano a b de la recta 

Y .. f.:a 

con ¡; ER 

satisface 

i) b-y es ortogonal a la recta y=f;a, es decir 

ii) 

(b - y) 1 a 

"' y . ªªt =--b. 
at a 

Es natural esperar que si "' y en R(A) es la mejor aprox! 

maci6n a b, er•tonces (b - y) es ortogonal a todas las rectas 

en R(A) que pasan por "' y. 
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b 

Lo anterior lo establece el siguiente: 

Teorema: 

Si ~e R(A), es tal que 

y .1 (b - ~) 

para toda y ·e R (A) , entonces 

Demostración. 

D b - ?!! 2 
"" min D b - yD 2 , 

YE4l(AJ 

Por el Teorema de Pit4goras • 

.... 
y 
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lb-yl 2 +ly-y0 2 = lb-yl 2 

para toda y e Q(A) 

entonces 

lb-yU 2 <: lb-yl 2 

para toda y e ft (A) 
• 

A continuación probaremos en general, la existencia del 

punto "' y. 

Como la demostración que presentamos s6lo usa el hecho 

de que ft(A) es un subespacio de ~m. formularemos el result~ 

do en términos de subespacios para no distraernos, por ahora, 

con la matriz A. 

Teorema. 

Si S es un subespacio dcJRm y b es cualquier vector, 

entonces existe 

Demostración. 

"' y en S tal que 

min a b - yR 2 = 1 b - Yt 2 

yes 

Sea {z 1 ,z 2 , ••• ,zk} una base de S, entonces si y exi~ 
te este debe ser de la forma 

"' y ª1z1 + a2z2+ ••• +akzk 

Za 
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donde z es la matriz de m x k cuyas columnas son 

Z l / Z 2 / • • • I Zk 

y a es el vector de componentes 

Por otro lado, si y existe, entonces (b •· y) debe ser 

ortogonal a todos los vectores y en S, y esto significa en 

particular que 

es decir 

zt(b - y) = O 
i 

para i=l,2, ..• ,k 

t z
1 

(b - za) = o 

para i = 1,2, ..• ,k 

Oc donde obtenemos un sistema de ecuaciones que debe sa

tisfacer el vector a. 

Este sistema se puede escrib]r de la forma 

para i•l,2, •.• ,k 

y en forma matricial: 



t z
1 

Z 
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z~ z a = 

que se puede escribir en la forma 

con 

z = r z 1 1z2 1 ••• 1zk1 

Si el sistema tiene solución, ésta debe ser 

"' y "' za 

De aqui que todo se reduce a ver que la matriz zt z de 

kxk es invertible; para ello, bastará hacer ver que si 

zt zii'. = o 

entonces: ~ = O 

Lo anteriPr se obtiene al multiplicar 

por 'l,t 
a , ya que 

o = ~tzt zii'. = cz:i> t czii'.i .. a z~ 2 = o 
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lo que quiere decir que 

z~ • o 

y coruo las columnas de z son independientes, esto implica, a 

su vez, que 

il - o 

luego entonces 
zt z es invertible 

y el sistema 

tiene soluci6n, y 

~'"' Za 

es el punto más cercano a b, pues por .:c!l!t-rucc:i6n satisface 

que quiere decir que (b -yl es ortogonal a la base de S, y por 

consiguiente a todo S. 

de donde 

min 1 b - yD 2 • 8 b - yU 2 

YE$ • 

Corolario. 

Si b ElRm, entonc~s existe en 4t(A) tal que 
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min D b - yD 2 
.. B b - ~ 2 

yeff(A) 

Una vez probada la existencia de y la demostraci6n de 

que es tlnica se sigue en forma na.tura!. 

Teorema. 

Si existe en ff(A) tal que 

m1n n b - yU a ... 11 b - yl 2 

YEff (A) 

entonces es única. 

DefiniciOn. 

Dado S un subespacio de JR111 cada b en :itm le podemos 

asociar una tlnica s en S tal que 

min D b - sD ~ .. O b - 'iu 1 

11 en s 
es decir, tenemos una función 

p S :lRm + :Rm 

tal que 

A P 5 la llamaremos la proyección ortogonal sobre s. 

El siguiente resultado nos indica que la proyeccidn or-



togonal sobre un subespacio S es lineal y simétrica. 

corolario. 

Si P S :1Rm +JRm es la proyecci6n ortogonal sobre el sub-

espacio s y z es una matriz de mxk cuyas columnas son una 

base de s. entonces 

y por consiguiente es lineal y simétrica. 

Demostrac1.6n. 

p b = "' s y 

m Za 

Como se vi6 en la demostraci6n del Teorema anterior 

de donde 

y por lo tanto 
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JEOREMA DE LA PROYECCION. 

Observemos que si b no está en el subespacio S, enton-

ces 

y"' p b 
s 

es diferente de b y por consiguitnte el vector no nulo 

b - rs b 

es ortogonal ~ s. 

Esta propiedad la podemos utilizar para construir bases 

ortogonales en cualquier subespacio S. 

Teorema. 

si S
1 

es el subespacio de S, cLya base es z 1 , 

S2 es el subespacio de S cuya bas~ e~ {z 1 ,z 2 } 

S1 es el subespacio de' S cuya base '.Is {:z 11 zl' .•. ,z 1} 

y tambi6n si 

q1 • z1 

q2 ,., Zz - p Z s l 2 

z, p z, - s 2 
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entonces 

es una base ortogonal de S. 

De:mostraci6n. 

Es evidente a partir de la construcción y del hecho de 

que 

• 
Ohservemos ahora que "' y ,. Ps b tiene una expres í6n muy 

Supongamos que 

con a 1 E~ 

para i .. 1,2, ••• ,k 

Entonces 

y como 

para i • 1,2, •.• ,k 

obtenemos 

.. o 
para 1•1,2, ••• ,k 
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a. = i 

Al sustituir. obtcne~os 

t t 
ql ql q2 q2 

b + -t---b+ •.• + 
q2 q2 

- de donde 

Ps1> 

Obsérvese que cada término de la forma 

b 

es la proyecci6n de b sobre q
1

• 

Lo anterior puede resumirse en el teorema siguiente: 

Teorema. 

Si {q 1 ,q 2 , ••• ,qk} es una base ortogonal de S y P1 es 

la proyecci6n ortogonal sobre q 1 , entonces 

Ps =Pi+ P2 + ••• + Pk 
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EXISTENCIA DE LA SOLUCION. 

Hasta este momento hemos tratado acerca de la existencia 

y la unicidad de la proyecci6n 
'\, 
y. 

A continuación estudiaremos la existencia y unicidad ~e 

la soluci6n ~. llamada de norma mínima del problema minOy-~ 2 , 

asr como la forma de calcularla. Esto corresponde a la segun-

da parte del cálculo de la Solución del Problema de Cuadrados 

Mínimos. 

Para tratar lo anterior es necesario recordar que ~(Al es 

un subespacio S, es decir 

S =~(A). 

Presentaremos a continuaci6n dos casos: 

Cuando las columnas de A constituyer. una base de S, 

tendremos una sola x tal que 

'\, 
y = Ax 

es decir, en este caso, existe unicidad en la represent~ 

ci6n de 
y ,,. p b 

s 
Cuando las columnas de A no forman una base de S, es de-

cir. cuando son linealmente dependientes, existir! una 

infinidad de representaciones 

y .. Ax 
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porqu~ x no estará únicamente determinada. Y en la prá~ 

tica se tiene que escoger no una y ünica. sino una x 

única y por lo general, se elige la x de norma más pe-

quena. 

RANGO COMPLETO. 

Cuando las columnas de A forman una base para ff(A) tene

mos lo siguiente: 

Teorema. 

S . "' l y es el vector más cercano a b en ff{A) y y,.~. te-

nemos que ~ satisf. e 

Demostraci611. 

Como y .L (b - ~) 

para toda y e R(A) 

si 

son las columnas de A, es decir, si 
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entonces las a
1 

para i "'1,2, ••• ,n 

generan ff(A) y por consiguiente 

si y s6lo si 

es decir si y s6lo si 

y .L (b - ~) 

para toda y e ff (A) 

para toda k .. 1,2, ••• ,n 

at (b - Afi> • O 
k 

para k,.1,2, ••• ,n 

en forma matricial tenemos la condición buscada 

.. 

Las ecuacione1j del sistema 

se conocen como las Ecuaciones Normalqs del problema de Cua

drados Minimos. 
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Teorema. 

La soluci6n ~ al problema de 

min U b - Axll z 
X 

donde A es de mxn, m>n 

puede escribirse como 

si rango (A) = n. 

Demostrac16n. 

Dado que 

y como rango CA) =n, entonces A tiene columnas independien

tes y At A es no singular. 

Por lo tanto 

• 
corolario. 

La proyecci6n y de b sobre R(A) puede escribirse en la 

forma 

y • A{ (A t A) - 1 A tb} 
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y por lo tanto 

t -1 t 
PR(A) • A{A A) A 

Demostraci6n. 

Es inmediata al sustituir el valor de ~ obtenido en el 

resultado anterior.~ 

Como conclusión de lo anterior tenemos el siguiente: 

Teorema. 

El problema de 

min U b - AxJI 2 

X 

tiene solución 6nica si y sólo si la matriz A tiene rango 

completo (máximo). 

RANGO DEFICIENTE. 

Pasaremos ahora a tratar el caso cuando la matriz del 

sistema no tiene rango máximo; es decir, cuando sus columnas 

son linealmente dependientes. 

Este caso encierra una problemática diferente, pues se 

tiene que elegir entre un namero infinito de solucione~. Usual 

mente se elige la solución de norma más pcquefta. 

Estamos considerando ahora el problema 
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min D b - AxO 2 
"' B b - yl 2 

X 

en donde A es de m x n, con m > n y adem4s rango (A) = r < n. 

Definamos entonces el conjunto de soluciones como 

&(b) = {~l.Aié=y es el punto 

más cercano a b} 

que es un conjunto de la forma 

4 {b) 

donde 

~ + N(A) 
p 

{~ +z: zEN(A)} 
p 

y N(A) es el nacleo de A. 

Es de particular intecés el elemento x min de a(b), que 

tiene norma mínima, y qu~ ademá~, como veremos, es fácil de 

calcular mediante otro pToblema de Cuadrados Minimos. 

Ob~ervese la figura siguiente, enE3 en donde dim(N(A))=2 

es decir N(A) es un plano que pasa por el origen y 4(b) es un 

plano paralelo a N(A) que pasa por el punto x min. Notemos 

que X rnin es la proyecci6n ortogonal de x sobre N(A)
1 

que 
p 

en la figura es una recta ortogonal a N(A) que pasa por O y 

xrnin. 



X .-----IJ XIII 1 n 
p 1 • 

' . 
• ' 

' • • 
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Teorema. 

Si y es la proyeccí6n ortogonal de b sobre ff(A) y si 

A(b) es el conjunto de x tales que 

.... 
Ax = y 

entonces Xmin E A(b), es ortogonal a N(A). 

Demostración. 

Considérese el problema 

rnin Rxl 2 

z E 6 (b) 

donde 

A(b) ""{xlx=x +z: zEH(A) y Ax "'Y} 
p p 

entonces 

min Uxll 2 min U x +:ti 2 

X E 6(b) z: E N(A) p 

Sea wn X k tal que 

con v 1 ,w2 , ••• ,wk linealmente independientes y generan N(A). 

Entonces si z =Wh para alguna h, podemos escribir 

min Hxll 
x E A(b) 

Esto como se puede ver es un problema de rango COlllploto, 

de donde 
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y por lo t:ant:o 

][ +Wh . 
p ain 

X +[-W(Wt W)- 1 Wt X) 
p p 

( I -W(Wt W)- 1 WtJx 
n p 

que es una expresi6n para x•in en términos de una base para 

N(A) y una soluci6n part:icular X • p 

Para probar que x•in es oit:ogonal a N(A) bast:ar~ con 

probar que xllin es ortogonal a las columnas de W, es decir: 

En efect:o 
Wt[ I - W(Wt W). 1 Wt] x "' 

p 

( U t - t-i t W (N t W) - 1 W t) l: 

(Mt-Wt)x =O. 
p • 

p 

La idea central de la deaostraci6n anterior se basa en 

lo s!guient:c: 

Si v,,,;{vJv .. Ax+c: xEJR0
} 

el probleaa de resolver 

m.in lb - vi; 
VE V 
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equivale al problema 

donde 

ya que 

min Id - Axl 1 

X 

d • (b - e) 

min lb- vi 2 

v6V 
min 1 b - (Ax+ c)l 2 

X 

El siguiente paso consiste en obtener una expresi6n para 

la soluci6n xmin en t6rminos de una base de 

Esta expresi6n resultará más Gtil que la anterior pues 

se conoce n(At) pero no N(A). 

Supongamos ahora que las colulllllas de la aatr:i.z: n x r V 

constituyen una base para N(A)
1

• Entonces 

X •V 
•in 9 

para algGn vector q 

Entonces si 

Ax '"' ... •in Y 

tenemos que 
AVg • y 

Como AV de m x r, es de rango completo y adea4s el sist!:_ 

ma no es cuadrado, nos convicnt' aplicar las ecuaciones noraa-

les, 



- 73 -

Entonces 
9 • ( (AV) t (AV)) - 1 (AV) t ~ 

de donde 
X i •V ( (AV) t (AV)) - 1 (AV) t ~ 

111 n 

que es una expresión para la solución x
111

:Ln en tErminos de 

una base para 

Por otro lado, cabe recordar que z e N(A) si y sólo si 

donde 

para k=-1,2, .•• ,m 

son los renglones de A. Es decir, el conjunt~ 

genera a NU\}1 • 

De aqu! que xain puede expresarse tambi6n como 

X • min 

para alguna 9 

Como At no es de rango completo, At no puede sustituir

se por V en la expresión anterior. 
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Ahora podemos presentar el siguiente Corolario que es 

básico para el resultado fin~l-

Corolario. 

Sea B una matriz de r ;< n de rango completo , y r < n. 

Entonces la soluci6n de norma mfnima x•in' de 

Bx"" z 

está dada por 

y ademh 

Demostraci6n. 

Como los renglones de B son 1 inealmente independientes, 

constituyen una base para 

presar de la forma: 

Por lo tanto 

N(B)
1

, entonces x i se puede ex
• n 

para alguna q 

y como BBt es de rango completo 
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Al sustituir en se obtiene 

y como 

tenemos que 

Por lo tanto 

• 
Deseamos aJiora obtener una expresión para la solución de 

norma minima del problema de Cuadrados Mtnimos, en este caso, 

es decir cuando rango (A) "'r < n. 

La expresión que se obtenga deberá estar como un produc· 

to de matrices de rango completo. 

Para llegar a la expresión que se requiere, veamos el 

siguiente resultado. 

Teorema. 

Dada 1\m x n, con rango (A) = r < n, se puede obtener una 

descomposición de A como el producto de dos matrices de ran· 

go r. 

A • QB 

donde Q es de m x r y B de r x n • 
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Demostración. 

Por un Teorema anterior, existe una base ortogonal 

de &l (A). 

Sea. O=·(q 1 lq 2 ! ... ¡qr) 

las qi's. 

Sean también ai 

la matriz cuyas columnas son 

para i•l,2, ... ,n 

las columnas de A, y como a 1 e~ (A) tenemos 

para i=l,2, .•. ,n 

Podemos escribir A en la forma siguiente. En tlSrmi-

nos de sus columnas 

donde e
1 

es la base canónica de lRn. Sustituyendo ai en 

t~rminos de los qi, obtenemos 

n r 
A= i~1<j~1 13 ji qj)e~ 
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Sea 

Entonces 

Esto lo podemos escribir como el producto de O con una 

matriz n cuyos renglones son las bj, es decir 

donde ej y e
1 

son los vectores de la base can6nica de lRr~ 

como 

tenemos 
A • QB 

con Qm x r, Br x n y como rango <Al • rango (0) • r 

tenemos que 
rango (B) • r. 

• 
Pasemos ahora a obtener la represcntaci6n de la solu-

ci6n de norma minima, del problema 

min H b - Axll 2 

X 

cuando A no es de r~ngo completo. 
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Sea pues Am x n con rango (A) .. r. Entonces 

A.,. QB 

de donde 

min 1 b - Axl z • aú.n 1 b - QBxl ª 
X X 

y si 

ax. tenemos 

aú.n 1 b - Axl z = min a b - Qzl 2 

X :r. 

en donde O que es de m x r, tiene tambi6n rango r: 

rango {0) .. r 

Así pues usando l~s ecuaciones normales obtenemos 

Además B de r x n con rango {B) "'r permite representar 

a la solucí6n de 

como 

llú.n Yxl z 
Bx • X 

Al sustituir el valor de 

se obtiene: 

en la expresi6n anterior 
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Corolario. 

Sea Amxn, con rango (A) =r<n, tal que 

A = QB 

donde Q es de m x r y B de r x n 

y 
rango (Q) "' rango (B) .. r 

Si B es tal que 

entonces la solución dP, 

está dada por 

y 

Corolario. 

min U b - AxU 2 

X 

Con las hipótesis del resultado anterior y si además Q 

es tal que Ot Q = I entonces la solución de 
r 

estf dada por 

min n b - Axll 2 

X 
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y t 
pll(A) .. QQ • 

Corolario. 

Con las mismas hip6tesis del resultado anterior y si a~Q 

más B es tal que 

entonces la solución de 

está dada por 

min Bb - Axl 2 

X 

De los resultados anteriores se deduce que si fuera pos! 

ble descomponer una matriz en la forma 

A .. QB 

donde Q turiera columnas ortonormales y B tuviera renglones 

ortonormale~, la expresión para la soluci6n del problema de 

Cu~drados Mínimos se reduciría a una forma muy simple. 

Sin embargo, esto en general no es posible, pero si en 

vez de ortonormalidad pedimos ortogúnalidad simplemente en 

las columnas y renglones, veremos que s! se ~uede obtener la 

descomposición. Esto equivaldría a afiadir una matriz diago

nal ~ entre Q y B, es decir, buscar una descomposición 
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A=QEB 

En el siguiente capítulo veremos que siempre es posible 

obtener este tipo de descomposición. 



CA P 1 TU LO 111 

DESCOMPOSICIÓN SINGULAR Y SEUDOINVERSA 
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INTRODUCCIÓN. 

En esta secci6n presentaremos una serie de resultados 

que nos conducirán a obtener la factorizaci6n conocida como 

la Descomposici6n Singular. 

Nuestro prop6sito es hacer ver lo si~uiente: 

Dada una matriz A de mxn con rango r, se puede fac-

torizar como 

donde Umxr, Vrxn y l:pcr tienen la estructura siguiente: 

V = ( V 1 1V2 1 • • • • 1 V r) 

y las a
1

•s se conocen como los valores singulares de A, y 

las matricés U y V son tales que: 

Vt. V,. I 
r 

Además, presentaremos una de las aplicaciones más impo~ 

tantes de la Descomposici6n Singular, relacionada con la oh-
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tenci6n de la soluci6n de norma mínima, xmin' del problema 

de 
min O b - Axll 2 

X 

Para comenzar, conoceremos el origen de los ui, vi y a i 

·que aparecen en la Descomposici6n Singular. 

Supongamos entonces que tenemos 

de dond~ podemos obtener los productos: 

i) At A• (U I: Vt)t (U I: Vt) 
\ 
~ 

• V :i::2 vt 

r t -il:1ªf vi vi 

este primer producto indica que las son los val2_ 

res característicos de At A y los vi, los correspondie~ 

tes vectores caractertsticos ya que si multiplicamos a~ 

bos miembros de la expresi6n de At A por v1 obtenemos 
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el segundo producto nos senala que los vectores caract~ 

r!sticos de A At son los ui. 

Observemos también que {v1 }, las columnas de V, forman 

una base ortonormal para ~(At). mientras que {u1 }, las co

lumnas de U, constituyen una base ortonormal para ff(A). 

Una vez comprendida la importancia de At A y A At, ne

cesitamos del Teorema siguiente para relacionar arubas matri-

ces. 

Teorema.:. 

Si a~ O, es un valor característico de A t A, y u es su 

correspondi&nte vector caracter!stico, entonces a es un va

lor característico de A At y AU es su vector característico 

correspondiente. 

Oemostrac16n. 

Tenemos 

A t Au • au, con u ~ O 

de donde 
AU"" 0 

Al multiplicar por A, se obtiene 

• 
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Observemos ahora que la existencia de la factorizaci6n 

A = U l: Vt 

parece indicar que si la matriz A es de rango r, tambi~n 

lo serán At A y A At. 

A continuaci6n veremos que lo anterior es cierto. 

Teorema. 

i) é!(AAt) "'oR(A) 

ii) N(A) = N(At A) 

Demostración. 

Sea z E 4l (A A t) -> z =A A t X 

para alguna x. 

-> z ""Ay 

con y= A t x 

-> z .. ff{A) 

por lo tanto 

Ahora bien, 

sea z E ff (A) -> z = Ay 
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pero la y de norma mínima, Ymin' es tal que 

satisface 

como ya se vi6 antes 

De donde 

y por lo tanto 

de donde 

z ,. Ay 11:1in 

para alguna 9 

z = A(A t 9) 

• (A A t)g 

-> z E il(A A tJ 

• 
ii) N(A) = N(A t A) 

Sea z E N(A) -> A Z• O 

-> A t .Az • A t (O) • O 

-> Z E N(A t A) 

por lo tanto 

N (A) e N (A t A) 

Sea ahora 
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z EN (A t A) -> A t AZ =O, 

de donde AZ es ortogonal a los renglones de At, es decir, a 

las columnas de A, pero como AZEl?(A), lo anterior sólo es 

posible si 
AZa 0 

de donC.e 
z e N(A) 

y por lo tanto 
N(At A) C N(A) 

de donde 
N(A) .. N(At A) • 

• 

Corolario. 

r • rango (A) .. rango (A -A t) .. rango (A t A) • 

OBTENCION DE LA DESCOMPOSICION SINGULAR DE LA MATRIZ A POR 

MEDIO DE 

Antes de presentar el desarrollo que nos conduce a la 

obtención de la Descomposición Singular, seftalaremos las 

ideas principales que se utilizarán: 

Trataremos de calcular la Descomposición Singular a PªL 

tir de la Descomposición Espectral de A At. 

Es conveniente hacer notar que la demostración a la que 
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nos referimos ahora no es general, pues involucra algunas 

limitaciones, que oportunamente se senalarán. 

Observemos, entonces que como .~ P•t es una matriz sim! 

trica, por el Teorema de la Descomposición Espectral, tene-

mos: 

con 

y {u1 i ortonormales. 

Al multiplicar por u, a la relación anterior, tenemos 

de donde haremos ver que At u es "casi" la matriz V que h!, 

ce falta para la factorización conocida como la Descomposi

ci6n Singular. 

Es decir, tendremos que obtener una V con columnas orto 

normales, tal que 

A t U •V j;'-l 

con 

:& • diag 1 -a-1 , 6 2 , • , • , '6 rl 
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para llegar a la expresi6n 

AV U l: 

que al multiplicar por vt nos conduce al resultado deseado 

con 

l: = diag [ a 
1 

, a 
2 

, ••• , a rl 

La d~mostraci6n que s~ obtiene al seguir estas ideas s6 

. lo es válida cuando los elementos 

a i , a 2, ••• ,ar 

son diferentes entre sr. 

Al final de la sección presentaremos una demostraci6n 

general, pero en la cual no se puede interpretar el resulta

do en la forma tan simple como ocurre en este caso. 

Teorema. 

Sea Amxn u.na matriz con rango (A) -r, r<n; y tal que 

los valores caracterfsticos de At A no nulos, sean simples; 

entonces A puede factorizarse como 

A= U l: Vt 
mxr rxr rxn 

en donde u y V tienen columnas ortonormales y 
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l: • diag [ o 
1 

, o 
2 

, ••• , o r] 

con 

y que se conoce como los valores singulares de A. 

Nota. 

La hip6tesis sobre los valores característicos de At A 

no es necesaria para la demostraci6n general. 

Demostraci6n. 

Dada A At simétrica, existe U, ortogonal y o diagonal 

tales q11e 

con 

U =(u 1 lu 2 ! ... !u J mxr r 

y 

para i•l,2, ••• ,r 

Multiplicando por u, obtenemos 
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ya que 

Para hacer ver que las columna~ de At U son ortogonales, 

necesitamos probar que dichas columnas son los vectores cara_s 

.tertsticos de At A. 

Así que, al multiplicar por At, tenehlos 

Si tomamos ahora 

entonces 

para :i.•1,2, ••• ,r 

A..'lora, si 

61>02> ••• >or 

tenemos que el conjunto 

Es decir, la matriz At U tiene columnas ortogonales. 

Para hacerlas ortonormales, dividimos cada. columna en-

tre su norma, y asi tenemos: 
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[ ,::, 1 1 1 
~]- (w 1 lw.l •.• jwrl 

• • • a wru • 

o 

es decir 

1 · . · I ': :. J - (A t Ul f 

con 

2' • diag 1 

R "'211 l···l ,w'..] 
y, regresando a la relación 

A At U • U O 

tenemos que al normalizarla 

obtenemos 
AV •U E 

con E • o E 

y 

o 

1 

lw 1 
r 
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en donde vi son ortonormales, y además 

l: = diag 1 c 1 ,a 2 •. •. •ºr) 

es tal que 

para i=l,2, ••• ,r 

En t6rminos de vectores, podemos escribir 

para isl,2, ••• ,r 

. donde 

forman una base para el N(A) 1 . 

Ahora bien, x ElR", puede c1esco•ponerse en 

donde 

y como 

y 
1 

Xz e N(A) 

N(A)
1 est4 generado por 

" {v
1
,v

1
, ••• ,vr} 

tenemos que al aplicar a x la matriz A, resulta: 

Ax • Ax2 



y como 

tenemos 

ya qui:; 

de donde 

es decir 

X • 2 
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r t 
= i~1 vi (vi x) 

... 

Ax Ax2 

r t ,. Af ~ _:1 vi Vi) 

r 
t 

- l: (Av
1
)vi X 

i•1 

r 
.. 1: 

1•1 ª1 ui vt 
i 

Av1 = ª1 u1 

X 

X 

para 1=1,2, .•• ,r 

• 
Obs6rvese ahora que como 
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se tiene que 

ya que generan N(A) 1 en el dominio de A. 

Tambi6n tenemos que como 

ya que {u
1
,u

2
, ••• ,u_} generan Q(A) en el contradominio de 

A. 

Es conveniente hacer notar que algunas veces la Descom-

posicion Singular se escribe en la forma 

A ,. tf 
mxn mxm 

"' "' con o y V ortogonales y 

E o r 

"' E .o 
o m-r 

o 

r n-r 
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La obtención de esta factorizaci6n iaplica coapletar el 

conjunto {v 1 ,v
2

, ••• ,v
1

} para formar una base ortonoraal en 

el dominio de A, y hacer lo mismo con 

en el contradominio. 

"' Esto seria, formar V 

con columnas ortonormales, lo que equivaldria a obtener 

~ rucn ortogonal y hacer lo análogo en el contradoainio: 

Formar 

"' con º•xm ortogonal. 

"' u [U 1 U1J 
r a-r 

Para así llegar a calcular 

"' "'"' A V U ::E 

con 

o 

• o 

o o 
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y despuEs, multiplicando por ""t 
V obtener 

'\, 

A .. U 
mxm 

"' :t 
mxn 

"'t 
V nxn 

EXISTENCIA DE LA DESCOMPOSICION SINGULAR EN GENERAL. 

Antes de formular el resultado anterior en general y de

mostrarlo, recordaremos la definición de norma de una matriz*. 

Para ello, consideraremos el problema de ampliar el con-

cepto de norma euclideana de un vector a una matriz: 

Definic16n. 

gue 

Si Amxn, entonces la norma de A: UAll , se define como 

llAll sup U AxR 
X'!ÓO 11 X 11 

La definición anterior también puede expresarse como s! 

llAll = max llAxO 
llxll •l 

debido a la continuidad de llAxU. 

Con esta última definici6n podemos interpretar geométri

camente a la norma de A : llA ~ , como la longitud del vector 

* Nos referimos siempre a la norma euclideana. 
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"más largo de la imagen de la "bola unitaria" bajo A. 

Es decir, el vector "más grande" del conjunto 

Z = {z/z = Ne; ~ x ª"' 1) 

Si rango (A) r, la frontera de este conjunto imagen 

es, de hecho, un elipsoide de r dimensiones en nfl. 

A __ .. 

)-
11 X ,¡ ::r: 1 

La figura anterior nos ilustra la interpretaci6n geo

métrica de !a norma cuando m • 3 y rango (A) m r • Z 

Para presentar la demostraci6n general sobre la exis 

tencia de la Descompcsici6n Singular requerimos Je los re 

sultados siguientes: 

Lema. 

Existen x e IRn y y e mm tales que 
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con 
u x 1 o • a y 

1 
n '"' i y a 1 .. DA n • 

Demostraci6n. 

Como 

entonces, por continuidad, existe x 1 , tal que 

y 

Si ahora, hacemos 

a 1 "'DAll 

y 
Axl Ax¡ 

y ---- .. 1 11Ax 1 11 llA 11 

entonces 

con 

• 
Para probar la existencia d~ la Descomposici6n Singular 

utilizare~os la idea siguiente: 
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Se buscarán matrices u; y V
1 

ortogonales tales que 

º1 o o l 

Ut A V O 
mxm mxn nxn 

B m-1 

o 

l n-1 

y despu6s se procederá por inducción. 

De acuerdo con la idea anterior. el Lema siguiente es 

relevante en la demostración. 

Lema. 

Dados u, v tales que 

Uun = lvl +. o 

existe P. una transformación ortogonal tal que 

Pu,. V 

Oemostraci6n. 

Se hará ver que P es una reflexión sobre la bisectriz 

Je u, v, vease como ilustraci6n la figura siguiente. 



y sea 

s 

como 
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Sea entonces 

S {z/z = >. (•.l + v} ; ). E lR} 

Entonces la proyecci6n de u sobre S está_dada por: 

' 1 
1 • • 1 

13 

....... .... ..... .... .. .. ...... ... ...... -· --.---· .,.--· _ .. 

nzou .. 1, al reordenar, obtenemos 

entonces 

V - U -

.. u -

de donde, al tomar a P como 

2Cu-P u) 
-" 
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obtenemos el resultado deseado, es decir, P es tal que 

Pu • v • • 
Con estos antecedentes pasamos a la demostraci6n gene

ral del Teorema de la Dcscomp0sici6n Singular. 

Teorema. 

Ser. A una matriz de m x n, entonces existen UlllXJll ort,2_ 

gornd. vnxn artogonal y :!:nurn di.:;gon'11 <.:un elementos 

con r = min Cm, n) 

tales que 

Demo:straci6n. 

Por uno de los Lemas anteriores sabemos que existen x 1 , 

y 1 tales que 

Ax 1 •CT 1 Y
1 

Por otro Lema, se sabe que existen U
1 

de mxm y V
1 

de 

n x n, ortogonales, tales que 
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Al sustituir los valores 

en 

Obtenemos 

es decir 

t~to implica que 

A .. Ut AV
1 2 l 

tiene la estructura siguiente: 

A • 2 [ :· :: ] :_ 1 

1 n-1 

y como 0
1 

y V1 ~ son ortogonales, tenemos que 

a 
1 

• DAD • llA 
2
U 

debido a que las matrices ortogonales conservan la norma de 

una matriz. 
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Continuando con la demostracidn, haremos ver que 

w .. o 

pues de otra forma no se obtend~la la estructura diagonal de 

I: y concluiremos que U en <:a 
1 

Supongamos pues que .,,.,,,_O, entonces consideremos 

con u - [: J 
Esto equivale a escribir 

z .. 

y como 

tenemos 

U A 2 xll 
llA2 11 "' max 

""'º UxU 

_n zl! 2 

!luU 2 

U A
2 

uB 2 

OuU 2 

(a~+nwH 2 ) 2 +1B 2 w0 2 

a~ + llwll 2 

11 B 2 wll 2 

., (a~ +nw~ 2
) + 

ai + Uwll 2 
• 
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Como 
~ > a 2 + DwB 2 > a 2 

U uD z l l 

Tendríamos que 

es decir 11 A 11 

si DwU +. O 

H A
2 

un 
---- > ª1 

lfuO 

• llA J 1 
2 

> a 
1 

le cual contradice la definición de 

a 
1 

,. IAI. 

Por consiguiente w = o. 

Oe donde 

si llwll ~ O 

si llw 11 'I O 

Además, de lo anterior se obtiene directamente que 

Continuaremos ahora la demostración por inducci6n. 

Supongamos que hemos obtenido 



donde 

y 

y 

A .. 
k 

o 

k-1 
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o k-1 

m-k+l 

'\. '\. 

Procediendo como en el caso inicial, existen ok y Vk 

ortogonales tales que 

o 1 

o m-k 

1 n-k 

con 
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Resta ahora obtener las uk y vk correspondientes. 

Definiremos entonces, 

V • k 

o 

o 

y al aplicárselas a ~· obtenemos 

o 

o 

o 

de donde podemos concluir que existen U y V ortogonales ta

les que 

con 

para r = min (m,n) • 
• 

De la demostraci6n anterior se deriva el siguiente: 
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Corolario. 

La norm& de A es igual al valor singular m4s grande de 

A. 
UAA - o • 1 

INTERPRETACION GEOHETRICA DE LOS VALORES SINGULARES. 

Veremos ahora que los valores singulares son las longi

tudes de los diferentes ejes ae un elipsoide de r dimensiones, 

donde 
0 1 = 0 max 

son las longitudes del eje mayor y del eje menor respectiva-

mente. 

Para lograr lo anterior, haremos ver que la "bola unit!_ 

ri~' en En se transforma, bajo A, en un elipsoide r-dimen

sional, que es s6lido si r<n<;m. 

Esto es, el conjunto 

B .. {x¡uxn = l} 

que conocemos como la "bola unitaria" en En, se transforma 

en 
Z .. {•lz •Ax con RxD = l} 

Para ver que este conjunto es un elipsoide, emplearemos 

la Descomposición Singular de A: 
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entonces, z e Z puede escribirse como 

Ahora, si tomamos 

tenemos que por la ortogonalidad de V, 

RyR"" Dxl = 1 

si consideramos ahora el conjunto 

"' Z = {u ¡u = U t Z, Z E Z} 

observamos que tiene las mismas propiedades geom6tricas que 

Z debido a que U es ortogonal. Asi que usaremos por comodi 

"' dad al conjunto Z. 

Tenemos u = 2: y con lyl .. 1 

como 
r 

m-r 

r n-r 
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con 

cr O 
2 

o 

Si hacemos ahora 

u [ ::] r 

m-r 

y r 

n-r 

resulta que 

u 

es decir 

Para despejar a y
1

, aprovechamor. la estructura diago

nal de ~ 
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Y al aplicar normas 

tenemos 

ya que 

Er..tonco¡¡ 
r 
:E 

.:~-1 

wi 
_i_. < 1 
a~ 

l. 

"' Y se ~iene que el conjunto Z está dada por 

En donde se ve que las cr1 •s con las longitudes de los 

ejes de un elipsoide de r dimensiones. 

r = 2: 

Gráficamente la situaci6n es la siguiente con n"' 3 y 

_ ...... ----.......... 

lxl • .1 

)-._ 

...... .. 
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LA SEUOOINVERSA. 

Hemos visto ya que el problema de "Encontrar la x ElRn 

de norma minima que minimice a 

Ub-Axff 2 
". 

tiene solución Gnic para cada b ElRm con A una ::iatriz fija 

de 111 x n . Esto significa que a cada b emn le podemos as~ 

ciar la solución de norma m!nima, xmin' del problema ante

rior. 

Como xmin depende de la matriz A y del vector b, la 

podemos escribir provisionalmente como una función de dos p~ 

rámetros: xmin(A, b). 

Ahora bien, si consideramos a xmin como una función de 

b con A fija tenemos 

Y asi xmin(A, bl es la solución del problema anterior. 

Notemos que xmin(A, b) depende de mane?a muy simple de b, es 

decir xmin(A, b) es una función lineal de b. 

En efecto, en una sección anterior hicimos ver que 

donde O y B son tales que 
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y rango (A) =rango (0) = rango (B) ""'r 

Esta expresi6n sirve para confirmarnos que xmin(A, b) 

es una funci6n lineal de b. 

De aquf que podemos denotar 

en donde A+ es uua matriz de nxm que depende unívocamente 

de A, y está dada por 

Obsérvese que si be ff (A) , entonces 

y en general 

de donde 

+ Ax
111

in (A.,b) ., A A b = b 

Axmin (A ,b) •A A+ b • Pff (A) b 

+ 
A A .. PR(A) 

Ya con esta discusi6n se puede presentar la siguiente. 

Definici6n. 

La seudo-'.;, versa A+ de A es la funci6n lineal, tal que 
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asocia a cada b ElRm, el vector 

X =A+ b 
min 

que tiene las siguientes propiedades: 

i) 

ii) 

min Ub -Axll 2 

X 
Db-Ax 1 D 2 

m n 

Si "' "' x ~ xmin Y x satisface la propiedad anterior, ento~ 

ces 

Ux 0 2 <U~ 2 
min 

De la definición anterior se concluye el resultado si

guiente: 

Teorema. 

Si A"" QB 

con 

rango (A) = rango (O) = rango (B) .. r 

entonces la seudoinversa de A está dada por 

Con el desarrollo que presentamos a continuación, se ob

tiene una nueva caracterizaci6n de A+, pero, esta vez, por me 

dio de la Descomposición Singular. 

Consideremos una vez más, el problema: 

nún 1 b - Axfl 2 

X 
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con Al!IXn y rango (A) •re;; n, entonces si 

es la Descomposici6n Singular de A, tenemos que: 

min lb-Axff 2 .. min a u <I: vt x-Utb)8 2 

X X 

mín a I: vt x - ut b8 2 

X 

min 1 I: y - el 2 

y 

en donde 

vt x•y 

ut b•c 

ya que u y V son ortogonales y conservan la norma. 

Como 

Tl 1 Y1 a 
l o 

a 
y ... n2 e • Y2 y :t -

2 

a 
r. • •• • • • 

nn yn 
.o 

o O Jm-r 
n-r 

al calcular Ymin de 

min II:y-c8 2 

y 
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se obtiene 
r n 

D:Ey-cD2·k~1<ªk nk-yk)2+k.~+1 Y~ 

en donde las nk que minimizan esta expresi6n son aqu6llas 

que satisfacen 

para k=l,2, ••• ,r 

por lo que las y's que minimizan, están dadas por 

"' y 

con T'lk ElR para k • r + 1, r + 2, ••• ,n arbitrarias y entonces 

el vector ymin de norma minima será aqu61 en el que 
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para k = r + 1, r + 2 •••• ,n 

es decir 

Y2 
Ymin = cr

2 

o 

y la podemos escribir como 

donde E+ está dada por 

E-t· 
nxm 

Pero como 

y . "' E+ e 
min 

o 

• -1. 
a • 

r 

o 

o 



y 

se tiene que 

de donde 

y entonces 

Como 

obtenemos 
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:E+ 
e 

A+ b 

Ymi1 

que es la caracterización de la Seudoinversa de A, en térmi-

nos de la Descomposición Singular de A. 

Para comprender el concepto de Seudoinversa, A+::Rm-+litn, 

nos auxiliaremos de la figura siguiente que nos muestra el 

efecto geométrico de A+. 

En primer lugar, proyectamos a un vector ben :Rm sobre 

el ll(A), obtenido 
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y despu6s encontramos al único vector xmín en N(A)
1 

,..ft(At) 

que resuelve al sistema 

Axmin • Y 

N(A) 
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Y, en forma análoga, la siguiente figura ilustra el efec
to geométrico de la matriz A, A :Rn + :Rin. Proyectamos, ento!! 

ces, a un vector x sobre N tA) J. .. (((A t) para obtener 

Z = PN(A)l X 

Al apli~ar A a z y x resulta 

:Rn 
N(A) 

X 

o 
Ax 

~(A) 
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PROPIEDADES BASICAS DE LA SEUDOINVERSA. 

1) Si A: :Rº + JRª • entonces 

i) A A+ 
PA (A) 

ii) A+ A pff(At) '" PH (A).l 

iii} I-A A+ pff(A).l 

iv) I-A+ A pN(A) 

·Prueba. ----
i) A 

Sea :Z:E:Rª. Como A+z es la soluc:i6n de norma mfnima de 

mín 1 z - Axl 2 

X 

y taabi~n la soluci6n de 

donde 

pero 

porque 

Ent.onces 

mín 1 z 1 - Axl 2 

X 

Z1 •PffCAlz. 

+ A A z • z 1 

.. PR(A)z 

para toda z eJRª 
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de donde + 
A A .. pff(A) • 

• 
Para una mejor comprensi6n de esta prueba consideremos 

la figura siguiente: 

anterior. 

2) Sj A : 1Rn + JRm, entonces 

i) A • A A+ A 

Prueba. 

i) A ,. A A+ A 

Se tiene. por el resultado anterior que 
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A A+ "" ptl(A). 

y si lo anterior, se aplica a A, tenemos 

de donde 
A 1'..+ A - A. 

• 

Por el resultado anterior 

·de donde 

Para terminar con esta sección presentaremos lo concer· 

niente a la norma de la seudoinversa: 

ya que si 

con 

"' max 
llx U a 1 

n A+ x o 2 - u v E+ u t x u 2 

... i:+ y 1 2 



es decir 

como 

ya que 

y si hacemos 

y 

tenemos 

Entonces 

de donde 

Yo • 
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o 
o 
1 
o 

o 

<- r 

x, • U Yo 

Veamos gr4ficamente en JR' el efecto de A+ en la bola 

unitaria: 
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...... -- --- ....... , ... 

IKI • 1 

En este capftulo hemos presentado tres conceptos: 

La Descomposición Singular 

La Norma de una matriz 

y La Seudoinversa. 

... 
' .. 

Cada uno de ellos será de utilidad durante el desarro-

llo de este trabajo. 

Cabe scfialar, que el concepto de nor~a de una matriz 

servirá, en su momento, para cuantificar el efecto que cam-

bios en los elementos de la matriz A y el vector B pueden 

producir en la solución de norma mfniua del problema de Cua

drados r.trnimos: 

min n b - AxR 2
• 

X 



C A P 1 T U L O IV 

TEORfA DE PERTURBACIÓN 
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INTRODUCCIÓN, 

En esta SL'.Ci6n estudiaremos c6mo afectan las alteraci~ 

nes en los datos a la soluci6n de norma m[nima del problema 

min a Ax - bll < • 
X 

es decir estudiaremos la sensibilidad de la solución. 

El conor.imiento de dicha sen3ibilidad es muy importante 

desde el punto de vista práctico debido a que nos indica la 

manera cómo los errores en las observaciones y los errores 

de redondeo durante el proceso de cálculo afectan a la solu

. ci6n. 

En este trabajo no establecemos diferencias entre los 

errores y s6lo los interpretamos como alteraciones en los d~ 

tos, es decir, en la matriz A y el vector b. 

Nos interesa, además, establecer las condiciones bajo 

las cuales la soluci6n del problema alterado es cercano a la 

del problema original. Es decir, queremos saber bajo qué co~ 

diciones la solución del problema de Cuadrados Mínimos varía 

continuamente con respecto a los datos; para qne, cuando es-

to suceda podamos est.imnr los cambios en la solución en fun

ción de los cambios en los datos. 

Podemos diferenciar tres tipos de alteraciones en los da

tos del problema de Cuadrados M[nimos: 
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i) Cuando cambios o alteraciones modifican sl'Slamente al 

vector b, y en la práctica lo que realmente tenemos es 

"' 
ii) 

un vector b. 

"' Cuando sl'Slo A es alterada y tenemos A. 

iii) Cuando los dos casos anteriores ocurren al mismo tiempo. 

De acuerdo con esta clasificacil'Sn de las alteraciones p~ 

demos dividir en tres casos o preguntas nuestro estudio: 

"' 1) Si b difiere poco de b, las soluciones de norma mínima ~e 

min 1 Ax - bU 2 y min n Ax - ~u 2 

X X 

¿diferir4n poco tambi~n? 

"' Z) ¿Será válido suponer que si los elementos de A y A son 

ligeramente diferentes, las soluciones de norma mínima 

de los problemas 

min D Ax - bi 2 y min n ~ - bl 2 

X X 

ser4n también un poco diferentes? 

3) ¿C6mo afectará a la soluci6n de 

min BAx - bU 2 

X 

·cambios en los elementos de A y de b? 

Antes de responder a estas preguntas, introduciremos al 

gunos conceptos que después nos serán Otiles. 
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Si 
"' A = A + E 

y DEU es pcquena con respecto a DAD , decimos que i es la 

matriz A perturbada por E. 

!?imilarmente, si 

"' b "' b + e 

"' y UeU es pequena con respecto a Ubtt, decimos que b es el 

vector b perturbado por e. 

Segan lo anterior, la Teoria de la Perturbaci6n es aqu~ 

lla que nos explica la relaci6n que puede existir entre la 

soluci6n de un problema y la soluci6n de ese mismo problema 

pero perturbado. 

Durante los desarrollos que iremos prc~entando para re~ 

poder a las preguntas anteriores, pretendemos motivar algu

nos resultados b~sicos sobre Teoría de la Perturbaci6n para 

el problema de Cuadrados Mínimos. 

Utilizaremos, entre otros conceptos, al de Seudoinversa, 

pues s~ trata de un concepto tc6rico que proporciona una ex

presi6n compacta para la soluci6n del problema de Cuadrados 

Mínimos en general. Es decir, con ella, obtenemos una expre-

si6n para la soluci6n, independientemente del hecho de que la 

matriz tenga o no rango completo. Emplearemos también el co~ 

cepto de norma para interpretar el si.gnificado de "cercanía" 

entre matrices y entre vectores. 
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'l. 

Comenzaremos con el caso cuando b difiere poco de b; 

la respuesta a la pregunta planteada la proporciona el si

guiente: 

Teorema. 

Sea 

la solución de norma mínima del problema. 

y sea 

llÚn 1 Az - bl 2 

z 

·la soluci6n de norma minima del problema 

Entonces 

cuando 

Es decir, si 

na a x. 

Dernostraci6n. 

Calculemos 

'l. 

min DAz - bl 2 

:z 

"" b ... b 

"" "" b es cercana a b, entonces x es cerca-

I~ - xi 
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para ver qué tan cerca se encuentra una soluci6n de la otra: 

As!, entonces 

En donde se puede ver que cuando 

~ + b 

• 
Esto quiere decir que los errores pequefios en b no 

causan problemas en la solución de norma míPima. 

Pasamos, ahora, a considerar el caso en el que la matriz 

A es perturbada: 

Sean 

"' X = ~+ b 

donde "' A = A + E, 

entonces, si queremos ver qué tan cerca está ~ de x, calcu

lamos: 

jt - X = ~+ b - A+ b 
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y, al aplicar normas, obtenemos: 

esta desigualdad nos plantea una cuestión que resulta inte-

resante: 

¿Si UED +O 

entonces 

Y ... ¿qué quiere decir 6sto? 

Pues que si ocurriera lo anterior seria fácil para nosQ_ 

tros saber la "cercanía" entre "' X y X. 

Sin embargo, en este momento, no tenemos información s~ 

ficiente para responder a esa pregunta. 

Para aclarar esta cuestión presentaremos a continuación 

dos ejemplos simples, con los que estudiaremos los efectos 

que las perturbaciones producen en A+ y x, al re;olver el 

problema de 

min ftAx - bU 1 

Primer Ejemplo. 

Sea ,. - y consideremos 
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a A
1 

una matriz muy cercana a A, dada por 

en donde & e lR y 1 e 1 < 1 

Sea 

Para resolver el problema 

mi.n llAx - bO 2 

:oc 

proyectamos a b sobre R(A) que coincide con el eje da las ab 

bisas en lR" 

y como X = 

X '" tJ 
tenemos que 

y 

En cuanto a A
1

, tenemos lo siguiente 

. [: ; ] 
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de donde 

y la diferencia es 

en donde se puede ver que cuando E + O, 

Rx -x1 2 +• 
l 

Lo que quiere decir que x 1 se aleja indefinidamente de 

x cuando E+ o. 

En forma análoga se obtiene 

en donde, otra vez, se puede ver que cuando E+ O, A~ se 

aleja indefinidamente de A+, es decir, 

DA+ - A+I 2 + • 
l 

cuando & +O 

y, de lo anterior, se ve que 

cuando E+O 
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cuando €: .. o 

Pero .. , ¿a qué se debe esto? 

Como se verá más adelante, la causa de que x
1 

no esté 

"cerca" de x y A: no est~ "cerca" de A+ se encuentra en el 

hecho de que la perturbación altera la dimensión de R(A), 

ya que 

2=dim (ll(AI)) "'dim (fl(A)) = 1 

para toda e* O 

Segundo Ejemplo. 

Sea A, definida en el ejemplo anterior y 

Claramente, A
2 

es cercano a A, entonces 

donde 
x= [:J 
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y tenemos que 

nün DA x-bB 1 •min [ (( +e() -B ] 2 + 6 2 
X 2 X l 2 l 2 

pero como 

al tomar a • ~2 

resulta ~ 1 • B 1 - ca 

De donde al minimizar 

f(a) • <a 1 -ca) 2 +a 2 

tenemos 

de donde 

•a ( _1_) 
1 1+.c 2 

de aquí que 

X2 • A+ 
2 b 

- ª1 (-1-) 
1+c 2 

ª1 (--e-) 
l+c 2 
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es decir 
X2 .. _1·_ o ª1 1+&2 

_e:_ o 13 2 
l+e;2 

de donde 

A+ .. _1_ o 2 
l+e:2 

_e:_._ o 
l+E:2 

y la diferencia entre x 2 y x es: 

132 e:2 (cz+l) 
11 x2 - xJI z = _1 _____ _ 

(l+c2)2 

de donde vemos que cuando e: .. O 

11 x 2 
- xll 2 +O 

es decir, 

k 2 se asemeja a x cuando E:+ o. 

En cuanto al error en se tiene lo siguiente: 



IA+ - A+I 2 
z 

De donde 

- 137 -

sup 
X 

= sup 
E,; 1 • (z 

(; 2 

l+c 2 

1 (A+ - A+) 
2 

Id 2 

-Cz( 
(--1)2 + 
l+c 2 

E,;2 + 1 

xi z 

(;~ 
(-2-)ª 

l+e: 2 

(z 
2 

cuando c+O. Lo que significa que cuando r.+O, A! se asem!!_ 

ja a A+. 

y asr 
Xz .. X 

cuando E+ 0 

A+ 
2 

A+ 

cuando c+O 

Observemos que la perturbaci6n en A, en este caso tiene 

la propiedad de que 

De los ejemplos anteriores vale la pena remarcar lo si

guien'te: 

Para que x 1 y x 2 estén "cerca" de x, y para que A
1 

y A
2 

difieran poco de A, es importante que la perturbaci6n no afe~ 
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te la dimensión de Q(A). 

Cuando una perturbaci6n, por pequefia que sea, altera 

dim(R(A)) su efecto en la seudoinversa de la matriz pertur

bada es considerable. 

Observamos también que cuando dim(R(A)) se conserva, 

como en el segundo ejemplo, la soluci6n x
2 

resulta ser cua-. 

litativamente la mism;; x. Esto no ocurri6 en el primer eje!!! 

plo cuando se alter6 dim(~(A)) por la perturbaci6n, 

En base a esto diremos que una perturbaci6n conserva el 

rango si 

dim(R (A)) 

i=l, 2. 

Nota. 

La afirmación anterior tiene que ver con el hecho de que 

para que dos subcspacios c::;tén "cercanos" e::. necesario que 

ambos tengan la misma dimensión, como más adelante veremos: 

De acuerdo con lo anterior concluiremos con lo siguien-

te: 

S6lo se permitirán aquellas perturbaciones en A que no 

afecten dim(~ (A)); esto con el objeto de que la seudoinver 

sa ~+de A= A+ E no esté muy alejada de A+. 

Para terminar con los casos que se plant~aron, falta ani 
~ ~ 

camente referirnos al caso cuando A difiere poco de A y b 
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está muy cerca de b. 

Sin embargo, es fácil darse cuenta que este caso se redu

ce al anterior ya que las alteraciones en b no afectan a la 

solución de norma mfnima. 

PERTURBACION PARA INVERSAS. 

Como la inversa es un caso particular de la seudoinversa, 

estudiaremos este caso simple y estableceremos los resultados 

de tal forma que nos p~rmitan su extensión al caso d~ seudo

inversas en general. 

Veamos lo que ocurre cuando la matriz identidad I es 

perturbada. 

Tendremos entonces matrices de la forma 

I - E 

Despu6s examinaremos el caso cuando las matrices son de 

la forma 
A + E 

Los resultados para el segundo caso se derivan del prim~ 

ro. 

El siguiente es un resultado clásico que da una condición 

suficiente para que la matriz perturbada 

I - E 
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donde E es una matriz de perturbación, sea no singular: 

Lema de Banach. 

Sea E una matriz de orden n y tal que llEU <l. 

Entonces 

es no singular y 

Demostraci6n. 

I - E n 

-1 1 
D ( I

0 
- E) D < 1-=ll'Elí" 

Sea x ElRn y x ,a. O. entonces 

B (In - E) xll m ff x - Exll 

;;ll> Dxl -DExll 

;;ll> DxD - RED • Uxll 

;;;. (1 - UED>DxH > O 

ya que 
(1-BEU) >O 

y como x ,a. O tenemos que 

(I - E)x °"' O 

de donde 

(I - E) es no singular·. 
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Ahora, de la ecuación 

(I-E)(I-E)- 1 I 

se tiene que 
( I - E) - 1 "" I +E (I - E) - 1 

entonces 

como 
n u 1 

se "tiene 1 

1 - llEI .. 
Al interpretar en t6rminos de valores singulares el Le

ma de Banach, tenemos: 

Lema. 

Si E es una matriz de orden n y E 1 su valor singular 

más.grande tal que 
RE U E 1 < 1 

entonces 
(I - E) es no singular, y 

donde A.n es el valor singular más pequeño de CI - E). 

Un corolario del Lema de Banach establece una condici6n 

suficiente para que 
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'\, 

A = A + E 

sea no singular donde E es una matriz de perturbaci6n. 

Coro1ario. 

Sean Arucn una matriz no singular y Enxn otra matriz. 

tales que 

donde E 1 es el valor singular más grande de E y ªn el valor 

singular más pcquefio de A. 

Entonces, 
A+E es no singular, y 

donde es el valor singular má.s pequcfio de (A+ E). 

Demostración. 

Sea 

si tomamos 

entonces 

y 

(A+E) = A(I +A- 1 E) 

E: 1 
8 1 = UB~ <llA- 1 ll•llEU "'a < 1 

n 

A+EnA(I-B) 

Por el Lema de Banach (I - B) es no singular, por lo tan 

to 
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(A+ Ei es no singular 

y 

Por consiguiente 

de donde• 

es decir 

_!_ < 
"' a 

n 

< 

..!.. 
cr 

n 
E¡ 

1 - a 
n 

El resultado anterior se puede utilizar para hacer ver 

que dada una matriz A cuyos elementos son funciones conti-

nuas de una variable real e;, si A es invertible para e;= t: 0 , 

entonces A es invertible para toda E en una vecindad de E:0 • 

El corolario siguiente esta~lece lo anterior para el ca

"' so especial en que A es de la forma 

con UED .. 1. 

Corol3rio. 

"' A•A+EE 

Si A es no singular y 



'. 
111¡,-. 
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"' A ,,. A + t; E 

con llEll = 1 y lel <a , entonces i'.- 1 es continua para toda 
n 

e en el intervalo 

A'.hora, por medio del resultado siguiente, mostramos la 

importancia del valor singular más pequefto: ªn· 

Dada "' Anxn con rango (A) .. n, ex is te A 

tal que 

Demostraci6n. 

Sea 

la descomposición 

Entonces si 

!\ .. 

se t.iene que 

···-

"' U A - Ali 

singular ,de 

definimos "' A 

º 1 

C1 2 

u a, 

o 

"' 

C1 • 
n 

A. 

como 

o 

o 

DA-Ali a 
n 

vt 

matriz singular. 
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El Lema siguiente e~ una reformulaci6n del Lema de Banach. 

Lema. 

"' Sea A como en el Lema anterior, si A es tal que 

"' DA - Al < a n 

entonces 
"' A es invertible. 

Demostraci6n. 

"' A es tal que 
"' A= A+ E 

·de dende 
"' IA-All= HEI •& 1 <a

0 

por hip6tesis. 

Y como A es no singular, tenemos por un corolario ante

rior que 
"' A es no singular. 

• 
Corolario. 

Sea Anxn y no singular, entonces si B es singular de 

orden n, se tiene 

y 

IA-BI >a 
n 

a
0

=minUA-BD. Bes singular}. 
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Los resultados anteriores equivalen a decir qu~ la per-

turbaci6n máxima que E puede producir en A, sin hacer que 

'\, 

A= A+ E 

sea no singular es aquélla tal que 

llEll <a . 
n 

Aquf terminamos con los resultados sobre perturbaci6n 

en la matriz cuadrada A, en términos de los valores singul~ 

res de A. 

Pasamos ahora al caso general, en donde se hará algo 

análogo pr.ra matrices A de m x n. 

PERTURBACION DE VALORES CARACTERISTICOS. 

Dedicaremos ahora nuestra atenci6n al estudio de result~ 

dos sobre Pcrturbaci6n en matrice:., de m x n. 

En la secci6n anterior hemos visto cómo estos resulta-

dos se pueden establecer en términos de los valores singula

res y en esta sección deduciremos resultados generales anál~ 

gos. 

Ahora bien, como los valores singulares de una matriz A, 

corresponden a las raíces cuadradas positivas de los valores 

característicos de At A, los resultados sobre perturbaci6n 
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en términos de valores singulares se basan en los correspo~ 

dientes sobre valores característicos. 

Por lo anterior, es conveniente que revisemos algunos r~ 

sultados sobre perturbaciones en los valores caracter!sticos 

'de ma~rices si~étricas, las cuales servirán como antecedente 

para establecer los correspondientes sobre perturbaci6n en 

los valores singulares. 

Comenzaremos haciendo ver que la estructura de una matriz 

simétrica se refleja en el buen comportamiento de sus valores 

y vectores caracter!sticos al ser éstos perturbados. Esta 

cualidad de las matrices simétricas se manifiesta a través del 

Teorema Minimax. Este Teorema está relacionado con ··l cocie!!_ 

te 

cuyo rango de valores lo indica el resultado siguiente: 

Teorema. 

Si A es una matriz simétrica de orden n con valores 

caracteristicos. 

tales que 

y sus correspondientes vectores caracter!sticos, 
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son ortonormales. Además, si 

y .;. o 

·entonces 

).n < 

para toda y EJRn. 

Demostración. 

Sea 

por ser 

y 

entonces 
n 

i=1 IP1l
2 

).i 

n 

t~1IP1l2 

con 

Al restar de esta expresión ).n' tenemos 

- ). "' n 

n-1 
i~,C>.1 - >.n)IP1! 2 

n 
i?;l,IP1l2 
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tenemos que 
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().-;\);;..O 
i · n 

para i=l,2, .•. ,n-1 

Procediendo en forma análoga para ;\
1 

tenemos que 

• 
Con este resultado estamos ya en condiciones de obtener 

una expresión "minimax" para cualquier valor característico 

Trataremos ahora de explicar lo que se entiende por ex-

presión "minimax". Con el resultado anterior, tenemos .ya e!. 

presiones para el minimo y para el máximo de los valores ca 

ractcrísticos como lo establece el sigujente: 

Corolario. 

Ahora, faltan expresiones para los demás valores carac

terfs ticos: ;\k 

Estas se obtienen de la manera siguiente: 



1) l. .. 
k 
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yt A:y 
max t 

yeSk y y 
yl-0 

donde Sk es el subespacio generado por los vectores caracte-

r!sticos de A; 

Ahora bien, si S es un subespacio de la misma dimensi6n 

que Sk, entonces veremos que 

de donde 

2) 

"' 

lllin max 
dim(S)an-k+l yeS 

y/<O 

donde Sk es el subespacio generado por los vectores caracte-

rísticos de A 

"' "' Y si S es un subespacio de la misma dimensi6n que Sk, 

entonces 

de donde 

J.k = max m.in 

"' "' dim(S)•k yeS 
y1'0 
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Estas expresiones minimax las deduce el Teorema Minimax 

Para enunciarlo introduciremos algunos conceptos que se util! 

zan en su presentaci6n. 

Definic16n. 

Sea Fk la familia de los subespacios vectoriales de lRn 

de dimensi6n k. Dada una matriz Anxn sim6trica, definimos 

a la funci6n HA 

que está dada por 

donde Se Fk 

a,..<s> .. max 
xes 
x,io 

Y definimos también la funci6n hA 

dada por 

donde S e Fk 

hA(S) • min 
xeS 
x,io 

Con estos elementos pasamos a presentar: 

Teorema Mini!!!!!.:. 

Sea A sim~trica con valores caracteristicos. 
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;i. l ';¡,a , • • • 'An 

ordenados en la forma siguiente 

Entonces 

Demostración. 

Se probará primero que 

Usaremos primero un subespacio auxiliar 

"' S • (xl'x 2 , ... ,xkl 

generado por los primeros k vectores característicos de A. 

Sea 
"' xES y xJIO 

entonces 

Tomaremos ahora un subespacio de dimensi6n n-k+l que ten 

ga al menos un elemento diferente de cero en coman con el an

terior, esto caracterizará a ;i.k como una cota inferior del má· 

ximo sobre este sube~pacio. 
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Así pues, sea 
SEFn-k+1 

entonces "' S n S + {0} 

ya que 
"' dim{S) + dim(S) = n + l 

es decir, existe un vector 

"' z E S n S, z ~ O 

Entonces 

De donde 
t 

max ~ • H (S) ~ Ak 
xES xt x A 

• •. (A) 

Continuamos ahora definiendo otro subespacio de dimensi6n 

n-k+l, con el cual obtendremos una expresi6n que seftala a Ak 

como el máximo sobre este tercer subespacio. 

Sea entonces 

si 
xES',x1'0 

tenemos que 

entonces t 
max ~-e<S')<>. 
xES' xt X A k 

••• OH 
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Con las dos desigualdades anteriores (A) y (B) ya pode-

mos concluir que lk es el mínimc ·~ los máximos sobre los 

subespacios de dimensi6n n-k+l. 

Es decir, 
lk = min RA(S) 

Sef n-k+1 

Procederemos en forma análoga para probar que 

Sea entonces 

"" S = 1 xk ,xk+l, ••• ,xn) 

"' y sea x e S, x -;. o 

éntonces 

Sea Se fk, entonces 

"' S n S r {O} 

de donde existe 
"' z E S n S, z ¡l. O 

Entonces 

de donde 
t 

min ~ .; l 
xES xt X k 

es decir 

con S e F Je 
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Tomemos ahora 

si X E S', X'/ 0, tenemos 

.).k < 
lCt Ax ---< 
xt X 

.).1 

entonces 

min 
xt Ax 

.).k ---> 
xeS' xt X 

es decir 

de donde 

con S e Flt -
Observaremos a continuaci6n que la importancia de este 

Teorema consiste en que puede establecer una desigualdad para 

determinados valores caracteristicos de una matriz sin tener 

conocimientos previos sobre los valores y vectores caracteris

ticos de esa matriz. 

Es decir, obtenemos un c4lculo aproximado para una .).k ~n 

forma independiente de los dem4s valores y vectores caracte

risticos. 

Para continuar.con res~ltados acerca de perturbaciones 

en matrices simétricas requerimos del Lema siguiente: 
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Sean A, B y E matrices simétricas tales que 

A + E .,. B 

y sean las funciones 

como se definieron ~ntes. 

Entonces 

para todo S e Fk 

Demostrac16n. 

Sean 

al multiplicar por x e S por la derecha y por la izquierda y 

al dividir entre xt x se tiene 

xt Ax + xt Ex xt Bx 
xt x xt x • xt x 

pero 

de donde 

es decir 

para toda S e Fk 



- 157 -

Con estos elementos, presentamos el siguiente resultado 

de gran importancia en la Teoría de Perturbación para matri

ces simétricas. 

Teorema. 

Sean A,B y E matrices simétricas tales que 

cuyos valores característicos correspondientes son 

e: ... e: > ••• >e: 
i 2 n 

ent:onces 

para k • 1, 2, .•• ,n. 

Demostraci6n. 

Por el Lemn anterior, tenemos 

H
8 

(S) .; HA (S) + HE (S) 

para toda Se F n-k+t 

Sean 
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los vectores característicos ortonormales de A correspondie~ 

tes a 

y sea además 

Entonces, por el Teorema Minimax, tenemos 

y como 

y 

para toda S e Fn-k+l 

en particular 

y 

entonces 

de donde se obtiene 

de donde 
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Ahora, si tomamos 

C • - E 

como 

tenemos 

y por el resultado probado antes, tenemos 

donde y1 es el valor caracteristico más grande de c. 

Pero como 

resulta que 

es decir 

De donde 

• 
En algunas aplicaciones, la matriz E es una matriz de 

perturbaci6n pequefta, y por lo mismo E
1 

y en son muy peque

nas. Cunado esto ocurre, el teorema anterior establece que 

los valores característicos de B están muy cerca a los de A. 

Do hecho, la importan~ia de este Teorema radica en que 

a cada valor caracteristico de A, le asocia un único valor 

curacteristico de B, que se encuentra en un intervalo bien de 

finido cerca del valor característico de A. 
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PERTURBACIONES EN VALOílES SINGULARES. 

Con el Teorema de Perturbación para valores caractcris· 

~icos que presentamos en la sección anterior será posible de

rivar el correspondiente para valores singulares. Para ello 

requc.rimos establecer una relación entre los valores ?inFUia
res de.la matri~ A y los valores característicos de otra ma
triz relacionada de alguna manera con A. 

Para definir a ésta Oltima matriz comenzaremos por reco~ 

dar que los valores singulares de A son las raic0s cuadradas 

.positivas de At A, sin embargo, como trabajaremos con matri

ces perturbadas no nos conviene trabajar con esta expresión 

por resul~ar muy complicada: 

(A + E) t (A + E) 

Sin embargo podemos partir de la Descomposición Singu· 

lar de A. 

de donde ~enemos 

que en forma matricial se puede expresar como 
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y si 

tenemos la expresi6n para la matriz relacionada con A que 

buscabamos. 

El resultado siguiente establece una relaci6n entre los 

valores singulares de la matriz A y los valores carac~er{s

ticos de la matriz s. 

Teorema. 

Sea Amxn, m>n y sea tambi6n Slm+n)x(m+n), la matriz 

.sim6trica definida por 

Si los valores singulares de A, son 

ª1•ªz•···•ªn 

entonces, los valores característicos de S son 

y los (m - n) restantes sen ceros. 

Con todos estos elementos, estamos ya en condiciones de 

presentar el teorema que se refiere a la Perturbaci6n de los 

Valores Singulares de una matriz Am.xn. 
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Teorema. -----
Sean A,B y E matrices de m x n tales que 

Si denotamos sus respectivos valores singulares por 

para i=l,2, .•• ,n 

y cada conjunto ordenado en forma decreciente, entonces 

Demostración. 

Sean 

entonces 

para i,,.1,2, •.• ,n. 

"' "' B - A 

y los valores característicos corrcs.-ondientes son: 

"' {B
1
}={6 1 ,B 2 , ••• ,B ,0, ••• ,0-B ,-B 

1
, ••• ,-6

1
} 

n ....____..., n n-

m-n 

"' ea.i} = {al , n z, ..• , a , o, ... , o - a , -a 1 , ••• , -a 1 } 
n '-'--v-' n n-

m-n 

"' {ci}:{i:
1
,c , .•• ,e;: ,o, ... ,0-e: ,-e 

1
, ••• ,-e:

1
} 

z n~ n n-

m-n 
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Pero como por el Teorema anterior, para matrices sim6-

tricas tenemos que 

para isl,2, ••• ,(n+m) 

al ponir la expresi6n anterior en t6rminos de ~ 1 , ~i y c
1 

para i m 1,2, ••• ,n 

se obtiene 

para 1=1,2, ••• ,n 

de donde 

es decir 

Pasamos ahora a dar condiciones para que la matriz 

tenga una seudoinversa ~+que este cercana a~+. 

La primera condici6n necesaria es la conservación del ra~ 

go. La motivaci6n de este concepto se presentó al inicio de 

este capitulo por medio de un ~jemplo en el que se hito ver 

que si 
'l. 

rango (A) >rango (A) 

entonces es posible que 

sea muy grande, aún cuando RED sea muy pequefta. 
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Esta situaci6n no se present6 en el caso cuadrado, cuan

do m .. n, porque la matriz A tenia rango máximo. Y tampoco 

ocurre cuando AmJCn., m> n, tiene rango (A} = n, es decir. cua!!_ 

do A tiene ranga máximo. 

De lo anterior se deduce que se presentan problemas cuan-

do 
rango (A) < n 

es decir, cuando A es de rango deficiente. Pues es entonces 

cuando existen perturbaciones E muy pequeftas tales que 

"'+ + DA ··A 11 

es muy grande. 

Teorema. 

Si rango (A} .. k < n y 

es la descomposición singular de A, al tomar a E como 

o 

E= O ·o e 
o 

k+l 

·o 

J con e> O 
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"' tal que A = A + E 

.. u r·· ª2 o vt 

l o 

ªk 

e: 

o .• ·o J 
entonces 

DEO .. e: , 

"' rango (A) = k+ 1 

u~+ - A+U = 1 
'E 

y 

Ahora bien, para conservar el rango es necesario conocer 

lo que se debe evitar para qut' ~str disminuya. Y por lo an

terior, es de esperar que 

para que el rango no disminuya. 

Asi pues tenemos el siguiente resultado que formaliza lo 

anterior: 

Teorema. 

Si E es tal que 
"' A • A + E 
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"' rango (A) < rango (A) k 

entonces 
UEll = E 1 :> º1c 

donde E 1 es el valor singular más grande de E y crk el valor 

singular positivo más pequeño de A. 

Demostraci6n. 

Sean 

"' los valores singulares de A, A y E respectivamente. 

Por el teorema de p~rturbaci6n de valores singulare~ te-

nemos 
DE 1 

de donde 

y como por hipótesis 

tenemos de la última desigualdad que 

• 
Lo anterior se resume en el siguiente: 

Teorema. 

Si rango (A) = k. entonces 
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ak = min{OA - BD /rango (B) <rango (A)}, 

Para mejor comprensi6n del resultado anterior considera

mos la siguiente figura: 
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En la figura se puede ver un cuerpo geométrico en :R 3 que 

representa ·a.l'gunos subespacios de las matrices de 3 x 3. De 

este modo, el.espacio <lelimitado por las caras contiene a las 

matrices de 3 x 3 con rango 3, los planos del cuerpo contienen 

a las matrices de 3 :e 3 de rango 2, las aristas, a las matrices 

de 3 x· 3 con rango 1 y el vértice a la matriz: de rango cero. 

Entonces, el círculo sobre una de las caras, representa a 

una matriz A 3 x 3con rango (A) =2, y a 2 , su valor singular, 

más pequeño, es la distancia mínima del círculo a la arista 

más cercana. 

La esfera, dentro del cuerpo, representa a una matriz 

B Jx3 con rango (B) .. 3, y 6 3 su valor singular más -_,equcño, 

es la distancia mínima de la esfera al plano más cercano. 

Hasta este momento hemos obtenido ya dos condiciones pa

ra que ~+ cst~ cerca de A+: 

Necesitamof que el rango de A no aumente y es necesario 

también que no disminuya. 

Esto nos lo confirma el siguiente: 
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':teorema. 

Sea 

tal que 

"" i) rango (A) e rango (A) 

entonces 

y 

Demostraci6n. 

Sean 

"" rango (A) rango (A) 

'" IA+ 1 IAI e + 
1 - IEI • BA 1 

"" los valores singulares de A, A y E. 

Por hipótesis 

Se probará c¡ue 

Tenemos pues que 

1 

entonces por el teorema de perturbaci6n de valores singulares 



al tomar 1 = k, resulta 

entonces 

es decir 

o también 

de donde 

y además 

por lo tanto 
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'\, 

rango (A) .. k 

-
CONTJNUIOAD Y DIFERENCIABILIDAD DE SEUDOINVERSAS. 

Los resultados anteriores sólo nos han permitido estimar 

la norma de (A+ E)+: 

y saber que ésta tiende a la ·norma de A+: 

bajo ciertas condiciones. 

Sin embargo, nos hace falta estimar 
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1 (A+ E)+ - A+I 

y hacer ver que (A+ E)+ tiende a A+ cuando E tiende a cero., 

Para calcular la norma de esta diferencia trataremos de 

obtener una expresión para 

(A+ El+ - A+ 

en funci6n de 
(A+ E) -A 

Comenzaremos por considerar el caso cuando 

ya que es fácil observar lo siguiente: 

(A+E)- 1 -A- 1 
• (A+E)- 1 [I- (A+E) A- 1 ) 

,. (A + E) - 1 [ A - (A + E) J A - i 

• - (A+ E) - l [ (A+ E) - AJ A -
1 

De lo anterior, parece natural proponer la siguiente ex

presi6n para la diferencia de Seudoinversas. Por comodidad 

haremos 
B • (A+ E) 

entonces 
B+-A+•-B+(B-A) A++C (B,A) 

donde C(B,A) es una correc~ión a la expresión y que trataremos 

de obtener para el caso general. 

Para calcular el valor de dicha corrección, simpleaente 

despejamos: 
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de donde 

al sustituir el valor de C(B,A), obtenemos la siguiente 

expresi6n: 

que viene a ser una primera f6rmula para la diferencia e• -A+ 

Pero como podemos ver, la diferencia B·-A no aparece en 

todos los t~rminos y para nuestros.prop6sitos es necesario 

q~e aparezca. Asi que trataremús de obtener una expresi6n p~ 

ra cada término en funci6n de B - A. 

Para 

tenemos que 

es decir + + + 
B (I - A A ) • B Pff(A)l 

La clave para obtener lo qu~ deseamos está en buscar 

una representaci6n adecuada para 

y en utilizar la propiedad 

e• • e• P4{<a> 
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Así pues, tenemos 

Pero, si observamos Pa(s) también puede expresarse como 

con lo que obtenemos 

Y para obtener una expresi6n en términos de 

B-A 

agregamos un término nulo de tal forma que se pueda sacar co-

mo factor a 
B-A 

Así pues, obsér.vese que 

y por lo tanto 

con F arbitraria. 

De donde 

y ast tenemos 



al hacer 

se obtiene 

Para el t~rmino 

ocurre algo análogo: 

Se tiene que 

Y como 

tenemos que 

para cualquier F. 

Entonces 

pero 

Asi que 
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+ 
PN(B) A 
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y al tomar 

se obtiene 

.- ( I - B + B) (B - A) t (A t) + A+ 

Con esto podemos ya expresar a la correcci6n 

C(D, A) 

en t!Srminos de la difereni::ia (B - A) : 

Lo anterior nos permite enunciar el resultado formalmen-

te como un Teorema. 

Teorema. 

La matriz 

satisface 

(B+-A+) •- B+(B-A)A+ + B+(I-PR ) 
(A) 

+ 
- (I-PN(B)l) A 
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y haciendo notar la dependencia de 

tenemos la siguiente expresi6n alternativa: 

(B+-A+) =- B+ (B-A) A+ 

+ B+(Bt}+ (B-A)t (I-A A+) 

+ (I-B+B) (B-A)t (At)+ A+. 

Conviene hacer notar que el t!rmino 

resulta una expresi6n suficiente para 

(B+-A+) 

en el caso de que la matriz fuera cuadrada e invertible. Mien 

tras que la existencia de los términos restantes está relaci~ 

nada con los casos cuando la matriz no es cuadrada o es de ran 

go deficiente. 

Pues 

es diferente de cero s6lo si 

rango (A) < m 

y 
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es diferente de cero s6lo si 

rango (B) < n 

ya que 

A A+= I si rango (A} = m y 

B+ B = I si rango (B) = n 

Como consecuencia de la fórmula anterior y los resulta

dos que le preceden obtenemos: 

Teorema. 

Sea 

tal que '\; 

rango (A) < rango (A) 

y si E + O, 

entonces 

es decir 

Su demostraci6n es inmediata a partir de la f6rmula an-

terior haciendo 

Y observando 

'U 

B==A 
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"' cuando (B - A) ,. (A - A) + O • 

También podemos interpretar el resultado anterior como 

si,~e: 

Si variamos un poco los elementos de la matriz A, de 

"' tal forma que la matriz obtenida A no tenga rango mayor que 

el de A, entonces f\+ está cerca de A+, es decir, A+ es una 

función continua de A siempre y cuando A no Cilmbie de rango. 

En particular, podemos considerar una matriz A(c) cu

yos elementos dependan del parámetro real E en forma continua 

o diferenciable. 

Con esto, es natural preguntarnos si A+(c) es entonces 

una funci6n continua o diferenciablc de c. 

El resultado siguiente nos da condiciones para que esto 

suceda. 

Teorema. 

Si rango (A (E)) < ra«~o (A) 

entonces 

I) A(e:) continua en e= o 

implica 
A+ (E) es continua en e = O 

II) A(e:) diferenc/.able en E= O 

implica 

A+ (e) es diferenciable en e• O 
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y ademb: 

d A+(c) ,. -A+(E:)d A(E:) A+(E) + 

d € d € 

La demostraci6n de este resultado es tambi~n inmediata 

a partir de la fórmula para la diferencia de seudoinvers~s. 

La omitimos por considerarla rutinaria. 

TEORIA DE PERTURBACION DE PRIMER ORDEN. 

A estas alturas estamos ya en condiciones de obtener una 

primera estimación del efecto que tienen las perturbaciones 

sobre la solución del problema de Cuadrados Mínimos. 

Consideremos entonces la solución x de norma mtnima del 

problema 

nera: 

min U b - AzU 2 
"" D b - AxU 7

· 
z 

Como sa~emos, x está dada por 

Supongamos que A y b se perturban de la 3iguiente ma-
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A (e:) A + e: E 

b (e:) b + e: e 

donde e es un namero real y pequefto, E y e son una matriz y 

un vector de perturbaci6n respectivamente, tales que 

rango (A(c)) •rango (A) 

y A(c) es una función diferenciable de e como se ve, con 

A(O) .. A, 

De acuerdo con lo anterior, es natural considerar para ca 

da e: a la soiuci6n x(e:) de norma mínima del problema. 

con 

min U b(c) -A(c)zU 2 • 0 b(E) -A (E) x (t.)b 2 

z 

x(O) •X 

Así como esperar que x(c) est~ "cerca de" x cuando e: 

es pequefia. 

A continuaci6n trataremos de verificar esto a partir de 

la expresi6n. 

El desarrollo de Taylor de esta expresión alrededor del 

origen conduce a lo siguiente: 

x ( e) • x ( O) + [ /e (A+ (e) • b ( e) >] . e + O (e 2 
) 
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en donde 

y por el Oltimo teorema de la sección anterior, tenemos 

[ Cft- A+ (E:) ) b (e>] • - A+ E A+ b + 

C•O 

t + + + 
-[I-PN(l\)l)E(A) Ab+A e. 

De donde 

(x(c) -x) .. c{-A+ Ex+[A+(At)+E(I-Pf?(A» b + 

+(I-PN(A)l)E(At)+A+]b+A+e }+0(& 2 ) 

y al simplificar resulta 

(x(c) -x) = c{-A+ Ex+A' rAt)+Er+PN(A)E(At)+ X+ 

A+ e}+ O (t::: 2
) 

Al aplicar normas 

Ux(e) - xi!< e{llA+D • lll\U • llED • llxR + 
llAll 

Uro 

DAft UAU. nxn 
• Dx8 + 



tomando 

tenemos 

Esta 

simple al 

- 1 SZ -

+ BEft • UAD+•UAD•DxR + 
IAD 

k(A) 

PA 

pb 

• nen • 
DAD 

"" n A +a • 

DEO 
DAD 

~A 

DbD 

Dxft ·¡ + O (e:1¡ 

Bxl 

bAB 

lx(e:) -xD <:e: k(A){( 2 +k(h) DrU ) P,. + 
Bxl IAU • DxH 

+ UbU } -pb 
UAU • UxD 

última expresj6n puede escribirse en form& muy 

introducir el ángulo e que forman b y Ax, v6ase la 

figura siguiente 

r 

ya que 

DbD "' 1 

BAxU cos e 
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~-ªr----8~ < !!:!__ s tan e 
IAl•Dxl UAxl 

lbl < ~bL. _1_ 
IAI • lxll DAxD cos e 

Por lo tanto, 

Bx(t:) - xB [k(A) J { lxl < & [cos a (2 cos 0 + k(A) sen 0) PA + 

y como 

2 cos e< 2 

entonces 

Esta Gl~ima expresi6n nos indica que si el ángulo e en

tre b y Ax es muy pequeño, el factor k(A) es el que puede am

plificar los errores relativos pA y pb. Pero si el ángulo e 
no es pequefto es decir, siUrU es grande, entonces el factor de 

arnplificaci6n J:Uede ser k (A) 2 
• 
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En la práctica, si DrU y k(A) son grandes, esto equiva

le a tener un problema con una soluci6n muy sensible a pequ~ 

fias alteraciones. 



C A P I T U L O V 

SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LAS 

COTAS DE PERTURBACION 
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lNTRODUCCION, 

Como ya se vi6, la soluci6n al problema de encontrar la 

~ de norma m!nima que minimiza 

Db-AxD 1 

la podemos obtuner de la siguiente forma: 

i) Calcular la proyección de b sobre el ~(A), es decir, ob-

tener 

ii) Encontrar una solución z de 

"' AZ = b 

iii) Calcular la proyecci6n de z sobre 

la ié buscada. 

l 
N(A) para encontrar 

Los tres pasos anteriores los ilustra la siguiente figu-

ra: b 

~(A) 
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Cuando se perturba A, es natural que cada uno de los 

subproblemas anteriores quede perturbado y también que cada 

uno de ellos contribuya con un término en el error global. A 

continuaci6n se verá que las variaciones producidas por las 

perturbaciones se pueden interpretar geométricamente, lo cual 

nos facilitará su cálculo. 

Consideremos ahora el siguiente caso particular: 

¿C6mo varía la proyecci6n ortogonal de y sobre el subes

· pacio S si se perturba dicho subespacio S?. 

Es decir, si S 1 y S
2 

son dos subespacios "cercanos" ¿qué 

tanto pueden diferenciarse las correspondientes proyecciones 

órtogonales de y?. 

Si P 1 es la proyccci6n ortogonal sobre S
1 

y P 2 la corres

pondiente sobre s2. tenemos 

ya que 

O(P
1

-P
2
)yft 

.; 11 P
1 

- P 2 1 •lyD 

.;; 2 • Uy 1 

pero esta cota no nos es muy út1l ya que no manifiesta 

si si y sz son "cercanos". 

Grádicamente la situación sis, y S 2 son dos planos en 



, 
, , , 
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Para comprender mejor el probluma consideraremos primero 

el caso cuando S 1 y S
2 

son subcspa~ios de dimensión 1, y y 

el vector que se va a proyectar: 

Sean entonces 

dim(S 1 ) = dim(S 2 ) = 1 

como se ven en la figura: 
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Obsérve~e que por la Ley de los Senos 

pero 

de donde 

por lo tanto 

...!El!_ m nyn cos a 

sen 6 sen (90º+ a) 

sen(90°+ a) '"'cos a 

J!.E.!L_ • D y ~ 
sen 0 

UcU = Uyll sen 0 

De aqui podemos concluir que si S
1 

y S 2 son dos subespa

cios en:JR 2 de dimensión l el problema resulta ser muy senci

llo pues entonces 

donde e es el ángulo formado por S 1 y 5 2 • Además, podemos 

interpretar que el hecho de que los subespacios estén "cerca-
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nos" significa que el ángulo e sea pequefio o que !sen el sea 

pequel\o. 

El caso anterior nos permite considerar el caso cu~ndo 

S 1 y S
2 

son subespacios en :Rn de dimensi6n 1, veamos que' 

sucede: 

y sea 

con 
"' y e (S 1 + S 2 ) 

... 1 
y e (S 1 + S

2
) 

tenemos entonces 

De donde 

y al aplicar ·lo obtenido para el caso :R 2 obtenemos 

• D yl • 1 sene 1 



es decir 

de donde 

con 
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Dyll • I sen e 1 

Uyll 

DP 1y-P 2yft = k(y)•UyD 

llyU • I sen e 1 
k (y) = <: 1 sen e 1 e; l. 

DyU 

Este desarrollo da lugar a la siguiente conclusi6n: 

Si 

tenemos 
DP

1
y -P

2
yft = k(y) •Uyl 

donde lyn • I sen e 1 
k(y) = 

DyB 

y entonces 

Conviene notar que la expresi6n 

parece depender del seno del "ángulo" entre los subespacios 

Pero ... ¿será esto cierto en general? 

La respuesta a esta pregunta la responderemos en la sec-
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ci6n siguiente, donde presentaremos tambi~n el significado 

geométrico de la expresi6n 

Sólo nos queda hacer notar que el dilculo detallado y 

preciso de 

será de gra1, utilidad para establecer las cotas de perturba

ción para la .solución del problema de Cuadrados M.ínimos. 

CASO NO AGUDO: D P 1 - P 2 8 :o l 

En la secc i6n anterior ar.aba.1110~ de ver que 

IP -P! .;1 
1 2 

en ciertos casos particulares debido a que la nonna de la di

ferencia (P 1 - P 2 ) estaba acotada por el seno del .. ángulo" que 

formaban los subespacios sl y sz. 

Comenzaremos por establecer 

en general, independientemente de las dimensiones de los sub

espacl,' S 1 y S 2 • Esta vez, no desarrollaremos los conceptos 

de "ángulos" entre subespacios, sino que recurriremos a las 

propiedades de las proyecciones ortogonales por ser éstas me

nos elaboradas que los primeros. 
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Así, pues, el siguiente resultado establece la validez 

de nuestra expresi6n en general. 

Teorema. 

Sean P1 y P2 las proyecciones ortogonales sobre los sub

espacios 5 1 y S
2 

respectivamente, entonces 

Oemostraci6n. 

y como 

tenemos 

Falta ahora hacer ver que 

xt (P - P ) 2 x e;; llxU 2 
1 2 

La idea para demostrarlo consiste en expresar al vector x 

en términos del vector 

de tal forma que se obtenga algo parecido a: 
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Rxl 2 .. l(P
1

-P 2 )xl 2 +lyl 1 

Sin embargo, no es necesario que la matriz identidad I 

sea la que se escriba en términos de (P 1 - P 2 ), sino que pue· 

de ser cualquier transformaci6n ortogonal T. 

Sea pues 

de donde se ve que T es una reflexi6n: 

ii) T 2 =(2P
1

-I)(2P 1 -I) 

=I 

Asi que D Txll 2 = lxl 1 

pero 
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Como los dos primeros términos son no negativos falta 

s6lo analizar a los dos a1timos. 

Para esto, los desarrollamos y comparamos: 

(P -P) (P -P1 ) .. P P -P P
1 

-P 2 + P.PJ.
1 1 2 2 l 12 11 2 4 

y 

= p1p1 -Pz -P!P + PJ. pz 
2 1 1 1 

p p - p + p!p2 
2 1 2 ' 

y al comparar obtenemos que: 

y por consiguiente la ~uma de los dos últimos términos en la 

expresi6n para UxU 2 se anulan. por lo que obtenemos 

= uxn 2 

de e5ta igualdad obtenemos inmediatamente 
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Del result"do anterior, la primera pregunta que surge 

es: 

¿Bajo qu~ condiciones sucede 

El hecho de que 

quiere decir que existe x,... O, tal que 

Supongamos primero que 

entonces 

sea 

Si z - o, 

entonces 

es decir 

de donde 
s~ns,~{0}. 



Si 

entonces 

es decJ.r 

de donde 

El caso, cuando 
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z "" O, 

z E Sz y z E S1 
l 

s n s1 ~ {O J 
2 1 

es similar al anterior 

La ;iguiente figura en :R 1 ilustra la situaci6n anterior, 

donde 5 1 y S 2 son de dimensiones 1 y 2 respectivamente y 

s 2 n s~ * {OJ 

es decir, existe un vector en el plano (S 2 ) que es ortogonal 

a la recta (S
1
). 

De lo anterior concluimos que 

Teorema. 
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.si y sólo si 

s1 ns * {O}. l 2 

Este Teorema nos dice que 

si y s61o si existe un vector en uno de los subespacios que 

es ortogonal a todos los vectores del otro subespacio. 

Y el resultado siguiente nos indica bajo qué condiciones 

sucede que 

Teorema. 

si dim(S 1 J ~ dim(S 2 ), entonces existe un vector en el 

subespacio de dimcnsi6n mayor, que es ortogonal al subespa

cio de dimensión menor y por consiguiente 

Demostraci6n. 

La idea es hacer una demostración por contradicción, al 

suponer que si 

tendremos que 
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Supondremos entonces que 

~ n S 
1 

• {O} 

entrJnces como 

tenemos 

y al sustituir ob~enemos 

de donde 

lo que contradice a la hipótesis. 

Por lo que 
s~ n s 1 ,,. {O} 

de donde existe 

x 'I' O , tal que x e ~ n S 1 

y 

x-0 

m X 

de donde tenemos que 
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Observemos tambi6n que si 

entonces, al tomar 

tenemos que 

entonces 

pero como 

entonces 

de donde 11 P1 ¡; n .. i 
2 1 

El resultado siguiente garantiza que la implicaci6n en 

sentido opuesto es válido tambi6n 

Teorema. 
U P1 P U = 1 si y s6lo si S1 n S + {O} 

2 l 2 1 

Demostración. 

Supongamos que nP; P 1U =l, entcnces existe x?oo tal que 

P1 Pxmx 
2 1 

Si y = P 
1 
x, tenemos que 

P~ y•x 
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si l. 
y f s2. entonces 

Uxn < Dyl. 

es decir, 
O P 

1 
xll > Rx 1 

lo cual no puede ocurrir ya que 

siempre. 

Entonces y e si 
2 

y l. 
P 2 y = y"' X 

X e s1 
2 

así que 

y entonces 

de donde 
X Es 1 -> s

1 ns .,. {O} 
2 1 

El caso cuando 

no se puede dar, pues se llega a que 

de donde 

y se obtiene que 

P X = - X 
1 
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La imt>licaci6n en el otro sentido ya se demostr6 en el 

resultado anterior. • 

Lo desarrollado hasta este momento lo resume el siguien-

te: 

Teorema. 

Si 

entonces 

y además 

si BP~ P
2
1 <1 si y s6lo si~ ns

2
,.. {O} 

Los resultados anteriores pueden interpretarse desde otro 

punto de vista al introducir como hip6tesis la dimensi6n de 

los subespacíos. 

Teorema. 

Si dim(S 1 ) = dim(S 2 ), 

entonces 
~ n s2 ~ {O} si y s61o si 

s1 
2 n s1 ~ {O}. 
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Supongamos que 
s~ n s

1 
,,. {o} 

sabemos, por otro lado, que 

entonces 

y 

de donde 

entonces 

Ademli.s 

porque 

entonces 

1 1 dim(S 2 +S 1 ) + dim(S 2 n S 1 ) .. 

• dim (S 2 ) + dim(S~) 

dim(S 2 + S~) + d1m(S 2 n S~) • 

""dim (S 2 ) + [n-dim (S,)J 

dim(S
2 

+ S~) + dim(S 2 n S~) .. n 

dim(S
2 

+ S~) .. n - dim(S 2 n ~) 

< n 

(S +S1 ) 1 ~{O} 
2 1 

1 1 1 (S 2 + S 
1

) e S 
2 

n S 
1 

-> 

1 para toda ze (S 2 +S 1 ) 
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para toda Z E S 2 tenemos que 

xt z =O: 
1 x E S 2 

para toda Z ES~ ::enemos que 

xt z •O: X E (S~)l .. s l 

de donde 
X Es~ n S¡ 

es decir 

La afirmaci6n en el otro sentido vale por simetrfa . 
• 

El resultado siguiente contiene al anterior: 

Si 

entonces 

Demostrac16n. 

Supongamos que 
l. dim(S 2 n S 1 ) s k y 

dim(S 1 l • k +•1 

Si k "'O, no hay nada que demostrar pues la afirmac.:i6n se 

sigue del resultado anterior; 

As1, supongamos que k ~ o, y sean 
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para s; n S 1 , 

entonces 

Sean 

tales que 

es una base para S
1

, es decir, 

donde 

con 

Si 

S 1 = R (( B j WJ } = R (B) + R (W) 

ff(B) n R(W) = tO} 

W=[w
1

fw 2 j ••• fw1 J 

es una base de S 2 , es decir, S 2 ,.R(Z) 

con 

entonces como 

tenemos 

y C~lllO 



resulta que 

como 

s 2 n s1 
l 

de donde 

- zos -

~(Z) n N [·:~·J 
= {y /y "' Zy y [: ~ •• J 
= (y/ [:~·J Zy =O} 

={y/ r.'!:.~.J y= O} 

Lat z 

y• O} 

{y/ [~:/] "' [ .. ¿ .. J y = 

{y/ wt z y = O} 

{y/ "' Ay ""O; A,.Wt Z} 

S n S1 = N(A) = N(Wt Z) 
2 1 

} 

como Z es de rango máximo, y rango (WtZ) =rango (Wt) = 1, y 

como W tiene columnas independientes entonces wtz tiene ren

glones independientes y así 

Ahora, como 
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tenemos l + dim (S 2 n ~) • k + 1 

por lo tanto 

• 
Los resultados anteriores se pueden resumir con el si-

guientc: 

Teorema. 

Si 

entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes 

y cuya validez se infiere directamente de resultados anterio

res y del hecho que 

Al tomar normas se obtiene 

• 
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A continuación, veremos con má~ detalle el significado 

de 

Para ello notemos que 

Si 

entonces 

y por consiguiente 

Demostraci15n. 

Como 

entonces 

para toda x e S 1 

restringida a S 1 es uno a uno, y por consiguiente 

pero como 
P 2(S1) e S 2 

entonces 

• 
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Al tonar este resultado como base, podemos concluir con 

lo sigulente: 

'reo.rema. 

Si 

entonces 

El resultado anterior, sugiere la siguiente pregunta: 

¿Bajo qu~ condiciones ocurre que 

Para responder, observemc~ qu.: 

y como 
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tenemos 

""max{DP~P 2 1 2 , IP~I' 1 l 2 }Bwl 2 

de donde 

Con lo anterior se puede enunciar el siguiente: 

Teorema. 

Con los dos dltimos resultados obtenemos: 

Teoren::a. 

Si 
U P -P 1 < 1 

J 2 

entonces 
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Demostraci6n. 

Supongamos que 

entonces, por los resultados anteriores obteneaos que 

pero, al cambiar los papeles de S 
1 

y S z, obteneaos 

de donde obtenemos el resultado deseado • • 

Nota. 

Los desarrollos anteriores nos pcr.itirán pasar al si

guiente problema que consiste en obtener las cotas de pertur

baci6n. 

OBTENCION DE LAS COTAS DE PERTURBACION. 

Para la obtención de las cotas de perturbaci6n es necesa

rio considerar la forma en que las proyecciones vienen dadas. 

ya que los subespacios S
1 

y S
2 

son por lo general los Núcleos 

o Rangos de matrices. 
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Para comenzar, consideremos el caso en que S 1 y S2 tienen 

bases ortonormales. 

Sean 
. {u 1 , u z , •• • , uk } 

'y 

bases ortonormales de s1 y s2 respectivamente, entonces 

t t t u ut P1•u1u1 + u2u2 + ••• +ukuk = l l 

t t t V Vt P2""v1v1 + v,v~ + ••• +vk vk = l 1 

donde 

V 1 • ( V l 1V2 1 ••• 1Vk1 es de n X k 

Y U
1 

y V
1 

son tales que 

y tenemos que 

y como 
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las tres cantidades son iguales y se calcula aqu6lla cuya eva

luaci6n sea la lllis fácil. 

Las expresiones de las tres normas anteriores pueden sia

plificarse, debido a que 

1 o xi "' lxl 

BV yl lyl 
1 

para cualesquiera x e y nn :Rn. 

Sin embargo, es mis conveniente proceder como se indica 

a continuación: 

Sean 

tales que 

es una base ortonormal para :Rn y análogamente con 

Si tomamos 

entonces 
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• u [ ~~ •. ~.? .. l u" 
o : o J 

donde Unxn es unn matriz ortogonal y análogamente 

[. ~~. L?. J v·: 
o : o 

con Vn.t::.. una matriz ortogonal. 

Con estas dos cxprcsion~s para P 1 y P 2 se calcula 

Entonces 

y al aplicar normas 

1 [ 
Ik : O J t t [ Ilt : O 1 t 1 11' 1 -P 2B.. • •••••••• U -U V ••••····· V 
o:o o:oJ 



con 

de donde 
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1 [ 
Ik : O J [ !k : O J 1 ••••• : •••• Q-Q •••• : •••• 
o :o o:o . . 

o• u'v • [:;.] rv, lv,1 

-t-!~!.~~!':!.J u;v 1 :o;v z . ' 

'" • Ut V "21 l 1 
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y así 

A continuaci6n, calcularemos una expresi6n para 

Asi pues, como 

tenemos 

[ 
O : O J t [ Ik : O J t •••• : •••• UV •••• : •••• V 
O ;1n-k O : O 

y, al aplicar normas 

.. 1 [? .. ~ . ? .. J Q [ :~. ~ • ~ • J 1 1 O : In-k _ O : O 

-1[~ .. ~.?· 1 I 
Q2l: o j 
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de donde 1 P1 
p 1 

l 2 

y análogamente tenemos para •P~ P
1
1 que 

Estos resultados nos indican que para calcular 

1P
1 

- P 2 1 

basta calcular 

o 

Además, como s6lo estamos considerando el caso en que 

entonces 

Podemos concluir con el siguiente resultado para matrices 

ortogonales: 

Teorema. 

Si Q es una matriz ortogonal y es tal que 
nxn 
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Q :a 

k n-k 

entonces 

Este resultado t:ambH!n se obtiene al tomar S
1 

como el 

subespacio generado por las k primeras columnas de O y a S 2 

como el subespacio generado por los k primeros vectores de la 

base can6nica de JRn. 

De esta forma se puede ver que 

y 

Pues si 

u P1 
P n z l 

entonces, por ser Q ortogonal, tenemos que 

de donde 

p X., 
l 
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~ 0 J ~o : o J Íª1] - ········ -····:···· 
Ou ª1 021 : o L ª2 

es decir 

p~ p. - [ ~ •• L ~. J 
0 21: o 

y al aplicar· normas 

El caso cuando 

es análogo al anterior. 

Trataremos ahora el caso cuando los subespacios 5 1 y S 2 

son los Ran~o3 de las matrices A y B: 

As! pues, sean 

y 

donde 
a·• A+ E 

y dim{R(A)) • dim(R{B)) 
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entonces 

Necesitamos ahora obtener una cota que "vaya" a cero y 

que sea lo más simple posible. Podemos ver, que si IEI es 

pequefta los subespacios est4n cercanos y la diferencia 

tiende a cero: 

Pero aquí surge una dificultad, pues como no se sabe si 

A y B tienen colulllllas ortogonales, el c:ilculo de 

no es fácil. De aqui que partiendo del hecho que 

1 P 
1

- P .1 = B PJ. P R ,. U P1 
p 1 

~ 2 1 1 2 

probaremos con evaluar 

para encontrar cuál es la expresi6\1 má.s simple que nos conven-

ga. 

Asi pues, al desarrollar, tenemo~ 



Como 

tenemos p1 
2 

y a P1
P 1 <: 2 l 

También 

como 

tene11os 
p1 

1 

y 1p~p21 <: 

A»i observamos que 

O p 1-P zn = 

al pedir que 
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p1 
2 

B - o 

P1 
1 

"' - Pz EA+ 

1 EA+ B < DEI• IA+I 

P~(A +E) B+ 

P
1 

A .. O 
1 

p2 -p1 E: B+ 
1 

1 E B+ U <; RED • IB+I 

es más fácil obtener 

R Pl p u = a P1 
p ªª < 1 

2 1 l 

Obsérvese también que vuelve a aparecer esta condici6n que 

ya se babia presentado en términos de valores singulares. Y es 

ta vez, la interpretaci6n que se le da es la siguiente. 

No deben existir vectores en ~(A) que son ortogonales a 

~{B) y viceversa, pues de otra forma los subespacios no esta· 
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rían cercanos, y además las matrices A y B 

rir poco. 

deben de dife-

Consideremos el caso, ahora, cuando los subespacios S 1 

y S 2 son los espacios ortogonales a los Núcleos de las matri-

ces A y s: 

Así, pues, sean 

donde 
B =A+ E 

y 
di.m (R (A) ) dim(R(B)) 

entonces, 

y al desarrollar, obtenemos 

plp = p1 A+ A 
2 1 2 

pero 

entonces 
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Al aplicar normas 

An4logamente 

ya que 

Al aplicar normas 

Con estos resultados podemos concluir que la condici6n 

para que los Rangos de A y B estén cercanos es la misma que 

se necesita para que sus NGcleos lo estén: 

COTAS DE PERTURBACION DE LA SOLUCION. 

Para poder evaluar los efectos que sufre ln soluci6n del 

problema de Cuadrados Mínimos cuando se ve afectada por pertu!_ 

baciones, utilizaremos, como ya se indicó el enfoque geométri

co que acabamos de desarrollar. 
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Tenemos el ya conocido problema, en donde 

X"' 

c.:on 

rango (Al • rango (B) 

y 

Para conocer 405 efectos de las perturbacjones en la so

luci6n, se requiere calcular 

0 X -yU 

La idea en la que nos basaremos para hacerlo es la siguien 

te: 

entonces 
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y gráficamente tenemos 

Además 

X = A+b = P X 
N (B) 
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Y entonces, al sustituir en (y - x), obtene1:1os 

+ + 
y-x = B Pfl(A)b + 8 Pfl(A).l b -

+ + 
PN(B)A b - PN(B)J. A b 

como 

se pueden asociar los términos 

y obtener 

(y - x) 

+ + 
B (Pfl(AI -BA) b + 

y considerando que 

se llega a lo siguiente: 



1 
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de donde 

Esta última expresión puede evaluarse fácilmente cuando 

se toman normas. 

Lo anterior nos conduce a enunciar el siguiente resultado, 

fundamental en este trabajo. 

Teorema. 

Sean A y B dos matrices de m x n. Si satisfacen las hi-

p6tesis siguientes: 

i) B = A + E 

ii) rango (Bí = rango (A) 

ii i) 11 E u • n A +u < 1 

entonces DEU •DA +1 2 

11 B + - A +11 ~ 2 + + DE 1 • I A +n 2 

1-DEU •DA 1 
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Si y 

entonces 
IEl•IA+I 

U•y-xll < +º Exl + 
1-IEl•IAI 

IEI • IA+I :z 
+ + ·D rl+ IEI •IA l •lxl 

1-IEI •IA 1 

Demostraci6n. 

Es inmediata a partir de resultados anteriores y de que 

CB+I < rA+I 
1-DEI IA+I 

como ya se demostr6 anteriormente. • 
El resultado anterior, en términos de la condici6n de A, 

se convierte en: 

Como 

si llamamos 

y si además 

k(A) 

k(A) • k(A) 

1-IEI • IA+I 

a(A) = IEI 

IAI 

IHb) .. ~ 
lbl 



y (b) 

p(b) 

tenemos: 

Teorema. 
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__ l_b_I __ .:; !_ll 

IAI • lxl 1 Axl 

~-•r~ª~~-<; !.E...!. 
IAI • lxl 1 Axl 

Con las hip6tesis del resultado anterior y si 

z = B+ (b +e) 

x=A+b; x*-0 

entonces 

lz-xll <;k(A) Ía(A) +k(A)p(b)a(A) +y{b)6{b)l 
lxl [ J 

+ k(A)a{A) 

y como 
"' k (A) ;;;. k(A) 

tenemos 

lz-xl <; k(A) ~2+k(A)p(b))a(A) +y(b)6(b)l 
DxR ~ '.J 
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Obsérvese que las cotas obtenidas coinciden con las del 

"' capítulo anterior, con ladiferencia de que aparece k(A) en 

lugar de k (A) • 
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