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INTRODUCCION



Los objetivos de esta tesis consisten en presentar al
lector:
a} Los conceptos bisicos del problema de ajuste con el

criterio de Cuadrados Minimos Lineal.
b) Algunos elementos de la Teorfa de Perturbacién.

Estos objetivos se justifican por la importancia, cada
vez mayor, que ha adquirido dentro del campo de las Matemfiti-
cas Aplicadas, La técnica de Cuadrados Minimos. Su relevan
cia radica en la aplicacién de este criterio, como herramien

ta de trabajo, en las diversas ramas de la Ciencia.

AGn cuando la mayor parte de las aplica-
ciones pertenecen al caso no lineal, la teoria relacionada

a éste descansa sobre la del caso lineal.

En lo aue se refiere a la Teoria de Perturbacidn, se
puede comprobar el reciente desarrollo que ha tenido a par-
tir de la década de los 50; sin embargo, su presentacibn dis
ta todavia de ser accesible al lector de nivel medio, de ahi
nuestro interés en presentar algunos elementos de la Teorfa
Bisica para el caso lineal asi como de la Teoria de Perturba

€ién en un plano m4 asequible.
Este trabajo lo desarrollamos en cinco capftulos:

En el capftulo I explicamos en qué consiste el problema

y establecemos la diferencia entre el caso lincal y el no



lineal. Asfimismo, damos la interpretacifn geom€&trica del pro
blema, y hacemos hincapié en la importancia que la ortogonali
dad juega en su solucifn. Concluimos con el Método de Gram-

Schmidt como una alternativa de solucién.

En el capfitulo II demostramos resultados bdsicos que fun
damentan lo anteriormente expuesto asi como lo que presenta-
mos en los capftulos siguientes. Iniciamos con la b}ueba de
la existencia de 1la proyeccifn de un vector sobre un subespa-
cio, enunciamos el conocido Teorema de la Proyeccibn y segui-
mos con la demostraci6n de la existencia de la solucién del
problema en los casos cuando 1a matriz es de rangc completo y
cuando la matriz es de rango deficiente. Obtenemos, ademds,

expresiones para la solucibn en los dos casos.

En el capftulo IIl desarrollamos algunos resultados rela
cionados con dos conceptos de gran relevancia parz la teorfa

de nuestro problema,

Uno de ellos es la Descomposicifn Singular de una matriz
A. Obtenemos esta descomposicién por medio de la Descomposi-

cifn Espectral de ant

,» Presentacién que nos es de mucha utili
dad para comprender la interpretacién de la descomposicién.

Posteriormente presentamos su demostracién general.

A continuacién, damos una interprethcién geométrica de

los valores singulares.




Después, para obtener una expresién de la solucibn del
problema, independientemence del rango de la matriz, introdu
cimos a la Seudoinversa de una matriz que es el otro concep-
to importante de este capitulo. Por Gltimo, citamos algunas

propiedades bisicas de la seudoinversa.

En el capftulo IV estudiamos la relacifn que existe en-
tre la solucién del problema de Cuadrados Mfnimos y la solu-
€i6n de ese mismo problema "perturbado". Para ello, ohtere-
mos resultados referentes a perturbaciones en los valores ca
racferisticos, los cuales nos conducen a resultados anilo-
gos para valores singulares. Estos valores singulares.cong
‘tifuyen uno de los medios para la obtencién de resultados

importantes en Teorfa de Perturbacién.

Antes de finalizar el capitulo desarrollamos, por su
gran relevancia, los conceptos de diferenciabilidad y conti-
nuidad en seudoinversas; para despu€s concluir con la presen-
tacidn de algunas cotas de perturbacibn para la solucifn del

problema.

En el Gltimo capitulo nuestro interés radica en inter-
pretar geométricamente las cotas de perturbacién. Para ello,
desarrollamos algunas ideas relacionadas con la diferencia en
tre proyecciones ortogonales sobre subespacios "cercanos".
Obtenemos, una vez mds, cotas de perturbacién para la solucién;
pero esta vez, en funcién de los conceptos geom€étricos intro-

ducidos en este mismo Capitulo.



En io referente a fuentes de informacién las hemos clasi
ficado en tres grupos. El primero comprende los libros en
los que se& puede consultar lo relativo a conceptos bédsicos de
Algebra Lineal. Estos son Faddeev [3], Lang [5], Miltsev [7]
y Strang [11]. El segundo grupo conticne los libros que tra-
tan acerca de 1a utilidad de los aspectos numéricos de la Teog
ria de Peiturbacibén mencionada y son: Kato [4], Lawson [6],
Rice [8] y Stewart [9]. Y, el tercer grupo lo forman tres ar-
ticulos en ios que se muestra el desarrollo que ha tenido la
Teorfa de Perturbacibn recientemente. Ellos son Bjorck {1},

Davis [2] y Stewart [10],

Por Gltimo queremos sefialar que, ademis de los objetivos
mencionados, esta tesis pretende satisfacer la necesidad ur-
gente, dentro del campo de las Matemfiticas Aplicadas, de pro
porcionar al lector que maneje los elementos bdsicos del Alge
bra Lineal, material accesible sobre el problema de Cuadrados

Minimos Lineal,



CAPITULO !

PRESENTACION DEL PROBLEMAV



Un problema, frecuente en la prédctica, consiste en ajus-
tar una funcifn a una colecci6én de datos. Es decir, dadas m

parejas de puntos
((tll yl): (tzl Yz)l"'l(tml Ym)}
y dada una funcibn £ que depende de n+l1 parimetros:

Ell Ezl"'lEn Y de t

hay que determinar aquellos valores de los parimetros para
los cuales la grifica de £ pasa lo mfs '"cerca'" posible de los

puntos dados.

Existen varios criterios para precisar lo que debe en-
tenderse cuando se dice que la grifica de £ para "cerca" de
los puntos dados. En este trabajo trataremos Gnicamente lo
referente a la solucibn del problema de ajuste lineal con

el criterio conocido con el nombre de Cuadrados Minimos.

AJUSTE CON EL CRITERIO DE CUADRADOS MINIMOS, CKSO LINEAL.

Este criterio consiste en determinar aquellos valores de
los pardmetros £,, £, ,... (£, que minimizan la suwma sobre 1, de cuadra
dos de 1a distancia del puntc (t ) al punto

(ty, £())

10 ¥4



£(t)

es decir:

Encontrar los valores Eyv Ea"“'sn que minimizan la

funcién
!l 2
L§1 ['Yi't(tif Ell E,.---.En)]

El cdlculo de los parimetros para los cuales se alcanzan
este minimo es dificil o fd4cil, matemiticamente hablando, de-

pendiendo de la forma en qu2 éstos aparezcau en la funcifn.

A continuacidn, presentaremos un ejemploc para ilustrar
las dificuitades que se presentar Cuaido se quiere determinar

los valores de los parimetros en una situacién concreta.



Ejemplo.

El problema consiste en determinar la curv: de creci-
miento de una poblacifn de bacterias. Los datos son, en es-
te caso, el ntmero de individuos de una especie particular

de bacterias y,), a intervalos sucesivos de tiempo (ti).

t o 4 7.5 25 31 48,75 52 58.5 72.7 78
y;|8 € 6 7 : 10 13 ) 33 38
t, | 95 96 108 112 133 136.75 143 156.5 166.7 181
y,[ 78 78 164 175 280 300 320 205 385 350

Tebricamente, se espera que el crecimiento de esta pobla
cifn quece bien aproximada por la curva logfistica, cuya expre

sidn analftica es la siguiente:

&,

£(t) =
1+ %278t

con £,>0

en donde E,» &, ¥ &, son parfmetros que dependen de la po-

blacifn que se trate.

Usaremos la notacién

£y

f(t;: Elo E,i E,)-
' 3 -E,t
1+ e™? 1



para indicar que f necesita de los valores de los parimetros
E,¢ E5e E,Apata quedar determinada. Su grifica es de 1la for

ma indicada en la figura siguiente:

Y

Para determinar estos parimetros se requiere minimizar

la funcién:

20 Ex
S(E,. £,. £} = T, (v, - )2

1 . -
1 + e&z - ;,ti

Sin embargo, los bi6logos de nuestro ejemplo, no resuelven el problewa
deesta form, sino que realizan el procedimiento siguiente pa-

Ya encontrar los parimetros &ptimos:

Para obtener el wvalor de El. calculan el promedio de los
valores ¥; correspcondieates a las €, mis grandes, esto debido
a que

Y=,




es una asintota de la curva buscada

e AL

Una vez calculado el valor de E, que se denotard como

;1', Y que en este caso es:
a E* 450 + 385 + 405
H 3

2 22

413

el paso siguiente consiste en obtener estimaciones para g, y
€, mediante la transformaci6n de la funci6n original en otra
mis simple en té&rminos de E, Y £,-

A partir de
E,*

YB
1+ abz "5t

tenemos
vyt +ef27E% 2 g »

£, ~E,t
Yy e ES gf,‘*oy

* ..
eEZ-ES‘tu-E—l o
b4



de donde
.

b 4

£,

ln( )'E:'E;t

Observemos que en esta (iltima expresifn los parfmetros
€, ¥ £, aparecen en una forma muy simple y que el término
que aparece en el lado izquierdo de la igualdad no represen-
ta ningdn problema de cdlculo, ya que el valor de "

se ha estimado.

Entonces, si hacemos

E,* -y )
gly) = (e

se tiene

gly) = £,-&,t
que es una forma transformada de la curva logistica cuando
ya se ha estimado el parimetro £,

Ya con esto, los biélogos de nuestro ejemplo proceden a

ajustar la curva.
gly) = &£, -t

a los puntos (ti' g(yi)) usando el criterio de Cuadrados Mi-

nimos, es decir:

Calculan los valores de E, y &, que minimizan la funcidn

20
H(E,, £,) = B0y )=(E, - £,t,)] 2



El procedimiente que utilizan es el usual para ellos y

consiste en aplicar las técnicas del Cdlculo Diferencial a

la funcién H.

Se calculan las parciales de H con 7vespecto a £, y Eg»

se igualan a cero y se tiene lo siguiente:

20 20
5oty == I, €,)E, + 20§,

20 29 2 20
- gE gty e =(E £ 0)E - ((F £)E,

un sistema de ecuaciones de los mis usuales, cuya solucifén es
el minimo buscado de la funcién H. Al sustituir los valores

de los datos tenemos

20 g, = 1705.4 &, = 26.959
- 1705.4 E, + 205 860.06 £, =384.661

y la solucién es

£, =5.13379
£, =0.04439

De donde la recta buscada es:

g(t) = 5.133 = 0.044¢t

Y, Por consiguiente, la curva de crecimiento dgseada es:

£(L) = 413
1+e$.133 -.044¢t
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y su grdfica es:

HE. 9 W64
IS J

4

i

OQ.MF’:“.. o7 MV

Y

h 4 ¥ ¥ I . L)
.00 wn en @B ma s 1RO w7 e
x

Comentarios sobrc el ejemplo anterior,
Por los resultados obtcnidos, podemos ver que este méto-
do parece ser muy efective, sin embargo, no podemos evitar ha

cerncs la pregunta siguiente:



i{Por qué no se calcularon directamente todos los pardme

tros: §,, §, vy £; usando el rriterio de Cuadrados Minimos?.

Para responder a esta pregunta es necesario conocer an-
tes los problemas a los que nos tendriamos que enfrentar si

lo hiciéramos.
Veamos para esto lo siguiente:

La funcifn
S(E!I 52' 5,’

que se tendria que minimizar estd dada por

20 E)

$(E.r%2080) = % Uy - T T

)1

Y para encontrar los parfimetros 6ptimos habrfa que calcular las
parciales de S con respecto a £,, £,, y §,, igualarlas a ce-
TO y, posteriormente, resolver el sistema resultante que es:

& -1

1
€z~€,t’ (1.,.&52"63':):0

l1+e

25 20 £ gttt

a‘Ez" 2 1By (g 1+eCz‘€st). (1+e52"5;t)2)=°

S, ¥ I (‘E,Ce“""‘
3L, i=1 ¥1 14e%276,¢ (1 +eb276,3%)2

)=0




Es aquf donde surge el problema siguiente: No es fécil
resolver este sistema de ecuaciones ya que no es de la forma
lineal en £,, £, y £,, es decir, no es de la forma:

0,8y *a,f, +aby =8,

BIEI +81£‘ + BSE! - 62

Ylgl +YEEZ * Y!EJ = 6’

¥, en general, no se conocen mérodos estindar para resolver

sistemas de ecuaciones simultdneas no lineales.

Por esta razdén, se justifica el procedimiento especial
empleado por los bifSlogos del ejemplo y que les permite trans-~

formar su problema a uno lineal.

Existen otros casos en donde un problema de aju«ite no
lineal se puede transformar en uno lineal. En este trabajo
no trataremos otro ejemplo de este tipo, pues nuestro interés
radicar4, de aquf en adelante en comprender y desarrollar 1la
teorfa bdsica de aquellos problemas de ajuste que dan lugar

a un sistema de ecuaciones lineales.

El desarrollo que se realizG en el ejemplo anterior su-
giere, de manera natural, el deseo de investigar en qué casos
se puede obtener el valor de los parfmetros resolviendo un

sistema de ecuaciones lineales.

Ya antes se mencion8 que el criterio de Ciadrades Minimos



consiste en encontrar los valores de &y 52,...,sn que mini-

mizan la funcién.

m
. 2
.§1 (yi- f(tilgxlszl"'lgn))

1

S(E‘IEZI"'IEn) =
es decir

m
S{x) = . (y, -f(t;;x))?

donde
. rs,']

x =8
Eh
Ahora bien, si tomamos
— - -
Y, £t rx)
Yy = yz Yy F(x) = f(tzix)
| Ya | | flegi0) |

podemos escribir a S(x) en la forma

S(x) = fy-F(x)0?

donde §*§ % es la norma cuclideana y esti dada por



20202 + a2 +...+ af
Hal aj a; +. a’
si
a,
a =
a2
-
-
-
a
n

Para ver mis claro el uso de esta notacién, la usaremos

en el ejemplo que presentamos antes.

Ejemplo:
Ex Y,
x = E,1¢ Y= Y,
£, .
Ya,
£, 7]
l-feei_gﬂtx
£,
Flx) = 1-&e§z‘éstz
£,




Volviendo ahora al problema general, pasamos a calcular

las parciales de S con respecto a 51‘

s m Af(t, %)
sgk"z RACAER ICNZ D) R

para k=1,2,...,n

Pues si el problema tiene solucifn, ésta debe satisfacer

al sistema
aséx)
- 0
k
para k = 1,2,...,n

Ademis, para que este sistema sea lineal, necesitarfamos
que
Bf(ti:x)
Ek
para 1 = 1,2,...,m
k= 1,2,...,n
no dependiesen de £, £, Y E,, es decir, necesitarfamos que

fueran funciones que s6lo dependieran de t:

af(ti;x)
-—-5-5—1:—- - Uk(ti)

para i = 1,2,...,m

k= 1,2,...,n



Ahora, para saber qué condiciones debe satisfacer £ para
que el sistema de ecuaciones que va a determinar los parame-

tros.

E,o Eprennsky

sea lineal, integramos las parciales de S son respecto a las

gk, para k=1,2,...,n; entonces tenemos: “
f(ti:x) = cl(ti);x-roz(ti)£2+...+on(ti)€n-+0(ti)

Sin perder generaltidad, supondremos que

6(c;) =0
ya que nce dependa de los parfmetros

E v Bpree-rby

Esta, podemos resumirle en el siguiente.

Tegrema.

Cuando el problema de ajuste de una funcifn con el cri-
teric de Cuadrados Minimos, d& lugar a la soluci6n de un sis
tema de ecuaciones lineales, la funcifén a ajustar se puede

expresar de la forma siguiente:
E(e:E L8 ,.--08 ) = £,0,(t) + Ezoz(t)+.--¥5n0n(t)

dande

Ul (t) ' 02 (t) '--olcn(t)



son funciones de t arbitrarias, es decir, no importa la forma

de 1las ai(t).

Ahora, 2 partir de este resultado tenemos la siguiente:

Definicibn.

Un problema de ajuste de una funcifn con el criterio de
Cuadrados Minimos se llama Lineal, si la funcién a ajustar se

puede expresar como:

£0e;8 6.0 0E ) = £ 0, () +E 0, (L)+...+E 0 ()

n .

Este problema lo identificaremos simplemente como el de
Cuadrados Minimos Lineal y su formulacién puede plantearse ‘en
términos matriciales.

En efecto, como

F(x) = f(tz: x)

es decir

al(tx)il-+02(tl)£2+...+on(tl)€n

Fix) = 0,(€,)8, +0, (£, )&, +...+a (L )

.
-
-

o, (L )E, +o, (L )E +. coto (e )€

=N -




se puede escribir como el producto de una matriz por un vec-

tor como sigue:

= -
g,({t))o, (5))ev.o (t,) €,
F(x) = | o0,{t;)o,(t,)...0 (t,) £,
oyt o, (t )0 () L3
n 4 L 4
Yy entonces F(x) = hAx
donde A= (g, (t)))

para i=1,2,...,m

k=1,2,...,n

Debe notarse que la matriz A es independiente de x. Y
asf{ tenemos que la nueva expresifn para S(x) en términos ma-

triciales es:
S(x) =lly ~P(x)}?
mfy-RAxl?
Esta expresifn nos serid de mucha utiiidad en el transcur
so de este trabajo, pues se¢ trata de una forma compacta de de

notar el problema en términos de la matriz A, de cuyas propie

dades dependeri su solucién.



En el problema de Cuadrados Minimos Lineal es muy comfn
que m>n, es decir, que el nGmero de observaciones ser mayor
que el de parimetros a estimar; sin embargo también se pre-

senta el caso m < n.

Cuando m>n, como veremos mis adelante, se tiene nna so-
lucifn Gnica x* si la matriz A tiene columnas independientes,
hecho que proviene de que las funciones

o,{(t), az(c),...,on(t)

que aparecen en

B(E3E, 8,0 0E ) =0 (£)E, + 0, (RIE 4. b0 (L),

sean linealmente independientes, es decir, que ninguna de ellas

sea combinaci6n lineal de las restantes.
Cuando m<n, usualmente se pueden encontrar, muchas

soluciones x tales que

Ax = y

S(x) =0

En este trabajo, Gnicamente, trataremos el caso cuando

‘m > n,



INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS

LINEAL.
Consideremos el problema de cuadrados minimos lineal,

es decir, dados y€R™ y A una matriz de mxn con m>n, Se

desea encontrar x tal que minimice la funcién

S(x) =y -Ax§?

Si consideramos a la matriz A como una transformacién

lineal

A:R"+R"

entonces la imagen de A que se denotari como &(A) es un sub-
conjunto de R™ parecido a un plano en R*, y como m>n, usual

mente el vector y no pertenece a ia imagen de A.

As{ gue, geométricamente se tiene algo parecido a la fi

gura siguiente en R’
*y

I ‘Ax

®(A)

Por otro lado, para cada x, en R" el vector

Yy - Ax

es un vector que va de un punto de K (A) a y, a este vector,



que denotamos por
r{x),

se le conoce como el vector residual en x, vfase la figura si-

guiente:

Como el criterio de Cuadrados Minimos consiste en enco-

ger x* en R" tal que

Br(x®)N?<iir(x)?
para toda x en R"
esto, geométricamente se traduce en encontrar

x* en M1

tal que
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' Ax* gea el punto mids cercano en f(A) al vector y, y esto
sucede, como después veremos, cuando r{x) es ortogonal a &(a),

como lo ilustra la figura que sigue:

-

L 3 4

r{x)

I J/ ®(A)

-

Ortogonalidad.

En el capftulo siguiente, se demostrarf que la soclucién
al problema de Cuadrados Minimos Lineal tiene la propiedad de

que el vector

r{x*) = y - Ax*

es ortogonal a cada una de las columnas de A, lo que en forma

compacta se puede escribir como

Aty -ax*) =0



- 271 -

Por lo pronto, en esta seccifn s6lo nos interesa hacer
ver el papel tan importante que juega la ortogonalidad tanto

en la teorfa como en la prfictica del méteodo,

Obsérvese, que la condicifén de ortogonalidad

At(y-m{*) = 0
se puede escribir en ia forma
AtAx'u Acy

Por 1o general, esta relacifn se utiliza para calcular
x*, se le ccnoce también con el nombre de '""Ecuaciones Norma-

les del problema de Cuadrados M{nimos Lineal”.

El aspecto geométrico de este planteamiento nos sugiere
cl siguiente procedimiento para resolver el problema de Cua-

drados MInimos Lineal:

i) Calcular el punto ? de #(A) mis cercano a y.

ii) Resolver Ax-gr'.

El problema i) es conocido en la prdctica como el proble
ma de la proyeccién ortcgonal, ya que el vector y-? es

ortogonal a todos los vectores que estdn en &(A).
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Grificamente tenemos:

~ ¥ = Ax

Cabe, en este -onento,pweyannr' la siguieﬂfgz

Definicifn.

Dada ye€R™ y A una matriz de mxn, ; en €(A) se llama
la proyeccidn o:togonal de scbre &(A) si el vector y-; es
ortogonal a todo vector en &{(A), y se denota como

N,
Yy = PR(A) Y

El procedimiente anterior puede parecer muy complicado,

pero como veremos después, no es asf, va que existen formas

muy sencillas de calcular las proyecciones ortogonales,

A continuacifn, usando la ortogonalidad y las proyec-
ciones ortogonales encontraremos métodos sencillos para la

solucién del problema de Cuadrados Minimos.

_&n primer lugar, se consideraran algunos casos especiales



de dicho problema para motivar l¢s resultados generales:

ler. Caso.

Sean A=a un vector de mx1, yeR™ y x=£ un escalar.

S(E) = Jy-atcl?
es la funcibén a minimizar.

Por otro lado,sabemos que la }' mis cercana a y es tal

" - :
que y-y es ortogonal a a, es decir

t( N

a {y-y) =0

~
-~ COmo § esti en la imagen de A= a, entonces ;r'-az, Yy al sus-

tituir tenemos

at(y—az) =0
que al multiplicar resulta

aty-atag = 0
de donde se obtiene el valoxr Iz E

t
E = .a'—L——
ata
que es la solucién, en este caso, al problema de Cuadrados M{

nimes. Ademfs, se puede ver que ?, la proyeccién de y sobre

a esti dada por
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", ~

t
YuaE:.—.a_.t_X_.a
a  a
N6tese que esta (Gltima expresién se puede escribir em la

forma

Es decir, esta Gltima expresién la podemos ver como una

fé6rmula para obtener directamente la proyeccién de y sobre a

t
~ aa
¥ = Pgey¥ = Y
Q(a) at a

En este caso, fue muy ficil obtener la solucién E direc-
tamente sin calcular la proyeccifn ;. Sin embargo, como se
lveré mis adelante, el papel de las proyecciones ortogonzles en
el problema de Cuadrados Minimos Lineal es fundamental para en

tender la naturaleza de la solucidén.

2¢ Caso.
Sea ahora
A=tla |a,] de mx 2
es decir, se considera el probhlema de Cuadrados Minimos con dos
parimetros:
S(E,,E,) = ly-Ad?

=ly~a, £, ~a,EI?



de acuerdo con el principio bdsico, la proyeccifn ; sobre
®(A) tiene que ser ortogonal a las columnas de A, en este ca-

soa a, y a,

Entonces tenemos

"
o

af(ng)

t ~
a; (y-y) =0

aqui se debe usar que ; estd en la imagen de A, es decir en

k(n).
Por lo tanto

~ v v "
¥y = a‘E1 - azsz = Ax.

Al sustituir esta expresi6én en las dos ecuaciones ante-
riores tenemos:
t 2 n
a ly - alEl - azgz) =0
N " ~
a, (y -afg, - aZEZ) = 0.
Si se reescriben estas ecuaciones como un sistema obteng
mos :
t 3 _ .t
a, alex+al a\mE2 = a; y

t t t

a, alE“+a2 a, g, = a y

que es un sistema fAcil de resolver. Sin embargo, observemos

que serfa mAs ficil de resolver si
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t t
a’‘a, = 0= a, a,
pues en este caso, se reducirfa a:

t t
aya t =3y

t t
&, a, £, = a;y

El hecho de que

1 )

t t
aja = 0=a a
significa que los vectores a ya, son ortogonales. Como po
demos ver, las ecuaciones antericres indican que la solucibn

del problema con dos parimetros se puede obtener, en este ca-

so, por medic de la solucifn de dos problemas de un solo paré-

‘metro.
. t t
En efecto, si a_ a,=0wa  a 3e tiene:
1 T2 E
N af
E -
1 at
B
t
A a,y
E -
? ata
2 %2

que es la solucién del problema si a y a, son ortogonales en
tre sf. Ademis, obServese que obtenemos una expresi6n senci-

11la para ;, la proyeccifn de y sobre K(Aa).

LY A
En efecto, al sustituir £y Ez ep y se tiene




t t
", a[ y 2 az y
y=a = +at —<
al al a2 az
que puede escribirse en la forma
A~ 4, a a a:
. Y= — Y + —¢ Y.
a, & az 2,
t
. a ‘ )
N&tese que el primer t&rmine T A es la proyeccibn
1 b
L .
de y sobre a ¥y que el segundo 22 %z y es la proyecci6n de
A1
y sobre a,. 82 2,

Esto nos conduce al siguiente:

Teoremna.

Si las columnas de A, a, y a,

~
Y = Paa

son ortogonales, entonces

Y

- Paly + Pa:y

es decir, 1a proyeccién del vector y sobre @(A) es la suma de

las proyeccicrnes de y a 1o largo de sus columnas,

En general, las columnas de A no son ortogcnales, sin

embargo, si seguimos adentrdndonos en las caracterfisticas del

problema, encontraremos una forma de obtener la solucibn sin

dificultades.



A continuacién, veremos que si A es demxn, conm > n
y A ticne columnas ortogonales, entonces, el resultado ante-

rior sigue siendo vilido.

3er. Caso.
Ses A de mxn co.s columnas ortogonales entre si a., a,.

seessd , €5 decir

con a  a,=0 si 1 #* 3

Para no confundir este caso especial con el caso general,
cuando las columnas de I no son ortogonales, llamaremos Q ala
matriz de los n vectores ortogonales, y a sus vectores colum-

na correspondientes

> P YL i

As{ tenemos entonces en este caso

2=1I1q, | q,l...1 q

donde
q:’qj=0 si i#3

.La funcién a minimizar es
S(x) =SIE ,E,,-.-,E) =Uy-Qud?

=ly-£.q -£.q-.---E g 17



es decir, se desea
min S(x) =min Hy - il ?
x X

Si X es.la solucibn a este problema, entonces §==Q§ es
la proyecci6bn de y sobre R(Q) y, por lo tanto, se debe tener
lo siguiente

aity - ¥) =0
W
q;ly = y) =0

qﬁ(y - ;) = 0

Yy al sustituir

A A, v v v
Y=Qx=q & +q,§ +...+q §

2 nn

en las 2cuaciones anteriores obtenemos

' N, Y o

a,ly - q,&, = 9,6,~...~q . § ) =0
t Y v

qz(y ~q,& - q&,~...-q &) =0
: . .

q.ly - q& = qE-...-q 5 ) =0



la primera ecuacifn se reduce a
\
t t -
ay¥y-q, 9% =0.
Anflogamente la segunda ecuacién se reduce a
t t X
. 9,y-4q, 9,6, =0

Entonces, el sistema se reduce a

t g t
a, 49, & =q, ¥
t N
9, 9, £, =9, ¥
& vt
9, 9, En =q.Y
de donde obtenemos la solucifn X
t
~n q: y
Ey=—=%
ql ql
" ab y
Ezza —.E-——
9; 9,
.t
v 9. Y
En- t
qn qn

y al sustituir este valor de X se obtiene también el wvalor

de ¥ que es
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1 4

t t
q, ¥ Q, ¥ q. Y
¥ =g ——) + qy )+ 4q (—2 )
qQ 4, 9; 49, 4, 9,

el cual se puede reescribir como

t t t

N 49, 1, 49, qQ, 9,
=y +— Yoot 4/ y.

q; q, at q, al q,

Obsérvese que cada término es la proyeccifn sobre wuna

columna de Q, es decir, tenemos:

Y

N\
Y = Pugy¥ ™ Fq ¥ * Pq ¥+--otBg

qQ

Esta expresifn es conocida como:

EL TEOREMA DE LA PROYECCION.

La proyeccifn ortogonal sobre R(Q) es igual a la suma de
las proyecciones sobre sus columnas siempre y cuando dichas

columnas sean ortgonales.

Antes de terminar con este caso es conveniente hacer no-

tar lo siguiente:

n,
La solucifn x se puede expresar en una forma muy compagc

ta:

En efecto
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se puede escribir en términos matriciales sencillos si se in

troduce 1a matriz diagomal

- -
t
q, q9, /] . « o O [+]
o tq, 0 0 o
q, 9, e
D= [} [ di qa, -
. . 0 *
. . - t 0
- qn-1qh-1
t
4] o 0... 0 qnqtij
tenemos entonces — _
t
q,
" t
Dx = q; | ¥=Q ¥
az
e -

es decir



de donde se puede despejar a ¥ usando la inversa de D, que

también es diagonal.

Asf obtenewos

x=p"'g% y

Esto indica que si las columnas de la matriz son ortogo
nales, la obtencibn de la solucibn % es muy sencilla, pues
basta con multiplicar a y por Q% vy dividir a cada componen-

_te de Qty por la
2 o 4t
iq,l a; 9,

correspondiente. Por Gltimo, observemos que la proyeccibn ;

esti dada por
N Y
Yy = Qx

Con esto terminamos el cstudio de este caso.

Er este momentoc se hace evidente 1la importancia de
la ortogonalidad en la solucibén del problema de Cuadrados
Minimos Lineal, pues como ya se vi6, aporta muchas ventajas

en la obhtencién de la soluciébn.

Sin embargo, por lo general, las columnas de la matriz

A de un problema cualquiera, no son ortogonales.

iQué significa esto? ;el desarrollo anterior, no tiene
4

utilidad prictica?...



5%, la tiene, pues es posible obtener un conjunto de
vectores ortogonales a partir de las columnas de la matriz A
y expresar la sclucibn en términos de 1la relacifn entre la ma

triz A y la matriz formada con los vectores ortogonales.

Para aclarar esta situacién y presentar el procedimiento

general, consideraremos primero dos casos particulares: cuan-

do la matriz A tiene 2 0 3 columnas.

1 er. Caso
A = [al laglnxz'

donde a: a,*0 y a, y a, no estin alineados.

Interesa ahora obtener dos vectores q, ¥ 4, ortogonales

entre sf a partir de a ya,

As! pues

g, bien puede ser el mismo a,

entonces

Falta ahora determinar q,, veamos para ello la figura

siguiente,

A,

P a,  q,=a,



perc esto no implica ninguna dificultad, ya que calculamos lia

proyeccidn de a, sobre q,, que llamamos

q, 2

aN
Y por potro lado, sabemos que a_, ~a,

2 es ortogonal 2 q,. Es

decir informalmente podemos considerar, este modo de resolver

el problema de Cuadrados Mfnimos Lineal colb un "generador” de
vectores ortogonales.

As{ definimos

Como

al sustituir se tiene:

t
q] az

a; q,

Para comprobar que q, Y g, son ortogonales entre sfi,
-calculamos q§ g,-
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q, a
t t 1 Y2
a, qz = qx (az_qn qt q
1 1

t
q a

t t 1 "2

=q a,-(q, q,) €

3 1

=4y a,-q, &,

A continuacifén, se tratari de expresar a la matriz con

colusnas a,, a, en términos de 1a matriz con columnas q,r 9,

Para ello, despejamos a, y a, y obtenemos

donde

Entonces

A= (a lal=Iq|q,+q,pr,,l]

=ftq,|q,l| 1 »,,

a 1

=QOR



donde Q es una matriz mx2 y Res 2x2 . Con esto termina-

mos este primer caso.

22 Caso

Tenemos ahora
A =la |a,la,l,
es decir A es mx3, y a ,a, ya,no estfn sobre un mismo pla-
no.

Al aplicar el mismo procedimiento anterior, cuando A era

de mx 2, tenemos que

ql = al
qz = a2-p12ql
donde t
N ql az
p =
12 t
9, 9

Necesitamos ahora, un vector g, ortogonal a los vectores
49, ¥ 4,. Entonces, es ficil notar que la proyeccidn de a, sg
bre el rango de la matriz Q, cuyas columnas son q, ¥y 4q9,, s
ortogonal a dichas columnas, ya que a, no estd en &(Q ), don
de 0, =[q,|q,], debido a nuestra hipbtesis de que a , a, y a,

no estin en un mismo plano.

De esta forma, el prcblema queda resuelto,
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Q =8,
q; = 3, 79,9,

~a,-a
q! 3 [

a, "PR(QI)‘:

Como
N
a, = PR(Q‘)a:
= quas«o-qua,
tenemos
t t
q, a, q, 8,
g =a -~ ———q,~———g
' afq a, a,

Y otra vez se comprueba ficilmente que q, es ortogonal

q, ¥ q,-

Asf, para qf q, tenemos

t t

q, 2 g, 3
¢ t 1.3 T 2 3 t
9, 9,*49, 8,” ¢ 9y 9~ % 9, 9, =0
ql ql ql ql
ya que
t
ql q, = 0
De aqui que
qQ, = 5‘

a
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donde
£ t
9, 3, 9, a,
pl- [ ; p]l- t
ey q qa, q,
t
q; a,
o

Al despejar tenemos

&1 'ql

&, =q,+q, p,,
a, *4q,*tq, p,,*q; Py,

Y en forma matricial puede escribirse:

[axlazlas] .(qz'qz'q:] 1 Dlz pls
0 1 pzs

0 0 1

es decir
A = QR

El procedimiento para 'generar' vectores ortogonales uti
lizado en los dos casos puede generalizarse para una matriz A
de n vectores (columnas) independientes y se conoce como ¢l

M&todo de Gram-Schmidt:

Si A={a |a,|...a ] es una matriz de mxn, entonces

se puede obteneT un conjunto de vectores ortogerales
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Qyr Dpreeredy mediante el siguiente procedimiento:

Hacemos
ql = al
9 = 8, =P, 9,
9, = 2,-p,,'9,-90,, 4,
I = 3 P TPy Py, 00y
donde £ .
a5 %y
aij 7
q; 9

para 1=1,2,,.. n~-1
3=2,3,...,n

¥y en focrma matricial las expresiones anteriores se escriben

come sigue:

- —
A=1[q,{q,j-.-la_} 1 s, p cee P
2 n 13 n
0 1 P53 ==+ Py
. T o 1 .
4 . - pn‘er
... . @ 1
.
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es decir

A = QR
donde A es mxn, Q es una matriz mxn con columnas ortogona
les y R es una matriz nxn triangular superior con unos en la

diagonal.

La propiedad que tiene Q de tener columnas ortogonales

nos permite obtener la expresién:

— -1
N 02
! 0
* 0 =p = Hq, 2
2
0 llqnﬂ‘J

Ahora bien, usando la factorizacién QR podemos obtener

la solucifn del problema de cuadrados minimos como sigue:
Si tenemos el problema
mgn By - Axi?,

como

/(Q) =4 (n)

)
entonces y se puede obtener directamente, en este caso,

usando Q, como ya lo vimos en un ejemplo anterior:

¥ =ap oty
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"
ahora, para obtenei x, se resuelve

Ax = ¥
Y al sustituir
A = QR
y el vélor de ? se obtiene

Qrx =gp~' Qb y

Para despejar x, usaremos la siguiente propiedad de Q:
ot 0=n
Asi que, al multiplicar por Q° obtenemos

o orx = ¢tap™! Q% y

es decir
DRx = DD 'Q%y,

de donde
DRx = Q% y.

Entonces resulta que el sistema
Rx =D? Q%y

es muy fdcil de resolver debido a 1la forma triangular de R.



L ®
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2 .
Nota. iq,d 0
g,k
si A=QRYy D= .
2
(4] lqnl
entonu<s -1
A=Q8 B~ R
N,
-a R
donde at 8 - I
A A, . N
y Py p{lﬁ * Pin
N "N ~
R = Paz * ° * Pap
. . -
L "nn_J

En este caso, la proyeccién de y es:

~ LT 3
y=QQ vy

Y la solucidn %X se obtiene a partir del sistema
Fx = 8% y.

Cuando las columnas de la matriz A no son linealmente
independientes existen problemas: desde el punto de vista
prictico, implica la reformulacifn del problema y desde el

punto de vista matemftico, el asunto lo trataremos mis adelante.



CAPITULO II

TEOR{A BASICA
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INTRODUCC 10N, .

En este capftulo estamos interesados en presentar las
propiedades bisicas de la solucitn del problema de ajuste 11

neal con el criterio de Cuadrados Minimos.
1 problema es el siguiente:

Dados A, una matriz de mxn y un vector b en R®, desea

mos encontrar un vector x en R” tal quz el vector

r=Ax -b

tenga norma minim. ‘onde la norma de r estd dada por
2 2 2 z
Axl =p) 1-;)2+...+p‘u

con -

he]
-

2]
]
©

Lo I SR Y]

Utilizaremos la notacifén

min §b - Ax?
p 4

para denotar el problema de ajuste lineal con el criterio de

Cuadrados Minimos, al cual, por brevedad llamaremos simple-
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ment2 el Problema de Cuadrados Minimos Lineal.

La interpretacifn geométrica de este problema es la si-

guiente:
S? busca un ¥ con la propiedad de que
¥ - a%
sea el punto mis cercano a b entre todas las y de la forma
y = Ax.

El Rango de la matriz A

R(A) = {yly =ax}

es un subespacio de m®, esto lo podemos ver en R? como un pla

no que pasa por el origen. Ver la figura siguiente:

b

] Rango de la matriz A
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b usualmente no pertenece a A(a), por lo que lo podemos di-

bujar en la misma figura como un punto fuera del planc y en-

tonces
¥ = aAX
es el punto mis cercano en R(A) a b.

Usaremos esta interpretaciftn geométrica del problema pa-

ra resolverlo en dos pasos:

i) Calcular §=-A§, el punto en R(A) mis cercano a y.
ii) Resolver Axagr"

A ; se le conoce con el nombre de proyeccifn ortogonal

de b sobrc &(a).

EXISTENCIA DE LA PROYECCION.

. N,
En esta seccién haremus ver que siempre existe una w

tal que

min UIb-yl?=ib-yi?
y en R(A)

Y que ademis es Gni=a.
Después veremos que la solucién * de

.

Ax =y

también existe, pero su unicidad va a depender del rango de



la matriz A.

Para demostrarlo presentaremos algunos resultados elemen
tales. La demostracifn de éstos se basa en las propiedades
de un tridngulo is6sceles. El Lema siguiente establece las
propiedades que nos interesan de una manera que nos seri de

utilidad:

Lema.

Sea y, vy y,, dos vectores diferentes, tales que

ib-y,l? =0b-y,l?

entonces
i) (b-y) ! (¥, -y,)
ii) Yy ©s el punto mis cercano a b sobre la recta que pava

pPoT y, Y ¥,-

Demostracién.

Considérese la figura siguiente donde hemos trazado la
recta que contiene a Y, Yy, Observemos que Y, €s su punto
medio y que b, Y, Y VY, forman un trifingulo is6sceles. As{
pues, lo Gnico que haremos ver seri comprobar que Yy €es su

altura.
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Como
ib-y,12 = Ib-y,l?
_tenemos
tb-y) b~y = (b-y,) (b~-y,)
fy 1?2 - 26% vy, =Wy, 12 -2b% y,
2p%(y, - y,) =y, i*-dy,0?
2b"‘(}, -y,) = vy, +y) "y, -y,)
%y, - v,) = (YZ;Y’")"(Yz*m
(b~ (y’;y’) Cy,-y) =0
de donde
(b - —‘-yi-;—i‘-)l LAy, ~y,)



Ademis, por el Teorema de Pitdgoras
Ib-yi?=tb-y 8% +ly-yd?

de donde _
: Ib-yn2>ib-y0*

para toda y sobre la recta que pasa pur Y, Y Yye

En el resultado siguiente veremocs que dados una recta
cualquiera L y un punto P que no esté contenido en &sta, siem
pre existe un punto Q sobre la recta L que es el mis cercano

.al punto P.

Teorema.

Sea beR™ y L una recta cualquiera en R™ que no contiene
"]
a b, entonces existe un punto y sobre L que es el mids cercano

a b, es decir,

min Eb-yl? = ib-yi?
YEL

Nemostracién.

Sea y, €L un punto arbitrario, y sea
y-yl+ta

con a * 0, t€WR, la ecuacién de la recta L.
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Obsérvese que si y estf sobre L, y b-y, 6 es ortogonal

a L tenemos

Ib-y 0?41y -yl =Ib-yt?

y por consiguiente
ib-y, 8?2 < b-yl?

para toda y sobre L. Es decir Y, serfa el punto mis cerca

no a b, como se ve en la figura anterior.

De aquf que es natural suponer que (b-y,) no es ortogo

nal a L véase la siguiente figura, es decir

(b - y)" aso



A
Y, ¥,

Para demostrar la afirraci6én del Teorema bastar4 con en
contrar }'l sobre L con y,*i}'! tal que

Ib - y, 1% =0b - ¥ 1°

si
A, N
y,x =y, +ta

al sustitufr tenemos
N2 2 LENASY 2
b-y,1l =Bb-ylH +2(b--yl) ta+t° flal
"‘ a
y resolviendo para t se obtiene.

~ -(b-y,)ca

fal?

Como
4"
t = 0, porque

(b-y)" a%0



entonces
N

~
Y, = yl + ta
esti a igual distancia de b que y, y por el Lema anterior,
su punto medio Y, es el punto mis cercano a b, es decir

min Ib-yii? = b~y K2
yeL M -

Cuando la recta pasa por el origen las f6rmulas que se

cbtienen son muy simples:

Corolarioc.

Si b no es un mGltiplo de a, entonces el punto y mis

<ercano a b de la recta

Yy = Ea

con EER
satisface

i) b-—§ es ortogonal a la recta y=¢Ea, es decir

(b-y) 1l a

t . t
. . ) .
il) y = at £ a= a: b.
a” a a  a

Es natural esperar que si ; en R(A)} es la mejor aproxi
macién a b, entonces (b-—?) es ortogonal a todas las rectas

en &(A) que pasan por ;.
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' >3
';L_. K({A)

Lo anterior lo establece el siguiente;

Teorema:

Si ; € R(A), es tal que

yi tb - %)

para toda y € & (A), entonces

Ub-%2 = min Ab - yb?2,
YEQ (A;

Demostracién.

Por el Teorema de Pit&goras.

-}
| T~
~

~_

e



Eb-yi?+0y~-yl? = Bb-yk?

para toda y€&(A)

entonces

Bb-3i? < ib-yh?
para toda y € &(A)

A continuacifn probaremos en general, la existencia del

punto ;".

Como la demostracifn que presentamos s6lo usa el hecho
de que &(A) es un subespacio de Rr™, formularecmos el resulta
do en términos de subespacios para no distraernos, por ahora,

con la matriz A.

Teorema.

Si 8§ es un subespacioc de R™ y b es cualquier vector,

- "
entonces existe y en S tal que

min db-yll? = §b~yi?
min Yy yil

Demostracifn. ‘

N o, .
Sea {zl,zz,...,zk} una base de $, entonces si y exis

te este debe ser de la forma

n
Yy = nlz1 +uzzz+...+akzk

sZa



donde 7 es la matriz de mxk cuyas columnas son
ZoaZ,seear Ty

y a es el vector de componentes
a‘,uz,...,ak.

Por otro lado, si ? existe, entonces (b--;) debe ser
ortogonal a todos los vectores y en S, y esto significa en
particular que

2i(b - ) =0
para 1=1,2,...,k

es decir
zz(b - za) =0

para 1i=1,2,...,k

pe donde obtenemos un sistema de ecuaciones que debe sa-

tisfacer el vector a.

Este sistema se puede escribir de la forma
zzza = ztb

i

psra 1=1,2,...,k

y en forma matricial:



que se puede escribir en la forma

2% za = 2zt b

con

Z = [zllzzl...lzkl

Si el sistema tiene soluci6bn, €sta debe ser
; = Za

De aquf que todo se reduce a ver que la matriz zt z de

kxk es invertible; para ello, bastar8 hacer ver que si

t 23 =0

Z
N
entonces: a = 0

Lo anterior se obtiene al multiplicar

2% 23
Ae -
por a , ya que

0 = 3%2% 23 = (za)% (23) =0Z3 2 =0



lo que quiere decir que

N

Za = 0
y cono las columnas de 2 son indepéndientes, esto implica, a
su vez, que

\

a =20

luego entonces

t

Z- Z es invertible

y el sistema

t

(Z" Z)a=2" Db

’tiene solucién, y

N
Yy = Za
es el punto mids cercano a b, pues por comstruccifén satisface

z%(¥ - b) = 0

que quiere decir que (b-Q) es ortogonal a la base de S, y por

consiguiente a todo S.

de donde
min Eb-yl? = Hb-y0?
YES -
Corolario.

Si bem™, entonces existe ¥ on &(A) tal que
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min db-yl2=fb-yl?
yER(A) .

Una vez probada la existencia de ¥ 1la demostracibn de

que es Onica se sigue en forma natural,

-

Teorema.

S5i existe ; en &(A) tal que
2 Y 2
min fb-yl? = §ib-yi
Ye®R(a) .

A, .
entonces y es finica.

Definicifn,

Dado S un subespacio de R® cada b en R® 1le podemocs
asociar una Gnica s en§ tal que
min Ib-sl” =lb- 82
sens

es decir, tenemos una funcibn

Pg :R® + R®

tal que
N
PSb - g

A Ps la llamaremos la proyeccifn ortogonal sobre §.

El siguiente resultado nos indica que la proyeccifn or-
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togonal sobre un subespacio 8§ es lineal y simétrica.

Corolario.
Si PS:If’+Rm es la proyeccifn ortogonal sobre el sub-
espacio Sy Z es una matriz de mxk cuyas columnas son una

base de S, entonces

Po= z(z® z)7 2t

y por consiguiente es lineal y simétrica.

Demostracibn.

de donde a= (2 2)7! z% b

Y por lo tanto

t

Pyb= z¢zt 2)7 2zt
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JEQREMA DE LA _PROYECCION.

Observemos que si b no estd en el subespacio S, enton-

ces

= P b
5
"es diferente de b y por consiguiente el vector no nulo

b -rs b

es ortogonal a §.

Esta propiedad la podemos utilizar para construir bases

ortogonales en cualquier subespacico §.

Teorema .
Si {z‘,zz,...,zk} es una base de S, y
si es el subespacioc de §, cuya base es z,,

5,
S, es el subespacio de S cuya base ex {z,,2,}

* 2 e

S, es el subespacio de' S cuya base s {z,,zz,...,zl}

y también si
9, = Z,



entonces .
(q‘ qu 7o ’qk}

es una base ortogonal de S.

Demostracifén.

Es evidente a partir de la construccién y del hecho de
que
€5

Observemos ahora que ; = Pgb tiene una expresifén muy

simple ¢n la base ortogonal {qt,qz....,qk}:

Supongamos que

a
Y=0a,q, +a,q,+...+0, 9,

con a,€R

i

para i=1,2,,..,k

Entonces
b N,
~y=b-a,q, -uzqz—...—uqu
y <omo
(b';)c ql =0
para 1i=1,2,...,k
obtenemos

t n t 14
q’. (b- Y) - qib - qiqlql

- 0 ]
para £i=1,2,...,k



de donde qf b

17 g9

Al sustituir, obtenemos

t t t
g, b q, b q, b
= T q‘ + g q2+.,.+ T qk
ql ql qz qz qk qk
t t
a, q, q, 4, q, a°F
= —— b + — b+...+ ———
a, g, q, q, 9, 9,
- de donde .
k g, g
- i S
Pgb = 151 t b
94

Obsérvese que cada término de la forma
t
93 9
t
93 9

es la proyeccidn de b sobre q,.

Lo anterior puede resumirse en el teorema siguiente:

Teorema.
Si {g,.9,,....q,} es una base ortogonal de S y P, es
la proyeccifn ortogonal sobre q,. entonces

. e
PS=P;+ P:+ Pk



EXISTENCIA DE LA SOLUCION.

Hasta este momcnto hemos tratado acerca de la existencia
- . n
Yy la unicidad de la proyeccifn y.
A continuacién estudiaremos la oxistencia y unicidad de
. Y .
-1a solucibn x, llamada de norma minima del problema minﬂy-Aﬁﬁ’,

as¥ como la forma de calcularla. Esto corresponde a la segun-

da parte del cAlculo de la Solucién del Problema de Cuadrados

Minimos.
Para tratar lo anterior es necesario recordar que R(A) es
un subespacio S, es decir
S = QA.
Presentaremos a continuaci6én dos casos:
— Cuando las columnas de A constituyer una base de §,
tendremos una sola x tai que
~
Yy = AX
es decir, en este caso, existe unicidad en la representa

cifn de
n
= P b
y S
— Cuando las columnas de A no forman una base de S, es de-

cir, cuando son lineaimente dependientes, existiri una

infinidad de representaciones

¥ = Ax



porque x no estari Gnicamente determinada. Y en la préc
. . ~ . .

tica se tiene que escoger no una y Gnica, sino una x

Gnica y por lo general, se elige la x de norma mis pe-

quefla.

RANGO COMPLETO,

Cuando las columnas de A forman una base para K(A) tene-

mos lo siguiente:

Teorema.

Si ; es el vector mfs cercano a b en &(A) y ;:-n}, te-

N
nemos que x satisf, e

n,

A" (b - Ax) = 0

Demostracifu.

Como y L (b -Axm)
para toda Y € R(A)
si

2,8 ,e0.
175, 3,
son las columnas de A, es decir, si

A= [allazl...lan]
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entonces las a,

para 1i=1,2,...,n

generan &(A) y por consiguiente

f

y L (b - A¥)

para toda y € R(A)

si y sélo si

a L (b~ Ak)

x
para teda k=1,2,...,n
es decir si y sélo si
al (b - AX) =0

para k=1,2,...,n

en forma matricial tenemos la condicién buscada

At - A%) = 0.

Las ecuaciones del sistema

A* AX =« A% b

se conocsn como las Ecuaciones Normales del problema de Cua-~

drados Minimos.
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Teorema.
La solucibn % al problema de
min Ib - Axfi?
x
donde A es de mxn, m>n
puede escribirse como
x= (A* 2" a%b

si rango (A) = n.

Demostracifn.

Dado que
t t
A" Ax = A" b
y como rangoe (A) =n, entonces A tiene columnas independien-

tes y A A es no singular.

Por lo tanto

¥=(ta)?at b,

Corolaric.

La proyeccién ? de b sobre &(A) puede escribirse en la

forma

v = AL (A% R)7! A%b)



y por lo tanto

- t ~1 .t
PR(&) A(A” B) A

Demostracifn.

Es inmediata al sustituir el valor de ¥ obtenido en el

resultado anterior.,

Como conclusitn de lo anterior tenemos el siguiente:

Teorema.

El problema de

min b - Axdi?
X

tiene solucibén Gnica si y s6lo si la matriz A tiene rango

completo (mi&ximo).

RANGO DEFICIENTE.

Pasaremos ahora a tratar el caso cuando la matriz del
sistema no tiene rango miximo; es decir, cuando sus columnas

son linealmente dependientes.

Este caso encierra una problemitica diferente, pues se
tiene que elegir entre un nGmero infinito de solucioncs. Usual

mente se elige la solucién de norma mis pequefia.

Estamos considerando ahora €l problema



min #b-Axi? = Bb -yl ?
x

en donde A es de mxn, con m>n y ademis rango (A) =r<n.

Definamos entonces el conjunto de soluciones como

4(b) = {?t'lh?éz?; es el punto
mids cercano a b}

que es un conjunto de la forma
s(b) = 'ip-m(m

. {§p+ z; z€N(A)}

donde

A §p==§ v N(A) es el nGcleo de A.

Es de particular inter€és el elemento x min de s (b), que
tiene norma minima, y que ademis, como veremos, es fféicil de

calcular mediante otro problema de Cuadrados Minimos.

ObServese la figura siguiente, en R*® en donde dim(N(A))=2
es decir N(A) es un plano que pasa por el origen y 3 (b) es un
plano paralelo a N(A) que pasa pcr el punto x min. Notemos
que Xmin es la proyeccifn ortogonal de x, sobre N(A)l que
en la figura es una recta ortogonal a N(A) que pasa por O y

Xxmin.
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4 (b)
xp ‘

min

N (A}

Na)?



Teorema.

Si ; es la proyeccién ortogonal de b sobre &(A) y si

4(b) es el conjunto de x tales que

n,
Ax = ¥

entonces Xmin € 4(b), es ortogonal a N{(A).

Demostracién.

Considérese el problema

min Ixi?
x € §(b)
donde
4(b) = {x]x=x_+2: zEN(A) ¥ Mpu}'}
entonces

min fIx#? = min ix +z8?
x € 4(b) z € N{A)

Sea ank tal que
W = [wl,wz,....wkl

con w,,w,,...,w linealmente independientes y generan N{A).

k
Entonces si =z =Wh para alguna h, podemos escribir

min Ixl = min Ix +whﬂz
x € &(b) h P

Esto como se puede ver es un problema de rango completo,

de donde



Bon == WS W7 W x
Yy por lo tanto
Xmin = xp+Hh-in
= xp+|-w(wt Wyt x,]
=1 -ww® w7 wtlxp
que es una expresifn para X in &8 términos de una base para

K(A) y una solucibn particular x-

Para probar que X in ©S ortogonal a N(A) bastari con

probar que X es ortogonal a las columnas de W, es decir:

n

En efecto
whir-wwt w7 w*]xp =

4

fwt-uwt wwt w7 w‘lxps

lw"—w‘]xpzo.
-

Nata:

—

La idea central de 1la demostracifn anterior se basa en

lo siguiente:
Si v={vlv=Ax+c;: x€R"}
el problema de resolver

min b - vE -
ve y
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equivale al problema
min §d - Axi?
x

donde
A= (b~c)

ya que

min fb~vi? = min b~ (Ax +c)l?
vey x

El siguiente paso consiste en obtener una expresifén para

1a solucién X in €0 términos de una base de

Nt -amt)

Esta expresifn resultari mis Gtil que la anterior pues

se conoce @(aA%) pero no N(A).

Supongamos ahora que las columnas de la matriz nxr Vv

constituyen una base para N(A)l. Entonces

para algin vector g

Entonces si
Axnin = ;:
tenemos que
Avg = ¥
Como AV de mxr, es de rango completo y ademis el siste

ma2 no es cuadrado, nos convicne aplicar las ecuaciones norma-

les,
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Entonces
g={ (an)t(av)} P an by
de donde
t -1 t A
"uxn"’“‘“’) (AV)] ‘(av) "y
que es una expresidn para la sclucién x en términos de

min
una base para

N(a)! = a(at)
Por otro lado, cabe recordar que z€N(A) si y s6lc¢ si

zl rk

donde ' T
para k=1,2,...,m

son los rengloaes de A, Es decir, el conjuntc
{ryoryeecarxy}

genera a N(A)l.

De aquif que X oin puede expresarse tambié&n como
m
*ain = 151 VL T
» At q
para alguna g
Nota.

Como AY no es de rango completo, A* no puede sustituir-

" se por V en la expresifn anterioer.



Ahora podemos presentar el siguiente Corolarioc que es

basico para el resultado final.

Coruolario.

Sea B una matriz de rxn de rango completo , y r<n.

Erntonces la solucién de norma minima x de

min’
Bx = g
esti dada por
X, ., =B (5 'z

mi

y ademis
=nt Ty~
PR(Bt) B (BB} B

Demostracibn.

Como los renglones de B son linealmente independientes,
constituyen una base para N(B)l, entonces x_. S€ puede ex-

presar de 1la forma:

para alguna g

Por lo tanto

BT q) = z

y como BBY es de rango completo

g = (BB%) 'z



Al sustituir g en xnin-stg se obtiene

t ty~1
xnln-B (BB ") z

y como

Nl ~aBY) y Bx=2

tenemos que

X in = Bt (BB%) " 'Bx

mi

Por lo tanto

t ty -1
Pﬂ(Bt) =B (BB") B -
Deseamos ahora obtener una expresifn para la solucifn de
norma minima del problema de Cuadrados Minimos, en este caso,

es decir cuando rango (A) =xr<n.

La expresidén que se obtenga deberdi estar como un produc-

to de matrices de rango completo.

Para llegar a la expresifn que se requiere, veamos el

siguiente resultado.

Teorema.

Dada Amxn, con rango (A) =r<n, se puede obtener una
descomposicibn de A como el producto de dos matrices de ran-

go r.
A = QB

donde Q es de mxxr y B de rxn,



Demostracisbn.

Por un Teorema anterior, existe una base ortogonal

{qllqzn-~-'qr}
de &(a).

-

Sea ‘Q”{qxlqzh"lqu la matriz cuyas columnas son

las qi's.

Sean también a,

para i=1,2,...,n

las columnas de A, y como aieR(A) tenemos
T SalLEP FRALIVE CREERRL YL I

para 1=1,2,...,n

- Podemos escribir A en la forma siguiente. En térmi-

nos de sus columnas

n t
A= E a e

donde e, es la base canénica de R". Sustituyendo a, en

términos de los qg, obtenemos
n oz N
A= B (GE By, ay)ey

r n t
“ 4519 (.151%1&1’



Sea n
by= Z.B,e
Entonces

- t
A= 3E94by

.

Esto 1o podemos escribir como el producto de Q con una

matriz B cuyos renglones son las b es decir

j’
X r
A= (351‘11";) (,E,e,b))

donde e, ¥ él son los vectores de la base canénica de RY,

T
como t
z
Q" 421940y
r
t
B = ;b
tenemos
A = QB

con Qmxr, Brxn Yy como rango (A) =rango (Q) =r

tenemos que

rango (B) =r.
-

Pasemos ahora a obtener la representacién de la solu-

cién x de norma minima, del problema

in

min b - Axll ?
x

cuando A no es de range completo.
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Sea pues Amxn con rango (A) =r. Entonces

A=(0B

de donde
min Bb-2Axd ? =min §b - QBxd 2
x x

Bx, tenemos

min Ib~Ax82 =min b - Qzf ?
x x

en donde Q que es de mxr, tiene también rango r:
rango (Q) =r
Asi pues usando las ecuaciones normales obtenemos

a7}

Z=(@ " ! q%s.

Ademis B de rxn con rango (B) =r pemite representar

a la solucién de

min Ux#?
Bx = 3

como
% =8%@mB%)"! 2
Al sustituir el valor de z en la expresién anterior

se obtiene:

% =8%BB%) 1" @)% b



Corolario.

Sea amxn, con rango (A) =r<n, tal que

A = QB
donde Q es de mxr y B de rxn

y
rango (Q) = rango (B) =r

S5i B es tal que
BB =1
r
entonces la solucién de

min fib ~ Axl ?
X

estd dada por
% = 850" @ '%b

. t
PR(AL)‘B B.

Corolario.

Con las hip6tesis del resultado anterior y si ademds Q

es tal que QF Q=1I_ entonces la solucifn de

min b - Axl ?
x

estf dada por

*=8%(BB%) "ot b



y Paa) = 9Q -

Corolario.

Con las mismas hip6tesis del resultado anterior y si adg
mids B es tal que
t
BB ’Ix
entonces la solucifn de

min Bb ~ Axf ?
x

esti dada por
% = 8% @"b.
De los resultados anteriores se deduce que si fuera posi

ble descomponer una matriz en la forma

A = QOB

donde Q tuviera columnas ortonormales y B tuviera renglones
ortonormales, la expresifn para la solucifn del problema de

Cuadrados Minimos se reduciria a una forma muy simple.

Sin embargo, esto en general no es posible, pero sji en
vez de ortonormalidad pedimos ortogunalidad simplemente en
las columnas y renglones, veremos que sf se Juede obtener 1la
descomposicifn. Esto equivaldria a afiadir una matriz diago-

nal £ entre Q y B, es decir, buscar una descomposicifn



A=QXB

En el siguiente capitulo veremos que siempre es posible

obtener este tipo de descomposicién.



CAPITULO III

DESCOMPOSICION SINGULAR Y SEUDOINVERSA



INTRODUCCION.

En esta seccién presentaremos una serie de resultados
que nos conducirdn a obtener la factorizacifén conocida como.

la Descomposicifn Singular.
Nuestro propf6sito es hacer ver lo siguiente:

Dada una matriz A de mxn con rango r, se puede fac-

torizar como

donde Umxr, Vrxn ¥ Lrxr tienen la estructura siguiente:

U={u,|u,f.-nofu]
V=(V‘lVg|~--°lV,1
Z=diag [0,1021---102.]

y las 01'5 se conocen como los valores singulares de A, y

las matrices U y v son tales que:

u
-
V' V=X

Ademis, presentaremos una de las aplicaciones mids impor

tantes de la Descomposicién Singular, relacionada con la ob-
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tencién de la solucidén de norma minima, X in® del problema

de
min bb -~ axl?
X

Para comenzar, conoceremos el origen de los u,, vV, yo,

"que aparecen en la DescomposiciSn Singular,

Stipongamos entonces que tenemos

A=ygZvt

r
= L ou, v
»

i=s17474 "4

de donde podemos obtener los productos:

1) a*aAa= (WIVHE (wzIvhH

"~

=y 52yt

T 2 +
= oy vy vy

este primer producto indica que las {oi} son los valo

res caracteristicos de A% A y los v los correspondien

i’
tes vectores caracteristicos ya que si multiplicamos am

bos miembros de la expresién de A A por v, obtenemos

} r 2
Atavi=E, 00 v

ii) A At=yu £2 vt

r 2 €
<«
=izy 93 Uy 4y



el segundo producto nos sefiala que los vectores caracte

risticos de A AY son los u, .

Observemos también que {vi}, las columnas de Vv, forman
una base ortonormal para R(At), mientras que {ui}, las co-

lumnas de U, constituyen una base ortonormal para &(A).
Una vez comprendida la importancia de At a y A At, ne-
cesitamos del Teorema siguiente para relacionar ambas matri-

ces.,

Teorema;_

Si a#0, es un valor caracteristico de at A, yu es su
correspondiente vector caracterfstico, entonces a es un va-
lor caracteristico de a A‘ y Au es su vector caracteristico

correspondiente.

Demostracién.

Tenemos
at Au=gu, con u#0

de donde
au # 0

Al multiplicar por A, se obtiene

.

(a A% ap=aAu



Observemos ahora que la existencia de la factorizacién

a=ucZzvt
parece indicar que si la matriz A es de rango r, también

lo serdn At a y A at.

A continuacibn veremos que lo anterior es cierto.

Toorena .
i) &@aa®) = &)

ii) N(A) = N{(A® A)

'Demostraciﬁn.
i) &(a A%) =&(a)
t t
Sea z€R(AA")=> z=AA X
para alguna x.
=> Z = Ay
t
con y=AaA"x
=> Z = (A7)

poxr lo tanto

Q(AAY) C /()
Ahora bien,

sea 2ER(A) => z=Ay
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pero la y de norma mfinima, Ynin® ©5 tal que

z = Aymin

satisface .
A g ===ymj.n

para alguna g

como ya se vié antes.

De donde
z = A(a* gl

= (aa%)g

-=> z € R(A AY)

-y poer lo tanto
&(A) CR(AAY)

de donde £
&(AA") =€(A).

ii) N(A) =n(A® A)
Sea 2z € N(A) => AZ=0
-> A% Az =a%(0) =0
-3 zGN(At AaA)

por lo tanto

N(a) cN(a® a)

Sea ahora
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z€N(AY A) => A% Az=0,

de donde Az es ortogonal a los renglones de At, es decir, a
las columnas de A, pero como Az€ R(A), lo anterior s6lo es
posible si

Az=0

-

de donce
z€ N(A)

y por lo tanto
N(a® a) cN(A)

de donde
N(A) = N(A® a).

Corolario.

r = rango (A) = rango (A-At) = rango (At A).

OBTENCION DE LA DESCOMPOSICION SINGULAR DE LA MATRIZ A POR
MEDIO DE a at

Antes de presentar el desarrollo que nos conduce a la
obtencién de la Descomposicifn Singular, sefialaremos las

ideas principales que se utilizarin:

Trataremos de calcular la Descomposicién Singular a par

tir de la Descomposicién Espectral de A AS.

Es conveniente hacer notar que la demostracién a la que



nos referimos ahora no es general, pues involucra algunas

limitaciones, que oportunamente se sefialardn.

Observemos, entonces que como A aA® es una matriz simé
trica, por el Teorema de la Descomposicién Espectral, tene-

mos:

con

Omlua,la, ... la
y'(ui} ortonormales.

Al multiplicar por U, a la relacién anterior, tenemos

Aat uv=vup

de donde haremos ver que AU es "casi" 1la matriz v que ha
ce falta para la factorizacidn conocida como la Descomposi-

cién Singular.

Es decir, tendremos que obtener ura V con columnas orto
normales, tal que
A"y =v I7?
con

Eadiag lExl-Eg""lTs.rl



para llegar a la expresién
AV = U Z
que al muitiplicar por v® nos conduce al resultado deseado

A=0 I vt

con
Z = diag [°;'°z""'°tl

La demostracién que se obtiene al seguir estas ideas s§

lo es vilida cuando los elementos

01,0'2,...,0’r

son diferentes entre si.

Al final de la seccifn presentaremos una demostracidn
general, pero en la cual no se puede interpretar el resulta-

do en la forma tan simple como ocurre en este caso.

Teorema.

Sea Amxn una matriz con rango (A) =r, r<n; y tal que
los valores caracterfsticos de A% A no nulos, sean simples;

entonces A puede factorizarse como

en donde U y V tienen columnas ortonormales vy



Z=diag lo,00,0002,0]

con

“1>°2>"'>°r

Yy que se conoce como los valores singulares de A.

Nota.

La hip8tesis sobre los valores caracteristicos de at a

no es necesaria para la demostracidn general.

Demostracifn.

Dada A A" simétrica, existe U, ortogonal y D diagonal

tales que

r
= 5§, u, ut
i=1 i i i
con
U=l ]“zl"' lurl
b4

D = diag [8,,8,,...,8 ]

con 61>0
para i=1,2,...,r'

Multiplicando por U, obtenemos

AAY* UmUD



- 91 -

ya que

Para hacer ver que las columnas de At u son ortogonales,
necesitamos probar que dichas columnas son los vectores carac

.teristicos de Aa% a.

Asf que, al multiplicar por A%, tenemos

At A(a® v) = (A% WD
S5i tomamos ahora

at U"[",I“,l-—-l”tl

entonces

t
A A"1-61 w1

para i=1,2,...,r

Anhora, si

§,>86,>...>6_

tenemos que el conjunto
{w, ,w,,...,w_} es ortogonal

Es decir, la matriz A% U tiene columnas ortogonales.

Para hacerlas ortonormales, dividimos cada columna en-

tre su normd, y asf tenemos:



w, w, LA (v lw | v 1
. a[w jw l...|w
WY | e¥a I\ ¥zl v ]
es decir
w w w_
1 2 -
el ol Bl
[ I Y | ] B el
con
3] =diag —ﬁL— —&L— .o
0 [ Y

Y, regresando a

la relacién

aatu=up

tenemos quec al normalizarla

obtenemos

AAR*uUZI=upz

AV = U X

con E=DE

W
i el

veat UZ = (v, lv,]|...]v]]




en donde v, son ortonormales, y ademis

£ =diag (01,02,...,02:]

es tal que 5

O, =B m—

i
lwll
para i=1,2,...,r
En términos de vectores, podemos escribir
A v, ®=d, u,
para i=1,2,...,r -

- donde

v ovyennav}

forman una base para el N(A)l .

Ahora bier, x€=®", puede descomponerse en

X =x +x

donde x, € N{A) y x, € N(A)‘l

y como N(A)1 esti generado por

~

v, /v 0..,v }

tenemos que al aplicar a =x 1la matriz A, Tesulta:



y como
x, PN(A)L x
- ( L v, v:)x
W
= 1§1 vylrg X
<
tenemnos
Ax = sz
(T t
b
= Al I, v, vi) x
r
=i§1 (Av, )v, x
- *
3121 g, u Vv, x
- t
=(E, oy v v)x
¥a que
Av, = g, u,
para 1=1,2,...,r
de donde
x t
A=,Z, 0,0 v,
es decir

Cbsérvese ahora que como

Pyt = Prnat mt



- 9% -

se tiene que

i t
Pyt =B vy vy

=y v"
ya que '{vl,v:,...,vr} generan 8(a)! en el dominio de A.

Tambi&n tenemos que como

pR(A) = Pﬂ(A ah

MK

ya que {u‘,uz....,u‘) generan &(A) en el contradominio de

A.

Es conveniente hacer notar que algunas veces la Descom-
posicion Singular se escribe en 13 forma

nN

t
Amxn = Bmxm Enzn vnxn
N N
con U y V ortogonales y

z . 0 r
~ -
z=- .0

0 * . m-x

. * 0 -



La obtencién de esta factorizacién implica completar el

conjunto {v,,vz,...,vz} para formar una base cortonormal en

el dominio de A, y hacer lo mismo con

{“x'“z""'“r)

en el contradominio.

N
Esto serfa, formar V

N
v=tv]v,]
r n-r

con columnas ortonormales, lo que equivaldria a obtener

¥ axn ortogonal y hacer lo anilogo en el contradominio:

con

con

N
g
m

Formar .
U=1{(u]| o]l
r a~r

ortogonal.
xm

Para asf llegar a calcular

N NN
AV=UZXZ

Me
]
*
LR T R )

[ B I}
.
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4"
y despu€s, multiplicando por vt obtener

v
mXm mxh nxn

EXISTENCIA DE LA DESCOMPOSICION SINGULAR EN GENERAL.

Antes de formular el resultado anterior en general y de-

mostrarlo, recordaremos 1la definicién de norma de una matriz¥*,

Para ello, considevaremos el problema de ampliar el con-

cepto de norma euclideana de un vector & una matriz:

Definicién.
Si Amxn’ entonces la norma de A: #All, se define como
Ial = sup JBXL_
x#0 | x|

La definici6én anterior también puede expresarse como si
gue
Hall = max HAxl
xll =1
debidc a la continuidad de [inxt.
Con esta tltima definicibén podemos interpretar geométri-

camente a la norma de A :/{AV(, como la longitud del vector

* Nos referimos siempre a la norma euclideana.



"mis largo de la imagen de la "bola unitaria' bajo A.
Es decir, el vectpr "mis grande' del conjunto

I = {z/z = Ax; 1 x i= 1}

Si rango (A} = r, la frontera de este conjunto imagen

es, de hecho, un elipsoide de r dimensiones en =w".

La figura anterior nos ilustra la interpretacifén geo-

métrica de la norma cuando m = 3 y tango (A) = 1t = 2
Para presentar la demostracién general sobre la exis
tencia de la Descompesicibn Singular requerimos de los Te

sultados siguientes:

Lema.

Existen x € R® Y ye€ RrR™ tales que

Axl = alyl



con
Uxiﬂ = Iylﬂ = 1 y cxaﬂAﬂ.
Demostracidén.
' Como
: Al = max HAXII
Dl =1
entonces, por continuidad, existe x,, tal que
1AL =0 Ax )
y ‘ U, =1
Si ahora, hacemos
o, =lAl
y
Ax, Ax,
M ermrm—— S ———
YUolas,t nAl
Axl
P st
I
1
entonces
Ax!-o, Y,
con

Tx,0 ~ly = 1.
L J

Para probar la existencia de 1a Descomposicifn Singular

utilizaremos la idea siguiente:
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Se buscarin matrices Uf y Vv, ortogonailes tales que

mxm ;lel’l nxn

. . B m- 1
—.0 —
1 n-1

y después se procederi por induccifn.

De acuerdu con la idea anterior, el Lema siguiente es

relevante en la demostracién.

Lema., 4

Dados u, v tales que
fult = Evi #*= 0
existe P, una transformacifn ortogonal tal que

Pu= v

Demostracibn.

Se hard ver que P es una reflexién sobre la bisectriz

de u, v, vease como ilustraci6n la figura siguiente.
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Sea entonces
S ={z/z=x(a+v); XE‘]R}
y sea z, € S tal que Izl =1

Entonces la proyeccién de u sobre S estd dada por:

L)

i u=th\'Z
S [

como iz, =1, al reordenar, obtenemos

P u==7: 2

entonces

v-u-~- 2(u-P_ u)
= u - 2(u-2
v = (2 2z, zg - I)u
de donde, al tomar a P como

t
P=2z,2z;,~1
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obtenemos el resultado deseado, es decir, P es tal que

Pu = v.
[ J

Con estos antecedentes pasamos a la demostraci6n gene-

ral del Teorema de la Descomposicifn Singular.

Teorema.
Sec A una matriz de mxn, entonces existen Umxm OTtO
gonal, vnxn ortogonal y Zmxa diagonal cun eiementos

cl>oz>...>o >0
r

con r=min(m,n)

tales que t
A=U Z V-,

Demostracién.

Por uno de los Lemas anteriores sabemos que existen x,,

y, tales que

Ax, =, ¥y,
con o, =lal

Por otro Lema, se sabe que existen Ul de mxm y Vv, de

nxn, ortogonales, tales que
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Vf x,aaf")
Al sustituir los valores

Y, = U efm)
en Ax; = 0, ¥,
Obtenemos

(n} (m)
AV e, = g U: e

es decir

Lsto implica que

t
A, = U] AV,

tiene 1a estructura siguiente:

y come U, y V,. son ortogonales, tenemos que

g, = Al = IlAz"

debido a que 1las matrices ortogonales conservan la norma de

una matriz.
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Continuando con la demostracifén, haremos ver que
w =20

pues de otra forma no se obtend-{a la estructura diagonal de

Xz y concluiremos que B} <g,

Supongamos pues que w#0, entonces consideremos

z = Az LM
con u = ,_Gl
L w

Esto equivale a escribir

y como qu il

max

IA 0
x*0 sl

tenemos 2
hag2 A, Wl

fafl 2 full 2

(o3 +iwi®)? +1B, wil?

o} + lwi?

1B, wh?

(o} +0wl ) +
: o +Uwi? .
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Como 2
Mz8” 5 g2 g2 > o2
Hul 2 ! '

si iIwld # 0

Tendriamos que

LB sifwliAo
ful
es decir a || = IIA,i' > o si Hw |l #0

1lc cual contradice la definicién de

o, = fAll.

1

Por consiguiente w = 0.

De donde

Ademis, de lc anterior se obtiene directamente que

HBzﬂ < o,

Continuaremos ahora la demostracién por induccién.

Supongamos que hemos obtenido
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[ o, .
g, : 0
L Tt .
0 . Bk
- k-1 n-k+1
donde
°1>°z>"'>°k-1
y uskn < Oyq
Yy
A, =0y, Ax—\ Vk—1

m-k+1

~N
Procediendo como en el caso inicial, existen o,y v

ortogonales tales que

Iy
v ~ P
U By e =

0

1

con

>
g, = IBkl

LI S Y

¢ s e s 3

0
k+1
n-k
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Resta ahora obtener las U, ¥V, correspondientes.

Definiremos entonces,

Ik-l ) 0 [.Ik—l . 0

i vk. --.---.--;Uka--ovt---
A : i

1] ) Vk 0 ; Uk

y al aplicirselas a A obtenemos

Uk Ak Vk - g,

L
LI Y N I

o
.
o

de donde podemos concluir que existen U y V ortogonales ta-
les que
A = U diag [0,,0,,...,0 } ve

con
g, >d,» ... >0
1 2 r

para r=min{m,n).
=

De la demostracifn anterior se deriva el siguiente:
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Corolario.

La norma de A es igual al valor singular mis grande de

HAl = o,-

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS VALORES SINGULARES.

Veremos ahora que los valores singulares son las longi-
tudes de los diferentes ejes de un elipsoide de r dimensiones,

donde

son las longitudes del eje mayor y del eje menor respectiva-

mente.

Para lograr lo anterior, haremos ver que la "bola unita
ria" en R" se transforma, bajo A, en un elipsoide r~-dimen-

sional, que es s6lido si r<n<m.

Esto es, el conjunto

B= {x{ﬂxll = 1}

e conocemos como la "bola unitaria' en R", se transforma
1]

en
2 = {%|z=ax con §x} =1}

Para ver que este conjunto es un elipsoide, emplearemos

la Descomposicifn Singular de A:



A=UZvy*t
entonces, z€ I puede escribirse como
z=0Z%vix

Ahora, si tomamos
yzvtx

tenemos que por la ortogonalidad de v,
lyll= fixl = 1

¥ adcmis

Utz =Xy
si consideramos ahora el conjunto
> t
= (u]uzu z, zE€127}

observamos que tiene las mismas propiedades geom€tricas que

2 debido a que U es ortogonal. Asfi que usaremos por comodi
47
dad al conjunto Z.

Tenemos u=ZXy con [Jyl=1
como " -
z . 0 r
I P
0 . 0 m-~r

r n-r



con

Si hacemos ahora

resulta que

es decir

Para despejar a

nal de B

9,
o 0
2
0 [}
r
W, r
u =
W, m-r
Yy = ¥y r
Y, n-r
N
u = .‘:yl
0
4
w, =Z Y,
w, =0

y,, aprovechamos la estructura diago- .

N-l
Y, = z w,
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Y al aplicar normas

fy,h = aﬁ" w, i

tenemos
ty it <1
ya que
iy 82 + 1y 0% =1
Entcnces

T
b
=1

i

Qlt
NN
A
[

n
Y se tiene que €l conjunto I estd dada por

2

N r w
I={ua=| "1|* /151 i<y

0 jm-r 0;

En donde se ve que las o;'s con las longitudes de los

ejes de un elipsoide de «r dimensiones.

Grdficamente la situacién es la siguiente con n=3 y

r=2:
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LA SEUDCINVERSA.

Hemos visto ya que el problema de "Encontrar la x em”
de norma minima que minimice a

lb~-axh? ".

tiene solucifn Gnic para cada beR™ con A una natriz fija
de mxn. Esto significa que a cada b€R" le podemos aso

ciar la solucifn de norma minima, x , del problema ante-

min
rior.

Como depende de la matriz A y del vector b, la

xmin

podemos escribir provisionalmente como una funcién de dos pa

rimetros: xnin(A' b).

Ahora bien, si consideramos a X como una funcién de

in
b con A fija tenemos

- . m n
xmin(l\, ) :R” +R

Y asfi X in(A, b) es la soluci6n del problema anterior.
Notemos que xmin(A, b) depende de manera muy simple de b, es

decir =x (A, b) es una funcién lineal de b.
min !

En efecto, en una seccién anterior hicimos ver que
t t =1 t -1t
xmin(h, b) =B (BB~ ) "(Q" Q) Q@ b
donde Q y B son tales que

A= QB
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Y rango (A) = rango (Q) =rango (B) =r
Esta expresidn sirve para confirmarnos que X in(A, D)
es una funcibén lineal de b.
De aquf que podemos denotar
X .8, b) =2 b

en donde A' es una matriz de nxm que depende unfvocamente

de A, y esti dada por
At =p%(m %) (g% Q) gt
Obsérvese que si be&(A), entonces

+
Axmin(A"b)”A A b =Db

Y en general
+
Axmin()\.b) =A A b -Pﬁ(”b

de donde

+
AA = Pﬂ(h)

Ya con esta discusifn se puede presentar la siguiente.

Definicibn.

La seudoluversa 2% de A es 1a funci6n lineal, tal que

At :Rr® + R
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asocia a cada beR™, el vector

que tiene las siguientes propiedades:

- 2 . - 2
i) m,i‘n itb - Axil ib Axminn

ii) Si ¥ = Xoin ¥ X satisface la propiedad anterior, enton

2 <ogup2
LR i i

De la definicifn anterior se concluye el resultado si-

guiente:

Teorema.

Si A=QB

con
rango (A) = rango (Q) =rango (B) =r

entonces la seudoinversa de A esti dada por

at" = B BYH ! (o 97! Qt.

Con el desarrollo que presentamns a continuacifn, se ob-
tiene una nueva caracterizacién de A+, pero, esta vez, por me_

dioc de 1la Descomposicién Singular.

Consideremos una vez mis, el problema:

min #b - Axl ?
x
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con Amxny rango {(A) =r<n, entonces si

A=uyuZXIvt

es la Descomposicifn Singular de A, tenemos que:
) min Ib-Axi? = min 10(Z V® x-u®b)a?
x X

= min X Vtx- vt be 2
x

= min 2y - ci?
Y
en donde
vt X =y
ut b=c

ya que U y V son ortogonales y conservan la norma.

Como
n] BN "o
1 1 3 0
o
y=|nls e=|v,|y Zz= ’.
. : O e,
.0
L L PO
- - = 0 * 0 [m-r
n-x

al calcular Yoin de

min 12y -cli?
Y




se obtiene

r n
- 2 = - 2 2
BEZy-cl®=,Z (o n -y )"+ B Y

en donde las n, que minimizan esta expresibn son aquéllas

que satisfacen
x & Yx
para k=1,2,...,r

por lo que las ?'a que minimizan, estin dadas por

-~ Q|~<
» - |-

)

con r\kElR para k=y+1l, x+2,...,n arbitrarias y entonces

el vector vy de norma minima seri aquél en el que

min



es decir

min

y la podemos escribir como

donde X% est4 dada por

nxm

Pero como

n, = 0
para
- =
Tl
9,
Y2
ol
Te
[
r
0
. 0 —
+
ymin =Ic
|
Ul
G'l
2
o.'l
4
0

vix=y

k=r+l, r+2,...,n

E I SR T T T T S
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se tiene que

t + _
v xmxn = zc: - Ymi;
de donde
vt x L= z* utb
min
y entonces .
: x ., =vzt Ut b.
®min
Como +
. = A b
min
obtenemos
At = vzt

que es la caracterizacién de la Seudoinversa de A, en térmi-

nos de la Descomposicién Singular de A.

Para comprender el concepto de Seudoinversa, At iR® +R",
nos auxiliaremos de 1la figura siguiente que nos muestra el
efecto geométrico de at.

En primer lugar, proyectamos a un vector b en R™ sobre

el &(A), obtenido

Y = PgmP
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' : t
y después encontramos al Ginico vector xmin en N(A)! = a(a®)

que resuelve al sistema

R (A)

B
-
--%

Nt

CE———————— > % ® &
+

&(A)

Y |
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Y, en forma anfiloga, la siguiente figura ilustra el efec-
to gecmétrico de la matriz A, A :R" + R™, Proyectamos, enton
ces, a un vector x sobre N sa@nt) para obtener

z = Pymtx

Al aplicar A a z y x resulta Az = Ax
n

. R

N(A)

Rm

aat

](an)

St——— ——] = > - -
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PROPIEDADES BASICAS DE LA SEUDOINVERSA.

1) Si A:R" + R®, entonces
. +
i} AA = P“(A)

= Paaaty ® Pxat

iii) T~Aa A aP‘"ML

iv) 1-a A=PH(M

R + ’
i) A A -pR(M
Sea z€R®. Como Atz es 1a soluci6n de norma minima de
min fz ~ Axd?
x

y también la solucifn de

min §z, — Axi?
% 1

donde
z, aP““”z.
pero
min 0z -Ad?=fz, ~A(A" 202 =0
x
porque
zZ, €R(A).
Entonces

Aa+z =%,

@) *
para toda z€R™
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de donde +
A A PR(A). -

Para una mejor comprensifn de esta prueba consideremos

la figura siguiente:

N{A)

Nt

Las prucbas para (ii), (iii) y (iv) se derivan de la

anterior.

n

2) Si A:m' +®R®, entonces

i) a=anata

ii) at = at aat

Prueba.
i) a=anata

Se ticne, por el resultado anterior que
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+
AA =Pg.

y si lo anterior, se aplica a A, tenemos

+
AA A= PR(A)A = A
de donde +
AA A=RA.
=
ii) A" =a*aa’
Por el resultado anterior .
+
AR =Pyt
+ + + +
A AA pN(A)1A = A

-de donde

A¥ aat = at

Para terminar con esta seccidén presentaremos lo concer-

niente a la norma de la seudoinversa:

iatl = max BAY x1 = 31-

fixll =1 r
ya aque si
x € R®
iat xp?=4v ¥ ot x1?
=iztyn?
<on
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es decir
n n n
+_ 2 21y 2 2 42 X y2
1A x1 -(f;:) +(—E:—) +...+(—E—m)
r
como .
HA+xn’<( : Y2 iyl? = (c} ) BxDd?
r T
ya que
°x>°z>"'>°r
y si hacemos » j
~ ™
0
0
1 —
Y, = 0 < r
0
bane. ——
t
y Yo = U7 x,
tenemos
X = U Y,
Entonces - 2 1 2
1A x, 02 = ( = )2 lix 0
r
de donde N 1
- r

Veamos grdficamente en R' el efecto de AT en 1a bola

unitaria:



En este capitulo hemos presentado tres conceptos:

La Descomposicifn Singular
La Norma de una matriz

y La Seudoinversa.

Cada uno de ellos serd de utilidad durante el desarro-
1lo de este trabajo.

Cabe scfialar, que el concepto de noraa de una matriz
serviri, en su momento, para cuantificar el efecto que cam-

bios en los elementos de la matriz A y el vector B pueden

producir en la sclucién de norma miniia del problema de Cua-

drados Minimos:

min b - Axt 2.
x



CAPITULO Iv

TEOR{A DE PERTURBACION
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INTRODUCCION,

En esta se¢:cifn estudiaremos cfmo afectan las alteracio

nes en los datos a la solucién de norma minima del problema
min lax-bi? .
x

es decir estudiaremos la sensibilidad de la solucién.

El conocimiento de dicha senszibilidad e¢s muy importante
desde el punto de vista préctico debido a que nos indica la
manera c¢fmo los errores en las observaciones y 10s errores
de redondeo durante el proceso de cilculo afectan a la solu-

. ¢ién.

En este trabajo no establecemos diferencias entre los
errores y s6lo los interpretamos como alteraciones en los da

tos, es decir, en la matriz A y el vector b.

Nos interesa, ademids, establecer las condicionss bajo
las cuales la soluci6n del problema alterado es cercano a la
del problema original. Es decir, queremos saber bajo qué con
diciones la solucifn del problema de Cuadrados M{nimos varia
continuamente con respecto a los datos; para gqne, cuando es-
to suceda podamos estimar los cambios en la soluci6n en fun-

cién de los cambics en los datos.

Podemos diferenciar tres tipos de alteraciones en los da-

tos del preblema de Cuadrados Minimos:
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i) Cuando cambios o alteraciones modifican s6lamente al
vector b, ¥y en la prictica lo que realmente tenemos es

N
un vector b.
. s
ii) Cuando s6lo0 A es alterada y tenemos A.
iii) Cuando los dos casos anteriores ocurren al mismo tiempo.

De acuerde con esta clasificacifn de las alteraciones po

demos dividir en tres casos o preguntas nuestro estudio:

n
1) Si b difiere poco de b, las soluciones de norma minima e

v
min §Ax - bl ? ym:’L:n BAx - bl?
x
idiferir&n poco también?

4"
2) ¢Serd vdlido suponer que si los elementos de A y A son
ligeramente diferentes, las soluciones de norma mfnima.

de los problemas
4"
min iAx ~bi? y min BAx ~ bl ?
serfin también un poco diferentes?

3) éC6mo afectard a 1la soluci6n de

min GAx - bl 2
x

'

‘cambios en los elementos de A y de b?

Antes de responder a estas preguntas, introduciremos al

gunos conceptos que después nos serfn Gtiles,
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N
A=A+ E

y IEll es pequefia con respecto a I{All, decimos que X es 1a

matriz A perturbada por E.

Similarmente, si

b=b+e

Al
y Hell es pequefia con respecto a lbll, decimos que b es el

vector b perturbado por e.

Segln lo anterior, la Teorfa de la Perturbacidn es aqué
11la que nus'explica la relaci6n que puede existir entre la
solucibén de un problema y la solucibn de ese mismo problema

pero perturbado.

Durante los desarrollos que iremos presentando para res
poder a las preguntas anteriores, pretendemos metivar algu-
nos resultados bisicos sobre Teoria de la Perturbacién para

el problema de Cuadrados Minimos.

Utilizaremos, entre otros conceptos, al de Seudoinversa,
pues sc trata de un concepto tebrico que proporciona una ex-
presifn compacta para la soluci6n del problema de Cuadrados
Minimos en general. Es decir, con ella, obtenemos una expre-
5i6n para la soluci6n, independientemente del hecho de que la
matriz tenga o no rango completo. Emplearemos también el con
cepto de norma para interpretar el significado de "cercania"

entre matrices y entre vectores.
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~
Comenzaremos con el caso cuando b difiere poco de b;
la respuesta a la pregunta planteada la proporciona el si-

guiente:

Teorema.

Sea +

la solucién de norma minima del problema.
min §Az - b§?
z

Y sea ~ + N
x=A b

"la soluci6n de norma minima del problema
“\
min fAz ~ bi?
x

Entonces n
X + x

cuando ~
b~+b

N ",
Es decir, si b es cercana a b, entonces X es cerca-

na a x.

Demostracidn.

Calculemos

"N
Ix - xi
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para ver qué tan cerca se encuentra una solucibn de la otra:
Asf, entonces
W
a + + .
flx - xl2 = §A” b-A" bli?

+

N
= A" (b - b)ii?

En donde se puede ver que cuando
g + b

N,
hx - «l2 + 0
-

Esto quiere decir que los errores pequefios en b no

causan problemas en la solucién de norma mirima.

Pasamos, ahora, a considerar el caso en el que la matriz

A es perturbada:

(o4
wean +

xe
>
+

donde

»e
#

A+ E,

N N
entonces, si queremos ver qué tan cerca esti x de x, calcu-
lamos:

a,
Xax = A+ b-A+ b

Le¥]
= (at-ahH o
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y, al aplicar normas, obtenemos:
1% - x < 0AY - a*d -abi
esta desigualdad nos plantea una cuestién que resulta inte-

‘resante:

51 HEN +0
entonces

1A* - A"l + 0 también?
Y... itqué quiere decir Esto?

Pues que si ocurriera lo anterior serfa ficil para noso

N
tros saber la “cercanfa" entre x y x.

Sin embargo, en este momento, no tenemos informacién su

ficiente para responder a esa pregunta.

Para aclarar esta cuestifn presentaremos a continuacién
dos ejemplos simples, con los que estudiaremos los efectos
que las perturbaciones producen en At y x, al resolver el
problema de

4"
min #Ax - bi?

Primer Ejemplo.

Sea A = 1-0 y consideremos
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a Al una matriz muy cercana a A, dada por

A; = 1 0
0 €
en donde ¢ €R y |e] <1
Sea b = B,
82

Para resolver el problema

min NAx ~ bhii?
~x

proyectamos a b sobre ®&(A) que coincide con el eje de las ab

bisas en IR?

y comro = A+b

tenemos que

En cuanto a A,, tenemos lo siguiente

+
A= | 1

0

ol o

= A—l



de donde x, = At b
=i B,
8,

y la diferencia es

2 B2 .,
Ix, - xif° = (-E—J
en donde se puede ver que cuando € + 0,

ix - xi? + =
4

"Lo que quiere decir que x, se aleja indefinidamente de
x cuando ¢ + 0.
En forma aniloga se obtiene

(TN N E A
ez

en donde, otra vez, se puede ver que cuando ¢e¢-+0, A: se

aleja indefinidamente de A+, es decir,
1A - A1t ve
cuando & +0

y, de lo anterior, se ve que

cuando e+0

AT A A
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cuando e-+0
Pero ... ia qué se debe esto?

Como se verd mids adelante, la causa de que x, no esté
‘cerca' de x vy AT no esté "cerca" de A' se encuentra en el
hecho de que la perturbacién altera la dimensién de #&(A),
ya que

2=dim (&(A)) # dim (R(A)) =1

para toda e#0

Segundo Ejemplo.

Sea A, definida en el ejemplo anterior y

Claramente, A, 6 es cercano a A, entonces

A, x=| £, +ek,

donde
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y tenemos que
2 ; - 2 2
min IA, x~-bl -min [(g, +€E,) -8,1% + B}

pero como
B, = & +ek,

&l tomar a = £,

resulta E, = 8, -¢a
De donde al minimizar )
f(a) = (B, ~€a)? +a?

tenemos

= .
“- »
1+¢e? 2
de donde £,=8,(1 - =)
1+e?
1
=g, ( —)
' og4e?
de aqui que
%, = A} b
1
= B
' o1eet
8. (—E—
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es decir x, = 1 0 B:
- l1+g?
£ o 8,
l+g?
b - - -
de donde
A} = L o
l+e?
£ 0
1+€?

y la diferencia entre x, y x es:

B2 £2 (c?+1)

Ix, - xt? =
{(1+e2)?

de donde vemos que cuardo e -0

fix? - xti?2+0
es decir,

X, se asemeja a x cuando e -+0.

En cuanto al error en A: s¢ tiene lo siguiente:
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1(a} - 2%

x Exk?

=

De donde

1A -2 .0

s e +
cuando e€+0. Lo que significa que cuando e+0, A, se aseme

ja a at.
Y asf X, = x
cuando €0
a; = a*
cuando €0

Observemos que la perturbacién en A, en este caso tiene

la propiedad de que
1 = dim (&(A)) = dim (€(a,))
De los ejemplos anteriores vale la pena remarcar lo si-
guiente:
Para que x, ¥ x, estén "cerca” de x, y para que A, y A,

difieran poco de A, es importante que la perturbacién no afec
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te la dimensién de @&(a).

Cuando una perturbacifn, por pequefia que sea, altera
dim(®(A)) su efecto en la seudoinversa de la matriz pertur-

bada es considerable.

Observamos también que cuando dim(R(A)) se conserva,
como en el segundo ejemplo, la solucitn x, resulta ser cua-.

litativamente 1la mismc: x. Esto no ocurrié en el primer ejem

plo cuando se alteré dim(&(A)) por la perturbacibn,

En base a esto diremos que una perturbacién conserva el

rango si
dim(R(a)) = dim(R(Ai))
i=1, 2.
Nota.

La afirmacifn anterior tiene que ver con el hecho de que
para que dos subespacios es5tén '“cercanos" es necesario que

ambos tengan la misma dimensif6n, como mis adelante veremos:

De acuerdo con lo anterior concluiremos con lo siguien-

te:

S6lo se permitirin aquellas perturbaciones en A que no
afecten dim( &K (A}); esto con el objeto de que la seudoinver

Ly v . +
sa A de A=A+ E no esté muy alejada de A .

Para terminar con los casos que se plantearon, falta Gni

4" “
camente referirnos al caso cuando A difiere poco de A y b
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esti muy cerca de b.

Sin embargo, es fAcil darse cuenta que este caso se redu-
ce al anterior ya que las alteraciones en b no afectan a la

solucifn de norma minima.

PERTURBACION PARA INVERSAS.

Como la inversa es un caso particular de la seudoinversa,
estudiaremos este caso simple y estableceremos los resultados
de tal forma que nos permitan su extensién al caso de seudo-

inversas en general.

Veamos lo que ocurre cuando la matriz identidad I es

perturbada.
Tendremos entonces matrices de la forma
I ~-E
Despu€s cxaminaremos el caso cuando las matrices son de

la forma
A+ E

Los resultados para el segundo caso se derivan del primg
TO.
El siguiente es un resuitado clisico que da una condicién

suficiente para que la matriz perturbada

I ~-E
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donde E es una matriz de perturbacién, sea no singular:

Lema de Banach.

Sea E una matriz de orden n y tal que §El <1.

Entonces

es no singular y

- 1
R A C

Demostracidn.

Sea x€R" y x # 0, entonces

B(In—E)xﬂ = || x - Exll

» Ixi - Ex)
> Bxil ~HE} - Uxl

» (L-JEl)IxE > 0

ya que
(L~BEN) > 0

Y como x # 0 tenemos que

(I~E)x+ 0

de donde
(I -E) es no singular.
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Ahora, de la ecuacién
(I-E)(X1-E) ' =1

se tiene que
(I-B) '=1+E(Z~-E)?

entonces
E(I-E)"'N < 410 +HEE - #(X-EB) &
como
ATH = 1
se tiene 1
B(r-p)" ' € —— .
1-0E0 -

Al interpretar en términos de valores singulares el Le-

‘ma de Banach, tenemos:

Lema.
Si E es una matriz de orden n y g, su valor singular
m&s grande tal que

el = ¢, < 1

i

entonces
(I -E) es no singular, y

0<(l-¢,)< Rn

donde A, es ¢l valor singular mis pequefio de (I -E}.
Un corolario del Lema de Banach establece una condicién

suficiente para que
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~\
A=A+ E

sea no singular donde E es una matriz de perturbacién.

Corolario.

Sean Anxn una matriz no singular y Enxn otra matriz,

tales que

donde €, es el valor singular mis grande de E y o_ el valor

singular mis pequefio de A.

Entonces,

A +E es no singular, y
~
g 2o _=-eg,>0

n n 1

donde gn es el valor singular mis pequefio de (A+E).

Demostracidn.

Sea -
(A+E) = A(I+A" ! E)

si tomamos -
B=~A"'E

entonces _ €,
B, = UBY <HATHI-HIEN = — < 1
n
A+E=A(I-B)
Por el Lema de Banach (I -B) ¢s no singular, por lo tan

to
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(A+E) es no singular

y (A+E)" ' = (1-8)"! A7}
Por consiguiente
) B(A+EY 3 =B(1-B)""' A™'n
A1
[+
< "E
1
1"3—
n
de donde
1 1
= g —— .
& o -€,
n
es decir

Ny
cn>on—e!>0.
-

El resultado anterior se puede utilizar para hacer ver
que dada una matriz A cuyos elementos son funciones conti-

nuas de una variable real £, si A es invertible para e=¢,,

entonces A es invertible para toda € en una vecindad de ¢,.

El corolarioc siguiente establece lo anterior para el ca-

47
so especial en que A es de la forma

N
- A=A+cE

con |El = 1.

Corolario.

Si A es no singular vy
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N
A=A+ ¢E
4"
con IEfl =1 y |e| <o _, entonces A"! es continua para toda

e en el intervalo
(-Un'an) .
Lhora, por medio del resultado siguiente, mostramos la

importancia del valor singular mis pequefio: o,.-

Lema.,

~ . .
Dada Anxn con rango (A) =n, existe A matriz singular.

tal que
~
1A-Al = o_.
n
Denostracifn.
Sea A=UZvE

la descomposicidn singular de A.
- I 3 g
Entonces si definimos A como

gy 0

X=u g, vt

se tiene que
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- El Lema siguiente es una reformulacibn del Lema de Banach.

Lema.
., v
Sea A como en el Lema anterior, si A es tal que

s
fa - af < o,

entonces
s

A es invertible.

Demogtracién.

4"

A es tal que
4"
A=A+ E

‘de dende
N ,
A -All= EEN =€1'<0
n

por hipb6tesis.

Y como A es no singular, tenemos por un corolario ante-

rior que

~

A es no singular.
Corolario.

Sea Anxn y no singular, entonces si B es singular de

orden n, se tiene

IA-Bd > 0o
n

cnnmh{la—au' | B es singular}.
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Los resultados anteriores equivalen a decir quc la per-
turbacidn mdxima que E puede producir en A, sin hacer que
Y]
A=A+ E

sea no singular es aquélla tal que
HEIl < o_.
n

Aquf terminamos con los resultados sobre perturbacién
en la matriz cuadrada A, en términos de los valores singula

res de A.

Pasamos ahora al caso general, en donde se hari algo

anilogo para matrices A de mxn.

PERTURBACION DE VALORES CARACTERISTICOS.

Dedicaremos ahora nuestra atencifn al estudio de resulta

dos sobre Perturbacidn en matrices de mxn.

En la seccién anterior hemos visto cSmo estos resulta-
dos se pueden establecer en términos de los valores singula-
res y en esta seccién deduciremos resultados generales anflo
gOS.

Ahora bien, como los valores singulares de una matriz A,

corresponden a las raices cuadradas positivas de los valores

caracteristicos de A% A, los resultados sobre perturbacién
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en términos de valores singulares se basan en los correspon

dientes sobre valores caracteristicos.

Por lo anterior, es convenicnte que revisemos algunos re
sultados sobre perturbaciones en los valores caracteristicos
de matrices simétricas, las cuales servirin como antecedente
para establecer los correspondientes sobre perturbacién en

los valores singulares.

Comenzaremos haciendo ver que la estructura de una matriz
simétrica se refleja en el buen comporfamiento de sus valores
y vectores caracteristicos al ser é€stos perturbados. Esta
cualidad de las matrices simétricas se manifiesta a través del
Teorema Minimax. Este Teorema estd relacionado con 1 cocien

te
Y Ay
vty

cuyo rango de valores lo indica el resultado siguiente:

Teorema.

Si A es una matriz simftrica de orden n con valores

caracteristicos.

N S .

tales que
,A1>A,>...>_An

y sus correspondientes vectores caracteristicos,




- 148 -

x, .xz,...,xn

son ortonormales. Ademis, si

y#0
.entonces
t
P A B
n t 1
Y Y
para toda yé€R",
Demostracidn.
Sea

n
y= % o x
con p1 €R

por ser Xy oXypeeasX ortonormales

y n
Ay = (I, 0y A X
entonces
= 2
vt ay o _aE) 1pgl® 2,
a
Y Y 2
AR
con

n
124 Ipilz = ljyl? * 0
Al restar de esta expresifén A, tenemos

n=-1 12
i§1 (Ai - An)lpi"

-

t
Y Ay

t n n 2
' Z, 10
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-A)> 0
y como (A, -A)>

para i=1,2,...,n-1

tenemos que
t
Y _AY >,
vty °

Procediendo en forma anilogs para ), tenemos que

t
1n<1_t__"_3’_< A,
Yy Y Y

Con este resultado estamos ya en condiciones de obtener
una expresidén "minimax'" para cualquier valor caracteristico
}li.

Trataremos ahora de explicar lo que se entiende por ex-
presién "minimax". Con el resultado anterior, tenemos .ya ex

presiones para el minimo y para el miximo de los valores ca

racterfsticos como lo establece el siguiente:

Corolario. &
11 = max I—t—.é!
yAO Yy Y

t
An = minux
yro y- y

Ahora, faltan expresiones para los demis valores carac-

teristicos: Ak

Estas se obtienen de la manera siguiente:
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1) A, = max zz—é!

donde S, es el subespacio generado por los vectores caracte-

-

risticos de A:

{xk, xk*1,...,xn)

Ahora bien, si S es un subespacio de la misma dimensifn

que Sk, entonces veremos que

k t
YES ¥y ¥
de donde ¢
Ak = min max Xz—bz
Aim(S)=n~k+1 yeS y ¥y
YAO
t
2) Ak = min ¥ _AY
Yegk Y Y
YHO

Y
donde Sk ¢s el subespacio generado por los vectores caracte-

risticos de A

{02, p0ne0x )

N n
Y si § es un subespacio de la misma dimensifn que Sk'

entonces t
A
A, » min A 4
K n Lt
yesyy
de donde

y® ay

A = max min

k ~ ~
dim(S)=k yeS§ ¥ ¥
yAO
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Estas expresiones minimax las deduce el Teorema Minimax
Para enunciarlo introduciremos algunos conceptos que se utili

zan en su presentacién.

Definicibn.

Sea Fk la familia de los subespacios vectoriales de R"
de dimensién k. Dada una matriz Anxn simétrica, definimos

a la funcifn HA

que esti dada por

t
BA(S) = max X _.AX
xS X X
X0

donde Se€ Fk
Y definimos también la funcién hA
hA :Fk + R

dada por

4
h,(S) = min X Ax
xS X x
xXpo

donde S € Fk

Con estos elementos pasamos a presentar:

Teorema Minimax.

Sea A simétrica con valores caracteristicos.
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AI,AQ,...,RH

ordenados en la forma siguiente

X, 22,2020

Entonces
- A, = min H_(S) = max h_(8)
k A A
San.)H_1 SEFk
Demostracifn.
Se probari primero que
A, = min H (S)
) 3 A
SEFn—k+l

Usaremos primero un subespacio auxiliar
Y

S omix, X, e.0x]

generado por los primeros kK vectores caracteristicos de A.

Sea
4"
XES y xAO
entonces

t
A€ EE_EE_ < )

1
k X X

Temaremos ahora un subespacio de dimensién n-k+1 que ten
ga al menos un elemento diferente de cero en comiin con el an-
terior, esto caracterizari a Ak como una cota inferior del ma-

ximo sobre este subeupacio.



Asi pues, sea
SEF

n-k+1

entonces s n g * Q)

ya que "
dim{S) + dim(S) = n + 1

es decir, existe un vector

"
z€ SNS, z#0

Entonces e
>~ AZ
A, <« Z__AZ <)
k Zt z !
De donde
t
max X2%X = g (S) > A .e.(A)
x€S X~ x

Continuamos ahora definiendo otro subespacio de dimensién
n~k+1, con el cual obtendremos una expresién que sefiala a lk

como el miximo sobre este tercer subespacio.

Sea entonces

'
S = [xklxk+‘l'-'lqu

si
x € 8', xA0

tenemos que

t
A o< X_Ax o Ay
B X x
entonces
x* Ax
max = EIA(S')‘<Ak .ea (B)

x€8' x% x
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Con las dos desigualdades anteriores (A) y (B) ya pode-

mos concluir que A, es el minime 'e los miximos sobre los

subespacios de dimensién n-k+1.

Es decir,
lk = min HA(S)

sEFrx»k+1

Procederemos en forma andloga para probar que

A, = max h_{(S)
x seF, A

Sea entonces

o
S = lxk.x 1,---.xnl

k+

\
y sea x€S, x £ 0

entonces Aok X_AX oy
n t k
X X
Sea Se€ Fk’ entonces
~
sn s # {0}

de donde existe
on
z € SNS, z#O0

Entonces
A < 2~ Az < Ak
z z
de donde +
min X2 < 3
x€S X x
es decir
hA(S) < Ak
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Tomemes ahora

S' = [xl,xz,...,xk]

si x € 8, x# 0, tenemos

. k xt x !

entonces
t
min x_ Ax > Ak
x€S' x x
es decir
'y -

hA(S )axk

de donde

max hk(S) = xk

con S € Fk

Observaremos a continuacifn que la importancia de este
Teorema consiste cn que puede establecer una desigualdad para
determinades valores caracteristicos de una matriz sin tener
conocimientos previos sobre los valores y vectores caracteris-

ticos de esa matriz.

Es decir, obtenemos un c&lculo aproximado para una A en
forma independiente de los demis valores y vectores caracte-

risticos.

Para continuar con resultados acerca de perturbaciones

en matrices simétricas requerimos del Lema siguiente:
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Sean A, B y E matrices simétricas tales que

A+ E=B
y sean las funciones

HA(S). He (S) y HG(S)

como se definieron antes.

Entonces
H, {S) <HA(S) + HE(S)
para todo § € Fk
Demostracifn.
Sean A+E=B

al multiplicar por x€S por la derecha y por la izquierda y

al dividir entre x* x se tiene

xt Ax + xt Ex _ xt Bx
xt x x* x xt x
pero
t t t
(xt Ax + xt Ex ) = max (xt Bx)
x€S % x X~ x xS x° x
de donde ’
t t t
max %BX & max 5{ Ax xt Ex
x€S X X x€S X X x€S X x
es decir

Hy (S) <H(S) + Hg(S)

para toda S € Fk
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Con estos elcmentos, presentamos el siguiente resultado
de gran importancia en la Teoria de Perturbacién para matri-

ces simétricas.

Teorema.
Sean A,B y E matrices simétricas tales que
A+ E=B

cuyos valores caracteristicces correspondientes son
a,»a,> ...>un

BI>BZ>"'>Bn

sl>ez>...>cn

entonces

<
ay +e SB <ot e

para k=1,2,...,0.

Demostracifn.
Por el Lema antericr, tenemos

Hy(S) SH (S) + H_(S)

para toda SE€F . .

Sean

xl,xz,...,xn
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los vectores caracteristicos ortonormales de A correspondien

tes a
GI,GZ,-..,OB

y sea ademﬁs
s’ = X, X ’ r X
[ k k+1? e ﬂ]

Entonces, por el Teorema Minimax, tenemos

min HA(S) = HA(S') = a

x
SEFn~k+I
Yy como
Bk <HB(S)
y
H_(S) < ¢,

para toda S € Fn—k+|

en particular
B, € H (S")

HE(S') < e,

entonces
Ho(S') < H,(S') + H,(S')

de donde se obtiene

Bk<HB(S') <H,(S') +Hg(S')
<uk+ﬂE(S')

<a +e,

de donde

Bk‘:a +€,

k
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Ahora, si tomamos
C= - FE
como
A=B - E
tenemos (
. A =B +C

y por el resultado probado antes, tenemos
“k<8k+71

donde vy, es el valor caracteristico mis grande de C.

Pero como
. Yl--c
n
resulta que
< -
o < By ~¢,
es decir
a, + en < Bk
De donde

ak+en<sk<ak+e‘

En algunas aplicaciones, la matriz E es una matriz de
perturbacibn pequefia, y por lo mismo g, y €~ SOn muy peque-
fias. Cunado esto ocurre, el teorema anterior establece que

los valores caracteristicos de B estin muy cerca a los de A.

De hecho, la importancia de este Teorema radica en que
a cada valor caracterfistico de A, le asocia un finico valor
caracteristico de B, que se encuentra en un intervalo bien deg

finido cerca del valor caracteristico de A.
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PERTURBACIONES EX VALORES SINGULARES.

Con el Teorema de Perturbacién para valores caracteris-
ticos que presentamos en la seccién anterior serd posible de-
rivar el correspondiente para valores singulares. Para ello

requerimos establecer una relaci6n entre los valores singula-
res de la matriz A y los valores caracteristicos de otra ma-

triz relacionada de alguna manera con A.
Para definir a esta Gltima matriz comenzaremos por recor

dar que los valores singulares de A son las rafccs cuadradas
.positivas de at A, sip embargo, como trabajaremos con matri-
ces perturbadas no nos conviene trabajar con esta expresibn

por resultar muy complicada:
(A + E)® (A + E)

Sin embargo podemos partir de la Descomposicién Singu-

lar de A.
A=UuzIvt

de donde tenemos

t
A uiﬁ oi \ri

que en forma matricial se puede expresar como



tenemos la expresién para la matriz relacionada con A que

buscabamos .

El resultado siguiente establece una relacifn entre los
valores singulares de la matriz A y los valores caracterfis-

ticos de la matriz sS.

Teorema.

Sea Amxn, m>n ¥y sea también S(m+n)x{m+n), la matriz

.simétrica definida por

Si los valores singulares de A, son

Oye0z0en040,
entonces, los valores caracteristicos de S son

031050 ees0 +=0,,=0pse0es=0,

y los (m-n) restantes scnh ceros.

Con todos estos elementos, estamos ya en condiciones de
presentar el teorema que se refiere a la Perturbacibn de 1los

Valores Singulares de una matriz Amxn.
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Teorema.
Sean A,B y E matrices de mxn tales que

B= A+ E

Si denotamos sus respectivos valores singulares por

.

Bi' a, ¥y e,
para 1=1,2,...,n
y cada conjunto ordenado en forma decreciente, entonces
I8, ~a, | <e, =HER

para i=1,2,...,n .

Demostracifin.
Sean
N " n,
B = |0 Bl; A = Al:; E = E
Bt o At o E® o
entonces ", N n
B ~-A=E

y los valores caracteristicos correspondientes son:

LY
{Bi} = {Bl :Bz:- "lenlol"’lo - Bn'-sn—*l" --"'81}

m-n

n

{a;}=la 0,000 0,000 -a =0 _4o.o0payl)
m=n

N

(ci}x (el,ez,...,cn,o,....o-en,—en_i,...,-el}

m-n
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Pero como por el Teorema anterior, para matrices simé-
tricas tenemos que

n ~ ~ " o
+ < +
By Yl SBy Sa; ey

para 1i=1,2,...,(n+m)
al ponér ls expresifn anterior en términos de L ai Y £y

para 1=1,2,...,n
~se obtiene
ci-£l<81<°i+ €y
para 1=1,2,...,n

de donde ‘ '€x<51‘°‘1<en para L1 =1,2,,...,0.

es decir {8, ~a,|<e =HEl para £=1,2,...,n.

Pasamos ahora a dar condiciones para que la matriz

n
A=A+ E

A, .
: -+ : +
tenga una seudoinversa A que estd cercana a A .

La primera condicién necesaria es la conservaci6n dcl ran
g0. La motivacién de este concepto se presentd al inicio de
este capitulo por medio de un ejemplo en el que se hizo ver
que si

n
rango (A) >rango (A)

entonces es posible que
~
12t - ah

sea muy grande, aGn cuando KEN sea muy pequefia.
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Esta situacifn no se presentd en el caso cuadrado, cuan-
do m=n, porque la matriz A tenia rango miximo. Y tampoco
ocurre cuando Amxn, m>n, tiene rango (A) =n, es decir, cuan

do A tiene rango miximo.

De lo anterior se deduce que se presentan problemas cuan-

do
rango (A) <n

es decir, cuando A es de rango deficiente. Pues es entonces
cuando existen perturbaciones £ muy pequefias tales que
Ny +
A" - Al
es muy grande.
Teorema.
Si rango (A)=k<n y

A=ypzIvt

es la descomposicién singular de A, al tomar a E como

[y

con . £>0

ersvas st en s

k+1
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Y
tal que A=A+ E
9,
t
= U g, 0 v
%%
€
0
i 0 .0_
entonces i
el = €,

4"
rango (A) = k+1

n
1at - aty =

M

Ahora bien, para conservar el rango es necesario conocer
lo que se debe evitar para que €stc disminuya. Y por lo an-

terior, es de esperar que
el < Iy

para que el rango no disminuya.

Asi pues tenemos ¢l sigujente resultado que formaliza lo

anterior:

Teorema.

Si E es tal que n
A= A+ E
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4"
rango (A) < rango (A) = k

entonces
lEl = €, 20,

donde £, es el valor singular mis grande de E y o, el valor

k
singular positivo mis pequefio de A. .
Demostracibn.
Sean a
[01}' (oi} y {ei}

"
los valores singulares de A, A y E respectivamente.

Por el teorema de pr.rturbacién de valores singulares te-

nemos

N
- < =
lo, oil e, = EU
de donde
a7
ak--ak<el
N
V4 ak-ck<cl
y como por hipétesis
3. =0
k

tencuos de la Gltima desigualdad que

g, _<e
k 1 -

Lo anterior se resume en el siguiente:

Teoremna .

Si rango (A) =k, entonces
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En la figura se puede ver un cuerpo geoméftrico en R} que
represcnta Blgunos subespacios de las matrices de 3 x 3. De
este modo, el espacio delimitado por las caras contiene a las
matrices de 3 x 3 con rango 3, los planos del cuerpo contienen
a las matrices de 3 <« 3 de rango 2, las aristas, a las matrices

de 3 x 3 con rango 1 vy el vértice a la matriz de rango cero.

Entonces, el circulo sobre una de las caras, representa a
una matriz A 3 x 3con rango (A) =2, y a,, su valor singular,
mis pequeflo, es la distancia mfnima del circulo a la arista

mis cercana.

La esfera, dentro del cuerpo, representa a una matriz
B 3x3 con rango (B) =3, y B, su valor singular mis »equefio,

es la distancia mfnima de la esfera al plano mfs cercano.

Hasta este momento hemos obtenido ya dos condiciones pa-

e
ra que A esté cerca de AT:

Necesitamor que el rango de A no aumente y es necesaric

también que no disminuya.

Esto nos 1o confirma el siguiente:
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‘Teorema.
"
Sea A=A+ E
tal que

i) rango (K) < rango (A)

ii) fEl = ¢, < 0o

k

entonces
o~
rango (A} = rango (A)
™ +

=121 .1

oy 1-§ER-BAN 3 1
Demostracién.

Sean

"
{oi}, {oi} y {ci}
. n
los valores singulares de A, A y E.

Por hipbtesis

ket “TgaaT T O, = 0
Se probari que
g ¥ 0.
k
Tenemos pues que
47
A-A=E

entonces por &l teorema de perturbacifn de valores singulares

n N
lcl-ai! <e,
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al tomar 1=k, resulta

N
lg, -~ | s g,
entonces a
lo, -d, | < ¢,
es decir a
- < ¢
9% ~ % !
o también
6 < (0, -€,)<d *0
de donde "
rango (A) =k
y ademis "
0, > (o, —€,) >0
por lo tanto
1 1
guu < ste;
k

CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD DE SEUDOINVERSAS.

Los resultados anteriores s6lo nos han permitido estimar
la norma de (A-+E)+:

pa+e)tn
y saber que €sta tiende a la norma de at:

paty

bajo ciertas condiciones.

Sin embargo, nos hace falta estimar
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+

ta+n)t -2t

y hacer ver que (Ai—E)+ tiende a At cuando E tiende a cero.

Para calcular la norma de esta diferencia trataremos de

obtener una expresifn para

a+rnn’t - at

en funcifén de

(A+E) -A

Comenzaremos por considerar el caso cuando
P
ya que es ficil observar lo siguiente:

1

(A+E)"'-a"" = (A+E) "' [T-(A+E) A"}]

= (A+E)" ' [A-(aA+B)] AT?

= - (A+E)"' [(A+E) -A] A~!

De lo anterior, parece natural proponcr la siguiente ex-

presi6n para la diferencia de Seudoinversas. Por comodidad
haremos
B= (A+E)
entonces
pt-at~-st (s -a) at+c (8,a)

donde C(B,A) es una correc-ién a la expresién y que trataremos

de obtener para el caso general.

Para calcular el valor de dicha correccifn, simplemente

despejamos:
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c,a) =" -a*t + BY(B-n) At

=gt -a* + BY mat-8* ant

de donde
c@,a) =s*(1-ax" - (1-8" B) A*
al sustituir el valor de C(B,A), obtenemos la siguiente

expresién:

BV -at=-B*m-a) at+nt(1-at) - (x-8"B) At

. . X . + L+
que viene a ser una primera f6rmula para la diferencia B -A

Pero como podemos ver, la diferencia B-A no aparece en
todos los términos y para nuestros prop6sitos es necesario
que aparezca. Asi que tratareﬁes de obtener una expresifn pa
ra cada término en funcién de B -A.

Para

BY(1-a a%)

tenemos que

¥ (x-a 2% =Bt (X -Pgen))

es decir +

Bt (1-aaY) =p* Pamyt

La clave para obtener lo que deseamos esti en buscar

una representacifn adecuada para

Paimt T Pniah)

y en utilizar la propiedad

+ +
B” =B Fg.,
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Asi pues, tenemos
+ + +
B (I~-AA)sB PR!B)PH(A';)
Pero, si observamos pﬂ(n) también puede expresarse como

(Bt) + Bt

o=

Paier © Pae®)t *

con lo que obtenemos

+ + + ot 4ot
B{(I~-AA)=B (B) BPH{At)

Y para obtener una expresi6én en términos de
B~-A

agregamos un término nulo de tal forma que se pueda sacar co-

mo factor a
B~A

Asi pues, obsérvese que
t
A PN(At) = 0
y por lo tanto

t
Fa PN(Ar.) =

con F arbitraria.

De donde

+ + +oot 4+ ot t
B (I-AA })=B (B) B P“‘At)i-Fk P!(At)

y asi tenemos

+ + + oot bt t
B (I-AA")=[B" (B)'B"-F AT} Pt
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al hacer F = B+(Bt)+

se obtiene
tiz~-aah) =S -5 -a ahH

Para el término
-(x-8% B) A"

ocurre algo andlogo:

Se tiene que

+

-(x-B'm)at=- (x-p ) A

N(B)l

+
= PN(B) A

Y como

Puey! = Past)

tenemos que
. t
P“‘B) B F 0

para cualquier F,

Entonces
- x-p'mat e~ p A 4, L BEF
= Py (8% F-ah)
pere At = pg e at
= at a5t at
Asi que

+ + t t o to+ L+
-(r-B B)A -PMB,[BF AT(AY) A]
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y al tomar : P o= (At)+ at

se obtiene

t 4+ L+

- (x-8'pyat = B-0° 5" a

Putm)

e+ L+

= (1-8"8) (B-2)t aHH T a

Con esto podemos ya expresar a la correccién

c(p, A)

en términos de la diferencia (B -A):
c,A) =8V (x-aat) -(x-8" B A"
=s*B5* B-a)° (1-2aa") +
(1-8"8) (B-m (a5 A"

Lo anterior nos permite enunciar el resultado formalmen-

te como un Teorema.

Teoxema.

+

. +
L.La matriz (B ~-a)

satisface

o e + + +
(B"-A)=~ B (B-A)A + B (I-PR(A))

+
- (I -PN(B)l) A
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y haciendo notar la dependencia de

(8* =a%) en (B - A)

tenemos la siguiente expresifén alternativa:

+

. (8t -a*) =~ B* (B-a) At

+ Y5 B-M% (1-aah

+ (x-8"By) (B-a)t (a5H)* at.

Conviene hacer notar que el término
-BtB-a) A"

resulta una expresidén suficiente para

(8* - a%)

en el caso de que la matriz fuera cuadrada e invertible. Mien
tras que la existcncia de los términos restantes estd relacio
nada con los casos cuando la matriz no es cuadrada o es de ran

go deficiente.

Pues
st 8-m°F (x-a aH

es diferente de cero sflo si

rango (A) < m

(x-8*B) (B-mt aHt At
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es diferente de cero s6lo si

rango (B) < n
ya que

aat=1r si rango (A} = m y
+ .
B B=I si rango (B) =n

Como consecuencia de la f6rmula anterior y los resulta-

dos que le preceden obtenemos:

Teorema.
“
Sea A=A+ E

'tai que a
rango (A) < rango (A)

y si E + 0,

"
entonces iat - At » o0
es decir
liqu-==A+.
E+O0

Su demostracifn es inmediata a partir de la fSrmula an-

terior haciendo

¥y observando
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cnando (B-a) = (A-A) » 0.

También podemos interpretar el resultadc anterior como
sizue:

Si variamos un poco los elementos de la matriz A, de
N
tal forma que la matriz obtenida A no tenga rango mayor que
el de A, entonces At estd cerca de A+, es decir, At es una

funcién continua de A siempre y cuando A no cambie de rango.

En particular, podemos considerar una matriz A(e) cu-
yos elementos dependan del parimetro real ¢ en forma continua

o diferenciablie.

Con esto, es natural preguntarnos sj A+(e) es entonces

una furicién continua o diferenciable de €.

El resultado siguiente nos da condiciones para que esto

suceda.

Teorema.
Si rango (A (e)) < raago (A)
entonces
I) A{e) continua en e=0
implica
A" (e) es continua en € = 0
IX) A(e) diferenc’able en e=20
implica
A+(c) es diferenciable en € =0
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y ademfs:
+
d A (E) *—A."(E)d A(C) A#(E) -+
d e d e
+A+(€) (At(e))+('(l_—1\‘(—el)t(l —pR(A(C))) +
de
’ d Ale)yt,,t + ¢+
- (1-p“(”2))1)(—-é-:-—) (A7(e)) " Afe)

La demostraci6fn de este resultado es tambifn inmediata
a partir de la f6rmula para la diferencia de seudoinversas,

La omitimos por considerarla rutinaria.

TEORIA DE PERTURBACION DE PRIMER ORDEN.

A estas alturas estamos ya en condiciones de obtener una
primera estimacién del efecto que tienen las perturbaciones

sobre la solucidén del problema de Cuadrados Minimos.

Consideremos entonces la solucién x de norma minima del

problema
min Ib-Azl 2 =1b - Axll ?
a
Como sabemos, x esti dada por
x = a*b

Supongamos que A Yy b se perturban de la siguiente ma-

nera:
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A (e) =A+c E
b (¢e) =b + ¢ e

donde ¢ es un nlimero real y pequefio, E y e son una matriz y

un vector dJde perturbacifn respectivamente, tales que
rango (A(e)) = rango (A)

y A(e) es una funcidén diferenciable de € como se ve, con

A{0) = A,

De acuerdo con lo anterior, es natural considerar para ca

da e a la solucién x(e) de norma minima del problema.

min Ib(e) -A(e)zl 2 =lb(e) -A () x (e)B?

con
x(0) = x

Asi como esperar que x(e) esté "cerca de" x cuando €

es pequefia.

A continuacifn trataremocs de verificar esto a partir de

la expresién.

x(e) =at(e) b(e)

El desarrollo de Taylor de esta expresidn alrededor del

origen conduce a lo siguiente:

x(e) =x(0) 4 [f—e (A*(e)-b(en] . e+ 0(e?)

E=0
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en donde

4 (%) -blen = [a% A+(e)] bie) +AY () ce

y por el Gltimo teorema de la seccibn anterior, tenemos

[(3‘35 A+(E))b(€):l =-a"EATD +
E=

+ atanH*t e [I1-Pga) B+

£, 4, +

-1 1neaSH*av+ate.

= Pyin)
De donde

(x(e) - x) =e{-A+ Ex+{at a5 e ~Pa’ P+

+(X-P

Nm,l)zcat)*n‘*lbm“e}+o(s=)

y al simplificar resulta

EAH T x +

. = _at v t, +
(x(e) ~ x) c{ A Ex+A ‘AT) Er+PN(A)

a* e}+ 0 (e?)

Al aplicar normas

et
hal

ix(e) - xll < e[IIA+ﬂ « UAN - « fIx +

il . Url
0AL  nan - Oxi

+
+ BAE2-0ATH 2. - Ixfd +



- 182 -

+ BBl partaaan-nxn 4
TS

+uatn. yap o el | IxE }+ 0 (e3)

AN il
tomando
k(a) = #a‘*y- #Ak
IE
iAg
bl
tenemos
Hx(e) - xil <e k(A){(2 +X(R) fixH ) oa +
Bk Bal - Oxi
+ -_E.p—u__—-. pb £ 0 (cz)
Ul « Axi
Esta dltima expresién puede escribirse en formz muy

simple al introducir el 4ngulo 6 que forman b y Ax, véase la

figura siguiente

ya que e

b} 1

LY

I Axil cos ©



- 183 -

Bxrll < Rxl
iaf-ix8 ¥ AxH

= tan 6

[]1] < iby 1
RAl- Wxl i axy cos 8

Por lo tanto,

ix(e) - xi k (A)
T<c Em {(2 cos 8 +k(A) sen 8) ph-l-

+ pb} +0 (e2)

y como
- w
7 <9<z
2 cos 8«2
entonces
Ix(e) - xi k(A) .
._..._.;‘_n__._. < e [———-——cos ) {(2 + kK (A) sen 8) pn+pb} +
+ 0 (%)

Esta Gltima expresifn nos indica que si el &dngulo © en-
tre b y Ax es muy pequefio, el factor k(A) es el que puede am-
-plificar los errores relativos P Y Py Pero si el fngulo 4
no es pequefio es decir, sillrll es grande, entonces el factor de

amplificacidn puede ser k(A)Z2.
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En la préctica, si Irl y k(A) son grandes, esto equiva-
le a tener un problema con una solucién muy sensible a peque

fias alteraciones.



CAPITULO V

SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LAS

COTAS DE PERTURBACION
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INTRODUCCION,

Como ya se vi6, la solucién al problema de encontrar 1la

" . I
x de norma minima que minimiza
Ib ~ Axii?
la podemos obtener de la siguiente forma:

i) Calcular 1la préyecciGn de b scbre el 6(A), es decir, ob-
tener

N
Pﬂu)bﬂb

ii) Encontrar una solucibn =z de

N
Az = b

P

iii) Calcular la proyeccidén de z sobre N(A)l para encontrar

la % buscada.

Los tres pasos anteriores los ilustra la siguiente figu-

ra: p b

/(Aa)

PR(A)b = b
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Cuando se perturba A, s natural que cada uno de los
subproblemas anteriores quede perturbado y también que cada
une de ellos contribuya con un término en el error global. A
continuacién se veri que las variaciones producidas por las
perturbaciones se pueden interpretar geométricamente, lo cual

nos facilitar8 su cédlculo.
Consideremcs ahora el siguiente caso particular:

iCébmo varfa la proyeccién ortogonal de y sobre el subes-

-pacio S si se perturba dicho subespacio S7.

Es decir, si §; y S, son dos subespacios 'cercanos" iqué
tanto pueden diferenciarse las correspondientes proyecciones

ortogonales de y?.

$§i P, es la proyeccifn ortogonal sobre S, y P, la corres-

pondiente sobre Sz. tenemos

P,y ~p,yll =10(P, ~P,) vyl
S HP, - P,H-Uyl
< 2-ly#

ya que
1Pl = 1P, = 1

pero esta cota no nos es muy Gtil ya que no manifiesta

si S, ¥ 32 son "cercanos'.

Gradicamente la situaci6n si S,y S, son dos planos en
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R?, es:

Para comprender mejor el problema consideraremos primero
el caso cuando S, y $, son subespazios de dimensién 1, y y

el vector que se va a proyectar:
Sean entonces
$,. §, € ®?, tales que
dim(S,) = dim(S,) =1

como se ven en la figura:



donde c=PpP,y~-P,Y

Cbsérvese que por la lLey de los Senos

el Iyl cos a
sen @ sen (90°+ a)

pero

sen{90°+ a) =cos a
de donde

fich Iyt

sen ©

por lo tanto

lch =4yl sen @

De aquf podemos concluir que si S, y $, son dos subespa-
cios en R? de dimensi6én 1 el problema resulta ser muy senci-
llo pues entonces

Py -2yl =iyl » |sen 8}

donde 6 es el fingulo farmado por S, y §,. Ademis, podemos

interpretar que el hecho de que los subespacios estén "cerca-
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nos'" significa que el fngulo 8 sea pequefic o que |sen 8] sea

requefio.

El caso anterior pos permite considerar el caso cuzndo

S, ¥ 8, son subespacios en R" de dimensién 1, veamos que”

sucede:
Sez R = (S,+S,)® (5, +5,)°!
y sea " R
y=¥ +y
con

[ 7]
Y € (S, +5,)

Yes,+spt

tenemos entonces . n
Py=PFy+?P

A
P,y = P,y + P,y

De donde
A A
P,y-P,y=P,y~-P,y
y al aplicar ‘1o obtenido para el caso R? obtenemos

A N,
HP,y-sz! = Py - Pyl

= 071 - |senod]
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es decir Ml
IP,y ~ Pyl = Myl isen 6[ - iyh

iyt
de donde
iP,y -P,yl = k(y)- -yl
Y
iyl -|sen o]
con k(y) = ———— < |sen 6| < 1.
tyll

Este desarrollo da lugar a la siguiente conclusién:

Teorema.
Si S1yS,cr" y
dim(S |} = dim(S,) = 1
tenemos
RP .,y -P,yl = k(y) kyl
"
donde kly) = iyl - |sen 8] \
Iy

y entonces
ne - P, < 1.

Conviene notar que la expresidn
tp,-P,Il <1

parece depender del seno del "dngulo” entre los subespacios
S, vS,
Pero... (serd esto cierto en general?

La respuesta a esta pregunta la responderemos en la sec-
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cibn siguiente, donde presentarcmos también el significado
geométrico de la expresitn
1P, -P, < I

S6lo nos queda hacer notar que el cflculo detallado y

preciso de .
ip, -p,t

serd de graun utilidad pavra cstablecer las cotas de perturba-

cién para la solucién del problema de Cuadrados Minimos.

CASO NO AGUDO: P, -P,0 =1

En la seccién anterior arabamos de ver que
tp -PpEf <1
1 2

en ciertos casos particulares debido a que la norma de la di-
ferencia (P,~ P,;) estaba acotada por el seno del "4ngulo" que

formaban los subespacios S, y s,

Comenzaremos por establecer

ip, -p,1 <1

en general, independientemente de las dimensiones de los sub-
espaci. s 8§, y §,. Esta vez, no desarrollaremes los conceptos
de "dngulos' entre subespacios, sino que recurriremos a las
propiedades de las proyecciones ortogonales por ser €stas me-

nos elaboradas que los primeros.
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Asf, pues, el siguiente resultado establece la validez

de nuestra expresifn en general.

Teorema.

Sean P, y P, las proyecciones ortogonales sobre los sub-

espacios S, y Sz respectivamente, entonces

IP"l -le < 1.

Demostracién.

SR, ~P ) x0? = [ (P, -2 x]° [ (P, -P,)x]

= x%(p,-p,)% (P, -P,) x

y como

tenemos ¢
1(P, ~P,)xlI*=x (p, -p,)? x

Falta ahora hacer ver que
xe:(l"1 -P, ) 'x < x#?

La idea para demostrarlo consiste en expresar al vector x

en términos del vector

(P, ~P,) x

de tal forma que se obtenga algo parecido a:
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ixd?=0(P -P,)xd*® + Iyt®

Sin embargo, no es necesario que la matriz identidad I
sea la que se escriba en términos de (P, ~P,)}, sino que pue-

de ser cualquier transformacién ortogonal T.

Sea pues 1
T=P,-P, + P, -P,

=P, -(I-P,)

= 2P, -1

ya que (I-P,} = Pt

de donde se ve que T es una reflexifn:

ii) T?*=(2p, - 1) (2P, - X)

=T
Asi que BTxil 2 = 4x22
pero
ITxE? = §(P, -P,)x + (P, -P.)xd?
Ly oot L
=1 (P,~P,)x + (P, ~P )x] T (P,~-P,)x + (P,~P,)x]
t t 1
= x (P ~P,)  x +x (P~ P|)?x +
t 1 o ol
+ x®(P,-P,) (P,-P|)x +x"(P,-P;) (P,~P,) x
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Como los dos primeros términos son no negativos falta

s6lo analizar a los dos dltimos.

Para esto, los desarrollamos y comparamos:

it

- _pl 1_ 2 1
(Pl ?2) (Pz P‘) PXPZ--PIPl P2 + psz

= Plkpz -P,+P, (I-P,)

= PP, -P,P,

L

pt - _p2._pt L
(P,-P) (P,-P,) = P,P -P,~P P+ P P

1
= .E'ZP1 —Pz +P‘Pz

P,P, =P, +(I-P,) P,

= P,P, -P,P,

y al comparar obtenemos que:
L 1
(P~P, P, -P )=~ (P -P ) (P -P,)
Yy por consiguiente la suma de los dos Gltimos términos en la
expresibn para HxU? se anulan, por lo que obtenemos
BTxI 2 = (P,~P,)xl? + K (P,~P )i 2

=[xl ?
de esta igualdad obterncmos inmediatamente

Ip, =Pt < 1.
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Del resultuado anterior, la primera preéunta que

es:

éBajo qué condiciones sucede

BP, -P,0 = 1?

El hecho de que
AP, -P, i =1

quiere decir que existe x=0, tal que
(P,- Px = ¥ x

Supongamos primero que

(P,- P)x = x

entonces

Pyx - P,x =X

“P,x = x-P,x
sea 2 =-P,x

1
= Plx

Si . z2 =0,
entonces .. x € sﬁ y x€ 8,
es decir

x € Si n Sl
de donde

1
st ns, 10},

surge



Si z + 0,
entonces ' z€S5, y z€ St
es deci.c zesznsll

de donde Sz'ﬁsf # {0}

E1l caso, cuando
(P,~ P,)x=-x
es similar al anterior

La siguiente figura en R® ilustra la situacién anterior,

donde S, y S, son de dimensiones 1 y 2 respectivamente y
1 i
$,n 8, # {0}

es decir, existe un vector en el plano {S;) que es ortogonal

a la recta (s,).
S,

e

e s

J s, nst

De lo anterior concluimos que

Teorema. ip - le =1
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si y s6lo si

slznsl # (0} o stnsz + {0}.

Este Teorema nos dice que
P, -p,0l =1

si y s8lo si existe un vector en uno de los subespacios que

es ortogonal a todos los vectores del otro subespacio.

Y el resultado siguiente nos indica bajo gué condiciones

sucede que
e, -P,l =1

Teorema,
S~-n S8, y S, subespacios de R",

si dim(S ) # dim(S,), entonces existe un vector en el
subespacio de dimensi6n mayor, que es ortogonal al subespa-

cio de dimensi6n menor y por consiguiente

hp, =P =1

Demostracifn.

La idea es hacer una demostracifn por contradiccién, al

suponer que si

dim(S,) > dim(S,)

tendremos que
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S, ns, * {0}

Supondremos entonces que
S, ns, = {0}
entonces como

aim(Sy +§,) = dim(S}) +dim(S )

tenemos dim(S, + S,) <n

y al sustituir obtenemos
[n=-dim(S,)] +dim(S,) «n

de donde aim(S,) < dim(s,)

lo que contradice a la hipStesis.

Por lo que ,
sy ns, » (0}

de donde existe

x # 0, tal que :»cESIﬂr\s1
(P, -P,)x = P, x=P,x
= x-~0
= X

de donde tenemos que

BP, -P8 =1,
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Observemos también que si

st ns, * (0}

cntonces, al tomar
x6sins;; x#o0

tenemos que
entonces ‘

pero como
UPy Pzl SUPLIIP 28 < §P 20 < Bzl

entonces

—

NP, P0< 1

~ de donde 1

HP2 ?‘ﬂ = 1

El resultado siguiente garantiza que la implicacién en

sentido opuesto es vAlido también

Teorema. N i
ip, Pl =1 siysélosiS; NS + {0}
Demostracién.

Supongambs que ﬂPi pP,l =1, entcnces existe x#0 tal que

L
Pz P!x = X

Si Yy =P x, tenemos que

Py y=x
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si v ¢ Si, entonces

Ixh < dyll,

es decir,
Ip, xi > fxt

lo cual no puede ocurrir ya que

Pe,xt < ¥xd

sienmpre.
1
Entonces Yy € §,
4 Pty =y =X
asi que x € Si
y entonces
Pyx = x

de donde 1
x€S, => §,ns » {0}

El caso cuando 1
Pz Plx = - X

no se puede dar, pues se llega a que

P x =-xX
1

de donde
Px=x== X

y se obtiene que
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La implicacifn en el otro sentido ya se demostrS en el

resultado anterior.

Lo desarrollado hasta este momento lo resume el siguien-

.

te:
Teorema.
Si IPI-PZI = 1
i 1
entonces i Pi=1 o #IPF Pl =1
2 %y 1 2
y adem&s
1

APL P I <1 si y s6lo s S;nS, = {0}

2

si I!PLl P I <1 si y s6lo si s‘tnsz: {0}

Los resultados anteriores pueden interpretarse desde otro
punto de vista al introducir como hip6tesis la dimensi6n de

los subespacios.

CASO AGUDO: HP, - P8 < 1.

Teorema.
Si dim(sl) = dim(Sz),

entonces
Sﬁ ns, # {0} si y s6lo si

st ns, = (03.
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Demostracifn.

Supongamos que 1
s, ns, * {0}

sabemos, por otro lado, que
1 1
dim(S, +5,) + dim(S, N ;) =

= aim (S,) + aim(sh)

entonces 1 N
dim($, + §,) + dim(S, N §)) =
= dim (S,) + [n~-dim ($,)]
Y 1 1
Aim(S, +S,) + dim(S, N §;) =n
de donde
dim t st
(S:+Sl) = n~dim(S, N §,)
<n
1.1
entonces (s, +s,)" =+ (0}
Ademis (S,+Sll)1 c SJ; ns,
orque
porq s,c8,; + sll
. stes, + 54
1.1
entonces x € (5, +35))

- xt 2z =0

para toda z€ (S, +SL‘)
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para toda z €S, tenemos que

x* z=Q; xESlz

1
para toda z€ sl tenemos que

xt z=0; xe€ (S‘l,)l = 8,

de donde 1
x €8, nsS,

es decir N
(s, ns)) » {0}

La afirmacién en el otro sentido vale por simetrfa.
»
El resultado siguiente contiene al anterior:

Teorema.

si aim(S,) = Aim(S,)
entonces aim(st n s,) = aim(st n 5,)
Demostracifn.

Supongamos que
aim(ss N s,) =k y

aim(S,) = k +'1
Si k=0, no hay nada que demostrar pues la afirmaci6n se
sigue del resultado anterior:
Asf, supongamos que k # 0, y sean

{b,,b,,...,b } wuna base
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pars St ns,,

y si B = [bllbzl---lbk]
entonces S‘I; n s, =a(B).
Sean
{w‘,wz,...,wl}
tales que
{bx'bz""'bx'w:'wz”“’wx}

es decir,

es una base para S,

S, =®({B|W]) =&(B) +&(W)

donde
®](B) NA(W) = 10}
con W=lw |w.|...|w,]
Si (z,02,700002,,,1
es una base de §,, es decir, S, =R{(2)
con z2=[z |z,] ...Izk+l]

entonces como 1
R(B) = §, n S,

tenemos BtZEO
Yy como
t
L ceeon
S =N £
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resulta que

t
s,nsh =@ nn [:":J
Bt
t
= {y/y=2y y [w] y =0}
Bt
t
v/ |.¥...] 2% = 0}
Bt
t
ty/ | W2 ¥ =0}
B z

]

H

Lomo
Bz =0
1 n Wtz ~ 0
S, ns =1{y/ {.°..%. y = crmee }
) 0
= {y/ wtzy = 0}
= {y/ Ay = 0; a=w" g}
de donde

s.nst = N(a) = N(WE 2)

. t
como % es de rango miximo, y rango (wtz)==rango (W) =1, vy
como W tiene columnas independientes entonces wz tiene ren-

glones independientes y asi

rango (wt2) =1 = rango (w5

Ahora, como
rangc (W°2) + dim(N (W°2)) =k + 1
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tenemos 1+dim(s, N Sﬁ) wk+1

por lo tanto I
dim(S; N 8,) = k.

Los resultados anteriores se pueden resurir con el si-

guiente:

Teorema.
si aim(S,) = dim(S,)

entonces las siguientes afirmacionies son equivalentes
. L

1) #p, P,I-< 1

s L

ii) #P] P, <1

iii) 1p,-pP,l < 1

y cuya validez se infiere directamente de resultados anterio-
res y del hecho que

P, P, = (I-P,) P,

=P -P, P,

2
= P)-P, P,
= (P, -P,) P,

Al tomar normas se obhtiene

1
1P, Pi S0P, ~P,0 NP,

< P, -P,0 .
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A continuacién, veremos con més detalle el significado

de
WP, - Pl < 1.
Para ello notemos que
Lema.
. 1
S8i kp, P,k <1
entonces

aim(p, (8,)) = dim(S$,)

y por consiguiente

dim(S,) < @im(S,).

Demostracifn.
1
Como s, ns, = {0}
entonces
para teda x € §,
x ¥ 0, P,x# 0 =>P,,

restringida a §, es uno a uno, y por consiguiente

dim(P, (S,)) = dim(S,)

pero como
PZ(SI)CSz

entonces
aim(S,) < dim(S,).
L]
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Al tomar este resultado como base, podemos concluir con

lo siguiente:

Teorema.

Si
entonces
i) 1P e
ii) wpl Py

3ii) dim(s,)

iP, -pP,8 <1

<ip,-P,0 <1

S AP, -P§ <1

dim(S,)

El resultado anterior, sugiere la siguiente pregunta:

¢Bajo qué condiciones ocurre que

1
1P, Pl =1P, -P,1 <17

Para responder, observemcs qu:

H(p, -P,)wh?

y como

fl

UP, (P, ~P,)w +PL (P, ~P,)wi ?

]

1
§iP, (P, ~P )wi® +UP,(P,~P,)wi?

]

- 2 1 2
B-PI(I Pl)wﬂ +“P2leﬂ

AR AR I RS DA N EN T RUL

ip,pts = 1pip 8
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tenemos
2 L 2 1 g2 1 2 2
F(P,~P,)wi? < §P P i2-1P wl? +1P,P B2 IP wi
1 2 1 2 1 2
< max{VFP P17, iPzP’l Jap w4+
+ 0P vl ?)
< max{ielp 12, tPip 2 1awi?
POl S 2%

de donde

1 i
iP,-P,l < max{RP,P,R, 6P,P,1)
Con lo anterior se puede enunciar el siguiente:
Teorema.
1p,-P § < max{opip 1, sp'p 8}
1 b2 251 ! 12

Con los dos Gltimos rcsultados obtcuemos:

Teoremwa .
fp -PE <1
1 T2

entonces
1piP 8 = UpiP,0 = 0P - PI.
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Demostracifn.

Supongamos que
- 1 1 b 8
m{l_l’,r,l. IPI.P,I} = §P,P I,
entonce€s, por los resultados anteriores obtenemos que
1
IFP8 < 1P,-P A < l?‘,pll
pero, al cambiar los papeles de sl Yy §,, obtenemos
1 1
Ip,P,0 <P -P,I <IPPI
de donde obtenemos el resultado deseado.

Nota.

Los desarrollos anteriores nos perxitirén pasar al si-
guiente problema que consiste en obtener las caotas de pertur-

bacibn.

OBTENCION DE LAS COTAS DE PERTURBACION.

Para la obtencifin de las cotas de perturbacibn es necesa-
rio considerar la forma en que las proyecciones vienen dadas,
ya que los subespacios S, y 5, son por lo general los Nicleos

o Rangos de matrices.
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Para comenzar, consideremos el caso en que S, y S, tienen
bases ortonormales.
Sean

Huyugpen,ud

: vyvyeena,v, }

bases ortonormales de Sx Yy Sz respectivamente, entonces

t t ' t t
es ot J
Pl =u,u; + uzu2 + ukuk = Ux"‘x

t t t t
P,=v,v{ + v,v, +...+vkvk = vax

donde

U, =lu,ju,j...|ul es de nxk

k

V:'“’;'"zl'”l"k] es de nxk

Yy U, y Vv, son tales que

t . t oy oo
Uy U, =I5 V) V=X

y tenemos que
t . ot
Ip, =Pl =lu Ul - v Vil

ipt Py =n(z-u ub)v vhi
1 2 T 1 11

tp* P I =t (z-v vE)U utn
2 1 11 11
y como

dim(S,) = aim($,)



--212 -

las tres cantidades son iguales y se calcula aquélla cuya eva-

luacibn sea la mfis fdcil.
Las expresiones de las tres normas anteriores pueden sim-

plificarse, debido a que

10 xt = ¥Ixi
3

lvlyl = jyk

para cualesquiera x e y con R",

Sin embargo, €s mfs conveniente proceder como se indica
a continuacién:

Sean
{uk+1’uk+2"°°'un}

tales que
(uyou,peaniuu reanuu}

es una base ortonormal para r" y anfilogamente con

[vl.va....,vk, vk+1,....vn} .

Si tomamos
u=1[0,] o,
k a-k

= Cugludeela g deendug)

entonces t
[ G

P,=0,U" = [U oy} Z1..
3 1 0
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t
1 ub

= (u,|u,l [" trlorf.....
0 t

Yy

donde Unwn €5 una matriz ortogonal y andlogamente

con VYar:, una matriz ortogonal.
Con estas dos cxpresiones para P, y P, se calcula
ir -p. 0.

Entonces

oo}
-
t
e +]
»
]
o
1
.
(=
'.':!OO
(=10 =]
I |
c
14
H
<
. 1
.
S x
sesesen
O:O
.
|
<
o
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§P,~p,l= ..’f.g.?.;]u‘v- utv ['6

]
e
l'. '
[ X R~
N e
> .
o-.-.-o
O w

LI
-
SETEEETENEE

con

Ulvl §va2
- L R A A I I
UV, 105V,

de donde

L.
XEXEXL
Q' Q
.
I |

(v,lv,]
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y asi :
1P, -Pt = 0, IV
P, -P,

t., -
-pzvl: Y
A continuacién, calcularemos una expresifén para
1
IlPl Pzﬂ

Asi pues, como

tenemos

- . 7 1, 7
tete = f1.9..0.9.. o |10, E
IS - 0 0 ]
B . REN: :Q ] .
flo :o 11T I .0
0 Ern-k— -sz Zsz - 0 E 0
= §].9..:.9.,
Q,,: 0
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de donde el bt =g, !
y andlogamente tenemos para IPt P i que
B0 I T
Estos resultados nos indican que para calcular
Ip, -P,H

basta calcular

1ot = vt v,
o
t
19,1 = 1u; vl
Ademfis, como s6lo estamos considerando el caso en que

dim(S ) = dim(S,)

entonces
1 L
IP -P 0 =RP P I =IP,PA.

Podemos concluir con el siguiente resultado para matrices

ortogonales:

Teorema_._

Si Q,., ©S una matriz ortogonal y es tal que




©
L
.
e
ha
-

~N
>3

~

entonces

iQ,,t

Este resuitado también
subespacio generado por las
_como el subespacio generado

base candnica de R".
De esta forma se puede
1
HPz Plﬂ
)'

1
1P, P,

Pues si

entonces, por ser Q

P
3

X =

de donde

217

- Q k
I X
- Q,, n-k
n-k
= Ilel.

se obtiene al tomar S, como el

1

k primeras columnas de Q y 8 S,

por los k primeros vectores de la

ver que
= uQZIn
= 1Q0,,!
Qlt E le ax
sz ; sz a,

ortogonal, tenemcs que

Qy;. 2,

s e e cease

Q;; &,
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-
N -
-~
)
X
—
[]
l L] I
.oo:uuo
HiO
- .
1 s
=
|
o O'
N 'w
-
.
b
S
S|

o .0 a
=8 -] !-‘
. Q,, a, Q,, _ 0 La2
es decir
Pl P, = [.9..:.?..]
Qzll 0
y al aplicar normas
apt P10 =10, 0
z “1 21

El caso cuando
1p} P,0 = 10,8
es anilogo al anterior.

Trataremos ahora el caso cuando los subespacios §, ¥y S,

son los Rangos de las matrices A y B:

As{ pues, sean
S, =8(2) y S, =&(B)

donde
B = A+ E

Y dim{@(A)) = dim(/(B))
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entonces p, = Aat y p, = BB*

Necesitamos ahora obtener una cota que "“vaya" a cero y
que sea lo mAs simple posible. Podemos ver, que si BEl es

pequefia los subespacios estin cercanos y la diferencia

ip, - P8

tiende a cero:
L3 —?zﬂ + 0

Pero aquf surge una dificultad, pues como no se sabe si

A y B tienen columnas ortogonales, el cidlculo de

ip, ~-p,
no es ficil., De aquf que partiendo del hecho que
b -P, 8 = 12. P =tpip g
1 2 2 1 1 2
probaremos con evaluar

" i
I?zPll y Hp el

para encontrar cuidl es la expresifn mis simple que nos conven-
_ga.

Asi pues‘, al desarrollar, tenemos

1 Lot ol +
P,P, = P, AA" =P (B-E) A

L + 13 +
=P, BA' - P,EA
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Como Pt B =0
tenemos P, P, =-p5 EAY
Y 1eip,0 < #EA%E < IEl- §A"Y
También
1 1

plp, = p'Bs” =pla + @) 8"

1

- plap* + 2lest

. como » Pﬁ A =0

tenemos
I 1 +
Pz Pz = Pz EB
y tetey <aes*y < uEp- 28N
Asi observamos que es m&s ficil obtener

1 L
ﬂPl-Pzﬂ = IIPz Pxﬂ = BP‘ Pal < 1

al pedir que
tet -1ate <1

Obsérvese también que vuelve a aparecer esta condicién que
ya se habfa presentado en términos de valores singulares. Y es

ta vez, la interpretacién que se le da es la siguiente.

No deben existir vectores en &(A) que son ortogonales a

®({B) y viceversa, pues de otra forma los subespaciocs no esta-
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tian cercanos, y ademfis las matrices A y B deben de dife-

rir poco.

Consideremos el caso, ahora, cuando los subespacios S,
y S, son los espacios ortogonales a los Nicleos de las matri-

ces A y B:

Asi, pues, sean

s, =N@' y s, =8t

donde B=A + E )

b4 din(R(A)) = dim(R(B))

entonces,

+ +
ple Ay PI=B B

y al desarrollar, cobtenemos

1 i+ ol At .t ¥
P,P=P A A =P, A(AT)

=pL (BY-H (aB)*

st(ah)+ - ot gtafy)t

= P 2

N

pero
pt Bt = 0

entonces
1

¢ = toaty+
?z P1 ?z ET(A")
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Al aplicar normas

IPlzPll <nr1 -1ahs

Anfilogamente
plp = plp*s = plat(H)*
1, 2 1 1
=i+ Bt BH”T
= » et5*

ya que - - PP a=0

Al aplicar normas

pph B0 < et @B’y

Con estos resultados podemos concluir que 1la condicién
para que los Rangos de A y B estén cercanos es la misma que

se necesita para que sus NiGcleos lo estén:

COTAS DE PERTURBACION DE LA SOLUCION.

Para poder evaluar los efectos que sufre 1a solucién del
problema de Cuadrados Minimos cuando se ve afectada por pertuyr
baciones, utilizaremos, como ya se indicé el enfoque geométri-

co que acabamos de desarrollar.
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Tenemos el ya conocido problema, en donde

x = A+ b
y = Bt b
<on
A+ E=B
rango (A) = rango (B)
y : iEl - BATE <1

Para conocer .os efectos de las perturbaciones en la so-

lucién, se requiere calcular

Ix -yl

La idea en la que nos basaremos para hacerlo es la siguien
te:
b = PR(A) b + PR(A)l b

entonces
+ +
y =B'b =B (g, b+Pg .1 b)

+ +
y =8 Pg,yb+tB P, LD
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y gr4ficamente tenemos

R(B)

Adenis

n(s)!

LIV N(A)

e s=ememaceana .

N(B)

+
X =Ab = PN(B)x + PN(B)l x

atb + @

= Py(n) eyt AT B
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Y entonces, al sustituir en (y - x), obtenernos

y-x=8" pg b+ BY Pga,t b -
PysyA B = Pyt AT
como
Pyt = " B
se pueden asociar los términos
B Pacny 7 PN(B)L a*
y obtener
(y-x) = 8% Paiar® = Puimy’ N
BY PyaylP - Pyimy! ATD
=8 (Pg ., -BA) b +
B Pa(a)'? = Pumy A%
y considerando que
Paiay = AAT
8" pgm, =B
Paamt A7 = A"

se ilega a lo siguiente:
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(y-x) =8 @aat - sat) b+

+

B P

a)t P~

P& (8)
PN(B) PN(A)1 A+ b
de donde

(y-x) =BY (A ~B) a*t b +

Bt p P

@) Pamt P~

+

P A b

PN(B) N(A)l

Esta (Gltima expresi6n puede evaluarse ficilmente cuando

se toman normas.

Lo anterior nos conduce a enunciar el siguiente resultado,

fundamental en este trabajo,

Teorema.
Sean A y B dos matricesde mxn. Si satisfacen las hi-
pbtesis siguientes:
i) B=A+E
ii) rango (B} = rango (A)

iii) ugn - natn <1

entonces gEl ‘“A+n 2

1Y -a* € 2 ————— + EF-EAYR2

1~ -ta%
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si y=B+b y x=at b
entonces
eer-1atn
“'Y-ﬂ < -—-—-———-—-—-—-;"X' +
1-~-1E0 -BAE

pee-ante? .
i+ REE- AT E ]
1-1es-1aty

bemostracidn.

Es inmediata a partir de resultados anteriores y de que

iat

EB+I < e
1-te0 8A*E

como ya se demostrd anteriormente. -

El resultado anterior, en términos de la condicifn de A,

se convierte en:

Como K(A) = BAR- §AtY

si llamamos

1-iev - 12"
y si ademis )
a(a) = LEL
IAR
B(b) = -teb_

kbl
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v(b) = Ebl < f Ll
1Al - ¥xi ¥ AxE
p(b) = [ 4] < Ir §

Ialk- Ixi ¥ Ak

tenemos:

Teorema.
Con las hip6tesis del resultado anterior y si

z =B (b+e)

x = A+l;; x ¥+ 0

entonces
Bz - <¥(a) |a(a) + k(A)pib)a(a) +v(b)B(b)
Ixt
+k(A)a(A)
y como N
K(A) > k(A)
tenemos

filz-xit g
222 <€ k(a) [(2 +k{a)p(b))a(ar) +Y(b)8(b)]
ixi
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Nota.

Obsérvese que las cctas obtenidas coinciden con las del
n,
capitulo anterior, con ladiferencia de que aparece k(A) en

lugar de k(A).
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