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~ INTRODUCCION

Un problema que aparece frecuentemente es el de ajustar
datos por medio de polinomios, esto es, si tenemos m valores da-
dos x; (i=1, m} de una variable real independiente x y a cada
valor x; le corresponde un nfimero real Y:. (donde y; es el va
1;3: observado o el valor calculado de alguna funcién £ de varia-

ble x), determinar los coeficientes a, (j=o,..k) del polinomio

J
Pk {(x), tal que el polinomio pase 1o més "cerca" posible de los

puntos (x;, y,) [ver fig. l]. Donde

xk =.§ ay xJ

(n. » K 350

¥ (X)) =ag+a; x+ ... +a

y el subindice Xk indica el grado del polinomio.

-
M4
L,

Figura 1.
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Que el polinomio Pk {x) pase lo mis "cerca” posible,

quiere decir gque

sea "pequefio" para cada i (i=1,... m). Vemos que las r; son
las componentes de un vector en ®R® Y, ©s deseable que alguna noxr
ma de tal vector sea cero. Debido a esto nos vemos en la necesi -

dad de hablar de la norma de un vector.

Es bien conocido gue toda norma de un vector satisface

las siguientes condiciones:
Sean u, YER® y YER

i) e v

jlajl]= o0 si y solo si u = o.

1i) frall = lviflall.

111)  [feew)] < [lal |+ 19]].

Si el grado del polinomio es mayor o igual gque el nfimero
de datos menos uno (k> m - 1) , la norma de r siempre puede
ser hecha cero, ya gue, los coeficientes aj se pueden escoger
por cualgquier mé&todo de interpolacibn polinomial, tal que, P (x)
pase a través de cada punto (x; , Yi)' El caso interesante y el
que veremos de aqui en adelante es, cuando k < m - 1, ya que, en
la medicibn de una gran cantidad de fenbfmenos se tienen mucho mis

datos gque el grado del polinomio gue se desea ajustar, en este ca-



so, la norma de xr no siempre puede ser hecha cero, Por esto, te

nemos gue elegir la norma de un vector tal gque
(3) jizr!| sea minima.

Los siguientes ejemplos de norma de un vector son los

mi&s usuales en el an8lisis numérico:

(4) La norma Gershgorin

HElL, =2

iZ Ir

il
{5) La norma Euclidiana
= _ (2 2,1/2
HEH, = (& 1=
- {6) La norma Chebyshev

HEN, = max |ry], 1 =1,... m,

Las figuras 2, 3 y 4 muestran las "bolas” unitarias de

las normas Gershgorin, Euclidiana y Chebyshev respectivamente,

>

rigurTa 2 Figura 3 Figura 4




Las normas ‘Buclidiana' y Chebychev son las mis popula-~-
res. Su diferencia basica es que mientras la norma Chebychev reduce
la desviacidén mixima al minimo con el riesgo de incrementar el por
centaje del error cuadrado, la norma ~Euclidiana permite gran-
des desviaciones en algunos puntos pero mantiene el porcentaje del

error cuadrado al minimo.

Por lo tanto, la norma Chebychev puede ser usada si los va
lores Y; pueden ser observados o calculados con una gran exacti-
tud. Generalmente, conocemos muy poco de la distribuciBn de los
errores en los datos y se supone que son normales, si esto es v&li
do, la teoria de regresidn pide el uso de la norma Euclidiana-
Por otra parte, la determinacidn numérica de los polinomios P, (x)
correspondiente a la normaChebychev es considerablemente m&s dificil
que con la norma Euclidiana, ya que la norma Chebychev no es una
funcién diferenciable. Asi que, desarrollaremos en la teoria y en
' la préctica del ajuste polinomial de datos el criterio de la norma

r Euclidiana. Por lo tanto en lo sucesivo omitiremos el subindi

‘ ce 2.

' Hluestro problema es entonces, encontrar vna a = (&g,--.,

» @)t tal que l{r|] sea mfnima, pero esto es equivalente a encontrar

a= (aj,-.., ak)t tal que ]]rllz sea minima, como veremos en el

capitulo 1.

Expresando a r en notacifn matricial tenemos:



r, yJ 1 %3 veen x'f‘l a,

N r, ¥, 1=, ¢.0n x}z‘ a,

7) T - - . O P . .
er LYm 1 xq x5 l—ak

esto nos sugiere que la norma de r al cuadrado se puede expresar

como:
=112 _ o e
(8) |Iz{|? =2, r2= |{F-xa|[?,

la cual tiene una interpretacién geomdtrica como lo muestra la fi-

gura 5. y

s T
/__h

Xa

(X}

Figura 5

Si a es.tal que minimiza |17 - X3|| entonces y. - Xa

es ortogeonal a la I (X) = (;:,, ’ §1 s vee ;‘k) donde ij =
5 iyt ;
x} ,x3, ..., x)* para 3 =0, 1,..., k. Ya gue si no lo fuera,

existiria un a' tal que y - X& si es ortogonal a la I (x) ,

luego los puntos )—r, Xa y xa formarifian un tridngulo recté&ngulo,

teniendo lo siguiente:



Hr - 12+ [Ix @-a11? =11z - = [|?
siendo a' el punto donde ||v - Xa'|]| alcanza el minimo.

Por lo tanto, claramente para 9§ =0, 1,..., k tenemos
(9) x§ (¥ - Xa) =0,

donde ij 2s un vector columna de m componentes y +t denota

la transpuesta. De (9) nos queda
(10) Xty - Xt Xa =0

Por lo tanto

(11) Xt X3 =x=§

ponde al sistema de ecuaciones (11) se les conoce como

Ecuaciones Normales,

SUMARIO. Nuestro trabajo consiste en la discusifn de la
solucidn del problema antes planteado y este ser3 desarrollado a

grandes rasgos como se describe a contlnuacién-

En el capfitulo 1 se deducen, via cdlculo diferencial, las
ecuzcrmes normales. Notando. la dificultad de resolver nuestro problema
por medio de estas, ya que, tienen un comportamiento numérico "ma-

1o" para un grado mayor que 7 u 8.

En el capitulo 2 hacemos ver que ‘al usar polinomios or-
togonales las ecuaciones normales se simplifican de tal manera que

la solucidn se obtiene simplemente efectuando k + 1 divisiones.



En el capitulo 3, se implementan las ideas del capftulo 2
con algunas modificaciones, se presentan comentarios al respecto,
asi como las conclusiones generales.

bbservaciﬁn: En lo sucesivo, al hacer referencia de alguna
férmula, tabla o algoritmo, se usarin 2 nameros; el primero indi
card el capitﬁlo y el seéundo la f£6rmula, tabla o algoritmo de
ese capitulo. Si se refiere a alguna f6érmula de la introduccién,

en vez del nGmero del capitulo tendra una I.



caPITULO 1
ECUACIONES NORMALES

DEDUCCION DE LAS ECUACIONES NORMALES VIA CALCULO DIFERENCIAL

Aungue en la introduccibn plénteamos el problema a resolver,
iniciamos este cdapitulo con la discusifén de nuestro problema, des-

de un punto de vista vectorial. Con el objeto de plantearlo en for

ma mis clara, asi como también, resaltar los elementos relevantes.

Para ello, fijaremos nuestra atencién en el espacio vectorial

Vv = {Todos los polinomios de coeficientes reales de grado me-
nor o igual a m - 1}, '

donde m es el nGmero de datos (xi,yi) dados. Es bien conocido que
la dimensién de V es m. Observese que para cada P en V existe un

vector residual r(P) de la forma (I.7).

Denotamos por p(P) € R, a la norma del vector residual asocila

do con P € V, esto es,

ptp) = |ix(®|].

En base a estos términos planteamss nuestro Problema a Resol-
ver:

Determinar P* en V tal que,

p(P*) < p(P),

para todo P en V. En otras palabras que

(1) o(P*) = min|lr(P)|].
pEV



La idea fundamental para la solucifn al problema (1.1), es

tomar subespacios;

vVovCcvVvcC ...cvc....CV =V,
] 1 2 ok m-1

. donde,

vV, = {P€ V| P es de grado < k}.,

Ahora, el problema (1.1) se divide esencialmente en dos Paftes,
que son:
Primero. Determinar,
(1a) o, = min [[F(®)]]
PEV
k
para k = 0,1,2,..., m - L. (C&lculo de los coeficientes).

Segundo. Determinar,
(1b) g, = min (ck}.

I osk<m-1 -
{encontrar el grado). Definido en (1.4).

s

Vi& Vien

Pigura 1.
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Otro punto de importancia de nuestro trabajo, es que, a cada

se le asocia una base Bk, para K = 0,1,... m - 1, con la pro-

piedad de que:

(2)

pox

BCBC.... CB
[\ 1

m-1

Asi, a lo largo de nuestro trabajo se muestra lo siguiente:

1.- La seleccién de la base Bk
2.- La selecci6n de un m&todo para resolver (1-1a))'
3.~ La selecci6n de un criterio para detefminar' (1.1b)

Ahora, en lugar de minimizar (1.1) minimizaremos

-2 m 2 o 1y 2
k2R —‘121 r; =2 [Yir- Pk(xi)]

ser . mis fééil de trabajar.

Para poder hacer esto, veremos que (1.1) y (1.2) alcanzan:



Y ¥

su ninimo en el mismo punto {el minimo de (1.l1l) es la raiz cua-

drada del minimo de (1.2)).

sea F(a) = (igl )12,
donde F: R¥"! ——r R" u {o}
y sea . G(a} = goF = i§1 ri
donde g(Z) = 2
y G : R*"'— r* u (o},

entonces afirmamos que:

F(a) tiene un punto critico‘si y s6lo.si
G(a) tiene un punto critico.

Claramente, FP y G Son di,ferenciables y
VG(a*) = 2F(a*) VF(a*).

Primero, veremos la suficiencia:

Si P(a) tiene un punto cxitico en a* , entonces,

vP(a*) = o, 1lo que implica que,

.VG(Q*) o, por lo tanto,
G(a) tiene un punto critico en a*.

Ahora, veimos necesidad:

S: Gf{a) tiene un gunto critico en a*, entonces.
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VG(3a*) = o, luego,

F(a*) = o &6 VP(a*) = o.

Si F{a*) = ¢ entonces a* es un minimo y, por ser
diferenciable VF(a*) = o, lo que implica, gue F(a) tiene un
punto critico en a*. ©Por el otro lado, si VF(a*) = o, enton

ces F(3a) tiene un punto critico en a*, Con lo cual, queda

probada la afirmacién.
Ahora, para la existencia y unicidad del minimo tenemos,

c@) = |1£]12? - igg fy; - pk(xi)12.

sustituyendo Pk (xi) de (I.1l) llegamos a
m k
=y = - h,2
(3) g(a) = i§1 Ly, £ a xil .

como 1o que mos interesa son los puntos criticos de G(E) , debe-

mos tenerx
vG(a) = o

Por otro lado

k

L o, .h 3 oL .
vGla) = 2 i§1 '[yi -h§° ag xi] (—xi) , para 4 =0,1,...k.

De las dos igualdades anteriores tenemos ,

[} 3]

{ -§ a xbl(-xji— = 0,1 k
1% LYy TpEs 3y ¥ i) e, 3 =0,1,...

De aqul tenemos ,

m
£
=

i



Intercambiando sumatorias nos d&

) > i= 3 3 j = 0,1
n¥o n iF1 ¥p Xy Si& ¥y X5 3= Ode.ook
Pero esto en notacibdn matricial es

xt

Xa = x* §

que son las ﬁcuaciones Normales (I.1l}.

Afirmacifn: Las columnas de la matriz X son linealmente

independientes.

Demostracidn:Sabemos que

rl xq xf. ) x‘;T
2 k
1 x, Xy o o o+ - X3
X = . e . .
- - - .
1 x =2, ... . . xS
m m m

denotemos por io . i1 r Xogreeess §k r las columnas de la matriz
X. Tomemos una cbmbinaci&n lineal de estas columnas iguaiada a

cero, esto es,

haremos ver que a, = o para i =2¢0,1,...k. Para ello, basta

ver que



A

k _ =
ag o X+ oo ta X P (x,} Q
e, + o, x, + . . + a xk=1>(x)=0
Q 1 2 * M k 72 k2
G+ a4, X . e v . .t xX=P(x) =0
s ] 1 "m k "m k' m
con Xk < m, esto gquiere decir gque Pk(x) = 0, cuando a, = o,

para 1 =70,1,...k, debido a que el polinomio es de grado Kk
y no puede tener m ceros. De donde se sigue nuestra afirma —

cidn.

Afirmacién: La matriz X° X de las Ecuaciones Normales es
definida positiva.
Demostracidn: Sea z € R**', con z # o, entonces,

28t X1z = x2)t (xz) = |[xz||® > o

Pero ||XZ2|]? =0 siy sBlo si Xz = o, pero X es de

NI

rango miximo, esto es, XZ = 0 solo si = o . Por lo tanto,

[[x2]]° >0 si Z#o0 y X% X es definida positiva.
Afirmacién: La matriz X' X es no-singular.

Demostracidn: Supongamos que xt X es singular, entonces

existe Z ¥ o tal que xt X Z =0, luego,

t

zt @ 0z =zt €

(x* xz) =z o0 =0

lo cual es una contradiccidn con la afirmacibén anterior. Por

lo tanto, X% X es no-singular.
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En base a esta {iltima afirmacidn tenemos gue solo existe

un Gnicc punto critico y por la forma de la funcidn G este

punto critico corresponde a un minimo de G.

/T

Figura 2.

(ver figura 1.2)

Asi hemos visto que (1.1) y (2.2) alcanzan su minimo en el

mismo punto.

Con esto, ya tenemos posibilidades de resolver nuestro PIO
blema mediante la resolucidn de las ecuaciones normales (I.11)
v escogeremos dos métodos para su solucidn, estos son: Elimina-

cidn Gausiana con Pivoteo Parcial y Choleski.

METODO DE ELIMINACION GAUSIANA CON PIVOTEO PARCIAL.

El método de Eliminacidn Gausiana con Pivoteo Parcial con-
siste, a grandes rasgos, en hacer de la matriz %% X una matriz
triangular superior, donde las operaciones que efectuemos con
esta matriz, tambi&n las debemos hacer con el vector X% ¥, re

e1ltande asi un sistema AX = b, donde, insistimos, A es una



[

matriz triangular superior, el vector X en este caso serfia el
vactor ; (los coeficientes del polinomic) y el vector g el
vector X© ¥ modificado por las operacilones. El pivoreo toma
como base el primer elemento del primer rengldn para eliminar
los elementos bajo este elemento, después se toma como base el
segundo elemento del segunde rengldn para eliminar los elemen-
tos bajo este elemento y asi sucesivamente hasta el penfiltimo
rengldén. Llegando asi a la matriz triangular superior. E1 pi-
voteo parcial consiste en tomar como pivote el nGmero mayor en
valor absoluto e intercambiar los renglones, esto es, si el pri
mer elemento del i-&simo rengldn es el nfimero mayor en valor
absoluto de la primera columna, se intercambia el primer renglén

por el i-ésimo [2].

Ahora, este sistema (AxX = b) se resuelve f&cilmente usan-—
do sustitucibn hacia atras, esto es, tenemos k + 1 ecuaciones
con k + 1 incognitas, donde la iltima .ecuacidn solo tiene una
inqognita X, + S€ determina esta incoghita, se sustituye en .la
ecuacidn anterior y se determina la sigquiente incognita x4
vy asi sucesivamente hasta determinarx X, .

Al resolver nuestro problema mediante este método, tendre-
mos que calcular 1 coeficiente para el polinomio de grado cero,
2 coeficientes para el polinimio de grado uno, 3 para el de gra
do dos, asi, hasta k + 1 para el de grado k, o sea, que en
total tendremos gue calcular (k + 1) (k + 2)/2 coeficientes,
va dgue, aunque hayamos calculado los coeficientes édel grado j

no es posible utilizar los cceficientes de este polineomio para
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calcular los coeficientes del polinomioc de grado 3§ + 1. Una
vaz calculados estos coeficisntes debemos seleccicnar el meno:
grado que mejor ajuste los Zatos. La pregunta seria imediante

qué criterio hacer esta seleccidn?

El criterio gque usaremos serd el siguiente: suponer gque

las Y (i = 1, 2,...m) se distribuyen normal e independiente -
mente alrededor de alguna tendencia polinomial Ph+1(x) =

h+1 3 2 . .

j§° rj b3 con varianza o¢° (error cuadritico medio minimo) in-
dependiente de i . Entonces, se hace la hipdtesis nula de éuﬁ
T o+ Sea igual a cero, sin importar que valores tengan

ro) Tiresecesy T, ¥ 02. La funcién de la prueba estadistica

para probar esta hipStesis es una funcidn simple de ci y c§+1
Sea Pk(x) el polinomio de grade k que mejor ajusta a los

datos ¥; - Entonces.

:'?‘
e
i=1

(4) of = (m - k - 1!

2
Iy, - P (x.)]
Bajo la hipbtesis nula se sigue que la esperanza de la es-
tadistica ci, es independiente de k, para k = h+i, h+2,....,

m-2.

Por lo tanto, en la prictica uno calcula ci para k = 1,

. 2 . P .
2,..... Mientras ¢, decrece significativarnente segfin k va
k
incrementando, podemos decir que P (x) es un ajuste vélido.
- . N 2
8i, después de un cierto valor k1 ’ Jk no decrece en forma

significativa o aumenta, entonces, 2! polinomio Pk {(x) repre-
1
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senta realisticamente a los datos, -

m - 1, podemos pasar un polinomio de

Note que para k
interpolacidn Pk(x) a través de los datos tal que (1.2) sea

cero. Pero o;_1 toma la forma indeterminada %, mostrando como
el decrecimiento en el denominador de oi se compensa con el

inevitable decrecimiento en (1.2).

Como no podembs hacer usoAde.los coeficientes del pdlino -

mio de grado j para calcular los coeficientes del polinomio

de grado j + 1, tampoco podemos hacer uso de o2 para calcu~ .

3
2
lar cj+1 [11.

De aqui, nuestro criterio para seleccionar el mejor grado
2
del polinomio a usar, seri cuando |g il

- e,
X+1 q sea menor o

igual a una cierta epsilon, que fijaremos de antemano, o cuando

2 2
0j+1 sSea mayor qgue O‘j -

DESCRIPCION COMPUTACIONAL DEL METODQ QﬁE USA ELIMINACION GAUSIANA

Dados los puntos (‘i' j(i) r L =1,2,,...m, ¥ epsilon. Pri
nero calculagps la matriz A, esto es, xt x v el vector S,
esto es xt§$, después hacemos la eliminaci®&n usando la subru-
tina DECOMP y hacemos 1la sustituci&n hacia atrfs usando la sub-
rutina SOLVE. A continuﬁci&n se calcula o; Y se compara con-
la anteriox, oi_i , si es mayor el mejor polinomio es el de
grade 3§ - 1, si el valor absoluto de ;& diferencia s menor o
igual que epsilon, el mejor polinomioc es el de grado j y si

‘no se cumplen estas condiciones volvemos a empezar con el siguien



te grado. No podemos seguirnos indefinidamente, por lo tanto,
si no se cumplen las condiciones de o§ , terminaremos cuando
k =m-1, que es el midximo grado permitido y este serd el me-~

jor grado del polinomio.

Al calcular la matriz X% X, resulta una matriz sim&trica
y las componentes son las mismas que las de la matriz anterior,
por lo tanto, se utiliza esta informacidn y solo se calcula la
Gltima columna. Y por ser simétrica no se necesita calcular
las componenteé que estin debajo de la diagonal, solo basta asig
narles el valor de su respectivo componente de la columna, esto

es, al elemento a,. le asignamos el valor a Tampoco es

i3 ji*®
necesario calcular todo el vector B s basta ir calculando uni-
camente el Gltimo elemento. No hay que confundir estas compo -

- nentes con los coeficientes del polinomio.

DECOMP ¥ SOLVE son subrutinas escritas en lenguaje FORTRAN
y son de lo “"mejor", hasta la fecha, para resolyer sistemas

Ax = b por eliminacidn gausiana [2].

ALGORITMO EN LENGUAJE INFORMAL.

.La 'descripcifn que acabamos de dar para resolver nuestro
problema via ecuaciones normales, la presentaremos mediagte un
algoritmo en lenguaje informal. La caracteristica principal de
un algoritmo en lenguaje informal, es qué nos permite utilizar
una notacidn matemdtica comln, lo que nos:facilita entender lo

que se estd haciendo [31].



Este . algoritmo calcula el polinomio Pk(x) de mejor grado,
resolviendo las ecuaciones normales por medio de la eliminacidn
gausiana con pilvoteo parcial (DECOMP y SOLVE). Dados los pun -

tos (xi ’ yi), i=1,2,...m vy epsilon-

1) Para k=20,1,2,....,m— 1

1) a — 2 xd x* (5 =1,2 kK + 1)
j,k'l‘l i=1 i i J plyg e uey RN
2) A+, 5 25, k+1 (§ = 1,2,...,k + 1)
3) b -
e
3 By i1 *i ¥

4) Résuelve Az = b

(utilizando DECOMP y SOLVE).

S 1y, - e (x)1?
5) o2 . igy ¥y x\*y
k m- k-1
6)] Es loi_1 - oil < Epsilon

1) Alto

2 2
<
7l Bs ok_1 Uk

1) Alto

Algoritmo 1.

Este algoritmo estd codificado en lenguaje FORTRAN y se en

cuentra en el ap&ndice I.
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METODO DE CHOLESKI.

Este método, estd disenado especiaiménte para matrices si-

metricas y positivas definidas, y consiste en cescoamponer a la matriz A en

dos matrices triangulares L vy Lt, donde L es una matriz

triangular inferior. Entonces, nuestro problema ax = b, se
transforma en resolver

LL*%: = b .

Para esto, se supone gque

t

L'Z=1%,
y primero se resuelve
¥y =h,

haciendo sustitucidn hacia adelante, encuntrindose asf al vector

y después se resuelve

itz =3,

haciendo sustitucidn hacia atris, encontrindose asf los coefi -

cientes del polinomio.

A continuacifn damos el algoritmo en lenguaje informal pa-

ra obtener la matriz L de la descomposicidn de Choleski {31].
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1) Para i = 1,2,....k

1) Para 3J = 1,2,....1 -1
-1 iz !
D li'j lj-lj (ai:j - hEI ljlh li:h)
3zt 2 2
2) 13,8 ¢ (@g 3 —nZ; 1i,n)

Algoritmo 2.

El algoritmo para resolwver las ecuaéiones normales, por.el
método de Choleski, serfa el mismo que el algoritmo 1.1, unica-
mente modificando el paso (4), en vez de resolver Ax = b utili
zando DECOMP y SOLVE, se utiliza CHOLYI, SUSADE y SUSATR. CHO--
LYl es la subrutina que encuentra la matriz I del método de
Choleski (algbritmo 1.2), SUSADE es la subrutina que hace la
sustitucién hacia adelante y SUSATR es la subrutina que hace la
sustitucidén hacia atras. La codificacién de este algoritmo es-

t& hecha en lenguaje FORTRAN y se encuentra en el apendice II.

IMPLEMENTACION PRACTICA DE LOS DOS METODOS.

Se probaron los dos mé&todos con los siguientes 4 ejemplos:

Ejemplo 1. x? + 2x -1 = 0.
Ejemplo 2. x* - x® + 3x?2 - 4x-1=0

Ejemplo 3. x° + x* +x* +x2 +x+ 1=20

Ejemplo 4. x° - 3x7 - 2x®* + 5x%5 - 3x* + x2 - x -1 = 0.



Se tomaron estos ejemplos polinomiales, ya que de antemano
sabemos cual debe ser el grado adecuado del ajuste y los coefi-

cientes exactos del problema, lo‘que nos facilita el andlisis.

En el ejemplo 1, se tomaron 11 puntos igqalmente espacia -
dos en el intervalo [0,5]; con un incremento de 0.5, en el ejen
plo 2, se tomaron 11 puntos igualmente espaciados en el interva
lo [0,10i con un incremento de 1, en el ejemplo 3, se tomaron
21 puntos- igualmente espaciados en el intervalo [0,20] con un
incremento de 1, y en el ejemplo 4 se tomaron 21 puntos igual ?
mente espaciados en el intervalo [0,10] con un incremento de

0.5. El ejemplo 3 fué& tomado de [4].

.En la tabla 1.1 estdn las o} (i = 0,1,..k + 1), calcula -
das.por el método de eliminacidn gausiana y en la tabla 1.2 las
calculadas por el método de Choleski. Segln nuestrb eriterio
para determinar el grado adecuado vemos que en ambas tablas el
grado seleccionado es el correcto. Como las 0: son los erro
res cuadriticos medios minimos el error gue se comete es la rafz
cuadrada de estas oi . Los errores cometidos utilizando élimi

nacién gausiana son:

Ejemplo 1: 03 = .21867095292 x 10°°

Ejemplo 2: o, = .16248114614 x 10~

Ejemplo 3: og = .4922551134 x 10° 2

Ejemplo 4: og = 1.2533350089

y utilizando Choleski son:



.46454374458 x 10~°

Ejemplo 1: og

.78803554798 x 10 >
2

1

Ejemplo 2: o4

.15849191211 x 10~

Ejemplo 3: og

Ejemplo 4: 8.8133339375

Q
i

En los ejemplos 1.y 2 el error es pequeio, en el ejemplo

3, es aceptable y en el ejemplo 4 es grande.

Observando las tablas 1.3 (eliminaecifn éag‘
siana) y 1.4 (Choleski), de los coeficientes, vemos que en el
ejemplo 1 tenemos hasta 8 cifras correctas, en el ejemplo 2 has
ta 5 cifras correctas, en el ejemplo 3 unicamente 2 cifras co -
rrectas v en el ejemplo 4 errores hasta de una unidad
en la eliminacién gausiana y de decenas en Choleski. Por le
tanto, la determinacidn numérica de las ecuaciones normales
(I.11), trabaja bien para un ajuste polinomial de grado menor o
igual que 4 y quizd hasta 5 & 6, pero para un grade mayor o
igual que 7 u 8 falla de alglin modo.

Al probar estos ejemplos y algunos otros con los dos méto-
dos, observamos que la o adecuada nos indica mds o menos el ni-~
mero de digitos correctos en los coeficientes y aungue no se de
muestra esto, se usa este criterio para inferir acerca de los

resultados.
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cjemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Zjemplo 4
Intervalo |{0,5] {0,10] {0,201 [0,10]
Nmero
de 11 11 21 21
Puntos’
Incremento 0.5 .1 1 0.5
o2 2057.653125 | 9357953 -9407138604 | 31654874932
x 10 x 10
5 32668476854 | .17218794811
o’ 345.88125 2785277.7333 <1012 « 1015
o2 12.065625001 | 283912.2 °4915°42‘15‘1°'13 ‘58850488$§9
) x 10 - x 10
o2 |-47816985653 25980174397 | .12076372127
3 < 10-7 5883.4285696 < 1010 < 1014
o2 .10047062963 | .2640012285 | .27593428572 } .13790642274
4 x 10714 x 101 x 108 x 1013
52 64244838869 | .24231509666 | .77058148103
5 x 10~ % 1074 x 101!
o2 85049543877 | .16611246535
6 x 1073 x 1010
a® . 7694354369
7 7
x 10
c? 1.5708485445

40940.844284

Tamla 1. Zxw o Cuadritico (MBtode de EliminaciZn

Causiana) .
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Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4
Intervalo {0,5] [0.25] [0,20] {6,10]
N@imero
de 11 11 21 21
Puntos
Incremento 0.5 1 1 0.5
c: 2057.653125 9357953 .9407158604 | .31654874932
x 10'2 . x 10'°
o2 345.88124999 | 2785277.7334 | .32668476854 | .17218794811
"1 . x 102 x 10'3
o2 12.065625 283912.2 .49150426216 | .58850488269
2 x 101! x 10'4
o2 .21580089063 | 5883.428569 .25980174397 | .12076372129
3 % 10.16 - m1v0 *® 1014
o2 .21391026813 ) .62100002488 | 27593428607 | .13790642286
4 x 3074 x% 1074 x 10°% x 1013
o2 49658677975 | 25119686205 | .77098148113
5 x 1078 x 107° x 10T
o2 10913781211 | .16611246327
-3 10
6 x 10 x 10
52 .76965552066
7 x m'l
og 77.674855099
cr; 301.34874085

Tabla 2. Errar Cuadritico (MEtodo de Choleski).
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Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4

Real| Calculado Calculado Reall Calculado {Reall Calculado
) -1 (-99999999864 | -1 |-99999727883 9921699147 -1 38278308264
a, 2 [2.0000000036 | -4 |-4.0000043531 1.0164238964 —1{~23.220667147
a, ) 727:12339“1 3 {3.0000013599 .9939162683 1|41.233851734
a, 1 (1.0000000004 | ~1 L1..()00000146 1.0008173053 0 j—27.943550584
a, 1 |1.000000005 99995441372 -3 [6.710198309
ag 1.0000008981 S {3.13785202 .
ag -2 }-1.799595414
2y -3 {-3.0113471123
a 1 |1.0002632021

Tabla 3. Coeficientes (MStodo de Eliminacifn Gausiana).
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Ejemplo 1

Ejemplo 2

Ejemplo 3

Ejemplo 4

Re Calcniada

Ran Calcnladan

U _Caleniado

Calculado

-1]-099999999412| -1 - 99999271259 .99821632199 -1{7.2833417417
21.9999999823 | -4 [-4.0000245194 1.0043781048 -1}-156.75073062
092363976658 | 313.0000120698 .99824833455 1[303.45663424

x 10
199999999877 | -1 [-1.0000019112 1.0002475316 0 22351580946
1/1.0000000949 .99998568268 -3[79.281305249
1.0000002899 5 |-11.656206279
—2|-:31389428544
-3{-3.1120380064
1/1.0027190332

Tabla 4. Coeficientes (*Btodo de Choleski).




BUEN CONDICION2MIENTO

La matriz de las ecuaciones normales (I.1l) es no—singular
esto es, tiene sus columnas linealmente independientes. La so-
lucidn correcta de estas ecuacicnes depande en gran medida de

gue tan"linealmente independientes”sean las columnas de la ma -

triz de las ecuaciones. Para hacer mds claro este hecho, pense

mos en dos ecuaciones lineales con dos incognitas, es decir:

+ =
X +ta, x, =b

3 ¥t 3y X = b
de tal forma que los vectores (a” . 2, ) v (a12 ' a22) sean li-

nealmente independientes pero "casi" paralelos, y sean

- - *
X, = (x? ’ x:) + la solucidn exacta del sistema y x, = (x, ,

* - ) -
xz) , la solucidn aproximada. Cada una de las ecuaciones repre

senta una recta, pensemos que estas rectas son "casi" paralelas

" de tal suerte que

* *

a, x ta, x 1

lle
=2

*

*
Ay Xt a, x, 7

I
o

(donde = , significa "muy parecido"), y



v sin embargo, || %, - x,|| sea "bastante grande” (ver figura

1.2).

W

Figura 3.

Esta fiqura puede hacerse mis dristica.

Esto puede apreciarse numéricamente, considerando el si -

guiente sistema como ejemplo:
0.2161 0.1441 x 0.1440

1.296%9 0.8648 x 0.8642

Sea x, = (0.9911, ~0.4870)%, si se calcula A%, - b, se
encuentra gue '

_ -0.000 000 01
Ax, - b = :

0.000 000 01 |.

Sin embargo, la solucifn exacta es ;ce = (2, —2)t. Y la
H ;:, - :-:e I] > 1, por lo que podria decirse gue la diferen -

cia es "grande".
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CONDICION DE UNA MATRIZ.

Los algoritmos de eliminacifn gausiana con pivoteo pafcial b4
de Choleski, son estables :(ver [{3]), pero falla para un grado ma
yor o igual que 7 u 8, lo que nos hace sospechar que muestra ma-
triz A(th) es mal condicionada, por lo cual iniciaremos un bre-

ve estudio del mal comportamiento de matrices.

Como ya sabemos al resolver nuestro sistema AX = 5, comete-
mos errores de observacifn o de redondeo, y esto nos lleva a la
siguiente pregunta fundamental. ¢C&mo puecde medirse la sensibili

dad de ¥ para cambios en A y b?

La respuesta a esta cuestion se basa en hacer precisa la idea
de matrices "casi" singulares. Si A es singular, entonces para al -
gunas b's la solucién % no existird, mientras que para otras no se
rd Gnica. Asi, si A es "casi" singular podemos esperar que, peque
fios cambio§ en A y b causen cambios muy grandes en X. Y por otra
parte, si A es "casi" la matriz identidad, pequefios cambios en A y

b resultarfan ‘en pequefios cambios en X.
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A primera vista, podria parecer que existe alguna relacifn
entre el tamafo de los pivotes encontrados en la eliminacién
gausiana con pivoteo parcial y la proximidad a la sigularidad,
ya que si la aritmética pudiera ser hecﬁa en forma exaéta, los
pivotes serfan distintos de cero, si y solo si, la matriz es no
singular. También, hasta cierto punto, si los pivotes son pe-
quefios entonces la matriz es "casi®™ singular. Sin embargo, una
matriz podria ser "caéi‘ singular, aunque ninguno de los pivo-
tes sea pequefio. De aqui, que.esta no sea una buena forma pa-

ra medir la proximidad a la singularidad,‘

‘ Para tener una medida de la proximidad'a la singularidad
mds precisa y confiable, utilizaremos el concepto de norma de
un véctor, definida en ia introduccién. Aungue aqul usarembs
11 ;-|21 = I |x;|, que es la norma Gershgorin {I.4), pues esta
norma necesita bastante menos cilculos que la norma minima cua
drada. No obstante algunas de las propiedades de la norma mi-
nima cuadrada se pierdan} ya que para esto no son muy importan

tes.

Al-multiplicar el vector X por una matriz A resulia
un nuevo vector Ax, el cual puede tener una norma muy difereg
te de x. Este cambio en la norma esti directamente relaciona-
da con la sensibilidad gue deseamos medir. El rango de los po

sibles cambios puede ser expresado por 2 nGmeros

max || ax || min {| Ax ||
1 1

M= m =

T 11 x 11, %o || = I,
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Note que si A es singular, entonces m = 0. El cocien '

te M/m es llamado ¢1 nGmero de condicién de A.

max || Ax H,

=0 || =x ||

Cond (A) = -
min || & [,
o || %11,
C_onsideremos él sistema de ecuacionos
Ax = b
¥ un ségundo sistema obtenido de alterar el lador derecho
A(X + %) = B + AB
Pensemos en Ab como el error en b y AX como el error

resultante en x . Como A(AX) = ABb, 1las definiciones de M

¥y m nos llevan inmediatamente a
IWB I, <sllxIl, v 11ab]l, <ml|]ax]l-

Consecuentemente, si m¥o

I ax 11 H I,
< Cond({A)
Tl B I
La cantidad || Ab 1,7 1l b ], es el cambio relativo
en el lado derecho, y la cantidad || ax _H,/ 1l = {l;, es ez

error causado por este cambio. La ventaja de usar cambios re-

lativos es que no son afectados por factores escalares.
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Esto demuestra que el niimero de condicidn es un factor de
magnificaciSn del error relativo, esto es, que cambios en el
lade derecho pueden causar cambiocs de Cond(A) veces en la solu
cidn. ‘

Citaremos algunas de las propieaades basicas del nGmero
de condicidn: »

Cond (A) - 1.

Cond (P)

1,
donde P  es una matriz de permutaciones. En particuiar
Cond(I)v=‘1, |
donde I es la matriz identidad.
Cond (YA} = Cond(Aa),

donde Yy es un escalar.
max | dj; |
Cond(D) =

min | a;5 |

donde D es una matriz diagonal.

El nfimero de condicifn, tambi&n es una medida de la proxi
midad a‘la singularidad, o sea, puede pensarse que el nflmero
de condicidn es el reciproco de la distancia relativa de la na
triz al conjunto de matrices singulares. Asi, si Cond(A) es
grande, entonces A est3 prSxima a la singularidad. Para ver

esto, demostraremos el siguiente teorema.

Teorema: Sea A € R™" no-singqular, A difiere de una
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matriz singular en norma en no mSs gque || A |] / Cond (2),

{Gastinel) esto es, dada 2, |[] A || / cond(A) = min || aAa ||

sobre todas las matrices singulares A + AA ([51).

Demostracidn: Claramente, si A + AA es singular, enton-

ces existe algin X#o, para el cual (A + AA) X = o.

v

Ademds || oA || > || amx || / |1 % || = |1 &x [ / |l x[]

i

Ilax | /1l a7"ax || >1/]] a7 |

11 a |l / cona(a).

Para encontrar una AA para la cual se cumpla la igual -

dad consideremos el vector } para el cual
IIA_1§'|i=||B-1 ([l HHyll=o
_ Entonces, sea WY el éual para A™'y, esto es,
wiaTly = 1w AT fl =1, ysea an = -gwd

1

Tenemos (A + AMA) A" 'y = o, luego A + 4A es singular.

v Jlan |l =max || 3% || /115 con Reo
=T, max W%/ 11 %10=117%I"
11wt |] =
=T /0TS =12 =11all/
Cond (A).

con lo cual queda demostrado el teorema.

El teorema de Hahn-Banach garantiza que para cada X*£0

le corresponde una funcidén dual yd tal que
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3% = [} y? -l ox ) o= L.

El nfimero de condicidén también juega un papel fundamental
en el andlisis de los errores de ‘redondeo introducidos durante
la eliminacién gausiana. Supongamos que A Yy b tienen elemen

tos gque son niimeros punto flotante exactos, y sea x, el vec-
tor de niimeros punto flotante obtenido de la solucién de la
ecuacién lineal. También supongamos que la singularidad exac-
ta no se detecta y gque no hay ni bajo-flujo ni sobre-flujo.

Entonces es posible establecer las siguientes desigualdades:

B‘t

LI

Il B -ax, ||, p87%: |l x.- %, |], <o Cond B "

Hoati, & 1, TERD

Aqui B es la base del sistema punto flotante y t es el
nimero de digitos, asi, 8" es casi el tamafio' del néGmero mis
peguefio representable por la midquina. La cantidad p se defi-~

ne después, pero generalmente tiene un valor menor que 8.

La primera desigualdad dice gue el residual relativo se
puede esperar que sea casi del tamafio del error de redondeo,
sin importar gue malamente condicionada sea la matriz. La se-
gunda desigualdad requiere que A sea no singular e involucra
la solucién exacta de X. Se sigue directamente de la primera
desigualdad y de la definicibén de Cond(A) que, el error rela-
tivo serd peguefio si Cond(A) es pequefio, pero podria ser muy
grande si la matriz es casi singular. En el caso extremo donde
A es singular pero la singularidad no es detectada, la primera

desigualdad se cumple, perc la segunda no tiene sentido.
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Para precisar m&s acerca de la cantidad p, es necesario
introducir la idea de norma de una matriz y establecer algunas

desigualdades.

La cantidad M definida antes es conocida como la norma
de la matriz. La notacién para la norma matricial es la misma

que para la vectorial.

fa g, =g 21
ATENTS

Demostraremos que si Ej ( =0, js...,k) son las colum—

nas-de A, entonces,

Demostracién: Si a, (3 = 1,2,...n) son las columnas

de A, entonces,

Il ax [, = 1] ax +ax, +...+ax ||,
< Pay Myl b+ Ha, I Ix, | +.eee+
T
< m?x i a, Pyl =y |+ m?x [ a, ll1-| x, |
e e emm 113 111w, |
- n - -
= m?x t ay Il1(i§1l x ) o= m?x 11 a, Hox 1



De aqui,
[{ az ||, / H x |1, <m?x Hay i,
Pero existe X, tal que

LA, 11y 7 1 &, 11y = max 1] A% 11, 7 1R 1L

Por 1o que

== X ' x < 1 a
oAy =mex % {1, /1% 1, < me 1] 3
Por otra pérte, Sea Ef‘ el Jj-&simo vector ortonormal, enton-—

ces,

Il a8 I, <t a Hystley Ty = 1Al g

Ademds

Il as g I, -

I,

¥ podemos suponer sin p&rdida de generalidad,que .~'
‘m?x Il aj ‘|1 = ll a‘j l|1 *

De donde

max (| & (< 1Al

J 1
¥ como tha I, <m§xll5j|l,,

concluimos que,

L (1, = max || & 11,
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El resultado b&sico en el error de redondeo en 1la elimina
cidn gausiana es que la solucidn computada i* satisface exac

tamente
(A +E8) x, =b,

donde E es la matriz cuyos elementos son casi del témaﬁo de
los errores de redondeo en los elementos de A. Existén algn
nas situaciones raras, donde las matrices intermedias obteni -
das durante la elxmlnac15n qau51ana, tienen elementos mayores
que los de A, hay algﬁn efecto de acumulacién de errores en
matrices grandes, pero se puede esperar que si p estd defini

da por

Hell, .
T

entonces, ¢ raramente ser& mayor que 8 {2}.

be‘aqui, podemoé obtener,desiguaidades invoiucrandq al re
sidual y al error en la solucién calculada. El residual estd

dade por b - AX, = Ex, y de aqui

18 -a%, |f,=18x, |1, <18l % |
El residual involucra el producto Ait y asi que es apropiado
considerar el residual relativo el cual compara & la norma de
b - Ax

, con las normas de Ay x, . De la desigualdad ante -

rior se sigue directamente gue
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Donde A es no-singulax, el error puede sexr expresado

usando la inversa de A por x - ;;=A'1(g - A;,) y asfi,
- - S -
e ==, 14, < i a™ 4l HoE f -0l = 0.

Es mis sencillo comparar la norma del error con la norma

de la solucidn calculada. Asi, el error relativo satisface

.H—";‘g H1

< QLallcl ATt gl UEllgee

'I Xy Hq HA111
Esto ‘produce que || A"71 [ly= ’Ti:x- . y ast
cond (a) = || & |, |l a"{], .
.Asi
Hox-x, 11, -t
: e < p Cond (A) B
Estos calculos involucran el conocer A"t si Sj son
las columnas de A ¥y Sj las de a”"', entonces en términos

de la norma vectorial estamos usando.

Cond(a) = m?x i aj - m?x H-aj iy -

Es f£4cil calculaxr || A ||, , pero encontrar || a™!

1
il
llevaria m&s o menos el triple del tiempo requerido para la
eliminacidén gausiana. Afortunadamente, el valor exacto de

Cond(A) es raramente requerido. Cualquier estimador razona -

blemente bueno es satisfactorio.
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La subrutina DECOMP estima el nlmero de condicién de la

matriz pox

Ny

Cond(a) = max || a; |{, 1l
J

[,
iy 1l

donde ¥ y 2z son dos vectores deteiminados por la subrutina
tal que || z t, 7 Il ¥ ||1 2 || a™" || . . Esto involucra re-
solver dos sistemas de ecuaciones A*y=e y Az =y, donde
e es un vector con componentes * 1 escogidos para maximizar

el crecimiento durante la sustitucifén hacia atras para vy.

Este estimador es solo una cota inferior para el nlmero
de condicién real, pero se calcula: de tal forma que esti casi
siempre dentro de un factor de n de la condi._cién real y gene
ralmente es muy cercana. Esto es,

Cond (A)

) < COND < Cond {(A).

Si durante la eliminacidn gausiana se encuentra un pivote
exactamente cero, DECOMP hace COND = 1032 para senalar que ha
detectado singularidad. Este valor esti entre 8 v 8% en todo
sistema punto flotante normalizado, asi, esti entre el recipro
co de la exactitud de la mAgquina y el nivel de sobre-flujo
zn.

En la tabla 1.5 se encuentran los n@imeros de condicidn
calculados por la miaquina utilizando el método de eliminacién
gausiana con pivoteo parcial con los mismos ejemplos polinomia

les anteriores. -



Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejenmplo ¢
COND (1} 42,349576272 142.26086957 548.80620155 148,.52325841
CCLD (2) 2047.0823819 19022.815073 |282737.96093 | 21050.356629
COoND (3) 145870.86197 2895395.1782 | 140696983.14 | 3435885.3803
COND (4) 13297776.261 575826061.83 | 73413067224 694659427.08
.43066240929 16347471577

ole} (3) 146801499460 < 1014 % 1012
.28962479788 . 424558171607

COND (§)  x 107 x 10"
.120327988517

CoND (7) % 1017
.387168412402

COND (8) % l019
.188608795588

COoND  (9) x 102!

Tabla 5. N&mero de Condicifn (los nfimeros entre parentesis,
indican el grado).

Como puede apreciarse,

el ntmero de condicién para los

grados adecuados es grande, pero bastante aceptable para los

ejemplos 1 y 2, ya que son menores que

.St
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OTROS METODOS.

Podemos concluir que no es un buen mé&todo resolver nues -
tro problema por medio de las ecuaciones normales, debido al
gran nimero de operaciones due tenemos que efectuar y por el
mal condicionamiento de la matriz xt x , dque nos hace tenerxr
una gran inexactitud en los coeficientes del polinomio ajusta-

do para un grado mayor o igual que 7 u 8.
Si trabajamos directamente con.las ecuaciones (1.3)
6@ = 2 [y, - P (x)1% = || ¥ -xa|f]
i=1 i . k'7i ’

‘Podriamos obtener mejores resultados, descomponiendo a la

matriz X en dos matrices Q y R, esto es,

donde Q@ de mx k + 1 es ortogonal, y R de k+1xk +1
es triangular superior. Este nétodo es conocido como la des -
composicifn QR. O descomponiendo a la matriz X en tres ma-

trices U, 2 vy vt , esto es,
X=0-+2-v",

donde U de mxm y V d k+ 1 xk + 1 son ortogonales,
¥y & de mxk+ 1 es diagonal. Este método es conocido co-

mo la descomposicién de los Valores Singulares. Para detalles de
estas dos descamposiciones y su aplicacién a minimos cuadrados véase [3] .

Otro método, seria construir otra base {q (x), q,(x),...
qk{x)}, donde qi(x) son Polinomios Ortogonales, bara i =0,

l1,...K, para que las ecuaciones normales, gque fueron construi



das con la base {1, %,..., xk}, sean mAs sencillas de resolver

o sea, lograr con esta nueva base que

donde D de m x m es una matriz diagonal.

En el siguiente capitulo desarrollaremos unicamente el @l-

timo mé&todo, va que es el que nos interesa.



CAPITULO 2

Polinomios Ortogonales '

Prcducto Interior: Definicién vy Propledades

Para poder resolver nuestro problema por medio de poli-
nomios ortogonales, veremos primero la definicién de preducto

interior (o escalar} y algunas de sus propiedades.

Usaremos la notacién <u, v> para denotar el producto
interior de las funciones  u«(x) y v(x), definidas en elcon

junto {xj, X2,..., xm} para significar:

m
(1) <u, v> = zzi u(zzl v(le.

Para cualesquiera funciones u(x) j v{x), se cumplen

las siguientes propiedades:
<u, w> > 0.

Si <u, w> = 0, entonces, u(x!) =" @ para toda £.

<u, v> = <y, w>
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v para cualesquierxa constantes reales aj, %2,..., up y fun=--

ciones vi(x), v;(x),..;, v, {x), definidas en ’{xl,xz,...,xm}

Veremos que efectivamente nuestra definicién de producto

interior cumple las propisdades anteriores

u?(x} > 0,
1

<u, W =

JZ ulrgluleg) =

1 2

nwg
umMB

va que u®(x,) » 0, para toda Z.
o -
Si <u, w>= E ul(x) =0, .entonces,

uz(xg) =. 0, -para cada £,

de aqug u'(xn) = 0, para toda £.

m
<u, v> = % u(xg)u(x!) =
L =] 4

WM
B

u(xg)u.(xg) =<y, w.

P
llu(xg)izlaivi(xg)l

A
S

1] M;d
[°3
<
v

[ TE:]

m
=02y [;E, o ulxglv;(x,)]
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p m
=i§1ai(2§1u(xg)ui(xg)l

P .
=.%. a.<uw, v.>.
i=171 i

Si u(x) y v(x) estdn definidas en el intervalo [a, b}

también podrifamos definir el producto interior como:

b
<, V> = [ u(x)v{xldx.

y la verificacibén de las propiedades es similar a la del caso

discreto.
Construccidn de Polinomios Ortogonales

Vamos a construir un conjunto de polinomios qn(x), qlkL..,
qn(x), tales que para cada k, q,(x) es de grado exacto k, es-

to es, q,({x) = yxk + potencias menores de x,y vy # 0, y ade-
k

mas

(2) <43, 4> =0, vpara L #* §

Los polinomios gue cumplen estas propiedades se dice que
son ortogonales y harén que la resolucién del problema de mini

mos cuadrados sea mis fcil.

Un método para determinar tales polinomios puede ser,



utilizando la base canénica {1, x,..., x"}, para obtener 1la

base ortogonal {qn, ql...., qn}. generada por la ortogonali

zacibn de Gram-Schmiit, donde los polinomios ortogonales se--

rian:

g (x) =1
Ql(x) = x - cOXQQ(xl
= y2- -
2,(x}) = x*~ ¢ q (x) c 4,

qlcx)—...- c q (x).

— n- -
A, {x) = x conqn(X) ¢ n—i1n*n=-)

n

Donde

k
e'k = 3;35?_, para _f' < h -1

O sea que,
g (1) =1

41(x) = X =3 g (x)

<x?, q¢ > <x?, q >
q_(x) = x*- > - q x) - — q (n
qnl Qa> <Q;l Q1>
. <x®, q,> <x®, q,> <9 >
qﬂ(x} =T q!l(:(1 - QI(X)‘...‘ - qn...
<qo' Qn> <q1, ql> g a > *
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Con esta nueva base, las ecuaciones normales (I.11l), se

transforman en el nuevo sistema de ecuaciones normales
’ :— —-—
{3 2°¢a = Qty
donde Q es la matriz de mx(k + 1}

g (x) «.oen qk(xl)}
1 ql(sz') qk(sz)

semenvsacrseevsmsanace

~1.q1(xm)v..... qk(xm)J

vy los vectores a y 3 son los mismos. Q sea que (2.3) se-

ria:

> <q , qk>. a’ <q ,'g>

f .
<q ., Q°> <th Ql 0

-

qk> e 1

<q. ., Q°> <Qll Q1> cenee <q1,

i

A
o
W

v

Qs 9> <@, Q> eeee. <@y, g > akJ <qur 57>J
- J .

\

pera como <qi, qj> = 0 para £ # f, el sistema se reduce a

reseclver



3 ( 1 w>
<q. ¢,> 0..... 0 & ¢, ¥ |
> ... ' P>
‘(3) 0 <a,.q, 0 * <2, ¥
0 .. <qquk>J v\ag ] ‘ <Qk' é> }

Al aplicar el método dg ortogonalizécién de Gram~Schmidt a la
ase candnica, se preservan.todas las'propiedédes. 0.sea, que las
ropiedades del capitulo 1 también se cumplen con esta nueva base
rtogonal. Esto es, las columnas de @ son linéalmente independien
es, QtQ es definida positiva y no - sinqular, y que las ecnaciones
ormales (2.3) tienen una solucifn que minimiza (1.3) y esta solu-
i6én es fGnica. |

Asf nuestro problema original, se reduce enormemente pues no
xisté ninguna dificultad en resolver el sistema (2.4) para valo-
es grandes de k, yé gue para calcular los coeficientes del poli?

omio ortogonal, solo es necesario efectuar una divisién,

(5) ... (aj = <af, #>/<aj, ai>),

dem3s, la inconveniencia de no poder usar la_informaéidn ya obte-~
2 .

ida de las aj y oj desaparece, pues para calcular los coeficien-

es del polinomio de grado kR + I, solo se necesita calcular el coe

iciente ya gue los coeficientes anteriores, son los coefi-

Ty’

2
ientes del polinomio de grado k. Y tambien para calcular Tiin
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2
podemos utilizar Oy r ¥Ya que,

-1m k 2

2
g, = (m-k-1) = [y T a.q, (x.)1 de aguf
£ j=1 * pag mR LT T -
* (mebe1) = 2 (g, 3 (x,11 2
.o m-h~1) = y,— apqq, (x 01
k i=1 =0 h i
m k k ()]
=2 [y, -2 a q (x.)] [y.- Z a,q,(x;
=1 T pag nR 1gag #7471
m 2
= Z Y- 2y, 2 a, q, (x;) +
i=1 =0
'k
+Z aa (x.)g,(x.)}
hop =g BTLIn X118 %y
m 2 m k
=Z y.-2 2y, T agqy(x;) +
PR It Mt
m k
+ = 2 aaq, (x.)q,(x.)
i=1 h,2=0 ha*h*"i vz i
m 2 k o
=2 y.~2 T a_ I y.q (x,) +
im1l % heg Piap 1TRTE
k m

+ Z 3 q (x;)q,(x,)
n, 20 872,070 2
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m 2.

=1

k 2 m 2 :

b ;- T a -E qh(xi) .

h=0 h1=1

. 2 .
Entonces O también se puede expresar como:

k+1

serfa:

2
. gy

op =

k+1

Ci=l

h=

m 2 ;. 2 g z( )

2z Y.~ a, T q.(x,

. j=l ¥ peg Piay B
" m-k-1

m 2 k+l , m 2

T oy,- z “h.zlthxil

Q i=

m

_ i=1

m-k.
2 Lk

h=

-2

2 2 m 2

2 m
T y.-% -
y;= E ap B qy x5l “k+1iflqk+1(."i)

0 “i=1

m-k~2
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Geie-il g 5 ot 3 ol
(m-k~ Sy a Z g, (x;
: i=1_ % p=0 Bia1 B2 1

=)

(m—k~2) (m—-k-1)
2
a
k+1<¢.’'q >
G

. m~k=2 .

‘ 2
- k-l 2 1% Y 1™
T m~k-2 k m-k~2

Notamos que al utilizar polinomios ortogonales, desapare
cen las principales dificultades que surgieron en el capftulo
1, con lo cual tenemos un nuevo camino para la solucibn de

nuestro problema.
Relacién del Tercer Té&rmino de Recurrenctia

A pesar de las ventajas obtenidas al generar polinomios
ortogonales por el mé&todo de ortogonalizacifn de Gram-SchmidE
aplicado a la base canénica, ‘{i, x, zz,.., x"}, observamos
que el nGmero de operaciones qﬁe se tienen que efectuar es'-
bastante grande, ya que, réquerimbs de muchos productos inte-
riores, por lo tanto, buscaremos otra base para tratar de re—~

ducir estos cilculos.

Esta nueva base, se generaria, tomando a la base ortogo-
nal obtenida por el mé&todo de Gram-Schmidt,‘{qq. @ seees qn},
pero,donde el t&rmino aumentado, seria el Gltimo término multi
plicado por x . Y aplicando nuevamente el proceso de Gram-

Schmidt , o sea, para un grado {, tomar la base {qo, Qiocnes 2

xqi} y aplicar el proceso de Gram-
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Schmidt para obtener '{qa, Qsever A Q }.

i+l

,

Entonces, para obtener '{qt, ql'} tomamos {q _, qu} Y
vemos gue:

<xq,,¢.>

xL = xq XL -~ A g q,xL
c, x4, <qq’qo-> a X
sea
) QQ(, Qa>
S ——
<Qir Qé>
entonces,
(6} ql(xl = an(xl - qqu(zl-

"1

Para obtener '{qtl R qi R qz} tomamos '{q‘1 » qu} Y

vemos quesz

' - <xq qQ > <xq , ¢ > )
g, (x1 = xq (x1 - <—-¢-———;— e, (x} - ——A—-—;-— q, ()
"4, q} <qa' g

gean

. <xq, q > <xq ., ¢.,>

a, = L L b4 31‘-"—-—-—'—-—7 i_' L

<q..2,> <q..q.>

entonces,

(W) q, xL = xq, xL - &2q1 L - SIQ(CXI
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Para obtener {qc, 2, 9, qa} tomamos {q_, q,, ¢,, xqz}
v vemos que
<xqz,qz> <xqz,q1> _ <xqz,q¢>
B q (x} = xq_ (x}) =~ ——— ¢ XL =~ ————— ¢ (X = —————— g (x),
: z <q,,9,> * <q,» 2> <4, 2> °

pero el Gltimo té&rmino es cero, ya que,

. m m .
< > = . =
X, 7 iflxiqz‘(xilqu(xil =iflqz(xilxiqucxil <qz’1qu>

ahora, despejando xq, de (2.6] tenemos
<q,» ¢ >=<q, q>+ “;<3z' 1>

pero cada sumandao es cero por (2.2}.
Entonces, si

‘xqz’ qz> 8 <xa,» Qi>

%y 7 < > Y 2 < >
e, 1, . q,» q,

3

(2.8) quedarfa coma
(9 QSCxl = zqszl - a3q2(i1 - BZQICxl.

En general, para obtener {g , Q e} de 'fql, G rnees

Ueq» \’.-:_:1_1} vemos que:
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<xq »q > <xq q >
. k-1""k~1 kel? Tk~
Qlley (x1 = xe,_, () = kol 0 oy L et Ber”
<QE_1 4 QK.'.1> <qk-2 ’ qk—2>
‘<gq Y N <xq 2q >
- kol Rke3 Qg3 EL—ceie- — k1’ ¢, (x]
3093 - <@, ¢>

donde, desde el cuarto t&rmino hasta el Gltimo son cero. Esto
es f&cil de demostrar si ;azbnamos como en el paso anterior,

Entonces, si,

a XQp 1™ ¥ 6 = <Xy 19 lg.2”
k - Bgy o
Qgarr -1 “Ug~2, %2~

2.10) quedartfa como

(111 g€l = xqy_; (1 = oy &b = By gy, (1.

Si definimos g¢q_,x]l = 0 ¥y unxl = 1 podremos fécilmen—‘
te generar estos polincmios ortogonales utilizando la forma ge-
neral (2.111. ¥ este método es conocido como Relaéidn del Ter
.cer Término de recurrencia, yues para_éenerar un tercer término
se necesitan conecer a los dos anteriores. Resumiendo, los po-

linomios ortogonaies serfans:

qq(x[ =1
ql(ic[ = (x - a'lllqt(x[
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‘qszI =G - gzltz!(zl - qulcx)

LI A A A I R IR R S R N I I A R

Q1 = (- o gk = 8 q;.(x)

k+l
donde
‘ L LXG 207
(12} g = i, &R, 1.,k
<z 257
Y
. QQ c-q o > :
(13) 6, = AL Sk L 1, 2,..., &
Q5109317

-Ahora,»com?aremos el ntmero de productos interiores y el
nﬁmefo de multiﬁlicacioneé yAdivisiones'que se tendrfan que
realizar en ambos métodos. EL ntmero de éroductos intgrioreé
a realizar utilizando el ﬁrocesovde Gram~Schmidt es de &(k+31/2[
va qﬁe para ql se necesitan'z}'para' q, se necesitan 3 ¥y en
general para q, se necesitan (k + 11, y por la relacifn del
tercer qétmino de recurrencia se necesitan 2 éara ca&a polino-

mio 9;. Para 4 =1, 2, ... &k, esto es, 2k productos interio- ’

res.

Al contar unicamente las multiplicaciones y divisiones -
efectuadas por cada: m&todo, vemos que porﬁel Proceso de Gram-
Schmidt se necesitan para q,. 3m + 3, v éara Qs ﬁara = 2,

3,ve.. B, 3m + 5, o sea, son k(3m + 5] - 2 multiélicaciones
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y divisiones, mientras que por la relacibfn del tercer té&rmino
de recurrencia son &{ (k + 3}(m + 1) + (& - 1)1/2, ya gque, pa-
ra gq son 2{m + 1], para q, son 3(m + 1} + 1 ¥y en gene~

1
ral para ¢, son (& + 1)(m + 1) + (B -~ 1.

Para apreciar mejor estas diferencias, supongamos que
m= 10 y que £k = 8, entonces, el n@mero de productos interio
res es de 44 para Gram—-Schmidt y de 16 para la recurrencia del
tarcer término, y ¢l ntGmero de multiplicaciones y divisiones
es de 512 para Gram-Schmidt y dé 278 para la recurrencia del
tercer té&rminc, © sea, gue por Gram-Schmidt es mis o menocs un

85% mas de multiplicaciones v divisiones.



CAPITULO 3
IMPLEMENTACION PRACTICA DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES

Ortogonalidad de la Relacifn del Tercer Término de Recurrencia

Para saber si la relacibn del tercer t&rmino de recurren-
cia realmente genera éolinomios ortogonales veremos gque cumple
las dos propiedades principales, las cuales demostraremos por

induccién.

Primero érobaremos que qa(xl, qlel,..., qk(x) est&n

bien definidos y gue son de grado exacto.

Si k = 0, es evidente que qu(xl es de grado cero.

si k=1,
ql(xl = % - Exi/m,

lo cual estd bien definido y su grado es unb, ahora, suponien
do que Qk_ztx) Y qk_l(xl son de grado exacto &k - 2 ¥y

R - 1 7respectivamente, entonces, la definicién
U () = xq 1 XY = opqy g ey Bra1 %2 K1
hace claramente a quxl de grado exacto k.

Demostrar gue

<Qi' Qj> = 0' para i ?P j’



es equivalente a demostrar gue

<q§_r QiI} = a

si £ < &, para cada &,
si & = 0, no hay nada que demostrar.
si & =1,

<Q,q> = <x =~ a_,I> = <x,1> - <&1,1>

= <x,1> - a1<1,l>

<x,1>
= <x'1> -

<1,> =0
<1,3>

Supongamos ahora que es cierto hasta £ - 1, entonces
Qo1 = Xy T %1 T b1 %2r Tx-1”

= X 10 %1” T NS T B2 W™

<XQy_1,2,>
<xq . q S - k=1’ Tkl <q »Q >a=
k~17 g1 Z 5 -1 k-1
' w1’ %

por la hip6tesis y por la definicién de a,-

Por Gltimo si L < & ~ 2

LI FE R PP ERL M S PORL PO YL Fig
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= SXQp1095” 7 10957 7 B2 ep0 47
= <ka_1 .Qi>
vor la hipStesis de induccibn, pero

X 1,23 = <@y _;r%q;>

Quoy Ut g0 97t

i

8i<Qk_1:Qi_1> = (
ya que £ < k-2 y por la hip6tesis.

Algunas Modificaciones

Si en lugar de usar (2.13} para calcular Bk' utilizamos la for

na alternante

3

(1) B = <Qs 2,7 /<Qp 158 1>
} . :
la obtencidn de los polinomios ortogonales, se simplifica aGn més.

Pues, no necesitamos cakmlar<qk, qk> debido a que este producto intg

rior se calculé para oy - Para poder hacer esto, veremos gque

<XQp,Qy 12 = <Qur 2,7
k? k-1 kK

Por un lado tenemos que
n
<xquL ;> = E X9 txgle (xg)
=
= 3E; 4 lxyingae (x4l

= Sy Xy

v por el otro tenemos que




S > T Xy T %y T B 19>

L L ST P TN Tl - PP RS DY S

Sy Xy >

Otra modificacibn es gue en lugar de usar la expresién (2.5)

ara calcular a. , usaremos la forma equivaiente
! B Sl TR LT A Y Mg

equivalente, ya que

<qk7y - Pk-—l> <qkry> - <qkppk_1>

- k-1
< > - I a.<q,,q.>
| TR LT

f

<q,,9>

La forma (3.2) para calcular a se comporta mejor numerica-

k’
Lnte, pues se esta calculando de tal forma que la expresibn

_1{xl + aqu(x[ se aproxima a Yy lo mejor que se pueda, esto es,
£ escoge a, tal que el t&rmino aumentado aqu(xl reduce el error

- P_y{xl tanto como se pueda.

‘'La Gltima modificaciéna que harémos serid al calcular gs,i = 0,1,

..k, que neo lascalcularémos con la f6rmula recursiva.

2 2 .
re1 = LUm=k-11/ 0y = e, 1<9,,4,>1 /(m-k-2),

ipesar de ser una de las ventajas principales de los polinomios or

jogonales, debido a que no nos proporciona la informacién necesaria
i
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rara poder inferir acerca del grado adecuado, ya que, en algunos
casos estas o, son negativas, como podemqs aéreciar en 05 Y O¢
221 ejemplo 3. Y tampoco nos proporciona la informaci&n necesa-
ria para saber mas o menos cuantos dfgitos correctos tenemos en
los coeficientes del polinomio ajustado, pues notamos que en los
4 ejemplos el nfmero de digitos correctos no coincide, ni se apro
xima, con el nGmero de digitos correctos gque predicen las o, ade
cuadas. Para comparar esto tomemos el ejmplo 1 en donde el nGme-—
ro de dfgitos correctos es de 9 y G, nos indica que tGnicamente
tenemos 4 6 5.

Las o, calculadas con la f£6rmula recursiva y utilizando los
mismos ejemplos del capitulo‘1 se encuentran en la siguiente hoja

Y los coeficientes se encuentran en la tabla 3.2.
Por lo tanto, preferimos utilizar la f£6rmula directa

a? =1 : y. - P (x )Zl/Cm—k-Zl
kt+l i=1 91 k+1 771

para calcular Osr L= 4a,1,..., k, pues a pesar de que el ntmero
de operaciones es mayor, nos proporciona una medida del error més
fidedigna wel ajuste realizado. 1lLas G calculadas directamente

se encuentran en la tabla 3.1.

Algoritmo en Lenguaje Informal

A continuacibn presentamos un algoritho en lenguaje informal
gue calcula el polinomio Pk(x) de mejor grado, tomando en cuenta

las modificaciones que acabamos de realizar. Donde Pk(X) es una
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EJEMPLO I

LAS SIGMAS AL CUADRADDO SON?

2.,05765312500E4+03 3.45881250004E402
4,65661287310E-09 $+43271501861E-09
EJEMPLO 2

LAS SIGHMAS AL CUADRADO SON:

?.35795300000E1+06 2.78527773334E1+06
5.88342858888E+03 1.91529391878E-00

EJEMPLO 3

LAS SIGMAS AL CUADRADD SON3I

?2.40715860400E+11 = 3,26684768532E+11
2,59801743153E409 2.759342076546E+07
-8.72154017896E1+00

EJEMPLO U

LAS SIGMAS AL CUADRADRO SON?

3.16548749316E+14 1.72187948113E+14
1.20763721352E+4+13 1.37906423491E+12
1.66113138172E+09 7.70182701220E+04

8.820058924872E1+03

1+208356250045E+01

2,83912200012E+05

2,29835510254E-05

4,91504262045E+10
-8.,14010416472E400

$5.88504882768BE+13
7.70981547648E+10
8.,08551234984E1+03
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combinacién lineal de los polinomios ortogcnales generados por la
relacidén del tercer t&rmino de recurrencia.

N

Dados los puntos (xi,yi), £ = 1,2,.;., m y Epsilon, y definien
do los polinomios q_1(xl =0 ba quLx) = 1, para peder hacer uso de
la relaci6n de recurrencia. Este algoritmo determina el grado ade-

2

cuado (k&), uir L= 1,2,... kA, Bi' L= 0,1,...,kA-1, éi Y Uir

L =0,1,...xA.
1)| Para £ = 1,2,...,m
1) p; +— Q0

2), q; 1

m
2) Wy ;Z4;Y;

m
3) w — glq

4) 6 —— wo/w00

0
2 s 2
5) qo e i‘:':l (yi-PEO) /(m-1)
2 2
6) o) +—— ;E; xq;/ Wy,

7) By +e— O

8) y,.,+— (xi;ailqi

9)} Para k = 1,2',..‘j.~,’ m=-3

a :
— y?
s i
,ovimlos

2) woo
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PR

4)i:;i l

BEE o

7)

8)

9)

6) |- ¢Bs o

”‘Ng_mf ' 2
= 3Z,(yy - PET/ (m-k-1)

2
k

>0 2 ci_ll < Epsilon ?

k
1) kA +— k (grado adecuado)

2) Alto

o < 3E1%:95 [ Wag

B = wp/Waq
Para £ = 1,2,...,m
Vopy 4

2 a3 Ty

3) vy e (xy =)y - B8P

b 8

Algoritmo 1.
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Representaci®n en Base Canbnica

Debido a que la gente no estd muy familiafizada con lé re-
presentacifn de un polinomio como combinacién lineal de polinomios
ortogonales (base no, usual)l y por el hecho de poder analizar mis
claramente los resultados obtenidos con el ajuste de polinomios
ortogonales es preferible expresar estos polincmios como combiné—

cién lineal de potencias de x. Esto es, pasar de

Para hacer esta transformacifn, utilizaremos la misma ecua=—=
cibn recursiva (2.11) con la que calculamos los polinomios ortogo

nales:
(3) - g (x) = xq;_,(x) = a;q; ;) = B; ,q. ,(x).

Comoc el conjunto de todos los polinomios de grado < n cons
tituye un espacio vectorial, podemos representar cualquier polino
mioc de grado n como un vector con n + 1 componentes, esto ess

n+1

(ao,al,..., an) € R donde a, es el coeficiente de xl, £L-= 0,1,

aeey N.
Entonces, si definimos

(1,0,...,0)

qo(x)

Y Ql(x) = ("ulal,-vo)



Yy como ya conccemos el grado adecuado, CF Bi Y &i f&cilmente po-
drémos obtener su representacidn en potencias de x, ya que para ob
tener los siguientes polinomios ortogonales solo basta aplicar 1la
ecuacifn (3.3), donde para terner xqi_l(x) Gnicamente es necesario
recorrer las componentes de ”qi_l(x) un lugar a la derecha y hacer
cero la primera componente, multiplicar qi_l(x) por - a, ¥ mgltg
plicar qi_z(x) por - Bi—l Yy sumar componente a componente a com-—
ponente estos 3 vectores. Despu&s multiplicamos cada polinomio:
ortogonal por su respectivo coeficiente (61) y asi, al sumar com-—
ponente a componentce todos los vectores, obtenemos la representa-

cibén en base candnica.

A continuacifn presentamos un algoritmo en lenguaje informal

ve lleva a cabo lo descrito en los parrafos anteriores.

Dados kA » 1 (grado adecuado), agr £L=1,2,... KA, Bi' L= 0,1,
ysee KA - 1, ¥y Si’ £=20,1,...,... kA. Transforma el polinomio or
ogonal a la base canbnica.

l) qo e (llol" .z 0)

2) Ql o ("Glpl’up 0)
3) POLX «—— §,q, +3,q
4)| Para £ = 2,3,...,KA

1Y gq.

i T (0 gy y)

2) ay Ty = 238501 - By 1%

3) POLX «— POLX + qui

Algoritmo 2.
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Los algoritmos 3.1 y 3.2 estén codificados en un programa en
lenguaje Algol como los procesos APOVCM y TRANSF respectivamente,
y se encuentran en el apéndice III. En este programa también se
incluyen otros dos procesos que son: PRODIN, que calcula el produc
to interior de 2 vectores y, HORNER, que eval@a el polinomio en
n puntos por el-método de Horner. ILa codificacién fué hecha en al
gol Gnicamente por tener la ventaja de poder declarar los arreglos

variables.

Cambio de Intervalo

Sabemos que los polinomios ortogonales son de grado exacto,
esto es,

qu(x) = Ynx“ + potencias menores, con Y # 0. Y que los erro

res en un sistema punto flotante son sensibles al redondeo, enton-

ces, al evaluar qn(xi) y al calcular los productos interiores <qn,
n
Qn> (que son necesarios para obtener oo Bn_1 Y Sn), si x; es "gran

de" los errores tienden a "dispararse" segGn n vaya creciendo, o
sea, que si'xi € [ax,bx) donde ax 6 bx es "grande" los errores se
rdn mayores mientras el grado del polinomic ajustado sea mayor. '
Por esta razén, decidimos cambiar al intervalo [ 0,1] donde este
error es menor debido al sistema punto flotante. Entonces trans-—--
formaremos las abscisas del intervalo [ax,bx]. al intervalo [0,1],
esto es, en vez de tener datos (xi,yi) para x; € [ax,bx] , tendré--

mos datos (ti, yi) para ti € [0,1), o sea,



T: x € {ax,bx] -+ ti € (0,1}

T(xi) = ‘ti

Donde ademds, T es invertible

Tl ¢, € (0,10 ~ x; € [ax,bxl

-1 _
T (ti) = X,

Nuestro polinomio quedarfia como

o
v i
P (T(x)) = P ) = iZ0%5* _

donde a;.. no necesariamente es igual a a;, pero 'podriamos aplicar

1 para obtener 4;, esto es,

n .

i
=X a.
i=p%iX v

-1
P77 ) = P (x)

aungque esta dltima transformacién no la realizaremos.

En vista de esto; se probaron en el intervalo {0,1] los mis-
mos 4 ejemplos para el mismo nGmero de puntos pero con las y; ge-
neradas en este intervalo, con los 3 cédigos, los resultados se en

cuentran en sus respectivos apéndices.

En los m&todos del capitulo I notamos gue en los ejemplos 1 y
2 los resultados son casi los mismos, pues mientras en el interva-
lo {0,1] son mejores los coeficientes de grado menor, en el inter-
valo [2x,bx}l son mejores los de grado mayor, en los ejemplos 3 y 4
1os'coe£icientes mejoran en el intervalo { 0,1} ,utilizando OECUMP ¥

SOLVE- aunqgue en el ejemplo 4 la g adecuada nos indica que debemos
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tener 6 6 7 digitos correctos y en algunos coeficientes solo tene~
mos 3, Yy en el ejemplo 4 utilizando CHOLY lnos indica que la matriz
no es diagonal dominante, esto se-'debe a la gran cantidad de opera-

ciones gque tenemos gque gfectuar.

En el método de polinomios ortogonales, notamos que los coe-
ficientes de los ejemplos 1 y 2 mejoran un poco, pues no hay mucha

diferencia, pero en los ejemplos 3 y 4 tienen una gran mejoria.
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Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4
Fatarvalo {0,5l] fo,L0] [{0,20] [0,10]
Nirnero
ae 11 . i1 21 21
buntos
I
rncremento 0.5 1 1 0.5
Sq 2057.653125 9357953 9.407158604 | 3.1654874931§
% 10it x 101
3.26684768539 1.7218794811
[o 1 345.881249998 2785277.73334 11 14
x 10 x 10
Gj 12.0656249999 283912.200005 {4.91504262143 | 5.88504882696
x 100 x 1013
g 8.59936964808 5883.42857216 12.59801744 1.20763721286
3 x 10~ 9 13
x 10 x 10
g 9.33776620824 1.74339709336 {2.75934285613 1.3790642284
4 21 -16 7 12
x 10 x 10 x 10 x 10
g 2.07571268252 |8.8807516896 7.70981480872
5 -16 -12 10
x 10 x 10 x 10
9% 9.18407316504 | 1.6611244137
x 1072 x 10°
oy 7.69436097648
X 106
08 2.21919588399
x 10-8
.4 09543
oy 2.4206450954
H x 10

TABIA 1
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Ejemplo 1

TABLA

2

Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4
‘| Real] Calculado Realf Calculado Real Calculado Realy Calculado
a, <1 | -1.00000000001 -1 {-1.00000002133 1| 999999521414{ -1 | —999944717653
a, 2 | 200000000024 -4 1-3.99999999379 1| 999997636651] -1 | ~.99998809841
a 0 | ~123691279441 3 | 100000000252 1} .00000102946 1 { 999819103969
2 -9
x 10
a, 1 1 1..0000000001 -1 |-1.00000000084 1| 999999861848 0 | 1.46830326869
. I §
X 10
e, 1 | 100000000006 1} Lonooooooggt} -3 | -3.00005034329
Gg 1 | 999999999814 5 | 50000091922
ag -2 | -2.0000G6093009
a, =3 | -2.99999995122
La 1 | 999999098274
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Comentarios

Para darnos cuenta del grado mExime en el cual el polinomio
nosAproporcinna un ajustce “adﬂguado”,'se tomarcon polinomics al --
azar (coeficientes generados aleatoriamente), 51 abscisas iguail
mente espaciadias en el intervalo {0,1] y se evaluaron estos poli-
nomios en cada abscisa X5 para tener las ordenadas (yi). Se empe
26 generando un polinomic de grado 9, después un polinomio de gra
do 10 y asI.sucesivamente hasta uno de grado 18, en donde nos di-
mos cuenta que el ajusté ya no era_ adecuado, pues nos indicaba que
el grado adecuado era 17, de aqul, que nuestro c6digo nos indica
una prediccidn de grado correcto hasta 17, pero en la mayorfa de
los coeficientes del polinomio ajustado de grado 17 habfa errores
de algunas decenas. Alrcomparar el ajuste de grado 16, notamos en
algunos coeficientes errores devqnidades, en los ajustes de grados |
14 y 15 tenemos cuando menos un digit;‘;;;;;éto en los coeficien--

tes, en el de grado. 13 cuando menos 2 y en el de 12 cuando menos 3.

Entonces, podemos decir que tenemos un "buen” ajuste hasta un
polinomio de grado 13, aceptable para 14 y 15 y malo a partir de
16.

Una desventaja que tenemos al usar el intervalo [0,1] para gra
dos altos, es que la ¢ adecuada no nos indica el nfimero de dfgitos
correctos, ya que en todos los polinomios generados al azar, seg@n
la 0 adecuada deberfamos tener 8 6 9 digitos correctos y por ejem-

plo en el de grado 17, la mayorfa de los coeficientes no tienen ni
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uno, la principal razfn de esta discrepancia es debido a la transg
formacitn del polinomio como combinacifn lineal de polinomios or-
togonales a potencias d&= x, pues el ntmero de operaciones que se
efectfian para esta transformacién es de 3(n+1) (n+2) /2-8 multipli
caciones y el mismo nGmeroc de sumas, o sea, que para un polinomio

de grado 15 se requieren 400 multiplicaciones y 400 sumas.

Se probaron los mismos polinomios generados al azar con el
mismo c6digo, pero utilizando doble precisién y los resultados ob
tenidos nos indican, que para el ajuste de datos por medio de poli
nomios ortogonales no es conveniente el uso de doble precisidn,
pues a pesar de que la prediccién del grado correcto aumenta en ung

los coeficientes son casi los mismos que al utilizar precisibén sim

ple.

Todos los ejemplos de este trabajO'ﬁueron probados @inicamente
~con una computadora Burroughs B6700, éue trabaja un sistema punto
flotante normalizado en base 8, con 13 digitos y exponentevmayor o
. igual que -51 y, menor o igual que 77.
. En el apéndice 1V, se presenta un listado en Fortran y em Algol
de un método para gene:ar‘nﬁmeros normalmente distribuidos. bos cua
la2s se utilizan para pertufbar los oréenes de los ejemplos del ap&n-

dice I ¥ del apéndice IIXII.
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10000
10100
10200
10300
10400
10500
10600
10700
10800
10900
11000
11100
11200
11300
11400
11500
11600
11700
11800
11900
12000
12100

12200

12300
12400
12500
12600
12700
12800
12900
13000
13100
13200
13300
13400
13500
13600
13700
13800
13900
14000
14100
14200
14300
14400
14500
14600
+

APENDICE I

o A L R A R e e L e h L AL S L LRI K AL UL ALL L LA AALLL AL
Cx ESTE PROGRAMA RESUELVE EL FPROBLEMA DE AJUSTE DE DATOS POR
Cxk MEDNIOD DE LAS ECUACIONES NORMALES. EN LA MATRIZ A& GUARDA-
Cx HMOS LA MATRIZ XX Y EN EL VECTOR B EL VECTOR X’'Y, COPIAN-
Cx noLAS EN LA MATRIZ C Y EN EL VECTOR D' RESPECTIVAMENTEs PA
% 4 RA LLAMAR A DECOMF Y SOLVE: YA QUEs» SI NO SE HACE ASI, SE
Cx PERDERIA ESTA INFORMACION Y SE TENDRIA QUE CALCULAR A Y B
Cx FARA CADA GRADOQ., Y DE ESTA FORMA SOLO SE NECESITA CALCU-
CxX LAR LA ULTIMA COLUMNA DE A (COFIANDOLA EN EL ULTIMD REN-
Cx GLONY Y EL ULTIMO ELEMENTO DE B.
CXx
INTEGER IFVT(22)
REAL A(22,22),B(22)yC(22,22)y0(22)sE(10) s X(22),Y(22)
REAL WORK{(22)» V{22),F(10),TEMP1{22) ,TEMP2(22)s INC
NDIM=22 '
¥ LEE M(NUHWERO DE PUNTOS) Y DELTA(CANTIDAD FPARA
Cx DECIDIR CUANDO DETENER EL PROCESO) .
- READ(S» /XM, DELTA
Cx LEE LAS ABSCISAS DATOS.
READ(S»/) (X(I)y I=1sM)
Cx LEE LAS ORDENADAS DATOS.
READ(Sy/) (Y(I)s I=1sM)
Cx IMPRIME LOS DATOS.
CWRITE(S621)
WRITE(S622) (X(I)yI=1sM)
WRITEC(6+3) .
WRITE(652) (Y(I),I=1,M)
Cx IMICIALIZA LAS VARIABLES,
K=0
¥YI=0,0
51IGMA1=0.0
DO 10 I=1-M
B(I)=0.0
n¢(1)=0.0
TEMP1(1I)=1.0
DO 10 J=1,M
A(I+I)=0,0 T
10 C(I,J)=0.0 ‘ v '
Cx CALCULA LAS ECUACIONES NORMALES DE GRADO O.

Cx

ng 20 I=1i-M4

20 YI=YI+Y(X)

B{(1)=YI/M
CALCULA SIGMA CERO.
0o 30 I=1i,H

30 SIGMAL=SIGMALIH(Y(I)~B(1))%Xk2

SIGHAL=8SIGHAL/(M-1L)
MI=0



14700
14800
14900
15000
15100
15200
15300
15400
15500
15500
15700
15800
15900
14000
14100
16200
14300
15400
14500
14500
14700
14800,
14900
17000
17100
17200
17300
17400
17500
17500
17700
17800
17900
18000
18100
18200
18300
18400
18500
18600
18700
18800
18900
19000
19100
19200
19300
19400
19500
19500
19700
17800
*

Ck
Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx.

Cx

Cx

A(lyl)=M
D(1Y=R(1)
B(1l)=YT
WRITE(&24)
CALCULDS GENE
ALMACENA LOS
40 DO SO0 J=1,K+
SO0 FdddI=Dcd)
R=K+1

CAL,(:ULA Ko fm cmﬁfw
g 9o J=1sKex

IF (J+MI-1.

_73;

RALES,
CDEFICIENTES DEL GRABO ANTERIOR.

NE.K> GO TO 70

. DO 60 II=1+M
60 TEMP2(IXI)=TEMPI1(II)

70 D0 €0 I=1sM

TEMPL(I)=TEMPL(I)XX(I)
80 A(JRK+1I=ACIyK+1Y+TEMPI(I)

COFIA LA ULTIMA COLUNMNA DE A EN EL ULTINMO RENGLON.

D0 920 J=1sK

20 A(K+1s I=ACIK+L)
CALCULA EL ULTIMO ELEMENTO DE R.

*+ DO 95 I=1sM

235 EB(K+1l)= B(K+1)+Y(I)*TE“P”(I)
COPIA LA MATRIZ A.
BO- 85 J=1sK+1
D0 85 L=1r,K+1
85 C(hLI=ACIYL)
COFPIA EL VECTOR B.
DO 75 J=1sK+1

75 DAH=B))

LLAMA A DECOMP FPARA HACER LA ELIHINACIDN GAUSIANA¢

CALL DECOMP
IF (COND, E

LLAMA A SOLVE PARA HACER LA SUSTITUCION RECURSIVA.

(NDIMsK+1,CsCONDs IPVT s WORK)
. .1E33) GO TO 35

CALL SOLVE(NDIM'K+1sCsDIPVUT)

INVIERTE EL ORDEN DE LOS COEFICIENTES CALCULADOS»

DO 45 I=1,K
ECI)=D(K+2-

&5 YCII=0
LLAMA A HORNE
CALL HORNER
CALCULA SIGMA
DO 55 J=1rM
55 SIGHAR=SIGHM

SIGHMAZ2=SIGH
DIF=ARS(SIG

+1
I

R PARA EVALUAR EL FOLINOMIO.
(XrVrEyMsK+1)D . .
I,

AZHCY (D) -V (I I %k%2
A2/ (M-K-1)
HA2-SIGMAL)

COMFARA LAS SIGHMAS.,
IF (DIF. LE. DELTA)GO 7O 25

IF (SIGHAZ2

GT. SI16MAL1> GO TO 15

SIGHAL1=SIGMA2

SIGHA2=0.,0
IF (K. GE.

10 GO TO 2S5



14700
14800

14900
15000
15100
15200
15300
15400
15500
15500
15700
15800
15900
16000
16100
15200
14300
16400
16500
16500
16700

Cx
Cx

Cx

Cxk

Cx

14800

146900

17000
17100

17200

17300
17400
17500
17600
17700
17800
17900
18000
18100
18200
18300
18400
18500
18600
18700
18800
18900
19000
19100
19200
19300
19400
19500
19600
19700
19300

cx .

- -

All,10=M
D(1>=B(1)

BC1)=Y1
WRITE(S:24)

CALCULOS GENERALES.
ALMACENA LOS COEFICIENTES DEL GRARC ﬂNTERIDR.
40 10 S0 J=1sK+1
S0 F(J)=D(D)
K=K+1
CALCULA LA ULTIHA COLUHNA DE A.
10 80 J=1rsK+1
IF (JiMI~1. NE.K) GO TO 70
. DO 60 TII=1,M
&0  TEMP2(ID)=TEMP1(II)

70 @0 80 I=1sM

TEMPL(I)=TEMP1(I)XX(I)
80 A(JyK+1)=A(SyK+1I+TEMPL(I)
COP%A LAJU%TéﬁA COLUMNA DE A EN EL ULTIMO RENGLDN.
=1lr
20 AK+L»I=A(JsK+1)
CALCULA EL ULTIMO ELEMENTD DE B.
+ DO 920 I=1sM
b 45 B(K+1)“B(K+1)+Y(I)#TEHP°(I)
COPIA LA MATRIZ a.
DO-85 J=1sK+1
DO B L=1rK+#1

85 ©(JyLI=A(IIL)

cx

Cxk

Cx

Cx

COP1A EL VECTOR B.
. DO. 75 J=1sK¥1
75 D(II=B(J)
LLAMA A DECOMP PARA HACER LA ELIMINACION GAUSIANA.
CALL DECOMP(NDIMsK+1sCsCOND»IPUT s WORK) -
IF (COND. EG. .1E33) GO TO 35
LLAMA A SOLVE PARA HACER LA SUSTITUCION RECURSIVA.
CALL SOLVE (NDIMsK+1sCrDsIPVUT)
INVIERTE EL ORDEN DE LOS COEFICIENTES CALCULADOS.
DO 65 I=1sK$1
E(I)=D{K+2-1)
65  WLI)=0
LLAMA A HORNER FARA EVALUAR EL POLINOMIO.
€ALL HORNER(XsVUsEsMsK$1)
CALCULA SIGMA I.
DO 55 J=1sM
55  SIGMA=SIGMAZE (Y (JI-U(JIYI%k2
SIGMAR=SIGMA2/ (H-K-1)
DIF=ARS(SIGHA2-SIGMAL)
COMPARA LAS SIBMAS.
IF (DIF. LE. DELTA)G0 TO 25
IF (SIGMA2. GT. SIGMA1Y GO TO 1S5
SIGMAL=SIGHA2
SIGHA2=0,0 ‘
IF (K. GE. 10) GO TO 2S
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19900 MI=MI+1 ;

20000 DO 4S5 I=1,M

20100 A5 TEMP1(I)=TEMP2(I)

20200 C¥ = REGRASA PARA HACER LOS CALCULOS DEL GRADO SIGUIENTE.

20300 GO TO 40
20400 Cx  IMPRIME RESULTADGS.
203500 35  WRITE(S6s5OK
20600 60 TO 12
20700 25 UWRITE(6126)
0800 G0 TO 12
20200 . . 15 URITE(6¢7)
21000 12  URITE{(6s,8)K-1
21100 Cx IMPRIME SIGMA I.
21200 ) WRITE(Sr?)SIGHAL
21300 Cx IMPRIME LOS COEFICIENTES.
21400 . WRITE(Sr11)
21500 WRITE(Ss2) (F(L)sL=1¢K)
21600 1 FORMAT(/s5X»s "LAS ABSCISAS DATDS SQN" 7Y
2. FORMAT(3G21.11)-
3 ‘FORHAT(/vSXr’LﬁS ORDENADAS DATOS SON:®»/)
4 FORMAT(/»SXs"CRITERIO SELECCIONADO *»
~*"PARA DETERMINAR EL GRADO:"»/)
‘5; FORMHAT(/s5Xs LA MATRIZ ES SINGULAR PARA K= *,I3)
. &  FORMAT(/s10X:* ISIGMA I — SIGMA I+1li<= DELTA*)
7 FORMAT(/s10X»"SIGMA TI+1>SIGMA I*) ’
8 ~ FORMAT(/s5X» "EL GRADO ADECUADO ES:",IS)
? . FORMAT(/+SX»>"'SIGHA AL CUADRADO ES:*®,621.11)
. 11 FORMAT(/»SX»"L0S COEFICIENTES SON"»
~*"(DE GRADO MENOR & MAYOR)!®,/)
CALL EXIT
END

CRALLALALLALAURL LA LLTILT 7/7ZZZZZZZZZA/ZZZZ~ZZ£7777Z7Z/ZZZ/VA/Z//727
. SUBROUTINE HURNER(X:Y:E;M:NC)

Cx

Cx ESTA SUBRUTINA EVALUA PDLINDHIDS POR EL METORO DE HORNMNER.
cX

Cx : PARAMETROS DE EMNTRADA:

Cx X VECTOR QUE CONTIENE LOS PUNTAS A £VALUAR.
Cx E  VECTOR CON LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO.
Cx M- NUMERG DE FUNTOS.

g: NC MUMERO DE COEFICIENTES.

C%x . PARAMETRO DE SALIDAS

CX Y VECTOR GQUE CONTIENE EL POLINOMIO EUALUADD.

X
DIMENSION X{M)rY(H4)sEINCY
DO 100 I=1sM
YCIY=E(1)
DO 100 J=2,NC

100 YCI)=(Y (I AX(I)I+ECS)

RETURN
END




Ck¥%

Cx
CxK
Cx
Cx
Cx
Cx
CX
Cxk
Cx
CX
Cx
Cx
CXx
CX
Cx
Cx

Cx
Ck

X
Cx
Cx

Cx

Cx

Cx

CxX

Cx

L R LA K AN AT AL LT UL L L LA LLL LA XL R LA LKL L LA R LA LSS KL AATLL
SUBROUTINE DECOMP(NDIMsNrsAsCONDy IFVT;WORK)

ESTA SUBRUTINA HACE LA ELIMIMNACION GAUSIANA CON PIVOYEO

PARCIAL Y ESTIHA EL NUMERO DE COMDICION. N ES EL ORDEN DE
LA MATRIZ, A DE ENTRADA CONTIENE LA MATRIZ A SER TRIANGU-

LARIZADA Y DE SALIDA LA MATRIZ YA TRIANGULARIZADA Us Y EN

LA PARTE INFERIOR CONTIENE A LOS MULTIFLICADORESs EL VEC-
TOR IFVUT GUARDA EL NUMERO DEL REMGLON PIVOTE Y EN EL ULTI
HO ELEMENTO (IPUTC(N)> UN 1 O UN -1, DEPENDIENDO DEL NUME-

RO DE INTERCAMBIOSr WORK £S UN VECTOR QUE SIRVE PARA GUAR
DAR ALGUNAS YARIABLES QUE UTILIZA.

: FARAMETROS IDE ENTRADQ:
A MATRIZ QUE CONTIENE X‘X.

NDIM DIMENSION DE LA MATRIZ A.
N DIMENSION DE LA MATRIZ U.

PARAMETROS DE SALIDAS

4 £8 LA PARTE SUPERIOR CONTIENE LA MATRIZ U.
COND  NUHERO DE CONDICION.

IPVUT VECTOR QUE CONTIENE LOS RENGLONES PIVOTE.
WORK PROFORCIONA ALMACEN DE TRABAJO.

DIMENSION AINDIM»1)»IPVT(N) s WORK(N)
IPVT(N)=1
IF (N, EQ., 1} GO TO 45
NMi=N-1
CALCULA LA NORMA DE A.
ANORM=0.0
DO 20 J=1sN
T=0.0
DO 10 I=1,N

10 T=T+ABS(A(I»J))

20

30

40

IF (T. GT. ANORM) ANORH=T
HACE LA ELIMINACION GAUSIANA CON PIVOTEOQ PARCIAL.

DO 70 K=1sNM1

KP1=K+1
ENCUENTRA EL PIVOYE.

M=K

D0 30 I=KP1.N .

IF (ABS(A(IsK)). GT. ABS(A(MK))) M=I
S IPVT(K)=M '

IF (M. NE. K) IPVT(N)=—-IPUT(N)

T=A(MsK)

AMKI=A(K>K)

A(KYRKI=T

IF (T. EQ. 0.0 60O TO 70
CaLCuULA LOS HMULTIPLICADORES.

DO 40 I=KP1s+N

A(IyK)=—A(IKI/T

INTERCAMBIA Y ELIMINA POR COLUMNAS.
DO 460 J=KP1,N
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203200 T=A(Mr J)

30400 ANy D =AK, D)

30500 AHKe =T

30400 IF (T. EQ. 0.0) GO TO &0
30700 DO 50 I=KPi,N

30800 SO0 A(Iy )= A(IvJ)Pé(Ivh)XT
30900 &0  CONTINMUE

31000 70 CONTINUE
31100 Cx RESUELVE A’Y=E.

31200 DO 95 K=1sN

31300 T=0.0 :
31400 IF (K. EQ. 1) 6O TO 90
31500 KMi=K-1

314600 DO 80 I=1,KM1

31700 80 T=TH+A(I,KYSWORK(I)
31800 ?0 ER=1.0

31900 - IF (T. LT. 0.0) EKs=1.0
32000 IF (A(KsK). EQ. 0.0) GO TO 35
32100 95 WORK(K)=-CEK+T)/A(KsK)
32200 DO 75 KB=1,NM1
32300 =N~KE
32400 T=WORK (K)
32500 KPL=K+1
32600 D0 85 I=KP1sN
32700 85 T=T+ACI,K)XWORK(I)
32800 . WORK(K)=T
132900 M=IPVYT(K)
33000 IF (M. EQ. K) GO TO 75
33100 T=WORK (M)
33200 WORK (M) =WORK (K)
33300 WORK(K)=T
33400 75 CONTINUE
3500 YNORM=0.0
33500 - PO &5 I=1sN _
33700 65 YNORM=YNORM+ABS CMORK(T)) |
33800 Cx  LLAMA A SOLVE PARA RESOLVER AZ=Y.
33900  CALL SDLUE(NDIM-N:A;UDRK:IPUT)
34000 ZNORH=0.0
34100 70 S5 1o1.8
34200 55 . ZNORM=ZNORM+ABSC(WORK(I))
34300 €%  ESTIMA EL NUMERD DE CONDICION.
34400 - COND=ANORHXZNORM/ YNORM
34500 IF (COND. LT. 1.0) COND=1.0
34500 RETURN
34700 45 COMD=1.0 :
24800 IF (A(1s{). NE. 0.0) RETURN
34900 35 COND=1.0E32
35000 RETURN
35100 END
35200 CHXLLLLLALLAN LY AL AL L L AL SELLAAL LSS LA LA LTS KL LALALAT L AT LS LALLLATe
35300 SURROUTINE SOLVE(NDIHsNsA»By IPUT)

35400 Cx ESTA SUBRUTIHA HACE LA SUSTITUCION HACIA ATRAS, ESTO ES»
%



1333500
35500
357900
35800
25900
35000
346100
356200
36300
35400
36500
36600
356700
36800
3469200
37000
37100
37200
37300
37400
37500
375600
37700
37800
37900
38000
38100
38200
38300
38400
P 38500
38600
38700
38800
38200
32000
39100

Cx
Cx
Ck
ck
Cx
Cx
%
Cx
Cx
Cx
Cx
C¥
C¥

Cx

C¥

10

20

30

RESUELWE EL SISTEMA AX=Bs PERO ANTES REALIZA LAS OPERACIO

NES QUE HIZO COM LA MATRIZ A AL VECTOR B. A ES LA HATRIZ
OHTENIDA POR DECOMF, EL VECTOR B TIEME DE ENTRADA AL VEC-

TOR XY Y DE SALIDA LA SOLUCION DEL SISTEHNA.

PARAMETROS DE ENTRADA!
A CONTIEME & LA MATRIZ U.
HOIM  DIMENSION DE L& MATRIZ A,
N DIMENSION DE LA MATRIZ U,
B YECTOR CON EL LADQ DERECHO @ DEL SISTEMA.

FPARAHETRO DE SALIDAS
R VECTOR CON LA SOLUCION DEL SISTEMA.

DIMENSION ACNDIM»1)sB(M)»IPVT(N)

HACE OPERACIOHES CON B,

IF(MN, EQ. 1) GO TO 30
NM1=N-1

Do 10 K=1,NM1-
KP1=K+1 )

. M=IPVUT (KD

T=B(M)

B(M)=B(K)

B(K)=T

DO 10 I=KP1i,N
BCI)=RC(IYHACT KIXT

HACE LA SUSTITUCION HACIA ATRAS.

D0 20 KB=1rNM1
KM1=N-KB

K=KM1+1
B(K)=B(KIY/A(KsK?
T=-B(K)

0 20 I=1s-KM1
B(I)=R(IYFA(IsKIXT
B{(1)=B(1)/A(1y1)
RETURN

END .

39200 O L U L e L R L L LA RLUR LA AL AR AL AL UKL LN LA L LS LR LLL ALY
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EJEMFLO 10

LAS AESCISAS DATOS SON;

G, 0.50000000000 1.00000000090
1,5005000000 2,0000000¢00 2.5000000000
3.0000000000 3.5000000000 4.0000000000
4,5000000000 5.,0000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON?

-1.0000000000 0.12500000000 2.0000000000
5.3750000000 11.000000000 ‘ 12.525000000

©32.000000000 48.875000000 71.000000000
99.125000Q00 134.00000G00

CRITERIO SELECCIONADO FARA DETERMINAR EL GRADO!

{SIGMA I — SIGMA I+1i<= DELTA
EL GRADO ADECUALG ES: 3
SIGHA AL CUADRALD ES: L 478169856S2E~17
' LOS COEFICIENTES SON(DE GRADD MENOR A MAYOR 3%

~0.99929999844 é.0000000036 —.27216899141E-08
1.0000000004



EJEHFLO 2%

LAS ARSCISAS DATOS SON:

0. 1.0000000000 2.0000000000
3.0000000000 4.0000000000 5.0000000000
6.0000000000 7.+.0000000000 - 8.00000600000
?.0000000000 10.000000000

LAS ORDENADAS DATOS SONG

-1.0000000000 -2.0000000000 11,000000000
68.0000060000 223.00000000 554.00000000
- 11863.0000000 2176.00006000 3743, 0000000

&6038.0000000 925%9.0000000

CRIfERIU SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO?

1SIGMA I - SIGMA I+1:{=‘DELTA
EL GRADO ADECUADG ES? 4
SIGMA AL CUADRADO ES: »26400122850E—-11
LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYOR !

-0,99999727883 -4.,0000043531 3.0000013579
—~1,000Q00001460. 1.0000000050



EJEMFLO 33

-85~

LAS ARSCISAS DATOS SON:

0.
3.0000000000
640000000000
9 .0000000000
12.000000000
15,000000000
18,000000000

1.,0000000000
4.,0000000000
7+0000000000
10.000000000
13.000000000
16.000000000
19.,000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON3

1.0000000000
364.00000000
9331.0000000
66430.,000000
271453.00000
8136156.00000
2000719.,0000

6+.0000000000
1365.0000000
194608.,000000
111111.,00000
402234,00000
1118481.0000
2613660.0000

2,0000000000
$.0000000000
8.0000000000
11.,000000000
14.000000000
17.000000000
20.000000000

63.000000000
3906.0000000
37449.000000
177156.00000
579195.00000
1508598, 0000
33468421,0000

CRITERIO SELECCIONADIO FARA DETERMINAR EL GRADO:

SIGMA I+1>SIGHA I

EL GRADO ADECUADO ES?

SIGMA AL CUADRADO ES?

(&)

+24231509664E-04

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADG MENOR A MAYOR):

0.99216991470
1.0008173053

1.01564238944
0.99995441372

0.993915626830
1,0000008981



EJEXPLO 4&:

-86~

LAS ABSCISAS DATOS SON:

0.
1.3000000000
3.000000Q000
4,5000000000
&.,0000000000
7.3000000000
?.0000200000

©.500Q0000000
2,0000000000
3.5000000000
5.0000000000
4.5000000000
8.0000000Q000
2.5000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON?

-1.0000Q00000
-25.878906250
-481.00000000
47A453.855469
781517.00000
S$760025.7774
27910565.000

-1.3320312500
-143.00000000
1724.0898438
1387469 .00000
1617636.,0742

10113079 .000
44284275.496

1.0000000000
2.5000000000
4.0000000000
5,5000000000
7 .0000000000
8.5000000000
10.000000000

-3.0000000000
—-412.61328129
12555.000000
347620.30859
3135747.0000

17083696.043
6847008%.000

CRITERIO SELECCIONADD PARA DETERMINAR EL GRADO!

SIGMA I+1>SIGMA I

EL GRADD ARECUADO ES? 8

SiGMA AL CUADRADD ESS

11.5708484445

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYOR)?Z

0.38278308264
=37 .943550584
=1 479959541490

-23.,220667147
6.7101983090
-3.0113471122

| 41,.233851734

'3,1378520200
1,0002632021



EJEMPLO 12

LAS ARSCISAS DATOS SON!?

0. 0.10000000000 Q.20000000000
0«30000000000 0.40000000000 3.50000000000
Q.50000000000 0.70000000000 ©.80000000000
0.90000000000 1.00000000000, k

LAS ORDENADAS DATOS SON:

-1.000G6000000 ~0,.79900000000 =0.359200000000
-0. 37300000000 —=0.134600000000 Q.12300000000
0,415600000000 0.74300000000 - 1.1120000006

1.35220000000 2.0000000000 -

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO:

ISIGMA I ~ SIGMA I+1i<= DELTA
EL GRADO ADECUADO ES: 3
SIGMA AL CUADRADO ES$ . 1420505449 1E-18

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADD MENOR A MAYOR)

-1.0000000006 2,0000000078 —+19334712548E~07
1.0000000124 -



_ EJEMPLOD 2.

LAS ABSCISAS DATOS SON?

0.

0.30000000000
0.460000000000
0.20000000000

LAS ORDENADAS DATOS

~1.0000000000
-1.9482000000

-2.40464000000
-2.2429000000

0.10000000000
0.40000000000

"0.70000000000

1,00Q00000000
SON?

-1.37209000000
~2.1584000000

-2.4329000000
-2.0000000000

0.20000000000
0.50000000000
0.80000000000

—-1.588564000000
~2.3125000000"

CRITERIOD SELECCIONADG PARA DETERMINAR EL GRADO:

ISIGHMA I — SIGMA I+1!<= DELTA

EL GRADO ADECUADQ ES3 4

SIGMA AL CUADRADO ES?

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENCR A ﬁAYOR)f

~1,0000000012

~0.99999963161 . .

-3.9999999553
0.9999998150S

e 23673159154E-17

2.9999997717

-



 EJEMPLO 3

-89~

LAS ARSCISAS DATOS SON?

o.

0.15000000000
0.30000000000
0.45000000000
' 0.40000000000
0.73000000000
0.90000000000

+S50000000000E-01

« 20000000000
0.35000000000
6.50000000000
0.565000000000
0.80000000000
0.25000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON:

1.0000000000
1.17464571875
1.4275300000
1.8030840425

2,3833600000 .

3.28808359375
4, 6855900000

1.0526315625
1.2499200000
1.5356334375
1.9687500000
2.56416603125
3.6892800000
5.2981621875

0.10000000000

0.25000000000
©.,40000000000

0.55000000000

0,70000000000
0.85000000000

1.00000000000

1.1111100000
1.3330078125
1,6598400000

2.1507096875
2.9411700000

| 4.1523345425
6.0000000000

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO?

tSIGHA I — SIGHA I+1i<= DELTA»

EL GRADO ADECUADD ES: 5

‘SIGMA AL CUADRADO ES?$
LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENDR A MAYOR) ¢

L 0,99999998416
© 1.0000109080°

1.,0000005983

© 0e99998814178

L+ 68004790368E-14

0.99999579453
.1,0000045805



EJEMPLO 4

=G0=

LAS ARSCISAS DATOS SON2

0.

0.135000000000
0.30000000000
0.45000000000
0.60000000000
0.,75000000000
0.90000000000

LAS ORDENAI!'AS DATOS

~-1.0000000000
—-1,128464667132

=-1.2241984900
-1.3043%907828

~1.40049656400
~1.60464910889
~2,1731554900

+S0000000000E-01

0.20000000000
0.35000000000
0.50000000000
0.5635000000000
0.80000000000
0.95000000000

SoN:

-1.0475172211
-1 .15633638400
-1.2516393351
~1.3320312500
-1.4489135742
~1.7360614400
-2.5238893007

0.10000000000
0.25000000000
0.40000000000
0.55000000000
0.70000000000
0.85000000000
1.00000000000

-1.09202522900
-1.19249920654

-1,2780518400
-1.3630375070

-1.51464628900

~1.,91853192586
-3.0000000000

CRITERIO SELECCIONADG PARA DETERMIMAR EL GRADO!

{SIGMA I —~ SIGMA Itii<= DELTA

EL GRADO ADECUADO ES: 8

SIGMA AL CUADRALO ES:

+217822356626E-14

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYOR)!

-0.99999993620

- .54089983916E-03

~1.9971965176

~1.0000071694
~2.9981017011
~3.0013185924

1.0001085609
4,9969075170
1.0002487321



Q000
0100
0200
0300
0400
0500
0400
0700
0800
0900
1000
1100
1200
1300
1400
1500
1500
1700
.1800
1900
2000
2100
2200
2300
2400
2500
L2600
2700
. 2800

.2900
13000

| 3100
;3200
13300

13400°

.3900

.3600

.3700
,3800
.3900
.4000
.4100
.4200
4300
4400
-4500
4600

APENDICE - II -

C*?AZ?”77727A/~mZZAYAZZZﬁXZZZZVYAAZZ??ZZ?ZunZZZVVZ”ZZZ AANLLALE

Cx
Cx
Cx

Cx
Cx

Cx
Cx
Cx

Cx

cx

Ccx

20

30

ESTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE AJUSTE DE DATOS POR
MEDIO DE LAS ECUACIONES NORMALES. EN LA MATRIZ A GUARDA-
MOS LA MATRIZ X’X» COFPIANDOLA EN LA MATRIZ C FARA NO PER-
DER ESTA INFORMACION Y TENER QUE CALCULAR NUEVAMENTE TODA
LA MATRIZ» SINO QUE SOLAMENTE EL ULTIMO RENGLON DE A, Y
EN EL VECTOR B EL VECTOR X’Y. EN ESTE PROGRAMA UTILIZAMOS
EL" METODO DE CHOLESKI PARA RESOLVER NUESTRO PROBLEMA, YA
QUE ESTA DISENADO ESFECIALMENTE PARA MATRICES SIMETRICAS»y
£1. CUAL ES NUESTRO CASO.

DIMENSION A(22,22)sCC22/22) yB(22) 1E(10) X (22D 1 ¥(22)
REAL INC»V(22)2W(22),F(10), TEMP1(22),TEMNP2(22)
NDIN=22

LEE M(NUMERD DE PUNTOS) ¥ DELTA(CANTIDAD. PARA

DECIDIR CUANDO DETENER EL. PROCESO).
READ(S»/)Hs DELTA

LEE LAS ABSCISAS DATOS.
READ(Ss/> (WCIdy I=1sM)

LEE LAS ORDENADAS DATOS.
READ(S»/> (U(I)y I=1,4)

IMPRINE LOS DATODS.
WRITECGs1) -
WRITEC6r2) (W(I)sI=1,M)

WRITEC(Es3) '
WRITEC(S72) (UCI)yI=1,M)

INICIALIZA LAS VARIABLES.,

L YI=0.0
SIGMA1=0.0
PO 10 I=1,M
_BCI)=0.0
X(I)=0.0
. TEMP1(I)=1.0
DO 10 J=1,1

AT II=0.0
10

T¢I I>=0,0 -

CALCULA LAS ECUACIONES NORHALES DE GRQDO o._ o
Do 20 1= IIH
YI=YI4U(I)
BC1)=YI/M )

CALCULA  SIGMA CERUo
0g 30 I=14M
SIGHAI‘SIG“AI+(U(I)-B(1))**2
SIGMA1=SIGMA1l/ (M—~-1) :
MI=0 -
Al(ly1)=M



14700
14800
14900
15000
15100
15200
15300
15400
15500
15600
15700
15800
15900
16000
16100
146200
16300
14400
16500
14600
16700
14800
16900
17000
17100
17200
17300
17400
17500
17600
17700
17800
17900
18000
18100
18200
18300
18400

18500

18600
18700
18800
18900
19000
19100
19200
19300
19400
19500
19400
19700
19800
t

Cx
Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx

Cx
Cx

Cx

Cx

140
S0

60
70

~92=

X(1)=R(1)
B(1)=Y1I
WRITECSs4)

CALCULOS GENERALES.

ALMACENA LOS COEFICIENTES DEL GRADO ANTERIOR.
D0 50 J=1rK+1
F{D=X(D)
K=K+1

CALCULA EL ULTIMO RENGLON DE A.
DO 80 J=1,K+1
IF (J+MI-1. NE. K) GO TO 70
DO 40 IX=1sM
TEMP2(II)=TEMP1(II)
DO 80 I=1isM
- TEMP1(I)>=TEMP1(I) %W (I)

80 AK+I>IDI=AK+L,DHTENPI(I)

90

?S

85

75

&9

COPIA LA MATRIZ A,
DO 90 J=15K+1
‘no 90 I=1,J
C(IrI)=A(IrYI)
CALCULA EL ULTIMO ELEMENTO DE B.
DO 95 I=1M
B(K+1)=B(K+1)+V(I>XTEMP2(I)
LLAMA A CHOLY1 PARA HACER LA DESCOMPOCISION DE CHOLESKI.
CALL CHOLY1(C/yK+1sNDIM;IERR)
IF (IERR. EQ. 1) GO TO S8
LLAMA A SUSADE PARA HACER LA SUSTITUCION HACIA hDELANTE.
CALL SUSADE(C+K+1sNDIM,BrY) :
LLAMA A SUSATR PARA HACER LA SUSTITUCION ‘HACIA ATRAS.,
CALL SUSATR(CyK+1sNDIMr»YrX)
INVIERTE EL ORDEN DE LOS CDEFICIENTES CALCULADOS.
DO 85 I=1,K+1
E(I)=X(K+2-1)
Y(I)=0
LLAMA A HORNER PRRA EVALUAR EL POLINOMIO.
CALL HORNER{(WrYsEsMsK+1)
CALCULA SIGHA I.
Do 75 J=1,M
SIGHMA2=SIGMA2+(Y () -U(J) Ikk2
' SIGMA2=SIGMA2/(M-K-1)
DIF=ABS(SIGMA2-SIGMAL1)
COMPARA LAS SIGMAS.
IF (DIF. LE. DELTAYGO TO 45,
IF (SIGHMA2. GT., SIGMAL) GO T3 35
SIGMAI=SIGMA2 ’
SIGMA2=0.0
IF (K. GE. 10> GO TO S5
MI=MI+1
DO &5 I=1.+M
TEMP1CID=TEMP2(I)
REGRASA PARA HACER LOS CALCULOS DEL GRADO SIGUIENTE.
GO TO a0



12200
200Q0
0190

26509
20540
20700
A0
20909
21000
21100
21200
21399
21400
21500
21500
21700
21800
21900
22000
22100
22200
22300
22400
22500
22600
22700
22800
22900
23000
23100
23200
23300
23400
23500
23600
23700
23800
23900
24000
24100
| 24200
24300
24400
24500
24600
24700
24800
24900
25000
s
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Ci IMFRINME RESULTADOS.
535 WRITECSH,SHK
!-u 25
3 UITEC S S)
LL‘ "'J 29
30 URITELS,7)
25 URIFECSeSIRN—1
C# TM&LIME SIGHA T4
W ITEZ &, 2)5IGMaL
Ck 15 ITME LGS COEFICIENTES.
URITESS11) -
Wil TECLy 20(F(LY s =19 K)
1 FORMAT (/75X *LAS ABSCISAS LATNDS SONI*»/)
2 FORMAT(3521.11)
3 FORMAT(/s3Xs"LAS ORDERADAS LIATOS SONS*"»/)
4 FGRMAT(/»SX+ *CRITERIO SELECCIONADO *«
~-"PARA DETERMINAR EL GRARQ:*»/)
S  FORMAT(/5Xr"LA MATRIZ ES SINGULAR PARA K= *y13)
6 FORMAT(/»10X:"!SIGMA I -~ SIGHMA I+1!<= DELTA")
7 FORMAT(/210X,*SIGMA I+1>SIGMA I®)
8 FORMAT(/+SXs"EL GRADO ADECUADO ES:*,I1S5)
? FORMAT(/»5X»"SIGMA AL CUAIRADD ES:*,G21.11)
11 FORMAT(/»SX»°L0OS COEFICIENTES SON"»
=*{DE GRADO MENOR A MAYOR):!'*»/)
CALL EXIY
END -
CRAULLLAAL L LKL AL AAKLL x?”ZzzZZZZ/?ZZyzzzzzzzzx7z‘&xzzx?zz77777222
SUBROUTINE HORNER{(XrYrsEsMsNC)

cx
C¥ ESTA SUERUTINA EVALUA POLINGMIOS POR EL METODG DE HORNER.
cx

cx FARAMETROS DE ENTRADAS ,

c X VECTOR QUE CONTIENE LOS PUNTOS A EVALUAR.

cx E VECTOR CON LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO.
Cx M NUMERD DE PUNTOS.

Cx NC  NUMERO DE COEFICIENTES.

cx

cx _ FARAMETRO DE SALIDA:

cx Y VECTOR QUE CONTIENE EL POLINOMID EVALUADO.
e _ , )

DIMENSION X(M)»Y(M) E(NC)

Do 100 I=1,M

Y(I)=E(1) .

DO 100 J=2,NC
100 Y(I)=(Y(I)RX(I)I+E(JI)

RETURN

END
ORI LA L AR AL ALK L AR LRI A S AU AL LT AT UL RS AR LA N LA AR L LS AL R AL AL
SURROUTINE CHOLY1(A,NyNDIMsIERR)

Cx
Cx ESTA SUBRUTIMA HACE LA DESCOMPOSICION DE CHOLESKY A LA HA

Cx TRIZ A SI LA SALIDA ES NORMALs EN LA PARTE IMFERIOR IE A



Ck

O C¥

25700
25200
"ir I;}\\c'

260GQ

258800
24200
26300
26400
2WETC
26600
2E700
263050
26900
27000
27100
27200
273¢0
27400
27500
27600
27700
27800
27900
28000
28100
28200
28300
28400
28500
28600
28700
280800
28200
29000
29100
29200
29300
29400
29500
264,00

JCERRAR { %]

PSRN

> Ct

C#*
L%}
C#
Cx
C*
cy
ct
[
cy
Ck
(923

cx
193 4

Cx

cx:

c»
Cx
C%
o 4

3¢ C ¥

SE GUERBR LA MATRIZ L DE LA DESCOMFOSICIOM A=LL’ DE CHO-
LESKI. IERR ES UN FPARAMETRO DE ERROR» SI ES IGUAL A CERO,
LA C‘LI~4 ES HUORMALs ST ES IGUAL A 1» LA MATRIZ ES NO FO-
SETIMG TEFINIDA,. '

FARAMETROS DE ENTRADAL

A AATRIZ QUE CONTIEME X’X.
H GIRCNSION DE LA MATRIZ L.
[IABN GINENSION DE LA MATRIZ A,

FPARAMETROS DE SALIDAZ
A EM LA FARTE INFERIOR CONTIENE LA "MATRIZ L.'
IERR S1 ES CERO LA MATRIZ ES FOSITIVA DEFINIDA»
SI ES UNO NGO LD ES.

DIMEMNSION AC(NIIM.1)
09 S0 L=1sN
IERR=0
CALCULA LDS ELEMENTOS DEL K-ESIMD RENGLOMN HASTA LA
COLUNMNA K-1. .
IF (L. EQ. 1) GO TO S00
Do 300 I=1,L-1
IF (A{I,I). NE, O0.) GO TO 100
WRITE(S6,10)
IERR=1
‘RETURN
100 SUM=0.,0
IF (I.EQ.1) GO TO 300
Do 200 J=1,1-1
200 SUM=SUMtA(IyDIXAC(L,J)
300 ACL,I)=(A(L,I)-SUMI/A(I,1)
IF (L. EQ. 1) GO TO 500
sSuUM=0.0
CALCULA EL ELEMENTO DE LA DIAGDNAL.
DO 400 J=1,yl.-1
400  SUM=SUM+AL, DD XkadlsJ)
IF ¢a{iLsL)-SUM. GE. 0) GO TO 500
WRITE(&L,20)
IERR=1
< RETURN
500 ALsL)I=SART(A(L,L)Y-SUM)
10 FORMAT(/»SX»"ELEMENTO CERO EN LA DIAGONAL®./)
20 FORMAT(/+SXs"LA MATRIZ NO ES DIAGONAL DOMINANTE® /)
FRETURN
END
A R Rt L TR L LR LN AL LA A CL A RL AL LLLAL A LT LRT
SURROUTIMNE SUSADEC(AyMNsyNDIMsByY)

ESTA SUERUTINA HACE LA SUSTITUCION HACIA ADELANTE, ESTO
ES, RESUELVE L¥Y=R DE LA DESCOMPOCISION PE CHOLESKI.

PARAMETROS DE ENTRADAS
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0300 Cx A MATRIZ QUE COMTIENE LA MATRIZ L.

0400 Cx N  DIMENSION LE LA MATRIZ L.

0500 Cx NDIM DIMENSION DE LA HATRIZ A.

04600 Cxk B VECTOR CON EL LADO DERECHO DEL SISTEMA.

0700 Cx .

0800 C¥ FPARANETRO DE SALIDAS

0900 Cx Y VECTOR CON LA SOLUCION DE LA SUSTITUCION HACIA
1000 Cx ADELANTE.

1100 Cx

1200 DIMENSION A(NDIH:I)rB(N)oY(N)

1300 Y{1)=RB(1)/A(1,1)

1400 ; no 200 -I=2,N

1500 ; N0 100 J=1,I-1

14600 100 TEM=TEM+A{(I,J)XY(J)

1700 Y(I)=(RCID)-TEMI/A(I, 1>

1800 200 TEM=0.,0

1900 RETURN

2000 ~ END ‘ B
100 CkxZ 27/777z7zz7zzzz427zzzzxzzzrzrzzzzzz/zzzzy7rzzzzzzzrz >
2280 ox - 'SUBROUTINE SUSATR(ArN:NDIHvY-X)

2300

2400 Cx ESTA SUBRUTINA HACE LA SUSTITUC[DN HACIA ATRAS, ESTO ESy
2500 Cx - RESUELVE L°X=Y DE LA DESCOHPOCISIDN DE CHOLESKI.

700 Cx . PARAMETROS DE ENTRADAS

800 Cx A  MATRIZ QUE CONTIENE LA MATRIZ L.

2900 CX - N DIMENSION DE LA MATRIZ L.

3000 C¥  NDIM DIMENSION DE LA MATRIZ A.

3100 CX Y VECTOR CON EL LADC DERECHO DEL SISTEMA.

3300 Cx = PARAHETRO DE SALIDA! - .
3400 Cx X VECTOR SOLUCION DE LA SUSTITUCION HACIA hTRAS'

3600 . DIMENSION A(NDIM.i).Y(N),xcu)

3700 I=N

3800 XCNI=Y (NI /AN ND

3900 . 100 TEM=0.0

4000 . E=I-1

4100 © DO.200 J=I+1)N

4200 200 TEM=TEM+A(JsIXRXCJ)

4300 XCIY=CYC(I)~TEM) /AT, T)

4400 IF (I. GT. 1) GO TO 100

4500 RETURN

4600 END ,
4700 CRLLLLAZAALAL UL AL LL L EL AL LI KL AL AL AL L AL LA AL XL KLU LK I L ARALLLY,
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LAS ARSCISAS DATOS SONS

0. :
1.5000000000
3.0000000000
4.5000000000

0. soooooooood

2,0000000000
3.5000000000
5.0000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON:

. —1.0000000000

5.3750000000
32.000000000
£9.125000000

0. 1”500000000
11.,000000000

48.875000000.

134,00000000

1.0000000000

2.5000000000

4.0000000000

2.0000000000
19625000000
71. 000000000

' CRITERIO SELECCIONADO FARA DETERWINAR EL GRADO? .

'SIGﬁA 1 - SIGHA If':{=YDELTA

EL GRADO ADECUADO ES? 3 -

SIGHA AL CUADRAHO ES?

21580089043E-146

'LOS COEFICIENTES SONCIE GRADO MENOR a HAan).

—0 99999999412

T0. 99999999877

1.9999299823

».9”363976658E—08
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EJEMPLO 23

LAS AESCIUAS DATOS SONS

Q. 1. 5000000000 2,0000000050
35,00004500000 - 4., 0000000000 3.0000000000
6.,0000000000 _ 700000056000 2.,0000000000
?.0000000000 ’ 10.0000Q0000

LAS ORDENADAS DATOS SONI-

~1.0000000000 ~2.,00000¢0000 11.000000000
68.000000000 223.00000000 954, 00000099
11463.0000000 2176.0000000 3743.0000000
&038.0000000 - FRE2, 0000000

CRITERIO SELECCIONADO Pﬁﬁﬁ'UETERNINQR EL BGRADOZ

ISIGMA I — SIGMA I+1i!<= HELTA
EL GRADO ANECUADO ES: C 4
SIGMA AL CUADRADO ES: P HZL20002488E~-10

1.0S COEFICIENTES SON(DE GRALU MENOR o MAYOR) !

-0.99999271259 -4.000024351949 3.00001 20658
-1.0000012112 1,000C000%4¢ .
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LAS ARSCISAS DATOS SON:

0.
3.0000000000
6.0000000000
9.0000000000
12,000000000
15,000000000
13,000000000

1.0000600000
4.0000000000
7+0000000000
10.000000000
13.000000000
146.0000000Q0
192.,000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON:

1.0000000000
364.00000000
?331.0000000
65430,000000
271453.,00000
8136146.,00000
2000719.0000

6.0000000000
1355.0000000
124608.000000
111111.00000
402234.00000
,1118481.0000
2613660.0000

2.,0000000000
5.0000000000
870000000000
11,0000000600
14.000000000
17.000000G00
20,000000000

63.000000000
37046.0000000
3744%2.000000
177156,00000
579195.00000
1508598, 0000
3368421,.0000

CRITERIO SELECCIONADDO PARA DETERMINAR EL. GRADRO!

SIGMA I+1>8IGMA I

EL. GRAID ARECUADO ES? S

SIGMA. AL CUADRADD ES:

«25119686203E-05

LOS COEFICIENTES SONCDE GRADOD MENOR 4 MAYOR;:

0.99821432199
1.0002475318

1.0043781048

0.+99998568268

0.99824833455
1.0000002899 -
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LAS ABSCISAS DATOS SON:

0.
1.5000000000
3.0000000000
4,5000000000
45,0000000000
7.5000000000
?.0000000000

0.50000000000
2,0000000000
3.,5000000000
5.0000000000
4.5000000000
8.0000000000
?.5000000000

LAS ORDENADAS DATOS SONS

-1.0000000000
-25.878906250
-481,00000000
47453,855469
781517.00000
5760025.7774
27910565.000

~1,3320312500
~143,00000000
1724.0898438
1387569.00000

-1617636.0742

10113079.000
44284275.4%46

1.0000000000
2.5000000000
4.0000000000
5.5000000000
7.+0000000000
8.5000000000
10.000000000

3.0000000000
419.61328125
12555.000000
3474690.320859
3135747 .0000
17083696.043
68470089.000

CRITERIO SELECCIOMNADO FPARA DETERMINAR EL GRéDO:

SIGMA I+1>5IGMA I

EL GRADO ADECUADO ES: g

SIGMA AL CUADRADO ES:

77 . 674855099

LO0S COEFICIENTES SON(DE GRADO HENOR A MAYOR) :

7.2833417417
-223,51580946
-0.11389428544

-154.75073062
79.281305249
-3.1120380064

303.,456463424
-11.4656206279
. 1.,0027190332
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LAS ARBRSCISAS DATOS SONS

0. 0.10000006000 0.,20000000000

0.3000Q000000 0.40000000000 0.50000000000
0,80005000000 0.+70000000000 0.8%000000000
0.,20000000000 1,00000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON:

-1.0000000000 ~0,79900000000" -0 . TP200000000

—-0,37300000000 ~0.134600000000 G.12500000000

0,418600000000 3,74300000000 1.1120000000
1.3290000000 - 2.0000000000

CRITERIO SELECCIONADG PARA DETERMINAR EL GRADO:Z

1SIGMA I - SIGMA I+1i<= ﬁELTA
EL GRARO ADECUADD ES3 3
SIGMa AL CUADRADO ES3 +20655408908E~19
LOS COEFICIENTES SON(DEAGRQDU MENOR A& MAYOR):

~-1.0000000002 T 2,0000000028 s 72407753879E-08
1.0000000047 '
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LAS ARSCISAS DATOS 5ad:

0. - 0.10000000000 ’ 0,206000000090
$e3000000000% 0, 42900000000 Q500002000000
0.4600G000003006 0, 70000000000 0.80000000000
. 70000000000 1.QO000000000

LAS ORDEMNADAS DATOS SOM:

-1.000000000C -1 .3709000000 =1.46883000000

-1,9489000000 o m2.1584000000 =2.3125000000
~Z2.40464000000 =2.4329000000 =2.3323000000
—=2.,2429000000 ) =2.0000000000 ‘ :

CRITERIO SELECCIOMADD FARA DETERMINAR EL GRADO:

{STGHA 1 - SIGMA I+1i<= DELTA

EL GRADO aDECUADD ES: 4
SIGMA AL CUADRADO ES3 +446100489SBE-17

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADD MENOR & MAYOR :

—1.0000000009 L m3. 9999997 4ES 2,999?997!42
~0. 9299951947 . QLPPRPFTILET T : i
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LAS ABSCISAS DATOS SON?

07

9.15000000000
0.,30000000000
0.45000000000
0.60000000000
0.75000000000
0.20000000000

«50000000000E-01

200020006000
Q.35000000000
0.50000000000
04+63000000000
0.80000000000
0.25000000000

LAS ORDENADAS DIATOS SON?

"1.0000000000
1.1764571875
1.,4275300000
1.8030840629
2.3833600000
3.2880859375
4, 6855900000

1,0526315625
1.2499200000
1.953046334375
1.9487500000
2.6415603125
3.6892800000

- Ge29816218735

0.10000000000
0.25000000000
©.40000000000
¢.55000000000
0.70G000000000
0.85000000000
1.00000000000

1.1111100000
1.3330078125
1,6598400000
2.146070946879
2.9411700000
4,15233585625
6,0000000000

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO!

1SIGMA T - SIGMA

El. GRADO ADECUADO ES? S

. SIGMA AL CUADRADDO ES?

I+11a= DELTAH

+635815681153E-17

LLOS -COEFICIENTES SON(ILE GRADOQ MENDR A MAYOR):

0.99972992498
1,000003287S

1,0000001854
0.599995645971

0.99999871331
1.0000013501
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LAS ABSCISAS DATOS SONT

00

0,15000000000
0.30000000000
0. 45000000000
0.460000000000
0.75000000000
0.20000000000

LAS ORDENADAS DATOS

-1.0000000000
-1.,132865667132
=1.,2241984900
~1.3043907898
-1.4004966400
-1.5605649210889
~-2,1731554900

«50000000000E-01

0,20000000000
0.35000000000
0.50000000000
0.465000000000

0.80000000000

0.95000000000
SON?

-1.0475172211
~1.146235638400
-1,2516393351
~-1.3320312500
~-1.,4482135742
-1.73560614400
-2.52388923007

0.10000000000
0.25000000000
0.40000000000
0,.55000000000
0.70000000000
0.85000000000
1.00000000000

-1.0902522900
-1.19499204654
-1.2780518400
-1.3630375070 -
-1.51446628900
-1.921853192586
-3.0000000000

"CRITERIO SELECCIONADD PARA DETERMINAR EL GRADO!

LA MATRIZ NO ES DIAGONAL DOMINANTE

LA MATRIZ ES SINGULAR PARA K= 9

EL GRADBO ADECUADO ES3 8

SIGMA AL CUADRADO ES?

. 65834797785E-12

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYDR)?

~0.,299999274%8

-.20480688541E~01

-1,8278087363

~1.,0001416179
-2.9246331042
-3.10205604582

1.0027649168
4.8475454186
1.0247116969,



APENDICE 111

KARLR IR AL L XL RL UL L LIS RREALUKL LS L LR L LT LA H LR LK LR KNI R KSR I RLLELLZL
BEGIN
FILE ENT(KIND=REMOTE)3}
FILE SALCKIND=REMOTE)?#
INTEGER KrsMrHsKA»NC?
REAL DELTA?
LEE K(GRADO- MAXIMO DEL FOLINOMIO)»,» M(NUMERO DE
PUNTOS) Y DELTA(CANTIDAD PARA DECIDIR CUANDO
DETENER EL PROCESO).
READCENTy /+KsMsDELTA
SE EMPIEZA UN SEGUNDO BLOQUE PARA PODER TENER ARREGLOS
VARIABLES .

MNNN

NN

BEGIN
ARRAY FsXC13M1, CLO3KIs SIGMACO:K+11r ALFAsBETALOIKI,
EL1:K15
e e e S s e S 2
REAL FROCEDURE PRODIN(M»A»E);
COMMENT$ * ESTE PROCESO EFECTUA EL' PRODUCTO INTERIOR O ESCALAR
DE DOS VECTORES.

FARAMETROS  DE ENTRAIDA:

M DIMENSION DE L.0S VECTORES A Y B.
ArB  ARREGLOS UNIDIMENSIONALES CON LOS CUALES SE
REALIZA EL PRODUCTO INTERIOR,

PARAMETRO D E SALIDA:
FRODIN CONTIENE EL PRODUCTO INTERIOR DE A Y B.

INTEGER M3
ARRAY ArBL115
BEGIN
INTEGER J3
FRODIN:!=03
FOR J:=1"STEF 1 UNTIL M DO
FRODIMN:=%+ALJIXRL.JI3
END FPRODINS
LA NN AL RLRU LKLY ARK YRR L LR RE AU LRI L AL LLRR ALK DL L LTLRTZ
PROCEDURE APOVCM(MyKA»DELTA)FrX»SIGMAsALFAYBETAYC) #
COMMENT! ESTE FROCESO AJUSTA UN POLINOMIO ORTOGONAL A UN CON-
JUNTO DE DATOS VIA MININMNOS CUADRADOSs UTILIZANDO LA
FORMULA DE RECURRENCIA DEL TERCER TERMINO. Y ENCUEN-
TRA EL GRADIO ADECUADO DEL AJUSTE.

PARAMETROS DE ENTRADA?
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147090 M NUMERO DE FUNTOS DADROS.

14800 K GRADD MAXIMO DEL FPQLINOMIOC.

14900 DELTA CANTIDAD PARA DECIDIR CUANMNDD SIGHACDJ+H13

15000 —-SIGHALJ] ES DESFRECIARLE.

15100 X ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE ARSCISAS DATOS.
13200 F ARREGLO UNIDIMEMSIOMAL DE ORDENADAS DATOS,
15300

15400 PARAMETROS D E SaL I DA
15500 ’ .

15500 KA GRATDO DEL POLINOMIO ADECUADO.

15700 SIGMA ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE LAS SIGHAS AL CUADIRALO.
15800 ALFA ARREGLO UNIDIMENMSIONAL CON LAS ALFAS.

15900 RETA - ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LAS RETAS.

156000 c ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE LOS COEFICIENTES DEL
16100 FPOLINOMIO.

16200 H

16300 INTEGER MrKAj

16400 REAL DELTAj}

186500 ARRAY F+XC11, SIGMAsALFA,BETA,CLO1}
16600 BEGIN

16700  INTEGER Ji

15800 REAL WI,WII,WHHS

16900 ARRAY P»Q:R+S,PE,FMPELCL1IMIS

17000 Z -DEFINE a-1 Y Qo,
17100 FOR Ji=1 STEP 1 UNTIL M DO
17200 BEGIN

17300 FLJ1:=07}

17400 QLJIi=1}

17500 END;

17600 Z CALCULA Co.

17700 WIi=FPRODIN(MIQsF ¥
17800 WIII=FRODIN(M»QrQ)5F
17900 CCOJ:=WI/WITIs

18000 % CALCUL A SIGHAa O,
18100 FOR J!=1 STEP 1 UNTIL M DO

18200 BEGIN

18300 ) FELJI=CLO]}

18400 FMPELJI¢=FLJII-FPELJL}

18500 SIGMALO]:=k+FMPECJIKFMPELCJ]S
18600 END? .

18700 SIGHALQI!=SIGMALCOI/(M-1)}
18800 FOR Ji=1 STEP 1 UNTIL M DO

18900 SLJ1=XLJIXQCII}

‘9000 2 CALCULA ALFA 1.
7100 ALFALO1:=FPRODIN(Ms»S,Q) /WIL;
9200 % DEF INE BETA O.

19300  BETALO1:=03%

19400 % CALCUL A 01,

19500  FOR Ji=1 STEP 1 UNTIL M DO

19400 RCJI1=(XLJI-ALFALOD) 3

19700 FOR Ki=1 STEF 1 UNTIL M-3 DO
19800 I CALCUL A CK.
3
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19900 REGIN

20000 WHHI=WIX;

20100 UII.—PRODIN(M;R;R);

20200 WI=PRODIN(MsFMFEsR}

20300 CEKI=WI/WIIL}

20400 % cAaLCULA SIGHMA K.

203500 FOR Ji!=1 STEP 1 UNTIL & DO

20600 BEGIN

20700 PEEJJ:=*+(CEK]*RCJJ);

20800 FMPECJIIS=FLJI-FELJI}

20900 SIGHAEK] =X+FFMPECJIIXFMPELJ DS

21000 . ENIt

21100 SIGMALKI{=SIGMALKI/(M-K-1)}

21200 % COMPARA SIGHMAS.

21300 IF SIGMALK] GTR SIGMACK—-11 AND SIGMALKI LSS .18-18
21400 OR ABS(SIGMALKI-SIGMALCK-11) LEQ DELTA
213500 THEN

21600 BEGIN .

21700 Kal=K=-14

21800 Ke=M—-275

21900 : END

22000 ELSE

22100 BEGIN

22200 % CALCULA ALFA I.

22300 FOR Ji=1 STEF 1 UNTIL M DO

22400 SCJ1:=XLJIRRLID$

22500 ALFALKI!=PRODIN(M»S+R) /WIL}

22600 % caLCcuULA BETA K.

22700 BETALK] :=WII/WHH}

22800 % REASIGNA VALORES Y CALCULA QK+1,
22900 FOR Ji=1 STEP 1 UNTIL M DO

23000 BEGIN

23100 PLJ31=QECJ433%

23200 - QLJ1=RCJD;

23300 o RLJII=(XLII~ALFALKI) XQLJI I~ (BETAEKJ*PCJJ):
23400 ENDF -

23500 END¢

23600 END3

23700 % IMPRIME RESULTADOS.

23800 WRITE(SALs<l/»*EL GRADO ADECUADO ES:*sXSrIS»/>1KA)}

23900 WRITE(SALs</»"LAS SIGMAS AL CUALRADO SON!*>)¢

24000 WRITE(SAL </ »3(E21, 11),7F0R J3=0 STEFP 1 UNTIL KA+l [0
24100 SIGHALJT)

24200 WRITEC(SAL»</+"LAS ALFAS SON:I*>)}

24300 WRITE(SAL »</»3(E21,11)>yFOR J:=0 STEP 1 UNTIL Ka-1 IO
24400 ALFALJ]) 5

24500 WRITE(SAL»</»*LAS HETAS SON:">);} -

244600 WRITE(SAL </ +s3(E21,11)>sFOR J31=0 STEP 1 UNTIL KA-1 LO
24700 BETACJ1) ;

24800 WRITE(SALy</y"L0S COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON:*>);
24900 WRITE(SAL»</sy3(E21.11)5>>FOR Ji=0 STEF 1 UNTIL KA DO CLJT)F
25000 END AFOQVCH?

# .
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L R R A R A T R R AR AL Al K LKA U R UL ISR UK LR AR N LR S LT KL RLRLT LKL
FROCETDURE TRANSF(KArALFAYRETA»C) 5

COHMENT: ESTE FROCESO TRANSFORMA El. POLINOMIO ORTOGONAL AJUS-
TA'O A LA BASE CAMONICA,» ESTO ESs A POTENCIAS DE X.

FARAMETRZOS I E ENTRADA

KA GRADO DEL FOLTINOMIO ADECUADO.
ALFA ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LAS ALFAS.
RETA ARREGLO UNIDNIMENSIONAL CON LAS BETAS.
c ARREGLO UNINIMENSIONAL CON LOS COEFICIENTES DEL
FOLINOMIO ORTOGONAL.

INTEGER KAj
ARRAY ALFAS>EETA,CLOI;
REGIN
[OUELE ARRAY P,QsPOLXCOIKAJ,RLOIKA+135
INTEGER LsI;
% INICIALIZA LAS VARIABLES.
FOR L$=0 STEP 1 UNTIL KA DO '
BEGIN
PLL1!=03
arL1:=0;
POLXLL1$=0
END3
PLOTz=1}
QLOTs=-ALFALOJ}
Qr13s=1; :
POLXLO1$=CLOI+CL1IXQLOT}
POLXC113=CL12} ' ' . o
% REASIGNA VALORES Y TRANSFORMA EL POLINOMIO ORTOGONAL DE
% GRADO I+1.
-~ FOR It=1 STEP 1 UNTIL KA-1 DO
BEGIN
RCO1:=0; . v
FOR.L:=0 STEP 1 UNTIL I+1 DO
BEGIN .
RCLI¢=¥-(ALFALII¥QCLI)~(BETALII¥PCLLI)
POLXCLI$=k+(CCI+1IXRCLID G
REL+13:=QCLI}
PLLI:=QCLT;
QCLI:=RCLI}
ENI'5.
END; _ : A
WRITE(SAL»</y* POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X'»
*(UE GRADD MENOR A MAYOR):*>)}
WRITE(SAL»,</y3(E21.11)>» FOR L3:=0 STEP 1 'NTIL KA DO
POLXCLI)§ ' _
ENIl TRANSF;
KAALAALLA KL LAALLLLL AL LRSS T AL LKL A TI LKL AL LXK AR LA LK LT XA LK
FROCEDUSE HORNER (XrFsEsMsNC) §
COMMENT: ESTE FROCESO EVALUA MEDIANTE LA REGLA DE HORNER.



30300
30400
30500
30400
30700
30800
30200
31000
31100
31200
31Leo
31300
31560
L1500
31700
31309
31900
32000
32100
32200
32300
32400
32500
32600
32700
32800

32900 .

33000
33100
33200
33300
33400
33500

C 33590

33700

336800

33900
34000
34100
+
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PARANXHETROS D E ENTRAAD AL

X ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LAS AKSCISAS DATOS.

E ARREGLO UNIDIMENSIONAL COM LOS COEFICIENTES DEL
FOLINOMIO.

M NUMERO DE PUNTOS.

C . NUMERO DE COEFICIENTES.

PARANETRDO nE S ALTIDA?

F ARREGLDO UNIDIMENSIONAL COM LAS ORDEMADAS DATOS.

-

} 4

ARRAY XsFL13sEL135
INTEGER MrMNC#
REGIN
INTEGER LsIf
FOR L!{=1 STEP 1 UNTIL M IO
"BEGIN .
FLLI:=ELC107
FOR I:=2 STEP 1 UNTIL NC IO
FLLIS=(FLLIXXLLIY4ELI]’
END -
ENDI HORNER#
RUR LS NS AL LA LA AL L LKL LU LS LA LA TR ZALA///IZZZA//////A7ZI
ra LEE L OS DATOS,
READ{ENT:/»FOR Ht=1 STEP 1 UNTIL M DO XLH1»>3
READCENT/»FOR Ht=1 STEPF 1 UNTIL M DO FLHI2>?
4 IMFRIMNMNE LS DATO S,
WRITECSALy</+*LLAS ABSCISAS DATOS SON:*»)i
-~ WRITE(SAL»X/»3C(E21.11)>FOR Hi=1 STEF 1 UNTIL M DO
XLH3)$ : .
URITE(SALy</»"LAS ORDENADAS DATOS SON:I*>)s
WRITE(SALy</3<E21,11)>yFOR H$=1 STEP 1 UNTIL ¥ IO
. FEHI)F
AFPOVCH(M KA DELTAF s XySIGMAYALFAsBETAC) 5
" TRANSF (KAsALFABETA,C) ¢
END;
END.



EJEMFLO 12
LAS ARSTISAS DATOS SON:
00
1.352000000000E+00
3.00000000000E+00
4.30000000000E+Q0
LAS ORGEMADAS DATOS SONM2
~1.0C030900000E+00

5. 37350000000 0E+0D
3,20000000000E+01

[ IEaCe

PeFI250000000E+01

EFL BRADO ADECUANO ES:

Las

2.05743312500E4+03
8.599369464808E-21

LAS ALFAS SON:
2.50000000000E+00
LAS BETAS SON:
O.
COEFICIENTES

3.83750000000E+01
1.00C00000001E+00

-105-

9,00000050000E-01
2,00030000000E+00
3.50000000000E+00
5,000Q0000000E+00

1.25000000000E-01
1,10000000000E+01
4,8875000Q0000E+01
1,34000000000E+02

3

SIGMAS AL CUADRADO SON!

3.45881249998E+02
P¢33776520824E-21

2,350000000000E+00

2.50000000000E+00

DEL FOLINOMIO SON:

2,952000000000E+01

FOLINOMIO EXFRESADQ EN FOTENCIAS DE X (DE

-1.00000000001E+00
1,00000000001E+00

2.,00000000024E+00

1,00000000000E+00
2.,50000000000E+00
4.00000000000E+20

2.00000000000E+0Q0
1.286250000000E4+01
7.10000000000E+0Q1

1.2058586249999E+01

2,350000000000E+090
1.923000000000E+00Q

7+30000000000E+00
GRADO MENOR A MAYDR):

~1.,23691279441E-10



EJEMFLO 2

L.AS ABSCISAS

ol

3.00000000000E+00
&£.0000G0000000E+0O
?.00CC0000000EH00

LAS DRDEMADAS DATOS SON:

~1.+0000000000CE+00
6.80000000000E+01
1,146300000000E+03
4.03800000000E+03

EL. GRADO ADRECUADDO ES:

DATOS SON?

-110

1.00000000000E+00
4,00000000000E+00
7+00000000000E+Q0
1.00000000000E+01

=2.00000000000E+00
2,23000000000E+02
2,17400000000E4+03
9. 25900000C00E+03

4

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON:

2+ 35795300000E1T06
$5.8834285721&E403
L.AS ALFAS SON:

S5.00000000000E+00
S.00000000003E+00
LAS BETAS SON:

00
7.199999999222E4+00

LOS

2.11200000000E+03
1.90000000003E+01

FOLINOMIO EXFRESADO EN FOTENCIAS DE X (DE

~1.00000002133£+00
-14,00000000084E+00

2.78327773334E104
1.74332709336E-16

5, 00000000000E+00

1.00000000000E+01

COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON?

7+89200000000E+02
1.0000000000&E+00

~3.999999993735E+00
1+.00000000006E+0C

2,0000000000CE+00
5.00000000000E+00
8.,00000000Q00E+00

1.,100000C0000E+01
3.34000000000E+02
3.74300000000E+03

2,83712200003E+05
2.07571268252E~16

. 5.00000000000E+00
7.80000000000E+00

1.63000000000E+02
GRADD MENOR A MAYOR):

3.00000000252E+00



EJERFLO 32

LAS AERSCISAS DATOS SON:

LAS

(o

3. Q00000Q0000EF00
G, COD00000000EHOG
G AGUOT000TOOELQO
1, 203000000C00E+01
1., 8300030C000E+Q 1
1.800200Q000GE+01

ORDENALDNS [MTOS SON3

1+ 00000000Q00E 00
3+ &A0Q000QO00E+F02
G, 33100000CO0E+G3
6. 6430000CO0QE+0O4
2,71433000000CE+05
8.13815000000E105
2,00071200000E+06

EL GRALD ADRECUADO ES

-11d-

1, 90000000000RE+0Q
4.0000000300G0E+D0
7400004000 00CEFOD
1.0C000000000E401
1.300C000CO0QESDT
1:40000000000E+D1
1.90000G000000E+D1

5. 00000000002E+30
1.3465000000QCE+D3
1.96080000003E+04

- 1.11111000C0CE+QS

4, 02234000000E+D5
1.11848100000E+06
2.61365000000E+D6

£

e

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON:

LAS

LOS

FOLINOMIO EXPRESADOD EM FOTENCIAS DE X (DE-

?.407158460400E+11
2,59801744000E4+09
?.18407316504E~12
ALFAS SON?

1.00000000000E+01
P.9999F299992E+GO

BETAS SONZ

0.
2.77714285718E+01

3:26468476853PE+21
2, 7593428551 3E+07

1.00000000000E+01
P P99P999PPP2E+CO

T+ 66606560 H5AEFDL
2.469841269835E:01

COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON:

» 2396033333S5E+05

1., 16165555550E403

P.F9929521414E~01
?.99799851848E-01

1.27957514283E+05
5.0999999090.35 501

F.PPIPTETHSGLE-DL
1.0000000C0581E+00

2.00000000000E+00
5.00000000000E+C0O
8.00000000000E+00
1.10000000000E+01
1,40000000000E+01
1.70000000000E+0O1
2.00000000000E+01

4.30000000000E+01
3. 2C80C000000E+O3
3.73490000000E1+04
1.7715600000QE+03
3.79195000000E+05
1.3503859800000E+046
3.35842100000E+04

4,?1504262143E4+10
8.8307515894CE~12

1.00000000001E+4+01

2.921333333331E+01

1.54031428573E4+04
?.779999998146E-01

GRADDO NMENOR A MAYOR)

1.000600102948E+00
P, 9995999981 4E-01



EJEMFLO 4%

LAS ARSCISAS DATOS SONT

Oa

1.50000000000E40C
Z2.00000000000E+90
4, 50000000000E+00
6.+ G0000000000E+00
7+ 3000000000 0E+00
?.00000000000E+00

LAS ORDEMNADAS DATOS SON?

=1.00000000000E+00
~2.58789062500E4+01
~4.81000000000E+02
4.74538554688E4+04
7.+81317000000E+0S
T.760025777346E+06
2.79103650000E+07

EL GRADO ADECUADD ES!

-112-

5.00000000000E-01
2,0000000000GE+Q0
3.50000000000E+00
5.00000G00000E+00
44+30000000000E+00
8., 00000000000E+00
?+50000000000E+00

-1.33203125000E+00
-1.43000000000E+02
1.72408984375E+03
1.387469000000E105
1.61763607422E406
1.011307920000E+07
4,42842754961E+07

8

LAS SIGMAS Al CUADRAND SON:

. 3.165487493146E1+14

«207637212846E413
1.656112441370E+09
2.42064509543E-08

ALFAS SON:

S.,00000000000E+00
5.00000000004E+00
4.999999999297E+00

LLAS BETAS SON:

0. ,
6.94285714288E4+00
&6,37237762232E+400

8,55732132480E4+06
2.,961927931183E+05

6.A42233333344E4+02

FOLINOMIO EXPRESAID EN

LIEENATVLITAG3E-OL

TR LBERE-0S
i S TROT7ERO0O

1,72187948110E+14
1.37906422814E+12
7.6%4360975648E+06

5. 00000000000E+00
4,99999992997E+00
5+ 00000000006E+00

P4 1868666656664E+00
4.74603174592E+00
4.15641025432E+00

COEFICIENTES DEL FOLINOMIO SON?

3,.98660352277E4+06
5.28234534070E+04
3.70000000078E+01

FOTENCIAS DE X (LE
-?.97988078410E-01

=3, 000035034329E+400
~2.9999279312284+00

1.00000000000E+00
2,5000000000CE+QO
4,00000000000E+00
5,50000000000E+00
7.00000000000E+00
8.50000000000E+00
1.00000000000E+01

~3.00000000000E+00

~4.19613281250E4+02
1.25550000000E+04
3.474690308594E+05"
3.13574700000QE+04
1.70836960430E+07
6.84700820000E+07

5,885048824696E+13
7.70981480872E+10
2,219195988399E~08

4,29999999793E+00
5.,00000000009E+00

7.28333333544E400
5.56565656568E400

1.258613941089E+06
6. 96384615392E+03
?.99999998974E-01

GRADO MENOR & MAYOR) 2

?.9281910390FE-01
5.00000912220E4+00
7 L.PPIPRRFEFTTAE-D]



EJERFLO 13

1.LAS ABSCISAS DATOS SOM?

o

2.59999599009E—01
$,00000000000E~51
$.,00000000000E-01

“LAS DRIENADAS DATOS SONG

=1.,000000G0Q00E~+GO
=3.73000000003E~01
F,15372999999R7E-01
1.52899299979E+00

EL GRAID ADECUADRDO ES:

-113-

1.00G0000C000E~-01
4.000Q00002000E-01
7.00002000000E-01
1.00000000000E+00

=7 +22000000000E-01
-1.35999999999E~-01
7 +43000000000E~-01
2.00000000000E+20

3

LAS SIGHAS AL CUADRADG SON:

9.42973000008E~01
1.29069717723E—27

ALFAS SONS
5.00000000000E~01
LAS BETAS SON:
O

2.,74999999998E~-01
1.000000000C1E+00

2.21354000010E-02
1.45987576253E-22

4.99999999994E-01

1.00000000001E~¢t

COEFICIENTES DEL FOLINOMIO SON?

2,92800000000E+00

2,00000G00001E-01
5.00000000000E-01
8.G0000000000E-01

~-5.92000000000E-01
1.2500000000CE-01
1.11199999999E+00

7.72200000024E-04

5,00000000005E~01

7799F992IPPP2E-02

1.50000000004E+00

FOLIMOMIQ EXFRESADD EN FOTENCIAS DE X(DE GRADO MENOR A MAYOR):

-1,00000000000E+00
1.00000000001E+00

1.,99999999997E+00

2.000888343%0E~11



ENEMELE

]
.

LAS ARSCISAS NATOS SON!
Q.

2. FFTIRPPFPPFE-0OL
6.00000000000E~-01
F+00000000000E-01

LAS ORDENALAS DATES SONT

~1,00000000000E+00
-1.74890000000E+00
~2.4063999999FE+400
-2.24%220000000E+00

EL GRADO ALECUADD E£S3

LAS SIGHMAS

2.17695433999E-01
S.8B83428376T56E-05

ALFAS SON:

3.,00000000000E~01
4.2999929929980E-01
LAS BETAS SON?

0?
7.20000000000E-02

-114-

1.00000000CG00E-01
4,00000000000E~01
7+00000000000E-0L
1.0690C000000E+00

-1.37089%99792E+00

~2.158420000000E+00

-2.,43290000000E+00
~2.00000000000E+00

4

AL CUADRADID SON:

1.01427993333E-01
1.,76465197345E-22

492999999276 E~-01

1.00000000001E-01

L0S COEFICIENTES DEL FOLINOMIO SON:

~1.99470000000E+00
P.99999999260E-01

~-1.07200000000E+00
1,00000000044E+00

2,00000000001E~0Q1
9.00000000000E-01
8.000000G60000E~01

-1.4685840000001E+00

| —2,31250000000E+00

—2.38240000000E+00

8,23479999940E~-04
2.11758235314E-22
5.00000000005E-01

7.799999999925—02

3.25000000001E+00

POLINOMIO EXFRESADO EN FOTENCIAS TE X(DE GRADNO MENOR A MAYOR):

2. FIPIPPOFIR7E~OL
~1.300000000920E+02

~4,00002000013E+00
1.00080000044E400

3.00000000080E4+00



EJEMPLO 32

L.AS

AESCISAS DATOS SON:

O.

1.30000000000E~-C1
Z.PRFTRR99RPRE~OL
5. ATPEIPPVIRE-D1
S.000000000002-01
Z+30000000000E-01
?.03000000000E-01

ORTDENADAS DHTOS SOMN:

1.0000000C000ELCE
1.,17645718750E+00
1., 4275%000000E+00
1,.80Z084042530E+00
2,383340000Q01E1+00
3.28808593750E+00
1. 568558999299 E+00

EL GRADO ADECUADO ES?

-115-

5.00000000000E~02
2,00000000001E-01
3,30000000000E-01
5,00000000000E~01
6.,5000000CG000E~01
$,00000000000E~-01
9+.30000000000E-01

1.052531586250E+00
1.,24932000000E+00
1.53563343751E4+00

. 1.94873000000E+C0

2,641656031250E+C0
3+ 48728000001E+0Q0
95.29816218748E+C0

o
=

LAS SIGMAS AL CUADRATO SON:

LAS

L.AS

LOS

2.22348331 858E+00
4,73720223392-04
1.82452409393e-22
ALFAS SONI

5.00000000000E-01
4,99999999995E-01

BETAS SON?T

[
6,24285714288E-02

2,82441207588E-01
2,5672487076539E-06

4,99999999998E~01
9+00000000002E-01

?.136656666464E~-02
6.74603174600E-02

COEFICIENTES DEL FOLINOMIO SON3

2+50277708334E+00
5.801368888886E+00

4.492366926430E1+00
3.50000000043E+00

1.000000000CG0E-O1
2,50000000000£~01
4.00000000000E-01
5.50000000000E-01
7+00000000000E~-01
8.50000000000E-01
1.00000000000E+00

1,11111000000E+00
1.33300781250E4+00
1.65984000001E+00
2.1607098B8731E+00
2.74116999F99E+C0
4,15233805250E4+00
6.000000000300E+00

1,86501012749E~-02
1.69627170948E-22

S5.00000000002E-01

7.28333333328E-02

$.06875000000E+00
1.00000000121E4+00

FOLINOMID EXPRESADO EN FOTENCTIAS DE X(BE GRADO MENOR A MAYOR)!:

7 FP99P9P9PFEE-01L
1.0000000013%E+400

9.99999999992E-01
?.79P99P927610E-01

?.99999999829E-01
1,00000000121E+00



EJE

LAS ARSCISAS DATOS SON:

A5 ORUENADAS DATOS SON:

FL

LAS

LOS

POLINONMIO EXFRESANO EN

MFLO a3

Q.

1.30000000Q00E~01
2. P9999999999E~01
4449999 PFI9L-01
$.00000Q00000E-01
7.+.50000000000£~01
700000000 000E-01

-1,00000000000E+00

=1 1284665671 324E100-

=1, 2241984F000KE400
-1.,30439078981E+4+00
=1.90042884000E4+00
=1.460464%108887E400
~2.17315549000E4+00

Sivaln ADECUALO ES:

~-116~-

3.00000000000E~02
2. 00000060001E~01
3.500G0000000E-01L
5.00000000000E~-01
4+ 500000C00000E-01L
8.00000000000E-QL
%.50000000000E-Q1

—1+04751722108E+00
—1.,146334383929FE+00
—1.25163233513E+90
—1.33203125000E+00
-1.44891357413E+00
—-1.,7360614379PE+00
—2.52388B930072E+00

8

SIGHAS AL CUADRADND SONZ2

2.62182903445E~-01
3,12301256648E~03
1,27961389211E-08
T.00019468832E~-22
ALFAS SON?

5. 00000000000E-01
4.99999999995E-01
3, 00000000007E~-01
BETAS SON:

G.

&L Fa2385714208E~02
&, I72377622I2E-02

COEFICIENTES DEL

~1,50934017734E+00
~6.17323889244E4+00
=5.007566465938BE+00

=1.00C00000001E+00
3, 67033400880E-09
=2, 0000022026 2E+00

6.99954859152E-02
2.383349169944E-04
7 e 6943602901 6E~10

4.99999999998E-01
3.00000000002E-01
4.99999999987E~01

?+15666588664E-02
6+7344031748600E~02
6.15641025648E—02

FOLINOMIO SON:

~1.42936437353E4+00
~8.56246120496E+00
T 299992989440E-0%

1.00000000000E-01
2.30000000000E~01
4,00000000000E-01
7.+.350000000000E-01
7 +00000GO0COV0E~G1
8.50000000000E-01
1.00000000000E+00

-1 .020252292000E+060
—1.17499206543E+00
=1 .278G35184000E+00
=1 .383037506922E4+00
-1.51356287000E+00
~1.9218533193885E+00
~3.Q0000000000E+00

2.3558313546702E-02
4,60503210841E~056
4 ,53307513093E-22

5,00000000002E-01
4.,099999999295E-01

7.28333333328E-02
5,36565658560E-02

~2+314789463373E+00
-?.31923077032E4+00
P . PPOPPPT43P2E-61

FOTENCIAS DE X{(DE GRADD MENOR A MAYOR):

-1 .00000000022E+00
~3,00000005535E+00
—2.,96999082310E+00

1.000000001467E+00
S.00000017806E+00Q
P, PFP99254389E-01



APENDICE IV

El objetivo del presente apéndice es el mastrar los resulta-
os de los apSndices I y III de una menera m&s completa, esto es,
os resultados presentados aquf se obtienen a partir de los datos
Xiv yi) con y; = P(xi) + E:i donde E.i (i =1,..., m} se distribu-

en normalmente con media u = 0 y varianza g? = 1072,

Cabe aclarar, que una hipStesis central de nuestro trabajo es
1 gque las observaciones yi"(i =1,...,m) tienen "errores de medi-
ifén" que se distribuyen normalmente. En base a esto, se incorpo-

& el criterio para la determinacién del grado.



$FILE

2900
38900
39000
32100
39200
39300
32400
37500
394600
29700
32800
32900
40000
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(LS9 IYMARIOZA2 ON UNAML

10
20

JQ’OO L L o L L A L L L AL L ALK A AL AL L AALALALLALL L LA

SUBROUTINE NORMAL(MUs,SIGHMAC,PI,I1JsEE,UU,VW)
REAL. MU

DIMENSION EE(22)

DESTAN=SART(SIGMAC)

IF(MOD(IJ»2)., EQ. O0) 6O TO 10

UU=RAHDOM(PI)

VU=RANDOM(FT)

EECI N =C({-2)%ALOG(UU) Y Xk (1/2) IRCOB (6 .2832kVUV)
Ga 1O 20 -

EE(IJ)= (((—")*ALOG(UU))**(l/”))*SIN(é 2832%VY)
EE(IDN=(EE(IJIKDESTAN) +MU

RETURN

END

A0 00 ORI AT L S e A At R LR R L e R e KL Ve R Lo Lo L e BT R LT ek L L LU LU LA LKA
k4

10800
10900
11000
11100
11200
11300
11400
11500
115600
11700
-11800
11900
12000
12100
12200

12300 -

12400
12500

A U e VL AL L LA LL YL UL AL L L AL AL LA LA L LR AL AL L LLALLL
FROCEDURE NORMAL (MU»SIGMACsPIsIJyEE) 7
REAL MUrSIGMACH

INTEGER PI«IJé

ARRAY EEL133

BEGIN
REAL. DESTAND?

DESTANDI=SART(SIGMAC)
IF 1J HOD 2 NEQ O
THEN
BEGIN ~
UU:=RANDOM(PI) 7
VU =RANDOM(PI)}
EELIJTI=( (¢~ ”)*LN(UU))##(I/Z))*COS(é 2932*00):
END - .
ELSE
EEEIJJ:=(((—2)*LN(UU))**(1/2))*SIN(6.2332*UU35
EECTIJIL=(EECIJIXDESTAND) MU

12600 END HORMALS

12700
s

LHLALLS

AL AL AL AL LN L AN E TR AL LT RS AL AL L LR L L L AL L L AT LA LA ALK L LLLLLL,
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EJEMFLO 1! CON LAS ORDENADAS FERTURBADAS,

L&S ABSCISAS DATOS SONS

DI 0.52000000000 1.0000000000
1.500000C000 . 2+00Q00000000 2,5000000000
3.,0000000000 3.5900000000 4,00000200000
4,5300000000 5.0000000000 -

LAS ORDENADAS DATOS SONM!

~1,0000086716 0.12509962331 2.0000725373
5.3750688357 T 10.999910145 19.625043887
Z1,9729955864 48.87491Q2587 71.000009911

?7.124%00493 134,00009897

CRITERID SELECCIONADO PARA DETERMIMAR EL GRAIOS

SIGHMA I+1>SIGMA I
EL GRADO ADBECUADC ES! 3
SIGHA AL CURDRAHO ES? +44591881248E-08
LOS COEFICIENTES SOM(DE GRADOD MENOR A MAYUR)S'

~0.799928548202 2.0001321731 ~, 92543202871E~04
1.0000136851 . - .
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EJENMFLO 22 CON LAS ORDENADAS PERTURERADAS.

LaS ARSCISAS DATOS SOM:

(1 8 1.3000000000 2.,0000000000
3.0000000000 4.0000000000 5.,0000000000
5.0000000000 7+00000000090 8.,0000000000
2.0000000000 10.000000000

LAS ORDENADAS DATOS SOM:

-1.0000728844 -1 .99993854046 11.090087648
58.000048145 223,00006352 554,00007724
1162,9927110 2175.9999544 3743 .0CG00853
G037 .9999472 2258.9999099

CRITERID SELECCIONADDO FPARA DETERMINAR EL GRADOS

SIGHA I+1SIGHA 1
EL GRADO ADECUADD ES? 4
 SIGHA AL CUADRADD ES? ,38689404520E-08
LOS COEFICIENTES SOM(DE GRADO MENOR A MAYOR) :

-1,0000801326 ~3.99978846%56 2,9999172997
-0 .2999288460138 0.99999947437
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EJEMPLO 3! CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS.

LAS ARSCISAS DATOS SON!

0.

3.0000000000
6.0000000000
? . 0000000000
12.000000000
15.000000000
18.000000000

1.0000000000
4.0000000000
7 .0000000000
10.000000000
13.000000000
16.000000000
19.,000000000

LAS ORDENADAS DATOS SON?

1.0000302849

363.,999973460
?331.0000315
66430.000024
271453 .00000
8134616.00003
2000719.0000

99797208992
1365.0000223
124607.999997
111110,99998
402234.00003
1118481.0000
26134660.0000

2.0000000000
5.0000000000
8.0000000000
11.000000000
14.000000000
17.000000000
20.,000000000

63.000017410
390S5.9999776
37448.999979
1771355.99998
S79194.99999
1508598.0000
3368421,0000

CRITERID SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO:

SIGHMA I+1>8IGMA I

EL. GRADO ADRECUADO ES? S

SIGMA AL CUADRADO ES?

+ISA3987SEP0E—04

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYOR)?

0.98309401633
1.0016261339

1.03400746832
0.99991041775

0.98769487615
1.0000017477
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EJEMFLO 4! CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS.

LAS ABSCISAS DATOS SONS

OO
1.5000000000
3.0000000000
4.5000000000
6,0000000000
7 +3000000000
"2 .+0000000000

0.50000000000
2.0000000000
3.5000000000
5.0000000000
6.5000000000
8.0000000000
9.5000000000

LAS ORDEMADAS DATOS SON?

-1.,00001946542
-25.878918762
-481.0000080%9
A7453.855462
781516.992999
5760025.7774
27910565.000

-1.3320860232
—-143.00001373
1724,0898743
138768.99999
1617636.0742
10113079.000
4428A4275.496

1.0000000000
2.35000000000
4.,0000000000
5.5000000000
7 + 0000000000
8.5000000000
10.0Q0000000

-3.0G000290423
-419.61325277
12555.000031
347690.30862
3135747 .0000
17083696.043
68470089 .000

CRITERIO SELECCIONARO PARA DETERHINAR EL GRADD!S

- SIGMA I+1:-SIGMA I

EL GRADO ADECUADO ES: 8

SIGMA AL CUAIRADO ESI

31.541634866

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYOR)?

| -5.0082548954
138,31282954
-3.2747586123

86.785714137
-55,6774750664
-2,92259238561

-178.68153210
15.977827818
0.92808463274



EJEMPLO 1t
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LAS ABSCISAS DATOS. SON¢

oo

» 30000000000
0.500000G0000
0.20000000000

¢.,10000000000
0+40000000000
0.70000000000

1.00000000000

LAS ORDEMNADAS DATOS SON:

-1.00008%2733
-0,37292084325
0.415992714877
1.5290139789

=0.79205107431
-0.13596908470
0.742900256558
1.9999000767

EON LAS ORDENADAS PERTURBADAS.,

0.20000000000
0.350000000000
0.80000000000

-0.521923882183
0.12490489877
1.1119009816

CRITERIO SELECCIONATO FPARA DETERMINAR EL GRADO?

ISIGHA I - SIGHA Ifli<=

EL GRADO ADECUADG ES? 3.

SIGMA AL CUADRADO ES:

DELTA

+37927331459E-08

L0S COEFICIENTES SON(DE GRADO MENDR A MAYORD D

-1,0000893123
1.0014303268

2.0010018487

=+ 2I915689453E-02



EJEMPLO 2: COM LAS ORDENADAS FERTUREADAS.

t.AS ABRSCISAS DATOS SON:

0‘

0.30000000000
0.50000000000
0.,20000000000

LAS ORDENADAS DATOS

-0.99920423074
~1.94893834809
-2, 4063004913
=2.2428247672

0.100006000000
0,40000000000
0,70000000000
1.00000000000

SON S

-1.3709287793
-2.1583294707

-2. 4329099005

=2.0000560:2044

0.20000000000
0.350000000000
0.80000000000

~1.,686344%440
-2.,3125708915
-32.3324458738

CRITERIO SELECCIONMADD PARA DETERMIMAR EL GRADO!

SIGMA I+1>SIGMA I

EL GRADD ADECUADO ES? 4

S1GMA AL CUADRADO ES!

«73835725728E-08

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYOR)!

-0.999921771136
~-1.0029473951

-4 .0008955936

1.0010132488

3.0027133940



EJEMPLD 3¢

LAS ABSCISAS DATGS SON:

Lo 8

0,15000000000
0.30000000000
0.45000000000
0.40000000000
0.75000000000
0.2030Q0000000

+S0000000000E-01L

0.20000000000
0.3500C000000
0.,300¢ 0000000
0.85000000000
0.80000000000
0.925000000000

LAS ORDENADAS DATDS SONT

0.999290483577
1.1765552927
1.42746181842
1.8030187222
2.3833038574
3.2881374431
4.6856717813

1.0526007798
1.25000487132
1.5355862830
1.9688332091
2.,6417430647
3.46893717928
$5.2981048371

COM LAS ORDENADAS PERTURBADAS.

¢.10000000000
0.25000000000
0.,40000000000
2.,395000000000
2.70000000000
0.835000000000
1.00G00000000

1.13111293747
1.3322380047
1.45974642920
2.160765151S
2.92410855183
4,15237562371
6,0000532746

CRITERIO SELECCIONADRO PARA DETERMINAR EL GRADO!

SIGHA I+1>SIGHA T

El. GRADO ADECUADO ES? S

SIGMA AL CUADRARO ES?

+47992885970E-08

LO0S COEFICIENTES SONCDE GRADO MENOR A MAYOR)!

0.927983%71909
1.03587894%9

1.0028371114
0.2465700344621

0.983833004838

1.0116820179



EJEMPLO 4

- 126 -

LAS ARSCISAS DATOS SON?

0.

0.15000000000
0.30000000000
0,45000000000
0.60000000000
0.75000000000
0.20000000000

LAS ORDENADAS DATOS

-0,99992603208
-1,1284729983
-1.2242578337
~1.304446561160
—~1.4004076886
-1.60656896460
~2.1732553497

«50000000000E-01

0.20000000000
0.35000000000

0.50000000000.

0.65000000000
0,800000000600

0.23000000000

SON:

~1.0475845170
—1.1632862245
~1.2515588471
-1.3319876210
—-1.4488678834
=1 .7360055772
-2.5238840061

CON LAS DRIENADAS PERTURBADAS,

0.10000000000
0.25000000000
0.40000000000
0.55000000000
0.738000000000
0.85000000000
1.00000000000

-1.0901524877
~1,1249290112
-1.2781176120
-1.3431274876
-1.,5147256208
-1.91848142004
-2.9999587242

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO S

SIGHA I+1>SIGMA I

EL GRADO ADECUADO ES: 8

SIGMA AL CUADRADO ES:

L 59175522339E-08

'1LOS COEFICIENTES SON(DE GRADOD MENOR A MAYOR)?

--0.,99993538278
-0, 44523042215
0.18236310038

-1.0043048782
-1.626311044S5
~-4,0806526623

1,0710234900 .
2,6831007345
1.2199941787
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TJENMPLO 1! CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS.

LAS ABRSCISAS DATOS SONS

LAS ORDEMADAS DATOS SON!?

1,00000000000E+00"

O. 5.00000000000E-01
1.50000000000E+00 2.00000000000E+00 2,30000000000E+00
3.00000000000E+00 3.50000000000E+0Q 4,00000000000E+00
4.50000000000E+00 5.00000000000E+C0O

~1.00018327029E+00

.1.24940478506E-01

2,000020250746E100

S.37510259202E400 1.10000584106E101 1.9624968644%1E101
3.20001597329€E+01 4.83749145863E401 7.09992656248E+01
?+.212472703296E101 ~1.34000086714E+02

EL GRADO ADECUADO ES? 3

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON:

2.05765470121E+03

5.09121933018E-09

LAS ALFAS SONS

2.45880105499E402
5+68200518904E-07

2+50000000000E+00

1.208580768B474E401

2.350000000000E+00 2,50000000000E+00
LAS BETAS SON:

0. 2.50000000000E+00 1.9500Q0000000E+00
LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIOC SOMS |

'3.83750001098E+01 2.52000188042E+01 7.49998270048E+0Q0

1.00001872421E+00 : :

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X(DE GRADD MENOR A MAYOR):

=1.00019603281E+00
1.00001872421E4+00

2.00037305800E+00

=-1.57731104991E-04



LAS ADSCISAS DATOS SONG

.45 ORDENADAS DATOS SONS

EL

EJEMPLO 23

0.

3.00020000000E+00
6.00C00000000E+00
?.00000000000E+00

~2.992480348156E-01
6 79F99625224E+401
1:146300009232E+03
6.03799298336E+03

GRADRO ADECUADO ESS
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CON LAS ORDENADAS FPERTURRADAS.

1.00000000000E+00
4,00000000000E+00
7 +00000000000E+00
1,00000000000E+01

-1.99923370488E4+00
2.229998378400E4+02
2,174600012261E4+03
?.258999297992E4+03

.4

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON:

LAS

LAS

LOs

9.357935294904E406
5.88342505888E+03

ALFAS SON?

5.00000000000E+00
5.00000000003E+00

BETAS SON:

(1Y
7+ 199 99999992E+00

| 2,78527771425E404
4,99235812408E-09

3.00000000000E+00

1.00000000Q00E+Q1.

COEFICIENTES DEL POLINOMIO SOM:

2.11200001851E403

1.897999847461E4+01

7.89199997952E402
P+999992701480E-01

2.00000000000E+00
$.00000000000E+00
8.00000000000E+00O

1.100005756142E401
S.53929973C04AE+02
3.743000035056E+03

2.83712152206E+05
1.83776776342E-09

S.00000000000E+00

7,80000000000E+00

1.563000000819E+02

FOLIMOMIO EXFRESADD EN FOTENCIAS DE X(DE GRADO MENOR A HAYOR)?

~9 . 99925615673E-01
-?.9929953553473E~01

—4.000022756974E400
9+99999701478E~-01

2.99998636204E4+00



EJEMPLO 33

ARSCISAS DATOS SONS

O

000u000“000€+00
+QOCO00000L0CELDD
?,OOOOOOOOOOOE+00
1.20000000000E401
1.50000000000E401
1.UOOO“OOOCOOE+01

LaS ORDENADAS LATOS SONS

?.97985824GF2E~01

63”()00-‘;‘"“*’
,.331000149765*0u
& 6ALO00OGI04ETON
2.71453C000031E+00
2.13&146000024E1+05
2.00071200G04E+06

EL GRADO ADECUADD EST
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CON LAS ORBENADAS FERTURPADAS.,

1.00000000000E+00
4 -GGQ0Q00000QE+00
7.0000006000G0E+00
1.05000000000E+01
1.3C0000000C00EL )
1.5£9200900000E401
1.90000000000S+C1

$.000015025485+00
1.35500009195+C3
1.25080001334E+04
1.1111100001&4E+H03
4.02234000015E+0S
1.,11343099983E+GS
2.5136500000CEL0S

]

LaS SIGHAS AL CUADRALO SON:

40713850 400EHL L

2.97801745119E+09

5.83441991683E~07
LAS ALFAS SOH3

1.000000Q00200E+01
FT.PVP09999RP2EF0OC

LAS BRETAS SON:

285718k+01

3.25646847485352E+11
2.759342841Q09E+07

1.09000000000E+01
PRIFIFPIFIZELDD

3.655686656564656E401
2.469841269844/E401

L0S COEFICIENTES DEL FOLINOMIO SON?

5, 239260333 IZ2E4H0E
1.158155555381E403

SOLINDORWIO EXYPRESAUD EN POTENCIAS DE

?.29793831333E~-01
2?9971 744621E-01L

1.27737314283E+05
3.10000000128E+01

?.999818346277E-C1
1.20C000158&5E400

2.00000000000E+09
$5.+.00000000000E+00
8.00000000000E+00
1.10000000000E+01
1,40000000000E401
1.70005000000E4-01
2.,00000000000E+01

5.30000464F63E+01
3.90600004807E+03
3.,74489999757E+04
1.77156000073E40S
S5.79124999768E+03
1.50839799999E+08
3.35842100009E4+06

4,21504262360E+10
5.55654727935E-09

1.,00000000001E+4+01

2,91333333331E401L

1.354031428572E1+04
?.9999999708CE-0Q1

X(DE GRADO MEMOR A MAYOR):

1.,00001748326E400C
9.99999997081E~-01
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EJENFLO 43 CON LAS ORDEMADAS PERTURBADAS.

LfS ARSCISAS DATOS SONS

o'

1.50000000000E400
3,00000000000E+00C
4.500000000C0E+00
5.0000000000CGE+00
7 .50000000000E4+00
?.00000000000E+00

LAS ORDEMADAS DATOS SON?

~92.29981591752E-01
~2,58782657710E1+01
~4,80999979960E4+02
4,74538554392E104
7+81517000040E405
S.74002577720E406
2,7%1054650002E4+07

EL GRATI0 ADECUADO ESS

S5.00000000000E-01
2.00000000000E+00
3.5000000C000E 00
S5+00000000000E£+00
6.500000Q00000E+00
8.00000000000E+00
?.50000000000E400

-1,.33194835940E+00
=1.43000027725E402
1.72408974005E4+03
1.387468999775E405
1.6176360741LE+06
1.0113078999%E407
4,428427549461E4+07

8

LAS SIGHAS Al CUADRADO SON:?

3.156548749316E+1 4
1.207463721283E+13
1.66112441017E+09
3.89435938298E-08

LAS ALFAS SON:Z

9« 00000000000E+00
5+00000000004E+00
4,.9999992999F7E+00

LAS BETAS SON!

0.
6.94285714288E+00
6.37237762232E+00

LOS
8.55732132480E+06
2.96197931183E400
6.42233333272E+402

FOLINOHAIO EXPRESADND EN

-9, 2592360084464E-01

L, URTARTSE TOLE-C4
~Z,000CCRB1T504EE00

1,72187948110E114
1.,37906422801E+12
7.694365077568BE+06

5.00000000000E+00
4,99999992997E+00
S.000000C0006E400

F+1566665666664E100

6.7460317A4522E400
6.15641025632E400

COEFICIENTES DEL POLINOMIO SOCN2

2.98660352280E406
5.282365340835E+04
3.69999299598E+0L

1.00000000000E4+00
2.,50000000000E+00
4.00000000000E+00
5.50000000000E4+00
7.000090000000ELC0
8.50000000000E+00
1.00000000000E+01

~2,929992987430E4+00
-4,126131926193E4+02
1.25549999807E+04
3.47670308521E+05
3.13574700009E+04
1.70836260430E+07
6.84700830000E4+07

5.,8850488246F6E41L3
7.709814805648E+10
3.56332012448E—-08

4,99999999993E+00
S5.00000000009E+00

7.28333333344E100
- 6+56565656568EH00

1.25613241090EL06
6.96334615368E+03
F.PP999985P3TSE~OL

POTENCIAS DE A(DE GRAﬁO MENOR A MAYOR)?

~Q.99C95207477E-01
-3.00022186407E4+00
~2.7999FF45736E+CD

?.293225371550E-01
S.000054827S6EFCO
?.99999985?234E-01L
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EJEHPLO 1: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS.

LAS ARSCISAS DATOS SON2

0. 1 .,00000000000E~-01
2.99999999999E-01 = 4.,00000000000E-01
46.00000000000E~-01 7.00000000000E-01
?.00000000000E~0C1 1.+00000000000E+00

LAS ORDENADAS DATOS SON:

~2.79950073064E~-01 ~7.98911187992E-01
-3.729389504688E-01 -1,36060388055E-01
' 4,15957114521E-01 7,42970572656E-01
1.52900447825E+00 2. 0000972791 7E+00

EL GRADO ADECUADD ES: 3

LAS SIGMAS AL CUADRADO SONS

9.462946010920E-01 2.215116289546E-02
1.06660542148E-09 7. 446595912048E-10

LAS ALFAS SONS

5+ 00000000000E—01 4,99999999996E-01
LAS BETAS SON:

0. 1.00000000001E~01
LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON:

é.75016585290E—01 2.92793747495E+00
1.00133449919E400 .

' 2.00000000001E-01
S.00000000000E-01
8.00000000000E-01

S5.719201245472E-01
1.24957323579E-01
1.11195750430E4+00

7 74263309032E-04

$.00000000005E-01
77999999999 2E-02

1.500451989346E400

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X(DE GRADG MENOR A HAYOR):

-9 .9993239567S4E-01 2.00024881913E+00
1.,001334499219E+00

-1.34975943042E-03



1LAS ABSCISAS DATOS SON?

LAS ORDENADAS DATOS SONG

EL

EJEMPLDO 2%

o.

2. 2P999999999E~-01
1 6.00000000000E~01
£.00000000000E~01

—%.99917129344E~01
—~1.94881847500E1+00
-2.40634813077E+00
~2.24289213051€100

GRARG ADECUADD ES?

CON LAS
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ORDENADAS PERTURBADAS.

1.00000000000€-01
4.00000000000E-01
7.00000000000E-01
1.,000000000G00QE+0Q0

-1.37089888770E+4+00
~2.15814868924E400
~2.432924804938E1+00
-1.99984103417E+00

4

LAS SIGHMAS AL CUADRADO SON:

2.17708737619E-01
. 5.97725850000E~-05

LAS ALFAS SON:

© 5.00000000000E-01

4,9999999998SE-01

LAS BETAS SON:

O.
7« 2000000GOGQE-02

1.014365274696E-01
5.28728449820£~09

4.99999999994E~-01

1.00000000001E~0L

L.OS COEFICIENTES DEL POLINOMIO Su

-1 .99464804893E400
1.0018%344780E+00

-1.07202357374E+00
1.00790433197E+00

2,00000000001E~01
5, 00000000000E~01
8.00000000000E~01

-1.68637498291E4+00
~2.,31249663742E4+00
-2,38244438873E+00

8.2734646129360E~04
4,90717002828E-09
5.00000000005E~01

7. 79999999992E-02

3.25008597737E400

POLINOMIO EXPRESADD EN FOTENCIAS DE X(DE GRADO MENOR A ﬁAYOR){

-9.929933178394E-01
-1.01325521613E400

-4,00102546194E+00
1.00790433197E4+00

3.00718622041E+00



EJEMFLO 3¢

LAS ARSCISAS DRATOS SOnN!

C.

1.50000000000E-01
2.99999999999E-01
4,49999999999E~01
5.00000000000E-01
7.50000000000E-01
?.00000000020E-01

LAS ORDEMNADAS DATOS SON!

2.79941823264E-01
1.17643952994E+00
1.42738051197E+00
1.80307467992E+400
2.38334756356E+H00
3.28809917351E400
4.468562425618E4+00

EL GRADO ADECUADC ES?
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EON LAS ORDENADAS PERTURBADAS.

5.0000C000000E-02
2,00000000001E~01
3.50000000000E-01
5.,00006000000E-01
6.50000000000E-01
8.,00000000000E-01
?.50000000000E-01

1.05261274015E+00
1.24993847105E+00
1.33550642734E+00
1.96877742115E+00
2.64167864152E+00
3.68929348754E+00
5.29813808120E+10

S

LAS SIGHMAS AL CUADRADO SON!

2.223495056397E400

4.75305082055E-04

5.61313609296E-10
LAS ALFAS SON!

5.00000000000E-01
8 ,99999999995E~01

LAS BETAS SON:

Q.
&.94285714288E-02

2.8943680Q7094E-C1
2.71752129353E-C6

4.,999999929998E-01
S+00Q00000002E-01

?+166666665664E-02
5.74603174600E-02

LOS COEFICIEMTES DEL FOLINOMIO SOM:

2.50278011453E4+00
S5.80173800312E100

4,499385351864E400
3.4983568626902E+00

1., 00000000000E~-01 -

2,50000000000E-01
4.00000000000E~01
5.50000000000E-01
7.00000000000E-01
8.50000000000E~-01
1.,00000000000E1+00

1.11111540702E4+00
1.33292720279E400
1,65982912974E4+00
2,16072775541E400
2.,94114910121E4+00
4,15234239207E1+00
6.,00001729576E+00

1.86520206059E~02
T3.26258366969E-10

5.00000000002E~-01

7.28333333228E-02

6.046868056584E+00
1.,00413983515E+00

PGLINONIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X(DE GRADO MEMOR A MAYOR)S

?.99240551321E~01
1.012738446375E+00Q

1.001146883808BE+00
?.88016581180E-01

?.94009230831E-01
1.00413983515E400



LAS ABSCISAS DATOS SONI

LAS ORDENAI'AS DATOS SON?

EL

EJEMFLO 4@

O.

1.50000000000E~01
2.99299999929E~01
1.49799929979FE~-01
6.00000000000E-01
7.50000000000E-0C1
?.00000000000E-01

-1.00000007242E+00
~1.12886633565E4+00
~1.,22419829032E+00
-1.304390857232+00
=1.400494638272E+00
~-1.460642072452E1+00
-2,17315508123E+00

GRADD ADECUADROD ES3

5.,00000000000E-02
2,006000G00001E-01
32.50000000000E~-01
S.00000000000E~-01
6.50000000000E~01
8.00000000000E-01
F.50000000000E-01L

~1.047317075846E+00
-1.16336403784E+00
=-1,30163948683E+00
-1.33203165840E+00C
-1.44821378448E+00
~1,73605127519E+00
~2.52388925795E+00

8

LAS SIGHAS AL CUADRADD SON!?

LAS

LAS

2,62182945391E-01
 2.12301389192E-03
1.28012710744E-08

6+46242584512E-14

ALFAS SON:

S.00000000000E-01
4,999999922995E-01
$.00000000007E-01

BETAS SON:
0.

'£.,94285714288E-02
&.37237762232E-02

6.,89854904712E-02
2.38341117451E-04
7.63168361560E~10

4.999999972998€-01
5.000000060002E-01
4,99999999987E~-01

?+166656666864E-02
6.74603174600E-02
6.15541025648E-02

LLOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON!

FOLINOMIO EXPRESADG EN

=1,30954017042E400
-6.173238315400E+00
~5.007392818459€E+C0O

-1.2300000102432+00
2.9354329751BE-C3
~2.003 1600178 8EE00

~1.42935458292E+00
—8.66267047776E+00
1.00045314034E4+00

COMN LAS ORDENADAS PERTURBADAS.

1.00000000000E-01
2.50000000C00E-0O1
4.,900000000000E~01
T 5000G00QQCO0E-QL
7.00003000000E~01
8,50000000000E-01
1.00000000000E+00

-

-1.09025223830E+00
~1.194991B6624E+00
-1.27805178189E+00
=-1.363203781476E+00
=1.51466263174E4+00
~1.918332292330E+00
-3.00000000837E+00

2,35583132799E-02
4.504556448634TE~06
7.21893752112E-14

5.,00000000002E-01
4.99999999995E-01

7.28333333328E-02
6.56565656560E-02

-2.51478981751E4+00
~2.31917910072E+00
?.95875248424E-01

POTENCIAS DE X{(DE GRADO HMENOR A MAYOR):

—-9.999B0713064E~01
~3.01145994047E+00
~2.983047853TLE+D0

?.92625984932E~-01
5.024211901343E+00
?.7EE735248427E-01
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