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Introducción. 

El presente trabajo está basado fundamentalmente 

en la teoría de las poblaciones estables desarrollada 

por Alfred Lotka (1939) y en la teoría de las poblacio 

nes cuasi-estables elaborada por Ansley Coale (1956, - 

1963, 1971, 1975). 

En la teoría de las poblaciones estables se demues 

tra que si una población cerrada a la migración mantie-

ne sus patrones de fecundidad y mortalidad invariantes 

en el tiempo, entonces su estructura por edad, cualquie 

ra que ésta sea, converge a una estructura única e inva 

riante en el tiempo (la estructura. por edad estable). 

En la teoría de las poblaciones cuasi-estables, se-

cambia el supuesto de mortalidad invariante por el de - 

mortalidad en descehso, con lo que la población comien-

za a sufrir un proceso de desestabilización, y por lo - 

tanto produce ciertos efectos sobre la estructura por e 

dad y las demás variables demográficas, copio la tasa bru 

ta de mortalidad, la tasa bruta de natalidad, la tasa de 

crecimiento poblacional y la esperanza de vida. La meto-

dología utilizada para el análisis y la cuantificación - 

de los cambios sufridos en — la población, supone inicial-

mente que las relaciones matemáticas de la teoría de las 

poblaciones estables, se mantienen en las poblaciones --

cuasi-estables, y posteriormente se requieren ciertos a-

justes necesarios para corregir las estimaciones demográ 

ficas, debido a que la población se deseestabi1izó. 
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De la forma como es concebida una población cuasi-

estable, la metodología queda en función entonces del - 

modelo, elegido para representar el descenso de la morta 

lidad y del tiempo de desestabilización. 

La teoría de las poblaciones cuasi-estables surgió 

a partir de las observaciones hechas por los demógrafos 

en poblaciones reales, en las últimas décadas. En dichas 

observaciones se encontró que varias poblaciones mantu-- 
II 

vieron regimenes de fecundidad y mortalidad, que en tér-

minos generales, podían ser considerados como invarian--

tes con lo cual su estructura por edad se asemejaba bas-

tante a una estructura por edad estable. Posteriormente 

estas poblaciones comenzaron a experimentar un descenso 

de la mortalidad, producto de mejores condiciones de vi-

da y la implementación de adelantos en la medicina, sin 

que modificaran sus niveÍe., de fecundidad. Este proceso, 

que en términos demográficos se conoce corno la segunda e-

tapa de la transición demográfica, es el que han experi--

mentado recientemente la mayor parte de las poblaciones - 

de países de Africa, América Latina y.Asia, y en el pasa-

do los paises desarrollados. 

Un problema que comparten estos paises es el relacio 

nado con la recolección de información demográfica, tanto 

en el aspecto de cobertura, que resulta incompleta, como 

en el de la mala declaración de la información proporcio-

nada por la población, por lo cual las estadísticas demo-

gráficas quedan incompletas y/o son poco confiables, y que 

en última instancia imposibilitan al demó¥¥rafo efectuar - 
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las estimaciones de las diversas variables demográficas 

o que éstas estén sobre o subregistradas. Esto lleva a 

los demógrafos a tener que diseñar métodos que le permi 

tan corregir esta deficiencia. 

Dentro de la teoría de las poblaciones cuasi-esta-

bles se han desarrollado diversos métodos, dependiendo 

de las variables demográficas que se quieren estimar, - 

pero siempre contando con la información de ciertas es-

tadísticas que resultan necesarias para conseguir los - 

objetivos que se persiguen. El modelo cuasi-estable que 

se desarrolla en este trabajo, también queda dentro de-

este marco, sin embargo, hace uso de la mínima informa--

ción posible, lo cual representa una ventaja. 

Si bien aquí no se explica el modelo elaborado por 

Coale, conviene señalar que mientras en el de él se con-

sidera un descenso en la mortalidad diferencial por edad, 

patrón exhibido por las tablas modelo "Oeste" de Coale y 

Demeny (1966) para los diferentes niveles; en este traba 

jo se considera un descenso porcentual igual para todo el 

rango de edades. 

Este trabajo está dividido en cuatro capítulos. En el 

primero se dan definiciones de términos dernocráficos y se 

presentan las relaciones matemáticas que se obtienen a par 

tir de éstas; asimismo se expone la tabla de mortalidad y 

las relaciones matemáticas de la teoría de las poblaciones 

estables. En el segundo se desarrolla el modelo y en el --

tercero se hace una aplicación de éste para la población - 

femenina de México (1970). Finalmente, en el 'cuarto se pre 

rentan las conclusiones de este trabajo. 



1.1) Definiciones y relaciones matemáticas en continuo. 

En esta primera parte se definirán algunas funcio-

nes matemáticas empleadas en el estudio de los fe-

nómenos demográficos y se establecerán las relacio 

nes que guardan estas funciones entre sí. El desa 

rrollo se hará suponiendo que las funciones biomé-

tricas son continuas con respecto a la edad, es de 

cir, al hablar de la edad de las personas se hará 

referencia a la edad exacta y no como generalmente 

sucede en la práctica, a la edad cumplida. Aún y 

cuando el caso continuo es teórico, su paso al dis 

creto (grupos de edades cumplidas) no ofrece mayor 

dificultad matemática. 	En base a esto, y sobre to 

do por su mayor simplicidad para establecer rela-

ciones matemáticas, es porque se eligió trabajar - 

con el caso continuo. 

Todas las definiciones y relaciones que se presen-

tarán a continuación son válidas únicamente para - 

el caso de poblaciones cerradas.(1) 

Sea P(t) y P(t -t- h) la población total al tiempo t 

y t -r- h respectivamente, entonces el incremento po 

blacional entre t y t + h está dado por: 

(1) Una población es cerrada cuando no hay inmigración ni 

emigración. 
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P (t + h) - P(.t) , 	 (1.1) 

y el incremento poblacional medio anual por: 

_P(t + h) - P(t) 

h 	 (1.2) 

Entre el instante t y el t + h, un individuo vive 
t+h 

h instantes y la población total vive f P(z)dz instantes; 
t 

entonces definimos el número de años-persona vividos por 

la población entre el tiempo t y el t + h (medido en años) 

como: 

tih 
f P(z)dz 	 (1.3) 
t 

Una tasa en demografía se define como el cociente -

que ,resulta de dividir el número de eventos ocurridos en 

un periodo de tiempo entre el número de años-persona viví 

dos por la población durante el mismo periodo de tiempo, 

todb ello ubicado dentro del mismo espacio geográfico. En 

base a esta definición, la tasa de crecimiento (2) demográ 

fico entre el tiempo t y el t + h es: 

r(t,t+h) 	P(t+h) - P(tj— 
t+ h 
¡ P(z)dz 
t 	 (1.4) 

(2) Se dice 	incremento aunque éste puede ser menor que cero, 
es decir, decremento. 



y por el Teorema del Valor Medio para las integrales, 

	

r•(t,t+ h) 	_P(t+h) - P(t) 
h.P(t+1) 	 (1.5) 

donde E; es el valor medio, con 0 < 	< h. 

A partir de la relación anterior, se puede obser-

var que esta tasa representa un promedio anual per cápita 

de incremento poblacional. 

La tasa de crecimiento al instante t está dada por: 

r(t) = lím r(t,t+h) = lím P(t+h) - P(t 
h -► 0 	 h -> 0 	fi p t+ 

	

=1 	d P(t) = d ln P(t) 

P(t) 	dt 	dt 

lo cual representa una ecuación diferencial de primer or 

den. Resolviendo esta e¥uac'ión diferencial y bajo el su 

puesto de que r(z) = r para t<z<t+h, se tiene que: 

d ln P(t) = r(t)dt, 

integrando ambos lados de t a t+'h, 

t+h 	 t+h 
f d ln P(t) = f r(z)dz 
t 	 t 
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pero por el Segundo Teorema Fundamental del Calculo y 

el supuesto introducido, 

1 ti 	P (t_+ h -  = rh 
P(t) 

y, aplicando la función inversa de la función logarít- 

mo 	natural y multiplicando ambos lados por 	P (t), se 

llega a; 

P(t + h) = P(t) exp (rh) 	, 	(1.6) 

es decir, la población crece exponencialmente a una ta 

sa r. Al crecimiento expresadó por esta igualdad tam-

bién se le conoce como crecimiento geométrico. 

Sea P(x,t) el número total de personas de edad - 

exacta x al tiempo t, entonces, 

Q0 
P(t) = f P(x,t)dx 	, 	 (1.7) 

o 

x+n 
y 	nPx = t P(z,t)dz , 	 (1.8) 

x 

donde nP t  representa al número total de personas entre -

las edades exactas x y x+n al tiempo t. 
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Se define el tanto por uno de la población de edad 

exacta x al tiempo t con respecto a la población total - 

conmo: 

c(x,t) = P(x,t) 	 (1.9) 

P(t) 

donde se puede observar que esto representa lo que en de 

mograffa se conoce como la estructura por edad. Multi--

plicando ambos lados de (1.7) por el inverso de P(t) y - 

empleando (1.9), se obtiene que: 

1 = 	dx 	ó c(x,t) dx. . 	 (1.10) 

El porcentaje de población entre las edades exac-

tas xyx+n, al tiempo t está dado por: 

t 

ncx 	nPx 	; 	 (1.11) 
P(t) 

substituyendo (1.8) en (1.11), 

Ct - np x 	1 	x+n i¥ x 	_ 	f P(z,t)dz, 	(1.12) 

P(t) 	P(t) 	x 

y empleando (1.9), se obtiene que: 

x + n 
ncx 	f c(z,t)dz . 	 (1.13) 

x 



Se denota 	mediante D(t, t+h) el número total de - 

defunciones ocurridas en la población durante el perío-

do de tiempo t a t+h. 

En demografía se habla de tasa bruta, cuando se - 

hace referencia a los eventos ocurridos en toda la pobla 

ción, es decir, cuando no se.►toma en cuenta la edad. De 

esta definición la tasa bruta de mortalidad entre el tiem 

po t y el t+h, está dada por: 

d(t, t+h) = D (t,t+h) 	
(.1.14) 

t+h 

t P(z)dz 
t 

y por el Teorema del Valor Medio para las integrales, 

d(t, t+h) = D(t, t+h) 	
(.1 15) 

donde o<.<h. 	Como se puede apreciar, la relación ante- 

rior representa un promedio anual per cápida de defuncio 

nes. 

A partir de (1.15) se define la tasa bruta instan-

tánea de mortalidad como: 

d(t) = 1ím d(t,t+h) = lím D(t ,t¥_h) 	0(t) 1 (1.16) 
h>0 	 h->0 h.P(t+E;) 	P(t) 



donde D (t) denota el promedio anual o densi ciad anual de 

defunciones ocurridas al tiempo t. 

Sea D (x,t) el promedio anual de defunciones ocurri 

das a la edad exacta x al tiempo t, entonces 

D(t) = f D(x,t)dx 	 (1.17) 
0 

x+n 
nDX = f D(z,t)dz , 	 (1.18) 

Y. 

donde nD t  representa el promedio anual de defunciones 

ocurridas entre las edades exactas x•y x + n, al tiempo t. 

Substituyendo (1.17) en (1.16), la tasa bruta instántanea 

de mortalidad se puede expresar como: 

CO 
f D(x,t)dx 

d(x) = o 

En demografía, se habla de tasa específica cuando 

tanto los eventos ocurridos,' que aparecen. en el numerador, 

como los arios-persona vividos por la población, que apare 

cen en el denominador, provienen de un mismo subconjunto 

especifico de la población; por lo general, dicho subcon-

junto se identifica con grupos de edad. 

Sea nI-lt la tasa específica de mortalidad para el 

grupo entre las edades exactas x y x+n, al tiempo t; en-

tonces por definición, se obtiene esta tasa al dividir 



(1.18) entre (1.8), es decir, 

x+n 	 t 
t 	f D(z,t)dz 

nM = x 	_ nDx 	 (1.20) 

x+n 	 t 
f P(z,t)dz 	nPx 
x 

A partir de (1.20) se define la fuerza instantánea de 

mortalidad a la edad exacta x, al tiempo t como: 

x+n 
t 	f D(z,t)dz 

u(x,t)= lím nMx = 1ím x 	= D x,t , 	(1.21) 

n-►o 	 n-*o f+p(z,t)dz 	P(x,t) 
x 

y multiplicando ambos lados por P(x,t), resulta que: 

D(x,t) = u(x,t) P(x,t) . 	 (1.22) 

Substituyendo (1.22) en (1.19) 

f D(x•,t)dx 	 0, 
d(t) = o 	-- 	= ff p¥(x,t) 	

P(x,t) 
	 dx, 

P(t) 

y tomando en cuenta (1.9), se tiene que la tasa bruta 

instantánea de mortalidad se puede expresar como: 

	

d(t) = f u(x,t) c(x,t)dx, 	 (1.23) 
0 

18.- 



es decir, es la media ponderada de la fuerza instantánea 

de mortalidad por el tanto por uno de la población. 

Sea B(t,t•i-h) el número total de nacimientos ocurridos 

entre el tiempo t y el t+h, entonces la tasa bruta de nata-

lidad entre el tiempo t y el t+h, está dada por: 

b(t,t+h) = B(t,t+h)_ 	B(t,t+h) 	con 0<I <h, 	(1.24) 
t+h 	=  h.P(t+E) 

t P(z)dz 
t 

habiendo aplicado el Teorema del Valor Medio para las in 

tegrales. 

A partir de la relación anterior, se define la tasa 

bruta instantánea de natalidad como: 

b(t)= lím b(t,t+h) = lim 6(t,t+h) = B(t)_ 	
(1.25) h¥o 	 h}o h.P(t+¥) 	p(t) ' 

donde B(t) denota el promedio anual de nacimientos ocurri 

dos al tiempo t. 

Sea 13(x,t) el promedio anúal• de nacimientos provenien-

tes de progenitores de edad exacta x al tiempo t, entonces 

el promedio anual de nacimientos al tiempo t es igual a: 

13 
B(t) = I L3(x,t)dx, 	 (1.26) 

u 



donde u y.í corresponden respectivamente a la mínima y mcí 

xima edad posible para la procreación dentro de una poblª_ 

ción (cuando se trata de una población femenina, se tiene 

aproximadamente que a=15 y 6=50). Asimismo, substituyendo 

(1.26) en (1.25) la tasa bruta instantánea de natalidad 

se puede expresar corno: 
II 

f B(x,t)dx 

b(t) 	a  
P(t) 

(1.27) 

t 	x i n 
nax  = f B(z,t)dz, 	 (1.28) 

x 

representa el promedio anual de nacimientos provenientes 

de progenitores entre las edades exactas x y x+n, al tiem 

po t. 

Sea nft la tasa especifica de fecundidad para el 

grupo de progenitores entre las edades exactas x y x+n, al 

tiempo t; dicha tasa se obtiene al dividir (1.28) entre 

(1.8) es decir, 

x+n 	t  

	

t 	f B(z,t)dz 
f = x 	n a x 	 (1.29) 

	

n x 	x+n 
	t 

t P(z,t)dz 	
npx 

x 

1 
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y se define la tasa específica de fecundidad a la edad 

exacta x al tiempo t como: 

x+n 
t 	f B(z,t)dz 

(x,t) - lím nf x = 11m x 	 = l3 x,t 	; 	(1.30) 
n•>0 	 n->0 x+n 	 P(x,t) 

f P(z,t)dz 
x 

multiplicando ambos lados por P(x,t), se obtiene que: 

B(x,t) =•q'(x,t) P(x,t); 	 (1.31) 

substituyendo (1.31) en (1.27), 

0 
I B(x,t)dx 

b(t)= a 	 = t ¥y(x,t). PP x t'T- dx 
P(t) 	a 

y tomando en consideración (1.9), se llega a que la tasa bruta 

instantánea de natalidad está dada por: 

s 
b(t) = 1 i(x,t) c(x,t) dx, 	 (1.32) 

a 

que como se puede ver es la media ponderada de las tasas espe 

cfficas de fecundidad por el tanto por uno de la población. 

Consideremos la población de edad exacta x al tiempo t, es - 

decir, P(x,t). Esta población proviene de los nacimientos - 

ocurridos hace t-x años, es decir, B(t-x). Sea s(x,t) la pro 

babilidad que tiene un recién nacido al tiempo 	t - x 	- - 
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de llegar con vida a la edad exacta x al tiempo t; enton-

ces de acuerdo a la definición clásica de probabilidad, se 

tiene que: 

s(x,t) = P x,t __ 	 (1.33) 

B(t-x) 

multiplicando ambos lados por (3(t-x), 

P(x,t) = s(x,t) B(t-x) , 	 (1.34) 

ecuación que mediante un Diagrama de Lexis, puede visuali 

zarse en la gráfica No. 1 

edad(x) 

x1 	 1 P(x,t) 

tienipo(t) 

gráfica No. 1 

De acuerdo a (1.21) la fuerza instantánea de mortali 

dad a la edad exacta x al tiempo t es: 

p(x,t) = D(x,t) 
P x,t) 

D(x,t) dx- promedio anual de defunciones ocurridas - 

entre las edades exactas x y x+dx durante el período de 

tiempo t a t+dx-,es igual a la poblaciónde edad exacta x 

al tiempo t menos la población de edad exacta x+dx al tiem 

po t+dx: 

D(x,t)dx = P(x,t) -P(x+dx, t4dx) 	(1.35) 



De acuerdo a (1.34), 	se 	tiene que: 

P(x,t) 	= s(x,t) B(t,x) 

así 	como 	también: 

P(x+dx, t+dx)= s(x+dx, t+dx) 	B(t-x) (1.36) 

Substituyendo (1.34) 	y (1.36) en 	(1.35), 

D(x,t)dx = 	s(x,t) B(t-x) 	- s(x+dx, 	t+dx) B(t-x).(1.37) 

La 	tasa específica de 	mortalidad 	entre las 	edades 	exac 

tas 	x y x+dx, durante el 	periodo 	de 	tiempo 	t a 	t+dx, 	está 	- 

dada.por: 

t,t+dx 

	

dxr^x 	= D(x,t)dx 

	

P(x,t)dx 	
(1.38) 

Substituyendo (1.34) y (1.37) en la relación anterior, 

t ,d±dx 

dxmx 	 x,t) B(t-x) - s(x+dx, t+dx) B(t-x) 

s(x,t) B(t-x)dx 

s(x,t) - s(x+dx, t+dx) 	(.1.39) 

s(x,t)dx 

y de la definición de fuerza instantánea de mortalidad a la 

edad exacta x al tiempo t, se llega a que: 

t,t+dx= 	 t+dx) U (x,t) = lím dx D1 x 	 lfm s¥x,t) - s_(xi_dx, 

dx -}o 	 dx-*o * 	s(x,t)dx 

	

l 	lím 	s(x+dx,t4dx - s(x,t) _ 1 	.  -¥_ s(x,t) l'( x ,t) =s -(x,t) dx o - { _  	dx 	— 	}-s(X't) 	¥x 
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u(x,t) _ _ 	in s(x,t) . 	
(1.10) 

Dx 

A partir de la ecuación anterior se tiene que: 

p(z,t-x+z) _ - 	ln s(z,t-x+z), 	(1.41) _z  

Se puede observar que esta ecuación representa una ecua-

ción diferencial parcial. Resolviendo esta ecuación diferen 

cial, resulta que: 

x 	 x 
f  a  in s(z,t-x+z)dz = - f ;u(z,t-x+z)dz, 

0 
az 	 o 

habiendo multiplicado previamente ambos lados por menos uno e 

integrando de cero a x; pero por el Segundo Teorema Funda-

mental del Cálculo se tiene que: 

s(x,t) 	x  
ln 	= t u (z,t-x+z)dz, 

s(o,t-x) 	o 

aplicando la función inversa de la función logaritmo natu-

ral y multiplicando ambos lados por s(0, t-x), 

x 
s(x,t) = s(0,t-x) exp {-f u(z,t-x+z)dz} . 	(1.42) 

o 

De acuerdo a (1.34), se tiene que: 

P(x,t) 	s(x,t) E3(t-x) , 
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evaluando•en x=o, 

P(O,t) = s(0,t) B(t), 

pero la población de edad exacta cero a cualquier tiempo, 

en particular el tiempo t o el t-x, no son mas que los na 

cimientos ocurridos a tal tiempo; de donde: 

II 

P(O,t) = B(t), 
	 (1.43) 

y por lo tanto, s(o,t)=1 o bien s(o,t-x)=1. Si se toma en 

cuenta este resultado, se concluye a partir de (1.42) que: 

x 
s(x,t) = exp {-t p(z,t-x+2).dz} . 	(1.44) 

o 

Considérese la ecuación (1.43), es decir, 

P(o,t) = B(t) , 

multiplicando ambos lados por el inverso de P(t), 

P(°'-t)--  = 	B(t) 	 (1.45) 

P(t) 	P(t) 

y de acuerdo a la definición de tasa bruta instantánea de 

natalidad (véase (1.25)) y de el tanto por uno de la pobla-

ción de edad exacta cero al tiempo t con respecto a la - 

población total (véase (1.9)), se obtiene que: 

b(t) = Q (tl = P(°,ti-1 = c(O,t) . 	(1.46) 
P (t) 	P(t) 
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A lo largo de todo lo desarrollado en este inciso se 

ha omitido hacer referencia al sexo de la población. Ello 

obedece a que todas las relaciones matemáticas obtenidas 

conservan su validez, ya sea que se considere población 

de un solo sexo o de ambos; sin embargo, al estudiar el 

fenómeno fecundidad y querer cuantificar diversas variables 

asociadas a este fenómeno en la realidad, aparecen una se 

rie de restricciones, principalmente de origen informativo, 

que obligan a efectuar el estudio tomando en cuenta sola-

mente población femenina (progenitores de sexo femenino). 

De aquí que, en demografía, al hablar de fecundidad quede 

sobreentendido que se trata de fecundidad materna, a menos 

que se especifique lo contrario. Debido a que lo siguiente 

está relacionado con fecundidad, se tomara en cuenta la li 

mitación descrita en este párrafo. 

En base a (1.29) y a la observación anterior, se defi 

ne la tasa específica de fecundidad para el grupo de proge 

nitores entre las edades exactas x y x+n, al tiempo t como: 

x+n 	t  
t 	f B(z,t)dz 

nf x  = x 	nDx 
x+n 	t 
t Pf(z,t)dz 	

npfx, 
x 

, 	(1.47) 



27.- 

donde Pf(z,t) es la población femenima de edad z al tiempo - 

t 
t y npf,x es la población femenina entre las edades exactas 

x y xtn, al tiempo t. 	Se define la tasa específica de fecun 

didad a la edad exacta x al tiempo t, como: 
x+n 

t 	t B(z,t)dz 

	

(x,t) = lím nfx = lím x = _B(x,t 	(1.48) 
x+n 	P x,t n->0 	 n-►0 f P f (z,t)dz 	f 
x 

En demografía se define la déscendencia final bruta --

(D.F.B.) o tasa global de fecundidad (T.G.F.) como: 

D.F.B. = f ¥y(x,t-a+x)dx , 	 (1.49) 
a 

• que indica el número de hijos vivos que tiene una mujer a --

lo largo de su período reproductivo, en ausencia de mortali 

dad, es decir, suponiendo que la sobrevivencia de una mujer 

de edad exacta a al tiempo t hasta la-edad exacta S al tiem 

po t.-a+ es un suceso seguro. El supuesto de ausencia de mor 

talidad entre las edades exactas a y B, se debe a que en una 

primera instancia se busca estudiar al fenómeno fecundidad - 

puro (3), es decir, evitando que su comportamiento se vea in 

fluenciado por los efectos que otros fenómenos, como la mor-

talidad, la nupcialidad y la migración puedan producir en él. 

Sin embargo, debido a que en la realidad esto no sucede, pues 

to que los fenómenos demográficos se interrelacionan, resulta 

necesario llevar a cabo estudios que combinen dos o más fenó-

menos a la vez. 

(3) y en general cualquier fenómeno demográfico. 

1 
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En demografía se define la descendencia final neta - 

(D.F.N.) como: 

' 	s 	 a 
D.F.N.= f s f(x,t-a+x) 	(x,t-a+x)dx = f q(x,t-a+x)dx, 	(1.50) 

a 	 a 

donde (P(x,t-a+x) = sf(x,t-ci+x) P(x,t-c,+x) se le conoce como 

la función de la fecundidad ruta; la descendencia final neta 

es una medida que relaciona la fecundidad con la mortalidad 

materna y denota 'el número de hijos vivos que tiene una mu- 

jer a. lo largo de su período reproductivo. 	La descendencia 

final neta se diferencia de la descendencia final bruta por 

el hecho de que la primera toma en cuenta el caso de que al-

gunas mujeres morirán antes de'  transcurridos sus años de re 

producción, mientras que la segunda no considera esta posibi 

1 idad. 

Al definir la tasa específica de fecundidad para el grupo 

de edades x ax+n (nfx ) o la tasa específica de fecundidad a la 

edad exacta x ( t(x)), se ha relacionado el promedio anual de 

nacimientos (tanto hombres como mujeres) con el número de mu- 

jeres (véase (1.47) y (1.48)). 	En demografía se acostumbra - 

trabajar también con tasas de fecundidad que relacionan exclu 

sivamente nacimientos femeninos con población femenina. La - 

finalidad de esto es conocer el nivel de reemplazo en una po-

blación; es decir, conocer el número de hijas que procrea una 

generación de mujeres para que se dé el reemplazo en la pobla 
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ción. Dos medidas asociadas con lo anterior son la tasa - 

bruta de reproducción, (T.B.R.) y la tasa neta de reproduc 

ción (T.N.R.). La primera se define como: 

B 	 s 
T.B.R. = R'=f B# (x,t+x-a;) 	dx = ir P f (x,t+x-a)dx, 	(1.51) 

a  Pf(x)t+x-ci) 	a 

donde Bf (x,t+x-ci) denota el promedio anual de nacimientos 

femeninos provenientes de mujeres de edad exacta x al tieni 

po t+x-á. La tasa bruta de reproducción indica el número 

de hijas vivas que tiene una mujer a lo largo • de su período 

reproductivo, en ausencia de mortalidad materna. 	Por su - 

parte, la tasa neta de reproducción se define como: 

a 	 s 
T.N.R. = R°= t sf(x,t+x.-c,) l, f (x,t+x-a) = t (p f (x,t+x-ci) dx, 

a 	 a 
(1.52) 

donde 4 f (x,t+x-a)=s f (x,t+x-a) Pf (x,t+x-a) se le conoce como 

la función de fecundidad femenina neta. 	La tasa neta de re 

producción indica el número de hijas femeninas que tiene una 

mujer a lo largo de su período reproductivo, teniendo en cuen 

ta el riesgo de muerte que tiene ésta desde su nacimiento. 

Considérese la población al tiempo t+n (P(t+n)), que es 

igual a la población al tiempo t (P(t)) más los nacimientos 

ocurridos durante el período de tiempo t a t+n (B(t,t+n)), - 

menos las defunciones ocurridas durante el mismo período -

(D(t,t+n)), es decir, 
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P(t+n) = P(t) + B(t,t+n) - D(t,t+n).(4) 	(1.52) 

0 

Restando de ambos lados P(t), 

P(t+n) - P(t) = B(t,t+n) - D(t, t+n) 	(1.53). 

y dividiendo entre los años-persona vividos por la población 

entre el tiempo t y t+n, se tiene que: 

P(t+n)-P(t) = B(t,t+n) 	- D(t,t+n)  
t+n 	t+n 	t+n 

f P(z)dz 	t P(z)dz f P(z)dz 
t 	 t 	t 

y por el Teorema del Valor Fledio para las integrales, 

P(t+n)-P(t) _ B(t,t+n) 	D(t,t+n) 	
, 	(1.54) 

n•P(t+1) 	n-P(ti-¥) 	n•P(t+1) 

donde 1 es el valor medio y 0<<n. 

El El lado izquierdo de la ecuación anterior representa la 

tasa de crecimiento poblacional entre el tiempo t y t+n, mien 

tras que el lado derecho es igual a la diferencia entre la ta 

sa bruta de natalidad y la tasa bruta de mortalidad (véase - 

págs 13,16 y 19 ), es decir, 

r(t,t+n) = b(t,t+n)-d(t,t+n) 

(4) Aquí aparece el supuesto de cerradura a la migración. 
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Naciendo tender n a cero, se concluye que: 

r(t) = b(t) - d(t) 	 (1.55) 

1.2) La tabla de mortalidad. 

La tabla de mortalidad es: "un esquema que permite - 

expresar las hechos relativas a la mortalidad observada en 

términos probabilisticos". Es uno de los modelos poblacio 

nales más simples: "una cohorte nacida en el mismo momento, 

cerrada a la migración y seguida a través de las édades su 

cesivas hasta" su extinción total (véase Keyfitz (1977). 

Sea 1(x) y l(x+n) el número total de sobrevivientes a 

la edad exacta x y x+n respectivamente, de un efectivo ini 

cial o rádix 1.(o). 

En ausencia de migración, el número de defunciones - 

ocurridas entre las edades x y x+n está dado por: 

11dx  = 1(x) - l(x+n). 	 (1.56) 

Se define el promedio anual de defunciones a la edad exacta 

x como: 

d(x) = 1 1 m ndx 	1 	1(x 	1(x+n) 	
d- 1(x) 	(1.57) 

n-r0 n 	n->0 	n 	dx 
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integrando en la ecuación anterior de x a x+n, se tiene 

que: 

x+n 	x+n 	x+n 
f d(z)dz = -f 	d l(z)dz - -1(z) 1 	= l(x)-l(x+n), 
x 	x 	dz 	x 

y comparando con (1.56), se obtiene que: 

x+n 
nd 9 = 	f 'd(z)dz 

x 
(1.58) 

De acuerdo con la definición clásica de• probabilidad. 

npx = T(x+n) 

1(x) 
	

(1.59) 

representa la probabilidad que tiene un individuo de sobre-

vivir desde la edad exacta x hasta la edad exacta x+n; mien 

tras que el cociente 

nqx = ndx 
	

(1.60) 
1(x) 

denota la probabilidad que tiene un sobreviviente a la edad 

• exacta x de fallecer antes de la edad exacta x+n. 

Substituyendo (1.56) en la ecuación anterior, se tiene 

que: 

n% = ¥(x¥ -- 1(x+n) -- _ 1 - 1 x 4 ri) 
1(x) 	1(x) 
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pero por (1.59) , 

nqx 	1 	npx 

y sumando de ambos lados np x  , se concluye que: 

	

q  + p  _ 1 	 (1.61) 
n x 	n x 

Se define el número de años-persona vividos entre las 

edades exactas x y x+n por los individuos del rádix inicial 

1(o) como: 

x+n  

nLx  = f ,l (z)dz. 
x 

(1.62) 

De acuerdo a la definición de tasa (véase pág.12 , -

(1.56)y(1.62)), se define la tasa de mortalidad entre las 

edades exactas x y x+n como: 

nmx  •ndx  =  ndx 	(1.63) 
x+n  

nLx 	f 1(z)dz 
x 

y aplicando el Teorema del Valor Medio para las integrales, 

nmx  = ndx 	 , 	(1.64) 

n•1 (x+) 

donde 	es el valor medio, con 0<Y<n. 
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Sea p(x) la tasa instantánea o fuerza instantánea - 

de mortalidad a la edad exacta x, la cual está dada por: 

p(x) = lím nmx  = lím ndx  

n-*0 	n-O n - l( x+ 

* 	= 	1 	{- dx 1(x)} _ - d
X  in 1(x) ; 	(1.65) 

1(x) 

y lo cual representa una ecuación diferencial de primer or-

den; entonces integrando ambos lados de x a x+n, y de acuer 

do al Teorema Fundamental del Cálculo, se tiene que: 

x+n 	x+n 
f u(z)dz = - f 	d 	in 1(z)dz = -ln 1 x+n 
x 	x dz 	1(x)  

Multiplicando ambos lados por menos uno y aplicando la fun-

ción inversa de la función logaritmo natural, 

	

1 x+n 	 x+n 
= 	exp • {-f u(z)dz} 

	

1(x) 	x 

y .multiplicando de ambos lados por 1(x), resulta que: 

x+n 
1(x+n) = 1(x) exp {-f u(z)dz} , 	(1.66) 

x 

Y 
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o bien, 	según (1.59): 

x+n 
npx 	= 	exp 	{-f u(z)dz} (1.67) 

x 

Sea nAx  los 	años-persona 	vividos 	por 	las defunciones 

ocurridas 	entre las 	edades 	exactas 	x y x+n, 	entonces: 

n 
= 	f nAx 	

o 
zd(x+z)dz (1.68) 

Substituyendo (1.57) 	en 	la 	ecuación anterior, 

nAx  
n 

= 	f 	z{- 	d 	l(x+z)}dz (1.69) 

o dz 

y, resolviendo la 	integral 	por 	partes haciendo 

u 	= 	z 	 du 	= dz 

dv 	= 	d 	l(x+z) 	y 	v 	= 1(x+z) 
dz 

entonces, 

x 	 n n 

nAx  =-f z {d l(x+z)} dz = - {z 1(x+z)l' - f l(x+z)dz} 
o dz 	 o o 

= - n•l(x+n) + nLx 	 (1.70) 
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Sumando en la ecuación anterior de ambos lados n l(x+n), 

se tiene que: 

nLx  = nAx  + n•l(x+n) , 
	

(1.71) 

que indica que el número de años-persona vividos entre las 

edades x y x+n por los individuos del rádix inicial (nLx ) -

es igual a los años-persona vividos por las defunciones ocu 

rridas entre las edades exactas x y x+n (nAx ) más los años-

persona vividos por los individuos, que teniendo la edad ex 

acta x, alcanzan la edad exacta x+n (n 1(x+n)). 

Sea na x  el número. de años vividos a partir de x en - 

promedio, por las defunciones ocurridas entre las edades x 

y x+n, entonces, 

fa x  i= 	
(1.72) 

ndx 

Multiplicando la ecuación anterior de ambos lados por ndx, 

se tiene que: 

n x 	nax n x 

pero ndx 	nqx 1(x) 
	(véase (1.60)),y por lo tanto, 
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nAx = nax nqx 1(x) 
	 (1.73) 

Substituyendo la ecuación anterior en (1.71) se obtiene - 

que el número de años-persona vividos entre las edades exac 

tas x y x+n por los individuos del rádix inicial, se puede 

expresar como: 

nLx = na
x nqx 1(x) + n•l(x+n) ; 
	

(1.74) 

pero l(x+n) = npx  1(x) _ (1_q) 1(x) (véase (1.59) y (1.61)) 

y, por lo tanto, se concluye que: 

nLx 	nax nqx 1(x)+ n•{1-nq} 1(x) 

= 1(x) {n-nqx  {n- a}} 
	

(1.75) 

Se había definido la tasa de mortalidad entre las eda- 

des exactas x y x+n como n
mx 	ndx / n

Lx  (véase (1.63)); pero 

por (1.60) y (1.75), se tiene que la tasa está dada también -

por: 

nmx  = ndx  = 	nqx  1(x) 

nLx 	1(x){ n-nqx  {n- a}} 

` 	nqx 	 (1.76) 

n - nqx (n-nax) 
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Despejando 	de la ecuación anterior, se obtiene que la 

probabilidad de fallecer entre las edades exactas x y x+n, 

se puede expresar como: 

nqx = 	n• nmx 	 (1.77) 
1 + nmx {n- a} 

Sea T(x) el número de años-persona vividos por los 

individuos del efectivo inicial desde la edad exacta x has 

ta su total extinción, entonces 

CO 

T(x) = I l(z)dz. 	 (1.78) 
x 

Se define la esperanza de 'vida a la edad exacta x -

como el número de años promedio que se espera viva un indi-

viduo del efectivo inicial 1(o), una-vez que alcanzó la edad 

x. Matemáticamente se tiene que: 

CO 

e(x) = I (z-x) d(z) 	dz = Fax , 	(1.79) 
x 	1(x)' 

pero d(z) _ - d 1(z) (véase (1.57)); entonces, 
dz 

	

e(x) = I (z-x) 	¥- d 1(z) } 	dz 

	

x 1(x) 	dz 
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co  

1 . 	{- t z •d l(z)dz + x•f d 1(z)dz} 
1(x) 	x 	dz 	 x dz 

	

00 	0, 

=  1 	{-z•1(z) 1 + fl(z)dz + x.(1(z
), I)} 

1(x) 	 x 	x 	 x 

- 1 	{x.l(x) + 1 1(z)dz - x•l(x)} - 1 	fl(z)dz, 

1(x) 	x 	 1(x) x 

(1.80) 

y'tomando en cuenta (1.78), se concluye que: 

e(x) = 	T(x) 	 (1.81) 

1(x) 

Para terminar el presente inciso, considérase nuevamen 

te la probabilidad de que un individuo del rádix 1(o), alcan 

ce la edad exacta x, es decir, p(x) = l(x)/1(o), multiplican 

do ambos lados por 1(o), se tiene que: 

1(x) = p(x) 1(o) 

lo cual en un Diagrama de Lexis, y considerando que se trata 

de una tabla de mortalidad de momento, queda representado como 

(véase gráfica No. 2): 
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edad (x) 

tiempo (t) 

gráfica No. 2 

Si se grafica'en un solo Diagrama de Lexis lo representado 

tanto en la gráfica anterior como en la número uno (véase -

pág.22 ), se obtiene que: 

edad (x) 

x  ¡ 	P(x) 	.  '1 (x) 

 

tiempo (t) 

t-x 	t 

 

gráfica No. 3 

en la cual, como se puede observar, la probabilidad de que - 

un recién nacido al tiempo t-x llegue con vida a la edad - 

exacta x (s(x)) difiere de la probabilidad de que un indivi-

duo del efectivo inicial 1(o), alcance la edad exacta x'(p(x)), 

es decir, 

s(x) ¢ p(x), 



si la mortalidad no es constante a través del tiempo. 

En términos demográficos, s(x) representa la proba-

bilidad de sobrevivencia por cohorte, mientras que p(x) - 

una por momento. Si bien, s(x) y p(x) difieren, es posi-

ble mediante la consideración de algunos supuestos, que -

estas probabilidades sean iguales, parte que será tratada 

en el siguiente inciso, correspondiente a las poblaciones 

estables. 

1.3) Las poblaciones estables. 

Considérese una población cerrada a la migración y -

en la cual a partir de un cierto momento t* , tanto la fuer 

za instantánea de mortalidad como las tasas especificas de 

fecundidad, que experimenta dicha población, dependen exclu 

sivamente de la edad y ya no del tiempo, o en términos demo -

gráficos, supóngase que la mortalidad y la fecundidad son in 

variantes, esto es: 

= u (x) 

p(x,t) _ (x) 

para todo t>t* y para toda x. 
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A pirtir de los supuestos anteriores, el principal - 

resultado que se obtiene, expresado por medio de un teore-

ma es el siguiente: 

Teorema ( de ergodicidad fuerte): 

0  

supóngase una población cerrada a la migración, cuya morta 

lidad y fecundidad es invariante a partir de t*. 	Sea c(x,t) 

su estructura por edad al tiempo t(t>t*) y que puede ser de 

cualquier clase, entonces: 

lfm c(x,t) =  

t-+oo 

es decir, la estructura por edad de la población converge a 

una estructura única e invariante en el tiempo. 

Para la demostración de este teorema, véase López (1967) 

A continuación se desarrollarán las consecuencias que se 

derivan del teorema anterior. 

De acuerdo a (1.23) y al resultado anterior, la tasa bru 

ta instantánea de mortalidad es igual a: 
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O> 

d(t) = f c(x,t) p(x,t)dx 
o 

O) 

= t c* (x) µ(x)dx = d para toda t, 	(1.82) 
o 

mientras que según (1.46), la tasa bruta instantánea de na-

talidad es igual a: 

b(t) = B(t) = P(o,t) = c(o,t) = b para toda t, 

P(t) 	P(t) 	
(1.83) 

es decir, ambas tasas se vuelven invariantes. 

Substituyendo (1.83) y la anterior en (1.55), r(t) _ 

b(t) - d(t) = b-d = r, y por lo tanto, la tasa de crecimien 

to poblacional al instante t se vuelve también invariante; 

entonces de acuerdo a (1.6), se concluye que el crecimiento 

de la población queda regido por la ecuación P (t+n) = P(t) 

exp (rn), o bien, P(t) = P(o) exp (rt), 	(1.84) 

es decir, se trata de un crecimiento exponencial a la tasa r. 

Considérese nuevamente la expresión para la tasa bruta 

instantánea de mortalidad.: 

d(t) _ (t) 

P(t) 
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multiplicando de ambos lados por P(t), se tiene: 

D(t) = d(t) P(t) , 
	 (1.85) 

y substituyendo (1.82) y (1.84) en la anterior, resulta que: 

D(t) = d P(o) exp (rt) = D(o) exp (rt), 	(1.85) 

es decir, las defunciones crecen exponencialmente y a la mis 

ma tasa r. 

Con respecto a la tasa bruta de natalidad,se tiene que 

si b(t) = B(t) / P(t), entonces multiplicando de ambos lados 

por P(t), se tiene que: 

B(t) = b(t) P(t), 	 (1.87) 

y substituyendo (1.83) y (1.84) en la anterior, resulta que: 

B(t) = b'P(o) exp (rt) = B(o) exp (rt) , 	(1.88) 

es decir, los nacimientos crecen-exponencialmeflte y a la misma 

tasa r. 
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Considérese la probabilidad por cohorte de llegar con 

vida desde el nacimiento hasta la edad exacta x al tiempo - 

t, es decir, 

x 
s(x,t) = exp {-f u(x,t-x+z)dz } 

o 	e. 
pero por el supuesto del teorema de ergodicidad fuerte y to 

mando en cuenta (1.67) se tiene: 

x 
s(x,t) = exp {-f p(z)dz } = s(x) 	= p(x), 	(1.89) 

o 

es decir, la probabilidad de sobrevivencia por cohorte es - 

igual a la probabilidad de sobrevivencia de la tabla de mor 

talidad de momento. 

La población de edad x al tiempo t está dada según - 

(1.34) por: 

P(x,t) = s(x,t) B(t-x), 

pero por (1.88) y (1.89) se tiene que: 

P(x,t) = p(x) B(o) exp (r(t-x)) , 
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multiplicando ambos lados por el inverso de P(t), resulta• 

que: 

c(x,t) = P(x,t) =  p(x) 8(o) exp (r(t-x))  . 	(1.90) 

P(t) 	P(t) 

Substituyendo*(1.84) en la anterior, se obtiene que: 

c(x,t) _  _p(x) b(o) exp (r(t-x)) 

P(o) exp (rt) 

= b p(x) exp (-rx)'= c(x) . 	(1.91) 

Integrando en la ecuación anterior sobre todo el intervalo 

de la variable edad, se tiene que: 

CO 
1= t c(x)dx = bt p(x) exp (-rx)dx , 	(1.92) 

0 	 0 

w 
multiplicando ambos lados por el inverso de I p(x) exp (-rx)dx, 

0 
resulta que la tasa bruta de natalidad se puede expresar como: 

b= 	1  
0) 

! p(x) exp (-rx)dx 	 (1.93) 
o 
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El promedio anual de nacimientos al tiempo t, está 

dado por: 

a 	 s 
B(t) = IP(x,t) iy(x,t)dx = f P(x,t) p(x)dx 	(1.94) 

a 	a 

'(véase (1.36) y (1.31)). 	Multiplicando ambos lados por el 

inverso de P(t), resulta que la tasa bruta de natalidad se 

puede expresar como: 

b= t  P(x,t) J(x) 	= f c(x,t) p(x)dx 
a 	P(t) 	a 

= I c(x) p(x) dx ; 	 (1.95) 
a 

substituyendo (1.91) en la ecuación anterior se tiene que: 

B 
b = tb'p(x) p(x) exp (-rx)dx 

a 

= b fp(x) iy(x) exp (-rx)dx, 	(1.96) 
a 

y multiplicando de ambos lados por el 'inverso de b, se conclu 

ye que: 

0 	 B 

	

1= tp(x)4s(x) exp(-rx)dx = t4'(x) exp(-rx)dx , 	(1.97) 
a 	 a 

donde q(x) = p(x) tp(x) se le conoce como la función de fecundi 

dad neta. A la ecuación anterior se le conoce como la ecuación 

fundamental de Lotka. 



n 

Si las medidas demográficas Q(x) y r de una población 

satisfacen la ecuación (1.97), se dice que dicha población -

e-s una población estable. 

Para finalizar el presente inciso, se citará con res-

pecto a (1.97) que es una ecuación integral, el siguiente - 

teorema. 

Teorema: la ecuación integral ! (x) exp(-rx) =1, tiene exac 
a 

tamente una raíz real r = ro  . Si r es una raíz compleja - 

de la ecuación integral, entonces 	(el conjugado,) también 

es raíz. Además, ro  es mayor, en valor absoluto que la par-

te real de cualquier raíz compleja rj. Para la demostración 

de este teorema, véase Pollard (1973). 
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2) 	Un modelo cuasi-estable alternativo. 

Ansley Coale empleó por vez primera la palabra pobla-

ciones cuasi-estables para referirse a aquellas poblaciones 

que, siendo estables hasta un momento dado, comenzaron en-

tonces a experimentar un proceso de desestabilización, con-

secuencia de un descenso en la mortal.idad, mientras se man-

tenía constante la fecundidad. 

Uno de lo.s principales objetivos que se tomaron en cuen 

ta para la elaboración del modelo aquí propuesto, es el de - 

requerir la mínima cantidad de información posible. 	La ra-

zón de ello radica en el hecho de que el uso de las poblacio 

nes estables, como técnica de ajuste para la éstructura por 

edad de poblaciones consideradas como poblaciones cuasi-esta 

bles, se aplica precisamente en aquellos países, que no dispo 

nen de confiables fuentes des información demográfica. El pre 

sente modelo parte de que se conoce la siguiente información: 
la estructura por edad, la .tasa de crecimiento poblacional y 

la tasa bruta de natalidad, todo correspondiente al tiempo t, 

así como el tiempo que lleva descendiendo la mortalidad y una 

tabla estándar de mortalidad. 

El desarrollo matemático del modelo se hizo para el caso 

contínuo y contempla exclusivamente poblaciones cerradas, es 

decir, poblaciones en las que no hay inmigraciones ni emigra-

ciones. 

Para la presentación del modelo aquí propuesto, se fija 

rá el inicio del proceso de desestabilización al tiempo cero. 

Supóngase que el descenso en la mortalidad puede repre-

sentarse mediante la ecuación: 
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p(x,t) = u(x,o) (1+kt) (,) 	(2.1) 

donde t representa el tiempo que lleva descendiendo la mor 

talidad y k es el porcentaje de decrecimiento en la fuerza 

instantánea de mortalidad, igual para todas las edades, es 

„decir, k es un real. 

Como al tiempo cero la población es estable, entonces 

su mortalidad es invariante y por lo tanto: 

u(x,o) = Ps(x) (1+k0 ) , 	(2.2) 

donde i. (x) es la fuerza instantánea de mortalidad a la edad 

exacta x, correspondiente a una tabla estándar y ko es un ele 

mento de los reales. 

Substituyendo la ecuación anterioren (2.1) se obtiene - 

que: 

p(x,t) =i(x) (1+ko ) (1+kt) 

= u5(x) (1+k0+(1+k0 )kt) 

= us (x) (14-ht) 	 (2.3) 

donde h = ko¥ t + (1+k0 )k 	, t ¢ 0. 

(5) Este tipo de descenso fue propuesto por Keyfitz (1977). 
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A partir de la ecuación anterior, se puede observar 

que para conocer los valores de p(x,t) sólo falta por de-

terminar el valor del parámetro h; dicho valor se puede ob 

tener de la siguiente manera. 

Supóngase que la mortalidad ha estado descendiendo - 

durante un período de t años; entonces la probabilidad de 

llegar con vida desde la edad exacta cero hasta la edad - 

exacta x al tiempo t está dada por: 

x. 
p(x,t) = exp {-f u(z,t)dz} 

o 

x 
= exp {-f ji (z)(1+ht) dz} 

o 

= p(x)1+ht 
9 
	

(2.4) 

donde p(x) es la de la tabla estándar de mortalidad. 

Para la tabla estándar se puede encontrar la tasa de 

crecimiento estable asociado (ro ) por medio de la ecuación 

(1.91), es decir, 

c(x) = b(t) p(x) exp(-r0x) ; 	 (2.5) 

multiplicando ambos lados por exp (r,,x) 	
9 

ckX) 

7 
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exp(rox) = b(t) pjx__¥ 
c(x) 

y 	aplicando de ambos lados 	la 	función 	inversa 	de 	la 	función 

exponencial se tiene que: 

r0x = in b(t) p(x) 	 (2.6) 
c(x) 

Se había visto con anterioridad que la tasa instantá-

nea de crecimiento demográfico está dada por r(t) = b(t) - 

d(t), (véase (1.55)) y que la tasa bruta instantánea de mor 
00 

talidad lo está por d(t) = f c(x) p(x,t)dx, de donde: 
o' 

oa 

r(t) = b(t) - f c(x) p(x,t)dx. 	(2.7) 
0 

Substituyendo (2.5) en la ecuación anterior y utilizando - 

el hecho de que: 

u(XIt) = 	1 	{_ dX p(x,t)} 	(2.8) 

p(x,t) 

se tiene que: 

r(t) = b(t) - fb(tJ¥i( ex¥+roX) 
o 	 (- d p(x,t)} dx. (2.9) 

p(x,t) 	dx 



a

o  

De acuerdo a (2.4) 	
p(x,t)  = p(x)1+ht y derivando se 

obtiene que: 

d 
dx p(x,t) = ( 1+ht) P(x)ht  d P(x)• dX 

Substituyendo esto último en (2.9), se tiene que: 

r(t) = b(t) fb(t)•P(x)•P(x)-(1+ht){1+ht}p(x)ht{-d p(x)}exp(-r0x)dx 
o dx 

03 
= b(t) + b(t) {l+ht} f {d p(x)} exp (-r. 	)dx. 	(2.10) 

o dx 

Resolviendo la integral por partes, 

sea: 	u = exp(-r0x) 	du = -ro  exp(-rox) dx 

dv =  d  p(x) 	y 	v = p(x) 

dx 

de donde, 

Do 

f{d 	p(x)}exp(-rox)dx = p(x) exp(-ro  x) 1  + ro  f p(x) exp(-r0x)dx 
o dX 	 0 	0 

m 

= lim p(k) exp(-r0k) - p(o) exp(-roo) + ro o  p(x) exp(-r0x)dx 

k-► a> 
o 

= r0  f p(x) exp(-r0x)dx - 1 	; 	 (2.11) 

0 



pero de acuerdo a (2.5) c(x) = b(t) p(x) exp(r0 x) , entonces 

'integrando en esta última sobre todo el rango de la varia 

ble edad, se tiene que: 

1 = ! c(x)dx = b(t) I p(x) exp(-r0x) dx 
0 	 0 

y multiplicando ambos lados por el inverso de b(t) 

CO 
f p(x) exp(-rox) dx = 1  
o b(t)  

y substituyendo esta ecuación en (2.11), se concluye que: 

f {d p(x)} exp(-r0x)dx = ro 	- 1 =  ro -  b(t) • 	(2.12) 
o dx 	 b(t) 	b(t) 

Substituyendo la ecuación anterior en (2.10), se obtiene que: 

r(t) = b(t) + b(t) {1+ht) {ro 	b(t)} 

b(t) 

= b(t) + ro  - b(t) + ht {ro  - b(t)} 

=r + ht {ro  - b(t)'} 	 (2.13) 

restando de ambos lados ro, se tiene que: 

r(t) - ro  = ht {ro  - b(t)} 	, 
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y multiplicando de ambos lados por 1/t (r - b(t)), se - 

obtiene finalmente qué el parámetro h está dado por: 

r(t) - r 

h 	t {r - b(t) 	
(2.14) 

0 

Dado que se ha estado contemplando un descenso en la - 

mortalidad a partir del tiempo cero, se verá a continuación 

los efectos que éste tiene sobre la estructura por edad; pa 

ra ello es necesario dividir el análisis en dos casos. 	El 

primero, correspondiente al caso en que son más los años que 

lleva declinando la mortalidad que la edad de la población - 

'(t - x), y el segundo, correspondiente al caso inverso 	- - 

(t < x). 	La razón de tener que dividir el análisis se debe 

a que, mientras en el primer caso la probabilidad de sobrevi 

vencia desde el nacimiento hasta la edad exacta x en todo mo 

mento se encuentra bajo un régimen de descenso en la mortali 

dad, en el segundo también influye la mortalidad constante - 

antés de que ocurriera di.cho descenso (véase gráficas No. 4 y 

No. 5). 

1 
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Caso: t - x 
	

Caso: _t < x 

•edad x 
	

edad x 

x-t 

tiempo(t) 	
tiempo(t) 

t-x 	o 	t 

mortalidad en descenso 	mortalidad <---j-----> mortalidad en 
invariant*e 	

descenso 

gráfica No. 4 	 gráfica No. 5 

La estructura por edad cuasi-estable. 

Primer caso: t 	x 

Conforme a (1.34), la población de edad x al tiempo t - 

es igual a: P(x,t) =s(x,t) B(t-x), y la probabilidad de sobre 

vivir desde el nacimiento hasta la edad exacta x al tiempo t 

es igual a: 

x 
s(x,t) = exp {-fp(z,t-x+z)dz} 

o 
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de acuerdo al modelo, se tiene que: 

x 
s(x,t) = exp{-tus(z) (1+h(t-x++z)dz} 

o 

x 	x 
= exp{-(1+h(t-x))! P S  (z)dz} exp{-hfzus(z)dz}} !  

l+h(t-x)  
'p(x) 	exp {-ht zus(z)dz} 	(2.15). 

o 

Tomando en cuenta(2.8) y resolviendo por partes la integral 

de arriba, se obtiene que: 

x 	x 	' 	x  

o s 	o 	pF) •  dz p(z)} dz 	t z {d ln P(z)}  dz, 
o dz 

Sea: 	u = z 	du = dz 

	

dv = d in p(z) 	v ; in p(z) 
dz 

entonces, 

x 	 x x 
t z{ d 	in p(z)} dz = z ln(z) 	- t in p(z) dz 
o dz 	 o 	o 

x 
= x 1 n p(x) - f in p(z)dz 

o 

--1 

= x in p(x) - G(x) 	, 	(2.16) 
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x 
donde G(x) = f in p(z)dz. 

o 

Substituyendo el resultado anterior en (2.15), 

resulta que: 

's(x,t) = P(x)1+h(t-x) exp{hx in p(x)} exp {-hG(x;} 

= p(x)1+h(t-x) P(x)
hx  exp {-hG(x)} 

= p(x)1+ht H(x)-h , 	 (2.17) 

donde H(x) = exp(G(x)) . 

Sea B(t) y B(t+h) el promedio anual de nacimientos al 

tiempo y al t+h respectivamente; entonces el incremento en 

el promedio anual de nacimientos entre t y t+h está dado por: 

B(t+h) - B(t) 

y el incremento medio anual por: 

B(t+h) - B(t) 
h 
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El número total de 	nacimientos 	ocurridos 	entre 	el 

tiempo t y 	el t+h 	es igual 	a: 

t+h 
! B(z)dz, 
t 

y por lo tanto, la tasa de crecimiento de los nacimientos 

entre t y t+h está dada por: 

= Bt+hh) - B(t) rb(t,t+h)  

hf B(z)dz 
t 

aplicando el Teorema del Valor Medio para las integrales, - 

se tiene que: 

rb(t,t+h) = B(t+h) - B(t) 
h B(t+E,) 

donde 	es el valor medio, con 0<<h; y por lo tanto, la - 

tasa de crecimiento instantánea de los nacimientos es igual 

a: 

rb(t) = lfm rb(t, t+h) = lfm B(t+h) - B(t) 

	

h-►o 	 h-*o 	h B(t+¥) 

= 	1 	d B(t) = d 1n B(t) 
B (t dt 	 dt 



y lo cual representa una ecuación diferencial de primer 

orden, cuya solución es: 

t+h 
B(t+h) = B(t) exp {f rb(z)dz} . 	(2.18) 

t 

Los nacimientos al tiempo t-x, de acuerdo a la ecua-

ción anterior•están dados por: 
t-x 

B(t-x) = B(t) exp{trb  (z)dz} 
t 

suponiendo que rb(z) no cambió de signo en el intervalo - 

t-x a t, entonces por el Teorema del Valor Medio para las 

integrales, resulta que: 

B(t-x) = B(t) exp (-rl.x) 	(2.19) 

	

donde r, es el valor medio. 	Multiplicando en la ecuación 
1 

anterior de ambos lados por exp(r1.x)/ B(t-x), se tiene que: 

exp(r,.x) 	
B(t)  

B(t-x) 

aplicando la función inversa de la función exponencial, se 

obtiene que: 

r
l  x = ln 	

B(t)  

B(t-x) 

y multiplicando de ambos lados por el inverso de x, x ¢ o, 

se tiene que: 
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rl = 1 ln B(t)  
x 	B(t-x 	 (2.20) 

Anteriormente se había obtenido la siguiente relación 

P(x,t) = s(x,t) ** 	B(t-x) (véasé (1.34)). Multiplican 

,do ambos lados por el inverso de s(x,t), te tiene que: 

B(t-x) = P(x,t) 	 (2.21) 

s(x,t) 

y substituyendo (2.17) en esta última, queda que: 

B(t-x) = P(x,t) 

p(x)1+ht H(x)-h 	 (2.22) 

Substituyendo (2.21) en (2.20) y tomando en cuenta que -

B(t) = b(t) P(t) (véase pág. 19), se obtiene que: 

r1 = 1 ln{ b(t) P(t) p(x) 1+ht 

x 	P(x,t) H(x)h 

= 1 ln bit) 	(x) + 1 in ¥( 	t 
x 	c(x) 	x 	ul(x) h 

= ro + h ln P(x t 
x 	FÍ(xi 	1 	 (2.23) . 
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según el resultado obtenido en (2.6) y por propiedades 

de la función logaritmo natural. 

Finalmente, dado que la tasa de crecimiento de los - 

nacimientos durante el período de descenso (r1 ) difiere -

de la tasa de crecimiento estable asociada (ro ), entonces 

la estructurapor edad cuasi-estable para este primer caso, 

queda determinada por medio de la siguiente ecuación: 

ck(x) = b(t) s(x,t) exp(-rlx) . 	(2.24) 

Segundo caso: t < x 

La población de edad exacta x al tiempo t está dada -

por: P(x,t) ='s(x,t) B(t-x), mientras que la probabilidad - 

de llegar con vida desde el nacimiento hasta la edad exacta 

x al tiempo t, es igual a: 

x 
s(x,t) = exp {-f }i(z,t-x+z)dz} 

o 

= exp {-f p (z,t-x+z)dz} exp {-t p(z,t-x+z)dz} 
o x-t 
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donde la primera parte del lado derecho corresponde al - 

período estable, y la segunda al período de desestabili -

zación. 

Pero de acuerdo a (2.3), 

x 
s(x,t) = p(x-t) exp{-f us(z)(1+h(t-x+z))dz} 

x-t 

x 	x 
= p(x-t)exp{-(1+h(t-x))f us(z)dz}exp{-hf ?.j5(Z)dz} 

x-t 	x-t 

empleando (2.16) y por propiedades de las integrales, se tiene 

que: 

x 	x 
s(x,t) = P(x,t) tpx-t(t-x) exp{hz in p(z) 1 	}exp {-hf in p(z) dz} 

x-t 	x-t 

1+h(t-x) 	 x  
= p(x-t) tpx-t 	exp{hx in p(x)-h(x-t)ln p(x-t)}exp{-htln p(z)dz} 

o 

x-t 
exp{-hf in p(z)dz} 

o 

= p(x-t) tp1+h(t-x)  P(x)hx  p(x-t5
h(x-t) 

 exp{-h(G(x)-G(x-t))}. -t 

Pero p 	
_ 1 x 	__ 1(x):1 o 	= p(x) 	, y substituyendo 

t x-t 	1 x-t) 	x-t 1(ó) - p(x-t) 

en esto en la ecuación anterior, se tiene que: 
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s(x,t) _ (x-t) p(x)
1+h(t-x)

p(x)hx p( x-t)
-h(x-t) exp{-h(G(x)-G(x- } 

p(x-t)11-h(t-x) 

= p¥x) l+ht exp{hG(x-t)} = p(x)1+ht{H x-t }h , (2.25) 
exp{hG(x)} 

donde H(x-t) = exp'{G(x-t)} y H(x) = exp {G(x)} 

De acuerdo a (2.20), (2.21) y a que B(t) = b(t) P(t), 

se tiene que: 

r 1 = 1 in b(t) p(t) s(x,t) = 1 in b(t) s x,t , 	(2.26) 
1 	X 	P X,t 	X 	c(x) 

y substituyendo (2.25) en esta última ecuación, se obtiene -

que: 

r= 1 	b t 	l+ht H(x-t h 
1 	ln(c x 	p(x) 	{ H(x) }) 

= 	in b(t) x(x 	+ X in {p(x)t H(x_ t } 

= ro + h in {p(x)t H(x-t } 	(2.27) 
x 	11(x)  
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y por lo tonto, para el segundo caso, la estructura por 

edad cuasi-estable al tiempo t queda determinada por la 

ecuación siguiente: 

ck(x) = b(t) s(x,t) exp (-rlx) 	, 	(2.28) 

0  

y de esta forma en ambos casos, bajo el modelo de descenso 

en la mortalidad .propuesto, la estructura por edad al tiempo 

t difiere de la estructura estable que prevalecía en la po-

blación, antes de que ésta comenzara a experimentar descen-

sos en su patrón de mortalidad. 

Se vió anteriormente que el presente modelo requiere - 

del conocimiento previo de la siguiente información: b(t), 

r(t), c(x,t), y y una tabla estándar de mortalidad. Como - 

el modelo ha sido desarrollado para el caso continuo, en el 

cual la edad (x) se toma como edad exacta, entonces la infor 

mación requerida (c(x,t)) ' debe estar por edad exacta; sin - 

embargo, en la práctica este no es el caso, ya que la infor 

mación viene por edad cumplida, por lo cual se pasa del caso 

continuo al caso discreto. 

A continuación se mostrarán solamente las expresiones -

matemáticas de las principales ecuaciones del modelo. 
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De acuerdo a (2.5), c(x) = b(t) p(x) exp(-r0x). 	In-

tegrando de ambos lados con respecto a la variable edad de 

x a x+n, se tiene que: 

x+n 	x+n 
nCx  = / c(z)dz = b(t) f p(z) exp'(-roz)dz 

x 	x 

aplicando el Teorema Generalizado del Valor Medio, tomando 

en cuenta que p(z) = l(z)/l(o) y por (1.62), resulta que: 

nCx  = b(t) nLx  exp(-r0x) 	(2.29) 

donde x es el valor medio, cono < x < n. 

A partir de la ecuación anterior, resulta que: 

rox = in b(t) nLx 

nCx 	 (2.30) 

Para el caso t 	x, se tiene, de acuerdo a (2.17), - 

s(x,t) = p(x)1+ht  H(x)-h  . Integrando de ambos lados con - 

respecto a la variable edad de x a x+n, 

t 	x+n 	x+n 	
l+ht 	h 

nsx  = 
 

f s(z,t)dz = f p(z) 	H(z)-  dz 
x 	x 
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aplicando el Teorema Generalizado del Valor Medio, 

x+n 
nst = H(x)

-h f p(z) 1+ht dz , 	(2.31) 
x 

donde x es el valor medio, con 0<x<n. 

Considérese la siguiente función, f(h) = p(z)l+ht 

Su desarrollo en Series de Taylor, alrededor de h = 0, has 

ta el segundo término es: 

sea f(h) = p(z)1+ht entonces su primera derivada está dada 

por d f(h) = t p(z)1+ht in p(z); eva-lúando ambas funciones 
.dñ 

en h=0, se tiene que, f(o) = p(z) y d f(o) = t p(z) in p(z) 
dh 

y por lo tanto el desarrollo en Series de Taylor de f(h) al-

rededor de h=0, hasta el segundo término está dado por: f(h) 

f(o) + d f(o) ' h es decir, 
dh 

P(z)1+ht = p(z) + ht p(z) ln p(z) . 	(2.32) 

Substituyendo este último resultado en (2.31), se tie-

ne que: 

x+n 
nst 1 ()¥h f (p(z)+ht p(z) in p(z)) dz 

x 

1 
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= 
	{nLx  + htn  Ex } 	 (2.33) 

x+n 
donde nEx  = f p(z) in p(z) dz. 

x 

A partir del resultado anterior, resulta que: 

r1  = 1 1n 8(t) 	- 1 in 	b(tj' P(t) nsX 	= 1 ln {
b(t)nLx nsx  } 

X 	Q t-x 	X 	{ 	t 	} x 	C 	L 
nPt 	n x n x 

	

+ 	t  

	

= 1 in {b(t) nLx } + 1 in nsx = ro  + 1 in nsx 	(2.34) 

	

ncx 	x 	nLx 	x 	nLx  

Para el caso t < x, se tiene de acuerdo a (2.25), 	- 

s(x,t) = p(x)l+ht,{X-t }h  

Integrando de ambos lados con respecto a la variable edad de 

x a x+n se tiene que: 

x+n 
nSX = f p(z)l+ht  {H(zt - }h  dz  

	

x 	H z 

aplicando el Teorema Generalizado del Valor Medio, 

	

st _ H(x-t) h  x+n 	
1+ht 

n x 	{ n 	}  
f p(z) 	dz 
x 

donde x es el valor medio, con o<x<n. 	Substituyendo (2.32) 

en la ecuación de arriba, resulta que: 
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t 	h  x+n 
nsx  - 

 
H(x-t) 	

t {p(z)+)t p(z) in p(z))dz 

= H(x-t) n  
{ 
H(x) 
 } 	CL + ht nEx } 	(2.35) 

Por último, con respecto a la ecuación para la estruc 

tura por edad cuasi-estable, es decir, ck(x) = b(t) s(x,t) 

exp(-r1 x) , se tiene que: 

x+n 	x+n 

nCk,x =  f C(z) dz = b(t) f s(z,t) exp(-riz) dz 
x 	. x 

aplicando el Teorema Generalizado del Valor Medio, resulta 

que: 

nCt'x  = b(t) nst 	exp(-rlx) 	(2.36) 

donde x es el valor medio, con O<x<n; además se puede obser 

var que r1  es propia para cada grupo de edades. 

A continuación se presentan las fúrmulas que se emplea 

ron para calcular los valores de las funciones 5L
x  , 5Gx 

A(x) = in H(x) y 5E x, a partir de la Tabla Estándar de Mor-

talidad de Brass. 



1  

70.- 

Como se trabaja con grupos quinquenales de edad, entonces se 

tiene que: 

1) Para el grupo de edad 0-5, 

5 

	

5L0  = f p(x)dx * 	1 	{ 1 + p(1) } + 2  { p(_1 ) + p(5) } 
0 	2 

1 
5G0 0  

	

=f ln p(x)dx = 	ln p(1) + 2 { ln p(1) + p(5) } 
2 

	

ln H(0) = A(0) = G(0) 	1  in p(1) + .3  { ln p(1) + ln p(5) } 
2 	4 

5 	 1 
5E0  = f p(x) ln p(x)dx = -- p(1) ln p(1) + 2{p(1) ln p(1) + 

0 	 2 	p(5) ln p(5)} 

2) Para x = 5,10,...,80, 

x+5 	5 

	

5Lx  = t p(z)dz 	{ P(x) + P(x+5) } 
x 	2 

x+5 	5 

	

5Gx  = f ln p(z)dz 	{ ln p(x) + ln p(x+5) } 
x 	2. 

1 
H(x) =exp { G(x) } t exp { G(x) + 	G } 

_ 	_ 	 2 5x  

= exp { G(x) } exp { 	5Gx } ; 
2 

aplicando la función inversa de la función exponencial, resulta 

1 



que: 

1 	x 	1 

A(x) = ln H(x) = G(x) 4 -- 5Gx 	 f 1n p(z)dz +- 
0 

2  5Gx 

x-5 y+5 	1 	x-5 	1 

= 	F. f 	1n p(z)d,z + 	G - 1 	G + ---- G 

	

y=O y 	2  5 x -  y=0  5 y 	2  5 x 

1 

	

= A(x) •+ 	5Gx  
2 

x-5 
donde A(x) = E 5Gx  

y=0 

x+5 	5  

5Ex  = f p(z) ln p(z)dz '- 	{ p(x). ln  p(x).+ p(x+5) ln p(x+5) }. 

x. 	2 

3) Para x = 85, 

L85y4  = f p(x)dx 	p(85) { 5  + 10910  p(85) } 
85 

G85  + 

	

=f ln p(x)dx 	ln p(85). { 5 + 1°910 p(85)} 
y 	85 

A(85) = A(85) + G85y+ 

L 

	

	- fen  p(x) ln p(x)dx 	{ 5 + 1o91G p(85) 
 ) p(85) ln p(85) 

85y+ V 85 



Cuadro 2.1 

Valores 	de 	las 	funciones 	5Lx, 	5Gx, 	A(x) 	y 	5E x 	a 	partir 	de 	la 	Tabla 	Estándar 	de 	Mortali 

dad 	de 	William 	Brass. 

Edad 	(x) 	a) 	 A(x) 	_ 

en 	años. 	p(x) 	5Lx 	5Gx 	1n-H(x) 	5Ex 

0 1.0000 4.16295 - 	0:9317,  - 	0..4002 -0.74939 

5 0.7691 3.79825 - 	1.3749 - 	1.6191 -1.04384 

10 0.7502 3.71600 - 	1.4842 - 	3.0486 -1.10271 

15 0.7362 3.62300 - 	1.6113 --4.5964 -1.16663 

20 0.7130 3.48900 - 	1.8003 - 	6.3022 -1.25459 

25 0.6826 3.33775 - 	2.0220 - 	8.2133 -1.34807 

30 0.6525 3.18700 - 	2.2532 -10.3509 -1.43440 

35 0.6223 3.03025 - 	2.5058 -12.7304 -1.51644 

40 0.5898 2.85825 - 	2.7987 -15.38213 -1.59697 

45 0.5535 2.66025 - 	3.1592 -18.3615 -1.67650 

50 0.5106 2.42275 - 	3.6299 -21.7560 -1.75186 

55 0.4585 2.13750 - 	4.2622 -25.7021 -1.81082 

60 0.3965 1.79375 - 	5.1535 -30.4099 -1.82888 

65 0.3210 1.39750 - 	6.4295 -36.2014 -1.76601 

70 0.2380 0.97000 - 	8.3315 -43.5819 -1.56553 

75 0.1500 0.56500 -11.1854 -53.3403 -1.20105 

80 0.0760 0.26250 -15.2937 -66.5799 -0.74632 

85y+ 0.0290 0.10040 -12.2585 -86.4852 -0.35550 

a) 	Fuente: 	Brass 	(1974), 	p.146. 

Nota: 	para 	la 	estimaci'3n 	de 	las 	columnas, 	véase 	pp. 	70-71. 
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3.) Aplicación del modelo cuasi-estable alternativo, al ca 

so de México. 1970. 

La finalidad de todo modelo matemático demográfi-

co, además de representar el fenómeno considerado, es 

que arroje resultados lógicos y coherentes al ser apli 

cado a una realidad concreta. 

Para la ejemplificación del modelo propuesto aquí 

se selecc.ionó la población femenina de México, a la --

cual se puede considerar cuasi-estable en el periodo -

1935-1970, donde en términos generales, mantuvo una fe 

cundidad constante y una mortalidad decreciente., ade-

más que hacia 1935 se le podía considerar como una po-

blación estable. 

Para la aplicación del modelo, como se dijo con - 

anterioridad, se requiere la estructura por edad (5c x ), 

la tasa bruta de natalidad (b) y la tasa de crecimien-

to demográfico (r) para el año final en que se conside 

ra el proceso de desestabilización (en este caso 1970), 

así como el tiempo que lleva descendiendo la mortalidad 

(en este caso los 35 años comprendidos entre 1935 y --

1970). Para 1970, la tasa bruta de natalidad, b(70), -

era de 0.04285, la tasa de crecimiento demográfico, --

r(70), de 0.034 y el tiempo que tenía descendiendo la 

mortalidad, t, de 35 años. La estructura por edad de la 

población femenina mexicana en 1970 se presenta en la - 

primera columna del cuadro 1. 
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Como tabla estándar se eligió la obtenida para la mor 

talidad mundial por Wil1iam Brass (1974), cuyos valores pa 

ra las funciones requeridas para la aplicación del modelo 

propuesto pueden verse en el cuadro 2.1 desarrollados en - 

la última sección del capítulo anterior. 

De acuerdo a (2.30), se tiene que: 

b(t)nLx  
ro  x = In { 	}, 

c 
n x 

o bien, 

Y(xi)= roxi 	 (3.1) 

b't )nLx  

donde xi=x y y(x) = in { — 	}. 

nc x 

Como se puede observar, la ecuáción anterior represen-

ta una ecuación lineal de una variable, con pendiente igual 

a la tasa de crecimiento estable asociada (ro ), y sin orde-

náda al origen (o que pasa por este último). 

Una forma de estimar el valor de ro  es por predio del -

Método de Mínimos Cuadrados ( véase Johnston (1979)); enton 

ces, sea y(x i ) = rox i  la línea estimada, donde ro  es la es-

timación del parámetro  desconocido ro. 

Considérese la diferencia entre y(x 1 ) y y(x i ), es decir, 

el  = y(x 1 ) - y(xi ), el error de estimación. Elevando ambos - 
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lados al cuadrado, se tiene que: 

z 

el = ( Y(xi) - Y(xi) ) , 

y sumando sobre todos los posibles valores de xi, se obtie-

ne que 

le 	
18 

E e21 = E ( Y(xi) - Y(xi) )¥ 
1=1 	i=r 

o bien, 

( y(x) -. 0x )2) z 	 (3.2). 

Como se sabe, el Método de Mínimos Cuadrados descansa 

sobre el principio de que el valor de ro debe ser tal, que 

(3.2) sea lo más pequeña posible. Una condición necesaria pa 

ra ello, es que la primera derivada con respecto a ro sea - 

igual a cero, es decir, 

18 	18 	' 

d 	Ee? = 2 E( y(x) - ¥o x i )(-xi) = 0, 	(3.3) 
dr0 j = i 

1 1 
 

Multiplicando ambos lados, por un medio y por propiedades del 

operador suma se tiene que: 

18 2 	ie 

ro F, x - : xiy(xi) = 0 ; 	 (3.4) 
i1 	i► 

►e 

sumando de ambos lados F x iy(x i ) y multiplicando por el in-- 
11 

7 
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18 
verso de E x 1  , se concluye que: i- 1 

18 
z xiy(xi) 

^ 	 =1  
ro  - 	— , 

18 
E xi 

o bien, 0  

	

85 	b(t)Lx  

( x + 2.5 ) ln { 	} 

^ 	x=o 	 5cx  
ro  

8s  
E ( x + 2.5 )2  

x=o 

donde xi  = x + 2.5. 

Derivando (3.3) con respecto a ro  (.la seyurda.dcriv-.- 

da) se obtiene que: 

d 2  18 18 

	

2 	2  
E el  =2.E x i  

d r 0 	j=1 	• i= •1 

lo cual siempre es mayor que cero, y por lo tanto efectiva-

mente se trata de un mínimo. 

En cualquier aplicación que involucre el uso del Método 

de Mínimos Cuadrados, se acostumbra calcular el coeficiente 

de determinación, el cual indica que tanto se ajustan los - 

valores observados al modelo matemático propuesto; en este 

caso, una ecuación lineal de una variable (véase (3.1)). 
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Para el cálculo del valor del parámetro ro  se deter-

niinó excluir el primero y los dos últimos grupos de edad, 

es decir, 5
c0,  5c

80 y c85y+. con el fin de evitar que los 

errores incluidos en esta información influyeran en el va 

lor de ro. Tomando en cuenta esto, entonces el valor de ro  

se obtiene como: 

75 	
b(t)5L< 

F ( x + 2.5 ) ln { 

r 	
x=5 	 5cx 

0 	 5  

Z 
x=5 

} 

; (3.6) 

mientras que el coeficiente de determinación está dado por: 

£5(x+2.5) in {
b(t)5Lx  2 } 

75 	b(t)5Lx 	L x=5 	5cx 
71 I in { 	c 	

}J' _ 	
75 	

-- 

x=5 	5 x 	
F (x+2.5)2  
x=5 

6,  = 1 . 

75 	b(t)5L 

E[ln{ 	}]2- 
x=5 	5cx 

	

75 	b(t) L 

[ E in { 	
5  

	

x5 	5cx 

15 

(3.7) 

Haciendo los cálculos correspondientes, se encuentra que: 

ro  = 0.02251 

y 	 d1  = 0.89750 

De acuerdo a (2.14), el valor del parámetro h está da 
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do por: 

1 	L  _r(t) - ro  

t 	r 	- b(t) 

y substituyendo los valores correspondientes, se tiene que: 

	

1 	0.034 - 0.02251 

h = — C 	 --- 1 - -0.01614 

	

35 	0.02251 - 0.04285 

Una vez calculado el valor del parámetro h, se prosi-

gue a calcular el valor de las probabilidades de sobreviven 

cia.entre las edades exactas x y x+n, al tiempo t (véase 

(2.33) y (2.35)).  

A modo de ejemplo, considérese el grupo de edades 10-15 

y el 40-45. Como el tiempo que lleva descendiendo la mortali 

dad es 35 años, entonces para el primer grupo de edades se -

está en el caso t > x y por lo tanto debe usarse (2.33), mien 

tras que para el segundo grupo se tiene t < x, por lo cual se 

utiliza (2.35) 

Substituyendo los valores respectivos en (2.33), se tie 

ne que: 

5s 	= ♦{ ( 10 )0,01614 { 3.716 + (-0.01614)35(-1.10271)} 

= 4.13059 

Una vez obtenido este valor, se calcula el valor del pa 

rámetro r1  correspondiente a este grupo de edades ( véase 

(2.31)); entonces, 



t 
r  _ 	r  

0  

4. 	1 

x 

in  n 	x 

nLx 

1 	4.13059 

= 0.02251 + 	in 
12.5 	3.71600 

= 0.03097 

Por último, queda por calcular la estructura por edad 

cuasi-establé (véase (2.36)); entonces, 

5ck
0 
10 = b(70) 5s10 exp (-r1x )  

= 0.04285(4.13059)exp(-0.03097',12.5) 

= 0.12018 

Para el grupo de edades 40-45 se tiene que: 

70 	
H(5) 	—u,01b1 

540 = { 
	. } 	{2.85825 + (-0.01614)35(-1.59697)} 

H(40) 

= 3.01131 

Una vez obtenido este valor, se calcula entonces el - 

valor del parámetro r1  correspondiente a este grupo de e- 

dades (véase (2.34)); entonces, 

70 

1 r 	- 0. 02251 4 -- - 1 n -- 

540 

79.- 
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1 	3.01131 

	

r1  - 0.02251 + 	in --- 
42.5 	2.85825 

= 0.02374 

Por último, queda por calcular el valor de la estruc- 

tura por edad cuasi-estable (véase (2.36)); entonces, 

k040 = 0.04285 5s40  5
0 

c 
	exp(-rlx) 

= 0.04285(3.01131)exp(-0.02374.42.5) 

= 0.04705 

Para los demás valores, véase el cuadro 1 (p.82). 

En la siguiente gráfica se muestra la estructura por. 

edad de 1970 de la población femenina mexicana y la estruc 

tura por edad cuasi-estable que arroja el modelo. 

Como medida para determinar la.calidad del ajuste se 

calculo el error medio, esto es: 

80 	70 _ ^70 

e = x ol 5cx 	5ck,x  

	

m 	18 

efectuando los calculos correspondientes, se obtiene que: 

em  = 0.00509 - , 

lo cual indica que se trata de un buen ajuste. 



Gráfica: estructura por edad de la población femenina de México (1970) y  

estructura por edad cuasi-estable. 
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Resultados 	de 	la 	aplicación 	del 	modelo 	a 	la 	pobla- 

ción 	femenina 	de 	México, 	1970. 

Edad 	(x) 70 	a) I 70 70 	b)  ^70 
en 	anos. 5c x 5 s x rl 5ck,x 5 ck,x 

0 
5 

10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 

• 45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 

0.16623;4.55675 
0.15860 
0.12935 
0.10610 
0.08710 
0.06974 
0.05426 
0.05283 
0.04031 
0.03342 
0.02493 
0.02112 
0.01932 
0.01478 
0.01019 
0.00551 
0.00415 
0.00395 

4.27474 
4.13059 
3.97586 
3.79175 
3.59034 
3.38229 
3.18547 
3.01131 
2.81738 
2.58688 
2.31080 
1.97570 
1.57807 
1.12705 
0.67386 
0.31415 
0.10597 

0.05866 
0.03827 
0.03097 
0.02782 
0.02621 
0.0251,6 
0.02434 
0.02384 
0.02374 
0.02372 
0.0.2376 
0.02387 
0.02406 
0.02431 
0.12458 
0.02478 
0.02469 
0.02313 

0.16862 
0.1374.7 
0.12018 
0.10470 
0.09009 
0.07701 
0.06571 
0.05583 
0.04705 
0.03912 
0.03184 
0.02510 
0.01882 
0.01310 
0.00813 
0.00423 
0.00176 
0.00060 

0.16706 
0.13620 
0.11907 
0.10373 
0.08925 
0.07630 
0.06510 
0.05531 
0.04661 
0.03876 
0.03154 
0.02487 
0.01865 
0.01298 
0.00805 
0.00419 
0.00174 
0.00059 

a) Fuente: 	IX 	Censo 	General 	de 	Población 	y 	Vivienda. 

1970. 	(Resumen 	General) 	p. 	37. 
b) Como 	la 	suma 	total 	no 	es 	igual 	a 	uno, 	entonces 	se 

relativiza. 



4.) Conclusiones. 

Ansley Coale fue el primero que usó la palabra po 

blaciones cuasi-estables para referirse a aquellas que, --

siendo estables en un momento dado en el tiempo, comenza--

ron entonces a experimentar un proceso de desestabilización 

como consecuencia de un descenso en la mortalidad, mientras 

mantenían fijo el nivel de la fecundidad. El modelo elabora 

do por Coale•(1975)' orientó en un principio la construcción 

del propuesto aquí; aunque al final ambos modelos resulta-

ron completamente diferentes, debido tanto al supuesto he-

cho en el tipo de descenso en la mortalidad como en la mane 

ra como fueron concebidos el análisis de los efectos en la 

estructura por edad y la forma de aplicación. 

Si bien aquí no se explicó el modelo elaborado por 

Coale, conviene señalar que mientras en el de él se conside-

ra un descenso de la mortalidad diferencial por edad, basado 

en el patrón exhibido por las tablas modelo "Oeste" de Coale 

y Demeny (1966) para los diferentes niveles; en el presente 

trabajo se consideró un descenso porcentual igual para todo 

el rango de edades. 

En lo referente a la aplicación de los modelos, tam 

bién existe una importante aunque pequeña diferencia. Ambos 

modelos requieren el conocimiento de la estructura por edad 
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y la tasa de crecimiento demográfico al momento final y el 

tiempo que tiene descendiendo la mortalidad, pero mientras 

el de Coale requiere además el conocimiento de la tasa de 

• crecimiento al momento inicial, el aquí propuesto requiere 

el conocimiento de la tasa bruta de natalidad al momento - 

final. La diferencia consiste en que para determinar la ta 

sa de crecimiento inicial pudieron intervenir censos de ca 

lidad dudosa -por lo lejanos en el tiempo- que pudieron --

subestimar su valor; en cambio, en el modelo aquí propues-

to, la tasa bruta de natalidad se estima con estadísticas 

recientes, presumiblemente de mejor calidad que las anti-

guas. Es más, aún y cuando la cobertura de los nacimientos 

recogidos por el registro civil fuera deficiente, las rela 

ciones matemáticas presentadas en el primer capítulo de es 

te trabajo permiten transformar, en la tasa bruta de nata-

lidad, la paridad media final o promedio de hijos por mujer 

entre 45 y 50 años de edad, información contenida por los - 

censos de población recientes. 
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