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INTRODUCCICN.

la patabra "secuencial" §ud utilizada primero pon Abaaham --
Wald y sus colegas, aunque mfs o menos al mismo tiempo también La usé
Baanard en Tnglatenra, para describin procedimientos para probar hips-
teads, en Los cuales el ndmero de observaciones no era §4fo de antema-
no pero dependia, de acuerdo a alguna hegfa déﬂ/:n.c'da, de Las observa--
ciones mismas. EL objeto de tomar observaciones necala en ef problema
de elegin entre un nimero pequedio {usualmente dos) de posibfes hipte-
845 0 decdisdiones, Algunas veces , al tenminan dicho procedimiento de ~-
muestneo el observadon deseaba estimar Los valones de uno o mds pandme
thws desconocidos, y surgi6 el problema de fa "estimacibn secuencial”.
loa articulos acerca de este problema empezaron a aparecer publicadosd
alrededon de 1946. AL prineipio, Los autornes tdcitamente suponian que
el procedimiento de muestreo secuencial habla side diseiiado bdsicamen-
te para probar hip6tesis, y que La estimacifn era una {idea tardla, pe-
no Wald en su £ibro Sequentiaf Analysis (1947) dedic6 un pequefia sec--
cifn para discutin procedimientos secuenciales cuyo objeto primariio e-
na proveer {con tan pocas observaciones como fuese posible) de un An--
tervalo para un pardmetrno desconocido habiéndose prefijado el coefi---
ciente de confianza y La Longitud, o que satisfaciera alguna otha con-
dicibn similan. Ejemplific6 en particular, ef problema de estimarn La -
media de una poblacibn nonmal, en fa cuakl La varianza era desdconccdda,
pon un intenvalo de confianza con coeficiente de confianza y amplitud
dados. Sin embargo, no intenté obtener soluciones inmediatamente Gti--
Zes a tales problemas.

Posterionmente, un gran nlmero de autores publicaron artlcu-
Los nefenentes a difenentes tépicos del Andlisis Secuencdal;sdin embar-
go y debido a que ef maternial de e,éte. tema es muy extenso, han sido po
cas Las publicaciones qué presenten al Andlisis Secuencial en conjunto,
esto es, casdi no existen textos que contengan, desde el punto de vista




secuencial, todo Lo nelacionado con Inferencia Estadfstica. Es pon 6s-
2o que e pensb en uuu_:bu un trabajo que comprendiena Bos temas de:
Estimacibn puntuakl, estimacibn pon intervalod y pruebas de hipbtesis;
enfatizando £as analoglas y diferencias que existen de estos t6picos -
con La Estadfstica CLdsica.

Lla presentacibn del material en el presente thabajo es como
sigues '

En ef capftulo T se hace una exposicién de Los conceptos de
Estadistica ClAsica que tienen hefacibn con £os conceptos de Estadfsti
ca desde ef punto de vista secuencial.

En ef capltulo 1T se expone e material acerca del AndLisis
Secuencdal excfusivamente el que se refiere a Estimacitn.

En el capltulo 111 se expone La teoria existente acenca de -
puebas de hipbtesis secuenciales, enfatizando en La parte de hipSte--

844 compuesias contha compuestas.

Y en el capltule 1V se "d_an‘ algunas ideas de fLas posibles ex-

tensiones def Andlisis Secuencial a otros tépicos estadfsticos, asf co

mo una bibliografia de Los arnticulos que se han escrnito acerca de fodo
el Andlisis Secuenciak.



CAPITULO T

ESTADISTICA CLASICA




En este capltulo, se danf un resumen de Los nesubltados que -
A0n necesanios ’pana Los capuwtoa u".gcu’emtu con helacibn a La parte de
estimacifn tanto puntuaf como por intervalos asf como Lo neferente a -
{as pruebas de hipftesds.

Tanto el proceso de estimacibn como el de pruebas de hipdte
848 forman parte de Lo que conoce como Inferencia Estadfstica, que e4
un conjunto de procedimientos pon Los que se establecen conclusiones -
nespecto de una poblacifn, en base a Los resultados que se obtienen a
parntin de una muestra de La misma.

Estimacibn puntual.

Supongamos que se tiene una muestra aleatonia de tamaiio n §£
fo, X,,Xz, X que se e.x,tm_;a de una- poblacibn X con funcifn de den~
sdidad §(x/ @ ) que depende de un valor desconocido, pero ifo € la
mado pardmetno. EL proceso de estimacifn conlleva caleular una funcibn
de La muestra que no depende del pardmetho y cuya imagen sea el espar~
cio parametrhal M (esta funcibn es LLamada un estimadon de 6 |,
con La cual se obtenga una ap)ioximac,édn de 2a mejon manera posible del
valor del pardmetro 6

Para aseguran hasta ciento punto que £a aproximacibn es "bue
na", se Le pedmd al estimadon propuesto que tenga cientas propiedades,
Las cuales se mencionandn a continuacifn:

Imugaméemto: Dado un estimadon © , se dird que es insess
gado &4 E| 8 ) - 6 Yeewn, Esta definicibn puede extendme a cuakl--
quienr h{ @ ) funcifn del paluimeﬂw S , es decin, dado h( 6 ) estima~~
don de h( @ ) tal que E(K(6 ) ) = (8 ) ¥ 0e® , se dind que di
cho estimadon es insesgado pana h( O ).




Ademfis, si 8' es otho estimadon de © tal que E{ &') =
© + bl 6 ) entonces b( @) es Llamado el sesgo de O'.

Varianza minémai Supongamos que & es un estimadon con se--
gundo momento central finito, es decin, Var( © ) & @ ,Senfa desea-
ble que dicho estimadon no tuviera una varianza muy grande; una manera
. de analizan dicha varianza es a través de La Cota Inferion de Crdmer y

Rao (CICR}, es decins ’

Dado un estimadon & de © tal que E(8 ) = € + b( 61,
bajo ciertas condiciones de regubaridad® Y suponiendo que b'(® ),La
derdvada del sesgo de @ oxiste se tiene que:

Var (&) 5, (14 b'(e)Y)
S
£ & infee (6)]

Esta desigualdad puede. generalizarse para cuando © es un ~
pardmetro mulitdidimensional.

Eficiencia: Una: medida que considera La CICR y La varianza -
del estimador propuesto 6 o eficiencia definida como:

efl & ) _CICR
Var( & |

Dadas Las caractertsticas de CICR, se tiene que 0 <ef( 6 )
$ 1 parna cualquien estimador de & . Si & es un estimadon cuya
eficiencia es igual a 1 (es decin var{ &) =CICR ), se dice que € es
un estimadon eficiente de © pon Lo cual podremos aseguran que tiene -
£a varianza mds pequefia entre todos Los estimadones de £a clase a que ~
pertenezea.

*Ven Apéndice A.




Suficiencias EL obtener fLa muestra de fLa pobacifn siempre -
rae consigo un clerto costo (trabafo, dinero, tiempo, ete.) porn 2o --
cuaf no e desea desperdicinr nada de La infonmacifn que da La muestrs,
es decin, otrna de Las propiedades que se Le pedind a Los estimadones -
es que guarden toda 2a mgonmac,uin de 2a muuma dichos estimadones -
son Los Llamados suficientes, Esta suficdiencia se da en el sentido de
que basta conocer fa infornmacidn que proporelona para estiman el pade
metho de Lntenfs. Una definicibn mls formal de Auﬁx.uenua es £a Sdvv-
guientet

Degfinicibn 1.1.

Sea X,, grees X uta muestra aleatoria (m.a,) de una pobla-~
clbn X con funcibn de denudad §(x/ 6 ), Una estadistica SuS(X,, gse
. ,xn) se dice que es una estadfatica suficiente &4 y so0lo s La distri
bucibn condicional de XpsXgrene X, dado $=8 no depende de © para «--
cualquien valor & de S,

EL trabajar con esta definicifn para verificarn La suficien--
cia de una estadistica dada puede ser muy engonroso o complicarse dema
sdiado. Una manera mfs §Acil es utilizarn el sigulente feorema debido a
Fishen y Neyman.

Teonema 1.2.

Sea x,,"xz,...,xn una m.a, de una poblacifn X, con funcibn de
densidad §{x/ 8 1, ©6 n (espacio parametrat). Sea Y=Y(X;,...,X | u-

na estadistica con funcibn de densidad gly/ & ). Entonces ¥ es una es:

tadfstica sugiciente para © 8L Yy 8080 84
81Xy s Xgseons Xyl © V=gV Xy, e, X )/ O IHIXy, . X )

donde H es una funcibn exclusivamente de La muestra,




EL teorema anterdion como puede' verse sirve para veriflcar £a
sufdiciencia peno. 84 no se conoce una estadfstica que pudiera ser sufi--
ciente no es posible ap!j,écm dicho teorema, Una manera de construuwin una
estadlstica sugiciente estd dada a partin def LLamado Teorema de Facto-
rizacibn que dices: k

Teonrema 71.3.~

" Sea XI’XZ"“’xn una m,a. de una poblacibn con funcifn de --

densidad 5(x/' é ). Sea S=S(X,,X2,...,Xn) una estadlstica, entonces
S e sufdciente para © 8L y s0Lo 8L
6(X,,...,Xn‘/ 6 ) = GIS, & JH(X,,...,X ]
donde H es una funcibn sofamente de £a muestra.
Como puede darse cuenta, dado un pardmetro 6 de una poblax
cifn no exdiste una finiea estad€stica suficiente para e, pon Lo que se~
nla deseable tenen una estadfstica que siendo suficiente sea Lo mds s4im

ple posibfe en cuanto a manejo, dicha estadistica queda definida ponr:

Definicibn 1.4.-

Una estadfstica se dice que e8 suficiente minimal s4{ ed sufd
ciente y 84 cualquien reduccibn de La particibn del espacio muestral de
§inida porn ella, ya no es suficiente.

EL sdiguiente teorema hefine Las anterdionres caracterlsticas, =
es decin, Lnsesgamiento, vardanza minima y sugficlencia:

L U




Teorema 1.5 (Rao~Blachiweld) .~

Sea X;,X,,...,X una m.a. de una poblacidn con funcibn de --
densidad §(x/ @ ). Sea Y= V (Xgs-- Xy | una estadistica Aué&ueute pa-
na ® , y sea V, =¥ (XI, . ,X ) un utunadolc insesgado de © .Enton-

ces

’

EtY, / y,} = ¢ {y,)
define un estimadon insesgado para O cu ja varianza es menor o iguaf -
que fLa de V

Completez: Afgunas veces Los estimadones que de condtruyen -
en base al teorema anternion resultan ser Los estimadones {nsesgados de
minina varnianza unifonrmemente para el pardmetro & , para identificar
estos estimadores es necesario ‘el concepto de completez de una familia
de densidades, dicho concepto se establece como:

Definicibn 1.6, -

Sea Xy,...,X una m.a, de una poblacifn con funcibn de densdi
dad §(x/ @ ). Sea T=T(X],...,X } una estadfstica. lLa gamilia de densdida
des de T se dice que es completa si y sofo 44 dada zIT) funcidn de la <

estadestica tal que:
E(z(T)) = 0 implica z(T) = 0 casi dondequiera

Ademds; una estadfstica es completa sl y solo 44 La familia
de densidades es ccompleta.

Para identificar Los estimadores insesgados de mlnima varian
za undlfonmemente, se¢ utiliza el sigulente teorerma:




Teonema 1.7.

Sea Xy,...,X una m.a, de una densidad §(x/ @ ). S& S=S(X,,.
.o, X ) una estadistica suficiente y completa y 84 T*=T*(S) es un esti-
madon insesgado de t{ @ ) alguna funcifn de © , entonces,

T* s un estimadon insesgado de minima varianza um"onmeme)ﬂ:e.

Hasta aquf se ha habfado de Las propiedades deseables de Los
estimadones, pero no hemss dicho La fonma de como se como se constru--
yen, Hay diferentes métodos de estimacibn, como son método de momen--
tos, método de mixima verosimilitud, método de minimos cuadrados, etc.
Aqul 80Lo se dand £a fonma def método de mdxima verosimilitud pues ¢4
ef que se mencionard mis adefante en este trabajo.

Sea X una poblacibn con funcifn de densidad §(x/ © ) donde
es desconocido, se desea obtener un estimador de € a partin de una -
muestra Xyyeoo, X, de dicha poblacibn.

[aY

Sea f(x/@} = filx,/ @)
- a3l 4
La gunc,édh de densidad conjunta de fa muestra evaluada en Los valonres
obtenidos. En este caso (x / &) numéricamente coincide con L{ 6 ), La
duncibn de verosimilitud. EL método consiste en encontran é w que:

L{B)=sup LI 6)
()

) Algunas veces La funcibfn L| € ) tiene una forma complicada
La cual hace diffcil encontar ef vaton & , para Ribranse de dicho --
problema y a partin de Las p/w;ﬁedadeA de £a funcibn Loganitmo (fun---
cibn monbtona, estrictamente creciente), se va a encontar aquel valor
que maximice: EnlL{ 6 ).

Usualmente se utiliza £a derivada de enL{ ) parna enconthar
dicho mAximo.
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Estimacibn pon intervalos.

Este tipo de ebtémac,to‘n sunge porque el estimador puntual s0
2o da un vafon nwhénéco, pero 'no_fs‘e cuenta con una medida de',La aproxi
macibn de este punto al valor verdadero de @ , por Lo cual ahora se
dand un nango (dintervalo) en el cual con cierta condianza se espera -- .
que se encuentre ©

Esta forma de estimacifn se basa en La construceiln de utte{L_
valos aleatonios (intervalos en donde por Lo menos un extremo es una -
variable aleatonia), Hay casos donde se puede constuuir dicho interva-
Lo‘poa ef método pivotal, peno también existe un método mds gene)ml --
que puede sen aplicado en otrhos casos.

EL método pivotal a grandes nasgos puede describinse como -
s4gues '

Sea 2= QUX;,.40,X / 6) una estadlstica cuya distribucifn no
depende de © , entonces para cualquier ¥ tal que 0- <Y <1, exis--
ten q; y q, tales que '

Pla, &2 <q2)= Y
84 ademds, parna éuaiqwien muestha posible se tiene que
2, < 2x/ ) ¢ q, 4e cumple 84y solo 84

T,(x) & & < T,(x)

donde T, Y T2 son dos estadfsticas que no dependen de © , entonces,

(T’,T,,) es un Lntervalo de congianza para © al
100. %
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Pruebas de nipbtesds.

Una hipbtesis estadlstica es una afirmacibn acerca de £a po-
blacibn estadfstica en estudio. Las hipbtesis estadfsticas a menudo se

exphesan pon medio de una afinmacibn de Los vakones def {o Los) pardme

tro(s) del modelo probabillstico ajustado a dicha poblacibn.

Desde ef punto de vista estadistico, existen 2 tipos de hipf

Lesis:

4{) Hip6tesis simple. Es aquella en donde se especifica por -
completo La distribucién de La poblacibn de intenés.

iL) HipGtesis compuesta, Es aquella donde no queda determina-
da de manera dnica La distribucibn de La poblfacifn.

Pana verificar La validez de una hip6tesis se obtendrd una -
muebt/uz aleatonia de La poblacibn que mediante un cierto andlisdis pro-
porclonand clenta informacibn con La cual podremos rechazarn €a hipbie-
848 l(cuando Los nesultados no vayan de acuerdo a Lo esperado) o no he-
chazanta {cuando dichos nesuftados se aphoximen a Los nesultados espe-
nados).

AL conjunto de valores con Los cuales se hechaza La hipbte--
844 de intenés{ que por Lo genenal se conoce como hipbtesis nulal se -
Le conoce como negibn crnltica o zona de nechazo.

AL tomarn una decisibn acerca de fa hipb6lesdis, se tiene fa po

sibiktidad de cometern 2 tipos de ernon;

- Rechazan fa hip6tesdis cuando esta es cienta, A este erron
se Le conoce como ernwer tipo -1,
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- No nechazan £a hipbtesdis cuando esta es galsa. Esto consti
Liye el erwon tipo 11,

Cada uno de estos errones tiene una probabilidad de ocuwvrin
{desde que estan en funcibn de La dewidn La cual a iu vez depende de
2a muestra), dichas probabilidades ae conocen como « y /5 .

Desgraciadamente no es posible controlan Las dos probabilida
des de error, ya que cuando una decrece £a otra aumenta y viceversa, --
pon Lo que dado un criternio (para rechazar o no nechazan fa hipfitesis)
de decisibn se podrd solamente dan el valonr que se desea para una de es
tas probabilidades (por Lo general el valox ot es el que se da).

Para cada crnitenio de decisibn es posible construuin una re-«
gibn de nechazo, sin embarngo es posible constuiin una negibn tak que da
do & mindmice el valor de , & esta negifn se Le conoce como una
mejon hegibn crltica de tamaio o , su obtencidn estd dada a partin «-
del siguiente teorema debdido a Neyman y Peanrson:

Teonema 1.8.-

Sean X;,..., X una ma. de una poblacibn con funcitn de den-
sidad §{x/ ©) y

n
Lix/ ®) = TT §ix,/ ®)
* A=

S{ By y ©, son dos valores conocidos, considere fa prue--
ba: _
Hyt 6 =8, vs, Hy: @@= 6, .ol (1.9)

yh H0. Sea Pcidatal que:
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<) Lix/ &l

§ k ¥

1=
&
<%

Lix/s,!
L) L(x/ Bel . ¢
v k X
Lix/e 1 7 ¥re®

i) Pl (x,,f..,xn)eﬁ MMyl = o
entonces ? 26 una mefon regifn de tamado e para (1.9)

Una caso mis general que el anterion {en el cual Las Z hipb-
tesdis son sdmples), es considerar HO una hipStesis simple y H, una hipd
tesdis compuesta, Cuando fa hipStesis compuesta tiene cierta forma tal -
que -existe un confunto ﬁ que es una mejorn negibn crliica para La --
prueba Ho contra cualquier hip6tesis simple derivada de H,, entonces -

‘ﬁ es flamada una negibn caltica unifoamemente mds potente.

i Cuando £a hipbtesis compuesta no cumple con Lo anterior y/o

cuando La hipbtesis nula es compuesta se utiliza un m&todo mfs general
de prueba £lamado Principio de Razén de Verosimifitud que puede expre-~-
darnse como Adgue:

Consddene La prueba
Ho: Secw,* V4, H, todas Las alternativas

Sen XI""'Xn una m.a, de La poblacibn con funcifn de densi-
dad §{x/ ®) y ~
L x/ @l = TI 6(x4:/9)

A=

La nazén de vernosimilitud se define como:

‘' or, es un subconjunto del espacic parametrol M
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by @)

Lix/ &)

donde Ll x/ &) = sup Llx/ @]
oo W,

Lix/ @ ) = sup Lix/® |
e ™
Sea Qa,%0. EE principio de razén de verosimilitud estable-
ce que Ho se nechaza 84 y solo 84

2 £ Qe
donde el nivel de sdgnificancia & estd dado ponr:

o = P| aﬁgo/ﬂo)




CAPITULO 11

ESTIMACION  SECUENCTAL
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Los procedimientos secuenciales dj,ﬂie)zen de Los procedimien-
tos estadisticos usuales en el hecho de que el tamaiio de muestra no es
§ifo desde un principio. EL expvwnmtadoa tiene La Libertad de hacer
observaciones una por una (o un ndmero §ifjo) al mcsmo tiempo que deci-
de 84 termina de muestrean y toma una decisdibn o continua el mues--
treo y toma una decisidn mds tarde.

La canactertstica principal de un procedimiento secuencial
es que el ndmero de obaervaciones que se hequienre para fewminan el ex-
perimento es una variable aleatonin pues depende de Los nesultados de
Las observaciones. A menudo uno puede estar interesado en procedimien-
tos secuenciales porque duelen sen econdmicod en el dentido de que se
puede tomar una decisifn antes que 8{ e usara un proced{miento de ta-
maiio de muestra fijo. En fa experimentacibn secuencial se necesitan:

4) EL tamaiio de muestra inicial (pon Lo general e toma un -
. tamaio de 1),
L) Una negla de terminacibn del expendimento.

Lid) ER nfmeno de observaciones que de tomardn en el caso de -
continuan con el experimento (aqul también porn Lo general
este ndmeno es 1),

iv) Una negla de decisifn teminal.

Formulacibn del problema de estimacibn secuencial.

EL procedimiento de estimacibn secuencial por confuntos pue-
de sen descndite como sigue:

Sea £2. el espacio muestral, se obtendndn secuenciafmente -~
conjuntos Ey, E,,.... cOn Las siguientes caractertsticas:’
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E, un conjunto de muestras de tamaiio 1 e, d. E,CIL

1

E, E';x Q. un conjunto de muestras de tamaiio 2.

2

E; < (E?x.(LX.O-) (\(Eg‘ x Q) un conjunto de muestras de ta

mano 3.

y asl suceslvamente,

Con cada muestra X de tamaiio m de Em estd asociado un sub--
conjunto W(fm) del edpacio paramétrico. Las observaciones se siguen ob
teniendo hasia alcanzar un valon n 1al que X, pertenezea a En' En esta
etapa suspendemos ef proceso y donfiamos que wgﬂ; contiene al verda-
dero valon del pardmetro, es decdnr, w()_(n) es el confjunto de confianza
resultante del procedimiento de estimacifn secuencial .

Por £o que, ef procedimiento de estimacifn secuencial queda
determinado pon Los conjuntos E;, Eyy .u. y fa funcidn W(X) definida -
para toda X en E,, Ez' ver oY el problema principal es, entonces, ele-
gin apropiadamente £08 conjuntos Eqn gy voen, y WIX) para fo cual se
deben de cumplin fLas dos siguientes condiciones;

Condicibn 1.- ER conjunto de confianza W(ﬁm) que resulta dek
procedimiento de estimacibn secuencial, debe satisfacer cien
tos nequerdimientos de tipo geoméirico.

Condicibn 2.- EL conjunto de confianza w(g(m) debe satisfacen
que:

Plee ulx)/ &) > 1-«
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La condiedibn 1 no es un pltobze,hta estadistico pero depende di
nectamente de f£as consideraciones prdcticas def problema bajo estudio,
porn efemplo, s4 el espacio parametral es 1-dimensional, se puede pen--
san en WIX ) como un intervato de Longitud gija, o que su Longitud sea
una funcibn del punto medio def intervalo, como se hace para e£ caso -
de La estimacibn de La media de una distribucibn binomial. Esta {dea -
se generaliza en téaminos de volumen o de didmetro del conjunto {defi-
nido como La mArima distancia posible entre dos puntos del conjuntol.

Dada La definicién de £os conjuntos E!’EZ"" . e conjunto -
de Zodas fas muestras posibfes estd dada por E, UE, U E, V...
Sea N £a variable aleatonia que denota el nfmero de observaciones que
son tomadas para finalizan un procedimiento secuencial,

Se define

Q(X;nxznuan) = gi(x;nle'ﬂpx-"_)

-84 ("1"""‘/;) 6 E}; £=1,2,...

es decin
9,(x,l 84 x; & E,
9 (x4,%,) 84 1xy,%,) @ E,
Q(X’.xz,---xnl’
. Qn‘xlgoahpxn) .y (x,,xz,...xn) [ ] En

.

Se supondnd de aqul en adefante que Las variables X's tienen
funcién de densidad f(x/ 8 ).
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Pon Lo tanto g(X,,Xt,...,XNI es una variable aleatoria discreta con --
funcibn de probabilidad dada pon:

P g(xl,.-.,XN)*’gi(xj,...,Xi) ] = P{ (x1,x2.-oc,xi, € E.(:)
. S 0 {(2;10) d&;

&
y cuya esperanza estd dada por

-« P
E(g(Xpene, Xy 1o 2. sag‘-(z,,...,zc) Z.Z;{u,»:a)dgj

L2

Definicibn 2.1,~

Sea Ty = g(Xy,e.e,Xy), Ty es un estimadon insesgado para ©

&4

E(TNl - B

Degdinicion 2.2,-

S TN . g(xlv'“xul es tal que E(TN) = ® + b{ @) entonces
bl @ ) es Llamado ef sesgo def estimadon.

La idea que se tiene en el caso tradicional acerca de un es-
timadon con minima varianza dentno de clenta clase de estimadones, es
utilizada para hacen una extensibn af caso secuencial. Para podei ha--
cen dicha extensibn probaremos algunos Lemas que necesiiaremos,
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fema 2.3.~

Sea Sy = X+ X, + oo+ X, donde X, son variables aleato-

nios independientes identicamente distrnibuidas (v.a.i.4.d.) entonces:
£{) S¢ E(Nl«@® y E{(IX]|]) <o =>
E(S,l = E(NIE(X)
i) ST EX) =0, E(X*)< y E[N) < =
E(s?) = ENENG)
il SE ElgX1)=ElRIX))=0, El [g(XIA(XI] 1 <0 y EIN'] < oo
et ( €S ) - ENIE (g (XIA (X))
PR AR
Demostracibn:
i) Sea Y, = 1 si N Y4

i=1,2,...
0 si N <4

que no depende de XL.
Elsyl = E{ x!fl Xyt bt T R T ceennasl

- - <] a
. E(A;; ZINEE Z,E‘Vx;"x;’ . ‘Z:,E(V«",IE‘X—C)

pues V. y Xi son independientes para toda £

_(',:I s

@® ) )
= 2 EWEX) = EX) D EY,]
!




1]

E‘y‘") q,-o )
[ 2]

E(S)) '

Lat

n
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ZyP(Y=yl=P(V;=I! PIN 3 <

o ¢

Ex) D PN 3 4l = EX) 2 ?;-’:P(Nﬂ')

E(X)( P(N=1] + P(N=2} +P(N=3) + , . .

P(N=2] +P(N=3} + , . .

+P(N=3) + , . .

E(X) 1 jPIN=j) = E(X)EIN) ,

2 AIJ ‘ 2 o0
) Esfl- &0 2 x)P - E pA v X 17 =El T VS
45 43 4~
+ 2 11_2[ V Y .X )
A<y <4 '(‘j

U

o
2,2
Ef 4?; vXg ) o+ ZEL T T VY XK

<<

E(X) [ PIN=1] + 2P(N=2) + 3P(N=3] + .......

2z,
4.

)

2y 2
‘2-: E(VX T 2:1% EYY XX )
o
?
= 2 E(X JE(Y; ) + 2 Z.Z_. E(v/“vjx&xj)
A-w A‘J
- TEHEVE ¢ 2 T3 OEWY KX
=) "‘J

z.zewivjx&le
“J

pues E{X} = 0

L]

2. 2 ElY, Y YEXX; )
4<J
TT EWy, JE(X, E(x.)
AQ)
EIEX) 22, ElY ¥;)
ALJ

. = 0
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por Lo tanto

E(s2) = Z E(x? e = £ Z PV, = 11

A= ) 4-!
- E(x7) _Z PIN % 4 = EX)EN) .
’.:,-l.
L) E( L Z alx 11l ‘2;:‘ (X)) - =
"‘, -
Zv (xl)(Z Vh(x))
£z J2 ‘
® &
=,E(Zng(xm(xl !
Az J=l
© .
= E( z Talx dhix,) o+ Z‘% VY g hixg) )
. ‘2_: E(ig (X Jhix,)) 4 )E% E(YY .. X hXg) )
’ ax
- T EWVAIEGIX R+ T T EWYIE(IX IR
L=y 4#J

pues Vi, es {ndependiente de Xj para toda L, §

o .
= T EWAEGXIRX) ¢ T LE(YEIX, NE(RIX 1)
4z A.'J

puu‘xi,xj son independientes Lo que implica que g(Xi), h(xj) también
Lo son,

- Elg(XIRIX]) fs(vf:) + TLZEWY. gXERIX) ]
#

A=

- ElgXIkIX)] T EE) + ENIE(BIXIAX)]
A3

el cambio de fLa suma infinita y La esperanza se justifica pues

El Jatxnix)[ 1 < oo
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ademds ZZE(Vleﬂ 2L ey, =1, 1-1)

A’J 4$J
A(J
=7 T2 PVt /Y= 1) PIY, = 1)
A<y

SLVj-=I entonces N 2§ 7 4 pomlo_.tan«toyé=1,udew

P(y»('.:’/yj,I):,

por Lo tanto
TZEWY) =2 LT P, =)
A'#J 4—‘) © il
=2 TLPN Pl = 2 L PIN 3 {)
"‘J ) J=2 A=
@©
=2 1(,.11?(1\: » 4§y = 2 3 (4~11PINY §)
j=a . J
¥ e < alge1) < 2011 + 1 = 2401
i1
por Lo tanto

TLEWY) <2 _Z(zj-mm»u
(4] JE1

=20 PIN % 1) + 3PN 2, 2) + 5PN 2 3) +,,,

u

=2( P(N= 1) + PN 2) + PN = 3)

PIN= 2) + PIN® 3} +,..

PIN = 2) + PIN

n

P(N 2) + PINFP 3)

PIN= 3) + ...

3) +t0.
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- 2( P(N = ’) + 4P(N = 2) + QP(N= 3’* co--'v)

S .2 2
=2 2 j°PIN= 4] = 2ZEN") < @ v
J=

EL Lema anterior puede sen generalizado para ef caso en que
Las variables X.'s sean dependientes de fa sdguiente foama:

Lema 2,4,-

Sea v, = E(XL/N 2 L) el cual existe sL PN 3 L) # 0
y v, = El | X;ov | /N 3 4) pwna &= 1,2,3,....
supongamos que £a serie
. o <
7 2 V}P(Nzi). converge | entonces
YL w
/
E( SN - Z:, vj_) = 0
La demostracibn es similan a £a hecha en el Lema anterion pon
Lo cual se omitind, '

La extensifn mencionada anterionmente queda expresada en el
siguiente teonrema:

Teonema 2,5 (Cota Inferion de Crdmer y Rao).«

Sea Ty = g(XI'XZ'-""XN, un estimadon de © , fal que E(TN) £
8 + b( O ). Suponiendo que La diferenciacifn puede intercambiarse
con Los s4gnos de suma e integhaciOn (esto constituye Lo que se conoce
como condiciones de negularndidad) y que b'( € ) existe, entonces:
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(1 +« &(8))

T, % 2
EN) (R o f(xto))

Demosthacibn:

Dado que el conjunto de todas Las muestras posibles es ---~--

E,UE, U Eg VR , entonces:

421 - -

L Vg,

dendivando ambos miembros de fa d€tima Lgualdad se tiene

2 O T (gt g(e18)d %
o006 (I) ~.c)9 4;1 SE = -f /
0o - T (3 T f216)d x;
oo g, 08 JF!
(23 A
= x; S JZ’; "(i.)/g) é“ ik (ZJIG) CIZ.:J
E, { f(x;le) o6 I

= L S ﬁ#(ﬂ~/e)ilnﬁ{(9'lé)dﬁj

N

55 7T ,Z(,J.le)a%(j"; /nf(zJ-/e)>dz.J-

o

il
uf\'fs
A N

=
-,
—_—
i,
®
S
[ |
—.
A
Q.
of
3
~—
f\
R
<
—_
Q.
2

Z Sjﬂ: f(:cjle\cfzsj = J E:r/(;cjlg)d;j = |




26 °

A

Sé 9oty %) = D ¢-3!5’9—'/n {(zJ-lg)

J':.
£(

Al
_2' é% /”,[(tJlo) ) = 0

&

J
Sean \IJ- = a-% In {(tjle) IR
y 3 o
SN = _,g' \IJ' - zé% /n/(zjlé)
= J':.l
E( Su) =0

s Euxgl)=E(/59/,,)((,3.,g)))<m

£(S0) = E(A)E(Y) =0

wtilizando el <nciso L) del Lema 2.3

E(Y) =0 es decin f(a%/nthj):O

g

o+ b(6) = £(Tw) =

A

S-.T.( .-I’_Z’ f("fj’e)d?{j

/ L—A

1]

derivando tenemos que:

© :
1+ b'(6) - Z S 71.(97_ ZJ(:SIQ))A;J.

i1 gy 06 J=!

T (e[ #icgie) )dxy

A=)




z oig‘ ('T,c 2. i ln_;(l‘j(g)) Jflj"' .f(xJ IO)JZJ-

o N 16)d x;
2 I fCxjlo) T f51009%,

u
-
~A8
—
"
7~
~
»~.
"_.'_.Nr.

oo .
Az £ J=! 3 L
' ‘ < ) = E(mNSN>
1+ k'(6) = E(Tuﬁ;’ Yj
Ademds e tiene que para cualesquiera 2 variables aleatonias
W, W
1+ 72

Covi,,w,) & N Varlw)var(w,)’

en particularn 84 w, = TN Yy wz = SN entonces

CoulTy,S,) & Jvan(T Var(sy)

penro Cou(TN,SN) = E(TNSN) - E(TN)E(SN)

|}

Emy

por Lo tanto

E(T,S,) & N V(T )van(s,)

-

1+ b'(€ )SJVM(TN)VLUL(SN)

(1 +610 )18 ¢ vanlTvanls,)
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: 2 2,0
ahonra VM(SN) = E(SN) .- E (SN)
2
= E(SN):

sl ElV2 )< 0 se puede utilizan ek inciso ii) det Lema 2.3, por Lo
que:

Varls,) = EINE(Y?)

por Lo tanto
(1+b(0) 1% ¢ var(TIENEW?)

-~

2
(1+b'16 )12 & Var(TYEINE (5?5 In <107

. 2
Var (T N (1 +b'le)) .
EMYE/S
(‘99 ln{(-z]e%

Conolanio 2.6.-

STy es un estimadon <insesgado de ©  entonces

v’c‘z'r('ru) > - l .
) E(fé lnf(-tlely

A continuacibn se dardn dos nesultados importantes pero no -
se demostranfin debido a que Las demostraciones son similares a fLa del
teonema 2.5.
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Teorema 2.7.-

Si TM es un estimadon insesgado de h( @ ) se tiene que:

I L )
Var ( Ta) » @) .
E -
W) z:(aéé In {(x/o))

Teorema 2.8.~

Si  @=l @,,.., B,]" yadends es de interls la varian-

za de un estimador insesgado de una componente de @ -digamos &, en

tonces:

Var (T ) !
T Ew) £(2 ’n'{(zm)l

donde T

N i denota un estimadon insesgado de 6 .,
14

L

Suficlencia y compfefez en ef caso secuencinl,

La efeceibn de una buena negla de decisibn {en el sentido -~
que mindimice el tamaiio de muestrha esperado) nos podifa ayudar a obte--
nen un buen estimadon del pardmetro € . Los métodos que a continua--
cibn sendn descrnitos a pesande que no puedan sern usadoy para enconthar
una regla de decisibn 6ptima, La desigualdad de Crfimer y Rao puede sen
usada. '
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En esta seccibn se supondrd que Las probabifidades condicio-
nales usadas existen, Supongamos que para cada n §ifa, La funcibn de -
densidad conjunta de L STLIPRR ,Xn admite una estadfsiica suficiente.

Sea' T = T(x,,xz,...xn) una estadfstica suficiente minimal para La den '

sidad conjunta de X;,X,,..e,X .

Definicibn 2.9.-

La sucesitn ) TyaTgsees \  es Ltamada una sucesifn sufir~~
ciente para el modelo decuencial, -

Teonema 2.10.~

S{ para cada n, T, = T(x,,xz,...,xn) ed .una estadlstica sufd
ciente para 6 en La muedtra fdija XI'XZ""’xn entonces

(Tyo NI es una estadlstica suficiente para O en el ca-
40 secuencial.

Demos thacibn:

(Este teonema fué probado pon Blackivell bajo £a suposdicibn -
de que La hegla de decisi6n depende s0fo de Las T's),

. @
Sea E C-‘:}‘J E,  un conjunto medible

P.O. P{E /N =n, Tn =t ) no depende de @

P(E/N=n,Tn=t) s _PIEN=n,T = t)
P(N=n,Tn=t)
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PLEN=n, T #t) _P(T ¢t}
PIT, = 2] P(Nan,T »2]

u

P(E,N=n/T =t) 1
P(N=n/TnntI

S( N =n entonces X1, Xg,0.. X, @ E y viceversa, por Lo que

PIE/N=n,T =2} = PIEE /T =2} !
P(En/Tn=i)
P(ENE /T =%]
P(E,/ Tn=zl

tanto ek numerador como ef denominadon no dependen de 8 , pues T, es
suficiente para € para cada n, por Lo tanto

%
PLE/N=n,T =2} no depende de ©

es decin (TN,N) es suficiente para @ en el caso secuencdal, *

Sea {T, § una sucesibn suficiente en un modelo secuencial,
entonces dado que T, & suficiente para toda n y porn Lo tanto encierra
toda ¥a informacibn de La muestra, es nazonable pensan en que La deci-
s8i6n que se tome debe depender de Tn 84 el experimento se termina en -
el n-ésimo paso, Del hecho anterion se desprende La siguiente defini--
elbn,

Definicibn 2,11.~

La sucesdbn de estadfsticas suficientes ) Tn? se dice que «
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es una sucesibn transiiiva 84 para toda n 3 1 y para @& % | La dis-
tibucibn condicional de Tn*] dado que (X,,XZ,...,Xn)=(x1,x2,...,xnl -
es Ldéntica a La distribucibn condicional de Tn+1 dado que vrre==v-r-=

T (x’, g .,Xn]=tn(1(1,x2,...,xn).

Es decin que toda La ;L'néolunac,wn acerca de T ., que estf con
tendda en X, = (X;,...,X | estd concentrada en La funcién T . Se demos
6 (ver Bahadur) que af tener una sucesibn suficiente y trhansitiva --
AT, % cualquien procedimiento secuencial basado en % -&ni es equiva
Lente a cualquien procedimiento que en ef n-€simo paso esté basado so-
Lamente en T . Cuando se tiene una familia de v.a.£.4.d., % Tn& es -~
una sucedlbn thansitiva 843

Tn.,.] "ﬂ"") ‘Pﬂ (Tﬂ‘ﬁﬂ)'xn"") para Zoda n v 1

De La misma manera como &e considerd fa sufLelencia en un --
caso secuencial, fa completez de una familia (Ty,N] estand basada en -
ta completez de Tm para m §ifa como sdlgue:

Deginicibn 2.12.-

La gamilia de distribuclones de (TN,N) e dice que es comple
ta 84

Elgl(T ,NH="0 Amplica que g(TN,N) s 0 casi dondequiena,

Definicibn 2,13,

La famitia de distribuciones de [T, N) se dice que es acota-
damente completa 44 para toda n, g(Tn,n) 24 acotada Y (TN,N) es comple
ta.
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Lehman y Stein (1950) obtuvieron que en el wqﬂhoﬁma!., con
media @ y varianza 1, (Ty,NI es completa 8i Mem y T, = 7‘: X, 5 en el
cado de una distribucifn Potsson también se tiene que 8L N=my T

2‘; x{; (TysN) serd completa,

Sea S L confunto de valores de T con Los cuafes el procer
dimiento se tenm&na en el m-Esdmo paso, una cond&c&dn recesaria y Sufl
ciente paa que (TN,N) sea completa es que fLas S 's sean intervalos a-
ienos ta,eu quz My e S Y. y & Sm+,- Ae tiene que x & Y
{en el caso en que T sea una estadistica k-dimensional, £a condicibn
anterion debe cumchnAe para cada coordenada). Pon efemplo &4 fa regla
de ténmino es que continue hasta que T :» ¢ {un vakon dado] enton--
ces (T ,N} no es campﬂeta

Ejemplo (Caso binomial)

o1 - @)* x=0,1
f§{x/ 8 ) =
’ 0 e.o.ﬂ.‘

Sea n un entero fifo y x’,xa,...,x
.ces,

, fa muestha conrespondiente, enton

n
Lix/ @) = .” fix.] ©)
&5l 4

$x. n .
= gl&(,_e, s 4

(a3

2 %,
-leu-6) )T 41-0 "
A

N
entonces T, = 7 X. es suficiente para 6
1

S{ tenemos una regla de decisibn La cual sofo depende de T .
Cada punto (T ,m) con m-r,z,... , puede sen de 3 tipos:
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L) Punto de decisibn,
£4) Punto de continuacibn.
LLL) Punto {mposible.

Pon £o que fa estadfstica (TN} consta de todos Los puntos
del tipo L}, pues Los puntos de continuaci6n no son valores posibles -
de (T,N) pon £a natwraleza de £a variable N ( negfa cemada de deci--
si6n). Se desea un estimadon insesgado de © , La primera observacibn
X, es insesgada pues E(X,} = © , ademds se tiene que (Ty,N) es sufi-
ciente entonces al aplicar el teorema de Rao~Blaclwell

y = EIX;/N,Ty) = PIX, = 1/ N,T,)
es tal que E(Y) = 6 y Varl¥l & Var(X,],

S{ para cada (X],,..,Xn) analizamos su trayectonia desde el
ondgen hasta 24 purytq_ {n,T"], e tendnd que en el L-Eaimo paso el cur-
40 send a fa denecha 84 X, = 0 o hacia auniba 84 X, = 1, y obviamente
esta trayectornia no pasard poi ningdn punto de decisifn (N,T,] antes -
de Elegar a (n,Tn).

W’ik' |
e
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La probabilidad de que se pase def origen al punto (m,t] es
6t1-0 .)"'_'t. Sean ¥ (m,t] el nftmero de trayectorias o caminos -~
que van del onigen al punto [m,t] y #%(m,t] el ndmero de caminos que
van def punto (1,1) a (m,t], entonces

ylm,t] = P(X, = 1/N=m,T, 2]

P = 1, NT) = (m,2] )
PLAN,T,| = (m,2] )

Q% - 0 1™, 2]
6%(1 - ¢ 1™ #(m, 2]

#*(m, 2]
#(m, 1}

es decin . "'(N!T“l
N, Tyl

Considenemos ahora algunas reglas de decdsifnt

L) Muestrean con un tamaiio de muestra fifo m

¥im,2) = (';) y  #%im,2) (2;)

pues se debe escoger os t puntos de Los m que se tienen en donde La -
riable vale 1 y de manera similan para #* escogiendo Los [(Z-1) necesa
nios de Los [m-1},

ﬁm - 1)
v - ”‘(m,,t) . SR | o Xt
#(m,2) m) m
£
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££) Muestrear hasta obtener c Exitos y entonces parar el pho-
cedimiento, .

Sea m §ijo entonces

#{m,c) =(2 :;) y #*(m,c) :('2: g)

pucs el m-€simo paso debe ser tal que X, =7

m--l)

c -] e~ 1]

ylm,c) =L7—m— .
(c— 2)

es decin V=—-——-T-

Lid) Consideran al (1,1) como .punzto de decisibn entonces

1 84 (m,2) = (1,7)
y(m,t)
0 e.0,2.

es decin Y =X , Como puede verse este es un caso particular

de £i) cuando c=1,

Antes de dan Las condiciones suficientes y necesarias para -
La existencia de un dnico estimador insesgado de € , veremos algunos
teonemas u cdentas definiciones de te&aminos que usaremos,

Definicibn 2,14,

a) Para todo punto (n,tn), n es Leamado el Lndice def punto,

b) EL Andice de una negibn es el supremo de £os [ndices de -
sus puntos,
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¢) Una negifn se dice que es finita &4 existe un m & N tab
que Los Lndices de Ros posibiles puntos son memores que m.

d) Una negifn se dice que ed cewrada 84 Lo suma de Las proba
bitidades de fLos puntos de decisifn en La hregifn es uno,

Teonema 2,15,.-

Una- condicidn suficiente para que R sea una regifn cerrada -
es que

&im inf Din
n-» o " riie 0

donde D(n) es el némeno de posibles puntos de fndice n en R.

Corotanio 2,16,-

Si el nfimeno de posibles puntos de Lndice n en una regifn R
es acotado entonces £a regifn es cerrada.

Pefinicibn 2,17,-

Una negifn R se dice que es simple, 44 para cuslquiera dos «
puntos posiblLes en R, cualquienr otro punto sobre fa necta que Los une
es posible, En otras palabra, R es una negién simple 8£ el conjunto -~
de puntos posibles de fndice n forma un Lntervafo.
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Teonema 2.18.+«

Una condicibn necesania y dugiciente para que Y sea el dndico
estimadon insesgado. de @ es que para toda regién R finita y cerrada,
R sea simple,

Como se vi6 anterionmente La Cota de Cndmen y Rao estd dedi-
nida como:

civy = I <
E(N) E (39 In f(zlo))

con £a propiedad de que Var(T) % CIV para cuslquier estimador T del -
pardmetro O que sea insesgado.

Como esta CIV depende de £a E(N), La cual a su vez depende ~
‘dek erniterio de decisifn que se adopte, entonces a distintos planes de
decisibn cornrespondendn diferentes valores de CIV; de aqul fa necesi--
dad de tener La "Eptima" CIV que quedard determinada utifizando ’a 44~
guiente definicibn, ‘

Deginiribn 2.19,-

Un plan de muestneo S*(con su comnespondiente regla de deci-
si6n) y un estimador T, se dice que son Optimos en 6= @°, 84 entre -
todos Los procedimientos con tamaiio de muestra esperado en @° no ma-
yon que el de S, no existe un estimador insesgado con varianza menon -
en @° que T,
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S{ un estimador T y un plan de muestneo S son Eptimos para ~
todo @°e (&) entonces se dind que dicho estimadon es eficiente.

Consistencia de clentos estimadores secuencinled,

Dado un estimador insesgado y la estadfstica suficiente para
un clento parndmetro de interes, se puede usar el procedimiento de Rao- .
Blachwell para obiener otrno estimadonr como La esperanza del estimadon”
insesgado dada fa estadfstica suficiente, Walgowatz considens La con-~
sistencia de taes estimadones para ef pardmetro p de-una distribucifin
binomial en el caso secuencinf, Loynes y Berk®estudiaron La conaisten-
cia de Los estimadones secuenciafes del tipo de Rao-Blackwell para el
caso general.

Sea Xg,X,5,000,%, 000 una sucesddn de variables aleatorias ~---
independientes e identicamente distnibuidas con espacio muestral LL .
Sea N £a variable aleatonia que denota el nfmero de observdciones nece
sanias para tomar una decisidn en un procedimiento secuencial, por £o
tanto N= 1,2,.... con La phopiedad que para cada n 2 1 el evento ~--x-
n( 80f0 depende de £as observaciones J(,,‘)(Z,...,J(’l Yy supongamos
que P( N <« ®]) =1,

Sea X' = (X,

h

'XZ""'xn) Y
Zz La i-8sima estadlstica de onden de X"

Se tendndn Las alguientes hipftesdis:

1,~ Para cada n, podemos obtener V, una estadlsatica sufieien
zte. '

2.~ Para cada n, V, ¢ una funcibn de. 22 {esto se cumple 84

*(1969).
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V,= 20 08l es una estadlstica sufdciente minimal).

3.~ Se puede construwin un estimadon insesgado T para 6O , -

es decin,
ToT(X;yXpp0001  2al que E(T) = &

EE estimadon T depende so0fo de un ndmero finito de obser
vaciones (esto se desprende de 2z suposicifn de que ~+--
PIN <o) =] |; hay una negla de decisién con Minfmero -
de observaciones necesarias para tomar una decdisibn} pa-
na T tal que 84 Men, T es una funcién de )(,,...,Jl('l sola-
mente,

Dado un confunto de neglas de decisibn para un procedi-«
méento secuencial, existe con probabilidad 1 una regla -
tal que Au tamafio de muestrna requenido para tomar una =~
decisibn (M) es menor o Lgual que el tamafio de muestra -
nequenido (N] para cualquier otra nregla del conjunto, es
1o est

PUN Y M) =1

Cuando N=n impfica que V =V, = V. S{ se estd thabajando con

una sucesibn de neglas de decisifn, se tendnd N ; pana La L~8sima regla
de decisifn pon o que se denotand

v =V

£

Ahona se vernd La constrwuecifn de Los estimadones de Rao-~----

Blackwefl., Dado un estimadon insesgado T y (N,V] estadlstica suficien-
te definimos el nuevo estimador de € como:
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o equivalentemente
u= un(vl cuando N=n y v, = Vv donde

u vl = ECT / Nem,V = vl

. E(T TiN=n)® /¥, =]
E( T(Nan) / V, =v |

Las suposiciones 1 y 4 implican que .un(u) es una funcién de
x,,xz,...,xn' . Entonces U es también un estimadon insesgado para © -
con varianza menor a La comrespondiente varianza de T, Por 2, U es «-~
una funcibn simétnica de STTRRYL Tamb.ibn e¢s &poMam‘.e sefalan que
U es el dnico estimador insesgado de minima varianza cuando (N;V) es -

una estadistica completa.

' WoLfowitz demostnd que U (V) ? es una sucesifn consistente

cuando e estima el pardmetno p de una distribucibn binomial, esta con

sistencia se nefiene a que Limn_ . » o donde n_ . es el valor
) o 04 0,4

mds pequeiio de n 2al que

PUN.=n) 5 0
teniendo una sucesifn de reglas de decisifn Loynes®® despuls demosirs
que en el caso genenal La consdistencia es muy débif a menos de que se

tengan mds condiciones sobre £as N.'s, estas condiciones dependen de ~
La distrnibucibn en cuestibn,

Estimacibn por doble muestneo.

Supongamos que estamos interesados en el problema de estima-

*S{ A es un evento, 1(A) denotard La funcibn 4indicadora de A, e.d., va

gQIenAgr{Oenat/w&xdo. , ,
Loynes. The consistency of certain sequential estimatons. Annals M,

Statist. , 40 , 568 - 574,
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cibn de un pardmetro desconocido © con acuracidad* asignada usando

el minimo de observaciones posible. La acuracidad estarfa en téminos

de £a desviacifn estandan, esto es, el estimadon tendrlfa varianza «---
al 8 ), abguna funcibn dada de © . Otra posibilidad es estimat

pon medio de un intervalo de’ confianza al (1 « &} por ciento suponien
dé una Longitud §ija (esta posiblidad se discutind en secciones -«
posteriones). En La estadfstica cldsica es por Lo general imposible «-
obtener un estimador con Las propiedades dzseadas debido a que se ties
ne una muedtra de tamajio §ijo, sin embargo, af usar méxodns secuencia-
Les tambibn se tienen afgunas digicultades como el construuir un esque-
ma de muestreo secuencial que cumpla cientas caracterfsticas, otra des
ventaja ¢s el cdleulo y andlisis que e hacen en cada paso; para evi-~
tan este Getimo problema sobne todo, Cox**propone un esquema de doble

muestneo, La idea bsica es usar una muestra preliminan para determi-«
nar que tan grande debe ser £a muestra total para obtener Las propieda

des deseadas, Los métodos de doble muestreo de Cox son diferentes a a~ -

quellos que s¢ usan en £a inspeccibn industrial, ya que en ef (Ltimo -
caso La segunda muestra, 84 se toma, es de tamaiio fLfo.

La teonia de dobfe muestreo desarroflada pon Cox estd hecha
en base a muestras gnandes, aunque en La prdetica Las aproximacioned -~
son buenas a pesar de tener muestrasd pequeflas, pon é.jempzo para cual-r
quiern valon de 6 el tamado esperado de muestra en este esquema eb -
mds grande que el correspondiente tamaiio esperado de muestra def '"me--
fon" procedimiento secuencinl,

Supongamos que @ es un pardmetro desconocido el cual quere
mos estiman tenlendo una vardanza iguakl a una funcién dada de @ ~--
al 6 ). Sea una muestra aleatornia de tamaiio m §ifa, supongamosd que po
demos consthuin rlm) un estimadorn de 6 tal que:

Tor T‘.M) es un estimadon {nsesgado de @ con varianza -+-<-
vi & 1/ m

*la acuracddad o exactitud se nefiere al tamaiio de Las desviaciones --
nespecto a £a media verndadena

**(1952).
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2,- EL coefiviente de asimetria W, de T os asintstica--
men.t&;_ ¥,00 l/m”2 T P La kurtosis de ALY
olm " )*,

3.- Las medias y Los ernores estandar asintdticos pueden sen
obtenidos para a(T(m’}, u(T(m]) y para cualquiern combina
eibn de estas funciones por expansidn en senies, .

Sean n, el tamasio de muestra uuc,uxl
n( 6] =vie)/al )
m{ 6] = 1/ n( @]
y T, et estimador de @ para La muestra inicdal,

entonces n(T,} nos da el tamafio de muestra necesario para obtener -
La acuracidad deseada. Ahora se toma una degunda muestra de tamaiio v«
Max (0, n(T,) - nol“. Sea T, el estimadon de 8 para fa segunda «<~
muestrna, Sea

(naTJ + { n(T,)v nosz )/ n(T,)
T = 84 n(T,} 3 n

T .
1 84 Ty ¢ ony

En parnticular 84 T(m’ es La media muestral, T es La media ~~
de La muestna confunta,

*Una guncibn § se dice que es O(&) cuando 6 -—9 £, sl existe M e R’
1al que

/Lc'm ml/s] < M
5"9E0

S n(T;) - n no es un entero, se toma ef entero mds cercano a este
valoh.
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Sean E,(A)] = E(A [ n(T,] 7/_&10 ]
E (A} = E(A / n(Ty) ¢ n, )
entonces
ET) = Bl {n Ty + (n(Ty) « n_IT,)/ n(T;) VPI(T,) 2 0 )
+ Ep(TyIPIn(T)) < n ]
= Eil n Ty/miTy) + T, = n T,/n(Ty) 1P0n(T)) 3, 0]

u

(nOE( T,/n(T,) I+ ET,) - nOE(_ TZ/n(Tj)HP(n(.T,) b3 no)
+ EZ(TI)P("(TI) < ngl

para encontran una expresiln mifs sencilla de E(T) se hard La sdiguiente -
hipbtesis:

4-n, < n( @) y La distribucibn de m(T,] es tal que el e~
vento n(T’) & h, tiene probabilidad 0, .

entonces
E(T) = nol:',( m(TIIT, o+ EI(TZ’ - "oEI‘TZm(TIH

pero E (T,) = E(T, / T;) = E (T,) = @ pues Las muestras son inde--
pendientes.

por Lo tanto

E(T) = "“oEI(TJm(TI” + 6 - nOE,(TZm(T,H
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= mE l TRTIVITL L + @ < nE (TpalTy)u(Ty] ]

En esta expresifin se tiemen funciones de a'(T("')) y u(T('")),
pon Lo que aplLicando La hipftesis 3 ae tdlene que?

E)(TyalTylviTyl) = 6al €)/v(6]) + R
E (ToalT,1/v(T))1 = ©al B)/v[6) + R
por £o que
ETh=n, | @ al®)/v(®] +R; 1+ 8 -n( GalO])
v( 8] +R,l
= 8 + (Ry - Ryln,
donde (R;~R,In es una funcifn O(ngl
por Lo tanto
E(TH= 6 +0(n’)
AndLogamente se obtiene que:
aniT) - al 8 CARENIUSE
Ejemplo,- Estimacibn de La medin ( € ) de una poblacifn nommal con una
varianza dada a.

Supongamos que £a varianza poblacional 0"2 es conocida, Pa-
na cada m §ija, el meforn estimadon de La media es:X donde
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>t
it

< Vi

2 X, [m con Varn(X) = & “/m

L}

en este caso n{ 6 ) = d‘z/a, por Lo que el tamaiio de La muestra es -~
constante. Este procedimiento es equivalente a tomar una sola muestra
de tamafio el entero mds cercano a dzla..

A continuacifn se demostrarnd que el procedimiento de doble -
muestneo tiene un tamaiio esperado de muestra més grande que el ~---
mefon picoced,anéery,to secuencial bafo fa suposdcifn que n 5 & grande. Pa
na mayon facilidad se considerand que el pandmeinro en cuestifn es und-
dimens.ional,

Sea T definido como antes, entonces n(T) = n{T,] por Lo que

E(T) =En(T))) = E( v(T,] / a(T,] ]
usande £a hipbtesis 3 tenemos que:

E(v(T,)/a(T,)] * v( ® |/al @) = n{ @] + 0fnl]

Para cualquien procedimiento de estimacifn secuencial, dado
un estimadon @ Ansesgado para € , se tiene que:

\/u(g) % ! 2
] £(n) E(fa In {)

donde § es La funcibn de densidad de La poblaci6n, Ahora s4 tomamos un
tamaiio de muestra §ifo m, para Las distribuciones Nonmal, Poisson y BL
nomial, 2a varianza de fLa media muestral (mejon estimador® de fa media
poblacional en Los casos anteriones) es v{ 6. )/m donde vi 6 | est

vie) - l )
5(516 /n{)

*En ot sentido que es Lnmsesgado y tiene minima varianza.
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. -~
entonces considerando estimadones tales que Var( @) S a( @), para «
Las distrnibucdones antendiones se tlenes

{ = ,Y_(_Q_) S 'U'(G):
vqr('o*}scggnﬂ‘ Nar (8) 7 a(8)

E(N) Yy
La cual se satisface asintfticamente para todas fLas distribuciones.

Estimacibn secuencial del tamaiio de una poblaciSn finita.

Un problema que ha sido atacado desde diferentes puntos de -«
vista es el que se nefiene a La estimacidn del tamaio de una poblacifn
§inita, este problema desde el punto de vista secuencial e ha tratado
principalmente wtilizando 5 neglas de decisibn diferentes, Las cuales
se verndn en esta seccifn. Estas neglas han dado Lugar a resultados so-
bre N (tamario de La poblacién en estudio), dichos nesultadod sofamente
sedn mencionados pues &a demostracibn de Los mismcs se omitind pero -
se dandn nefenencins acerca de cada una de fas demostraciones necesa--
rnias.

Para una mefon comprensibn de este método, se hard una equi-
valencia entre La poblacifn en estudio y una urna con un nfmero desco~
nocido N de bolas blancas, la estimacifn de N que se desea estard basa
da en el sdguiente esquema de muesineo:

ler. paso.- Se saca una bola blanca y se pinta de neghro.

20. paso,~ Se regresa a La urna y se saca otha bola.

Jen. paso.- Si La bola extradida es negra Ase nrepite ef segun-
do paso.
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SL Za bola extrafda es blanca se pinta de hegro
v s¢ negresa al segundo paso.

En cada una de fas extracciones se anota el tipo de bola que
e obtuvo.

Estamos intenesdados en dos problemas:
1.+ Encontran un regla de decisifn %,
2.~ Estiman N después de haber tenminado de muesinrear.

Sean b ohe el ndmeno de bolas blancas y bolas negras respec-
Livamente, observadas en Las primeras i extracciones (b‘i thn, s L},
Entonces’ cons.iderar Las siguientes neglas de decisibn:

A) Sea:A » 0 un.entero {ijo, entonces t, = A
Esta primena negla se refiere a tomar una muesira de tama
fio §ifo A dndependientemente de Los nesultados obtenidos,

B} Sea B ) 0 un enterno f§ifo, entonces 1g = qu L/n E
Aqul se irnd muestreando Las bolas quta obtenen B (uaion
fijo) bolas negras y entonces pasar a estimar N.

C} Sea C 9 0 un ndmeno {ifo, entonces
tordng 4t nyy, b, Y =i/ €3 (c+1)b,
En este caso se tewninand de muestrear hasta que La pro--

poreiln entre bolas negras y bolas blancas exceda a una -
cantidad C §Lfa,

D) Sea -00<{D < 00 {.ifo, entonces
ty=inf 4i/n, 5, max(1,b tnb, + b D) |

(4
wingy 4/ 3 max(b1,btub, + b, (0+1)) |
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E) Sea 301.? una sucesibn de reafes tales que

f{m P, = @ entonces
Ao

tg=ing Y i/ng 3, max(1,b nb . + 69 ) }

Desde que b, & N para toda i, cada una de estas reglas es ce

nnada pon Lo que con probabilidad 1 teaminan en un nlmerno §inito de pa
5058. De estas neglas, fLa negla B es La qde mds se ha utuduzdo . La ne
gla D ha sido anatizada por Darling y Robb.ins* quienes demostraron que
para cualquier o tal que 0< % 4 ] y una eleceidn apropiada de D se
tiene que:

unifonmemente en N, donde BD es el total de bofas blancas observadas -
después de terminan de muestrear.

De acuendo a £as relaciones entre £ y N —» @ 4e establece-
ndn Las distribuciones imites de b.. Sea Uvab}: el ndmero de bolas -
blancas no observadas en La muestra de tamaiio 4 (= ndmene de bofas ~-+
blancas en La urna despubs de La L-8sima estraccdidn), Dade que fas ne~
Laciones entre b "y u son Lineales, basta obtener La distrnibucifn £L
mite de una de eLCaA Sea é Lo, funcibn de distribucdbn normal con me
dia 0 y varianza 1,

Teorema 2.20,-

Sea N =5 oo entonces

1/2

a) S4 L’=(2N).N) donde )'N"'b 0

= Pyl = 0) = 1

‘('((wdma\n (1953), Chapman {1954} y Darroch (1958).
F {1967
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b) ¢ é=(N Ay Pdonde  Ay¢A yoeA<oo

Ak .
= PN(",C = k) a.\,"-_.kA';‘_,. k=0,1,2,,..

e) S& 4= NaN donde iNN*HZ & ay < enN ~ /"N Y cvver

fnv/"u"’ @ -
Py | - $ x| = Plx)  eex<w
(var (b1 1172

d) SL 4= NEnN + Nay, donde ay~»a y -e@<a<eo

o Pyl U, = k) —p *AF Re0,1,2, ...
k! |
donde )=e’a

e) SL 4i=NEnN + Na,, donde ay—» o
= -
7 Pylb s N a1

Los Lincisos anteriones nan sido probados porn diferentes auto
nes. Por efjemplo Renyi ademds de Los ya mencionados anterionmente.

Estimacion de N porn mdxima verosimilitud.

Samuel considens La estimacién de N por mixima verosimilitud
(N), dice que &4 al teaminar de observarn Las bolas se tienen b blancas
y n botas negras entonces N = N(b,n) no depende de Ra negla utilizada
y pon Lo tanto fa distribucibn de N tampoco dependerd de La negla de -
decisdibn. Para cualquier regla de decisibn t, sea Pylb,n/t] La probabd
dad de obtenen exactamente'b bolas bfancas y n bolas neghas cuando se
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haya té)um’nado de muestrnear, Se puede demostrarn que:

P(b,n / t’. = (N’bh(bln' b = J,Z,loo'
me na=0,7,....°

donde (N]. = NIN-7}(N-2].,, (N«i#1) y h{b,n] depende solamente de Z.
Por ejemplo para La negla A:

b b-§ ,A
hib) = S (7] 14 Aebon
J1 (640!

J3 o

para La negla B:

Pyltg = & )= NI, _glkeBI 'i‘(vu
e J1 (8- 1) !

k~B~§ .k=1
) hsB+1,B+2,.,.

N £
J=eo
y para La regla C:

Py(Bp =k] = Pylt, = lpkl+ 1]

= (N’!hﬂ(k)

MR Ro=1,2,..0,N

donde ¢ =.C+ 1, [pk] el mayor entero menor o igual que Pk y -
' hc(k) son constantes definidas pon:
hCH] = ]

Wi ;
helk) = (1= 3 k) hota L TEAT T 1D OB gy
'Y b } i

Las demostraciones de fas afimmaciones anteriores pueden ver
se en Los £ibros de Samuet’ Darvwoch®, Lewontin y Prout.

Y11968)
*(1958)
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Sea Nib,n) et estimador mdximo-verosimie de N, pon Lo tanto
R(b,n] es un enteno positivo tal que maximiza (N)b/Nb*" (< b y n son
tales que h(b,n) # 0). Mediante un breve andlisis obtenemos que:

R{b,0] = oo parna b ¥ 2
R(1,n) = 1 para n 3y 1

(el caso b=1,n=0 no es de interls pues La primera extracceidn umnpne -
¢4 una bola blancal.

S4 vemos a (N} b/NBm como un guncifn de variable positiva -
neal® N (N> b-1), entonces para obtener el mAximo podemos usar ef mé-
todo de La primera dendlvada, es decin:

(WY o ACN-IYA=2) .. (N=bt)
A/bfn A b0

SRV ST VEN VTR VIR Y2y T3)

£ [B0] = e ) k)

v Al"*’""j!;.u[(u—;)cu-a\... w-w)]

d. [ (N (A= b#1) | = (N-2)(A-3). .. (A btT)
dn

+ (W) A [ )90 (A-bt) ]

‘AL finalizan el método nos podemos quedar con [N] como una buena es
tmacidn de N,
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= CAl-2)(Al=3) ... (Al-b+1) &

- 1) [ou-s\ oo (A=) + (A-2) d{x [N-3... w-wﬂ}
| d

(A=2)... CAl=b#+1) + (A-I)(A-3)... (AL-bt1)

+ (u-n)(u-axﬁ [ (-3 N=4)... (Al-b41)]

= )y ) |
Aear-s) T ;\-@j) + QU-1)(Ar-2) j;‘/ [ca). .. (W)

SA]); . (M) (A/)s
Al (AL-1) * Al(AL-2) ¥ A (A3 v

(N=- 1A -2) (A= 3) i:_lp[w-q) oo (M-be1) ]

1]

- = —~4(”J) CN) + .

_ ¢ )
‘N (A1) * Al -2 v

| M(M-b*-‘l)
(N-1) (N- - '
N (A-2). .. (Al be a)jﬁ[u-u']

= (Al)b 4 ('N)h .o + (’d)b
MNN-D  A(A-2) A (AL~ b 1)

b-{ l\l)' b-!
i 421 /(\’l(/\l;-l.') - <N)b Z(M-i)-,

<+

Al Azt

~l~b=" -
Jnl ”—I—\/“;;;‘ﬁ] s ("‘5""’)/\/ (N)b + /\Jl-bqng___k/).b
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= C"‘b-n)/\/-!-(b*n)(,\/> + Aj"‘(b-l-n) Z CA/
- -(b n\
AT [Cl b- n)/\j 4 Z (A~ 4)-']

i

(brn)
AT (), [/v = (b4 )N+ zw )]
..(bw\ (ad)y [ Z (A/-;.) - (b,.n),\/-']

ll

4{gualando a ceno esta expresdiln obtenemos que

) b-1
5@, [ 5o e 1

5 .
2 (A=Y = (ben) A7 a0

kot ¥

z (-2 o (ben) A7 . 2
Azo

ahora para encontrar N consideremosd:

b1

-1

™

) b -
(n-AV' = 2 4

=x-b+t!

"

Aiso

{la) = L 450
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/_ [ZETRR AL
f X >
° 2l b wbdRe o0 At X g

3. 9. '31. ab-l %b

Sea

Z #(3*1 ""5n.-l =1

=i

por Lo tanto, utilizando La defindicifn de integral, T es una suma in
denion de:

S* () dy

%-b

e 1 .
L < S :(‘A‘)dg
X-b
b b L l\
= Z g(%‘) We - ‘_5‘: ] - Zi(‘t b*.k)l’x.-lyi-i x4 -Ad
ey A=y
: b b .-\ .
—_t
= ?‘ 2 -bi kL Z L= 4L




dls = l"\%lo::oz ‘f\l.—-\n(i-to\ = \n ES

AN

. Lo bW B2 L. o xer X 9
Y, U “51 %._‘ %b

S84 L‘\ )
R IC LI AR
AT ©

entonces, en este caso se tiene que I, es una suma supenrior de:




57

R
3 &c‘.ﬂ_é%

-

x ——
%;-hﬁ(%\év‘; « I,

| 2
Sx -—!—-4‘3 :ln(‘*)'&-l)\

x- b O+ x-b

o \n [ zxl\
A -l

-t
b= “Zo Ple-bt iy 2ot ed 4t -xab i
-t
= ! - ‘ "‘ \""‘ + s e o » "\—'"
Aze _x.-b4£41 % =‘oi\ 22, ok
b-t
_ A
. x-t
10
o -'
N\ )Y
\l\ ( L4t ) { -
x-bd L=6

Finalmente Zenemos que:

b~
ln(-z b+n> Zb 4 \“ (f:;>

= l"\ (I-}\\ - \n(i*b*‘\
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De aqui que para nesofvern (2.21) podemos utilizan cemo alter
nativa fa ecuacifn: '

.V

+ N C .. (2.22)
A-b r

La solucibn de (2,22) estd dada pon:

N_ b+n

m(s)
donde & _ b
b+n
ymis) es La solucibn de s _ 1 . &

m

La cual puede obtenerse de manera aproximada por métodos numérnicos.

Por Lo anto, aproximadamente tendremos que:

Rib,n) _ _b+n . (2.23)
m(s)

De (2.23) se ve que el estimadon mAximo-verosimil es aphoxi-
madamente proporcional al tamaiio de muestra, en donde ef facton de pro
pornclonalidad es una funcibn undicamente de La proporcién de bolas blan
cas en La muestra.
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Intenrvalos de confilanza secuenciabfes.

Inthoducedn.,

EL problema de estimapibn secuencdial se neduce principalmen-
te a encontran una regla de muestreo tal que el estimadon del pardme-~
L en estudiq tenga una cienta acuwracidad, y ademds asegurar que se
mindmice el tamado esperado de muestra. La acuracidad deseada puede --
darse en ténminos: de La Longditud de un intervalo de confdianza, def e~
aon estandan o deb coeficiente de variacitn del estimadon.

AL igual que en La estadlstica cfdsica, La estimacibn de pa-
ndmetros desde el punto de vista secuencial no 40Lo se reduce al caso
puntual sino que se £Leva a La estimacibn pon conjuntos (Los cuales --
por Lo general son intervalos de confianza cuando el pardmetro es uni-
dimensionat). Este problema §ué considenado pon Stein y Wabdpara fa -
media de una poblfacifn nommal con varianza conocdda y cierta Longitud
del intervalo deseado (encontraron que el mejor procedimiento secuen--
cial, en ténminos del tamaiio de muestra, es preclsamente un procedir«~
miento con tamaiio de muestra §ijo), mds tarde Anscombe thata este pro-
beena pero considerando que La vardanza es desconocida dando ef coefir
clente de confianza y La Longitud del intervalo,

Intervalos de congianza para La media de una pobLacién nonmal,

Sean X{,Xz,... . via.{4.d. como una normal con’ media Moy
varianza € 2, se quiene estimarn La media de La poblacién por medio de.
un intenvalo de confianza cuya Longitud sea 2d y coeficiente de con--~

fianza 1-od [ 0&a 4 )

Para un tamafio de muestra gifo n, se tiene que 84

*(1947)
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Vn =Z"X, = Vnr\) N(/,\,‘ 0‘: )

y de aquf utilizando el método pivotal de RLa estadfatica cldsica, ef -
intervalo de congianza pera /A estd dado ponr:

-y

Yn- Ug O Uy, 0
"J’?<M<\‘n+ ..:I;

x Q-%d". =\ -

2

S{ @ es conocdida entonces se Liene que:

g _
'

", égszgl——— . (2.24)

por Lo que se debenla tomarn observaciones de manera secuencial hasta -
que (2.24) se cumpla, pero.como puede verse esta helacifn no depende -
del valon de Las observaciones, es decin, bastand tomar una muestra de
tamaiio n'= [n7] para tener Las caracterfsticas deseadas, Esto demues-
tha que el intervalo de confdianza secuencial para codinedide con el
Antervalo de confdanza constrwldo a partin de una muestra de tamaio -~

§ijo n'.
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si 6% es desconocida no podemos despejar n como er el caso
antenion por Lo que se han propuesto distintes procedimientos para pos
der tomarn una decisibn,

Un primer procedimiento es: Para cada valor §ifo de n, esti~
man 6‘2, es decin, toman:

N

a-fl =sfl= pAEIE:

;Y
"

)2

Ea*

(el cual es insesgado para cada n) y §<jor La negla de decisifn de tal
manera que e Lomen observaclones hasta tenenr ques

2 r4
Sn § dzn
Ue

Para nelacionar este p)‘anM procedimiento con el degundo pro
cedimiento propuesto se propone La sdiguiente thansformacifn:
Para cada n y Las respectivas X,,Xz,...,xn dean:

u" - &XAM - z xj \z

&(A+A

('.(x: (£Xge= XV o 430 Kegy Y2 )?

A CLEN L£(ac+1)

“=42...,n-1

. 2
P S IR PR
A+

XKeyw 7\ Ai(/«,
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£
Vo s Z—)él A~ Al (/";-933
. A A
como X£+1 Y VL son independientes

o _Ng an Mo, c2t6°
x‘“ A (, 0'-}-_:)

XA:#I - \{\: N A](O,l)
cjni,'

‘l(l-l»-k-w

R € TPV 72 MESET VRN A

L+ ¢t a*
ahonra
N-! n-1 .
L{L‘ - 'z e ( X,:*‘ = #l:\
Y] Aat L4
Nn-t 2
:,,7_ ‘)“""< XL'{»[—\{I\"\{A“\{A:\
Az AL

4

5 i [kl 20 Y) (4

ATt

+ (Vs -—‘{.AY' ]
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zm-m‘ z. m-m \ z (e =Y

=) iy A\ Ad\
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&
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ne-l

A\
2 (X, Nl + Qi) (oYY T G A%
A=A\ %11 &‘*_\

+ &A:'Z;\ (‘{&\"\“)(\{L -‘{n\

o A=t

; CXe-NAY = (K- ¥a) - .len\(\l,:;\-m’* -
= AR

net

2 L (Yo=Y YA Y- T Cledal -
Az XY L+t

)
A=t net

=, 1“'2:; A (\{A}\"\lﬁ\(‘{&‘\‘n\ - Z £ (\{i’\{l\\.‘

iz AW

a-l

* izt,()(aC' \ln\z" QX\'\{n)l“ (é((‘:* l)(\,i/n - NLYVE -

ne=} !

-2 _Z”(LH)(YLH—\M (Mi-Na) - tZ_‘(A;—-‘{,,\z
=4'§¢ CXA.""{A\" - ()(l —\l,,)z - %:\(x{‘: ..s{n\l
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Al
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A=
" Uy
B Y- X .
N\

Seu

-
-

Pon Lo tanto ef primer procedimiento queda expresado como 84
gue: Se van a tomar observaciones hasta que

n-t 2
d nl{n-1) _
- $
12; Ui u.:,ll

para obtenen finalmente el intervalo deseado como:

[Yn' d; %1 4&]

Otra procedimiento utilizado es el propuesto pon Anscombe --
cuando de es pequeiio. Se muestreard hasta tener que:

nil U ¢ ,f(an-?-G”’—-ng;) nxy

A::.i

donde §(n) es una funcibn 0(n”2

comiin e4:

) cuando n -2 e@ . La funcibn £(n) mds

.‘Cn) bl djl}-
' U,

basdndose en el primer procedimiento descrito, es decin:

-1

2. U & d¥n (n-20636 - L dg )

£ 7
A=l (»(-r,.
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Pana este caso se tiene que:

ECN) = “.___sazu: * i‘(l-ﬁd‘)

2 T
donde ‘:-(li—"‘l es el nlmero de observaciones que se Toman 84 ot es
conocdida, Entonces el método de Anscombe no incrementa demasiado el ta
mafio de muestra requerido en promedio. -

Ray también thata de encontrar un Lintervalo de confdianza pa-r
ra La media considenando que €% es desconocida, Su método puede -
descnibinse como sigue:

Sea X cee vea i iod. como N{ n, 6F) por Lo tanto
/ :

| R

n .
yn =";'§‘é‘_‘ Fa® N( M » -Ir;‘ )
n /

v .

f—r ~» N0, 1)
n
2 o 2

S s, = Z (xé -y entonces
A3 ne«1

Z 2

(nvo‘lls o %(n—-}

Ff_r‘
n N {.(ﬂ'-‘)

| (n-1)s%

J (n-1) €*
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pues Vn Y Sfl son independientes para cadti n.

1* = yo- n» ""'(o—l\
32
.-——-—-”———-
n
1- o /2 1- &/2 _ . T T T
Pl -t, L Lt I Y

1- /2 [ 2 1- « /2 Sy
PLY - 2,7, S; /4,< V.ot 2, [ﬁz SRR

Dada La Longitud (2d) del intervalo y ef nivel de congianza:

1. & /2 z

2d _ 2t S
= n-1! ‘r-—n-n—-
32 e nd2
n —( P L 2
n-1

de aqui que Ray‘p!wponte toman observaciones hasta que:

S <

2 nd?
n g = 9
(e <77

S4 se def<inen u/':a como antes, entonces este método se simpll
§ica en muestrear hasta que

nal

Z Ue £ dzn(n-a)
A= (é",::‘/()‘

$(1957)
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0tno phocedimiento es el propuesto pohr S/t;vm". Eate procedi--
miento es una modificacibn del método de Wald cuando fa varianza es --
desconoedda, rienciorada al principio de esta seccidn,

Sea XI.X. vees. Una suceditn de v,a.i.£.d. como una normal --
con media /.‘. y varianza GF. Para n % 2 se caleulan Vnysyz1 (La -
media y La varnianza muestral de una muestra de tamaiio n}.

. Sea « f§ifo y u tak que:

“ -3
L. e *dt = I-*
vamr
~u
Se sabe que al toman una distribucién t con n grados de £i--
bertad cuando n tiende a infinito dicha distribucién tenderd a una noi
mal estandarn (ver Johnson § Kotz) utifizando este hecho es como Stanr
desarnolla su métedo:

Sea ¢ (x) - S"“ .}o({;ln_)dé con

ne - (o)
F(—”—I) = (1 + %—f-) P o tep
.f(f In) = (A" P(2)

O J.o./e.

Para cada n podemos encontran w, tal que:
plu)=1-4
Porn Lo tanto Bun 27 ¢4 una sucesiln que converge a u es de

ltm Uan = y

e

¥(1966),
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Se muestrneard hasta que ef tamasio n sea tal que:

32 P dzn
no& —g—
u

n

Dado que no existe un procedimiento de tamaiio de muestha fi-
jo cuando @ es desconocida, Stedin propone un mé',tado de constauccibn
basado en un muestreo en Z etapas:

Tomar una muestra inicial de tamaiio ng y estiman 6t me---
diante 3'21 . .

lconsidenan apona el método de Wald cuando €% es conocida, -
es decin,toman una muestha de tamaiio n tal que:

ny Ua Sa
Jt
donde ufl es el cuantil (1 - o /2) de una distribucibn t con n; gra-

dos de £ibertad. Sin embango este método es intuitivamente Lneficiente
pues no utiliza toda La informacibn de La muestra total (para estimar

et ).

Hay un procedimiento que puede LLamarse ef Procedimiento de
Ray modi§icado*que consiste en:

Fijan un ny 3 2 y muestrearn hasta obtener X, donde N 4. el
primen entero n ¥y tal que:

2
S2 ¢

CJ 2

n . (2.25)
U,

*(1957).
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entonces el intervalo de congianza para /u sends
[vy-d,vea] - Ty
Dicho 4ntervalo es takl que:

/

Esta aseveracibn se justifica con el siguiente desannollo: ~--

sean
T v -d v e d]
y I ‘{yn " Uy g5y —-I dos intervalos.
n
como d 5 U, 1S se tiene que Jn e 1, por Lo que:
n
P{ ¢ J ) <c¢Plunel)
Vo n y n
pero
P(/""’ U R R N T Vot Yprn )
n { n

"P‘f"n'/A“ U1 Sy )
. n ol

=P( —_l_zg.—-_:#l_ \(. un-' )
772
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Como £{m S2 = 6%  con probabitidad uno, entonces de ~-~

00 ,
{2,.25) se Azgue"zue ) d’N al menos para N grande. por £o
X
Lanto: u
. 7+
EIN) o u da
d2

Intervalos de confianza para La diferencia de medias.

Para constusin un intervalo de confdanza para £a diferencia
de medias de 2 pobfaciones normales <indepndientes,-al Lguafl que en es-
tadlstica cedsica es necesario suponer fLa igualdad de varianzas cuando
estas son desconocidas,

Supongamos que Ras. dos poblaciones en estudio tienen varian-
za  6%/2. Entonces en este caso se obtendrdn secuencdidfmente parejas
de observaciones (X X'}, donde X~ NEouy, ¢'/2) y X, ' ~
~(/,4L, C%Y2). Para n ¥ 3 deginimos:

W = (& X -JZ., X VARTIN Lab2y.., n-l
U = (;i)("'“ - ZK})"/L (L#t) . Lshz,..., 0
Ju

Porn Lo tanto para cada sucesibn de observaciones de fas 2 --
poblaciones, tendremos otrna sucesifn a saber (ul_.,ui').

Sea Vl: = UL + UL’ para i=1,2,... , por Lo visto anterionmen
Ze se Liene que:

A f ~\a
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Elu,) = €%/2 y Eu) - S
por o tanto Ew) = @42 + @z - ¢
es decin V, es un estimadon insesgado de €% tal que:

V. ‘ t
e o Ve
Seay, =X - X' fadiferencia de fas medias muestrales pa-
na Las ? poblaciones. EL intervalo de confianza para M, - /u,_ con u-
na Longditud 2d y coegiciente de conffanza 1- o send:

[vy-d,vg+d]

donde N es el prnimen entero.n % 3 tal que:

ne-l
_Z_. Vi ¢ d'n(n- 1.50s - -,‘;u‘)
A= ut'

Esta negla da como nesultado que:

En) = 6% uf , 1+t

P 4

Tanto £a negla de decisifin como el tamafio esperado de mues--
tha fuenon obtenidos pon Anacombe.

Ahona consideremos un caso mhs general, es decirn, sean X;,--
x'z, e Y V,,VZ,... dos sucesiones independientes de variables afeato
nias. Las X's nonmales con media M, Yy varianza G% y Las Y's nowma
Les con medda P y vanianza €, . Se desea encontran un intewalo de
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confianza 1 de Longitud 2d con un coeficiente de congfianza 1- £ para
el pardmetro = u, -l
pa /‘" /ul P

sc ¢%y &t son conocidas, se procederd come sigue:

Se toman n . observaciones de X y t observaciones de Y, se de-
§inen F(,L y Vt como siempre , es decin:

Sé I’D‘n’?z"d'xm’yt*d]

se tdene un intervalo de Longitud 2d centrado en X, - ¥, entonces:

P(/u.c 1)

i

”"‘a*"z*d‘“-”‘n'%*d’

/

P(od(knvpt—/"é d ).

dadaque)'( -F’ '\DN(/A /Ag, _,,_...6")

SRR S

PLpe 1) U Revge pl e e

=P x-y |, d
q 1 [ q’l
gag %%

|

donde } es La funcibn de distribucitn de un normak estandar.
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Sean u y v tales que: 2 ig fu} =1 =1+
' 2
V_ou
-T
84 deseamos que Pl W & JL. B 1 -« , entonces
t l__d 1T -1 Fluy -1
J!L-o.ﬁ.-l
oo
d % u
g, &
X
d ot . qt
Loy s
2
== % L+ S
v u 7 z
de aquf n y £ deben de satisfacenr
Ty 0o ,
Tor g L ce . l2.26)

pero no son (nicos, por Lo que tendremos que encontran n* y t* tal --
que son mindimos y satisfacen (2.26).
S{ se tratan a n y t como varniables continuas, se qued mi-
nimizar
n=n+1 sufeto a  (2.26)

obtendendose
/L‘ ey G‘. ( G-I + 6". )

= v 6 + Gy )




77

porn Lo que LAV A a, / G

g el tamafio total de muesira es: n* = vl o -+ 0'1)2.

S{ fas varianzas 9 Y 6'," son desconocidas, se utiliza el
procedimiento de Robb.ins® Eate procedimiento consdiste en:

4] Un esquema de muestreo que en cada paso nos diga de que ~
poblacibn tomar £a sl{gulente obaservacibn,

44) Una negla de téwminacibn que proporcione n y £ { y de a--
qul construin 1 como ya se definif).

2
Sean Su Z’_X ‘-3'() y

i

L+ 1
4
2 _
Spi " Z ,vV)
§f -1

Se foman n, (§ija) 2 2 observaciones de X y de VY. En cual
quien paso se han tomado { observaciones de X y j observaciones de Y ,
es deein, n= L+ 4 % In

0
S¢ _d ¢ _ o1k .
i S 32j se toma otra observacién de X.
St 4 S14 |
F 321 s¢ toma otrha observacién de Y.

Para este caso se tlenen 3 posibles neglas de ténminacibn - -

(mfs o menos equivalentes), Sean 1 unt La sucesibn de cuantiles deii

nida anterionmente y 3 Vni otrha sucesilin, tal que:

*(1967).
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Regla 1.~ Terminar de muestrear con el primen ny In, tal --
que &4 1 y & son el nimero de observaciones tomadas de cada poblacibn,
con n = n + t se tlene que:

2
noy VplSin * Sgyl

Regla 2.~ Lo mismo que en.fa negla 1 sofo que se terminand -

de muestrearn 84

Regla 3.- Lo mismo que en £as anteriones pero con:

3 VSialSin b Sgel

y t Y nuls )

Como puede vense estas reglas esidn basadas en Las caracte--
ntsticas que se tenlan caundp £as varianzas eran conocidas. Ademds &4
Ae define n; el tamafio de muestra determinado por cada una de £as nre~-
glas entonces se puede checar gdcilmente que:

Un método génenral panra La construceddn de .m,te/wazo,s de confianza se--
cuenciales de Longitud acotada.

Sea X;,%y,...,X, una muestra aleatornia fija de tamado n de u
na poblacibn con funcidn de densidad f{x/ ® ) con @ el pardmetro de
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La poblacién. Se desea construuin un intervalo de confianza para © cu
ya Longitud sea menox o £gual que 2d. Para cada n, se consideran 2 es-
tadisticas Loy u ( que no dependen de d) tales que L, < U"l casd se
guramente y ademds se tenga que:

eim. P(L & & gsU ) =1 - &
n n
nee

les decin, para n grande (Ln,un) es un intenvalo de confianza para
al (1- « }.100% aproximadamente). '

Se define N como fa variable aleatornia que toma ef valor n -
84 n es el primer entero mayon o Lgual que n, (entero §ijo) tal que:

u - L <& 2
n n

y de aqul 4¢ tomard “‘N’UN) como el intervato de confianza deseado.
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CAPITULO

PRUEBAS DE HIPOTESIS

SECUENCTALES
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Método Genenal.

Desde ef punto de vista secuencial tambin se presenta ef. -
problema de probar para una pobLacifn X, con funcibn de densidad —————
§lx / 0 ) Las hipbtesis:

HO: 6¢ U, vs, HI: 8 ey,

mediante un proceso de este tipo en base a fa infcumackbn que s¢ ob--
tenga a parntin de muestras.

De manera general se buscand un esquema de muestneo y una -
negla de decisdibn tales que para cada m fijo dividen al espacio mues-
thal en 3 negiones mutuafmente excluyentes: _

a) La negibn Rg, , tal que & La muestra cae dentro de esta
negifn se aceptard HO‘

b) La negifn R;’ , donde e aceptand H, &84 £a muestra cae den
tro de esta negibn.

y ¢l La negibn R { = (Rg' UR;)Q ), que es el conjunto de -«

muesthas tales que ne proporcionan dufdicdente Lnforma---
eidn para toman una decisLibn.

Funcibn Caracteristica Operante.

Pon Lo anterdion La decisibn final [(aceptar H, 0 aceptar H])
estd en funcibn de Pas observaciones obtenidas, Lo cual hace hazonable
el pensar que ef aceptan Hy ak final de una prucba secuencial es un --
evento por Lo que tiene sentido preguntarnse por su probabilidad.
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. Ademds Las observaciones al provenin de una pobacién con funcidn de
densidad §(x / @) van a depender de © , y pon Lo tanto el evento an
terion va a depender tambifn def valon del pardmetro 8 .Entonces fa
probabilidad en cuestibn es: '

Pl aceptar H, af final de fLa prueba / €} = L{ @]
La cual podnd ser evaluada para todo €€ ~ . A L( 8 ) se Le conoce
como La funcidn caracteristica operante, que de alguna manera "es un

indicadon def compontamiento de £a prueba respecto a Los errores y a-
cientos que e pueden cometern"®.

En un proceso secuencial se pedind que el esquema de mues--
theo ¢ La negfa de decisibn sean tales que: '

L{68,) 31-« ¥ o, e
el s /s ¥6,e w
donde o y 3 son Las cotas de Las probabilidades de cometen el e--

mon tipo 1 y el envnon tipo 11 nespectivamente.

Tamaiio Esperado de Muesitra.

Una segunda funcibn en La cual se deseribe el comportamien-
2o de un proceso secuencial es el tamaiio esperado de muestra, que ed
el valon medio del tamaiio de muestra necesarnio para tomarn una decd---
84i6n, pon Lo cual también dependerd del valor ©

Esta funcibn puede sen utilizada para’ comparan 2 o mis méte

dos secuenciafes y obtenen cual es el "mejon" de eflos en el sentido
que neceslta menos observaciones para tomar una decisién.

*Ven Mendoza.
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Prueba de Wald para hipétesis simpled:

Supongamos que tenemos una poblacibn con funcibn de dendi--
dad {{x / ® ). Se desea probanr:

H ]

0 6 =0, vs. H,: 0. = &,

Si s¢ cuenta con una muestra de m observaciones que se han
obtenido de manena secuencial, se puede utilizar el método de Wald --

para tomar una decisibn. Este método consiste en:

lo.- Construwin el cociente 1.~ dedinido como:

A, - _'zv("uxl)-...tm/O.l
;("., zt)..') Z,m105)

20.~ Seleccionan dos nimeros A y B tales que 0 < A < B que
estarndn en funciln de & y /5 .

30.- Definirn La particifn de Llm como sigue:

R =&(10) zl).-. )xm)l A < AM< G}

3

R (s ey, 2] Am 2B

m
1
Rm: 5 (%, %y,... "m)l -A'm.i I:)}

40.- EL cnitenio de decisibn es el descrnito al princdpdo de
esta seccibn,

Lo dnico que hace fafta para definin pon compfeto fa prueba
antenion es determinan Los funciones de o y /l que nos darndn una
eleceibn adecuada de A y B.




&4

Dados 4 y (2, 64_106, mediante un sencillo desaircllo® se -
vernigica que:

B ¢ 1=+ Y A

of
pero aiin no s¢ determinan de manera dnica A y B. S{ se toma como medi
da auxilion £os vafonres A' y B' donde:

B' _ l.:—ﬁ. y A‘l _ ol
G o

Wald demuestra que La probabilidad de cometer un error en La decisibn
teminak { & + (3 ) no aumenta, ademfs si *y (3 son pequeiios no
hay mucha diferencia entrne estod y Los nuevos errores | que se cometen
en 2a decisibn tenminab ak dedinir Rm,Rron,R;, con A' y B').

Dado este tipo de pruebd{ y su correspondiente negla de de-
cisibn) es de intenés conocer La fonma de L{ 6 ),para esto Wald de--~
muestra La existencia de una duncidn h( € ) con Las sigulentes propie
dades :

Nale) 4 0 Vo
h(
2) E[{ 1/90)) G)] -
#(1/9;
con Las cuales se Llega® a que:

L{ ) _ I—AM.) "leGN
S Te T AhTe ]

Como se vib en un principio La funcibn tamaiio esperado de -
muestha nos da una idea del niimero de observaciones necesarias para -
toman una decisibn, para £a pnueba de Uald es posiblLe encontran su --
fonma explitica aproximadamente 44 se hacen Z suposiciones:

*VYen Mendoza y/o Wakld.




donde
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1.- la pnobabu;édaa de que el proceso tenmine con un ndmero
finito de pasos es 1 (es decin, es un procedimiento ce-
rnado] .

2.- la cota de La desigualdad que se cumple es una buena a-
proximacidn al valor que toma el cociente cuando teami-
na La prueba.

Con Lo anternion se obtiene [ ven Wald) que:

EIN/©) _ _tnBL{ B ) + £nA{l - L(6 ) )
E(Z /e )

N es £a v.a. que denota el nimero de observaciones nece
sanio para aceptar alguna de fa 2 hipbtesdis.

Z _ /n {(2’./90)]
[/(1/00)

A,B,L{ 6 ) definidos como antes.

Como ya se difo anterionmente, fa funcibn tamafio esperado -

de muestra puede utilizarse para comparar ? phocedimientos secuencia-
Les, Wald demuestra finalmente que para cualquiern otro procedimiento
secuencial basado en A, y tamaiio esperado de muestra E*IN* /@ ) se

tiene que:

E(N/ 6 =6;) & E*IN*/ 8 = 6;) £=0,1

es decin, La prueba de Wald es mis eficiente en este sentido,
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Pruebas secuenciales para hipbtesis cbmpue,étws.

En La seceldn antenion se consddens La prueba de una hip6--
Lesis simple contra una hip6tesis alternativa también simple. Sin em-
bargo en £a prdctica se presenta también el problema de probar hipbte
4448 compuestas, dichas qupdtua pueden surgin a partin de 2 situacio
nes: .

- La Mjod/tuu éompdut_a se nefdene a Los pardmetrnos de in-
tonds y no hay pardmetros de estonbo®.

- La hip6tesdis puede sen simple o compuesta en presencia de
pardmethos de estonrbo.

Supongamos que X,,XZ,... son v.a.L.L.d. con funcidn de den-
sidad §(x / @ ), donde 6 =(6,, @1, -.- , &, . Se desea probar

Hyt O w, vs. Hi: 0 edd

(en este caso, al L{gual que en La prueba de hip6tesis simples, el es-
pacio parametral @ s dividido en 3 nreglones, T, en donde H,
se prefiene, W en donde H; se prefiene y % - wy- o, una xe-
gibn de 4indiferencial.

Para -esta prueba se requiere que:
- mix Plrechazar Ho al ginal de La prueba / 6 )

6¢ WS,

=mdx (1 -Ll6)) ¢ o
Geufo

- mix Plaéeptar H at final de fa prueba /| g )
G&U]’;

=mix Ll & )} ¢
6 W,

*nandmetro desconocido que canrece de {intenbs.
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- la Ipnueba teamine en un nfmeno §inito de pasos con puobd-
bibidad 1.

Prueba de Wald.

Wald propone ef método de funciones ponderadas para probar
dichas hip6tesis. Supbngase que se fienen ? distribuciones sobre 6 ,
w8 )ywl &) tales que:

| wwrdo - [ wiorde 1
s AN
entonces 84

L (R,) - S,,E Vf-‘é’\f} {(z: 6)de
R S,, Wi (6) ﬁ {.(-ulv)cle

La negla de decisidn es andloga a La utilizada en La seccibn anterrs.
nion, es decin, dadas dos constantes A,B tafes que 0 <A <« B enton-
ces:

S& «1,, % B  seacepta H,
A, ¢ A  se rechaza H,
AL A, <«B s necesita mis informacibn

S{i o ®)y 3 ( ®) son Las probabifidades de erron -
para cada € con La regla de decisibn anterionr entonces

S v, ( 8) o (8)d6 < gur.(mcle s
[ w.'




§8

S \;),'(e)(a'(e)cle & S'\N,(e)@da :[5

s, uy

De acuerdo con Lo anterion se obtienen Las siguientes rela-
ciones: '

1 - A < y A(B - 1) &2
B-A B-A f

0 equivalentemente:

Ay, Iot B ¢ =&
-
; (*
Ejemplo 1.-

Sea X que se distribuye como Bernoulldl de pardmetro p. Se -
desea probar La hipbtesdis:

Hptpe1/2 s Hyilp - 17213 &

Como HO es una hipbtesis simple se tiene que:

"(Uolp) . i 1 84 p=1/2
0 8L pf 1/2

44 e escoge w,(p)'como Adgues

w,lp) ; 112 sip=1/1+ &
0 e.0.L.
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entonces se tiene que 84 8¢ han hecho n obsenvaciones de fas cuales A
han sdido &xitos

¢y (B ()T -~
LD g (gm0 T4 4 (5= 8) (0 (500

)n.«

2(5)" |
(f*f-{)“(ﬁ'—«f)n"” *'Cﬁ _S)"(ﬁ_s)n-n..

T (5 ST T

Para n fija 84 y=n y x=n-n Las negiones defdinidas para La .
_ negla de dec,éb{lén quedan definidas ponr:

y's
YT se nech

za fl, se acepta H,
n
zona de
Lindidenencia

se nechaza HO

&4
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Ejemplo 2.~
Sean Xy, Xg, - - v.a.i.i.d, como N g 6%) con my 6°
desconocidos. Se desea proban: /
Hye et 6" va. Hyi cta 6t ([ 3% )

En este caso € = (/u, 8* ) donde /Auunpa/uimm de
estonbo. Sean

1/2¢ e £ /J.s c @R
wot 6) =
0 e.0.2
1/2¢ e s/M $c €6t
w,l 8) =
0 e.0.L

|varr s, € W Jud
"yt( yﬁ - Ixrzp Sk anpr
e a6, e 14 /,A
AR _ L 2
(5] G (TP TenEy
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S{ e w00 entonces

£5(% iHe) (g)“ ez“’(" J‘) JSFF‘ e o
0z 1) % . NFT e‘i’é.\

: ('3:) <
. §.s_n-\ Z':.(XL-)(\‘ 3.1«7' m*)
( Go e
s (g_,"‘eca-ns,. (2’-16'_\" 7€)
Ce

Alguna veces este método es modificado Ligeramente, dicha
modificacibn consiste en pedirn que wo y w, sean tafes que:

S W () de « |
e

\’J\ (9\&9 - |
S

donde SI es fa frontenra de Wy, por Lo que ef cociente que e constru-
ye es:

14(2 | Ho) 3 W (o> T f-(u\ Y-L

nf' (1HY S\x}‘(o\ T {;(uie‘)ds.
S

Ar)
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Prueba de Cox .

Cox desannolla un método basado en el de‘-BaMEw {se verd
postenionmente), para probar hipftesis compuestas. S& el tamafo de --
muedtra mz cf muy pequeiio, de puede construin esta prueba secuencial
tasada en estimadones m&x,émo-veﬂobwe)s suponiendo ademds una distrd
bucibn asirtbtica. ‘

. Suporigamob que X,,Xz,... son v.a.i.£.d, con densidad -----~
flx/ 8,8 ) donde @ o5 el (£0s) pardmetno (8) de-interés y )
es el (Los) parndmetro(s) de estonbo, Se desea probar:

Hpt 6 =8¢ wvs, H 6 =6,

I!
ﬁ es conocdido, €a prueba estd basada en:
L°lx/ &, ) -LYx/ ®,8] ... (3.7)

donde L° denota ek Loganitmo de La 4uncibn de verosimititud de £a <e<
mued tha.

S{ se expande (3.1) hasta £os ténminos de 20. ghado alrede-
don de (@ , ¢ ) se tiene:

(8- 0) 3 L°(210,8) | L(0s-6)(00+6,-20) S2Lo(216:H)
=Y-) 2 det

S ¢ es desconocido, La prueba estard basada eni
~" A
L(x / 6, ) -LUIx/6 ,¢) (3,2)
. LS
donde 45 es el estimadon mdximo-vernosimif de f . Ahona 84 se ex-<

pande (3.2) de £a misma manera que antes, atrededon def punto [ © .}5 )
se Liene:
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[6.-8) 9L (zle, @) , _é.w.-o,)(eo+a,-4e)&‘L'(&lot,j)
o8 -1 )

t (0o 8)C P- $) 1L (x]0.6)

aaé¢

 Si § o4 et estimadon miximo-verosImil de ® y 44 ademds
se cumple que
NL(x!16,4) 2o
T edd

entonces

L% (00, §) - 22z e, 3) = L (or-0:)(00 40, -28) SL (xS, 8)

det

- (0.-6:)( Qn;ec _ 3) éaLo(glé,ﬂ

Je?

Para muesthas ghrandes se tiene que:

E[ L% (60, @)~ L2 [6,,9)] =(e,-9,)(9o+_194,5)5(a‘1'(1_}9 ¢

/6%

- (oo-eﬂ(e.w- . 9) n E(a' In { fx!e,zfl)

L ael

Sea Igo = £ (d'/nguo,g))

o et
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£ 1216, 3)- L2208, )] - (8-8)(8:281 _8)n Iy,

esto Lndica que La prueba puede estar basada en:

Tan = n (66~ 9;)(9.+ & . é)
2

con E(Tn);- N (6,-61) (901;9'..9)

ademfs Cox demostré que:

Var (To)= n(8-8)" - n(6.-6) 5*(8)

ZLed - Iy
Tgg

donde

Ie¢

E (__L 52.°(% 16, ¢J)
: n Sed¢

E (.L a‘u(glem'))
n 8¢'

Tes

[

De {gial manera que en el método de‘(Uaﬂd, dados % y (25
se caleulan

A_-_-.‘i_.. 56:

] = o
1-/5 (3
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y La negla de decisifn estd dada pon:

—
Si Thn » THOYINnDB se acepta f,
—
n <& Ct¥e)/nA se nechaza H,

Ao —
tife)InB + Th < Cz(g) In 8 se necesdlta mds {nforma-
) cifbn.

La funcibn caracterntstica opercnte y el tamaiio esperado de
muestra se construyen como en el método de Wald.

Prueba de Bartlett.

Tgual que para La prueba de Cox, suvongamos que X,,XZ, ceis
son v.a.L.4.d. con funcibn de densidad §{x/ ® ,¢ ), con 8 parndme--
tho(s) de intenés y ¢ pardmetno(s) de estonbo. Se desea probanr:

Hp: 6 =6c  vs. Hit 8 =8y
Esta prueba se basa en:

L°(x / 80, §o ) - L°(x / &, & )

donde 6,«: es el estimadon miximo-verostmil de P dado que & =&,
(4=0,1).

En La prueba de Cox, se LLegl ai

22 00, 3) - A°(2 6,3 )= (90'90)(60:& _5) 2 L%¢18,¢)
o8t

pero esta estadfstica puede expresanse en téaminos de 94 % 16,%)
o8
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y ok(%16, ¢) a expanden 34°(x18 é} y 94’(:15151
¢ 386 ¢
atrededon del puntd { 6,9 ), obteniéndose:

A%160,3)-2(218,8) 2 n"™(60-0) Yoa(dg Yod/9pg — Ys)
(Yes /Ypg - Yoe)

+ NYgg (B0-61) (g.ge. - o)

donde ,
Yo =« N7 S4°(%(6:8)
46
4g - n-Yor(x16,4)
of
‘Yoo = L. a*L°%(% 19,¢}
n 082
9¢¢ = _.A. daA.(Z/9L¢2
og*
Jog = L o*L(x]e
n 06d¢
En cambio para La prueba de Bartlett, fa expansibn es tal -
que:

202 ) 60 ) - £C2]6,3,) = n'A(60-6:)( Y¢Uss[uég ~Ye) +

s (00-0)( dsg/uss - Yoo) (818 -0)
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La esperanza y fa varianza de La estadfstica de Bartfett, -
estdn dadas l(asintéticamente) ponx:

£ L.(i /90, ao) "Lofﬁ:lau 81)]'7n(&"&)(.[%/l}{-];,)(_&_;ﬁ:_9)

lar [ 41816, 3.) - 40216, 81] < nfor- 6 [ Lag . 1,4 ]
Zyg

S{ el cnitenio de decisibn estf dado pon:
i LY %le, 8,)'-1.'(1/6.,8@)31118 se acepta H,
A'(_i_/é.;z,)- A°( %16y .81)5 InA4 se nechaza H,
In R & K%(x16., 3.)- r(x e, 3,)4 In B se¢ necesita més in-
macibn.

donde A y B se caleulan como siempre, entonces Joanes pltobdique La -
probabilidad de ernon no excede a £a ya especificada | « + (G ).

Prueba de Nanak Chand.

Este método sirve para obtenen pnuebas secuenciales de hip-
tesdis compuestas para una clenta clase de distribuciones. Esta prueba
es para cuando se tiene mis de un pardmetnro desconocido, y puede sen
usada en una situacién mls genenal en fa cual ef Logaritmo del cocien
te de verosimilitud en el n-8simo paso puede sen factorizado en una «
funcibn del (Los) pardmetro(s) de estonbo exclusivamente y una funecs-
cdbn-de La muestra.

Sea X;, Xy, .00 vi@udodod. con funcibn de densidad §(x/ e,,6; )
e 4, , 06 Dscon 8, y 6, funcionando independientemente. Se
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Sea o'; un estimadon de € obtenido de una muesina prefimi
nar independiente de £as observaciones secuenciafes,

Parna §=1,2,... ‘sea
‘f_,'(eﬂ - ;(1_1 7 6o, 9:.)

'F (x_\'v', 6n, o)
y ZJ' (92.\ = In \/J(Qt.\

Supongamos qepara cada m 3 1 se tlene quei.
. m .
;2 %jled) = 901920 2)

y t - (86 se distribuye independientemente de 6,y
9 (6 6,

~n
Sea .l - 17:' Y. (8y), dadas tas probabitidades de erron =

y (A , las cotas de terminacibn A y B quedanfin detenminadas pon £as
sdgulentes ecuacioned:

s B Jolt) +J l-AY Jo(t) « «
)[f‘o‘ Bt_A't §f7°} Bf_n"

} BH(1-A%) d6(¢) 5 A* (81} do) =
be sof BH-A¥ yerop BE-AY
donde G(t) es La funcibn de distribucibn de %,

La negla de decisibn estd dada pon:

Si _/1,,, v B se acepta H,
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A & A se acepta H,
AL Am ~ 8 se necesita mds An-
formacibn.

En este caso 84 ed posible obtenen expresdiones para La fun-
cdbn caracternistica operante y el tamaflo esperado de muestra, bajo La
supos{cibn de La existencia de La funcibn h=h( 8, , 8¢ ) no nula que
es sokucibn de:

£ L(‘) 610, 0a) . s |
‘(1 > O, 6a)

Dichas expresiones sony

S pth- as«),«f - A% o)

LY th nt
Hsob el biso D 0
L(6,6) - ' o E(%(6:) #0
1o P (£50)+ Inn P les0)] L E(xl&)=0
In8 + InRA

5 hA(I=B)t + 0B (1~ A Jo(4)

(8th - Ath) E (%(84) .
E(ne.,6) a E(%(e)) 0

5 bBInAE o) o £(48)) =0
E (%3(8,))
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Pruebas Secuenciales entrhe tres hipfiesis,

En £as secciones precedentes se ha expuesto La teonla de --
phuebas secuenciales que se nefiere a 2 hipbtesdis ya Au;.n Asimples o -
compuestas. Sin embargo hay muchas situaciones prfieticas en fas que -
se debe escoger entre thes o mls un cunso de accibn, Para el caso en
que se tengan tres hipbtesis se han desawroflado -2 m&todos diferentes
basados en La prueba de Wald, £os cuales pueden generalizarse para --
cuando se tienen k hipbtesis.

1, 2" *y
f(x/ @ ). Se desea proban:

Sean X,,X,,.. Xn via.L.4.d. con funcibn de densdidad ----«

Hj.: Oe wj ) §=0,1,2

donde wjc = y oxnWjs@sids.j , con probabilidades de
euon o , K, , %, , es decin

P( Rechazan Hj al final de La prueba /[ o €Wy | 3 ,dJ.
§=0,1,2.

Para cada n, el espacio Lln (conjunto de todas Las mues-<-
thas de tamario n) se particiona en 4 negiones, 3 de £as cuales son de
preferencia pon aceptacibn y otra una negifn de continuacdifn o indife
henela.

Método de Sobel-Wald.

Para poden tomar una decisifn acerca de La prueba de Mpd—e
tesds pnopuesta, Sobel y Wald La dividen en 2 pruebas, a sabers

ec u, va, Hl: 6 ¢ W, (3,3)

Hy' & ews vs., Hyt @ ¢ Wy (3.4)
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Tanto (3.3) como (3.4] de pn.uebdn utilizando et método de -
gunciones pondmdcw de Wald con probabilidades de erroxr:

Plrechazar H, al §inat de La prueba (3.3)/H0 clerta) & og

2

Placeptar H; ak finat de &a prueba (3.3)/H; clental ¢ o,

y
Plnechzar H, al final de fa prueba (3.4]/H, ciertal ¢ oo
)

Placeptan H, al {inal de La prueba (3.4)/HJ clental ¢ ey

Ef critenio de decisifn estd basado en Las decisiones de ~-
. 13.3) y (3.4) de La s{guiente forma:

S{ en £a prueba (3.3) y S{ en La prueba (3.4) Necisibn
se acepta: se aceptar ginal
"y Ho Hy
Ho Ho Ho
Ho H2 H2

en othd caso se toma una observacifn mds.

la funcifn caracterfstica operante en este caso queda deter
minada por fa siguiente expresibni

L{ 6 )

L]

Placeptar Hy at finak de £a prueba/ © )

en (3.3) y en (3.4)/ © |

Placeptar Ho

n

1 - Plrechazan H, en (3.3} o nechazar H, en {3.4)/ & )

1 - Plrechazar Ho en (3.3)/ € ) - Plrechazan ‘Ho en
(3.4)/ © )
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I=I~LI(Q,FL2(6)

donde L, u L2 son Las funciones caractertsticas para fas pruebas ----
(3.3) y {3.4) respectivamente..

Sin embargo no se ha podido encontrar una expresibn para --
el tamafio esperado de muestra, sofo se obtuvo una cota para ef mismo
en funcidn de Los tamaiios esperados de muestra de cada una de £as -~--

pruebas auxiliares, es decin:

EIN/ @ ) 3 mix( EIN en (3.31/ @ 1,E(N en (3,4)/6 ) )

Método de Aumitage.

Aumitage sugiene que para que ef método de Sobef-Wald sea «
mis eficiente, en vez de hacer s0fo 2 pruebas de hip6tesis, se hagan
Las 3 pruebas posibles.

EL plan de muestreo y £a negla de decisifn estdn dados de -
fa siguiente manenn: Muestrean hasta obtemen un conjunto de nesulta-e
dos tales que para alouna H,, H, se prefiene a Hj parna f{¢#i en base -
a cada prueba:

HL: 0 e Wy vs. Hj.: Se )

En este procedimiento no se conoce casdi nada de La funcibn
tamario esperado de muestnz pues no de ha podido ni sdiguiera.encon-e=-
than La funcibn caracteristica Lj‘ ® ) {qual a £a wrobabilidad de «--
aceptar H i al 4inal de La prueba dado © , en una fonma simple.




CAPITULD v

OTRAS ALTERNATTVAS
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En este MO_ capitulo se tratard de dar una {dea de algu-
nos otnos temas estadfsticos que han sido analisados desde un punto de
vista secuenciakl. Dichos tM, asl como Los tratados en Los capitulos
anteriones y algunos que no fueron mencionados, pueden ser ampiados -
y desarrollados m&s a fondo, porn Lo que al final del presemte capltulo
se dand una amplia bibliograffa para aquellas personas interesadas en
Los mismos. |

Regibn de confianza secuencial para £a media de una poblacién nowmal -
multivariada.

Este problema ué trabajado pon Khan quibn considers una po-
blacibn noxmal p-variada con vecton de medias /b} y matrniz de varian--
zas-covarianzas 23 diagonal, es decin

Ve Gy
Se desea una negibn de confianza para /_4 al (1'm* }-100% -
tal que La Rongitud del efe /4,,‘ de £a elipsoide no sea mayon que 2£,
{i=1,2,...,p).

Sea n fLfo y a un neal taf que:

Pl %% ¢ al=1- d

entonces
P{ /:} ¢ Sr") =1 - o con
K - t @™l =~
S;-‘\/._A_.[ n( )Cn-/l_ﬂ 2 (,)Ln-/%)!.a.}
donde Z A
% L &%
)Zn: K,"' Z,Cn < Y "‘;‘
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Consideran La elipsodde:

P -
n (Xa:n"/&l\l

‘:".' &Gf

Como se desea que La fLongitud del ecje /.A, dea menonr o Lgual
que ZZ [ 4=1,2, ,p) entonces

OGL ¢ 4* es decin rny o9 ot
~n = « 4‘A

Si kas  G'A  son conocidas, sea
n’= max °~__0_1>

entonces el procedimiento secuencial es equivalente a un procedimiento
de tamaiio §<fo n°lque concuerda con Lo que se obtuvo anteriommente &4 -

p=1}.

S{ fas G4 son desconoedday, entonces fa negla de ten-
minacibn estd dada pon:  Muestrean hasta el primer n %, p tal que:

n Ain para toda ‘4:=7,...,'p
/

Reaibn de confianza para Los pardmetros de una reoresibn £ineal,

Este es un caso parecido al anterion, el cual ful estudiado
pon Glesenr. Sea Y11Ypses. una sucesibn de observaciones Lindependientes

con:

y,(" = I@l.x": + (el XZ,(: + LI T + 'ﬁ' xp’{-‘ + U.,(»'
{
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con u, an N[0, 6t ).

Se duga encontran una hegibn R p-dimendional tal que ~=-<<
P{ @ ¢ R - & (donde (® es ef vector de pardmetros (‘4) y
La fLong.{tud dul intenvalo del ejfe (34, du,um,tado por R es menor o L-
gual que 2d , £=1,...,p

Para cada n { Y p), se sabe que ef estimadon porn mAxima --
verosimilitud de [ uene componentes Lnsesgados con varianza mEnima
dentro de La clase de estimadones Lineafes e insesqgados de @, por o
cual edte hecho send usado para La consFruccibn de La negibn deseada,

Sga n gijo , n 3 p, entonces

(3(,.\ = (Er‘\ Zn)-‘zh\{h

donde '
" * Y} L Loy -+ Loy
Y e 2y, L, Ly,
\{f\: . Xaz : .
Dn Lin  Ayn TLon

porn Lo tanto k ([AE(M\ * P ) ‘Ja‘f((g(n\\ = ¢t (Zih X,\ -

" ademds

(‘Q(n\ (53 (gszq \-‘([‘om J N T(P\“'?\

La negla de decisibn deterumina muestrear hasta encontran el
el primern n 9y p tal que:

((5(0.\ /&3 (Za n\ ((5(”\ (‘\ d*s*
) P l:-;: ¢ dt]s1-% donde T an ‘F(.fm"!“)
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Intervalo decuencial para La mediana..

B

Sea X,,X via.L.L,d. con una (nica mediana @ . Se de~

” 2, ® e
sea proban La hipltesdis:

oF ¢ =0 vs, sz ol

con probabilidades de errorn o = (}, .

La decisibn estard basada en un intervalo de econfianza al -
(1 - & })-100% para ¥

Sea n §ifo, La ruestra aleatoria )(],)(2,...,)(’l obtendida ses--
cuencialmente se ondena, es decin, se obtienen:

X s X £ .. . &X Las estadfsticas de onden
n, ! n, 2 S n,n

Sean 3 b { v \a,tdos sucesiones definidas como:

172
bn=mdx(1,[;11____l(qn l)
2 2

an=n-bn+1

-~

dondel(.( es tal que ¢(K,()=1- «/2

EL intenvalo de confdianza tiene £a fonmai

I =X , X )
] n,bn n,a,

Se van a obtenen observaciones hasta que n 3 "y {mEnimo de
.observaciones que se toman] fal que:



finalmente &4 0 & I, e acepta Hy

0 * IN de nechaza Ho

Prueba del nango ordenado.

Cons{ideremos 2 poblaciones X y Y con funciones de distribu-
cibn F y G nespectivamente. Se desea proban:

: F=G V4, ‘H,»GaFk 0< k <1
con probabilidades de evor = y (b '

Sean X,,X ”"’Xn una muestra aleatornia de La pob, X

4 1

Y.,V y una muestra aleatonia de £a peb, VY

,' 2" ’ nz

PR ETREEE <An2 £0s nangos de V,,Vz,...,Vnz en

La muestrna combinada de tamafio n = ny +or,.

Supongamos que Las observaciones de X y Y son tomadas en ~-
gaupos de m y n iespectivamente pon Lo que en el t-E84mo paso se ten<-
dndn mt observaciones de X y nt observaciones de VY,

Se calculan Aj(.t)' paa f= 1,2,...,nt Y

A o g Lcmn)edl 7 04 S0

PSETRI A M CMERIL DY
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Dados o y o e caleulan Las cotas A y B de La manera u-
sual. La negla de decisibn tiene La misma forma de La def método de --
Wald para pruebas de hipbtesis.

Planteamiento de un problema secuencial que puede ser resuclto pon mé-
- todos bayesianos.

Sea XT'XZ"“ una sucesibn de v.a.L.4.d. con guncibn de den
sidad §{x/ @ ). Sea n{ §(x]; @) La pérdida que e tiene cuando se 2o
ma una decisibfn &(x) siendo @ el verdadero valor del pardmetro, Ade
mds de comsiderar La pérdida, se toma en cuenta el costo de £a expeni-
mentacibn (C(N)), es decin, el costo que se tiene al tomar N observa--
ciones (con N aleatonial. La tarea def estadistico consiste en escogen
una negla de terminacibn y una negfa de decisibn parna estimn € ., Las
siguientes son posibles consideraciones que contemplarfa:

L) Presupuesto Limitado (forzando a tener una cota sobre el

costo total esperado de fas observaciones]. Esto es, sujete a que ce<c

Eq(CIN}) £ ny, tratanfa de minimizan Eg (1l § (x); @ )],

L) Acuracidad Limitada (con Lo cual se tlene una cotg sobre
La pérdida esperada debida a malas decisiones), Esto cs, tratarfa de «
minimizan E g (CIN)) dujeto a que Eg(n( § (x); 6.)) s {" .

L) Las 2 cosas anterdionres, Esato es, tratanfd de minimizan -
F.lClNHtL( d (x); ®)).

Por Lo genenal, no hay un procedimiento secuencial que 3a--
tisfaga (L) unifornmemente en @ a menos que ef criterdo sea modifdica
do. Tal modificacibn puede estar dada porn un crniterdio bayesiano de op-
tmizacibn,
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Un plan secuencial de dice que es& una Ao£u¢é6n de Bayes 44
es obtenido a partin de minimizan alqo sobre todos Los niesgos con hes
pecto a una distribucibn apriond.
Como puede verse, este punto es el que posiblemente pueda -

extendense mas ampliamente.

Bibliografla. de <nfonmacién general.

Como se dijo en un prinedipio, ahona se dard un bibliograffa
sobre el tema de Anflisis secuencial, La cual se trato de que fuera Lo
. mds amplia posible.
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CONCLUSTONES.

. A pesar de que el matenial presentado en este trabajo esAtd -
constituido esencialmente pon nesutlados tefricos, es importante mencio
cionan que en el Andlisdis Secuencial se han encontrado aplicaciones a ~
varios campoa, como son La Industrnia, la Medicina, La Demograffa, Ra ~-
Psicologla, etc.

En fa Industrnia prinedipalmente en Control de Calidad; en La
Medicina en ensayos profildeticos y terapeuticos, pruebas organollpti--
cas, asl como en estudios del nreumatismo; en Demogragla en La parte de
montalidad se ha utilizado para comsturin tablas de montalidad; 4indl-«
mente en el AndLisis Probit se ha wtilizado de {gual manera.

Es 4impontante hacer notar £a gran similitud en La forma entre
Los nesultados de Estadlatica CLAsLica y Los nresultados que se han obte-
nido desde el punto de vista ' secuencial, tafes como propiedades de Los
.estimadones, Cota Inferion de La Varianza, <intervalos de confianza, ---
ete,

Finafmente, dada La informacibn bibfiogrdfica del Getimo ca-
pltulo, asl como Los problemas que se han dejado abientos en este traba
fo, se puede aseguran que hay material suficiente para desavrollarn més
a fondo este tema, asl como hacer trabajos de investigacibn sobre el --
mismo, que puede incluin un Seminario con aquellas personas interesa---
das.

~
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APENDICE A

Sea X,, X una muesdtra aﬁeata/ua de una pobfacifn con ﬂun
cibn ac densidad 5( x/ € jceom © en ¥ (espacio parametral).
Sea T = T(X,,.. X, } un ut«madon. mugado de t{ © ) akguna funcisn -
de 6 | Pana podu constrin a coia inferion de La varianza para -
La clase de estimadores uweaga.doé de £( & ), es necesario que se cum-
plan Las siguientes condiciones, que usuabmente neciben ek, nombn.e de -
condiciones de negularidad;

nf(tlﬂ existe para toda x y para toda ©
i) 3 .. ‘
26| IT qeatordee?
- S Séaé —E‘%(tc\e}éz\,‘...éxn

Wi g _&z(,\,...,m ;rg'@cu\e)aﬁ...o\g,,
o8

- S... S t(‘l.,...,':c.(ﬁ\da—e K‘-‘-(ii\ﬂc\m,.&xn

vl 04 E[(&ln,ﬁ(zlg))‘]/\w para todo 6 en M
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