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PR OLOG O

E]vbrqpésito de este;trabajo, es probé; los métodos graficos en
1a deteccidn informal de obserVacibnés aberrantes mUItivariadas, en- .
fécado'primordiaimehte al‘anélisis dé'cdmponentes.piincipa}es, ya dué
ha sidO‘&no de los métodos grificos_ﬁQ; émpleadbs. Las diferentes --
propuestas que existen acerca de este méfodo, tales éomo las grdficas
ihdividu:!es y bor p;fgjas de 1as‘compcnentes principa]es, se prueban S
alo 1érgo del brésénte éstudio.' Se:pruéban_ademis,_otros dos métq-;'
dbs gréficos: las muestras marginaies dé}tada una de las variables y |

las raices cuadradas de las distancias ordenadas.

De esta forma, en el Capitulo I, se desarrolla el concepto anali
tico del método de andlisis de componentes principales, su historia,
significado gebmétricovy 135 diferentes pruebas de significancia que

existen.

En el Capitulo 2, se presenta el problema de observaciones abe--
rrantés multivariadas y 105 diferentes métodos que han sido propues--
tos para detectarlos, clasificindose &stos en pruebas de hipétesis y
métodos informales. Para probar los métodos propuestos, se generaron
graficas para cada uno de ellos con diferente tamafio de muestra y di-
ferente nimero de aberrantes, presentandose un resdmen del andlisis -

de los mismos en el Capitulo 3.

Por Gltimo, en los anexos se presentan las diferentes graficas -
con sus respectivos comentarios, 1os que pueden servir para darnos una
idea de 1a ayuda que los métodos grificos nos pueden proporcionar asi

como Ta limitacidn de los mismos.




CAPITULO ]

ANALISIS DE COMPONENTES .PRINCIPALES ~

INTRODUCCION -
En este capitulo, presentamos una descripcién detallada del mé-

todo de componentes principales. ‘Esta técnica es usada cuando se --

- trabaja con muestras multivariadas, principalmente para reducir la -

dimension de los datos y asi facilitar elimahejo de 1os mismos. .En
1a seccién 1.1 se discute el concepto del método en una forma mds ém-

plia. E],desarro]lo'hiStérico se presehté en la seccidn 1.2. Poste

riormente, las seccionas 1.3 y 1.4 muestran el desarrollo analitico,

ast comof]a interpretaci6n geométrica del método. Por Gltimo, las -

diferentes pruebas de significancia que han sido de§arr611adas en re

lacién a componentes principales, se preséntan en la seccidn 1.5,

1.1 DESCRIPCION Lz LA TECNICA DE'COMPONENTES PRINCIPALES

La idea bdsica del andlisis de componentes principales es redu-
cir el conjunto de variables originales X's correlacionadas, en otro
conjunto de variables ﬁo corre]acionédas‘Y's de menor dimensién, de
tal manera que se retenga la mayor informacién esencial de la mues--
tra. Es decir, el método de componentes principales consiste en - -
transformar un conjunto de variables Xl, Xpseres X en un nuevo con-

P
junto Yl’ Yz,.;., Yp con las siguientes propiedades:




a) Cada Y es una combinacidon lineal de las X's, diéémoﬁ:

j = _1’ 2,“:'.'p

b) La suma de cuadrados de los coeficientes a4 J #'1, é,.;.p

eé igual a la unidad.

c) De todas las posibles gbmbinacidnes lineales de este tipo,

Y1 tiene varianza mayor.

,d) De todas las éombinacippés lineales de este tipo, no corre-
Tacionadas con Y, ?2 describe la méxima variacién de las -
observaciones. Similarmente, Y3 es la combinacibn 1ine§1--
no correlacionada con *1 y Y,, que describe 1a méxima varia
cién de las dbservacidﬁes. Asi sucesivamente, hasta que --
Y

Y Yp son determinadas.

1? 2

Generalmente, en la préctiéa s6lo se consideran las primeras --
combinaciones lineales que son las que explican la mayor variabili--
dad de los datos y as{ deséartar los "sobrantes" y reducir el nGmero
de variables a considerar. Esta reduccidn de variables, es de gran
utilidad préctica, ya que, en primer lugar, facilita el manejo mate-
mitico y presentacidn gridfica de los datos. En segundo lugar, en el
supuesto caso debque exista redundancia en las observaciones origiﬁg
les, tal que las variables estdn linealmente relacionadas, se difi--
culta el anilisis numérico y esto se puede evitar reduciendo el nime

ro de variables. Por dGltimo, dicha reduccidén no ocasiona obsticulo




~alguno en la interpretacion de los resultados finales, ya que las va
ﬂriab1es transformadas pueden conducir ellas mismas a esta interpreta

ci6nien términos de las variables originales.

Es importante mencionar que el método de componentes principa--

les puede éer hp]icado, entre otros, para los Siguientes propbsitos:

a) Métodos;ﬁr&ficos y aniliéié de conylomerados '('Cluster

Analysis).

En an&]fsis de conglomerados, no es tan ficil definir crite
rios mediante los cuales decjdir. usando métodos numéricos,
si hay una justificacién paré dividir conjuntos de observa-
ciones en grupos. Si se grafican las componentes principa-
les puede ayudgr al andlisis de conglomerados de diferentes
maneras. Por ejemplo, éi hay grupos bien definidos y'sepé;
rados, un método analitico no es necesario. Por otro lado,
en el caso de que ninguna prueba de sign1f1cancia fuera po-
sible, &1 graficar las compdnentesfprincipalgs puede al me-
nos confirmar que un grupo §gger1do se ve Eazonab]e y es

realmente indicado por las dbservéciones.
b) Redundancia.
La mayorfa de las técnicas del andlisis multivariado consi-

deran matrices de orden igual al nimero de variabies. Cuan-

do éstas son demasiadas, .los c8lculos 1legan a ser tediosos




y si las correlaciones entre las observaciones son altas, -

c)

tal que las matrices de dispersidn son casi singulares o --

singulares, las dificultades se incrementan;' Uné manera de
prevenir este problema, es hacer un andlisis de componen-

tes principales preliminar, y descartarrlgs componences mis

* grandes, ya que en muchos casos éstas contienen mds "ruido"

que "informacién" y poco ¢ nada se pierde con eliminarlas.
Entonces el andlisis puede sér Tlevado a cabo sobre las com

ponentes restantes.

Deteccidn de observaciones aberrantes.

xima variacién en los datos.

Un problema muy frecuénte cuando se obtienen datos de mues-
tras multhariédas,'es el de detectar aquellas observacio--
nes que se encuentran "alejadas" del conjunto de datos. Un
anélisis_de.componentés principales y métodos graficos pue-
de ser de gran utilidad en la deteccibn dé estas observacio

nes. Esto se verd con mds detalle en el capfitulo 2.

1.2 HISTORIA Y APLICACIONES

Existe literatura del andlisis de componentes principales desde
antes de- 1904, pero~Karj Perason fue el primero que di6 las bases ma
temiticas, describiendo la 1inea de mejor ajuste en un grupo elipsoi
dal de puntos. En 1933, Harold Hotelling formuldé la definici6n mo-

derna de componentes principales como los ejes que describen una mi-




Las ép]icaciones dei andlisis de componentes principales hén si
do bastante amp]iqs en las d1ferente§ ramas de iavciencia. Uno dg -
los primeros articulos apérecidos fué publicado por Jolicoeury Mossi -
man (1960), aplicando el andlisis de componentes principales en mdg
fométrica, en un estudio sobre una variedad de tortugas (painted‘th
t]e), para evaluar la variacidn de tamafio y forma en grupos de orga:

' hfsmbs vivientes. Para este:estudio, cohtaron coh 48 tortugas, 24 -
machas 24 hembias, y midieron 1a'1ongitud (xl). e]'ancho méximo -
(Xz) y. la altura (X3) del carapacho. Como resultaéo obtuQieron Tos
valores de los coeficientes ais (i, J, = 1,'2, 3) qde se muesiraﬁ -

en Ta tabla I.

TABLA I
MACHOS HEMBRAS
©.84012 - .48811 - .23654  ,81263 - .54537 - .20540
.49190 86938 - .04690 49549 83213 - .24907
2286 - .0769 .97049 . .30676 10062 94645

Se calcularon por separado las componeqtes_principales para ca-
da sexo. La primer columna de la tabla, muestra los coeficientes de
la primera componente principal.

Asi, la primera combinacion lineal es:

Y, = 84012 X, + 49190 X, 2284 X3 (machos)




".Yl = ,81263 X1 + .49549 X, + .30676'X3 . (hembras)

la cual tiene todos los coeficientes poSitivos. Esto implica'due -

una unidad que ingrementa a.Yi, produce un 1ncrementb en Xi’ Xé}y X3

(Tongitud, ancho y alto del carapacho). Por esta razén, y puesto -

que el crecimiento generalmente es aefinido'como_ei incremento en ta :

mafio de.un organismo, ¥, fue interpretado como una “tendencia" de --

crecimiento.

~La segunda columna de la tabla.I da los coeficientes de la ses-

‘gunda componente principal. Esto es:

- .48B11 X, + .B6938 X, r .07690 X, (machos)
+.83213 X, + .10062 X,

-
[}

- .54537 X

-
1}

1 (hembras)

¢

Como puede observarse, Y2 tiene algunos coeficientes positivos
y otros negativos, motivo por el cual lo interpretaron comn una ten-
dencia de “"variacién de forma", ya hue un incremento en Yz,incremen-

i

ta alguna Xi y decrementa otras.

1) aplicaron el andlisis de componentes prin-

Reyment y Sandberg
cipales en un estudio en el cual midieron cuatro caracteristicas de
f6siles de caracoles en una escala 1ogaritmica. Como resultado ob-
tuvieron que la primera componente principal explicd el 90% de 1a va

riacibén total.

1) De Blackith y Reyment (1971)




" Mosser vacottl) usaron el andlisis de componentes principales

 para estudiar Ta intercorrelacién entre 57 variables sociocecondmicas
medidas en 157 bueb]os bfiténicos. Los resultados que obtuvieron --
fueron que las priﬁeras cuatro componentes juntas'explicaron un 607
de Ta varianza total. Estas cﬁatro‘componentes fueron identificadas
como clase social, cambio de poblpcién 1931-1951, cambioc de pohla---
ci6n71951-1958 y sobrepoblacidn.-

o 'Amtman,l) en una investigacién sobre los crdneos de ardillas, -
interpretd la primera componente principal como una.medida de tamafo

y la segunda como una medida de forma, sin dar ninguna razbn apriori.

1.3 DESARROLLO ANALITICO

Supongamos que las variables originales Xl’ xa,.;lxp_tienen una
distribucién multivariada con vector de medias AL y matriz de varian
zas y covarianzas V. De esta poblacidn se selecciona una muestra de

N-vectores de observaciones independientes.

Entonces la primera componente principal es la combinacidn 1i--

neal de p variables correlacionadas:

- : - 2)
Y1 = a;; Xy *ay Ko # . 2 X, = a'y X

1) De Blackith y Reyment

(2) a'y denota el vector transpueéto de a,.




la varianza estimada de Y puede ser expresada como una forma -
cuadrdtica en términos de las varianzas y covarianzas de las varia--'

bles originales. Esto es:

431 331 Sij

X )’ es la matriz de varien-

]

i=1
zas y covarianzas muestral, con elementos sij‘
La varianza de Yl es la mis grande de todos los vectores norma-
Tizados tal que la suma de cuadrados de a;, sea igual a uno. Esto -

es:

"~
Esta restriccidon ha sido tomada porque el valor de V (Yl) pudo
ser incrementado sin 1imite con sélo multiplicar los coeficientes --

por una constante.

Ahora bien, el problema consiste en encontrar el vector a, que
maximice a'; S a, sujeto a la restriccibn a'; 3; = 1. Para determi-
nar los coeficientes, introducimes los multiplicadores de Lagrange,

11 y derivamos con respecto a a-

SR R P

10




=25, -1 (22 )= 2(s-1, 1) gl:

- +Iqualando a cero esta ecuacidn, obtenemos el sistema de p ecua-

ciones lineales simulténeas:
(S_- 1, a =0

" Los coeficientes de 3 tienen que satisfacer este sistema de e-

cuaciones, vy si la solucidén es diferente a la trivial, entonces 11 -

tiene que ser seleccionado tal que el determinante:

fs-lllla 0

Asi, 11 es una raiz caracteristica (o eigenvalor) de Sy a, es

su vector caracteristico asociadc.

Si la matriz de covarianzas S es de rango completo, entonces --

tiene p rafces caracteristicas # 0. Para determinar cudles de las p

raices deben ser seleccionadas, premultiplicamos la ecuacidn




Por To tanto, 1, es la raiz caracteristica mds grande. porque -
el vectpr,gllfue-se1eccionado de tal manera que maximice la varianza
- de Yi.

‘ ‘Después de haber determinado la primera componénte principal, LR
‘el siguiente paso es encontrar una segunda combihaci6n lineaI norma-
1izada y ortogonal a 1la primera.' Esto es: '

Yp=app Xy tag Xt o A Xy

B o ' . _
cuya varianza V(Y,) = a', S a, sea mdxima sujeta a las restricciones

a3 =1
a'yg, =0

La restriccién'g}l a, = ¢ implica que 3; ¥y a, son ortogoné]es,
es decir, correlacidon cero entre Y1 y Y2 y por consiguiente covarian

za cero.

Mediante el mismo procedimiento que se siguid para encontrar --
los coeficientes de Yl' se determinan los coeficientes‘de Y2, pero -
ahora introduciendo un-nuevo multiplicador de Lagrange, :t , y dife-

renciando con respecto a a5t

3 , ‘ | ' ]
':—52 (22522_12 (9-29-2-1)' .-'~,,(.a_1_a_2) )

12




Cater

= 25 a, ‘vz 1, G-y

o

= .2 (s - 12)‘i2 - e

Igualando a cero ¥ premu]tip]icando esta ecuacibn por{g'i resul

Ctar
2a'ySa;-20a'ya, - [aya =0 =

z2a'ySa, -.u-= 0

Tgualmente, si premultiplicamos la ecuacibn (s-1,1) a; por a',

se sigué‘qUe: ;
g’é S a -‘11 .3_2 3, =0 ',1'7:,) ;.9_‘2 Sa; =0
o liv =0 yaque2a';s$a, . [
E1 vector 2, tiene que satisfacer las p ecuaciones
(S - 121) 2, = 0

Si se premultiplica esta ecuacibén por 3'2. se tiene:

2’y Say-12'%3,=0

==y a', 53, =1




- Por consiguiente, el vector a, es el vector correspondiente a -
la segunda raiz caracteristica mds grande, 12.,,E1 mismo proceso se

sigue para determinar las componentes principales restantes.

Estableciendo To anterior en forma general, entonces la j-€ésima
componente principal es la combinac:én lineal

- ‘ = '
rJ a5 X1 * a5 X .o f a_ s X a : X

tal que para cualquier valor ]j que satisface

[}
-

S-th= 0
le corresponde un yalor de gj'pafa el cual

(s-1yDgy = 0 2zl

.

y para este valor gfj S 3 = ]j‘ Asi 1j'es'1a j-Bsima raiz caracte-

" ristica mis grande y 3; es su vector caracterfstico asociado.

E1 hecho de que 1a matriz S sea simétrica, implica que todas --
las rafces caracteriﬁticas son reales, y el hecho de gque sea pésiii-b
va definida, implica que todas son‘positivas. Puesto que a,'y Qj -
son ortogonales, entonces A, la matriz que contiene los vectores ca-
racteristicos, es ortogonal. Si 1. = 1j, sus correspondientes compo
nentes principales no estan especialmente definidas, ya que hay una

infinidad de vectores ortogonales. La existencia de und raiz cero,

14




lihpIica que las variab1esvorigina1es~son‘11nea1mente dependientes; -
en este caso, una 6 més‘compoﬁentes valen cero. Ademds, que A' S A=
" L, donde L es la matriz diagonaI‘due'contieneblas rafces caracteris-
ticas, indica independencia entre las p componentes principa]es.; Fi

nalmente, de 1a ecuacién
o | s- 1j1|_= 0 .
" se sigue que la suma dé valores 1j es fgdal a la suma de la diagonal
de S. Esto es: '
'?1 +‘12 +'..f_+,1p = tréza de S
E1 resultado de lo expuesto‘anteriormente, es que el problema -

~ de determinar las componentes principales, se puede expresar en tér-

minps.dewuna_transformacién ortogonal

Y =-A' X
* tal que
A'SA = L
y
At A = 1

La utilidad fundamental del andlisis de componentes principaies,
radica en que 12 yariacién total de una muestra p-dimensional seria

descrita en pocas dimensiones. En el caso de que S fuera de’ rango 1

15




existe una rafz caracteristica 0yp - 1 raices iguales a cero, lo '
cual indica -que la primera componentevprincipal exp]icaria toda la -
~variacién del sistema. S{ S es de rango comp]eto,Aexisten entonces

p raices caracteristicas # 0y 15 1mpbrtancia geila componenté j-ési'

ma es medida por la relacibn

-I i . -
traza de S

es decir, la proporcion de varianza que contribuye 1a j-ésima.cqg

ponente en la varianza total de Jas variables originales.

‘E1 signo algebraico y 1a magnitud de un elemento del vector 2y
expresa 1a direccidn e importancia de una variable particular a una -
componente particular, es decir, 1a razén

a.. 1,
R IR |

v Siiz'

da la correlacidon de la i-8sima variable y la j-ésima componente, ya

que

X )=

cov (X, Yj) = cov (X, alj Xy + 353 Ko+t apj b

ng

S;5 €s la varianza de la i-&sima variable (i = j)

1s




y por 1a relacidn

s-11)a, = 0=—> sa, = I,a,

S-UDey = 0= sy Yy
yvlaJCOVarianza‘de'!a-%ésimaﬂvariab1é con la j-8sima componente es -
lj a i Por'}o tantq

q>\1J ‘;"51;" N:']j" | ;: ., S,

es la correlacién de la i-&sima variable -y la j-&sima componente.

Ahora bien, es,frecuentefqde 1a§'observaciones sean medidas en
unidades diferentes, y en esta_situaéién'és'necesaria»una.estandaki-
zacibn pfefiminpr. La mds comin es ia de dividir la matriz de covi-
riania por‘la.desvia§15n estéﬁdar de;cada_una de las variables, redg
ciendo asi las varianzas a lé unidadjy trabajar con la matriz de co-
rrelacién. Entonces; si las componentes principales han sido extra-
fdas de la matriz de correlacién, el vector |

SRR

da la correlacién de las variables con la j-é&sima componente. Asi--
mismo

traza de R = p

donde R es la matriz de correlacitn y la proporcidn de la varianza -

17




total que contribuye la j-ésima componente, estd-dada por la rela- -

cion
L
P
‘f Es de importancia sefialar.que si-el rango r de 1a matriz S es -

menor que. p, entoncas la var*anza total de ]as variables orlgwnales"
seria exp11cada por menos de p componentes, pero la matriz § puede -
ser escrita como I

S=ALA =AiL.L A

L}

Sea K = A /L
Entonces, 1as co]umnas de K reprdducen a S por la relacibn

S =

+
.
+
-~
=
-]

._ )
8,8 *Tpaalyt . vl a2l = KK

" por lo tanto, como las componentes han sido extraidas de S, las
matrices 1J a; a a" pueden formarse y su suma compararia con S para -
determinar qué tan bien estd siendo generada la matriz S por un nGme

ro mds pequefio de variables. -

1.4 SIGNIFICADO GEQMETRICO

En las secciones anteriores, hemos definido el método de compo-

nentes principales como 1as combinaciohes Tineales que describen, en

18




orden decreciente, la mayor var1ab111dad de 1a muestra. Ahora, 'bajb
1a suposicibn de que la muestra Xl, x2 X ha sido se]ecc1onada -
-‘de una poblacisn normalmente d1str1buida y ‘ademis que xl, ces gﬂ es'

tén correlacionadas entre si, 1ntroduc1remos la 1nterpretacion geomé

:_trica del método como las variables correspondientes a los ejes prinx‘ R

cipa]es de una elipse (e11pso1de 0 h1pere11pso1de, p 2 3).

- La existencia de dichas-correTacioneS'refTéjan 1a,tendén¢ia» de
las variables a variar juntas; esto-signifiéa que los puntos tienden
a estar en un grupo‘e1ipsoida1 mds o menos bien definidof(figura 1.1_

p o= 2). '

FIGURA 1.1

En términos de vectores, esto significa que los vectores tien--
den a estar asociados en grupos con dngulos pequefios entre ellos - -

(Figura 1.2).

19
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FIGURA 1.2

La existencia de mids o menos correlaciones fuertes en la matriz
implica que los N puntos (o vectores) éstén contenidos dentro de una
region que estd restringida en el espacio p-dimensional. Esto permi
te que nuevos ejeé}coordenados sean coTocados estratégicamente a tra
vés de las dimensiones mayores de la subregidn, en 1a cual estén ac-
tualmente Tos puntos. Estos puntos pueden ser descritos mis eficieg

temente con respacto a 1os nuevos ejes que con los originales.

Precisamente, el andlisis de'componentes principales es esen- -
cialmente una técnica para introducir un sistema coordenado nuevb de
esta clase, dentro de la masa de puntos. Los nuevos ejes coordena--

dos son las componentes principales o ejes principales.

20




~ Como ya fue mencionado, las correlaciones de las variables (dis

tribufdas norma]ménte) en-el espacio tienden a tener una forma elip-
soidal. En 1a'f§gura_1.3;'se muestfa la efectfvidad de escoger como.
hqevos ejes de réferencia~aque]1os-que coinéiden;con los eje§ mayo--
rgs.de Ta e]ipsé (o,hipérelipsoide en un espacio dfmehsional maybr).
Esto én parté es'porque los eje§ de la e]ipsé'pUQden ser arregladoé
tal que 1legan a ser progresivaﬁgnte més pedueﬁos ¥ por']d_tanto, -

~menos importantes para propdsitos descriptivos.

X . o
- -
LJ “ b .

FIGURA 1.3

En el caso de no existir correlacidn, i.e., (3ij‘= 0 para toda
i, §, l1a masa de puntos seria circular (o esfera o hiperesferoidal -
para‘p 7 3) y todos los ejes de referencia serfan de igual longitud
e importancia. En el caso de que todas las correlaciones fueran per

fectas, 1.e. inj =+1°% i, j, los puntos caerian en una recta --
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{plano o hiperplano para p 3 3) correspondiente a los ajes principa- = |

les.

En efecto. la ecuac16n e :
REES (LN RN (R

define una familla de elipso1des concentr1cos centradas en la media X

de las observac1ones Si las X's son variables con una d1str1bucion 8

normai mult1var1ada, estas e11psoides son los contornos de dens1dad —;

“de igual probabilidad (f1g 1.4 para p 2),“

FIGURA 1.4

La transformacitn a componentes principales de los datos, es -~
"precisanente 1a proyecciﬁn de las observaciones en los ejes principa

les de esta fam111a. y es equivalente a determinar estos ejes en or-

den de magnitud.
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- gen de" las variab]es ha sido tomado como las med1as de estas Desea

Consideremos e] caso de 3 variables y N observac1ones E] OTI-‘

3

\

; ~mos que nuestro pr1mer eje transformado,,

correspond1ente a 1a var1ab111dad mas grande, e1 eje Y2. en éngulo ~‘jf.;i;"f_3

o recto a1 pr1mero, va a estar or1entado en d1reccion de 1a s1gu1ente EPERERIRR

var1abi11dad més grande y asf para Y 7'| .

R

Denotpmos por 4 l’;‘ (2, y v"<3’ 1os angu]os que forma e] eJe '

| ‘\;‘yl con xl, xz y xa respect1vamente (fig 1 5)

Si Y1 pasa por e] punto de medias, su orientamén es detemma-

da por Tos cosenos d1rectores ‘a'n~ cosc{ s 321 cos O"‘Z" 31' =

cos r43, donde cos d\ 1} + cog 7(2 + cos 0(3 = 1‘.}

. 1}

™

FIGURA 1.5

23

1 esté en una or1entac1onf_;'




Bl va]or de las observa~1ones en e] nuevo eje- coordenado Yl’ se-

ra expresado en términos de Tos cosenos d1rectores

i T Ay (g - Ky gy pe Kp) #agy (g - Xg)
: L.a"media"de'Y1 es.
| N
= ) 1l o
‘Yl--"ZT"Yu
=1 '
-

1 . . _:‘r =

- N L S T |
.1 ' £ 4 - _
=W ? (a7 Xy - Fp) + 2y (Xjp - Xp) + 2y (X553 - X5) =

ay Ry -a Xy tag Kooy Kyt ag Xy -ag X3 = 0
Por 1o tanto, la vafjanza’estjmada de Y, es:

N .
r\ - 1 k2 2__ 1 N -
V) =T E Yoy =Y = g1 /Y1 T
| S|

Los &ngulos de Y1 serfan determinados diferenciando esta ecua--
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‘mo

c16n con respecto a ajl’ los cuales hagan las der1vadas cero La so {

\i]ucién seria el vector caracterist1co de la raiz caracteristica mas
‘ grande de 1a matriz de covar1anza muestra1 y YI seria la pr1mera cem § : SRR

 ponente pr1nc1pa1.

Probemos To anterlor para e1 caso genera] de p var1ab1es, escr1 1‘ ‘ 

"_ biendo los cosenos directores de] primer eje cumponente pr1nc1pa! o |

Ay (g, gppseeen ag)

; _y 1a.Féstk1cci6n g}l ‘31 = 1 tiene qué safisfacerse. VEﬁtonces. la -

variania,de las proyecciones sobre el gje Yl-sgri‘ S

. (, N ,i‘
VY = ; 1,2 -
NP
-4 (.g a5y (- %) P2

i=1

N
“wr ) (a4 -Dx -0 a
=3y 5y | '

Considerando la restriccion a'y a, =1 e introduciendo el mul-
tiplicador de Lagrange 11 para maximizar, resulta '

a'ysa Ty (1-2' )

25




que es la ecuacion que se obtuvo en el desarrollo amalftico. Los co

‘_senqs directores del primer eje principal son los elementos del pri-

‘mer vector caracteristico de S, y ‘la varianza mixima V (Yl), es la -

"rafz caracteristica'mis grande. Los vectores y rafces caracteristi-

.cq§_restan£esvde § determinan laS'brientaciones y lohgitudes de Tos

- demas éjes componéntes En el caso de que ‘dos ralces sucesivas 1

1J+1 sean iguales, la configuracidn de los puntos seria mas b1en --
circular que e]ipt1cag y una 1nf1n1dad de vectores ortogona]es pue--
den ser seletciohados.'y la exisfencia de'uha rajz cero,Asfgnffica’e
que la elipsoide es degéneréda y-pudb ser representadé en menos de p

dimensiones.

Asi geométr1camente se puede decir que 1as componentes princi-
pa]es de N observaciones Yy p var1ab1es, son las nuevas variables es-
pecificadas por los ejes de una rotac16n ortogonal del sistema coor-
- denado de variables originales en una orientaci6n correspondiente en
las direcciones de mdxima varianza;"LOS'cosenos_directores de los -
nuevos ejés'son los vectores caracteristicos normalizados correspon-
dientes a las rafces caracterfsticas de la matriz de éova;ianza'muei
tral. .Si las componentas son calculadas de la matrig de correlacidn,
Ta misma interpretaci6n geométrica se mantiene, aunque el sistema --
coordenado de variables es expresaao en unidades de medias cero y va

rianzas unitarias.

1.5 PRUEBAS DE SIGNIFICANCIA

La seccidn anterior fue desarrollada bajo la suposicibn de po--
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blaciones normd1mente_distribuidas. Para el presenté, 1a misma supo

' sicibn serd requerida, .

~ Supongamos que'N observacioﬁe§ fndependientes han'sido seleccic
| nadas de una pcb]acién multinorma] €on d1stribuci6n N (4, V) V--
tiene 1as rawces caracterist1cas | | )

.119 )'2)-'-; ";'.p s 0

con vectores caracteristicos asociados

Ghyreer ok

E] primer resultado que presentaremos, es para probar si el c3l

culo de componentes principales es nccesario. Bart1ett denmuestra. -- -

que 1a;cantidad

¥P= N ({9 _(T‘iﬂ—é—sﬁ) )

se distribuye aproximadamente como una chi cuadrada con 1/2(p(p+1) )
grados de libertad. Si ‘esta prueba no da un resultado significativo

entonces no tiene caso el calculo de componentes principa?es.

Una prueba similar es aplicada a la matriz de correlacibén R, --
que prueba si las variables son independientes. Bartlett demuestra
que Tla cantidad

iE= -Nmin
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se ¢istribuye aproximadamente como chi-cuadrada con 1/2 (p(p-1) ) --

grados de ‘libertad.
Anderson trabajé la prueba de las hipdtesis
M:A@H =n.=lq+r”

f'quevr dg’]as rafces caracteristicas intermedias de 1a matriz de cova
" rianza poblactonal V, son iguales. Las q,raices més_grandes y las -
p - q - r mds chicas, no son'restringidas ni a éus valores ni mqitj-
plicidades. Hl, la hipétesis a]ternativa; es que alguna'de']as rai-
- ces intermedias son distintas. Por el criterio de razdn de verosimi -

Titud, tenemcs la estad?stica

%2 - -(N-1)~Z 1y (N r Mgl}

‘ J

j=q+1,q+2,...,q+r

Cuando Ho ‘es verdadera; la estadistica se distribuye como chi--
cuadrada con 1/2(r(r + 1) ) -1 grados de libertad para N grande. Un
caso especial de 1a hipbtesis, es cuando q + r = p, o cuando la va--

riacibn en las r dimensiones es esférica.

En el caso de raices miltiples, un intervalo de confianza asimp

tético al 100(1 ~-cX ) por ciento serfia

li < X < i

Z i 4
1+ ZI/Zd.\{W 1 =29 o N
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donde

r es la multiplicidad de 4.
21784 denota el 50.cA 'pof ciento de los puntos de la dis

tribucién.normal»
o= Lo

También existen algunas pruehas asociadas con los vectores ca--

racteristicos. Por ejemplo, la hipOtesis

que el vector caracteristico asociado con la raiz distinta .~ ; de Vv
es igual a aigln vector especificoq1‘i . Anderson obtuvo que la prqg
ba estadistica 0 '

.7 ST | 1 .
y O =N o ST A A S h, - 2)
: io T? o To
se distribuye asimpt6ticamente como una chi-cuadrada con p-1 grados -

de libertad cuando Ho es verdadera.

Una prueba para la igualdad de las G1timas p-1 rafces caracte--
risticas de la matriz de correlacién, fue propuesta por Lawley. Es-
ta es equivalente a probar la jgualdad de todas las 1/2 (p) (p-1) co

rrelaciones. Bajo 1a suposicién de que la muestra de tamafio N ha si

do’'extraida de una poblaci6n multinormal N (AL, V) y si el i j-ésimo.
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elemento de ¥ es \Jij = (iij' \vi i, la hipbtesis Ho es

o Ho; €§5 ; Qa

v 1#]

Lawley.encontr6é que como N tiende a infinito, la prueba estadT;{l

tica

X i’f (Y S ety wmew

o J . K=1
para Ho se distribuye como una chi-cuadrada con 1/2 (p+1) (p-2) gra-

dos de libertad, donde

n=N-1
A- . (3 o es 1a segunda raiz caracteristica de
la matriz de correlacion poblacional,
cuando Ho es vérdédera
...-1 .' e
= -1 ik es la correlacién promedio de la k-&
};i sima variable con las otras variables
rij correlacidn de la iésima y j-ésima va
riable.
2

T = N ji:: riy es la gran media de las correlaciones
-~ plp-1) /[ o ;
i o
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estimador de .*.

Otro caso 1mportante es el de la matriz de correlac1on con las

dos raices difnrentes de mu1t1p11cidades 9; ¥ 9 respect1vamente

Como la matriz tiene 1's en la diagonal, esto implica que ---
Avay+Aza, = b - |

Sean 1,7 1, » ... Y1 las rafces caracteristicas de la -
matriz de correlacién muestral R y sean los estimadores de /‘1 y -

A , los promedios

. i
T = ..1..'.. A 1.
AU
RN E S
z ’ 1 .
2. i=q1+1 .

Sers suficiente considerar solamente uno de estos estimadores,
ya que

(p‘ql"]l)
1} =

qZA

Anderson encontré que la esperanza asimptética de T, es ;\ y
su varianza asimpt6tica es:

21% (p'qZ Az)z.

Npaya,




y que cuando n—>900, la cantidad

T, - A, \/ Mo a; 95

Az P -9 )2 2

se distribuye como una normal con media 0 y varianza unitaria. De -
aqui se puede construir el intervalo para la raiz poblacional. Esto

es, el intervalo al 100(1 - / } % de la raiz )\ o €s:

— e < . v - erme -

kp+1-\Vikp+ 1?2 -akay Ty oy g kp-1+% (ko - 1)?
2 kq2 2 qu

+ 8ka, Té

con k = 21/2;< 'M-2/ n p‘q1 q,
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CAPITULD 2

OBSERVACIONES ABERRANTES
INTRODUCCION

En este capitulo, se trata el problemz de las observaciones abe
rrantes, es decir, aque]ias chservaciones que se encuentran "aleja--
das"” del resto de Jos datos. Fn la seccidén 2.1, se presenta en una
forma general el coricepto de aberrantes, enfocado principalmenté al
caso multivariado, asi como sus posiples causas. Los diférenfes né-

- todos que se han'propuesto para detectar estas observacioﬁes, son -~

presentados en la seccifn 2.2.

2.1  ABERRANTES MULTIVARIADOS

Al extraer una muestra de una poblacion, es importante analizar
que todas las observaciones cumplan la condicidn de igual distribu
cién. Fsto se debe, principalmente, a que pueden aparecer observa--
ciones incpnsistentes (aberrantes), es decir, datos que estén marca-
damente desviados de 1a "masa" de los mismos. Algunos autores clasi

fican las causas de estas desviaciones de la siguiente manera:

" 1.- Errores de medicifn.

Este tipo de errores es ejecutado con algiin instrumento de

medicion.




2.~ Errores de ejecucidn.
Este error se comete en el momento de efectuar cdlculos o re

gistrar los valores numéricos.

- 3.- Variabilidad inherente.

Este ﬁipo de errores es natural é\Hntrinseco.de-ld; dato;‘;

Cué1qu1era que sea la causa de los aberrantes, es neéesario con--
tar con criterios objet1vos para probar 1a 1nconsistenc1a de 10s mis--
mos, esto es, detectar las observactones aberrantes, problema que serd
tratado en la seccibn 2.2.

Ahora bien, el concepto de un ébe}rante univariado coho‘anue11a -
observacifn que se encuentra alejada del resto de las observaciones,
es simllar al caso mu]tivar1ado, es decir. un aberrante mu1t1\aruado -
es un valor extremo que se encuentra alejado en el espacio p- d.mens:o-
nal de las demds observaciones en la muestra, Este problema ha sido -
tratado tanto para muestras univariadas como multivariadas. Para el -
primer'caso.'existen numerosos métodos de deteccifn de aberrantes, ba-
sados genéra]mente en estad{sticas de orden y propuestos de una‘manera

_intuitiva. Aéimismo. dichos métodos se manejan, en la mayoria de 10s
"casos, bajo la suposicién de que la muestra proviene de una poblacidn
normal y que una o mis observaciones han sufrido un cambio en los pard

metros de localizacién y escala (media y varianza).

En el caso de muestras multi,ariadas, el enccntrarse con abe

rrantes no es un problema ficil de tratar, ya que, primero, un aberran
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te mu]tivariado, ademds de afectar los pardmetros de localizacidn y es

cala, también puede afectar los de or1entac16n (correlacifn); en segun
do lugar, un aberrante univariado puede pensarse como un valor extremo
que se encuentra alejado del resto de las observaciones, pero esta -
.’ idea‘no es tan senciila en dimensiones mayores. Por Gltimo, es la va-
';r1edad de tipos de aberrantes mult1varzados que puede haber, esto es,
.un vector respuesta puede ser un aberrante a causa de una falla en una
. de susucomponentes, o bien, a causa de un error 5istemético en cada --
una de ellas. En él presente trabajo, s61o serdn presentadns los méto

dos para detectar aberrantes multivariados.

2.2 METODOS DE DETECCION.

La nocion bdsica de un aberrdnte,comd aquella observaci6n que se
aleja del conjunto de datos, involucra una forma de ordenamiento de --.
los mismes. Barnett y Lewis (1978), proponen y definen algunas formas
de subordenamiento y‘afirmah que no existen principios de ordenamiento

total.
Asi, un vector de observaciones X, se puede representar por medio
de alguna métrica o medida de. distancia, por ejemplo:

ROG Yo, )= (X-X0)' i' (X- Xo)

donde Xo puede ser el vector de medias y . la matriz de varianzas y -
covarianzas. Entonces, si la muestra 14, Xouies XN sebordena de acuer

do a los valores ordenados de Ri (gp,f' ) = R(x Xo, ). es 1lamado -

35




ordenamiento reducido, y esto puede ser usado como un marco de trabajo
sobre el cual expresar la "extremidad" de ciertos elementos de Ta mues

tra.

Los métodos para detectar abérrantes los hemos clasificado en
‘pruebas de hipotesis y métodos informales. Llas pruebas que se han pro
puesto para declarar una observacidn como aberrante (discordante), -
han surgido, en la mayoria de loé casos, de bases intiutivamente razo-
nébles. Es por esto que tenemoé’que considerar el grado de arbitrﬁrig .
dad con que se cuenta al tener que emplear el sub-ordenamiento en Ju-

gar del ordenamiento total de la muestra.

2.2.1 PRUEBAS DE HIPOTESIS

" En esta seccidn presentaremos algunos resultados gue se han pro

puesto para la deteccidon de aberrantes de muestras normales.

Supongamos que 51‘ Xor «vvy Xy €5 UNA muestra de N observaciones
que provienen de una poblacién normal p-dimensional N{ ' , V), donde -

Ak es el vector de medias y V es la matriz de covarianza.

Entonces, un modelo alternativo especificando las hipdtesis alter

nativas, seria
Modelo A:
E (%) = st +a (alguna i)
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E(X) =45 G #)

con matriz de covarianza V (lj) =V

Modelo B:-

v (2(_1.} = bV ‘{alguna i y b> 1)
V(E]) =V (3 #1)

cor. vector de medias E (X;) = /44-

Bajo la hipét_esis‘ alternativa del modelo Ay en la suposicién de
V conocida, declararemos como el aberrante x—(N). ‘aquella observacién -
X; para el cual Ry (X, V) = (X, -X)' vl X; - X) es un méximo,
tal que las observaciones han sido ordenadas en términos de - - ~ -~

R( X3 X, V). Declararemos a X(yy como un aberrante discordante si
: Y = -1 .=-
R(N) ()_(_a V) (-&(N) - X_) v (&N) - X )
miximo R; (X, v)

J=1, 2,...4 N°

es significativamente grande.ﬂ




La distribucidén nula de R(N) (X} V).no ha sido determinada en

i
1

forma exacta. Sjotanil) (1959)'estudia los prob]emAS‘en determinar

puntos de percentaje de R (Xo, [7) cuando C=vy Xo es 0, &L o X.

La suﬁosicién de ¥ conoéida, en general no es real, Entonces, ba
jo 1a hipétesis alternativa del modelo A con V desconocida, tenemos lo
sfguiente: | |

N

Sea A = y ()Lj -X) '(_)(_j_- X )

/
A

J=1
' ‘A(i)l el deteﬁuinante;de Ta matriz obtenida por eliminar 34 e i,

es escogida a meximizar

P P2 I e TP
Se ordenan ]os-l A(q):[y la observacion correspondiente con el -

valor mas pequeﬁo del A(J) lés declarado un aberrante. Si denotamos

Q : |A(J)!

I/)
las observaciones son ordenadas de acuerdo a las .k”‘(j) ordenadas, y
el aberrante es aquella observacidn correspondiente con 1a £33(j) mas

~
pequena, ﬂga (1) ¥ S":(l) serd discordante si su valor es significa-

tivamente bajo.

La distribucién'de la prueba estadistica es muy complicada. EXis

1) De Barnett y Lewis (1978)




te muy poca literatura sobre la distribucidn conjunta de las w T (3) ¥y

del minimo Q‘(l)‘

"Wilks ha propuesto resultados para prchar 2, 3 6 4 aberrantes,

- considerando la razdn

(j‘li vj2’°"5 js)

R |
VD] 1 A
L{-’ : g . "= »
1 : s ;'Al

| | (3ys dpreens dg) | | |
donde | A es el determinante de A eliminando de la mues

tra le, ij, ceey ij . Asi, el subconjunto de observaciones que minimi
S . ) ‘ .

ce Q{jl, J.z,..., j es declarado un subconjunto de aberrantes y -es
S .

declarado discordante si

r. = min ,J‘j s s sees

s 1 92 Jg

es significativamente pequefio.

Bajo la hipdtesis a]terhativa del modelo B, supongamos de nuevo a
Xps Xpseees Xy una muestra aleatoriz de una poblacién normal N(AL, V)

con AL y V desconocidas.

Asi como para el modelo A, declararemos un aberrante aquella obser
vacion con distancia maxima Rj(’)'_(, S) y serd discordante si el maximo --
Ry (X, S) es suficientemente grande, donde Xy S son los estimadores -

de 44, y V respectivamente.
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Es importante mencionar que cuando.ii:y V son desconocidas, es
lo mismo adoptar la formulacion del modelo A o el modelo B. - En  --

cualquier casc, las pruebas tienen la misma forma.

Para ilustrar lo anterior, en la figura 2.1 se presenta la gra-
fica de las observaciones de una encuesta sobre salario'y edad de in

genieros eléctricos en el Reino lnido (Barnett, 1978).

' - SALARIO -~ R L
5000 s / - -
. . . .S
. X .// . *
40_09- L R
. 7
3/()0" 4 . Z.', . .ot
?27°C 700
N -:'//
/l

T5 92 83 3425 26 27 28 29 30 H ¥V
| FIGURA 7.1

Las observaciones L, M y N parecen ser aberrantes, ya que éstas

dan los tres valores mis grandes de Ry (X, S)

Para

M: Rigs) (X, s) = 13',7




9.2.

n

L: Reggy (B S)

N Reggy (K 5) = 6

]
]

De la tabla  del apéndice que presenta valores criticos péra.
pruebas de discérdanﬁia al 1y 5 por:piento de un aberrante en una -~
muestra multivariada, vemos que M es“un’aberranfe'discordante. Las ta
'blag de Wilks dan valores criticos al nivel 5% y 2 1/2% de 12.52 y --

. 13.58 respectivamente. Asf, M es discordante al nivel 2 1/2%. En la
prueba de Wilks, examinando la parej§ (M,L), tenemos v ré<; 0.769 el

cual es significativo al 5%. o

,

Por ﬁ]timo: la prueba de la abertura de Rolhf, que consiste en
comparar aberturas grandes entre los datos, también es apiicada para -
declarar 1a discordancia de un aberr;nte. La ‘idea de este procedimien
to es analizar la distancia mds grande en el minimo &rbol generado por
los datos en .la muestra, y una observacion es declarada aberrante dis-
cordante si ésta se encuentra aislada y conectada solamente a un punto '
en el minimo drbol generado por una distancia significqtivamente gran-

de.

" De acuerdo a lo expuesto anteriSrmente, en la figura 2.2, el pun-

40 A seria un aberrante.
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FIGURA 2.2
Poderus resumir el procédimiento anterior de la siguiente manera:

a) Deben ectimarse las desviaciones estindar de cada componente
de’i vortor aleatorio, eliminando, si es posible, aberrantes -

maryinales.

b) Se debe estandarizar cada componente del vector aleatorio. --

con e1 propésito de igualar el efecto de las variables con va

rianza diferente
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dq

d

¢} ‘Encontrar- el minimo arbol generado por los datos en la mues--

tra, u;ando

dy = (g Xpi- X g2 __/'p Yz

‘como una medida de proximidad entre cualesquiera dos puntos y

tomar

di = T1n dij
J#i _ .

- como.la Tongitud de los k arcos en el drbo]l generado.

d)

-Probar si
32
‘ o 511 ”
donde 2= } }' dy
i=1

es significativamente grande y tomar el punto correspondiente

como un aberrante discordante.

Bajo 1a hipétesis Ho, Rolhf encontré que las distancias al cuadra

2
1

tienen una distribucién aproximadamente gamma. Asimismo, en-

contré una tabla de cotas superiores para los valores criticos de la -

distribucién de G, la cual resulta aproximadamente una beta.

43




2.2.2 DETECCION INFORMAL

La deteccidn informal de aberrantes es consideréda mis bien como
una ayuda intuitiva en la deteccién de los mismos, ya que no se consi

- dera ningin tipo de pruebas de discordancia.

En muestras univariadas, la obsérvacién'“sosbechosa“ a ser abe
rrante .puede ser obvia sobré'simp1e jnspeccién de los datos.‘ Pero co
mo mencionamos anteriormente, el congepto dé “extremidad" no es tan
sencillo en el caso multivariado. Para esto, ngsten algunas técni--
cas que sirven como‘ayuda envla detebciﬁn de aberrantes, tales como -
el estudio de componentes margina]esfindividua]es de las observacio--
nes, reduccién de las observaciones multivariadas como combinaciones
lineales de componentes, cambios en las bases coordenadas de las ob--
servaciones y métodos de fepresenfac%én grafica apropiados. A conti--
nuacién se presenta una breve descripcién de algunos de estos métd--

-

dos.

ABERRANTES MARGINALES.

Las muestras marginales son las muestras univariadas de cada va-
lor componente de los datos mu]tiyafiados. y tienen una gran importan
cia en la deteccidn de aberrantes, Srimero‘porque tenemos facilidades
para probar la discordancia de aberrantes univariadas para diferentes
modelos bdsicos y podemos adoptar modelos para explicar los aberrantes,
y segundo, porque es posible esperar aberrantes que estén dentro de -
componentes especificos. Esto es verdadero cuando los aberrantes son

originados por errores de medicidn, donde casi inevitablemente una com
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ponerite de las observaciones multivariadas serd afectada, sin afectar

la medicién de otras componentes.

RESTRICCIONES LINEALES.

Si establecemos una relacion entre las componentes multivariadas
0 entre los va1ofes esperados de las. componentes, podemos facilitarnos
1a deteccifn de aberrantes. Un ejemplo, {Barnett 1978), pueden ser -
los 3 dngulos del tridngulo de una encﬁesta geogréfica. En este caso,
la suma de los éngulps, aéarte de los errores de medicidn, debe ser

180°, y esto puede servir como indicadores de aberrantes.

METODOS GRAFICOS.

Una gran variedad de métodos graficos han sido propuestos como a-
yuda en la detecgién de aberrantes. Uno de Jos mé&todos mds usados es
graficar 2 de las p variables. En el ejemplo de los datos obtenidos
en la encuesta de edad y salario del Re1no- Unido, notamos que 1las
obseryaciones L y M estdn separadas del conjunto de datos (f{g. 2.1) y
N parece ser sospechosa. La observacién L puede tener mayor gfecto en
reducir 1a correlacifn entre edad y salario y N parece que produce una
variaci6n m&s grande en edad y salario. Este efecto de N es mds noto-
‘'rio si proyecfamos las observaciones sobre la recta AB (fig. 2.3) mien
tras que L y M no serfan aberrantes. Si proyectamos las observaciones
sobre la perpendicular a AB, (figura 2.4), L y M serfan aberrantes y N

no.
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Otro método grifico que podria sernos dtil, seria el de graficar

Tas R;(f4,V) ordenadas, esto es Ry(Lly Vs Ry (A, V),eoo, Ry(et, V) -
contra los valores ésperadbs de las estadisticas de orden de una mues-
tra de tamafio N de una:(bz.

| Para el caso bivariado, 1a distribucion }? tiene 2 grados de 1i--
bertad y es una distribucidn éxponencial con media 2 (Healy, 1968). La
esperénza de las estadisticas:de orden de una muestra de tamafioc N de -

esta distribucién son dadas por

3
2 2,2 2.2 . -2 2 . 2 2
N NPTV TR Rz Wt R Y e T T

Es importante mencionar que para un nimero grande de grados de 11
bertad, la Q;Jﬂ? ¥ \3 ;2. pueden ser usadas como transformaciones
normalizantes. Este procedimiento parece ser adecuado en la deteccién

de aberrantes, y serd ilustrado con el siguiente ejemplo.

En una muestra de 39 pac%entes de un hospital se miden el consumo
de grasa y niveles de ﬁolestero] (en logaritmos), para cbservar el e-
fecfa de 1a dieta en la sangré (Healy, 1968). En‘las figuras 2.5y --
2.6 se grafican las distancias ordenadas \4 Rj(éé, V) contra las esta
disticas de orden ya menciona@as. En 12 figura 2.5, se observan cua-
tro aberrantes. En la figura‘2.6. se omiten estos cuatro valores, y -

se puede observar un razonable ajuste 1lineal.

.
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Los métodos grdficos tienen varias ventajas:

la. La misma grafica puede indicar el aberrante como las observa

ciones que estan en la oeriferia de la "masa" de datos.

2a. Si alguna medida agregada, tal como el coeficiente de corre-
lacidn, es alterada, puede revelar la presencia de aberran--

tes (en la figura 2.2, L y M).

3a. Un cambio de bases coordenadas, y la representacidn de los -
datos sobre las nuevas bases, puede revelar la presencia de

aberrantes.

4a. La rotacidon de los ejes coordenados en direccidn de su per--

pendicular, puede ayudar a identificar aberrantes.

Por G1timo, cabe hacer mencidn que el método propuesto por Rolhf,
que ya fue descrito en la Seccion 2.2.1, puede ayudar a viéualizar gra
ficamente a los aberrantes, pero solamente para el caso bivariado. Una
posible aplicacion de dicho método a datos multivariados, serfa grafi-

car las componentes principales, y en base al sistema coordenado gene-

rado por éstas, graficar el minimo drbol generado de las observaciones.

DISTANCIAS GENERALIZADAS.

Otro procedimiento informal que puede ayudar a jdentificar abe- -

rrantes, es construir medidas univariadas reducidas.
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Gnanadesiken y Kettenring (1972)1), proponen' las medidas:

X - X

e (% -%) -0/ (& -0 -0

y para la clase ] consideran los casos b = 0, -1 y 1, que denotaron -

por qu, de y tJ.2 respectivamente, y llegaron a los sig. resultados:

2 _ oy 3 5
J ‘(X_j".&) (lj"l(.)

Esta forma de distancia es (til para delectar observacinnes que -

1) q;
afectan el parémétro de escala. *

2= ‘ __"' t _-_?‘
2) t7 = (X%5-X) sy -%)
Esta medida es Util para detectar aberrantes que afectan la orien

taci6n y escala de las primeras componentes principales de S.

_ ) _ 0 ;
d.” = .- X) -
3) j (lj X)'s (ZJ }X)
Es conveniente usaria para observaciones que estén lejos de la ma- .

sa general de puntos.

Representacién Tipo Fourier:

Andrews sugiere que Ed = (le, ij,..., ij)' debe ser represen-

tado por la funcidn

1) Barnett y Lewis (1978).




X, . :
A3 | i
=, + ij sen t + X3j cos t + X4-

F/ . =
X; (t) ;

‘ sen_2t + ij cos 2t...
sobre el rango de (- TT, TT) para t. Cada observacion aparece en el
espacio muestral como una curva sobre todos los valores de t. Esto --

puede revelar ciertns rasgos distintivos en los datos.

METODO DE ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES.

ta ecuacién Y = AX define la transformacibén a componentes princi-
pales lineales de los datos, en términos de los eigenvectores de ia ma
triz de covarianza muestral S. Cada columna de A nos da una coordena-
da componente principal y cada reng]éﬁ de Y nos da la proyeccién-sobre
1as coordenadas. componentes principales dé 1a desviacion de las N ob-~

servaciones originales alrededor de X.

Gnanadisikan dice: "Cuando el andlisis de componentes principa--
les es visto como un método de ajuste de subespacios lineales, o como
una técnica estadistica para detectar'posib1es singularidades lineales
en los datos, el interés yace especialmente en las proyecciones de los
datos sobre las coordenadas componentes principales correspondientes a

los eigenvalores mas’ pequefios'.

Asf, por ejemplo, para p = 2, esto puede ilustrarse en la figura

2.7. La recta de mejor ajuste a los datos es el eje Yl.

- -
E1 vector QP es el residual ortegonal del punto P, y QP es e--

—q . » I3
quivalente al vector 0' P' y P' es la proyeccion de P en el eje Y2’ -
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la segunda componente principa].

Con datos p dimensionales, la proyeccidn sobre la componente prin
cipal mds pequeiia, seria relevante para estudiar la desviacién de una
observacifn de un hiperplano ajustado, mientras que las proyecciones -
sobre 1as q componentes principales m&s pequefias seria ralevante para
estudiar la desviacidn de una observacién de un subespacio lineal ajus

tado de dimensién (p - g).

. s = —— ———— - —

O e ettt e

FIGURA 2.7

Rao sugiere un método pafa detectar la falta de ajuste de observa
ciones individuales, que consiste en analizar la suma de longitudes --
cuadradas de las proyecciones de las observaciones sobre las Gl1timas g

coordenadas componentes principales. Para cada observacibn 54, se cal-

cula




P '
2 - | Y 2 -
=p-q+1 _

‘ _ p;q N 2»..
"D K -D- Y ey D)

y considerar los valores grandes de ’d1.2 como posibles aberrantes.

Puede pensarse también en las primeras componentes principales co

mo uh medio de investiggf la presen&ia dé aberrantes. La construccién
de diagramas de parejas de Y. ya sea? las primeras o las G]tima§, pue-
den graficamente exhibir aberrantes.ﬁ Adem&é"jas pruebas de aberrantes
univariadas pueden ser aplicadas.a las Yi individuales. Si p es razo-
nab]emente'grandg, la transformaciénflineal involucrada en el andlisis
de componentes principales puede conﬁucir a que las Yi‘sean muestras -
de distribuciones normales. En tal caso, graficando probabi]idadés --
normales, en el cual el j-ésimo valor ordenado de Yi es giraficado -

contra‘cij,,donde

y L) es la j-8sima estadfstica de o?den de la distribucién normal --
N(O, 1), puede reve?ar 1a presencia de aberrantes, los cuales se en- -

‘A

cuentran como puntos ‘extremos de la relacifn lineal de la gr&fica.

Siguiendu el ejemplo_de 1a encuesta de edad y salario de ingenie-

ros eléctricos del Reino Unido, esto Gl1timo es ilustrado en las figu--

ras 2.8 Y 2.9,4gra¥1cando primero Y1 contra “/-j y Yz contra 'V.j
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FIGURA 2.8

FIGURA 2.9
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En la figura 2.8, los aberrantes N y M son notoriamente valores -
extremos y L no 1o es, En cambio, en las proye;ciones de la segunda -
componente'principal (fig 2.9), L y M son valores extremos y N no, y'- .

estdn por debajo de la relacidn lineal, 1o cual indica discordancia.
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CAPITTUHLO 3

RESULTADNS DE LOS METODOS GRAFICOS

INTRODUCCION

En este capitulo tratareros de eiponer‘y.probar algunos de los mé-
. todos grificos que fueron propbuestos en el casitulo 2. Para ilustrar -
. 1o anterior. utiiizando e]iuaquete de sub-rutinas del IMSL (que calcula
componentes principales, descompone matrices,etc.), se ygeneraron mues--
tras multivariadas de cinco variaczles, con datos alejados de la masa de'
observaciones, de tal manera que alguna prueba como la de Wilks, las de
clare como aberrantes.. El nﬁmerd de esébs vario de acUéradlél'tamqﬁo -
de muestra, lo cual se puede agrociar eﬁ la sigeiente tabia, mdécada -

con una Cruz.

\\\\ﬁ?. de
- aberran '
Tamafio ~~_tes 1 > 10
de muestra “\\\

50. X X

100 X X X

A su vez, en cada una de las muestras, los aberrantes fueron generados

en dos desviaciones d1 y d, de tal forma que si XruN (s:,V), ahora -

Xew N(ot+ Adi, V) = 1,2




donde

A matriz tr1angu1ar superior que resulta de descompo-
ner V de tal forma que V.= A A' _ ‘
v f
4.2426406 3 ;
0 L 0 :
- 0 _ 0
0 | o j

que forman un dngulo de 45° entre si y son de la mis -

ma magnitud.

As1m1smo, las mismas muestras fueron graf1cadas también sin aberrantes,,
con el propdsito de ilustrar las pos1bles dxferencaas entre unas ¥ -
otras: En las secciones siguientes, se presentan los resultanos que se
' obtuvieron al probar los métodos de - componentes pr1nc1pa1es, graf1cas -

de los marg1nales, y la ralz cuadrada de la distancia ' -

(%5 -

3.1 COMPONENTES PRINCIPALES

Para probar este método. se calcularon las coordenadas componentes
principa]es y se graficaron estos valores ordenados de Yj contra a5 0 =
donde ay = E (Uj) y Uj es la j - ésima estadistica de orden de la -
distribucidon normal N(0,1). También se graficé por parejas l1a primera
componente principal m§s grande con;ra la segunda, asi como la quinta -

comporiente principal mids chica contra la cuarta.

Los resultados de analizar las graficas variaron de acuerdo al ni-

mero de aberrantes en las muestras, asi como también al tipo de desvia-
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cién con la que fueron generadas dichas observaciones (ver Anexo 1). Por

ejemplo, se pudo apreciar Que en las muestras con un aberrante, y bajo -
1a désviacian dy éste se detec£6 ficilmente en la primgra componente -
principal, debido a que el dato se Tocalizd bastante aléjado de la masa.
de observaciones y fuera de la tendencia lineal, lo cual no sucedid bajo
1a desviacidn &2 , ya que en ésta (1tima él aberrante no se pudo dete¢f4

tar porque se encontrd alejado pero dintro del patrdn lineal.

En 1o que respecta a las graficas con‘S y 10 aberrantes. el compor-
tamiento de las misma fue éimiTar a las de un aberrante,.no obstante qué
éstos, en la mayorié de Tos casos., no pudieron ser identificados en su -
totalidad; por ejemplo, veamos el caso para N = 50 y bajo la desviacion
d1 , los cuatro datos extremos coinciden con los aberrantes, ya qué»ésé-
tos se gncuentran por debajo de la tendencfa lineal, 1o cual no sucede -
para d2 ;'debido a que aqui solo una observacion fue identificada. Algo
- similar sucede en las muestras de tamafio 100, ya que también aqui solo -
bajo d1 y en 1a primera componente brinc1pa1 se pudo identifiéar a dos -
aberrantes, mientras que la configuracion de lTos datos bajo 1a desvia- -
cién d, , siguid una tendencia Tineal. Por otro lado, las graficas sin
aberrantes, en la mayoria de los casos siguieron un comportamiento dife-
rente a los anteriores, 10 que nos da una idea de la informacidn que la

primera componente nos puede proporcionar.

Ahora bien, cabe precisar que las muestras con 10 aberrantes, no -
presentaron resultados de importancia, debido a que las grificas bajo dq

y d2 no exhibieron irregularidad alguna en su comportamiento.
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Por otro Tado, en To que se refiere a la segunda componente princi
pal de la cual se esperaba también que mostrara a )os aberrantes, sélo
_eh'dos casos las graficas exhibieron a uno de éstos, 1o cual sucedid pa
,ra'N = 100 con 10 aberrantes y N = 50 con 5 aberrantes rgspectivaménte.
Como puede verse, la informacién que la segunda componente principal

nos proporciona, es minima.

Es importante mencionar que de las gréfﬁcas pdr p;rejas de las dbs
primeras componéntes principales, se ﬁodria bbtener resul tados de mayor
importancia, ya que en casos donde 1a$ graficas individuales no apokta-
ron informacidn, en estas Ultimas se Qudo apreciar que los datos se en-
: cont(aronvbastante alejados de la masa de obséravciones. Veamos el ca-
so N = 100 con 10 aberrantes, 1a$ dos:gréficas bajo d1 y dz-muestran a
5 observaciones alejadas, las cuales efectivamente son aberrantes. Mis
ain, el comportamiento de las graficas sin aberrantes de las dos prime-
ras componentes fue muy diferente a las de con aberrantés. 1ovcua1 nos

puede hacer notar la ventaja de graficar ias dos primeras componentes.

Un comentario importante acerca de este méftodo, es que tanto las -
graficas individuales éomo por parejaé de las Gltimas componentes prin-
cipales, en ningin mqmento mostraron ser sensibles a los aberrantes, --
por lo que, la propuesta de Gnanadesikan de graficar las Gitimas compo-
nentes principales para detectar posibles anormalidades de los datos, -

no resulté en los casos estudiados en el presente trabajo.
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De los resultados obtenidos, fodemos concluir que, graficando la
- primera componente individuaimente, o bien, por parejas con la segunda

componente principal, contamos con un método grifico comq_ayu@a en“la

deteccidn de aberrantes multivariadas.
3.2 MARGJNALES

En 1a presente seccidn, expondremos los resultados obtenidos en la
detecciﬁn»de aberrantes mediante laﬁjgréficas marginales de las mues- -
tras multivariadas (anexoMZ), esto es, los valores extremos’que se en--
cuentran en cada una de estas muestras, ya que, como se menciond-ante--
riormenté, es posible'esperar aberrantes dentro de componentes espetffi 
cas, 1o cual sucede genera]mente a causa-de errores de medida que afec-
tan & una componente particular. Aunque no necesariamente las grdficas
marg{nales exhiban a 105 aberrantes, creemos que quizd alguna anomalia
de los datos multivariados, se podrfan reflejar en dichas Qréfiéhsf As{,
se graficaron cada una de las cinco variables contra el valor .esperado
de las estadisticas de orden, y los resultados, que fueron muy variados,

se mencionan a conitnuacifn.

En las gr&ficas del anexo 2 se puede apreciar que en las muestras
con un aberrante, para N = 50 y bajo di,en cuatro casos se jdentific6
el aberrante, y bajo dz, en 3 gf&ficas el dato se encontrf alejado def
conjunto de datos. Cabe hacer mencifn que las muestras de tamafio 100 y

.con un aberrante, s61o en un caso exhibieron irregularidad en los da--
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tos, lo cual, quizd nos podria hacer pensar en la influencia del ta-

mafio de muestra en la deteccién de aberrantes.

Porbotro tado, en las muestras con 5 aberrantes, en ninQGn momento
estos fueron 1dent1f1cados totaimente,: pud1endose apreciar a lo mis,
4 datos a]eaados y dudandose, en algunos casos, en declararlos como
gberrantes,,deb1do a que se encontraron como extremos pero dentro dgl

patron lineal.

Ahora bien,para N= 100, con 10 aberrantes, las muestras bajo dl’
en tres graficas exhibieron a los 10 aberrantes con bastante claridad,
To cual no sucede bajo dZ’ ya que, en este caso, los datous se loraliza-

ron dentro de la tendencia lineal.

Por 1o expuesto anteriormente, podemos decir que, graficando cada una
de las muestras marginales, contamos con otro método Gtil en la iden-

tificacion de observaciones aberrantes.

3.3 DISTANCIAS ORDENADAS_

Otro método que fue probado, es el de las raices cuadradas de las
v 1

distancias ordenadas Ry (a, V)= (gj - Z)‘ S (xj - X) Esto es, se

graficaron ¢a6a uno de los valores ordenados V Ry L& V yR2( ”, V o
S L

...}LRN (44, V), .contra log valores esperados de las estadlstlcas de

l.
orden de las muestras de tamano 100 y 50 de ona y<5




Los resultados obtenidos en las graficas se muestran en el anexo 3

De estos podemos decir que no fueron nuy ,at1sfactor1o< debidn a quc -

1os abe:rantes, en general, no pudieron ser 1dent1f1cados, ya que la con

figuracién de los datos exhibi6 a los mismos dentro de 1a.masa.de obser- -

vaciones.

Veanos el caso para N = + 100, En Tas muestras con 10 aberrantes y

“bajo dl’ salo dos aberrantes fueron detectados, 1o que nos puede dar una

idea de la utilidad de1kmétodd. En las muestras con 5 aberrantes, sola-

mente bajo la desviacion d,, se encontrd a una observacidn como valor ex

tremo y fuera de la tendencia lineal.

En 1o que qupecta a las graficas con un aberrante, se budo obser--
var gue para N - 100,'y"bajo dl’ e[ aberrante se localizéhfueré del- pa--
tron lineal y como extkemo, y en los casos restantes, 1os[datos no mos-
traron irreqularidad en su compurtamiehto.

Por cons1gu1ente podemos concluir que el metodo de 1a raiz cuadra-
da de las dustanc1as ordenadas, al menos en los casos aqui estudiados, -

no resultd ser sensible a las observaciones aberrantes.
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CONCLUSIONES

E1 problema de deteccidn de observaciones aberrantes multivariadas

mediante metodos graficos, lo podr1amos considerar como ayuda en la de-

tecc1on"forma1" de los mismos (prueba de hipdtesis). Pero creemos que

esta ayuda es limitada ya que el conuepto de una observac1on como valor

extremo, depende del sujeto que analiza las graficas.

En el presente trabajo, se estudiaron 3 de Tos métodos graficos -

que han sido los mdc usados en la deteccién de aberrantes, y. los comen-

~tarios acerca de cada uno de éstos, se pueden resumir en lo siguiente:

l.=

2.-

Analisis de Componcntes Principales.

De los casos estudiados en este método, que fueron las grificas in
dividuales y por parejas de las componentes principales, podemos

decir que graffcando la primera componente principal contra la se-
gunda, es posible encontrar resultados importantes, ya que en si-
tuaciones donde las graficas individuales no exhibieron a los abe-
rrantes, aquéllas mostraron a los mismos alejados della masa de ob
servaciones. Asimismo, de lasAéréficasAindividuales de las compo-
nentes principales, solamente recomendaria la grdafica de la prime-
ra componente, debido a que las grdficas restantes nc presentaron

irregularidad alguna en el comportamiento de los datos.

Marginales.
Las graficas de cada una de las muestras marginales bajo la desvia

cion dl’ mostraron a los aberrantes bastante alejados y fuera del

patrén lineal, en contraposicion con las grificas bajo la desvia
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cion d2’ en las-que se detectaron solamente_una minoria de éstos.
Este método es recomendable cuando los aberrantes son causados --

principalmente por errores de medicidn.

3.~ .Rafz cuadrada de las Distancias Ordenadas.

De Tos métodos que fueron probados, creemos que éste es 21 menos
Gtil ya que, en muy pocos casos, las grdficas exhibieron a los a-
berrantes como extremos, sobre todo en las muestras con 5y 10 a-

- berrantes.

En resumen, creemos due“1o mids conveniente de los métodos proba--
dos es, por un lado, graficar 1a>primera componente principal contra -
la segunda, asi como también las mueétras marginales. Por otro lado,
creemos que el prbcedimiento que se menciona a continuacidn, seria re-

comendable en la deteccidn de aberrantes:

a) Graficar todas las observaciones.
b) Una vez detectados los aberrantes, eliminarlos.

c) Volver a graficar.

Esto se sugiére para evitar el problema de enmascaramiento de ob-
servaciones aberrantes, esto es, que la presencia de algunos aberran--

tes no permitan la identificacion de otros.
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ANEXO 1

En este anexo se presentan las gréficas éon aberrantesrde cada uno
de los componentes principales contra.}?~j, ordenados de mayor a menor.
Asimismo, al final de cada grupoe de las gféficas individuales se mugsé
tran las grificas por parejas de la pqimefa componente -principal mds -
grande contra la segunda, asiAcomo'1a.quinta componente principal mds -
thica contra‘lé cuarta. También, en 51gunos casos de interés, se pre~v
sentan las gréfiéas sin aberrantes, pira hacer notar la diferencia en-
tre unas y otras. -

.Las observaciones aberrantes fueron encerradas en un circulo, y -
con-una cruz se marcaron los datos que estin alejados de la masa de ob
A

servaciones a causa de la variabilidad intrinseca de las mismas.

Aqui cabe hacer la aclaracién que, debido a la subjetividad de -

los métodos graficos, una persona con diferente preparacion a la del -~

autor podria quizds detectar mds o probablemente menos aberrantes.
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Primera componente principal contra ‘*ﬁ

= 50, 1 aberrante, bajo d1

E1 aberrante como punto extremo y fuera

del patron lineal.
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Primera componente principa
N=50,sin aberrantes, bajo d
. No aparece alguna obpservaci
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Segunda componente principal contra - . ' i

N=50, 1 aberrante, bajo d; .
E1 aberrante dentro del patron lineal =~ ' :
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Tercera componente principal contra Y
N= 50, 1 aberrante, bajo d1 ‘

E1 aberrante dentro del patron lihea1_
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Cuarta componente principal contra c{j
N= 50, 1 aberrante, bajo d1
E1 aberrante dentro del patrdn lineal
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Quinta componente principal, contra f{j

N= 50, 1 aberrante, bajo d1

E1 aberrante dentro de la masa de observac1ones y lag dos obser-

vaciones extremas serian sospechosas
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Primera componente principal contra sagunda compbnente-brincipal
N=50, 1 aberrante, bajo d, ' ' '
Claramente, e! aberrante aparece fuera del canjunto de datos
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Quinta componente principal contra cuarta componente pr1nc1pal

N=50, 1 aberrante, bajo d1

E1 aberrante cae dentro del conjunto de datos
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.Primera componente principal contra o(j
N= 50, 1 aberrante, bajo d2

E1 aberrante se encuentra como valor extremo, perd dentro del
patron lineal
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Segunda componente principal contra Ky
A N= 50, 1 aberrante, bajo d2

E1 aberrante se encuentra como valor extremo pero dentro de Jla

tendencia lineal- ‘
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Quinta componente principal contra A\

N
£l

de

50, 1 aberrante, bajo d2 .
aberrante dentro de la tendencia lineal y dentro del conJunto ’
datos.Los dos datos extremos serian sospechosos a ser aberrantes




I’ LI R L LA P H AT T LA A d A A I YT ]
a-atss s o dTRONS” lullll.ll‘lllh";

SlU630eR2 "-'*'-*-‘N-MM‘!Mﬁ"n-tn"-n-nnf0'-nuunﬁp-t--'uun'ny-uu.-.n-.-n.uoqnﬁﬂnih:.o GO
) . < T ::55 L
. i Toial b ow
4 : 1 :"':v :E (=:'lllll
Rodylen] o M Leenliiningn
» Y X .
. 1 *
. A
: by :
WutiCely o . _ M
) 4 i L]
" 1 "
. a 1 1 A
» 1 ; 1 i »
LAu3Ce0y 4 1 | * .
- 1 H 'Y
, | .
* 1 | . ]
* E »
L0 o ! i t : ¢
» 1t L] ,
* 1 ! .
s -«
» ll : l‘ .
LSS0 8 11 1 . M
o sceopmu e ew, e L L2 1 - ‘..n-..-.-..-l.-’-...-.-----..--.-.----.-.-.-.-.--.-.--....-“
. 1 i 'y
N s : : *
X . ! 1 i .
= 1ADGERY ¢ 1 ! ! .
D) 1 1 : *
. 1 ‘l’. 1 :
: 1 1d ! 1 «
= 34500 1 . : : M
e ! 1 1 ; *
» . : *
‘ : [ ]
. 1 i ! o *
“ 5G] 1 1 o *
- 1 i L]
. L *
. i I
L3 | ®
- YiCo o H *
o« STy : 1 : .
" ° L]
« .
bl

e, Tqheleny fi!'ntﬂtnﬂ't.tatt"tvtt‘t'.tllf'n"'g'.q0¢rta.ﬂﬁ'.f'q!q...lt'i.o....th...""“¢gg..Q.'gq’0.'.ttiné;)
= kB39 +y° = 70500 43} =,5120{.¢00 LRI £ o1336L%¢2 e J0Ltue

Primera componente principal contra segunda componente principal
N= 50, 1 aberrante, bajo d,
E1 aberrante se encuentra alejado del conjunto de datos
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Quinta componente principal contra cuarta componente principal
N= 50, sin aberrantes, bajo d2
El aberrante dentro del conjunto de datas
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Primera componente principal contra o(j

N= 50, 5 aberrantes, bajo d1

La observacion E es la inica que no es sospechosa a ser. aberrant
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Quinta componente principal contra cﬁlj
N= 50, 5 aberrantes, bajo d1

S8e5 COAMLTCAL LB ATLPEALYCS

Todos los aberrantes dentro del conjunto de datos
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N= 80, 5 aberrantes, bajo d1
Solamente a‘la observacion E dudaria en dec]ararla como | aberrante
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Quinta componente principal contra cuarta componente principal !
N= 50, 5 aberrantes, bajo d1 3

Todas 1as observaciones dentro del conjunto de datos
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Primera componente principal contra H{j

N=50, 5 aberrantes, bajo d2
Solamente el aberrante A, aparece como extremo y fuera de la

EH~

dencia lineal.

e Oy PR,




. . E“:E 1 !lllnz:-r::llu:z:::Ill"l;::
dhula el ] 't.Oil.tlt'..t.tnlt'#t"n!-tnt"l..'n‘.lQCIllla'ﬁ"‘l‘.l!.Qﬂ’ipt...".’.“".igﬁ’g.'.'.t..Q...:ti}t}h "e i e ‘
* . 1 I . 1 K
N R ! i * » g R
. 1t 1 1) Ww A 143 p
» 1 vasaveriene T ’
et 1M ¢ o ] . 9
e 1 e .-
[ Pe .
" 1 l’ ®
* it Y
iS00 oy 1 N M
. * 1 e . L]
a 11 «
. i ®
) l]! 1 . N
-.\')'.,7(‘!.-91 '.--.--.-o-—---..-L---------.--.-—---------0.--‘x----xp-'.------..--..-.-------..--. X oned
» "
* 1 H »
. 1 I'p : a
P31a740% o : l“ :
Tec Il . ¢ . . i
. @‘1 i : : 4 | .
» | 3 . i [
[} 1 , . i K
.. ] 1 "
-'.1',,71!"‘11 ¢ . @ 1 ' i J
’ : ]
] (, *
[} . L]
- : ]
w hail 9] ¢ i N
4 [ ]
- «
L] [
a . ]
‘."077('0"1 + “ +
D) .
4 [
s .
A - | ]
=113 R0 ’
L] . N
[} »
LY [} ’
N .
= 13500180 ¢ .
® ]
. a ; »
* e FRN 1
Agr e m g * ' :
P B TR 1 XAl AARAAANt S QAR RAR KRR CAS AR NI RARRARRRCISRCAANERSPERRRONDAAPERANNANERIRARARARAREIANANRPRAFRASRRANAS
L]
el bl -, 1349401 =. 3398100 JHAYEL 400 «1349C %01 - «2249¢ %08

Segunda componente principal contra cgj
N= 50, 5 aberrantes, bajo d,

1)

Solo el aberrante E aparece como extreno y fuera-de la tendenci
1ineal yes uno @& los mscs donde la segunda componente principa

es sensible a los aberrantes
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Primera componente prihcipa] contra sequnda componente principal

- N=50, 5 aberrantes, bajo d2
Las observaciones A, B y C son sospechosas a ser aberrantes
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E1 aberrante se detecta facilmente
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Primera componente principal contra segunda componénte princip

N= 100, 1 aberrante, bajo d1 ,
E1 aberrante bastante alejado del conjunto de datos
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E1 aberrante dentro del conjunto de datos
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Primera comporiente pr1nc1pa1 contra segunda componente prlncwpa]

N= 100, 5 aberrantes, bajo d, ;
Las observaciones D y E son las mas sospechosas a ser aberrhntes
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N= 100, 10 aberrantes, bajo d
Todos 1os aberrantes dentro.de 1a 'tendgncia .h'nea]'




<610

-sﬁxvr'ﬁx

+0458C40)

JNTUIC 20

«?950l+2;

lalaf ey

= Sqhsl el

e22uT0]

= Mare)

= S6030464

'.75"3;["01

et e

s

<
)]
)

'..0"“4'!))‘@.‘.ll'.‘.’."-' e P PSRN Y Y e

QtlOn't.li'...l&.'l"'l.l‘l'."'t.l'l...'.l‘QIl'Q.'.l.....!"'l'.t."".l!l‘...l‘
...-8 L.JI .l?o [. ? . l‘ 7“[’ Jt(.

Qt-'QOAlAOOO-OA--‘A"'n"}itonetoba-gt--oﬂ-Otnt--n'i-0-¢-'ua0no\.o.t.-.a‘o.‘.n.n'n.o.-...-'ago .

s
A %

T

'" 'l""’ll"lﬂ"l Ridi

pa—re
-

! . H
. i
'l ' R
1 ! 1 ! .
: t Ry \
! i 1}
¢ 1 ! i . t 11 i
--.-----.-...Q--....-..-.---.--u-.-.;qontuu-.-...ol.o..--....---.--.n—---.-ol.t-lxl-......-.-.
1 I 1t
: N : 4 ] 1 l
11 1
D <1 S S S
T\ & ? \ . ‘ l. ‘ 1 1 v
i 1
1 1 ! .
. 1
l.
} .
! ! ‘ : 1

Primera componente principal contra sequnda componente principal
N= 100, 10 aberrantes, bajo d1

Las observaciones A, B, C, D y E son las mas sospechosas a ser
aberrantes '
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. ' Quinta componente principal contra cuarta componente principal
N= 100, 10 aberrante, bajo d
Se puede notar la diferencia entre esta grafica y la anter1or

Aqui no se detecta a ningiin aberrante
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Primera componente principal contra oij .
N= 100, 10 aberrantes, bajo d2
pDificilmente declararia a alguna observacion como aberrante
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Sequnda componente principal contra I

N= 100, 1C aberrantes, bajo d I

2
Otro caso donde la segunda componente prin-

cipal muestra claramente a un aberrante
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Primera componente principal contra segunda componente principal
N= 100, 10 aberrantes, bajo d,
Se detecta facilmente a los aberrantes
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Primera componente principal contra segunda componente prlnc1pa1
N= 100, sin aberrantes, bajo d2
Se puede noter gran diferencia entre esta grafica y la anterior
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Quinta componente principal contra cuarta comporente principal
N= 100, 10 aberrantes, bajo d
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ANEXO 2

Los resultados de las graficas de las muestras marginales, se expo
‘nen en este anexo, graficando cada una de las variables ordenadas, con-
tra el valor esperado de las estadisticés de orden. Se presentan prime
ro las muestras de tamafio 50 y luego las de 100, habiéndose selecciona-
do los casos mds representativos. Las observaciones aberrantes se en--

" ciorran también en un circulo,
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-1 contra.c\i
N= 50, 1 aberrante,’bajo d;

.E1-aberrante fuera de 1a tendencia lineal y como extremo. Las
otras marginales exhiben un comportamiento similar

¥
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contra 5(3 | | -
50, 1 aberrante, bajo d2

se detecta facilmente al aberrante
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X, contra = ;
. N= 50, 1 aberrante, bajo dz
. El aberrznte como extremo y fuera de la tendencia lineal
” Los marginaltes 3, 4 y 5,.exhiben un comportamiento semejante
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X2 contra o(j

N= 50, 5 aberrantes, bajo d1

Los cuatro extremos son sospechosos a ser aberrantes,
pero no facilmente los declaro como tal, debido

a que parece que estdn dentro del patron lineal
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‘ X3 contra D\j
. N= 50, 5 aberrantes, bajo d1 , -
A excepcion de la observacion E, el resto de los aberrantes son
muy obvios ‘ ‘

»
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54 contra dj

N= 50, 5 aberrantés, bajo d1

Sdlo el aberrante A es muy obvio

»
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Xy contra O(

N= 50, 5 aberrantes, bajo d

Las observaciones mas sospechosas a ser aberrantes, serian C,D
: - y.E, pero r'to facilmente las declararia como tal |
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X, contra O(
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La observacmn A, es el Unico aberrante fuera de la ‘tendencia

lineal y como extremo
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X; contradl,

J .
N= 100, 1 aberrante, bajo dl y ’ » o .
Muy obvio el aberrante ‘
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X5 contra é(j
N= 100, 1 aberrante, bajo d, _
Sospecharia de la observacion mas alejada, pero no facilmente la

decilararia como aberrante

»
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52 contra o(
N= 100, 5 aberrantes,

Las observaciones mas sospechosas a ser aberrantes

[ T Y SR S S e S el d

‘ {
- “
131
11"
]
. i
oo l‘llll
113
P L T A Y Lt L T e P I L L N 2 ------------.--—----.-..
1
L
1111
. |
1t
11
11
L}

RAILTR Sl

bajo d1

pero no facilmente las declararia como tal.

" L3
. qcqﬂa...nt0tqQ.lAAQloct.lo;l..'!.a.t.n.n’h»ttl10‘0OQQOaOt!nt".i...t‘t1‘A‘nt.t‘t'!.ttt.'&t'.nﬂ‘l%"(:b it
[

l"lllll" L3l lild lfl"'"“

.

8 "
& "

XEYEE

-
.
-3
3
2
—-
=

i -
COADRDROACILARRCRCARNIFIAPAIRPARINQAIADANERICRABASRARAAY

JiT0% Lot

.'l.".."’.l'.#l.l’OI.'.QOIDIQ.IDDQDD..‘...?O

+2508L 401

"son A y B,




[Pl LR

$H3R200Y

.?ﬂ'n;oul
1109040y

- Xar e,

S FOA R R
PRIVER S T
LR BALI s Tl |

R A4

- A7 e

- \r'-pr "0y

.

P O T L N R I I AN I T I B R 2 I R LA B I A I

IR N W N I W AP A N W I3 YL R O

S LU USRNSSR I |

R L TR R i

:
i

i
i
3
1
i
1
]
3
. 1 .
1
[ 1
111

1
i 1
1 AB R
1

!z"':."'

.q..-.....'...n‘«..Aa.‘=oA-xqacna.--o...-.'...-1nqa.ﬁot.tn'--pg"qﬁfaa

Aiolvoalc |c¢|0|tv -n.lqnotvlt
‘e '

'Q:)
A=
=l
.
e LYY

uglege“

-
z
:

- - -

itl
11
I BB
111
|1j
1 1
]
1B 8!
1 11
!
!
: '
1
1 1 .l ' i
"i"‘lll‘fll.ﬁl.ﬁ.Qt.lQl'A.“Q.Q..l.QQ‘OQA‘l'
=, 1va5] ¢y . EPLALS B R LT NS ep0

X, contra <>(j

N= 100, 5 aberrantes,'baj'o‘d2 ‘
Las observaciones mas sospechosas son Ay B
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N= 100, 1 aberrante, bajo d ,
Dudaria, en declarar a alguna observacwon como aberrante
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_ 14 contra ak
. : N= 1C0, 5 aberrantes, bajo d2
Dudaria en declarar a alguna observacwn comy aberrante
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X contra o(
N= 100, 10 aberrantes, bajo d1 , ‘ _
Los 10 aberrantes se detectan-ficilmente 7 e T
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X, contra 0(
N= 100, 10 aberrantes, bajo d

1

Toqqs los aberrantes se detectan facilmente
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X contra o(.
N— 100, 10 aberrantes. bajo d, o .
Todos los aberrantes se detectan facﬂmente ; : .
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contra o(

100, 10 aberrantes. bajo d,

Me parecen mas obvios los aberrantes A,B, Cy D, y el resto,
no muy facilmente Tos detectana
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N= 100, 10 aberrantes. bajo d
Las observaciones A, B, C, ¥ D facﬂmente las declararia como

aberrantes
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N= 100, 10 aberrantes, baJo d
La observacion A es la dnica sospechosa a ser aberrante
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ANEXO 3

Los resultados que se obtuvieron al graficar 1a raiz cuadrada dc
las distancias ordenadas (X1 - X)' S7'(Xi - ¥X) contra X . . son -
presentados en este anexo, exhibiéndose a los aberrantes encerrados -

en un circulo.
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9, 1 sterrante, hajc d1

Se detectz facilmente el aberrante . - .
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Raiz cuadrada de las distancias contra 7(,25
N= 50, 1 aberrante, bajo d2

£l aberrante bastante aleJado del conJunto de datos
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Las mas sospechosas a ser aberrantes. son las observac1ones A y B
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Raiz cuadrada de las distancias contra A-:
N= 100, 1 aberrante, bajo d1
E1 aberrante se detecta facilmente
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Raiz cuadrada de las distancias contra ..

. N= 100, 1 aberrante, bajo cl2
' E1 aberrante cae_dentro del conjunto de datos
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Rafz cuadrada de las distancias contra A . S B

N= 100, 5 aberrantes, bajo d1
pudarfa en declarar alguna observacidn

como aberrante
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Raiz cudrada de las distancias contra ?<5-
N= 100, 5 aberrantes, bajo d, | v »
Se detecta ficiomente el aberrante A | | I LT
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Raiz cuadrada de las distancias contra )i
N= 100, 10 aberrantes bajo d.

Los aberrantes A y B, se detectan facilmente
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RaiZ cuadrada de las distancias contra /~-x
N= 100, 10 aberrantes, bajo d,

Los aberrantes mas sospechosos son las observaciones
AyB ‘ ‘ '
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p=3 p=4 p=95
5% 1.% - 5% 1% - -~ 5% 1%
5 3.17 3.19
6 4.00 4.11 4.14 4.16 '
7 4.71 4.95 5.01 5.10 5.12 5.14 ‘
8 5.32 5.70 5.77 5.97 6.01 « 6.09 6.11 6.12
9 5.85 6.37 6.43 6.76 - 6.80 " 6,97 7.01 7.08
10 6.32 6.97 1 7.01 7.47 7.50 ©71.79 7.82 7.98
12 7.10 8.00 7.99° a8.70 8.67 . 2.20 9.19 9.57
14 7.74 8.84 8.78 8.71 9.61 10.37 --10.29 . 10.90
16 8.27 9.54 9.44 10.56 10.39 11.3¢ ~ 11.20 12.02
18 8.73 10.15 10.00 1i.28 11.06 12.20 11.96 12.98
20 5.13 10.67 10.49 11.91 11.63 12.93 12.62 13.81
25 9.94 11.73 11.48 13.18 12.78 - 14.40 13.94 15.47
30 10.58 12.54 12.24 14.14 13.67 15.51 14.95 16.73
35 11.10 13.20 | 12.85 14.92 14,37 = 16.40 - 15,76 = 17.73
40 11.53 13.74 13.36 15.56 14,96 - 17.13 16.41 18.55
45 11.90 14.20 13.80 16.10 15.46 17.74 16.97 - 19.24
50 12.23 14.60 14.18 16.56 15.89 18.27 17.45° 19.83
100 -14.22 16.95 16.45 19.26 18.43 21.30 20.26 23.17
200 15.99 . 18.94 18.42 21.47 20.59 23.72 22.59 25.82
500 18.12 21.22 20.75 23.95 23.06 . 26.37 . 25.21 - 28.62

TABLA DE VALORES CRITICOS AL 1% v SX%PARA PRUEBAS DE UN AIERRANTE EN UNA MUESTRA NORMAL
MULTIVARIADA CUANDO A4,V SON DESCONOCIDAS Y LA PRUEBA ESTADISTICA ES '

- ’ - -1 -
Ry (X, S) = max (gﬂ -X)'s  (X; - X)

i= 1L,2,....N




N p =2 p=3 p =4 p=25
5% 1y 5" Sl 5 1 5% 1%
5 0.0025 0.0G05 0.0000
6 0.0337 0.0150 0.00i1 G.0007 .
7 " 0.0860 G.0498 0.0202 -0.0040 0.0006 . 9.007
8 0.1417 0.0937 0.0%80 0.033>5 0.0136 G.0002 0.0004 0).0001
9 0.1942 0.1393 0.1024 0.0674 . 0.0425 0245 - 0,0098 r.0043
10 0.2413 0.1831 0.1470 0. 1649 ¢ 67843 0.4513 0.0327 0.018%
12 0.3229 0.2615 0.2288 0.1791 0.1549 06.1163 0.09%¢0 (0.0686
14 0.3879 0.3273 0.2982 (.2360 - 0.2245 0.1204 G.1631 C.1270
16 0.4410 0.3828 0.3563 0.3040 0 2353 € 2388 0.2242 - 0.1838
18 0.4850 0.4295 0.4054 0.3532 0.3376 - 3.290¢8 0.2782 0.2360
20 4.5221 0.4694 0.2472 0.3976 0.3824 {.3380 G.3257 0.2830
25 0.5935 0.547¢ 0.52R8 G.4339 0.2722 1.4290 0 4211 - 0.3798
30 0.6451 0.6041 0.588¢ 0.5178 0.5380 .4984 0.4923 0.4537
35 0.6842 0.6475 0.6335 (1.54%69 0.5883 0.5523 J.5473 0.511€
40 0.7156 0.6818 0.6693 0.6350 G.A205 .5952 0.5911 0.5580
45 0.7399 0.7097 0.6982 0.66/7 N.60l0 - 0.6304 0.6267 0.59h1
50 0.7605 0.7328 0.7222 0.0931 J.6860 G.6%9r 1.6564 0.6275
100 0.8629 0.8477 0.8417 0.8265 0.6225 0.8084% §. 3047 0.74573
200 0 9232 0.9152 0.9118 0.8035 0.9015 - 0.8929 0.8913 0.873¢
500 0.9650 0.9618 0.9692 0.9568 0.9558 0.9522 0.545:

0.9517

—— -

TABLA DE VALORES CRITICOS DE /" AL 1% Y 57 PARA PRUEBAS DE 2 ABERRAXTES EN UMA MUESTRA MORMA.

MULTIVARIADA CUAND)D /. Y V SON DESCONOCIDAS, Y LA PRUEBA ESTADISTICA &S

-

= min

"2
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