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. . ' . . . . . . . . 
El propósito de este ·trabajo, es . probar los métodos gráficos en 

.la detección infonnal de observaciones -aberrantes mültivariadas, en- · 

fócado primordial~rite al .análi~is de componentes principales," ya que 

ha si do uno de 1 os. métodos grá fi é:os más erilp 1 ea dos. · las diferentes --
. . . . . ' . : 

propuestas que existen acerca de este método, tales como .las gráficas 

individu::1es· y por parejas de las componentes principales, se prueban · 
. . . . . . 

a lo largo del pres.ente estudie}. Se prueban además; otros dos méto-.: 

dos gráficos: ·las muestras margir"'áles de ·cada una de las variables y 

las raíces cuadradas de las distancias ordenadas. 
.; t 

De esta fonna, en el Capitulo I, se desarrolla el concepto anali 

tico del método de a·nálisis de componentes principales, su historia, 

significado geométrico y las diferentes pruebas de significancia que . 

existen~ 

En el Capítulo 2, se presenta el problema de observaciones abe-

rrantes multivariadas y los diferentes métodos que han sido propues-

tos para detectarlos, clasificándose éstos en pruebas de hipótesis y 

métodos informales. Para probar los métodos propuestos, se generaron 

gráficas para cada uno d~ ellos con diferente t.amaño de muestra y di

ferente número de aberrantes, ·presentándose un resumen del an&lisis -

de los mismos en el Capítulo 3. 

Por último, en los anexos se presentan las diferentes gráficas -

con sus respectivos comentarios, los que pueden servir para darnosuna 

idea de la ayud~ que los m~todos gráficos nos pueden proporcionar asi 

como la limitación de los mismos. 
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c·A P 1 T U L O . J 

ANALISIS DE COMPONENTES .PRINCIPALES -

JNTRODUCCION . 

En este capítulo, presP.ntamos una descripción detallada del mé- . 

todo de componentes principales. Esta tfcnica . ~s usada cuando se 

trabaja con muestras multivariadas, . principalmente para .reducir la 

dimensión de los datos y así facilitar el ' manejo de los mismos. En 

la sección 1.1 se discute el concepto del método en una forma más am 

plia. El desarrollo histórico se presenta en la sección 1.2. Poste 

riormente, lds ~eccionas 1.3 y 1.4 muestran el desarrollo analfttco~ 

así como la interpr~tación geométrica del método. Por último, las -

diferentes pruebas de significancia que han sido desarrollddas en re 

laci6n a ·componentes principales, se presenten en la secci6n 1.5. 

1.1 DESCRIPCION o¿ LA TECNICA DE COMPONENTES PRINCIPALES 

La idea básica del análisis de componentes principales es redu

cir el conjunto de variables originales x•.s correlacionadas, en otro 
. . 

conjunto de vari6bles no correlacionadas .v•s de menor dimensión, de 

tal manera que se retenga la mayor información esencial de la mues-

tra. Es decir, el método de componentes principales consiste en - -

transformar un conjunto de variables x1, x2, .. . , Xp en un nuevo con

junto v1, v 2 ,. ~ .• YP co~ las siguientes propiedades: 
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a) Cada Y es una combinación lineal de las X's, digamos: 

. Y.= a1 . x1 + a2. x2 + ••. ~a . x 
J . J .· . J . . . PJ . p 

j=1,2,.~ .• p 

b) La suma de cuadrados de los coeficientes a1j. j = 1. 2,.~.p 

es igual a la unidad. 

e) De tod~s las ·posibles cOmbinaciones lineales de e~te tipo, · 

v1 tiene varianza mayor • 

., d) De todas las combinaciones lineales de este tipo, no corre-
.... • • 1 

lacionadas con v1, Y2 ~escribe · la máxima variaci6n dé las 

observaciones. Similarmente, Y3 es la combinación lineal -

no correlacionada con ~l y v2, que describe la mlxima vari! 

ci6n de las observaciones. · Asf suces'ivamente •. hasta que -

v1, v2, •..• YP son determinadas. 

Generalmente, en la práctica sólo se consideran las primeras -

combinaciones lineales que son las que explican la mayor variabi1i-

dad de los datos y así descartar los "sobrantes" y reducir el número 

de variables a considerar. Esta reducción de variables, es de gran 

utilidad práctica, ya que, en primer lugar, facilita el manejo mate

mático y presentación gráfica de los datos. En segundo lugar, en el 

supuesto caso de que exista redundancia en las observaciones origin! 

les, tal que las variables est§n linealmente relacionadas, se djfi-

culta el an~lisis numérico y esto se puede evitar reduciendo el núm~ 

ro de variables. Por Gltimo, dicha reducci6n no ocasiona obstáculo 
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alguno en la interpretaci6n de los resultados finales, ya que las v~ 

.r1ables .transformadas pueden conducir ellas mismas a esta interpr-eta 

c16n en términos de las variables originales. 

Es importante mencionar que el . método de componentes principa-

les puede ~er aplicado, entre otros. para los siguientes prop6sitos: 

a) M~todos ~r!ficos · y an!lisis de conglómerados ( Cluste~ 

Analysis). · 

En an!lisis de conglomerados·, no es tan f~cil defiriir crite 

rios mediante los cuales decidir, úsando métodos numéricos, 
. . 

si hay una justificaci6n para dividir conjuntos de observa~ 

cienes en grupos. Si se ~rafican las componentes principa

les puede ayudar al an&lisis de conglomerados de diferentes 

maneras. Por ejemplo, si hay grupos bien definidos y sepa

rados, un método analítico no es necesario. Por otro lado, 

en el caso de que ninguna pr~eba de .significancia fuera po

sible, el graficar las componentes : ~rincipales puede al me

nos confirmar que un grupo sugerido se ve razonable y es 
' ' 

realmente indicado por las observaciones. 

b) Redundancia, 

La mayorfa de las técnicas del análisis multivariado consi

deran matrices de orden igual al número de vRriables. Cuan

do éstas son demasiadas, .los cálculos llegan a ser tediosos 
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y si las correlac)ones entre las observaciones son altas, 

. tal que , las matrices de dispersión son casi .singulares o --
' ., . . . ,• 

. . . 

s.ingulares, las dificultades se incrementan. Una manera de 

prevenir este problema, es hacer un análisis de componen

tes p~i~cipales preliminar~ y descartar = la~ com~onentes más · 

grandes, ya ~ue en muchos casos istas contienen más "ruido" 

que 11 informaci6n" y poco o nada se pierde con eliminarlas. 

Entonces e 1 an~l i si s puede se1· 11 evado a cabo sobre 1 as com 

ponentes restantes. 

e) Detección de observaciones aberrantes. 

Un problema muy frecuente cuando se obtienen datos de mues

tras multivariadas, es e.l de detectar aquellas ~bservacio-

nes que se encuentran 11 alejadas'' del conjunto de datos. Un 

análisis de componentes principales y m~todos gráficos pue

de ser de gran utilidad en la detección de estas observacf~ 

nes. Esto se verá con más detalle en el capítulo 2. 

1.2 HISTORIA Y APLICACIONES --··-- - · 

Existe literatura del análisis de componentes principales desde 

antes de · 1904, pero -Karl Perason fue el primero que dió las bases ma 

temáticas, describiendo la línea de mejor ajuste en un grupo elipsoi 

dal de puntos. En 1933, Harold Hotelling formuló la definición mo

~erna de componentes principales como los ejes que describen una má-

xima variación en los datos. 
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Las aplicaciones del análisis de componentes p~incipales han si 

do bast~nte amplias en las diferentes ramas de la ciencia. Uno de -

los primeros artículos ;¡parecidos fue publicado por Jolicoeury Moss:l 

man (1960)', aplicando el análisis de componentes .principc:Oes en mor 

fométrica, en un estudio sobre lma variedad de tortugas (painted tur 
~ 

tle), para evaluar la variación de tamaño y forma en grupos de orga~ 

hismos vivientes. Pa.ra este estudio, contaron c:on 48 tortugas, 24-

machús j' ~4 hembras, y midiet·on la ·longitud (X1), el ancho máximo · . 
. . 

(X
2

) y .. la altura (X3) dP.l carapacho .• . Como resultado obtuvieron los 

valores de los coefici~ntes a .. (1, j, = 1, 2, 3) que se muestran~ 
lJ 

en la tabla .I. 

.84012 

.49190 

.2284 

M A C H O S 

.48811 

.86938 

- .0769 

TABLA 

.23654 

- .04690 

.97049 

I 

~81263 

.49!i49 

.30676 

• 54537 

.83213 

.10062 

.20540 

.24907 

.94645 

Se calcularon por separado las componentes principales para ca

da sexo. La primer columna de la tabla, muestra. los toeficientes de 

la primera compone~te principal. 

As f, 1 a primera combinad ón 11 nea 1 es: 

Y¡ = .84012 x1 + .49190 x2 + .2284 x3 (machos) 
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.. ¡. :·' ... 

(hem~ras) 

la cual tiene todos los coeficientes po~ttivos. Esto implica que 
. ....... ~ r 

una unidad que. t 'ncrementa a Y l' pro~uce un incremento en Xi, X~ ·y x3 
(longitud, ancho y alto del carapacho). _ Por esta ~az6n, y p~est6 ~= 

que el crecimiento generalmente es definido · como el i~cremento en ta 

maño de· ~n organismo, Y1 fue interpr~tado como una"tendencia" de 
. . 

crecimiento. · 
' . . 

· .La ~egunda columna de la tabla . ! da los coeficientes de la se~

gunda componente principal. Esto es: 

· v2 = .48811 x1 + .86938 x2 ~ . . 07690 x3 
Y2 - - .54537 x1 + .83213 x2 + .10062 x3 

(machos) · 

(hembras) 
1 . 

Como puede observarse,Y2 tiene algunos coeficientes !'OSitivos 

y otros negativos, motivo por el cu~l lo interpretaron como una ten

dencia de 11 Variaci6n de forma ", ya 9ue un incremento en v2 .incremen

ta alguna xi y decrementa otras. 

Reyment y Sandberg1) aplicaron el análisis de componentes prin-

cipales en un estudio en el cual midieron cuatro características de 

fósiles de caracoles en una escala logarítmica. Como resultado ob

tuvieron que la primera componente principal explicó el 90% de la v~ 

riaci6n total. 

1) De Blackith y Reyment (1971) 
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Mosser y Scott1) usaron el ñnálisis de componentes principales 

. para estudiar la intercorrelación entre 57 variables socioeconómicas 

medidas en 157 pueblos britAnico~. Los resultados que obtuviere~ -

fueron que las primeras cuatro componentes juntas explicaron un 60":: 
' . . . 

de .la varianza total . Estas cuatrb componentes fueron identificadas 

como clase social~ ·cambio de pobl?ción 1931-1951, cambio de pobla-~

ción 1951-1958 y sobrepoblaciqn. · 

" · Amtman,1 ) en una investigación sobre los cráneos de ardillas. -

interpretó la primera componente principal como una medida de tamaño 

y la segunda como una medida de forma, sin dar ninguna razón apriori. 

1.3 DESARROLLO ANALiiiCO 

Supongamos que las variables originales x1, x2, .. : xp. tienen una . 

distribución multivariada con vector de mP.dias~ y matriz de varia!! .· 

zas y covarianzas V. De esta población se selecciona una muestra de 

N· vectores de obier~aciones independientes. 

Entonces la primera componente principal es la combinación li--

neal de p variables correlacionadas: 

yl = all xl + a21 x2 + + ap1 xP· = a' X 
2) 

- 1 

1) De Blackith y Reyment 

(2) ~· 1 denota el vector transpuesto de!¡· 
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la varianza estimada de Y 1 puede ser expresada como una . fonna -

cuadrática en ténninos de las varianzas y covarianzas de las varia-

bles originales. · Esto es: 

p ' . , p 
a • · S .. a = ·- '-·-
- 1. -1 ~ 

donde S 
= . 1 

N-i 
N 
~. (X. -X) (X. 

-1 -- -1 
X)' ~~- la matriz de varian-

, ., 
1-· -
i=l 

zas y covarianzas muestral, con elementos e ~;r 

la varianza de y
1 

es la más grr~nde de todos los vectores nonna

lizados tal que la suma de cuadrados de a11 se~ igual a uno. C~to

es: 

a' - 1 !¡ = 1 

"· Esta restricción ha sido tomada porque el Vdlor de V (Y 1) pudo 

ser incremehtado sin ltmite con sólo multiplicar los coeficientes --

por una constante. 

Ahora bien, el problema consiste en encontrar el vector a. 1 que 

maximice ~· 1 S ~l sujeto a· la restricción -ª.' 1 -'ª-l = 1. Para detenni

nar los coeficientes, introducimos los multiplicadores de lagrange, 

1
1 

y derivamos con respecto a!¡· 

(\ 

;-.. a 
- -- 1 

= 
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. ~.~. --~~----~~----------~------------------------------~----------~ . . . . . 

'; 

., .. 

• , '' 

·Igualando a cero esta ecuación, obtenemos el sistema de p ecua

ciones lineales simultáneas: 

(S - 11 I) ~l = O 

Lo~ coeficientes de !¡ tienen que ~atisfacer este siste~a d~ e

¿uacirine~. y si 1~ solución es diferente a la trivi~~. entonce~ 11 -

tiene que ser seleccionado tal que el dctenninante: 

ls 11 rl =o 

Así, 11 es una raíz característica (o eigenvalor) de S y ~1 es 

su vector caracterfstico asociadc. · 

Si la matriz .de covarianzas S es de rango completo, entonces 

tiene p raíces <.:aracterísticas ; O. Para detenninar· cuáles de las p · 

raíces deben ser seleccionadas, premultiplicamos la ecuación 

S ~1 = 11 ~1 

por ~· 1 : 

1\ 

~·1 S ~1 = 11 ~·1 ~1 = 11 = V(Y1) 

ya que ~ • 1 ~1 = 1 

·· .. 

' ·' 



Por lo tanto; 11 es la rafz caracterfstica más grandes porque ~ . 

el ve~t.or .!¡ , fue seleccionado de tal manera que. maximice la varianza · 

de Yi· 

.Después de haber determinado la primera componentP. principal,

el · s·ig.uiente ·paso es encontrar una segunda combinación linElal norma

.·. lizada y ortogonal a la primera. Esto es: 

-" 
cuya varianza V(Y2} = !' 2 S .!2 sea máxima sUjeta a las restricciones ·.· 

a' a· · = 1 -2 ~ 

.!'t. ~2 = o 

La restricción . .!'¡ .!2 =O implica qu~ .!¡y ~2 son ortogonales, 

es decir, correlación cero entre v1 y Y2 y por consiguiente covarian 

za cero. 

Mediante el mismo procedimiento que se siguió para encontrar --

los coeficientes de v1• se determinan los coeficientes de v2, pero- . 

ahora introduciendo uri · nuevo multiplicador de Lagrange, Jt , y dife-

renciando con respecto a ! 2: 

= 

12 
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... · 

ta: 

se 

: · .. 

. . . . . . . 

Igualando a cero y premultiplicando esta .ecuaci6n por !.' 1 resul 

2 a' S a · - ~u = o -1 ~ 

.. ·· 

{gualmente, si premulti~licamoi : la ecuación 
·. 

sigue ·que: ... 

., i 

!' 2 S 'ª-1 - 1t!'2!1 = o - --) ' . a' S 'ª-1 = .. ·- 2 

) J1 = O ya que 2 !' 1 S !_2 :s ,I.L _ 

(S-1
11) 

o 

El vector ! 2 tiene que satisfacer las p ecuaciones 

'ª-1 

Si se premultip·lica esta ecuación por !' 2, se tiene: 

!' 2 S !2 - 12 !' 2 !2 = O 

por .!' 2 
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...... ... 

- Por consiguiente~ el vector ~2 es el vector. cor.respondiente .a -

la : segunda raíz característica más grande:, 12 . . . El mismo proc~so se . . . . . . 

sigue para determinar las componentes principales restantes. 

Estableciendo lo anterior en fonna gener:-al, entonces la }·:ésima 

componente principal es la combinación lineal 

tal que para cualqúier valor 

1 S 1 . 
~ 

I 1 ·- o 

le corresp'onde un valor de a. -J 

+a X = a' . X . pj p - J 

" 

1 . 
J 

que satisface 

para el cual 

a' ·. a. = 1 
-:- j -J 

y para este va 1 or .!' j S .!j = 1 j. Así 1 j ,es 1 a j-és ima raíz caracte~ 

· ' rfstica más grande y .!j es su vector caracterfstico asociado.-

El hecho de que la matriz S sea simétrica, implica que todas -

las rafees características son reales, y el hecho de que sea positi

va definida, implica que todas son positivas. Puesto que.!; ·y .!j -

son ortogonales, entonces A, la matriz que contiene los vectores ca

racterísticos, es ortogonal. Si li = lj' sus correspondientes compQ_ 

nentes principales no están especialmente definidas, ya que hay una 

infinidad de vectores ortogonales. La existencia de uná raíz cero, 
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implica que las v~riables originales -son linealmente dependientes; 

en este caso~ .una ó más componentes valen cero. Además, que A' S A= 

L, donde l .es la matriz diagonal 'que contiene las raíces caracterís

t'icas, indica independencia e~tre las p componentes principales ..,- Fi 

nalwnente~ de la ecuaci6n '· 

. ' 
• " • . ··· , ,.p •. ·• 

se sigue que la suma de valores .lj es igual a la surna de la diagonal 

de S ~ Esto es : 

+ 1 = traza de S . . p 

El resultado de lo expuesto anteriormente, es que el problema ~ 

de determi na·r 1 as cOmponentes pri nci pa 1 es, se puede expres~r en tér

minos .de_una transformación ortogonal 
, ... . ' . ~ . 
.. · ... . 

Y =·A' X 

· tal que 

A' S A = L 

y 

. A' A = I 

La utilidad fundamental del análisis de componentes principale~ 

radica en que la variación total de una muestra p-dimensional sería 

descrita en pocas dimensiones. En el caso de que S fuera de· rango 1 
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existe una raíz característica ~ O y p - 1 raíces iguales a cero, lo 

. cual indica ·que la prim~ra componente pri ncipal explicaría toda la -
. . . . 

. :· - . . . . 

variación del sistema . . Si S es d~ rangó completo, existen entonces 

p rafees céracterfsticas i O y la importancia ~e la componente j -~s! 
. . . ' . 

ma es medida por la relación 

·.' 

1 . ~ . 

. . 
traza de S 

es decir. la pt·oporción de · varianz~ que contribuye la j-~sima com 

ponente en l~ · varianza total de las variables o~iginales. 

El signo algebraico y la magnitud de un elemento del vector a., 
. . ' . -J 

expresa la dirección e importancia de una ~ariable particular a una · · 

componente particular. es decir, la razón 

a .. -n--. 
lJ . j . 

. 1 S. i ' . 1 . . 
·' .. ' 

da la correlación de la i-ésima variable y la j-ésima componente, ya 

que 

Sa. 
-J 

s11 es la varianza de la i-~sima variable (i = j) 

li 



. ,_ 

y por la r~lacian 

. '. .· ; 

{S 1 I) a. · = O -->· S a. = lj. a . . j -J ' . 1 • . · . -J . . :-J 

•' '. 

y la covarianza de la i-ésima ·variable con la j-ésima ·componente es ~. 
.... 

1 j a ij. Por· lo tanto 

····.·· 

_l_.j'--_a.:.:1 J"'-.·---·· _ 

r. · . . 
V; 1 . a~ . · 

; . J 1J 
.•. 

... ·' si; '~y l. 
J 

·'"· S . . ·· .. 
. 7 ·, i i . 

es la correlación de .la i-ésim~ .variable y . la j-ésima componente~ 

Ahora bien, es frecuente .que la~ obse~v~ciones sean medidas eri 

unidades . diferentes, y en esta situa6i6n es'necesaria una ·estandari

zación prelimin.ar • . ·· La más común es la de dividir la matriz de cava-. 

rianza por la desviación estándar de .:: cada una de las variables, red~ 

ciendo asf las varianzas a la unidad .y trabajar con la matriz de co

rrelación. Entonces, si las componentes pr.incipales han sido extra-: 

fdas de la matriz de correlación, el ~ vector 

·.11, 1 lj ~j 

da la correlación de las variables con la j-ésima componente. Asi-

mismo 

traza de R = p 

donde R es la matriz de correlación y la proporción de la varianza -

17 
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total que contribuye la j-ésima componente, está · dada por la rela- -

ción 

. . 1 . . · 
_.J_ 

p 

··· .. 
1 ... 

Es de impor.tancia .señalar.que si ··el rango r de la matriz S es 

menor qiJe p~ entonces ld vat~ianza total de las vat·iables originales 

ser,a explicada por menós de p componentes; pero la matriz S puede ~ 
. . ' . . 

ser escrita· como 

S =.A L. A'= A L · , L A' 

, . ·--
Sea K= A'/L 

Entonces, las columna~ de k reproducen a S por la relación 

Por lo tanto, como las ~ompone~tes han sido extrafdas de S, las 

matrices lJ. a. a'. pueden formarse y su suma compararla con S para -
-J- J 

determinar qué tan bien está siendo generada la matriz S por un núme 

ro m~s peque~o de variables. 

1.4 SIGNIFICADO GEOMETRICO 

En las secciones anteriores, hemos definido el método de campo-

nentes principales como las combinaciones lineales que describen, en 
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. ,, .. 

orden decreciente, la mayor variabilidad de. la muestra. Ahora, bajo 

la suposici6n de que la mue~tra !1 , !_2. ~ ., ~ha sido selec~io~ada - · 

· · deuna poblaci~n normalmente distribufda, ~ adem~s que ~.¡- ... ~, ~ . e~ _ .. ·

.tén correlacionadas entre sf' introduéiremo~·-· la interpretaci 6n geomé 
. ' · . . - . ' . . ' . -

trica del método como las var'iables correspondientes a lo~ ejesprii 

cipales de una elip~e (elipsriide o hiperel i psoide, , p ~ 3) ~ 

,' · . . 

. .· .· . . . . 

\ 

. . ·: . 

- . ' . . . 
la exist~ncia de dichas ~orrel.ciones reflejan la_ tendencia ~ de 

las variables ~ varia~ juntas; est~ s{gnifica que lo~ puntos tiende~ 

a estar en un grupo elipsoidal más · . ~ menos· bien definido .(fig-ur a 1.1 

. • . i ·~.. ••. ' .. • . : . 

.. 
p = 2). 

1 . 

• . . . . . .. . 
.. .· '. . ... . ; .. . . .· . . 

. . . . . . - .. . .. ; 

------------~~~~~----~---------~ -·. . ' . . . . . . . . . . ... 
. . . . . . 

, · . . . .. . . . . . 

FIGURA l.l 

En términos de vectores, esto signi fica que los vectores tien-

den a estar asociados en grupos con ángulos pequeños entre ellos - -

(figura 1.2). 
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· . . : . 
. .. :.' 

. ·: .. . : 

·' ' . ·' 

··. ~ .. · 
: ... · 

· - .' 
. ' . . . 

· ·:, 

·FIGURA 1.2 

La existencia de más o menos correlaciones fuertes en la matri~ 

imolica que los N puntos (o vectores) están contenidos dentro de una 

rtgi6n que está restringida en el espacio p-dimensional. Esto permi_ 

te q•Je nuevos ejes coordenados sean colocados estratégicamente a tra 
. . -

v~s de las dimensiones mayores de la subregión, en )a cual están ac

tualmente los puntos. Estos puntos pueden ser descritos m!s eficien 

temente con resp~cto a los nuevos ejes que con los originales. 

Precisamente, el análisis de componentes principales es esen-

cialmente una técnica para introducir un sistema coordenado nuevo de 

esta clase, dentro de la masa de puntos. Los nuevos ejes coordena-

dos son las componentes principales o ejes principales. 
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•·. 
Como ya fue mencionado, las correlaciones de las vat-iabl~s (di~ 

tribufdas nonnalinénte) en ·el espacio tienden a tener una forma el ip-

En la figura 1.3~ · se muestra la efer.tividad de escoger como 

nuevos ejes de referencia -aquellos- que cointiden .con los ejes mayo--

res. de la el ip.se (o hiperel ipsoide en un espacio dimensional mayor). . .. 

Esto en parte es porque los ejes de la elipse ·pueden ser arreglados 

tal que llegan a ser progresivdl~_ente más pequeños y, por 'lo tanto, 

. . 111en~s impo.rtantes para propósitos descriptivos.· 

FIGURA l. 3 

En el caso de no existir correlación, t. e., ~ij = O para toda 

i, j, la masa de puntos sería circular (o esfera o hiperesferoidal -

para p ~3) y todos los ejes de referencia serfan de igual ·longitud 

e importancia. En el caso de que todas las correlaciones fueran per 

fectas ~ - 1. e. ~ i j = + 1 ·~, i , j , 1 os puntos caerían en una recta --

21 
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'" 

(plarro o hiperplano . para p ~ 3) correspondiente .a los ejes pdncipa- ,. 

les. 
... .. 

· ... -... _ 
• 1 • . 

. -· .. ' · · ·f· .. ·' 
. ~ : ; . · .. 

En efecto, la ecúaci6n 
·;.-. 

l! ·- !>' · s:-1 · :<! .i. !> . = · K , . ·· ... . 

":· ·· 1 . 

•,. 

define una familia de ,elipsoides concéntricos centradas en la media ·x 
. de. las observaciones > Si las X's son variables con una distribución ···. 

nonna·a mvltivariida. estas elipsoides son los .contornos . de densidad ;.. .: . . 

de .igual probabilidad · (fig~ 1.4 para p . = 2). · · ., . ·, 

.. . 
. . 

1, 

.. - ... .. . . 

FIGURA 1.4 

La transformac16n a compónent_es principales de los datos, es · 

precisa~e~te la proyecci6n de las observaciones en los ejes princip! 

les de esta familia, y es equivalente a determinar .estos ejes en or

den de magnitud. 
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'• · .. . 

,-, ;, ..... 
'l .·.·- .. -..:: 

•.:' 

·,,: ·-· ,.,·.; __ ... ·· 

·.·-... 

,. . . ~. 

::.-

··-· ,_ .. 

~ • !· . .• . . 

.. '.· . , · 
: .. 

·._,· ', . ~ . . .. 

·, '•, 

·':· 

.\•, ,·. 

. .. ·. 

:.:·;. 

._· i.' 
·-.:-::._ :_,_ 

. . . . 

Consideremos .el caso de 3 variat>les :y N observaciones. El }>r.i- . t. >.'.j 
gen de '._las ·variables·· ha .sido tomado cano las medias de éstas.' Dese.! · . . .. ·: 

,·- ' •' • t ' 

. mos · ~ue: .. nues.tro pdm~r eje . 'transf.or~ad~, 'yl, : esté ' _erl_ una :' ~rientación '. :·: ~ 

.., 
-•. co~respcmdiente a ·,a: ~ariabilid~d· m~;~ ' gr~nd~; ei_:·ej_e __ v2 .• en ángulo - · 

recto ·al primero / v(a· estar orientad'ó ·en direcciónde. la .siguiente . 
. -·· : __ .. :"· . 

. ~. ~ . . .· -·· -. . ., . . . . . . . . 
. . . . . . • .. ; .j 

variabilidad más· grande; y asfpara _~3 ~ ·. 1 . 
·,•" , .. 

. ' . : . . ··. -. ...... . :·-:-
' '.,. .. · .·· 

~ .. : 
.- .. ,: _; ' -.'~ . ' 

_Denotemos por ' .~J._'¡' ~ r¿('
2

: y · c..J(
3

, los áng~lós_ que.;forma ef eje · · ·. . .. 

v
1 

con x
1

·, ·x
2 

.Y X~ r~'~pectivamente (fig. '1.5) .· ·.' · .. ,: . ., 
'' 1 .' ' :· •• '• '·• .. 

· .. . Si _ Y pasa por el punto . de . medi~s, su orientaci6n es detennina:. . , . 1 

da por,)os cosenos di rectores • all = .. e~~ d.¡~ . a2l ·= . cos O( 2, .. a31 · . . :: 

·· cos ·r.{
3

,'· donde cos 2r~ ·1 + : cot.-~ 2 +· cbs 2c( 3 = · 1~ .·::· 

. . . 
'·. 

x . ... 

'··· . . 

. . ·, . 

. . ')(~ 
1 

1 
l. 

/ , 
1 

1 
1 

.·. ,. 

...... J , . 

FIGURA 1.-5 

· 1 
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•, .. 
., ' .. . ·. : :: .. · - . 

: _ ... ·-. -· 

· .. El valor de las observaciones ~n el nuevo. eje .coordenado v1, se . 

· .. ·· rl e~.p~esado en. tfrm1 n~s de . 1 os : cose.nc>s di ~ectores 
·. _·_:, . , .. 

··-:.-. 

. . . 

. . • , .· 
:.· · . Yn = all (Xn-: X¡) +a2i· · (X;2 .· ~ . X2) + a31 (Xi3 ·.-:-· X3) 

. · .. ·:-... .. ·.·. 

. . . 

•. la media de· Y 1 es .. , 
.. :-• 

N . . . .. 

V ~· ) l • v · - · . 
·. L .- . fu · T . ' i l . - . · . 

. . . . - ' 

'· . . 

N 

- 1 ·{: -y 
. =1 

·.· 
· Por lo tanto. la var~anza est~mada de v1 es: 

N 3 

- 1 L <~ 
- N-1 i=1 ~ 

.. Los ángulos de v1 serfan determinados diferenciando esta ecua--
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'• .:.· 
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.. . 
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· ... 

ci6n con respecto a ajl' los cual.:s hagan las derivadas cero. La s~ . · 
'· , . ' . ' 

lución serf1 el vector caracter1stico de la' .rafz caracterfstica más 
. . . . ,. ·~~ 

'· · . 
· · ponente princ~pal . . · .. -· · ' '. ,_; '.- -. ·· · 

. -.. ·.· 

.'·. ,¡ 

·. , · 
· ... ·. . . . . 

· Probemos ·lo anterior para el caso general . de p va~iables, escri · 

hiendo los cosenos . directores del primer eje c'i:rnponenteprincipal co 

·TI10 

.. · 
: ~ . 

y la restricción a't . !¡ = 1 tiene que satisfacerse.· Entonces, la 

varianza de las proyecciones sobre el ·eje Y 1 se-rá' 

N 
t' 

~ 
2 ' 

=N-I ( (!1 - X}' !¡ ) = 

N 
1 L ( !i <!; - X} {!i ~ X) 

f 

= lr-f .!¡) 

= !.t S !.1 

Considerando la restricción!'¡!¡= 1 e introduciendo el mul

tiplicador de lagrange 11 para maximizar. resulta 

!'¡ S .! 1 +_ 11 (1 - !' 1 !¡) 
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~- . . ,· 

..... ~ ... · .. . '.;:.' ' . . ,; . 

· ' .. 

· que es la ecuación que se obtuvo en .el desarrollo .analftJcd; Los to 
. ' : ' ·. ' - . ' ' ' 

•·. senos directores del primer .ejeprincipal son · lós elementos del .. p~i~ 
' . . ' . 

. • _ . ;. . ·: . ' ._:~' J . ' " ' . " ' ./ 1' • ' 

• mer vector característico de S, y :.la varianzamáxima V {Y1),'esla-

rah caracterfstica :más gra:1de •. tos vectores y rafees caracte~ísti~ : 

.. cos restantes de S detenni~an las· orientaciones y .. longitudes de . tos 

demás ejes componentes. · En el caso de que dos raíces sucesivas 1 j y · 
' ' .. ' 

· 1 j+l sean iguales; la configurac16n de .los puntos sería más biEm --
.. 

circulat· que elíptica, y una infinidad 'de vectores ortogonales pue-:- , 

den ser seleccionados.· y .la existencia de u11a raii cero, s ·'ignifica 

que la el1psofde es d¿génerada y p~do ser rep~esentada en menos de p 

· .. dimensiones. 

Así, geométricamente se puede decir que las componentes princi-:

pales de N observaciones y p variables, son las nuevas variables· es

pecificadas por los ejes de una rotación ortogonal del sistema coor-

. de~ado de variables originales en una orientación co~respondiente en 

las direcciones de máxima varianza. · los cosenos directores de los -

nuevos ejes son los vectores caracterfsticos nonmalizados correspon

dientes a las rafees caracterfsticas de la matriz de covarianza mue~ 

tral . . Si las componentes son calculadas de la matriz de correlación, 

la misma interpretación geométrica se mantiene, aunque el sistema 

coordenado de variables es expresado en unidades de medias cero y va 

rianzas unitarias. 

1.5 PRUEBAS DE SJGNIFICANCIA 

La sección anterior fue desarrollada bajo la suposición de po--

26 

: . '' . ~ . . 

. ·~ ' , . 

• ', 1 

.. :: 



... · 

· . ... . 

; •'' 

.· . ' 

blaciones normalmente distribuidas. Para el presente, la misma sup~ 

sici6n ser3 requerida~ . ... . . ~ ·~- ···· J·;; . ·· ..... .. 

. . . 
. . . 

Supongamos que N observ~cicinei indep.ndientes han sido seleccio 
, . . .. ... . . . :·. ' . 

· ·nadas de ~na población multinormal con .distribuci6n .N (...U, V). V.:._ 

tiene las raíces características . : : 

.· .l¡- ) 
2

, .... .. ¡ /o 
p 

con vectores característicos asociados 

Y · 

. . ·· 

El prim~r r~sult~do que presentaremos~ es pa~é probar s1 el c§l 

culo de componentes principales es necesario. Bartlett d~•uestra.-- · 

que la ' cantidad 

'X..2 
= - N ln ( S) ( · tr (s)P } 

. p 

se distribuye aproximadamente como una chi cuadrada con 1/2(p(p+l) ) 

grados de libertad. Si ·esta prueba no da ~n resultado significativo 

entonces no tiene caso el cálculo de componentes principales. 

Una prueba similar ·es aplicada a 1a matriz de correlación P., -

que prueba si las variables son independientes. Bartlett demuestra 

que la cantidad 
.. . 2 
A . = - N ln R 
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se distribuye aproximadamente como chi-cuadrada con 1/2 (p(p-1} 
' . 

grados de libertad. 

Anderson trabajó la prueba de las hipótesis 

Ho: Aq+1 - =.A. q -t r · . 

. -.,. ·. 

que r de las rafees características intermedias de la matriz de cova 

rianza poblaci-onal V, son iguales. Las q raíces más grandes y las -

p- q - · r más chicas, no son restringidas ni a sus valores ni ~ulti-

plicidades. H1, la hipótesis alternativa, es que alguna de las raí

·. ces intermedias son distintas. Por el· criterio .de razón de verosimi 

1itud, tenemos la estadística 

{N-1) ' [ ln lj + (N-1) r l·n [ ~ 
• J J 

j = q + 1, ~ + 2, ... , q + r 
•' 

Cuando Ho ' es ve~dadera, - la estadistica se distribuye como chi- " 
. . 
cuadrada con l/2(r(r + 1) ) - 1 grados de libertad para N grande. Un 

caso especial de la hipótesis, es cuando q + r = p, o cuando la va-

riaci6n en las r dimensiones es esférica. 

En el caso de raíces múltiple.s, un intervalo de confianza asimE_ 

tótico al 100{1 -d..) por ciento seria 
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donde 

. . r · 
.. 

es la mi.Jltipl icidad de /4 .• · 
1 

z
113

l denota el 50d, · por cientode los puntos .de la dis 

tribución nonnal . 

Ti = r _{lq + 1 + • •. + lq + r) 

También existen algunas pruebas asociadas con los ~ectores ca--

racteristicos. Por. ejemplo, 1 a hipótesis 

Ha: . ..: i 

que el vector característico asociddo con la · raíz distinta /: i de V 
es i gua 1 a a 1 gún vector espccí fi C'J ry,; . Anderson obtuvo que 1 a pru~ 
ba estadística o 

) .. ? :;, ( 1 .. ·¡ 1 ' 

N i Lo< . i · 
o 

-1 ) . ¡ .. 
S 1, 1 +¡, 

o f 

se distribuye asimptóticamente como ur.a chi - cuadrada con p-1 grados -

de libertad cuando Ho es verdadera. 

Una prueba para la igualdad de las ~ltimas p-1 ra1ces caracte-

rística·s de la matriz de correl ación, fue propuesta por La~ley. Es

ta es e~uivalente a probar la igualdad de todas las 1/2 (p) (p-1) co 

rrelaciones. Bajo la suposición de que la muestra de tama~o N ha si 

do 'extraida de una población multinormal N ~l, V) y si el i j-és~mo . 
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e 1 emento de V es \J~-~~ = e_ ij 

Ho: ~ij = ~ 
y 1 Ji j 

,~ 

1 .. · • 
'vl ~.la hipótesis Ho es 

L~wley . encontró que como N tiende a infinito, la prueba estadí~ . 

ti ca 
,-. ( ~ . -)2 

, . r .. - r 
.:.._...... lJ 

J 

para Ho se distribuye como una ch1-cuadrada con l/2 {p+l) (p-2) gra

dos de libertad, donde 

n = N - 1 

Á= 1-~ · 

r = __ 2_\ 
p(p-1) L L.- rij 

i j 

es la segunda raíz característica de 

la matriz de correlación poblacional, 

cuando Ho es verdadera 

es la correlación promedio de la k-é-

sima variable con las otras variables 

correlación de la iésima y j-ésima va 

riable. 

es la gran media de las correlaciones 
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-
- r estimador de . .. ~. 

· Otro caso importante es el de la matriz de correlación con las 

dos rafees diferente~ de multiplicidades q1 y q2 respectivamen~e. 

· Como la matriz tiene l's en la diagonal, esto implica que 

A 1 ~t + A2 q2 = p. ·· 

Sean 11 ) 12 ) ... / lp las rafees características de la

matriz de correlación muestral R y sean los ~stimadores de } 1 y -

) 2 lo~ promedios 

~-
T1 = 

} . L ql 
1=1 

T2 
= _1_ 

{-- ' 
q2 .Lt l=ql+ 

Será suficiente considerar solamente uno de estos estimadores, 

ya que 

Anderson encontró que la esperanza asimptótica de T2 es ~2 y 

su varianza ~simptótica es: 

2 A.~ < P - qz X 2) 2 . 

N p ql q2 
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y que cuando n -/<XJ, la cantidad 

se distribuye como una normal con media O y varianza unitaria . De

aquí se puede construir· el intervalo para la ,raiz poblacional. Esto 

es, el intervalo al 100(1 :- ,.J ) ;-; de la raíz ). 
2 es: 

-· · ··~- · - --

k p + 1 - -v<k p + 
2 . -

1) - 4kq2 12 .: .· 1 ..2 !; k,P - 1 + "' \ ( kp - 1}2 + 4kq2 ,.2 

2 kq2 2 kq2 

.. 
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C A P I T U L O 2 

OBSERVACIONES ABERRANTES 

INTROOUCClON 

En este capítulo, se trata el problema de las observaciones abe 

r•·antes, es decir, aquellas observaciones que se encuentran "aleja-

das" del resto rle 1os datos. Fn la secc~ón 2. l, se presenta en una 

forma general e1 concepto de aberrantes~ enfocado principalmente al . 

caso multi'lariado, así corno su~ posibles causas. los diferentes mé..: 

todos que se han prop.uesto para detectar estas observaciones, son -

presentados en la. sección 2.2. 

2.1 ABERRANTES MULTIVARIADOS 

Al extraer una muestra de una población, es importante analizar 

que todas las observaciones cumplan la condición de igual distrib~ 

ci6n. Fsto se debe, principalmente, a que pueden aparecer observa-

ciones inconsistentes (aberrantes), es decir, datos que estén marca

damente désviados de la "masa" de los mismos. Algunos autores clasi 

fican las causas de estas desviaciones de la siguiente manera: 

· 1.- Errores de medición. 

Este tipo de errores ~s ejecutado con algún instrumento de 

medición. 
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2.- Errores de ejecución. 

3.-

Este error se comete· en el momento de efectuar cálculos o re 

gistrar los valores numéricos. 

Variabilidad inherente. 
' ~ 

Este tipo de errores es natural e. intrfnseco. de los datbs. 
'' 

Cualquiera que sea la causa de los aberrantes, es necesario con-

tar con criterios objetivos para prob~r la inconsistencia d~ los mis--

mos, esto es, detectar las observaciones aberrantes, problema que será 

tratado en la sección 2.2. 

Ahora bien, el concepto de un aberrante univariado como aquella ·

observación que se encuentra alejada del resto de las observaciones, 

es similar al caso multivariado, es decir, un .aberrante multivariado ~ 

es un valor extremo que se encuentra alejado en el espacio p-dimensic

nal de las demás observaciones en la muestra. Este problema ha sido -

tratado tanto para muestras univariadas como multivariadas. Para el 

primer·caso, existen numerosos métodos de det~cción de aberrantes, ba-

sados generalmente en estadfsticas de orden y propuestos de ur.a manera 

intuitiva. Asimismo, dichos métodos se manejan, en la mayorfa de los 

casos, bajo la ~uposición de que la muestra proviene de una población 

normal y que una o más ob5ervaciones han sufrido un cambio en los par! 

metros de localización y escala (medi~ y varianza). 

En el caso de ll'uestras mult ;., "lriadas, el enccntrarse con abe 

rrantes no es un problema fácil de tr1tar, ya que, primer~. un aberran 
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te multivat·iado, además de afectar los parámetros de localización y es 

.cala, también puede afectar los de orientación (correlación); en segu~ 

do lugar, un aberrante univariado .puede pensarse como un valor extremo 

: que se encuentra alejado del resto de las observaciones, pero esta - · 

. . :· . ·· .1dea no es tün sencilla en dimensiones mayores. Por último, es la va-
.. ·· 

:i~·iedad de tipos de aberr'lntes mul ti variad-os que puede haber $. esto es, 
. . . .., . ~ . . 

. ~ .. 
, un ved:or_.·respuesta puede ser un aberrante a causa de una falla en una 

-de sus ·-coir;pónÉmtes, o bien, a causa de un error sistemático en c.1da --

una de ellas . En el presente trabajo, sólo ser~n presentados los mito 

dos rara detectar aberrantes multivariados. 

2.2 METOOOS DE DETECCION. 

La noción básica de un aberrant~comri aquella observa~ión que se 

aleja del conjunto ~e datos, involucra una forma de ordenamiento de -- 

los '!'ismos . Barnett y Le~lis (1978). proponen y definen· a1guna.s forma~ 

de ~ubordenamiento y afirman que no existen principios de ordenamiento 

teta l . 

Así, un vector de observaciones !• se puede representar por medio 

de alguna métrica ·o medida de. distancia, por ejemplo: 

_, 

R(!; Xo, : ) = (!-~-o)' 
• 1 

i ' (!- !o) 

- 1 

donde Xo p~~de ser el vector de medias y . · la matriz de varianzas y -- ·:.: . 

covari anzas. · Entonces, si 1 a muestra !¡, ! 2 . .. , ~ se ordena de· acue.r 
r 1 r ' , 

do a 1 os va 1 ores ordenados de Ri ( Xo, : ) = R (!;; _!o, 1 ) . , es 11 amado -
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ordenamiento reducido, y esto puede ser usado como un marco de trabajo 

sobre.el cual expresar la "extremidad" de ciertos elementos de lamues 

tra. 

Los métodos para detectar aberrantes los hemos clasificado en 

pruebas de hipótesis y métodos informales. Las pruebas que se han pr~ 

puesto para declarar una observación como aberrante · (discordante), · 

han surgido, en la mayoria de lo~ casos, de bases intiutivamente razo

nables. Es por es·to que tenemos ' que considerar el grado dt:: aruitrariE! 

dad con que se cuenta al tener que emplear el sub-ordenamiento en Ju

gar del ordenamiento total de la muestra. 

2.2.1 PRUEBAS DE H!POTESIS 

. En esta sección presentaremos algunos resultados que se han pr.Q._ 

puesto para la detección de aberrantes de muestras normales. 

Supongamos que !¡• ~· ... , ~~ es una muestra de N observar.iones 

que provienen de una población normal p-dimensional N(_,_'_, V), donde - · 

.!::!::.. es el vector de medias y V es la matriz de covarianza •. 

Entonces, un modelo alternativo especificando las hipótesis alter 

nativas, sería 

t1odel o A: 

E (X.) = 
-1 

1 e. + a (a 1 guna i) 
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(j 1 i) 

eón matriz de covarianza V (X.) =V 
-J 

j=l,2, ••. ,N 

Modelo B: 

(alguna i y b > 1) 

( j f i) 

cor. vector de medias E (~i) = .1._.) • 
"' 

j=l,2,; .• ,N 

Bajo la hipót~sis alternativa del modelo A y en la suposici6n de 

V conocida, decldraremos como el aberrante !(N) · ·aquella observaci6n -

f; para el cual Ri CK. V) = (!; - K)' v-l ( !; -!) es un máximo, 

tal que las observaciones han sido ordenadas en términos de - - -

R( ! ; K. V ). Declararemos a !(N) como un aberrante discordante si 

R(N) {!, V) = (f(N) - ~) ' v-1· (!(N) - ! ) = . 

máximo Rj ([, V) 

j~1,2, •.• ,N · 

es significativamente grande. 
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La distribución nula de R(N) <K. V) no ha sido detenninada en 

fonna exacta. Siotani 1) (1959)· estudia los problem~s en determinar 

puntos de porcentaje ~e R(N) {!o, r) cuando r =V y !o es .Q., _,..U o K· 

La suposición de·.Y conocida, en ger~eral no es real. Entonces, ba 

jo la hipótesis alternativa del modelo A con V desconocida, tenemos lo 

siguiente: 

N 

Sea A= r · 
j=l 

(X. - X) (X. - X )! 
~J - .-J . - . 

IA{i)j el detenainante: de la matriz obtenida por eliminar!; e i, 

es escogida a ·maximizar · 

log ( - ~ 1 og 1 J', 1 ) 

~ . 

Se ordenan los l A(~LÍ y la observación correspondiente con el 

valor más pequeño de.l A9) (es dec1arado un aberrante. Si denotamos 

el aberrante es aquella observación correspondiente con la 

,r) 
V_ {j) ordenadas, y 

.G((j) más 

las observaciones son ordenadas de acuerdo a las 

¡') ( .... ; 
pequeña,~ (1)' y ).4\~ (1} será discordante si su valor es significa-

tivamente bajo. 

La distribución de la prueba estad1stica es muy complicada. Exis 
'• 

1) De Barnett y Lewis (1978) 
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te muy poca literatura sobre la distribución conjunta de las ~- r · (j) y 

del mínimo .c;;<. (l); .· 

: wilks ha propuesto resultados para probar 2, 3 6 4 aberrantes, 

. considerando la razón 
1 

(j 1 ~ 1 
j 2 •... ' js) ,..., ~ A 

~-<-. ' · = 
j2 

, ... , 
js J¡ 1 A l 

donde 
l A{jl~ jz•···~ js) 

1 es el determinante de A eliminando de la mue~ 

tra X. , X. 1 ••• 1 X .. Así, el subconjunto de observaciones que minimj_ 
Jl J2 · Js 

ce ..G\.. , . , ... 1 • es declarado un subconjunto de aberrantes y ·es 
J 1 J2 Js 

declarado discordante si 

es significativamente pequeño. 

Bajo la hipótesis alternativa del modelo B, supongamos de nuevo a 

~1 , ~····• ~~ una muestra aleatoria de una población normal N(.....U.., V) 

con .,g y V desconocí das. 

Así como para el modelo A, declarar~mos un aberrante aquella obser 

vación con distancia máxi~a Rj{!, S) y será discordante si el máximo -

RN {!,S) es suficientemente grande, donde KY S son los estimadores

de LU-, y V respectivamente. 
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Es impo_r_tante mencionar que cuando . ~- y V son desco.nocidas, es 

lo mismo adoptar _la formulación del modelo A o el modelo . B. En 

cualquier caso, las pruebas tienen la misma forma. 

Para ilustrar lo anterior, ' en la figura 2.1 se pr~senta la gr~

fica de las observaciones de una encuesta sobre salario' y edad de in 

genieros eléctricos en el Reino Unido .(Barnett, 1978). · 

5"000 SALARIO 

·. 4000 

~·~ r ·n ~ 
·- J ,. - 1 

• 1 

? ·v::cf 
1 

L - - ~ 
2! 

N 
• 

2?. 

M 
• 

./ 
· / 

. · / . . / L , . / .. 
'/ . ·. . 

.. •/. . .. . / . /_, .. . 
~ ( .. . 
., .. / / ... . . / · . . . . / . . '/ 

/• 

FIGURA ?.1 

Las observaciones L, M y N parecen ser a~errantes, ya que éstas 

dan los tres valores m5s grandes de R1 (!, S) 

Para 

M: R(SS) (!,S} = 13.7 
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.. . .. , . ¡ 

L: R( 54} CK~ S) = . 9. 2 , 

N: ~{ 5J} (!, S} - 6 . 

D~ la tabla del apéndice que presenta valores críticos para 

pruebas de discordancia al 1 y 5 por ciento de un aberrante en una 

muestra multivariada, ~emos que M es _un aberrante discordante. Las t!. 

blas de Wilks dan valore~ criticas al nivel 5% y 2 1/?% ~e 12.52 y 

13.58 respectivamente. Asf~ M es discordante al nivel 2 l/2X. En la 

prueba de Wilks, examinando la parej~· (M,L}, tenemos ·v ;-~- ~ 0 . 769 el 

cual es significativo al 5%. · ~ 

Por Qltimo, la prueba de la abe~tura de Rolh(, que consiste en -~ 

comparar aberturas grandes entre los datos, tambi~n es aplicada pard -
> 

declarar la discordancia de un aberrante. La ' idea de este procedimie!}_ 

to es analizar la distancia más grande en el mfnimo árbol generado por 

los datos en .la muestra, y una obser~aci6n es declarada aberrante dis

cordante si ésta se encuentra aislada y conectada solamente a un punto 

en el mínimo árbol generado por una distancia signific~tivamente gran

de. 

De acuerdo a lo expuesto anteriormente, en la figura 2.2, el pun

{O A sería un aberrante. 
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FIGURA Z.2 
1 . 

?ode1ru~ r-rsumn· el procedimi~nto antenor de la siguiente manera: 

¿1) Deben e:timar~e las desviaciones estándal· de Cil':la componente 

del ~~(tor ~leatorio, eliminando, si es posible, aberrantes 

maryi!inles. 

b) Se debe estandarizar cuda componente del vector aleatorio. 

con el propósito oe iguala~ el efecto de las variables con va 

rianza diferente 

... 
X,_. 

;: 1 

X, . 
,: 1 

=···----
p . ,, 
'· 

r. -· 1 , 2 •. : . • p 

i = 1 , ·2, ..• , N 

"----------- ---------- ----- - - - --------·-··· 



. . 
. ,· . •· 

e) Encontra~ el minimo §rbol g~nerado por los datos en la mues--

tra, usando 

p 
* Qij = ( >.~ X Id 

k=l 

~omo una medida de proximidad entre cualesquiera ~os puntos y 

tomar 

d. = mi n d .. 
1 1 J 

jfi 
i = 1, 2, ..• , N-1 

com~ ~ la longitud de l~s k arcos en el ~rbol generado ~ . 

d) . Probar si 

? ' 
G _ max (d; ) 

- -d 2 

1 donde d 2 = N-I 

N-1 .. -. 2 \ di ' . 
i=l 

es significativamente grande y tomar el punto correspondiente 

como un aberrante discordante. 

Bajo la hipótesis Ho, Rolhf encontr6 que las distancias al cuadra 

do d
1
2 tienen una distribuci6n aproximadamente gamma. Asimismo, en

contr6 una tabla de cotas superiores para los valores crfticos de la -

distribución de G, la cual resulta aproximadamente una beta. 
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2.2.2 DETECCION INFORMAL 

La detección informal de aberrantes es considerada más bien como 

una ayuda intuitiva en la detección de los. mismos, ya que no se consi 

dera ningOn tipo de pruebas de discordancia~ 

En muestras univariadas, la observación "sospechosa" a ser abe 

rrante.puede ser obvia sobre simple jnspección de los datos. Pero co 

momencionamos anteriormente, el con~epto de "extremidad" no es tan 

sencillo en el caso multivariado. Para esto, ~iisten algunas técni-

cas que sirven como ayuda en 1 a detección de aberrantes, ta 1 es como -

el estudio de componentes marginales . individuales de las observacio-

nes, reducción de las observaciones multivariadas como combinaciones 

lineales de componentes, cambios en las bases coordenadas de las ob-

servaciones y métodos de representación gráfica apropiados. A conti-

nuaci6n se presenta una breve descripción de ~lgunos de estos méto-

dos. 

ABERRANTES MARGINALES. 

Las muestras marginales son lai muestras univariadas de cada va

lor componente de los datos multivariados, y tienen una gran importan_ 

cia en la detección de aberrantes, primero·porque tenemos facilidades 

para probar la discordancia de aberrantes univ~riadas para diferentes 

modelos b§sicos y podemos adoptar modelos para explicar los aberrantes. 

y segundo, porque es posible esperar aberrantes que est~n dentro de -

componentes espec1ficos. Esto es verdadero cuando los aberrantes son 

originados por errores de medición, donde casi inevitablemente una com 

ll 4 
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pone~te de las observaciones multivaria~as será afectada, sin afectar 

la medición de otras componentes. 

RESTRICCIONES LINEALES. 

Si establecemos una relación entr.e las componentes multivariadas 

o entre los valo·res esperados de las . componentes, podemos facilitarnos 

la detecti6n de aberrantes. Un ejemplo, (Barnett 1978), pueden . ser

los 3 ángulos del triángulo de una encuesta geográfica. En este. caso, 

la suma de los ángulos, aparte de los errores de medición, debe ser 

1806
, y esto puede servir como indicadores de aberrantes. 

METODOS GRAFICOS. 

Una gran variedad de métodos gráficos han sido propuestos como a

yuda en la detecGi6n de ·aberrantes. Uno de los métodos más usados es 

grafica~ 2 de las p variables. En el ejemplo de los datos obtenidos 

en la encuesta de edad y salario del Reino Unido, no~amos que las 

observaciones L y M están separadas del conjunto de datos (fig. 2.1} y 

N parece ser sospechosa. La observac16n L puede tener mayor efecto en 

reducir la correlaci6n entre edad y salario y N parece que produce una 

var1aci6n más grande en edad y salario. Este efecto de N es más noto-

'rio si proyectamos las observaciones sobre la recta AB (fig. 2.3} mie~ 

tras que 'L y M no serfan aberrantes. Si proyectamos las observaciones 

sobre la perpendicular a AB, (figura 2.4), L y M serfan aberrantes y N 

no. 
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Otro método'gr&fico que podrfa sernas Otil, sería el de graficar 

las Rj~,V) ordenadas, esto es R1(M_, V), R2 (_t.t, V), ... , RN~.t, V)- · 

contra los valores esperados de las estadfsticas de orden de una mues

tra de tamaño N de una~(; · 2 
. 1 p • . 

Para el caso bivariado," ia distribu~ión ¡._2 tiene 2 grados de l.f.,._ 

bertad y ~s una distribución exponencial con media 2 (Healy, 1968). La 

esperanza de . las estadísticas,de orden de una muestra de tamaño N de

esta di~tribución son dadas p~r 

1 

2 2 2 2 2 ~ 2 . 2 2 .. 
-N-, -N-+ N-t • T+ N-1 + ~ • · ·. · ,·r+ N-T + 

. 2 
+ ··r 

Es importante mencionar que para un número grande de grados de li 
¿ • 

b~rtad, 1 a V/t:..z- y \~~ 2 ; p~eden ser usadas como transformaciones 

normalizantes. Este procedim~ento parece ser adecuado en la detección 

de aberrantes, y será ilustrado con el siguiente ejemplo . 

.. 
En una muestra de 39 pacientes de un hospital se miden el consumo 

de grasa y niveles de colesterol {en logaritmos), para observar el e-, 

fecto de la dieta en la sangr~ (Healy, 1968). En las figuras 2.5 y--

2.6 se grafican las distancias ordenadas V Rj(.J..{, V) contra las esta 

dísticas de orden ya mencionadas. En la figura 2.5, se observan cua

tro aberrantes. En la figura 2.6, se omiten estos cuatro valores, y -

se puede observ~r un razonable ajuste lineal. 

47 

. . ,' 



:--: 
·~ 

. O 
~e: 

"7. : 

4v 
. . . 

C.J i 
1 

€0 1 70 . . 
80 

1 
! 

90 : . . . 
. 95~ 
99 

0 

5 
10 

20 

:I.J · 

40 · 

50 

00 

70 
80 

90 • 

95 • 

• .. . . . . . 
/ 

1 . 
. l 

. ,/. 

2 ~ 4 ...J 

FIGURA 2.5 

. 
• 

. . 
, 

. . 
. . ,· 

. 
• 

. . . . . 
• . 

! 

~ 
1 

6 

.__ ____ _..:....._ .. .. -----6 g 9') 

FIGURA 2.6 

r 

7 



Los métodos gráficos tienen varias ventajas: 

la. La misma gráfica puede indicar el aberrante c-omo las observa 

ciones que están en la periferia de la "masa" de datos. 

2a. Si alguna medida agregada, tal como el coeficiente de corre

lación, es alterada, puede revelar la pt·esencia de Rber.ran-

tes (en la figura 2.:, L y M). 

3a. Un cambio de bases coordenadas; y la representación de los -

datos sobre las nuevas bases, puede revelar ld presencia de 

aberrantes. 

4a. La rotación de los ejes coordenados en dirección de su per-

pendic~lar, puede ayudar a identificar aberrantes. 

Por último, cabe hacer mención que el método propuesto por Rolhf, 

que ya fue descrito en la Sección 2.2.1, puede ayudar a visualizar gr! 

ficamente a los aberrantes, pero solamente para el caso bivari~do. Una 

posible aplicación de dicho m~todo a datos multivariadtis, serfa grafi

car las componentes pr.incipales, y _en base al sistema coordenado gene

rado por éstas, graficar el m1nimo árbol generado de las observaciones. 

DISTANCIAS GENERALIZADAS. --- ·- - ··--

Otro procedimiento infonnal que pt!ede ayudar a identificar abe- -

rrantes, es construir medidas univariadas reducidas. 
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., . • .. ""' . 

Gnanadesiken y Kettenri ng {1972) 1), proponen . las medidas: 

( - K), sb (X . ~ .. ~) I: X. 
-J -J '· 

II: ( x. -J - '! }'· sb (X. 
-.1 .;. ~} 1 ( (X. 

-J 
-)' - X ( x·. 

-J - !) ) 

y para la clase 1 consideran los casos b = O, -1 y 1, que denotaron -
2 2 2 . por qj , dj y tj respeCtivamente, y llegaron a los sig. resultados: 

(X. - X) 
-J -: 

Esta forma de distancia es útil para deLectar observaciones que -

afectan el parámet~o de escala. ~ 

2) 
2 . -

t. = ( X.- X )' 
J -J -

S (X . - 'X) 
-J -

Esta medida: es Qtil para detectar aberrantes que af~ctan la orien 

taci6n y escala de las rrimeras componentes principales de S. 

3) d/ = (!j- !)' s- 1 (~j - :!) 

Es conveniente usarla para observaciones que estén lejos de la ma-

sa general de puntos. 

Representaci6n Tipo Fourier: 

Andrev1s sugiere que ~j = (X1j, x2j, ... , Xpj)' debe 5er represen

tado por la función 

1) Barnett y Lewis (1978). 
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xl . 
-= ___ .J.._+ x2j sen t + x3j l:OS t + x4j sen . 2t + x53 cos 2t. ... 

·.í 2 

sobre el rango de (- ·T(, 11) para t. Cada observación aparece en el 

espacio muestral como una curva sobre todos los valores de t. E:;to -

puede re·~ela14 ciertos rasgos distir1tivos en los datos. 

METOOO DE ANALISI5 Of COMPONENTES PRH:CIPALES. -----· 

La ecuación\' = AX define la transfonnación a componentes princi

palP.s li1ieales de los datos, en ténninos de los eigenvectpres de ~a m! 

triz de covarianza :nuestral S. Cada columna de A nos da una coordena-

da .componente principal y cada renglón de Y nos da la proyección sobre 

las coordenadas. componPntes principales de la desviación de las N ob~

servaciones originales alrededor de i. 

Gn~nadisikan dice: "Cuando el análisis de componentes principa-

les es visto como un método de ajuste ·de subespacios lineales, o como 

una técnica estdllística para detectar posibles singularidades lineales 

en los ddto~. el interés yace especialmente en las proyecciones de los 

datos sobre las coordenadas componentes principales correspondientes a 

1 os ei genva 1 ores más· pequeños~·. 

Así, por ejemplo, para p = 2, esto p·uede ilustrarse en la figura 

2.7. La rer,ta de mejor ajuste a los datos es el eje v1. 

-) -"> 
El vector QP es el residual ortogonal del punto P, y QP es e--

~ 
quivalente al vector o• P' y P' es la proyección de P en el eje v2, -
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la sEgunda componente principal. 

Con datos p dimensionales, la proyección sobre la componente pri!!_ 

cipal m§s pequefia, · serfa relevante para estudiar la desviación de una 

observación de un hiperplano ajustado, mientras que las proyecciones -

sobre las q componentes principales mas pequeñas seria' relevante para · · 

estudiar la desviación de una observactórt de un subespacio lineal ajr1! 

tado de dimensión (p- q). 

X 
:2, . 

1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 

·x 
1 

FIGURA 2.7 

Rao sugiere un mftodo para detectar la falta de ajuste de observa 

ciones individuales, que consiste en analizar la suma de longitudes -

cuadradas de las proyecciones de las observaciones sobre la~ últimas q 

coordenadas componentes principales. Para cada observación ! 1, se cal

cula 
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1 " • 

= 

p 

-J = ~ (a.' (!; - K> >2 = 
p-q+l . 

.... ~ ~ .. 

P-q 
r 
j=l 

(a . ' (X • - X} } 
2 

-J -1 --

y considerar los valores grand~s de d. 2 como posibles aberrantes. 
; 1 

Pu~de pensarse también en 1 as p,t-imeras componentes pri nci pa 1 es co 
'• 

mo un medio de 1nvestig~~ la presencia de aberrantes.· La construcc·ión 

de diagramas de parejas de Y; ya sea~ las primeras o las últimas, pue

den gráficamente éxhibir aberrantes.: Adem6s )as pruebas de aberrantes 

univariadas pueden ser aplicadas . a l~s Y; individuales. Si pes razo-.. 
nablemente grande, la tránsformaci6n. lineal involucrada en el análisis 

de componentes principales_ puede con~ucir a que las Y1 sean muestras 7 

de distribuciones normales. En tal caso, graficando probabilidades--

normales, en el cual el j-~simo valor ordenado de Y; es graficado -

contra e). j , . donde 

y LJj es la j-ésima estadfstica de otden de la distribuci6n normal 

N(O, 1), puede revelar la presencia de aberrantes, los cuales se en--
, ¡ 

cuentran como puntos ·extremos de 1 a ·rel aci6n lineal de 1 a grc1fica. 

Siguiendo el ejempl~~~e la encuesta de edad y salario de ingenie

ros eléctricos del Reino Unido, esto último es ilustrado en las figu-

ras 2.8 y 2.9, graffcando primero Y1 contra .·). j y v2 contra ·:1 j 
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En la figura 2.8, los aberrantes N y M son notoriamente valores -

extremos y L no lo es. En cambio, en las proyecciones de la segunda -

componenté principal (fig 2~9), L y M son valores extremos y N no,· y 

est&n por debajo de la rel~ción lineal, lo cual indica discordancia. 
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C A P 1 T U L O 3 

RESULTADOS DE LOS METODOS -GRAFICOS 

INTROOUCCION .. ~ .. . ' 

En este capitulo tratarenos de exponer y · probar algunos rle l0s m~-

todos gdf"ir.O'i qut::! ful:!ron proou e~;tÓ5 en el capitulo 2. Pdra i lu!;trar -

¿_.lo anterior. uti1ilando el o~quete de sub-rutinds del IMSL _{que calcula 

componentes princ.;ipale~, descompone ill~tt"kf ·s,etc.), se yener·aron mues--

tras multivariadas de ~inco variacles, con datos alejados de la masa de -

observaci~nes, de tal manera que alguna prueba con~ la de W~ l ks, las de 
- -

clare como aberrantes . . El nú:nero de estos varió de acüerdo al tamaño-

de •11Uestra, lo cual se puede a ,.:; t · ~'C Í ·:: r ~) 11 l tl sigPit: nt.e tJbi.a , ma ~·~ada 

Cl) tl una cruz. 

. i",_ No . de j r---1----:--
1 ·--.....___, aberra.!! 1 1 5 10 
1 Ttlmaño '-...._tes 1 

·~e muestra ·- -..._~ 
. . 

so. X X 

lOO X X X 

A su vez, en cada una de las rnuestras, los aberrantes fueron generados 

en dos desviaciones d1 y d2 de ta 1 fonna que si X r' J N (.t :_,V), ahora 

Xrv N( .'t.+ A di. V) i = 1,2 
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'. 

donde 

A· • · matriz triangular ~uperior que resulta de descompo
ner V de .tal · forma que V= A A' 

. r · 

4.2426406 . 
o 
o 
o 
o 1 

1_ 

3 
o 
o 
3 . 
o 

-, ' • . 

j 
que forman un ángulo de 45° entre sí_y son de la mis · 

· ma magnitud. · 

· Asimismo, las mismas muestras fueron graficadas también sin aherrantes, .. 

con el prop6sito .de ilustr~r las· posibles diferencias entre Yn~s y 

otras: En las secciones sig~ient~s, se pr~sentan los resultaaos que se 
. . . . . ·: 

· obtuvieron al probar los métodos de.fomp6nentes . principales; ~ráficas 

· de los marginales, y la raiz cuadrada de la distancia 

(X. - X)' -J -

-1 

S (X. - X). 
-J -

3.1 COMPONENTES PRINCIPALES 

·: -. 

Para probar este método, se calcularon las coordenadas componentes 

principales y se graficaron estos valores ordenados de Yj centra aj , -

donde aj = E (Uj) y Uj es la j ~ ésima estadistica de orden de la -

distribución normal N(O,l). También se graficó por parejas la primera 
.,, 

componente principal más grande con~ra la segunda, así como la quinta -

componente principal más chica contra la cuarta. 

Los resultados de analizar las gráficas variaron de acuerdo al nú

mero de aberrantes en las muestras, asi como también al tipo de desvia-
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ción con la que fueron gene~adas dichas observaciones (ver Anexo 1). Por 

ejemplo, se pudo apr~ciar que en las muestras con un abe~rant~, y bajo 

la desviación d1 , iste se detectó fácil~ente en la prim~~a ccimponente 

principal, debido a que el dato se localizó bastante alejado de la masa 

de observaciones y fuera de la tendencia lineal, lo cual no sucedió bajo 

la desviación d2 , ya que en ista última el aberrante no se pudo detec-.:. 

tar porque se encontró alejado pero c!.::ntro de1 patrón 1 ineal. 

En 1 o. que respecta a 1 as gráficas con S y 10 aberrantes. el compor- . 

tamiento de las misma fue similar a las de un aberrante,.no obstante que 

istos, en la mayoría de los casos, no pudieron ser identificado~ en su.

fatalidad; por ejemplo, veamos el caso para N = 50 y bajo la desviación 

d1 , los cuatro datos extremos coinciden con los aberrantes, ya que és~

tos se encuentran por debajo de la tendencia lineal, lo cual no sucede-. . 
para d2 , debido a que aquí solo una observación fue identificada. Algo 

similar sucede en las muestras de tamafto lOO, ya que tambiin aquf solo 

bajo d1 y en la primera componente principal se pudo identificar a dos -

aberrantes, mientras que la configuración de los datos bajo la desvia- -

ción d2 , siguió una tendencia lineal. Por otro lado, las gráficas sin 

aberrantes, en la mayoría de los casos siguieron un comportamiento dife

rente a los anteriores, lo que nos da una idea de la información que la 

primera componente nos puede proporcionar. 

Ahora bien, cabe precisar que las muestras con 10 aberrantes, no -

presentaron resultados de importancia, debido a que las gráficas bajo d1 

y d2 no exhibieron irregularidad alguna en su comportamiento. 
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Por otro lado, en lo que se refiere a la segunda componente princ! 

pal de la cual se esperaba también q·ue mostrara a los aberrantes~ sólo 

. en dos casos las gráficas exhibieron a uno de éstos, lo cual sucedió p~ · 

. ra N= lOO con lO -aberrantes y N= 50 con 5 ab~rrante~ respectivamente. 

Como puede verse. la .infonnación que la segunda componente principal · 

nos proporciona, es mínima. 

Es importante mencionar_que de las gráficas por parejas de las dos 

primeras componentes principales t se podría obtener resultados de mayor 

importancia, ya _que en casos donde lai gráficas individuales no aporta

ron infonnación, en estas últimas se ~udo apreciar que lo$ datos se en

contraron bastante alejados de la mas~ de obseravciones. Veamos el ca

so N = lOO con 10 aberrantes, 1 as dos _gráficas bajo d1 y d2 ·muestran a 

5 observaciones alejadas, las cuales !fectivamente son aberrantes. Más 

. aún, el comportamiento de las gráficas sin aberrantes ·de las dos prime

ras componentes fue muy diferente a las de con aberrantes, lo cual nos 

puede hacer notar la ventaja de graf~car las dos primeras componentes. 

Un comentario importante acerca de este ~todo, es que tanto las -

gráficas individuales como por parejas de las últimas componentes prin

cipales, en ningún momento mostraron ser sensibles a los aberrantes, -

por lo que, la . propuesta de Gnanadesikan de graficar las últimas compo

nentes principales para detectar posibles anormalidades de los datos, -

no resultó en los casos estudiados en el presente trabajo. 
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De los resultados obtenidos, ~odemos concluir que. graficando la 

· primera componente individualmente~ o bien, por parejas con la segunda 

componente principal, contamos con un método grcHico como. ayu~~ en·· la 

detección de aberrantes multivariadas. 

3.2 MARGJNALES 

En la presente secci6n, expondremos los resultados obtenidos en la 

detecci6n de aberrantes mediante 1as"·gráficas marginales de las mues- -

tras multivariadas (anexo 2), esto es~ los valores extremos que se en-

cuentran en cada una de estas muestras,· ya que, como se mencion6·ante-

riormente, es posible esperar aberrantes dentro de componentes específi 

cas, lo cual sucede generalmente a causa·de errores de medida que afec

tan d una componente particular. Aunque no necesariamente las gráfi¿as 

marginales exhiban a los aberrantes, creemos que quizá alguna anomalia · 

de los datos multivariados, se podrféfn refle.jar .en dichas grc!ficas •. ~si' 

se graficaron cada una de las cinco variables contra el valor .esperado 

de las estadfsticas de orden, y los resultados, que fueron muy variados, 

se mencionan a conitnuaci6n. 

En las gr4ficas del anexo 2 se puede apreciar que en las muestras 

con un aberrante, para N = 50 y bajo d¡,en cuatro casos se identificó 

el aberrante, y bajo d2, en 3 gr4ficas el dáto se encontr6 alejado del 

conjunto de datos. Cabe hacer mención que las muestras de tamaño 100 y 

·COn Un aberrante, Sólo en Un CISO exhibieron irregularidad en los da--
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tos, lo cual, quizá nos podría hacer pensar en la influencia del ta

maño de muestra en la detección de aberrantes. 

Por otro lado, en las .muestras con 5 aberrantes, en ningún momento 

estos f~eron identificados totalmente, :pudiindose apreciar a lo más, 

4 dato9 alejados, y dudándose, en algunos casos, en declararlos como . . . , .. 
aberrantes •. debido a que se . encontraron como extremos pet·o dentro del 

patrón lineal. 

Ahora bien,para N= 100, con 10 aberrantes, las muestras bajo d1, 

en tres gráficas exhibieron a los 10 aberrantes con bastante claridad, 

lo cual no sucede baj? _d2, ya que, en este caso, loi datos se lo~aliza- · 

ron dentro de la tendencia lineal. 

Por lo expuesto anteriormente, podemos decir que, graficando cada una 

de las m.uestra.s marginales, contamos con otro mitodo útil en la iden

tificaci6n de observaciones aberrantes. 

3.3 DISTANCIAS 'ORDENADAS 

Otro mitodo que fue probado, es el de las raíces cuadradas de las 

51 (!· - K>· Esto es, se 
J . -··-- · . --- . 

. 
distancias ordenadas Rj ( !_!., V) = (!j - '[) 

graficaro'! cada uno de los valores ordenados .,, R1 (¿.' •. V. ); ·vR2( 11 ,V}. 

.. .. v.RN (.,11., V), . con~ra· los valores esperados de !as est~dísticas de 

orden de 1 as mues tras de tamaño lOO y 50 de· dfla Y.,. 
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Los resultados .obtenidos en las graficas se muestran en el anexo 3 

De estos podemos decir que no fueron muy satis factor.i os. ctebi dn a que: -. . 
los aberrantes, en general, no pudi~ron ser ideritificados. ya que la con 

figuración de .los datos · exhibió a los mismos dentro ·de la masa de obser-

vaciones. 

' Veamos el caso para N = _lOO. En las mue:;tras con 10 abenantes . y 

· bajo d1; sóló dos aberrante~ ~Jeron detect~dos, lo que nos pu~de dar una 

idea de la utilidad d~l . método. En las muestras con 5 abet·rdntes• sola-
. l 

mente hajo la desviación d2, se 'enc:ontró a una observación como Villor ex 

tremo y fuera de 1 a tendencia 1 i nea 1. 

En lo que re.specta a las gráficas con un aberrante, se pudo obser--
.. . . 

var que p~ra N= lOO, y _bajo d1, e~ aberrante se localizó fuera dtl -pa--

trón lineal y como extr~mo, y en los c~sos restantes, los . datos nomos

tr'ilrt'n irregularidad en su comportamiento . . 

Por consiguiente, podemos concluir que el método ce la raíz cuadra

da de las distancias ordenadas, al menos en los casos aquí estudiados, -

no r~~ultó .ser sensible a las observaciones aberrantes. 

· ' 

. ' -
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C O N C L U S I O N E S 

El problema de detección de observaciones aberrantes multiva1·iadac; · 

mediante métodos gráficos, lo podríamos considerar c~no ayuda en la d¿

tección"fonnal" de los mismos {prueba de hipótesis) . . ·Pero creemos .que 

esta ayuda es limitada ya que .el concepto de una observación como valor 

extt·emo, depende del sujeto que analiza las gráficas. 

En el presente trabajo, se estudiaron 3 de los métodos gráficos -

que han si d·o 1 os má!: usa dos en .1 a detecci 6n de aberrantes, y. 1 os comen

tarios acerca de cada uno de éstos, se pueden resumir en lo siguiente: 

1.- Análisis de Componentes Principales. 

De los cac;os estudiados en estemétodo, que fueron las' gráficas in 

· dividuales y por parejas de las componentes. principales, podemos 

dcc:ir que graficando la primera componente- pri'1,cipal contra la se

gunda, es posible encontrar resultados importantes, ya que en si

tuaciones donde las gráficas individuales no exhibieron a los abe

rrantes, dquéllas mostraron a los mismos alejados de la masa de .ob - -
. , 

servaciones. Asimismo, de las gráficas individuales de las compo-

nentes princ-ipales, solamente recomendaría la gráfica de la prime

ra componente, debido a que las gráficas restantes no presentaron 

irregularidad alguna en el comportamiento de los datos. 

2.- l~arginales. 

Las gráficas de cada una de las muestras marginales bajo .la desvi! 

ción d1
, mostraron a los aberrantes bastante alejados y fuera del 

patrón lineal, en contraposición con las gr~ficas bajo la desvía 
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ción d2, en las ·que se detec,ta-ron solamen.te_una minoría de éstos . . 

Este método . es recomendable cuando los aberrantes son causados-

principalmente por errores de medición. 

3.- Rafz cuadrada de las Distancias Ordenadas. 

De los métodos que fueron probados, creemos que éste es el menos 

útil ya que, en muy pocos casos, las gráficas exhibieron a ·los a

berrantes como extremos. sobre todo en las muestras con 5 y 10 a

berrantes. 

' 
En resumen, creemos que lo más conveniente de los métodos proba--

dos es, por un 1 a do, grafi car 1 a primera componente pri nci pa 1 contra -

la segunda, así_ como también las muestras marginales~ Por otro lado, 

creemos que el procedimiento que se menciona a continuación, sería re

comendable en la detección de aberrantes: 

a) Graficar toda~ las observacione5. 

b) Una vez detectados los aberrantes, eliminarlos. 

e) Volver a graficar. 

Esto se sugfére para evitar el problema de enmascaramiento de ob-

servaciones aberrantes, esto es, que la presencia de algunos aberran-

tes no permitan la identificación de otros. -

64 

----------------------- -------- ---



.A N E X Q 1 . 

En este anexo se presentan las gráf-icas con aberrantes de cada uno 

de los componentes principales contra .:.\:.•, j, order.ados ue mayor a menor . . ; 

Asimismo, al final de cada grupo de las gráficas indivic!ualcs ;;e m•J~S

tran las gráficas por parejas de la p~ime~a componente -principal más 

grande contra la segunda, así como la quinta componente principal más -

chica contra ·la cuarta. También, en a·lgunos casos de interés, se pre

sentan las gráficas sin abe~rantes, para hacer notar la diferencia en

tre unas y otras . 

. Las observaciones aberrantes fueron encerradas en un círculo, y 

con ·una cruz se marcaron los datos que están alejados de la. masa de ob 

servaciones a causa de la variabilidad intrínseca de las mismas. 

Aquí cabe hacer la aclaración que, debido a la subjetividad de -

los método~ gráficos, una persona con :~iferente preparación a la del -

autor podría quizás detectar más o probablemente menos aberrantes. 
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Cuarta 
N= 50, 

componente principal 

1 aberrante, bajo d1 

contra c\j 

El aberrante dentro del patrón lineal 

. . 
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Quinta componente pri nc i pa l. contra .-... j 

N= 50, 1 aberrante, bajo d1 
El aberrante dentro de la masa de observaciones y las dos obser

vaciones extremas serian sospechosas a ser ~berrantes 
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Primera compo~ente pr·incipal contra segunda componente principal 

N=50, 1 aberrante, bajo d1 
Claramente, el aberrante aparece fuera del -conjunto de datos 
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Quinta componente principal contra cuarta componente principal 

N=SO, 1 aberrante, bajo d1 
El abe~·rante cae dentro del conjunto de datos 
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.Primera componente principal contra o(j 

N= 50, 1 aberrante, bajo d~ 
t.. 

El aberrante se encuentra como valor extremo, pero dentro del 

patrón lineal 
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Segunda componente pri nc i pa 1 contra : . ..; j 

N= 50, 1 aberr·ant~, bajo d2 
El aberran~e se encuetltra como valor extremo pero dentro de a 

t~ndencia 1 inea 1 · 
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Quinta ~omponente principal contra C\j 
N= 50, 1 aberrante, bajo d2 
El aberrante dentro de la tendencia lineal y d~ntro_ de1 ~onjunto 

de da tos. Los dos da tos extremos serían sospechosos a ser aberrf..nt-és 
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Primera componente principal contra segunda componente principal 

N~ 50, 1 aberrante, bajo d? 
El aberrante se encuentra alejado del conjunto de datos 
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Quinta componente principal contra 'cuarta componente principal 

N• 50, sin aberrantes, bajo d2 
El aberrante dentro del conjunto de dat-Js 
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Primera componente principal contra o("j 

N= 50, S aberrantes, bajo d1 
La observación E es la única que no es sospechosa · a ser .aberrant 
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Quinta componente principal contra ~j 
N= 50, s·aberrantes, bajo dr 
Todos los aberrantes dent~o del conjunto de datos 
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Primera componente principal contra segunda componente principal 

N= 100, 5 aberrantes, bajo d2 
Las observaciones D y E son las mas sospechosas a ser 
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Primera componente pri nci pa 1 contra o( . 
. J 

N= lOo, · 10 aberrantes, bajo d1 
Todos los aberrantes dentro .de 1a ·tendencia lineal· 

· . .: J. -. 
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Primera componente principal contra 
N= 100, 10 aberrantes, bajo d

1 
Las observaciones A, B, C, O y E son 
aberrantes 

1 
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segunda componente principal j 

1 
las mas sospechosas ·a ser i 
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Quinta componente principal contra cuarta compon~nte principal l 
N= 100, 10 abe~rante, bajo d1 
Se puede notar la diferencia entre est~ gráf~ca y la anterior .. 

Aqu1 no se detecta a ningún aberrante ¡. 
- ~ .. 
' 
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Primera· componente principal contra~. 
J 

N= 100, 10 aberrantes, bajo d2 
Oificilmente declararía a alguna observación como aberrante 
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Segunda 
N= 100, 

_componen te pri nc i pa 1 contra ~""- -.,¡ 

lG aberrantes, bajo d
2 

Otro caso donde la segunda component~ prin
cipal muestra clara~ente a un aberrante 



¡ ., .. , ... 
-. 

• .. 
. ..... . . r. ¡ t ,_.J . • 

. . ~ ·,":,;(' ~' . 

V •:..1 1 .,.. 

. ,. .. 
• • 

.. ·-·-····-···-·-· 
• .. 

; ' ... "' ' ~ . .. 
' ·, ; • t .. ¡ 

... ,,., 

' 

• • 
• .. 

i f' t• •• ' , • ~ · , f'o t'll : '1' l l l 1 lto 0 0 o;,,, 

/ e: .. ' ' •1 • •" ~~ ; :; u'•. : :; : .. u•;~~ : 

• • T • • • • • • • a~' ... a • A • a • e' .. ' • .• • 1' • • • f • • • a • • • a • 1•-. •., • e .. • • i • • 1 ... ~ • • • <t t • a a e .. • 4 • 1'111a ~ r.' ~: .~ • .. •;• n '!' !: 
l
l . . •• •• : . • ;~ • •• : ~~ 

1 1 

i ¡ 

i 
1 

i • 1 
A 

Id 

• ., 

• 1 

.... . : ; · ·: . .... ! • .. 
\ !:, :. -.~ .. :: : :: . ., .... . ...... . " ... ,. ····· .. ,, .. , ............... . . ·•·········· ···=-······, ......... , ...• ) 

• • • 
t 
• 

1 -1 • • ' ¡ l l J 
l t • 

. 1 1 • . 

• 
t ' • i ~ 

1 : : 1 1 1 ' . l ' 
•···~-··~·••••••••-••••' i ••-·•~••••••••••••••~·~•••••••••••••••~••••••••••••••••••·• · 

! 1 • 
al ¿ • • • • L 

' • 
T 

! 
i 
t 

'·, 
1 ·•· 1 . 

. ' . ' l 

• • • • .. .. 
• 
t 

• • 
t : 
. i : 

• 1 1 . l• 1 ·' ~ : ·' ' l i 
: l . . . : 

i
1

t ·~i··\. ·~ ~ ·······~····· ~ ~·-····················;···~·························~········'•·········•·*········ - •• ··~c- ... ,.~ -.·11\l"~t,.l •,u'l¡'!¡.•¡¡t ,9~'.:~L+vl ,1"li'I.+C7 - !~l.:.!t.+li.! 

Primera componente principal contra -segunda componente principal 

N= 100, 10 aberrantes, b~jo d2 
Se detecta fac;lmente a los ñberrantes 

·.·. 
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Primera co~ponente principal contra segunda componente principal 
N= 100, sin aberrantes, bajo d2 
Se puede not~r gran diferencia entr~ esta gr~fica y la anterior 
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Quinta componente ·prindpal contra cuarta compor.ente principal 
N= 100, 10 aberrantes, ba?o d2 
Los lO .aberrantes dentro del conjunto de datos 
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Los resultados de las gráfic~s de las muestras marginales, se exp~ 

nen en e~te anexo, graficando cada una de las variables ordenadas, con~ 

tra el valor esper~do de las estadísticas de orden. Se presentdn prim~ 

ro las muestras de tamaño SO y luego las de 100, habiéndose selecciona

do los casos más representativos. Las observaciones aberrantes se en-

cierr~n t~mbiin en un ~1rculo. 
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X -1 contra. ~.i 

N= 50, 1 aberrante,'bajo d1 
.. . 

. El·aberrante fuera de la tendencia lineal y como extremo. Las 
otras marginales exhiben un comportamiento similar 
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!1 con.tra ~j 
N= 50, l ·aberrante, bajo d2 
No se detecta fácilmente al aberrante 
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!2 contra d... 
J 

N= 50, 1 aberrante, bajo d~ 
'-

El aberr~nte como 
LÓs marginales 3, 

extremo y fuera de la tendencia lineal 
4 y s,.exhiben un comportamiento semejante 
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x2 contra o(j 

N= 50, 5 aberrantes, bajo dl 
Los cuatro extremos son sospechosos a 5er aberrantes, 
pero no fácilmente los declaro como tal, debido 
a que parece que están dentro 'del patrón lineal 
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x3 contra 0\. 
- J 
N= 50, 5 aberrantes, bajo d1 
A excepción de 1~ observación E, el . resto de los aberrantes son 
muy obvios 
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~contra blj 
N= 50, 5 aberrantes, bajo d1 
SQlo el aberrante A es muy obvio 
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!s contra d. j 
N= 50, S aberrantes, bajo d1 
Las ~bservaciones mas sospechosas a ser aberrantes, ser,an c,o · 
y, E, pero no fácilmentt! la~ declarada co:no tal 
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La observación A, es el único aberrante fuera de la tendencia 
lineal y como extremo 
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!¡ contrao{.j 
N= 100, 1 aberrante, bajo d1 
Muy_ obvio el aberrante . 
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! 3 contra O(j 
N= lQO, 1 aberrante, bajo d1 
Sospechar1a de la observación mas alejada, pero no fácilmente la 
declararía como aberrante 
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~contra ó(j 

N= 100, 5 aberrantes, bajo d1 
La~ _ observaciones mas sospechosas ~a ser aberrantes 
pero no fácilmente las declararía como ta 1 •. 

son 'A y B; 
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~2 contra o(. 
J 

N= 100, 5 aberrantes, · bajo d2 
Las observaciones mas sospechosas son A y B 
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!1 contra d... j 
N= 100, 1 aberrante, bajo d~ 

' · . Oudaria. en declarar a alguna observación como aberrante 
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4 contra 0\j 
N= 100, 5 aberrantes, bajo d2 
Du~~rfa en declarar a alguna observaci6n como aberrante 
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! 1 contra o(j 
N= 100, lO aberrantes, bajo d1 
los 10 aberrantes se· detectan: .fácilmente 
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! 2 con.tra o(.j 

N= 100. 10 aberrantes. bajo d1. 

Todos los aberrantes se detectan fá.cil~~~ente 
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x3 contra~- J 
N= 1009 10 aberrantes, bajo d1 
TodQs los aberrantes se detectan fácilmente 
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~ contr• O(j 
N= 100, 10 aberrantes, bajo d1 
Me_ parecen mas obvios los aberrantes A,B, C y O, y ~1 resto, 
no muy .fácilmente los detectaría 
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1 4 contra 0\j 
N= 100, 10 aberrantes, bajo d 2 
Las observaciones A, 
aberrantes 

B, C, y D fácil_mente. las . declarada 
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! 5contrc: o(j 
N= 100, 10 aberrantes·, bajo d2 
La observación A es la única sospechosa a ser aberrante 

·.-.. 

·1 

.·t• 



·.-· 

A N E X O 3 

Los res'ultados que se obtuvieron al graficar· la r·aiz cuad1·ada de 

las distancias ordenadas (Xt - K) • · 5-: (~i - K) contril X 5 , son -

prese~tados en este anexo, exhibifindose a lo~ aberrantes er~errados -

en un círculo. 
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Raíz cuadrada de las distancias contr~ ' 

~:= 51), l ,~terrante, hajc el 
S.e detecta fácilmente el aberrante 
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El aberrante.bastante alejado del conjunto ·de datos 
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Ra iz cuadrada de las distancias contra ~L ~~ 
N= 50, 5 aberrantes, bajo d2 / 
Las mas sospechosas a ser aberrantes, son las observaciones A·y B 
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El aberrante se detecta fácilmente 
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-
p = 2 p = 3 p = 4 . p 2: 5 . 

"! 
51 1% 5% · l.x 5~ - 1% - . 5"' .. 1% 

-- .. -----

5 3.17 3.19 
6 4.00 4.11 4.14 4.16 
7 4. 71 4.95 5.01 5.10 5.12 5.14 
8 5.32 5.70 5.7i 5.97 . 6.01 < 6.09 6.11 6.12 
9 5.85 6.37 6.43 6.76 6.80 . . ,._ 6.97 7.01 7.08 

10 6.32 6.97 7.01 7.47 7.50 7.7CJ '7 .82 7.98 

!2 7.10 8.00 7. 99. 8.70 8.67 9.20 9.19 9.57 
14 7.74 8.84 8.78 9. 71 9.61 10.37 . 10.29 . 10.90 
16 8.27 9.54 9.44 10.56 10.39 11.36 11.20 12.02 
18 8. 73 10.15 10.00 11.28 11.06 12.20 11.96 . 12.98 
20 9.13 10.67 10.49 11.91 11.63 12.93 12.62 . 13.81 

25 9.94 11.73 11.48 13.18 12.78 14.40 13.94 15.47-. 
30 10.58 12.54 12.24 14.14 13.67 15.51 14.95 16.73 
35 11.10 13.20 12.85 14.92 14 .37 16.40 15.75 . 17.i3 
40 11.53 13.74 13.36 15.56 14.96 17.13 16.41 18.55 
45 11.90 14.20 13.80 16.10 1~.46 17.74 16.97 19.24 . 
50 12.23 14.60 14.18 16.56 15.89 18.21 17.45 . 19.83 . 

100 ·14.22 . 16.95 16.45 19.26 16.43 21.30 . 20.26 23.17 
200 15.99 18.94 18.42 21.47 . 20.59 23.72 22.59 25.82 . 
500 18.12 21.22 20.75 23.95 23.06 26.37 25.21 28.62 

1 

TABLA DE VALORES CRITICOS AL 1: ·u Si PARA PRUEBAS DE UN f1ERRANTE EN UNA MUESTRA NORMAL 
O(# ~ , · • • •• 

F1UL TIVARIADA CUA~iDO ~l V SON DESCONOCIDAS Y LA P:WEBA ESTADISTICA ES 
. · 1 

RN (K, S)= max (~j - ~)· S (~ -E) 

j = 1.2, . •.. N 

-· '; . . . 

. :. ·. ~·-

.. 

'. ~ . 

" 

•,-

. ·. ~ 



~-------------~----- --- ------- -·---------- --····· . -------·------·-- ---·-·--- --. ¡ . N p = 2 p=3 r=" p=S 
--·-----------··--·-···--------- -----·- ·--·-·--· · · · · · - ·· ·-------------------------··-

L ____ · --- 5'' l ,:. 5.:. } '/ 

-- ---·----- -------·--.. ·· -·- ---··- ·--· ·-- ···----- ·--------·---· ---· . 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

12 
14 
16 
lB 
20 

25 
30 
35 
40 
45 
50 

100 
200 
500 

0.0025 
0.0337 
0.0860 
0.14li 
o. 1942 
o. 2419 

0.'3229 
o. 3879 
0.4410 
0.4850 
tL52?1 

0.5935 
o. 6451 
0.6842 
o 7150 
0.7399 
O. 7605 

0.8629 
o 9232 
0.9650 

0.0005 
0.0150 
0.0498 
0.0937 
0.1393 
0.1331 

0.2616 
0.327-5 
0.3828 
0.4295 
O. 4694 

O.S472 
o. 6041 
0.6475 
o. 6818 
o. 7097 
o. 7328 

0.8477 
0.9152 
0.9618 

O.úOfJO 
o.Jon 
0.0202 
o. o~~so 
0.1C24 
0.1.·l70 

0.2288 . 
0.2982 
0.3563 
0.4054 
0.4472 

0.5ZP.8 
0.538{ 
0.6335 
0.6693 
0.6982 
o. 7222 

0.8417 
o. 9118 
0.9602 

c. ooo;~ 
-0.0090 
0.0335 
0.0674 
o. i049 

0.1791 
0.2460 
0.30~0 
o. 3f,-l2 
0.39i6 

~;. 4S.:i4 
O. 5.17R . 
0.5~69 
o. 6350 . 
0.66/7 
O. ti94l 

0.8260 
0.9035 
0.9568 

----·-. . . . ----

0.0006 
0.0136 
0 . 0425 
o 0783 

0.1549 
0.2246 
o 2353 
0.3376 
O. 382.~ 

0.1!722 
0.5380 
O. "if:k3 
Ü; 6:?~:1 
O.Hi!O 
~. 6f~f.;Q 

0.&225 
0.9015 
0.9558 

J. oo~~-¡ 
. (,,O(.(,J 
,_,_0145 
0.05W 

O.llój 
o. 1 .: o~ 

. e 2389 
0.2908 
CJ.336G 

0.4290 
0.4934 
0. 5523 
0.59'::~ 

· G.6~ n.:¡ 

ü. 6';YF. 

ú. 806~i 
. 0.8929-

0.9523 

0.0004 
: 0.0098 

0.0327 

0.096ó 
0.1531 
0.22-l2 

. o. 2782 
t:. 3!':>7 

o 4211 
0.4923 
;).5473 
o. 5911 
0.62f.7 
:J . 6564 

o. j(¡t,] 

0.8918 
0.9517 

0.0001 
r.o043 
o. 0189 

0.0686 
0.1270 . 
0.1838 
0.2360 
0.2830 

0.3798 
0.4537 
o. 5116 
0.5580 
o: 5~Fi1 ' 
0.6279 

ú. 7f3{: ~~ . 

. o. 8 :';3(; 

O. 91l3f· __________ ...:..... ·--------;-- . -.----'-·--··--·· .. -~- .· 

TABLA DE VALORES CRITICOS DE ·¡., AL l t Y 5t PAQA PRUEBAS DE 2 ABERRANTES EN U~~ MUES~RA ~ORMA~ 
MliLTIVARIAD~ CUANDO ,, Y V SON DESCONOCIDAS, Y LA PRUEBA ESTAOISTILA eS 

r -= min . 2 . . ' 

.·· .. · 
.. -. 

-----~------------=-_.:.__.:._ ________ .;..___; ____________ ...,. _ _.. 
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