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I N T R O D U C C I 0 N 

El presente trabajo surgió de los conceptos fundamenta_ 
les de la Teoría Clásica de Probabilidad (axiomática) y de los 
relacionados con éstos en la teoría de Probabilidad desde el pun 
to de vista de Subconjuntos Borrosos. 

Teniendo como objetivo el mostrar que existe un enfo_  
que diferente de la Teoría de Probabilidad, en el cual los con 
ceptos clásicos son susceptibles a ser generalizados, logrando 
así una simplificación y un planteamiento de problemas que qui 
zás antes no habrían sido posibles. Y al mismo tiempo crear Ui.  
na motivación para el estudio de esta teoría v/o el surgimiento 
de otros enfoques, para que así la Probabilidad pueda ser utili 
zada de manera óptima dependiendo del problema en cue--;tión y no 
restringiéndose únicamente al punto de vista clásico. 

En el Capítulo I se presenta una recopilación de los 
conceptos fundamentales de Subconjuntos Borrosos que son necesa 
ríos para el tercer capítulo. 

En el Capítulo II se hace una revisión de los concep_ 
tos fundamentales de la Teoría de Probabilidad Clásica. Para -
que en base a dstos se pueda hacer una analogía de los dos enfo 
ques. 

En el capítulo III se revisa fundamentalmente la obra 
de Kaufmann, en cuanto a la Teoría dé Probabilidad Borrosa se -
refiere; exponiendo algunos ejemplos y analogías con la Teoría 
Clásica. 

Para finalizar el trabajo se presenta un ejemplo i 
lustrativo desde el punto de vista Borroso y su relación con 
la Teoría Clásica así como las conclusiones correspondientes. 



CAPITULOI 
TEORIA DE SUBCONJUNTOS BORROSOS 

El significado de la palabra Borroso es que un ele 
mento es miembro de un Subconjunto solo de una manera incierta; 
a diferencia del concepto tradicional de pertenencia en el cual 
solo hay dos situaciones aceptables para un solo elemento: ser-
un elemento de o no ser un elemento de un subconjunto; cualquier 
lógica formal o Booliana, tiene esta base. 

Entre los autores que se han interesado en el concep_ 
to de Borrosidad está L.A. Zadeh, quién introdujo la noción de 
membresU ponderada, es decir, un elemento puede pertenecer más 
o. memos aun subconjunto y de ahí introducir el concepto funda 
mental de Subconjunto Borroso. 

Se utiliza el término de subconjunto borroso y no de 
conjunto borroso debido'a que un conjunto borroso nunca será 
un conjunto referencial, el cual siempre es un conjunto ordi_ 
nario, es decir, una-colección de conjuntos distintos y bien-
especificados. 

En este capítulo se enuncian las definiciones y con_ 
ceptos principales de la Teoría de Subconjuntos Borrosos, y en 
particular aquellos que se vana utilizar después. 

Si el lector desea profundizar o ampliar los concep_ 
tos aquí presentados puede consultar en la bibliografía cita 
da. 
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1.1.- CONCEPTO DE SUBCONJUNTO BORROSO 

Sea /9 un conjunto de E y X. un elemento de E el 

cual puede pertenecer o no a /7 o solo una porción de él, es 

decir tiene un nivel de pertenencia: 

Si tomamos una función de pertenencia ja.,4C.X)la 

cual toma valores en el intervalo 	11 , O 	.z fi 4 

y 1 Si Xasi ja (x)está cercana a cero se puede decir que JC. 

es un miembro de Ñ en forma pequeña, al contrario si 

está cercana a uno se dirá que X. es un miembro de 14 en forma 

grande. 

Entonces un Subconjunto Borroso A  de E es: 

(X, )111(x)) / 

donde E es un conjunto de parejas ordenadas que puede ser nu_ 

merable o no y "0(x.) es una función característica de per_ 

tenencia la cual toma valores en un conjunto ordenado tl)(con,  

junto de pertenencia) e indica el grado o nivel de pertenencia. 

1 donde el orden de M es el orden usual de los reales. 
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1.2.- OPERACIONES SIMPLES EN SUBCONJUNTOS BORROSOS 

Sea E un conjunto y M su conjunto asociado de perte_ 

nencia, y sean A y g dos subconjuntos borrosos de 

entonces.: 

i) Contención: 

si: 

c 
sc E 	, 	(x.) 	AL (x) 

ti 

ii) Igualdad: A. 

si: 	.x. €. E , a (x) = L8 (x) 

iii) Intersección: A n B 

se define como: VXE E (24=h n(i,t,2(x),pe(z)) 

Unión: ./ 	@ 
se define como: ,eua (x)  max. 	A bc) , ja. 8(x.)) 

y) Complementación: 

e y Q son complementarios si: "1  x. E E, 	 1-)A4 (z) 

notación: 	rl 
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vi) Suma Disyuntiva: 

se define como: (eil)u(e7u.p,). 

vii) Diferencia: 

está definida por la relación: F4 	= Arlá 

1.4.- SUBCONJUNTOS ORDINARIOS DE NIVEL oK' : 

Seac(IIM)e llama subconjunto ordinario de nivel oiC 

de un subconjunto borroso A al conjunto ordinario: 

/c4,1/  = 	x- 1 µA (x.) 7. os 

1.5.- SUMA Y PRODUCTO ALGEBRAICO DE DOS SUBCONJUNTOS BORROSOS 

.Sea E un conjunto y Mi su conjunto asociado de per 

tenencia, y sean 9 y 11 subconjuntos borrosos de E enton 

ces el producto algebraico A • 	es: 

4 z G E : 
)14* tx) 

 _ 1l- At X)  • P*8 (X)  • 

De la misma forma se define la suma algebraica de estos dos sub 

conjunto.s denotada por 
	+ 	es: 

x- E E : 	)1. e+ 1..1  = )( Á. elDIJ - pi(z) 
Si kl = 1 0,11 esto es, si estamos en el caso de subconjuntos 
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ordinarios entonces: 

pn8 = 4 • 8  

PuS = A+ B. 

Propiedades con respecto a la suma y el producto: 

= 
=÷ 

(9. • 13, ) • 	= (1 • ( @ • 

(f3 	8)4- 	+-(8 +e) 

A • 56 = 

÷ = 
2.g 
Q  + E F 

R4-8 = A— . 

1.6.- GRAFICA BORROSA: . 

Sean .4E1 y Ez, dos conjuntos y X un elemento de E 

Y d un elemento de Ez.S.ea elconjunto de pares ordenados 

( A:, 9 ) definidos en el conjunto producto E, X  E 2. en_ 

tonces el subconjunto borroso 
	

talque : 

1.(x,i3) c E, x E z 	 (7-,4) G 	, 

donde /1 es el conjunto de pertenencia de E, x E L  es llama 

do gráfica borrosa. Esta definición se puede generalizar que_.-

dando de la siguiente manera: 
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Se.z.:_n 	xE z  x... E n 	un conjunto•producto y 	X 	E £7 ¿ 

el subconjunto borroso g  tal que: 

4 	( aco) x  :Z) C n) ) < 2 	• • • x P n 

	

xCI•1 	 x(11) ) E  /I 

	

J 	J • " • 

dcnde M es el conjunto de pertenencia de E, xE.,?)<•-•xEr) se lla_ 

ma Gráfica Borrosa. 

- RELACIONES BORROSAS: 

Sea P un conjunto producto de n conjuntos y 

s.'7 función de relación; una n-ésima relación borrosa us un sub 

ccc.junto borroso de P9  que torna sus valores en PI . 

nc,-.-..ación: una relación borrosa en E, Y E2  se escribe como: 

ze E l , 91E2 	az A2 9 . 

representa el máximo con respecto a JC 

'\ representa el mínimo con respecto a X . 
z. 

P":-Dyección de una relación borrosa. 

Se' define la' primera proyección de ig como: 

(I) 
itt. /2 	(7<.) = 	ty /1,1 12.  (I/9) 

11 segunda proyección se define como: 

4
(2) 	V p (x19) 



la proyección global como: 

h 	) 	Y. Y /-i.€ (x.(3) 

y P.E (x,b) 

J1(4) = 1 ,se dice que la relación.es normal. 

h (I) C. j ,se dice que la relación es subnormal. 

Unión de relacíónes borrosas 

Si ki — ,??1,1 son relaciones borrosas entonces: 

144Ufl zU-..U1,,(  X19) 	 •-»* 
~ 4  

Inzersección de relaciones borrosas. 

Si Q1 1..,, g n  son relaciones borrosas entonces: 

	

P Q, n 	n gr, ( x,L3) = ir\z. Jus, (zis) • 

SL:.ma algebraica de dos relaciones borrosas. 

(X,13) = 	( X,I.J) 4- plit(X, (3) — IL 	()C.Y) . )hl¿  

Producto algebraico de dos relaciones borrosas. 

jit R..12 2  (x,t3) = 	(x,‘3) • µ e,(Jt,;() . 

Ccaplemento de tina relación borrosa. 

	

V (X19) 	rz 

7 
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1.8.- COMPOSICIÓN DE DOS RELACIONES BORROSAS. 

Composición Max-Min. 

Sean 2. C XY 	Y 
	c 

ne la composición max-min de 121 y 122 como: 

,se defi 

okf (x,Z) y- 	) 	( 9, .¿ 

 

donde 
X"1 X, 1“ 

Composición Max -prod. 

  

Ja  • 

1.9.- SUBCONJUNTOS BORROSOS CONDICIONALES. 

Un subconjunto 	& ( x) C E...2.  es condicionado en E.' 

si su función de pertenencia depende de x E 2F, , como un 

parámetro, entonces: la función de membresia condiciona1 será - 

iLL 8  ( 
ti 

donde x e E, y.  y E  Ez . 

Si un subconjunto ./.12C IF, , 	induce a un subconjunto bo_ 

rroso 	C E z  entonces su' función de pertenencia es: 

denotada por: 
1 

( th) = Max. ( M; r) 
xQ 

(`311x) ,/A( .x.)1 
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Sea X C E, y Y C E z  ; supongamos 11 es una 

relación borrosa entre Ei y El , si 	entonces 8 4  

através de la relación ti 
	es decir: 

// A etí-4. El  "  
si jak  (3c 1 9) 	es la función de pertenencia de la relación 

borrosa á , /43(Z)de 2 y j£113  (z) 	erlonces: 

fri-8(1) = Max Min{ µA (x) , 	,3 )1 
x‘ E, 

1.10.- PRINCIPALES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BORROSAS. 

Sean E, = E .2.  E Y 	/I/ r-  [o, 

i) Simetría: 

Una relación borrosa binaria simétrica está definida por: 

4(2,9)E Eix E2  : 	 j.4, ( x, ,$) 	=> ( p. a  (Y, x.) = M 

ii) Reflexividad. 

(x,(3) E F, x E2 	 (X', 3C) A. 
iii) Transitividad 

Sean X. , y , ¿ E E entonces: 

( z,9) , (9, i) 	tx,í) G E xF • 

( z,¿) >, Maz { 	frt (x,$) 	(9,i) ) 9 

jtíz (x,¿) 	V [ 	(x,13) 	µ á(4,¿) 



Las propiedades aiteriores que definen la transitividad pueden - 

ser representadas por: 

a o C 



CAPITULO II 
TEORIA CLÁSICA DE PROBABILIDAD 

La Teoría Clásica de Probabilidad surge de la noción 
Intuitiva de frecuencia, es decir, si un experimento E es 
realizado Al veces "bajo idénticas condiciones" y en 4/(R) 
:Le estas veces se observa que ocurre el evento X? entonces 

A/( ) diAJ 	tiende en el límite cuando itJ tiende a infini 
.loaun número p , <3.1-pli al cual puede llamársele la 
zrobabilidad de que el resultado o conjunto de resultados ocu 
rra. 

Para la construcción de este modelo se define un es 
zacio maestral Jr1 finito no vacío en el cual para cada posi :- 
ble resultado del experimento corresponda un elemento W e-a 
7eniendo que para un mismo experimento puedan corresponder di 
j'erentes espacios muestrales escogiendose el más adecuado para 
el experimento. A cada evento A  corresponde un conjunto en 

y se dice que A ocurre si sólo si el resultado u) E 4c11. 

Esta forma de definir la probabilidad nos lleva a - 
zonsiderarla como una función la cual asigna un número no vega 

( [o, 13) a conjuntos A de resultados; con las siguien_ 
--_es propiedades: 

P(n) = 1 
n s =cp=> p(Ave) .7. P(R) + P(s) 

Para todo subconjunto P de 	puede asignarsele 
la probabilidad: 

P(A) = 	Si e 	donde 

	í si solo Si 	(.4.4: e 
o  otro caso 

y /Les,- . 	Piki son las probabilidades asignadas a los con 
juntos simples .1(4,11441, - 1(4441 en donde c.J.,tx4,...,14u 	.72". 

El desarrollo subsecuente de la Teoría de Probabili_ 
5ad fué como en cualquier otra rama de las matemáticas, su cons- 
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trucción a partir de axiomas como, resultado de una acumulación 
de hechos y análisis lógicos de los resultados obtenidos con 
el propósito de revelar la base actual de hechos primarios. 

La construcción axiomática de los principios de la 
Teoría de Probabilidad proceden de las propiedades básicas de 
la probabilidad cláica y de las definiciones estadí'sticas,o 
sea,que la definición axiomática incluye ambas definiciones la 
clásica y la estadística como casos particulares y cubriendo a 
sí las deficiencias'de cada una de ellas. De esta forma es po 
sible construir una perfecta estructura lógica' de la Teoría 
Moderna de Probabilidad. 

A.N.Kolmogorov propone una estrecha relación entre la Teoría 
de Probabilidad y la Teoría Moderna Métrica de Funciones y tam 
bién con la Teoría de Conjuntos. 

En los axiomas de Kolmogorov el concepto de evento -
aleatorio no es primario; sin embargo, en la definición geoml 
trica de probabilidad sí es importante; una región Cí del es 
pacio es examinada (una linea recta,un plano, etc.) en la cual 
un punto es elegido aleatoriamente; aquí el evento aleatorio 
cae en una cierta subregión de q . Así todos los eventos a— 
leatorios forman un subconjunto del conjunto de puntos Ca 
Esta idea es el concepto general de evento aleatorio en los a 
xiomas de Kolmogorov. 

Kolmogorov parte de un espacio 171. de eventos sim_ - 
ples, más tarde fué considerada una familia ár de subconjun_.-
tos de fi. , los elementos de F son llamados eventos aleato_ 
ríos. 

Los requerimientos para la estructura de F.  son: 
i) F contiene a AL 
ii) Si A y 8 (subconjuntos 'de 	) son elementos de 
entonces P-18, Pe 'incluye:14°4c  y 4111c  también lo son. 
iii) Si los subconjuntos A/a, A/x, 	Rnr.del conjunto -fi. 
son elementos de A:" entonces la suma 41i+;  X7,2  4 - é .4 4 • - 	y 
el producto iq 	... X7n 	también son elementos de A" . 
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El conjunto f (clase de eventos) así formado es un Campo de- 
Borel, otro término que se usa para llamarle es " 	-Algebra" 

Axiomal.- A cada evento aleatorio P que está cante 
nido en el campo 1.  está asociado un número no negativo P(4)-

llamado probabilidad de A; . 

Axioma 2.- P(.n..) = 1 . 

Axioma 3.- Si los eventos 
mente ajenos entonces: 

al , 42  , -• son mutua_ 

Lema 1.- 
i) La probabilidad.del evento imposible es cero. 
ii)para cualquier evento A : 

	

P(Pc) 	P(J9) 
iii) O 1 P(P) 1 1. 

iv) Si q está contenido en C3 entonces: 

P(P).1 P(8) 

v) Sean P y 8 dos eventos arbitrarios no ajenos entonces: 

P(.c) 4 8) 	P(4c) P(8)-- P(41,3) 

• P ( +8) 	P(P) 	P (a) 

por inducción tenemos: 

P ( L.9 , P2  + • 	+ ,$) 	E— P(ni) 

Propiedades de la Probabilidad. 
P ( a) P(qms) p Rcns) 

Un espació de probabilidad se denotará por: (11, 1:1 , P) 
donde 	es un conjunto, un 	Q -íi1iebra de !nlbeQnJunt,os Fi 

y P es una medida de probabilidad definida en A . 

( U n1 ) 	p(ch) 
¿.. 
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Teorema 1. 
0.• 

i) Sean A n , np, t eventos . Si ig 	A72  C 
	

Y 	 ; 
2r, 

entonces: 
r)«-. 
	P ( A") = P 	) 

ii) Si ADAD 
ou 

y L2- ru? n 	entonces : 
•-• 

p(4) 

De finici6n1 . - 

Sean A y 8 dos eventos tales que p(n)> 0 entonces la 

probabilidad condicional de 8 dado 12  , PI  a  /A  ) es de fi 

nida como: 

P (8/P) -- 
p(8r)n) 

P( 4 ) 

Sean Q i, . Q2  , . •: • s an n eventos mutuamente ajenos con 

ni6n igual a 	, sea 8 un evento tal que P(a)>0 y su -  

pongamos que P ( 8 I nk) y P (ni?) están especificados para - 

LIkIn entonces: 

p  (p.:18) 	P(a¿n8) 	P(Z¿) P(Biaj  
P(8) 	P(an f )( 81a12 ) 

k«, 
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Definición 2.- 

Dos eventos A y 8 - son independientes si solo si: 
P (nE3) 	p(') p(8) 

Definición 3.- 

Una variable aleatoria X discreta, valuada en los reales, en 

un espacio de probabilidad (n., 	P) es una función 

con dominio II y rango finito o un subconjunto contable infi 

nito 

 

de números reales 2 tales que: 

    

 

c-k) : X ( (D) = ami  es un evento para toda i. 

    

Definición 4.- 

La función 1 valuada en los reales (definida en Aa ) por 

1
.(7.)1-,F)()(4X) se llama función de densidad discreta de 

. Un número JC es llamado un posible valor de )( si 

f(X) > 0..  

La función de densidad f de una variable aleatoria X dis 

creta tiene las siguientes propiedades: 

0 	, x e 2 

ii) 	: ( x) # 01 	es finito o un subconjunto infinito 

contable de 	. 
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Sean 	XI, 	 entonces 
	) 

La función de distribución de la variable aleatoria 

o de 'la función de densidad 1 es: 

) — ao í 

Definición 5.- 

Un vector aleatorio X discreto r-dimensional es una función 

X de .fl. a h?r  tomando un finito o infinito números de va 
• 

lores 	.3CO, 	tales que: 

4.), X (W) z 	C._ 	es un evento para toda i. 

Entonces la función de densidad está definida por: 

( XI  • • • $ 	r) 	p 	= X, , 	Xr 	f 	. 

La probabilidad de que X esté en el subconjunto 

de  Q
r 

se puede encontrar de la siguiente forma: 

PI XE Al 	f( x ) 
7c€4 

Sea 
	

X 	( 
	

un vector aleatorio 

r-dimensional con densidad F entonces la función ¡ es llama ..... 

da densidad conjunta de las variables aleatorias 	X s , Xa, • •• , Yr 

La función de densidad de la variable aleatoria 	XI: es enton 

ces la i-ésima densidad marginal de X entonces: 



P[ 

=b 

p y i )‹ 

r 	" -z¿ 
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Si se conoce la densidad conjunta de dos variables aleatorias- 

discretas X Y y entonces se puede calcular f 
	

de X 

fy 	de 	

• 	f,c(z) = 	x, 9) 

-Py (<3) 	= 	z. 5). 

Definición 6.- 

Sean 	r-variables discretas con densidad es 

1; 	 respectivamente, entonces se dice que estas - 

variables aleatorias son mutuamente independientes si: 

:ce) 	(X,) 	 f ( xr) 

Sea )( una variable aleatoria discreta que toma un finito nú 

mero de valores ;CI ,X,t)  .-,31r entonces el valor esperado 

de )( es: 

E(x) 	E x; Trti.) 
(.1 



N(.51-:se que si 

d. mida por: 

es una función de densidad entonces la función 

F (x) 	 d 	_ oe% G x 4 Oc 

00 
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Definición 7.- 

Una variable aleatoria )( en un espacio de probabilidad Un. ,f), P) 

PES una función real X ((0) , Ui E 11. tal que para 	o0 < X G oo 

LU 1 X ( 	 es un evento. 

Definición 8.- 

Un:1 función de densidad para una variable continua es una fun 

c:.7 no negativa tal que: 
00 

= 

es llamada función de distribución continua la cual satisface 

la.z siguientes propiedades- 

1 
	() .4. P(x) 1.1 	klx, 	3).- 

	F(-c...) .0 	y F(4- t'e) 

) - 
	F ( x.+) 	F( x-) 	x. 

Si 	X,,12,-, X n son variables aleatorias y tienen 

f!,:nción de densidad conjunta, entonces la función de densidad 

ccndicionaI de YM41) 	X n  dado 	, Xm es definida por: .—o 



rl  i 	• • • 

x rn 4 3  
IT1 4 t 	• • • • 

P . ( x 	.x.n) 

1, • 	X rn  

Definición 9.- 

31'3, X una variable aleatoria continua con función de densidad 

, entonces la esperanza de X es: 

E (X) = 	x 1(x) Jx. 



CAPITULO III 
PROBABILIDAD EN EVENTOS BORROSOS 

El objetivo de este capítulo es mostrar como la no_7  
ción de un evento borroso puede tener un significado preciso -
en el contexto de subconjuntos borrosos. Esto es, consiste en-
su mayoría de definiciones y en general la teoría presentada 
tiene naturaleza preliminar. No se intenta formular las definí 
ciones rigurosamente, ni se intenta explorar en detalle cual l-
quiera de las trayectorias a lo largo de las cuales la teoría-
clásica de probabilidad puede ser generalizada através del uso 
de conceptos derivados de la noción de un evento borroso. • 

Se introducirán algunas comparaciones con la teoría-
clásica de probabilidad. Se darán ejemplos únicamente en aque_ 
líos temas que así lo requieran pudiendo el lector recurrir a-
la bibliografía citada. 

La noción de evento y su probabilidad constituyenlos 
conceptos básicos de la teoría de probabilidad. CoMo.se  vió an 
teriormente un evento es una colección específica de puntos en 
el espacio muestral, en contraste con la experiencia diaria en 
la cual uno se encuentra frecuentemente en situaciones en donde 
"un evento" es un borroso en lugar de una colección específica 
de puntos. Por ejemplo, los eventos mal definidos: "es un dia-
templado", " X es aproximadamente igual a cinco", "en veinte 
lanzamientos de una moneda ,hay algunas águilas más que soles" 
son borrosos debido a la impresición de las palabras utilizadas. 

Los ejemplos expuestos tienen la intención de mostrar 
posibles formas de definir algunos de los conceptos elementales 
de la teoría de probabilidad en un contexto más general en el 
cual los eventos borrosos son apropiados. Parece que hay mu_ -
chas conceptos y resultados en la teoría de probabilidad, teo-
ría de la información y campos relacionados que admiten tal -
generalización. 

En este parágrafo se tratará la noción de valuación 
siendo esta una definición tan general que puede considerarse-
una medida como un caso particular. Para que una familia de -
subconjuntos vulgares sea medible debe de constituir lo que se 
denomina un Cuerpo de Borel donde en particular si se encuera 
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tra un subconjunto se debe encontrar su complemento. En contra 
posición con este 'concepto en los subconjuntos borrosos la pre 
sencia del complemento (pseudo-complemento) no puede ser reque 
rido ya que 	A n e¢  c y 	A U A#  E' 	si 14. es es 
trictamente borroso, por lo cual se considera una noción menos 
fuerte que la de un Cuerpo de Borel que se denomina "Semi-cuer 
po de Borel", estando sujetos así la noción de valuación a es 
te concepto así como una medida a un cuerpo de Borel. • 

Otra nota importante es: una medida debe ser aditiva 
mientras que para una valuación solo se considera la monotonía 
de la inclusión. Entonces podemos llamar a una valuación una -
"medida borrrosa" 

Se examinará el concepto de valuación de subconjun 
tos borrosos y el caso particular que constituye la probabili 
zación de los subconjuntos borrosos. 

Se propone llamar "Sensación" a un subconjunto borro 
so valuado, así como es llamado "Evento" a un subconjunto vul 
gar medido en probabilidad. 

Se pueden definir para la valuación nociones condi-
cionales y a posteriori así como se hace para probabilidades -
Donde se verá como y bajo que condiciones puéde hacerse. 
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Definición 1. 

Sea un conjunto vulgar E considerado como un referencial y - 

una familia MI de subconjuntos borrosos 	A C  E es decir: 

1.! 
	

con 
	L = [ci , 1] 

Si las condiciones siguientes se satisfacen .dse llamará un-

"Semi-cuerpo de Borel". 

La pareja ( E ..01) será llamada "Espacio semi-boreliano". 

Es claro que: un cuerpo de Borel es un semi-cuerpo-

de Borel Mientras que el recíproco no es cierto. 

Aunque no se demostrará, ni se darán preámbulos al-

respecto, se puede encontrar que: 

1).- Un semi-cuerpo de. Borel tiene la configuración de una la 

tiz distributiva. 

2).- Un semi-cuerpo de Borel constituye una topología borrosa. 



- 23 

C.:-;,finición 2. 

Una valuación th' es una función de J/ 12+  en 	tal que: 

1)-(1)). 	y 	b- (E) 

.- si Ele-4 	Y 11 E '11 
	c 8 

entonces 	 ( 8 ) 

Lata propiedad es llamada monotonía en la inclusión. 

La terna ( & p 	7P) se denomina "Espacio semi-

bDreliano de valuación V-1  ". 

C7,mo una primera ponsecuencia podemos demostrar las siguien_.-

les propiedades: 

(d, §) .€12' 	b-()3.(-)@)>, 	(e)v 2,-( 8 ) 

V 	@}€ -Z z 	7)-  (e./Q) •• 	( e) A 	( 113  ) 
Demostración 

	

Se sabe que e C. (QUI) y ,tceui? 	=5 

?)-(Q) 	D-(fjue) 	y 	I,- (1)5 7)- (9,,U A1) 

b- (e) v 114B) c  b_(qua). 

2.- Análogamente se tiene que 	igncf:1 
	

Pn8 
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(13n1) 	tr ( 14,1 ) 	y 	en1) 	(§) 

b-(en1) 1 1J-ce) /y(q) 

Una valuación en .td tal que 	9.  1 e 1 11) 1. 4 4  

"J› (QV1) z-. ?fr(e)y v.(11) se dice que es " F - aditiva", 

esta propiedad es análoga a la propiedad aditiva de la medida en 

;ubconjuntos vulgares). 

Todo subconjunto borroso 9. e E tal que 	e E 

.-ss llamado subconjunto borroso 	fiJ -valuable. 

Se harán las siguientes observaciones: 

.).- Una medida en g? es una valuación en 	y el reciproco - 

no es cierto, ya que en la noción de medida'se pide la pro--

piedad de aditividad: 

( nne=gb) Tz) ( »1  ( 4U 8 	ni (P) 	rn ( es)) 

donde una función 'TI (A) de conjuntos se llama medida si 

satisface: 

í).- el dominio de WI(:1 ) es un algebra 	174 de conjuntos: 

nr/ : ti& 	A2 t.  
ui 	 ( 	es aditiva, esto es, para cualquier descom- 



56 E —C 

ig e r 

8 e 7: ,c)  (pn8 )e 

A 	c51  
b) 

c).- 

donde Aá E 7: son disjuntos dos a dos y 

A c 

A. es un con 

junto dado tal que 

.- 25 - 

posición finita 	Pr4 = Po  U tU • • . vgr, 	de un conjun 

Ñ Á 
	

Cln se cumple: 

L 7r) (P 
Gar 

se define como: un sistema de conjuntos 

las siguientes propiedades: 

donde un algebra 

C que satisface 

to 	G 	en conjuntos 

«Yr) ( ) 

pemoscraci61 (una medida es una valuación en 'el). 

i)- 	(1) . 95u  95 
	

'11 (0) = rn (SZU0)  

m (95) +' m (0 )  

ni(95 

7 '11  2 ( Ø)— t(Ø) . . o 

rn ) ° 



- 26 - 

(1) 
Como kn : V 	X2* y se sabe que es isomorfo 

a Q entonces podemos normalizar hl de tal forma que 

1,0,0sin perder ninguna propiedad, de esta mane 

ra se tiene que 	»1 (Z') -2. 

iii) 	Pe 8 ; A e C , 	E 

U 	8,2  disjuíltos - dos a dos. 
11:11,  

con 8, 111. rQ  el primer conjunto dado 

É l"(8k) = rrq4) 	f-M(8h.) 	r11(.8)?/ )11 /4 ) 

Qat 	his¿ 

2).- En un semi-cuerpo de Borel no interviene la pseudo-com- 

plementación, y DceE 	(x) 	 (x) 

lo que no impide que en ciertos casos se le tome en cuenta 

3).- Una ley de probabilidad es una valuación y el recíproco. -

no es cierto. Se demostrara más adelante. 

Ejemplo: 

E 
S€.,a el referencial E r- Q, b, e, dl 	y la familia A¿ C 

la siguiente: 

1 donde M es una medida finita. 



d 0. k, e 

1 o o o o 0.2 

c a 

Af9 
2) 

1-0.z  

3) 

E d 10.z1 	o. 21 o. 1 

eso 

10 e 

0.1 0.2 u 1 0.9 1 1  10.21 b-37 

J 1  11 1 
1 111 1 

-- 

abcd  

1°,41 1 1 0.3 

(/)€¿ 	Ee¿I 

oj€  

1) 

1 o E 

Anlogame'nte con los demás subconjuntos obtenemos. 

u 

u 
E 

• es un semicner lo de Borel• 

u 

0. ID -e ct 
0.11 

a_ 6 c d  
lo<41 1  o3 19.41 153]0.31 

a. 1 
al 

c 	d 

110.31  

a. 6 c d 

102103\ (72.57. 	0.1  

d  6 	d 
L0.2 f o. ja31 0.11, 10.91 I to.zio.3  

a. 6 c 
• 0.11 

R. 6 c 

0.1 0.1 0.2 

0.1-1 

1 0.2 0.7 
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=o o o lo o 1 

0. zi 0.y1 I a 21P:1 

( 10.411 4 531031 o. 0.4 o.' 

t I  

11- (1o.z  
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x. 

b (54 1 1  1 [19.31)  r: 0. 4  

= o. 
 

A 	(x.) ) V 	(z) 

0.3 

b-(Flo.11o.3to31)  

( 

0.3 

O . 1 

0.1 0.2 0.1 

   

o.1 



- 29 - 

PROBABILIDAD DE UN SUBCONJUNTO BORROSO. 

Se considerará un tipo particular de valuación en el espacio 

semi-boreliano 	J) que está dada por: 

)S 	 XEÉ 

z:  1.()z  d (z) 

donde 	es una regla de probabilidad de distribución a_ 

cumulada sobre E tal que 

f (X) =. 

Demostración ( 	es una valuación). 

"L-( CP) = 	(o) d 	(x) = o 	> 	( E 	= 	I d F(x) _1 

e 	 E 
Séa 

AC 8C E. 

11- 1. (z) 	- 	», 	x,) d F (1.) 

E 	 E 

(ji-1(z) 	1(z)) á F (-x.) 7/  o 
E 

ya que: 

1) Es decir que 	X 6 E , 1,k x (x) es medible. por 
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x EE 	/18  (z) - ju fq  (x.) ), o 	entonces 

).8 (x) c:11 	— 

E 

/11(x) el 	(.7z1 	11.A. 4  (x.) (211- (x) 

E 	 E 	e.  

9,- • 

De acuerdo con la Teoría de Probabilidad Clásica 

la valuación 2)-(1) dada de la forma anterior representa una 

"Esperanza matemática" la cual satisface los siguientes 

axiomas: 

'E 
1).- Sea una familia JC. L 	L %L 

r 
'Oil.'

1 
un semi-cuerpo de 

Borel. 

2).- Para toda A E 	se definirá una valuación como la 

anterior. 

) ci >,o 



- 3i - 

3).- Donde la valuación satisface quel 

b- (eun +/)-(6 n e ) 4 	-Í9 	( 
Si se compararan los axiomas anteriores con los axiomas de 

Borel-Kolmogorov" de la teoría de probabilidad se tiene -

que: 

i).- Se puede observar que el axioma 3 es una generalización 

de la noción de aditividad de la teoría de probabilidad 

cuando 9/1 8 4 95 

ii).- En los axiomas 1, 2, 3 no interviene la complementación 

ya que no es posible. 

iii).- Si se examina la valuación así definida, se tiene que 

la distribución r(Z) está definida en la forma clási-

ca sobre E en donde los subconjuntos vulgares for-.  

man un cuerpo de Borel o si se prefiere una latiz de 

Borel. 

1).- si ÍV)8ne 11) entonces b-(AUB) = 2Y(4)-4.2)-(Mno siendo el Y 
recíproco cierto. 
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le demostró anteriormente que los axiomas 1 y,2 se satisfacen. 

axioma 3. 

4 z e  E 	AuB (z) + 	qn8  (x) 	(x.) 
donde 

PI e  u t (7 -) = 	( ja 	11.1,  ( /c.)) 

y- a ng (x-) =. A ( ip. xi (x) 	g  tx)) 

i) 	SZ 	e€2.1 c g  (x.) ) entonces 

AUt 	(X) 	/0.. ix.) 	y 	14- A n 	( 	(x ) 

9/@ zi 	 jtJ• er1B 	9). a(X) 	e, (x) 

A (X)  , 	entonces 

)(I e u 1, (x) = 1.1  (z) 	
Y p 9,,n1 	= 	8 (x) 

P-  eu 	"'IQ^ (z")  = fr- e (X) 4 	5 
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Debido a que la integración es una operación aditiva be tiene: 

lultx)dF (z) 4. 	µ4r18 (xl.ciF (2-) = 	"4,1 n(x.) dF ex) 
-‘ E 	 E 	- 	 E 

Ll (x) V(z) 
E 

entonces: b-( eu8)+ b-( 	) = 2r(e 	b- 

Debido a estas razones se tiene la siguiente definición: 

Definición 3 

Sea X e sic 	L :10,1] entonces se define como "probabilidad 

del evento borroso X " a la valuación dada como:
0) 

7)-( 	 (r.) ci 	z) 
e -  

La cual tiene las siguientes pr'opiedades: 

1).- Si se define la pseudo-complementación de un subconjunto 

borroso cana: 

V xeE, 15E erf 
	pr 	) 

	
1. 	Pr( 13. 

contrariamente a lo expuesto, lo cual no es imposible si 

ée J. 
2) .- 	A ,8 E 

pr ( QUI) + Nr ( en 	= pr (e) 4- pr 

1) Nótese que la definición dada está en función de la definición 

que se dá en la teoría clásica a la probabilidad. 
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::. 	.. A n 15 .. ,;6 	( lo cual puede suceder, pero no es de pri 
M 

mcrdial importancia para los eventos borrosos) entonces: 

, 	p r ( 9 U 9) = pr ( 9) + pr ( 9 ) . 
decir que los eventos borrosos son ajenos 

La fórmula 2-i) se puede generalizar de la siguiente 

rma: 

pr elUez ) 4- pr cmcj, = pr e1) 	pr (19 a ) 

cual se puede escribir como: a a 
pr ( 	cIL) 	pf. ( n 	E pr (ni.) 

lo que: 
1 	. 	 2 

Pr 	U n¿) 	pr 9¿) - pr (n (-1¿) 
c, 

pr 	( giU9.1)(19,,51 + pf [ ( O, 	)ne3]- pr (01u92 ) + pr (113 ) 

tituyendc a) 

c ) 	pr (91) 	pr (94)- pr 9/191) pr (ga )- pr {(C10,92,)0e.31 

p r 	e¿ - pr  (einez)  pr ((gin 9,,)u(P z.nn,)) 

Justituyendó la fórmula 2-i). 

	

;t •Pr• 2¿)- pr (9..9,9a)-(pr (e, n.,93) E pr 93 	De) 

• - pr (9,193 n na  n.ea)) 

L pr (n¿)- L pr ('),ni ) 	 n e,) 
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ara N . 
71 

?r U Pr  91-) pr 

4 	pr ( 	 r))5 	 t ) 	 • 

ar. • 
e = 4 

C <S C. {, 

ebo 	. 
. 	4- (-) pe ( g. n 	n 	n en ) 

Demostración. 

:'ara N+1. 

Pr  9,a ,u 11,4,) - 
n 

pr ( 	(14. ) - 	( U ni:09.44.) L. por 2 í) 

Sustituyendo la fórmula para N 	
T
n 

n  p 	 pr ( 	nA,n 9 t  0,)- «E pr nznns) L.  la I 

Ce La 	 5 I 

?<5 	 <LSCt 

- 	( -1) 1%4'  pr (114n e a n 	n 	pr 
n 

- pf ( U (I, n-4 t 
Cr I 



Pr  Ls 1  

) n4 1 
4. -  n n in n 4 
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pr 
	( Mi 	 pr 	ne„ 	p r (9,n9r,4, nes) 

s 
t: 

P ( 	ne. r144 nos n 

::i'..1.stituyendo. lo anterior. 
n4s 	ni% 

F U (.. P (  (rgi)  

n 
ne s ) - 	pr(E3c nf).„4.) 

t:r-s 
Szi 
¿cs 

C•zi 

Pr (Z)1 	eln n.t.) 

4:=4 

t=1  

4- L P 
5 34  
(.¿.5 

n 	▪ , )(141 

- 1) 	pr ( 	c1 L. n 	n-4.) 

pr (1:1 
n+ I 

Les  

ics 

pr ( (O,: 1 e ri 9.4) 

n+2 
• • 4 	pr 

r 

( n
i41 	

i). 
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Ch.1,:finición 5. 

Izra dos eventos borrosos 
	e 	y 	 se define como 

pz-obabilidad condicional a:  

Pr ( 
	

r 	" 

p r  
ci,:›nd e p ( 
	

O , sin embargo hay que mostrar que la proba 

condicional es una valuación. 

EtJamostración: 

Pr ( )  

. 

	

	 x.) nx- )  
E 

P- 4). e 7")  = ))- 	x-) 
P f  (4). 1) 0. o 

P 	b 	- o. 

pr ( E 1 í¿) 
pr 1) 
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pr ( E. §) 	 (x) dF(x.) 

p, 	(x) • u. 8  ty..) 	(x.) 
E 

P • g (z) 	F(x) 	P r 

E 

Pr E i 	• 	P r  ( 13) 	-1 
Pr 	- 

Sean • 9 1 3e21 	111  

€ E : 	9., c. 92.) 	( Al 	C 

=.1 
	

X. E 	), q,. e, ( go • 1. /
(A  

E 
	8 	c;•1 (x) 
	

P`' e 2: e (x) d P(x) 

p r (19,s1) 	P r (9 2; B) 

P  r 	31 •B) 	 pr(2.• e) 

pr (e) 	 pr(8)  

I 

	

( 	 P r ( 9 7- 	) 
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A continuación se demostrará que la probabilidad con 

diclimal cumple con las propiedades de -una probabilidad. 

(el u 9,2,)- 	r».e2) u ( 
(Gie 
	( e% 	n 	922 1)- 

entwices: 

pr 	(eiUgz)'@) + Pr ((,11 nP¿ ) - kl) 

ar 	(9•1)U 02'8)1 t pr `(A,'@ )r)(09„-1)) 

r 	 gz - 1) - pf ( (r44•@)n 	ez: 
	)) 

Pr 	(94• 11)n ( 02- 41)) 

pr  (91 Jf.l.1 )`8)  
pr 

_ Pr  

pr ( 11) 

p' t (,01 	Q2)-8) 

P r 	11) 

Pr  

p r ( 113.) 

eiunz 11) 	pf( 0.(r) 9.2 11) = p(0,111)+-  P 



F, r( 4-1 1 E...) • pr (  

pr ( 	(EL ) • Pr (E,) 
Pr ( 
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Por lo tanto la probabilidad condicional es una pro 

babilidad. 

Definición 6. 

Sean Y 8  cs? se dice que F; y 13 son indepen 

dientes si: 

pr e• 	pr (e) pr 

'lo cual es equivalente a: 

pr ( A 1 1) 	pr (P) 

pr 	lq) = Pr ( 22) 6  

PROBABILIDAD DE BAYES O PROBABILIDAD A POSTERIORI. 

Se tiene que, para eventos vulgares la fórmula de Ba 

yes se representa como: 

Para el caso borroso se considera una partición del 	. 
n 

talPU Ei, = E referencial 	que 

Sea 	P 1 ¿ , EF,:.  e df donde ,y ,es un semi-cuerpo de Bo 
..- 	..... 
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rel y supongamos que pf( 
	

pr 	.1:¿) > 

Pi • 	c A 	 .1- I, 2, .. • 	n 

(fa • E1 ) U (0. E 2 )(J ...0 ( n • En) = 	( E, U E.4 U... U En) 

Ñ. 	p 
1) 	pr (e) = pr 49-E.) 	pr (A- Ez) 4- . 	 p r (P• En) 

Pr 	Ci• Es• E2.) — PI ((• E,• E 5 ) - 	- p r( 	En..; Es) 
... 4- (- 4 )n+ ' pr 	(A• E,• E 	- . 	• En) 

se tiene que: 

p r ( 	E L ) ,. Pr 	I E¿ 	Pr 	) 	, 2, • 	n 

pr 	A•E z •E.; ) 
	

(A I El . 1) Pr (E• )-J 

p r (n. El. 	E n ) = pr (9» E,- 	• Er,) P r E,• E • 	• •-• 

sustituyendo lo anterior en 1 se tendrá 
n 	 n 

?( (e} = L. p r (11i Ei ) p r (fi )   _ E pr PA I E _¿ •• E.;  
L. 1:/.5.1 

¿ c s  

( n (E.'  Ei  Eiz ) pr ...¿ E J  . 	....k...) Pr  

P r  (E: 

n4 

+ 	 pr (9, I E,' E • 	• F ) .2 • • -• 	Pf ti 



pr 

E •F 

E t  • Ea:: 030  t 0.5o 0.181  o 

A.E¿) 	Pr (lEz) . Pr(E¿) 

pr ((a• EL)  
Ez l 

P ( e )  

pr(Al E ) pr ( E_} 
pr ( A ) 

lo cual representa la fórmula de Bayes. 

pr pr (e. )0 

EJEMP•LO. 

Sea 	E. 	.1z1,x z ,..t a ,xy,x 5 1 y sean los si_- 

guientes siete eventos borrosos pertenecientes a un mismo se 

mi-cuerpo de Borel 	L E 

X 3 

0.3 i O. 2. E, 

.X3 	X q 

o. I1 1 

E 3 

X.• 	Xj. 	 (-5"  
IlFZI-1 0.11 	11 0  



pr 

 

P r 

r( 

- 4'3 - 

r 	z 
E 1-.E z • E 5 	1-0. 18  0.20 0.18 \ o  

supongamos la sicuiente regla de probabilidad: 

pf (XI) = 0.1 , pr (x x ) :0.5 , pr (X3) = O .1 , /Dr ( 41).%.  0.1, pr 	0.2 .  
se obtiene entonces: 

pr 	(0.1)(0.3)4- 

P r  (12) = (O • I.) (0-4) 

pr (E3) 	(0.L)( I) 	(°.5)•(0 - 5)+ (0.0• (09) 4- (D. L)•( L) (0.2). ( 0):, 0.5(1,  

E, 	Ez ) 	( 0.0 (D.18);(o.5)- (a-1)4- (DM- (o. 2) 	1.)• (0) 4- (0. 2) •(i)..: 0.938, 

	

( E, • E ) 	(O. i)•(0.3) 1- (O .5) • (0.5) 4' (O -1)*(0.18) 4- (0-.0*(0) •t• (0.2). (D) O- 298, 

r: 52' 	(°•1•)' ("» (0-5 ) .(0-Z):1 (0.1)-(0.9)4- (0.1.) -(0.1) 4 (0.2).(0)z 0.2G 

E z • E3 ) z  (o 1) (O. i8)+ (0.5).(02)+(0..). (0.18) 4-  (0.1).(0) 	D.2). ( 0): 0.135. 

Supongamos las siguientes probabilidades condicionales. 

pr(121E,) 0,20. 	• pr (A tE; ) r. 0.2o, pr( El. 1 E b) = 0.50 

pr (A 1 E.• 1.1) = 0.15 , 	pr ( 	1,-13 ) -_-: 0. i8 , 

pr 	4-)1 E1.«  E3 	O. £5 	pr 	 E,. 	Es ) = 0.1D 

(0.5)•(1)4 (o.1). (0.2) 4- (01). (o) 4- ( 0.2). 0.75 

(0.5)(0•y)+ 	(0.1)41) + (0 ,1)•10.1.) (0-2) .  i) 0.53, 
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Se tiene entonces que: 

(4) r. pr (P 	pr (E.,) 	pr PlEj• ID( (E2.) 

.4. pr (A J E3 ). pr (E3 	pr 	E,.E.,)•pr 

pr (n 1 E":2 • E3 ). Pr (E.- £.a) 
- pr 	Ez•E3 ) pr (E2 •E3 ) 

+ 	p( (( 	E f• 12' 15)- 	 fa - 	) . 

= (0.20)*(0.-75) 4-(0.20)-( 0.5J) + (0.50). (0.5) 

0./5)- (o. /38) ( 0.18)* ( 0.298)- (o. 15)"(O. 250)  

O. /O). (0. /36) 

0.38 926. 

Y de ahí que: 

(t. 19) 	pr(91,5). pr(E.) 	(0.20)-(0.'75) 0.3853g 
pr ( e) 	0.3892c, 

• p 	 z  pr(e lgz).pr 	(o.20 )•( 0.54),  0.29 2 86 
pr (f3) 	- 	0.3892(  

P I  (E3 (  e),  pr (R I 3 )* pr (b)  . 2,522d0.59) 	0.69362. 
pr i.9) 	0.3892(0 

pr 
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Pr (@ I E,f.1) • Pr (1,* Ez) (0 .L 51.  (" 38)_ 	 I 
pr  (e ' 	 - 	O. 389 21,  

P r 	I ff F9).Pr  	" 	(048)- (0.298) 	0.13 .77 ,7,  

pr (e) 	= 0.38q2(s. 

P 
r 	E3i 	) 	pr (9 ( :12.13).Pr  (1.J*73) 

 - 
(a /5' )(0.2.10) z 	J00 /9' 

0.38924,  pf ( e ) 

•E .3 (A) Pr  Ft" 	
( &g. 1 II. 	Pr ( E,' Ea: 1.5)  

pr ( 

(0,10)•  (0.13G)  _ 0. 03V 93 . 
0.38q 

verifica entonc.(-; que: 

P r 
 (f‘ir))+ pr(E.1)P)t.pr(E3)49)- pr(E..E21P) 

E3 1 A) - pr 	E2. E3  1 9... ) 	pr-( 	E .E3  I P') 
1I 	 N 

O. 3 1353V 	0.29 .286 -é O. 69 362-0.166.78- O. 137 -7 9  

—o. I o o i 9 4 0.03 y q3 
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Definición 7. 

Sea un referencial E y un semi-cuerpo de Borel d c LE 	LO, 1 J. 

Se define una valuación mínima condiciOnal de 19  e 	dado 

COMO: 

12,r(IA13).: /k(enz.) 	11*( 8)>0 

A 1Jontinuación se demostrará que es una valuación. 

AuL 9.1)9,z, á e  
Por def. 2 

••• 

9 2. 	ntr1B c Aa rl 

Zr

ti  

(n i nB) < 1r ( 9,11 1
ti 

 

U92(1,@) 	ru. ( 
ti 

< (5\8) 
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Se propone llamar Sensación a un subconjunto borro 7  

Sc que sea valuable y perteneciente a un semi-cuerpo de Borel, 

as: como, a un subconjunto vulgar probabilístico se le llama - 

evelnto. 

Definición 8. 

	

DOS sensaciones e E j 	y 8 e erf se dice que son 

mi.-:-independientes por la valuación 7/..-  si: 

11)- ( 	n 	-= 	n) n b-  ( 
per lo cual 

(E I a ) 

/fr( €1) 5t. 	-b-( ./2)< ?r ($ 
(e) 
( 51) _ 1 s 	1,-1 	¿. 1/ ( A) 

Te.Drema 2. 

e21 un semi-cuerpo de Borel 	c 	L [AL] y 1 	elf tal 

c.:. jr  el 	Max µk (20 	, dada la valuación: 

( 	v 	n oo) 
x€E 

una partición del referencial E donde 11/4/ 
tal ^•• 

, enton 
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2)-(/).) 	V /z›.( enE¿ ) 
Ez 

Demostración: 

,1;) 	V 	( 	( x)  n P. /3 nEi. ( x-)  x.1 E 

V 	( 	L' )  A P• 1.1* /\  iLls. 1.x)  
x.E.E 

V 4)-( nn i):: y 	V  (14 (z) A P.e. (7-) i` /.15¿ 

Por otra parte se puede demostrar que: 

E 
V 

[ Xt E 
p-t.(x) A uA (2.1 

	

II I  (2.) A ju ()c.) 	/4-LE:(x)1 
ti 

=V 	/U.1 (7.) A pi (x.) n ( v 	, E. (xl 
:LEE 
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pe.rr.). 	V p. E  x-) = 1 por ser E • de la partición, 
E. " 

V 7fr  ( 	E¿.) 	
V [ Ju  ( X) A /u (z) 

E 

b- ( 	= 	7)- ( 	n5.) 
Detlinición 9. 

Se.a un semi-cuerpo de Borel JC LE , L 14J1 y una partición 
bcrrosa 	U E¿ = E I.. 	 I 	Ei €. 	¿ =1, 2, 	si A € 

y.ze tiene una valuación del tipo del teorema 1 donde: 	(En > 

Éc) > 0 , 	= 2, 	n . 

"b•• ( 	E,) 	b- (9, ngz.) 

b-cti) 

-0-( 14 ) 	• 

er.-Ionces 

Et.) 

E:  
zi-(9.1.1¿) b-(1L) 

por'el teorema 1 



a. b 

0.4 E, 0.8 az 

e 
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lo riue se denominará como "Valuación a posteriori del tipo min". 

E 	E M P L O. 

sea 	E 	lu,to , e, , e 	Y 

s,-- e considera la valuación 
GL 

E un semi-cuerpo de Borel ,r = L - 

a partir de PI 1 de 
e 

Y 

por 

0.3 o.5 	1 1 0 0.9 

	

y (PI) 	( p..,¿  00 A it), 	x-)) . 
x€. E  

y La partición borrosa 

	

CL 
	e d 

E 0.1 1 0.5.  0.2 / 	1 

A. 

0.3 	1 

dor.Lde 

b,-( E .) 	o. 	, ?)- 	 , 	13) := 1 

tfr (igiEt ), o,8 , b- 	 0. 41 , 1)-(#31E3 )..: 0. 2. 

en-.11pnces 



b- (e). 	(0.8).(0.0v (0.q)•(0.cf) v ( i)  
(0.q8)v (0.34,)v (0.2) 

= o. z18 . 

u.( E, i 	b- 	1: (e.)' b-)  (E-,) 	(0.8 )- (0.(D) 

	

- 	O 4/8 

	

E z  In) 	b- ( 13 1ff- z).  b- ( 1z) 	(0A).(0.cf) 	0.75  
b-- (0) 	- 	0. g8 

	

( E 3  Í ) 	( 9. ).13)• 2)- (13) 	ti ) (0.2) 	o 	is 

( 	o.zie 

Zr( e) I n) V z..(EziP) v v-( E 3 \ 	1 

(Tifinici6n 10: 

Sea un referencial E y un semi-cuerpo de Borel 81 C LE , se 

define una valuaci5n nrod-condicional ue 	A e  114 	dado 

por la fórmula: 

Lb- ( Al I E3) 
t 	( E. •  ) 	• 	( E/ ) ) 0 , 

U- ( 

Pefinición 11. 
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Sean dos sensaciones A e 	y B E 	se dirá que son 

prod-independientes por una valuación t' si: 
( 9 .p) 	b_c g) • b-  (1) 

n ) )3) = b-( A). 
Teorema 2. 

Sea un semi-cuerpo de Borel 	LE,L = [031 y 	 % E dl dado 

e ej, Zr ( e.) =xAlE  c/
p,, (x).pAtib O EL = E ti  

una partición borrosa de E , E E Gid 	c. = 1 , 2, • . n 

entonces 

( v 	E 
"- 

la demostración es análoga a la del teorema 1. 

Definición 12. 

Sea un semi-cuerpo de Borel 	c 	, , y una partición 
n 

borrosa U EI=E , 	, 	n dado 	E .4 	la U- ( A) 

está dada por el teorema 1. Entonces una valuación posteriori 

de tipo prod se define como: 

( Zy(AlEj 	(Ej) 
E 



- 

Basándonos en lo antrior podemos definir una probabi 

lidad condicional de eventos borrosos como: 

pr (91 e) .p -t•  rens)  
pr.(13) 

/Dr ( e) > o . 

Para la probabilidad condicional dada por: 

P r 
	 pr (A r  8) 	pr E3 >o.  

.so cumple que: 

tg( (ñi 
	 pr A 

pr 	 1. 
Demostraci6h. 

Pr (ñig)= 

pr 	13) 

pero p-ñ(x) 
ti 

pr( 	.6) -=  

pr(ñ•e) 
p 8) 

(x) cH-Tex.) = 	p- cz.)))....(z)d 4-:(N. 
E 
	

E 

L — LÁ fi (x.) ; entonces 

E 

( 	p-F)(X)))0,- a  (y..) d F(x) 
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= 	( /18 (x) -- )v,09,1.8(x)) d F(x) 

E 

1113(x) 	F (x) - 	ja. ux.)/0_14  (x.) d F(x) 
E 	 E 

• 	= pr. ( 	- pr ( 0.13) 

	

pr (fn8) = 	pf (1) -  pr-1).(3)  

P r 	13 ) 

	

- 	1 	Pe ( 	.13) _ 1 - pf (9.18) 
pr(e) 

• ( A I 	pr(  

P r ( (l• O.) = 	M434 (x)d•P(x) = 	)(£ 13(x.).ju m C2.) d V(z) 

	

E 	 E 

(x) d V (x) : 	pr ( e) . ti 
 

=> p ( 9•4) 5 pr((1) 

pr(9.P) 	• pr (pie) 5 I. 
pr(e) 

Sin embargo para la probabilidad dada por la ihter 7  

sección se cumple: 
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pr 	I 1) V. l - pr (A ig) • 

pr (P 112)) ,.. 	1 

Demostración 

Sea 	fine, 

p r  ( ñi e;) - 	
pr  (gime)  

7 

pr (4-) 	5 4_ 
pr (1) 	)9(  (Q.) 

- 	1 - pr(8)  y 1 - pr (3 119) 
¡Dr (8) 

pr (3) 	s¿ 	e C P = 
Pr ( 6 ) 

1 — pr (P )8 ) 

pr (eif3),  pr(f_Mg) 	pr (A) 
1. 

Pr (1" 	Pr(0..) 

Como resultado de lo. anterior podemos definir la pro 

Ipalidad a posteriorí como: 

don .71e 

P f  ( n1  1.1 ) •  pr  (1. Z)  

pr ( 

ON. 
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ic)r eig¿) - 

J (8) = 	p( 
¿=1 

p r ( (r) 
p r ( 

(19 1 Ei-p¿(E¿) 

Y 

pr 	eiE¿nE:,) • p f E.i 
y, 

pr (e 1 ..1 ¿()gi nEt.) 4 t. , 
< ft 

• pr (ft:()  

r141  

+ (- 	p r (n E,ng.zn ...n 	pr 	Ez n • n En.) 

TEORIA POSIBILISTICA Y TEORIA PROBABILISTICA: 

Anteriormente se ha estudiado ia teoría de probabili 
dad -y la teoría de subconjuntos borrosos, concluyendo que cier 
tos ::onceptos de los subconjuntos borrosos pueden servir en la 
tecr:a de probabilidad y recíprocamente. Algunos autores propo 
nen ,,J:studiar la teoría de subconjuntos borrosos de tal manera 
que 	divergencia entre las dos teorías sea más clara propo_7 
niendo la teoría posibilística en forma paralela a la teoría - 
prcbilbilistica. 

En la teoría de probabilidad se llama, variable alea 

n  tor',..a X aquella que toma sus valores 	en A? 	fl 	2 , . . . 

tal que a cada valor 	X. se le asigna una función 	( X) 

llamada densidad de probabilidad y la función de distribución 
F  

Detnición 13. 

Sea E un referencial finito o no finito, se llama Y una va 
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riable incierta ocontingente si para todo valor X. dé X sea 

X'%x se le asocia una función (p(x) E 10,11 que se denominará 

"Densidad de posibilidad de 	en el caso de que E = e o 
"Posibilidad de )( 	en el caso de E es un conjunto finito, 

(una densidad de probabilidad corresponde a una densidad de po 
, x 

sibilidad) y una función ()(....) 	1(1„) la cual será llama-- 
u:~ 

da función de acumulación que corresponde a la función de dis--

tribución en la teoría de probabilidad. 

A continuación se presentan las figuras 1 y 2 que --

corresponden a las funciones de posibilidad para E =12, y para 

E = AJ 	respectivamente junto con sus respectivas funciones 

de acumulación. 
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a 

   

••••• • a•••••• • 101•••,• • 

Ir 
• 

• • •¥ , 

Definición 14. 

Se define la función acumulativa inversa como: 

00 

µ• x 
Definición 15. 

Una noción similar se denomina contingencia matemática que se 

define como: 
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er)...v - 	E  ()C1 /\ 	(x.)) 

donde (1)(x) es la función de posibilidad de la variable in 

cierta X e E siendo una densidad en el caso continuo y una 

posibilidad en el caso discreto. 

De la misma manera que en la teoría de probabilidad, 

la función de densidad de todos los eventos posibles es igual 

a uno, en la teoría de posibilidad la densidad:-de posibilidad 

es igual a uno 

• V 	(x_) = I , 

así toda función de posibilidad debe ser normal. 

A continuación se demostrará que 
	

(e) es 
 una valuación. 

(0) = v ( if( (x) 	(x)) 	V( O A (19 (z)) 
E 	(I) 	 E 

= o 

	

&(E) 	V (a (x.) A (9( x) 
E r 

	

e c 15‘. 	VxcE: ,u. 

y ( (p(x) 

pt e  (z) 

(19(x)  , )Un  (y.) A qp (x) 	/8 (x) A CP (x)  

É ( p. /1.  (x) A (3?( 	\e/ ( 	( x) A Cp( x.) 



9(90= 
si .1(x) es uniforme. 

f ( 

entonces se dirá que es equipro Si 
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Hay que remarcar que la contingencia matemática de 

un subconjunto borroso puede ser expresado como la posibilidad 

del subconjunto borroso y se utilizará el símbolo poss (I2) 

Definición 16. 	

nn  
Si a todo subconjunto borroso P1 	al cual se le asigna una 

función Ç. 	de posibilidad, entonces la posibilidad de 

/11 por la regla Q (7e) está dada por: 

10 O 5 S (9) .= V (( )A ) 
E 

Una regla de probabilidad f(Z.) puede ser útiliza 

da como una regla de posibilidad normalizando de la siguiente-

manera: 

bable, tanto para el caso continuo como discreto. 
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Existe un cálculo de,posibilidades paralelo al cálculo de pro 

babilidades. 

1).-- .poss 	Pu§.) 
	poss (A) V poss ( ) 

es decir que la posibilidad de la unión de dos subconjun 

tos borrosos es P aditiva. 

Der,ostración. 

poss (DU§) = y ( ».„8  (x) A CP (z)) 

((i.),- (x) V pi. g  (x))/\ 	(x)) 

( itÁl(xl N (.1) (x))V ( 	/3 (x.) A CP (x))1 

V 	(x) 	(c-))1V V ("Jis (X) A cp(x))1 

poss (a) V poss 

2) . - poss ( 91.1) 	poss (@) A FOSS 
	A). 

Demostración 

poss Ínnü 	( /1„,,(x) 	cp(x)) 

( hg (x)Aue (x) n CP00) 

y ( u_ A (x.) 	Cp(z)) 	poss (e) 

(.,,e (x) A»8 (x )  A 	(x)) 	,\( /0_,3  (x) 	cp (x.)) 	poss (8) 

ros s ( 12n 1,31 	poss (e.) A poss ( 8) 



Definición 17. 

La independencia de dos subconjuntos borrosos 	(A y 1. 
se define como: 

pass (i n 13) = poss (9) n poss (8 ) 

Definición 18. 

* La posibilidad condicional se define como:  

poss (Pne):: poss ( 9 11,? ) A  poss (8 

Definición 19. 

Sea E un conjunto producto tal que E:.-E,x 	xEr y 

9 	) 	Lo, 13 	E L: 	una regla de 

posibilidad tal que Vf 	Zr) = I .Sea @CE, x...x5.donde 

	

Xr) G £0,11 	É E 	=r , 	, . 	r•- • 
se llamará contingencia de C  a: 

ti 

Po ( q,) = V 	( 	(x.,...,xr) A 	 Zr) Zi,•••,xr 	Z 
de donde 

	

poss 	) 	1 ( 

EJEMPLO, 

Sean 

62 



8 
	e 	 E 

0,3 0.9 0.5 0.8 0 

o.& 0.8 0.1 I 0.1 

0.q 0 0.8 í 0.q 

0.5 0.5 0.2 0 .q 0.8 d 

b 

- 6-3 

E, _(a, b , e, df 	z 	A, 8, e, D,E 	, E = E, x 

8 
	

E 

0.6 0. 	I 0 . 1 p.2 0 .8 

o.9 0.1 1 0.6 o 

0..7 0.3 o a y o 

1 f 0.2 0.7 0.g 

poss (Q)= Yi 	ja e (x, y) A 4) (I, L3)) 

(1)(9( 9 

0, 

ID 

e 

A 

0.3 0.q 0.5 o.8 O 

0.(0 0.8 0.1 1 o.1 

o.cr 0 0.8 1 o.9 

0.5 0.5 0.2 0.9 0.8 

0.G 0.1 0.1 0.2 0.8 

0.9 0.1 1 O. to O 

0.-7 0.3 0 0.q 
O 

1 I D.2 0.-7 0.9 



0.3 0. 1 0. 1 0.2 0 

0.<1 0. 	1 0.1 0.1, O 

0.7 O O 0.I 0 

0.5 0.5 0.2 0. 7 0.8 

a 

e 

d 
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p.e(xit5) A (p (x,(.5) 
- 

0. 3 0..1 o.! O. 2 O 

O. 4 0.! 0.1 o. 4 O 

0.4 o O O.y o 

0.5 0.5 0_2 0. 0.8 

e 

0. 8 
e 
	

2) 
	F 

0. 3 0. 1 D. 	I 0, 2 0 

0.4 O., 0.1 o. (• O 

0, 0 o 0.z/ o 

0.. 0. 5 0. 2 0. -7 0. 8 

v. 	0.5 	0.2 	0.. 	0.8 

poss ( 	z O. 3 V o, coY 0. 7 V o. 8 = 0. 8 
-.-. o. 7 V o. s v o.2 y 0. 	y D. 8 r 0.8 

a 

e 

d 
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Definición 20. 

1).- Se define como posibilidad marginal a: 

, 	V 	(x, 
x, 

X,, 	- •., Zr) = 	V CP ( 	 r) 
x„.  

V q)( 	 x.r ) 
x r  

Como posibilidad condicional a: 

cp(x,, X 2 	, Xr I  X 1  .1- 	::: CP 	 Xr 

r 	 a(,) 
	

(P' ( z,, d t  # • " Xr) 

cp ( J:, x,, . 	1 	„i r ) •• , 

	

donde 011 es un valor dado de 	. 

3i.- Como posibilidad condicional relativa 

d r 
 
) 

q)* (x.,;(4 • 

( X I, 

z r 1 

, x  r  I X 
	

d 

-Xr I Xr= c(r 



e 
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Ejemplo : 

e e ..D 

0.3• 0.41 0.5 0.6 0 

046, 0.8. 0.1 1 	• 0. 1 

0.9 o o.8 1 0.9 

0.6 0,6-  0.2 0.9 0.8 

e 

ct. 

0.8 

1 

1 

0.9 
0. 9 0.8 	0.8 

8 	e 

( 41, 	) 0.9 0.8 0.8 1 0.9 	1  

• 

0 8 

1 

0.9 

e 
	

E 

0.3 0.<i 0.5 0.8 0 

8 
	

e 

op( 43, 5) T. ro. c, 0.8 0.t 1 	1 0.1 



0.8 

b 	0. 
iCP(z.-b)g 

e 

b 

e 

d  
e 

, Cr) (x, E):  
e 

0.3 

0. G 

0.5 

0 . 5 

0.8 

0.5 

0. 5 ct 0.8 

4 

d 0.2 

4 

o 

0. 

0.9 

0.8 

e 8 

1 1 o 

e e A E 

5 
—9 8 8- 0 

G 1 L 
9 1 -8- 1 -Ei 

(4 	6 	e 	 E 

To 

e 

67 

4( e. `J) = o. q o 0.8 1 0.9 

( d, b. 5 0.5 0. 2 0.9 0.8 

a 8 e 



1 
8 
c. 
To 

	• 

o 

10 

2. 
JO 

8 

ro 

ro 
A 
9 

105 

9 



Definici6n 21. 

sea 	E z E,  x 	x E r y cp 	„ 	 Lo, 	, 1; e EL 

una regla de posibilidad talque: 

	

x r) 	cp.4 ( 	J\ 
	

P r(Zr) 

er. -.,.- ices las variables 	C t1, , , , r son independientes, en 

x • 	1, 2, 	r 
	

V CP( 	) 

12,-,fínici6n 22. 

Daa una gráfica borrosa e C xr x x E r 	CUÍ z 	zr) 

una regla de posibilidad donde .Z.,• e E 	1,2, 	r y /2 la 

re:aci6n borrosa correspondiente a e se define como contin 

gencia matemática marginal para la variable 

6 (1 	. 	V 	( 	(z„14-, ..,xr) A Crr.  
_x¿ Xc 

e , 
\/ 	Q ( 	>c) A Cp( 	x 

ag•-, 	 -1
111) 

X.;  3Cr 
dcnde 

(x
1 	- 
1 	*, 	 .,Zr) 	Vx . 2 ( ,X,, ,  



e 

E J E M P L O. 

Sea la gráfica 	e c E, x F z  

e F e 

1 .8 

E 

0.5 

e 

8 e 
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1 1 o. 5 0. (r, 0.8 

0 . 3 1 0.5 0  0.8 

0.2 0..7 o 0.(c, 0.5 

/ 0.8 0.2 0. 2 0. 	2. 

0 0.3 0. 	<,/ 0. 3 0.1 

0. 3 0.`-i 0.5 0. 8 0 

0.(0 0.8 0.1 1 0.1 

o.9 0 0.8 . 1 O. q 

0. 5 0.6 o. 2 O . q 0.8 

o.q 0.8 0.8 1 

0.9 

o. q 

e 

(PI-1  ) 
ct 

e 

o.8 

1 

1 



6 
iz, *) A (p(z, 

e 

   

a 

 

0.8 

 

       

 

0.1 

 

1 

 

 

1 

   

    

  

0.4 

  

0.9 

 

0.8 

0. 7 

0.4 
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e 	 F 

41, 5) 09 0.8 0.8 1 0.9 

Calculando primero 
	

( »,9) A 	 tenemos 

e 	C' 

0.9 0.8 0.5 O. 6 0.8 
. - 

de donde: 

, (IN 4f, 	) 	( 	*, (3) 	cp 

o. q y 0.8 J0.5 V 0.6 V 0.8 
o. q 

Se tiene también: 

1( e , (p(z,*)) z. V ( g 	*) A (p (x, w)) 
x 
0.8V o. V I VO.(-1 



CONCLUSIONES 

Utilizando el concepto de un subcorijunto borroso, -
las nociones de un evento y su probabilidad pueden ser exten-
didos de una manera natural a eventos borrosos. Es posible que 
tal extensión pueda eventualmente englobar significativamente-
el dominio de aplicabilidad de la teoría de probabilidad, espe 
cificándose en aquellos campos en los cuales la borrosidad es-
un fenómeno natural. 

Hay que remarcar que el resultado más importante es-
el que la probabilidad es un caso particular de una valuación, 
siendo así la teoría borrosa más general que la teoría clásica 

En el caso particular donde los subconjuntos borro_ 
sos son conjuntos vulgares y el semi-cuerpo de Borel es un 
cuerpo de Borel, si la valuación es una probabilidad entonces-
las definiciones (7-10) resultan ser equivalentes. De todas -
formas la nocióil de eventos independientes sigue estando rola_ 
cionada con la relación de sensaciones prod-independientes. 

Nótese que la función de pertenencia no es una fun-
ción de probabilidad sino que representa únicamente la informa 
ción del problema. 

Entre las analogías de estas dos teorias está la de-
evento borroso y evento vulgar ya que ambas tienen las mismas-
características cada una dentro de su campo. 

También es importante observar que en la definición-
de probabilidad borrosa la complementación no se encuentra com 
pletamente definida, sino que se considera una pseudo-complemen 
taci6n. 



EJEMPLO 

(27.nsid-érese la variable " X es joven" y sea una regla de po_ 
sibilidad de la siguiente manera: 

( 

  

Cp 1 ) 	< 

0.5 

—1- 
1 	1 
1 	1  
1 	I  

1 
1 

10 20 30 'ID 

••••• 

40 
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Considérese ahora el punto de vista de un observador (Juan) 

dando un subcohjunto borroso 9 que representa la "Sensación" 

personal de dicho observador acerca de la juventud. 

Sea: 
(z) 

 
= 

X- 30  

/0 

/0 	30, 

    

20 

la. O 	3O x. 
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En este caso la contingencia : "Juan es joven" tiene el valor: 

/*t'e  (X) A Cínx) 1. 

Otro caso sería el punto de vista de Pedro, para el cual. la  

"Sensación " es diferente y está dada por: 

x- /0 /O S X. 1 .30, 
20 

30 

0,80 	Ti  
' 

o.5 — 
1 	1 
I 	7  \ 

4 	4 o 10 Zo Jo 4i0 so &O 
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Entonces la contingencia "Pedro es joven" sería: 

(t) = 	 1 V ( p. (x) A cp(x.)) .-- D. 809 3 
Finalmente se considerará el punto de vista de Pablo para el 

cual la "Sensación" está dada por: 

/le (I.) 	-*-1 
 
o , 

Z - 30 = 
z0 > 

r 1 1  

z 1- 30, 

.30 s. x 1 50 , 

50 s x. 

A Ike  (z,) 

i 
II tty t 	1 
1 	% I 
r 	\I 

0,5 --------r —i 
it 

1 	1 0.1(41 --- --1--1  
I 

o 	he 20 3o 

4., j  

go So 40 z 
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La .contingencia "Pablo es joven" sería: 

1) 2 	( 	tx.) 	(x)) 	0. 19 .0 
X 	z 

A continuación se examinará la interpretación de la 

cotingencia max-min en el caso de conjuntos vulgares. 

Se considerará la misma regla de posibilidad que en 

el raso  borroso. 

A u 181 

e 	on ces 	( 	y ( L n (p(is)) 	( 	A I) 

A =12,51 • 

8 

--:{3ó} 

z V (IA (1)(30) = v 	i A 0.5 ) 0.5  
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d(n)-V (I A (1)( z)) 	cp(x) = pos s 

Supongamos que se tiene: 

A= La,b] 	
(6 	a, b E R +  

entonces: 	
b 

d1(4) = V ( 	A CP 

1 valor de la contingencia matemrItica max-min 

~lerá de O- y de b . 

mor ejemplo, para a 2 5 y bz 3 5 se tiene que: 

(4) depon_ 
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(4) 
36 
V 

x-25 
35" 

x= 25 

1 A 	) 

_11 (ux.) = 	(2,5) , 
8 

para: a. = .35 	.-_- '/5 
5/6- 

d (A) 	V 	(.9(x.) = cpc35 = 
x-35 	 8 

para: 

para: 
	a z 	5 , ,t) 	50 

50 

( 	V 	(z) 
X:V5 

-Hay que remarcar que la contingencia de un suhconjun 
to borroso puede ser expresado como la posibilidad de ese sub 
conjunto borroso por lo que podemos expresar 	( 	) como 

sub_ 
conjunto
poss (A ) 

Analizando el ejemplo anterior se observa que la con 
tingencia de un conjunto vulgar representa la probabilidad del 



-  

mismo. Además es importante el notar que 1 criterio para de 
finir juventud en la teoría borrosa no está restringido domo -
sucede en la teoría clásica, ya que es natural considerar dite_  
rentes grados de juventud, es decir, que a la edad de 20 años 
se puede decir que la persona es muy joven, a los 28 es joven 
pero no tan joven como la de 20, v a la de 35 se considera a -
la persona todavia joven. Sin embargo en probabilidad clási 
ca una persona de 20 años y una de 35 se consideran igualmente 
jóvenes. 

Se espera que este ejemplo haya sido lo fuficiente-
mente ilustrativo de las analogías y diferencias entre ambas - 
teorias, así como, la utilidad que puede representar la teoría 
borrosa. 
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