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INTRODUCCTION

El presente trabajo surgid de los conceptos fundamenta_
les de la Teoria Clasica de Probabilidad (axiomdtica) y de los
relacionados con éstos en la teoria de Probabilidad desde el pun
to de vista de Subconjuntos Borrosos.

Teniendo como objetivo el mostrar que existe un enfo _
que diferente de la Teoria de Probabilidad, en el cual los con_
ceptos clasicos son susceptibles a ser generalizados, logrando
asi una simplificacidn y un planteamiento de problemas que qui
z8s antes no habrian sido posibles. Y al mismo tiempo crear u_
na motivacidn para el estudio de esta teoria y/o el surgimiento
de otros enfoques, para que asi la Probabilidad pueda ser utili
zada de manera Optima dependiendo del problema en cue=tidn y no
restringiéndose nicamente al punto de vista cléasico.

En el Capitulo I se presenta una recopilacién de los
conceptos fundamentales de Subconjuntos Borrosos gue son necesa
rios para el tercer capitulo.

En el Capitulo II se hace una revisidn de los concep
tos fundamentales de la Teorlia de Probabilidad Cl&sica. Para =~
que en base a estos se pueda hacer una analogia de los dos enfo
ques.

En el capitulo III se revisa fundamentalmente la obra
de Kaufmann, en cuanto a la Teoria de Probabilidad Borrosa se -
refiere; exponiendo algunos ejemplos y analogias con la Teoria
Clasica.

Para finalizar el trabajo se presenta un ejemplo i -
lustrativo desde el punto de vista Borroso y su relacidn con
la Teoria Clasica asi como las conclusiones correspondientes.




CAPITULO I
TEORIA DE SUBCONJUNTOS BORROSOS

El significado de la palabra Borroso es que un ele_
mento es miembro de un Subconjunto solo de una manera incierta;
a diferencia del concepto tradicional de pertenencia en el cual
solo hay dos situaciones aceptables para un solo elemento: ser-
un elemento de o no ser un elemento de un subconjunto; cualquier
1dgica formal o Booliana, tiene esta base.

Entre los autores que se han interesado en el concep_
to de Borrosidad estd L.A. Zadeh, quién introdujo la nocidn de
membresic. ponderada, es decir, un elemento puede pertenecer mas
o menos a un subconjunto y de ahi introducir el concepto funda
mental de Subconjunto Borroso.

Se utiliza el término de subconjunto borroso y no de
conjunto borroso debido a que un conjunto borroso nunca sera
un conjunto referencial, el cual siempre es un conjunto ordi_
nario, es decir, una <oleccidn de conjuntos distintos y bien-
especificados.

En este capiltulo se enuncian las definiciones y con_
ceptos principales de la Teoria de Subconjuntos Borrosos, y en
particular aquellos que se van.a utilizar después.

Si el lector desea profundizar o ampliar los concep__
tos aqul presentados puede consultar en la bikliografia cita_
da.



1.1.- CONCEPTO DE SUBCONJUNTO BORROSO

Sea F) un conjunto de E y X un elemento de £ el
cual puede pertenecer o no a g o solo una porcidn de €1, es

decir tiene un nivel de pertenencia:

Si tomamos una funcidn de pertenencia /LLACZ)la
cual toma valores en el intervalo (o, 1] , 0 si x¢ A
Yy ! si xefsi }l,q(x)esté cercana a cero se puede decir que X
es un miembro de A en forma pequeria, al contrario si /aﬂ (J:.)
estd cercana a uno se dir3d que X es un miembro de A en forma

grande.

Entonces un Subconjunto Borroso ﬂ de E es:

{(1,}1“(1))} . ¥ xek.
donde E es un conjunto de pareja:s ordenadas que puede ser nu_
merable o no vy /U.n(x_) es una funcidn caracteristica de per_

tenencia la cual toma valores en un conjunto ordenado /“i (con__

junto de pertenencia) e indica el grado o nivel de pertenencia

1 donde el orden de M es el orden usual de los reales.




1.2.- OPERACIONES SIMPLES EN SUBCONJUNTOS BORROSOS

Sea £ un conjunto y M su conjunto asociado de perte_
nancia, y sean /3 Yy g dos subconjuntos borrosos de E

entbnces:

i) Contencidn: A c g

~

si: ¥ xeb& | pax) € uglx)

ii) Igualdag: A =8

si: ¥ xeFE A(x) /U.B(x)

iii) Interseccidn: '4 N B

se define como: V‘Zé E /U‘QHB (X.) = Min (f,lg(l) /ua(l))

iv! Unidn: 9 U @
se define como: ¥ X € E: /“'QUB (x) = Max (/U,e(x),/bl.g(l))

v} Complementacidn:

A y B son complementarios si: ¥ xe £ (z) = I- (2)
~ Y. M8 8

no-acidn: ,@ = A
~o




vi) Suma Disyuntiva:

se define como: EQQ =(An§)u(eugy
vii) Diferencia:
estd definida por la relacidn: B" 5 = A N g

1.4.- SUBCONJUNTOS ORDINARIOS DE NIVEL &X'
Sea a(e[O.l]se llama subconjunto ordinario de nivel &

de un subconjunto borroso ﬂ al conjunto ordinario:

Ay, = {xl /u.e(x) 7/0‘\‘

1.5.- SUMA Y PRODUCTO ALGEBRAICO DE DOS SUBCONJUNTOS BORROSOS
-Sea E un conjunto y M su conjunto asociado de per
tenencia, y sean 6 vy ? subconjuntos borrosos de E enton__
ces el producto algebraico Q . Q es:
fre E : Mag ) = pae) - phg(x)
De la misma forma se define la suma algebraica de estos dos sub
conjuntos denotada por 5 + 'Bv es:

¥xeE : Mare ;_/u.ﬁix) + g (x) .

Si V,: {0,1‘ esto es, si estamos en el caso de subconjuntos



ordinarios entonces:

Ang = A-8
AuUB = A+8.

Propiedades con respecto a la suma y el producto:

A8 =84
A+8 =8+14
(R-8) ¢ =4-(8-¢)
(€+@)+g: 8+(§+g)
A-p =¢

A+¢= A

£ -8

A+E = E

[) =48

A+ - 528

1.6.~ GRAFICA BORROSA:
Sean . E| Yy Ez dos conjuntos y X un elemento de E,

y ﬂ un elemento de EI.' Sea elconjunto de pares ordenados
{ X,4) definidos en el conjunto producto &, x E, en_
tonces el subconjunto borroso 9 talc"{ue :

Vlxg) €E,xE, 0 pg (x,9) e M,

donde M es el conjunto de pertenencia de E,x £, es llama -
do grafica borrosa. Esta definicidn se puede generalizar que_-

dando de la sigujente manera:




—

Sezn &,x&E,X... £a un conjunto.producto y x ¢! € £¢
el subconjunto borroso 9 tal que:

ay ) ) : . ' &) tm
¢ XD, )€ Eon B En s e X e M

dcnde M es el conjunto de pertenencia de E,xEJx...xEn se lla_

ma Grafica Borrosa.

1.7 .- RELACIONES BORROSAS:

Sea P un conjunto producto de " conjuntos y M
5. funcidn de relacidn; una n-ésima relacidn borrosa ¢s un sub
comjunto borroso de P que toma sus valores en /‘/I .

n:=acidn: una relacidn borrosa en £, x Ez se escribe como:

xeE, yekE, : = R Y.

4

iy f

~ representa el miaximo con respecto a X

\ representa el minimo con respecto a K .
=

Proyeccidn de una relacidn borrosa.

Se define la primera proyeccidn de @ como :

/U'R(')(x) - \‘J/ /"‘5 (z,9)

l: segunda proyeccidn se define como:

() - \/ x. Y



.y la proyeccidn global como:

h(R) = \:{\4 /ug(:r.s)
\3/\/ Mo (24)

-
-

51 h(@) = | ,se dice que la relacidn es normal.
si h (@) { | ,se dice que la relacidn es subnormal.
Urnidn de.relaciénes borrosas
Si @: y .- ,gn son relaciones borrosas entonces:
/*@.uglu...ug,‘i"’) = }@/i Mg, (2,8).

In-erseccién de relaciones borrosas.

Si @| Yoy @ n son relaciones borrosas entonces:

/ug.ﬂ@‘ﬂ...ngn(x.%) = /g\i. /“Lg‘_ (1l5)

Siuma algebraica de dos relaciones borrosas.

Mgsg 08) = g (x,9) + Mlelz9) - g (x93 phg (2,)

Producto algebraico de dos relaciones borrosas.

/.L 2"21 (x,4) = /U-g, {x,4) . /ugl(l;‘d)

Cemplemento de una relacidén borrosa.

Vo(x,v) € EnEy o M (2,9) = I - g (2,9).




1.8.- COMPOSICION DE DOS RELACIONES BORROSAS.
Composicidn Max-Min.
Sean @. C XxV y 121 - YxZ ,se defi

ne la composicidn max-min de /34 y ?2 como :

/u'elog’(l.'z) = X {Pel,(ll%) N /"’"92(5"”]

donde x ¢ x’ ‘3€Y.£€‘Z.

Composicidn Max-prod.
. (x,9) - (‘d;z)]
/u.gk.gt (I,E) = g K/u"g.‘ /45!’

1.9.~ SUBCONJUNTOS BORROSOS CONDICIONALES.

Un subconjunto ? (x)C £; es condicionado en &/,
si su funcidn de pertenencia depende de x€ &, , COMO un
pardmetro, entonces: la funcidn de membresia condicional serd -

/U,g(‘d”x) ]

donde X g E, .,' Ye E,.

denotada por:

Si un subconjunto '9 c £, . induce a un subconjunto ho_

Yroso ?C Ez_ entonces su' funcidn de pertenencia es:

o (8) = Max (M0 [ gz, pg (=]

X € El



Sea §C E, y YCEz ; supongamos R o5 una

“

relacidn borrosa entre £, y Ex, si 'f’ = 2‘< entonces g-'-‘/

~

através de la relacidn g es decir:

A ,—
~ A @

A

;
si /J_Q (x,9) es la funcidn de pertenencia de la relacidn

borrosa g , /li,q(i) de E) y /“.LB (x) de@ entonces :

(8) = Max Min A(x), e (Z,4)
Fe ek [ JB =), pra ]

=V K Mg tz) /\/U-n(x,‘s)]
x - “

1.10.- PRINCIPALES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BORROSAS.

Sean E;=E‘-,=E y M:[O_,l_]»
i) Simetria:
Una relacidn borrosa binaria simétrica esta definida por:
M{x,9)e Ex E, : (#g(l"’) =M ) =y (/&@ (4,2) = M)
ii) Reflexividad.

¥ (x,4) € £, xE, : /u_ﬁ(:t,x)-*-l.

iii) Transitividad )
Sean X, Y , € € E cntonces:

¥ (x,9) ,(9,2)  (x,£) & ExE
}Lg( X, 2) v M;Z [ Min (/JL%(Z,B))/LLE(B;-Z) ) ]

© Hg (%) ¥ Y [ Mg (1,3)/\./.1.5(9,&)] :
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Las proriedades a; teriores que definen la transitividad pueden -

ser representadas por:

R o R C f? .

lad




CAPITUL II
TEORIA CLASICA DE PROBABILIDAD

La Teorla Clasica de Probabilidad surge de la nocidn
tntuitiva de frecuencia, es decir, si un experimento & es
realizado AJ veces "bajo idénticas condiciones" y en A/(AR)
ie estas veces se observa que ocurre el evento A entonces

N(R) /A tiende en el limite cuando A/ tiende a infini_
<o a un nimero p , O ¢ p¢ i al cual puede llamirsele la
srobabilidad de que el resultado o conjunto de resultados ocu

ora.

Para la construccidn de este modelo se define un es__
acio muestral L finito no vacio en el cual para cada posi ~
'le resultado del experimento corresponda un elemento W € L
niendo que para un mismo experimento puedan corresponder di__

DRI RIS

m

ferentes espacios muestrales escogiendose el mas adecuado para
=1l experimento. A cada evento A corresponde un conjunto en
Ly se dice que A ocurre si sdlo si el resultado we .

Esta forma de definir la probabilidad nos lleva a =~
ronsiderarla como una funcidn la cual asigna un nlmero no nega
~ivo ([() 11) a conjuntos A de resultados; con las siguien_
~es propiedades:

P(N) =1
AnB = ¢ =a P(guag) = P(A) + P(8)

Para todo subconjunto A de N puede asignarsele
~a probabilidad:

1 si solo si w; € A
P(A) = Z: éi £ donde éi =
(=) o Otro caso
Y Pl, Pz. I PA/ son las probabilidades asignadas a los con_
juntos simples {wi}, {u),g} v {Wuf en donde wi,wy, ..., Wa en

El desarrollo subsecuente de la Teoria de Probabili
dad fué como en cualquier otra rama de las matemdticas, su cons-




truccidn a partir de axiomas como resultado de una acumulacién
de hechos y analisis ldgicos de los resultados obtenidos con
el propdsito de revelar la base actual de hechos primarios.

La construccidn axiomdtica de los principios de la
Teoria de Probabilidad proceden de las propiedades bdsicas de
la probabilidad clasica y de las definiciones estadisticas,o
sea,que la definicidn axiomatica incluye ambas definiciones la
clasica y la estadistica como casos particulares y cubriendo a
s1 las deficiencias de cada una de ellas. De esta forma es po_
sible construir una perfecta estructura ldgica de la Teoria
Moderna de Probabilidad.

A.N.Kolmogorov propone una estrecha relacidn entre la Teoria
de Probabilidad y la Teoria Moderna Métrica de Funciones y tam
‘bién con la Teoria de Conjuntos.

- En los axiomas de Kolmogorov el concepto de evento -
aleatorio no es primario; sin embargo, en la definicidn geomé
trica de probabilidad si es importante; una regién G del es
pacio es examinada (una linea recta,un plano, etc.) en la cual
un punto es elegido aleatoriamente; aquil el evento aleatorio
cae en una cierta subregidn de G . Asi todos los eventos a -
leatorios forman un subconjunto del conjunto de puntos G .
Esta idea es el concepto general de evento aleatorio en los a_
xiomas de Kolmogorov.

Kolmogorov parte de un espacio -fL de eventos sim_ -
ples, mas tarde fué considerada una familia ¥ de subconjun_-

tos de L1 , los elementos de F son llamados eventos aleato
rios.

Los requerimientos para la estructura de F son:
i) F contiecne a S
ii) si A Yy 8 (subconijuntos de L1 ) son clementos de F
entonces A+8, AB ,incluyendoA€ y B° también lo son.
iii) Si los subconjuntos A4, Ay, ..., An,.del conjunto L
son elementos de F entonces la suma A, + fy+4... 4+ A+ ... y
cl producto A,8; ... £, ... también son elementos de £ .



El conjunto F (clase de eventos) asi formado es un Campo de-
Borel, otro término que se usa para llamarle es " @ -Algebra"

Axiomal.- A cada evento aleatorio A que esté conte
nido en el campo ¥ estd asociado un niimero no negativo P(Q) -
llamado probabilidad de A

Axicma 2.- P(LL) =1 .

Axioma 3.- Si los eventos ﬂl, 4 , -+- SOn mutua -
mente ajenos entonces:

on L]
P( uag) = ) pra)
L= .
Lema 1.- e
i) La probabilidad.del evento imposible es cero.
ii)para cualquier evento :
P(ﬂc> = 1- peq)
iii) O ¢ P(RA) ¢4,

iv) si A esta contenido en 8 entonces:

P(A) ¢ P(8)

v} Sean A Yy 8 dos eventos arbitrariss no ajenos entonces:

P(A+8) = P(AR)+P(B)Y- P(AB)
c. P(A+8) § P(A)+ P(B).

por induccidn tenemos: n

P(Qo‘*nz‘}'....'I'Qn) $ X—P(n‘)

cay

Propiedades de la Probabilidad.
i) P(B) = P(ANB) + P( RN B)

n

sy P(YD) - 1 -P(nas)

Un espacio de probabilidad se denotari por: (n,q, P)
donde /) es un conjunto, un 0 -4lpebra de subeonjuntos A
y [P es una medida de probabilidad definida en
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Teorema 1.

i) sean An ,Nz» | eventos. Si A,cAC ... y A = n(g)‘[)n
entonces: /l'nq P ( /:)n) = P (:C)) .
-y oo
ii) si A DA,D ... y A = (18a entonces: /im P(Qn) = P(A)
=, n-s e

Definicidni.-
Sean A Y 8 dos eventos tales que P(ﬁ))) O entonces la -
probabilidad condicional de 8 dado A , P(BIA) oy gors

nida como:

pP(8NA)
P(BIA) = pia)
Sean Ql,. Qz R . ,'an n eventos mutuamente ajenos con u_~-

nién iqual a L , sea 8 un evento tal que 'D(8>>O Yy su -
pongamos gue P( B/Qh) y P(Qk) estan especificados para -

L« 2 ¢ N entonces:

Ja _P(A.nB) _ _P(A:) P(BIA:)
P (aa1e) P(8) 3 plAy) P(81A)
R«




Definicidn 2.-
Dos eventos A y 8 son independientes si solo si:
pP(Ans) = P(A) P(8)
Definicidn 3.-
Una variable aleatoria X discreta, valuada en los reales, en
un espacio de probabilidad (.ﬂ. ) A ) P) es una funcidén X -
con dominio f}l vy rango finito o un subconjunto contable infi

nito {I.,Il,..., g de niimeros reales Q tales que:

{‘-&)Z X (w) = ¢ S es un evento para toda i.

Definicidn 4.-

La funciodn {: valuada en los reales (definida en R ) por -

.[(:X.) =P()(=x) se llama funcidn de densidad discreta de -
X . Un nimero X es llamado un posible valor de X si -
ftxy »o0.
La funcidn de densidad ﬁ de una variable aleatorié X dis _
creta tiene las siguientes propiedades:
iy [(x) 2 O , X e Xl
ii) { x : §(x)¢ O% es finito o un subconjunto infinito -

contable de E .
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Sean {r.,x;,... } entonces Z;‘ {'(-74') = 1

La funcidén de distribucién de la variable aleatoria

o de 1la funcién de densidad ‘ es:

()= P[xet] = & Flx), -t
xgt
Definicidn 5.~
Un vector aleatorio X discreto r-dimensional es una funcién
Q" . . T .
X de LL a tomando un finito o infinito numeros de va
lores Xy, Xa,y - - tales que:

{ w, Xl(w)= ’Ci.} es un evento para toda i.

Entonces la funcidén de densidad estéd definida por:

ﬁ(x-,...,xr)-P[x,=x., Xr=1r]

]
La probsbilidad de que X esté en el subconjunto A
r N *
de ‘Q se puede enccatrar de la sigulente forma:
plxeR] = /2 [ix).
xen
Sea X - (X o Xa, ..., Xr) un vector aleatorio
r-dimensional con densidad F entonces la funcidn F es llama
dn densidad conjunta de las variables aleatorias Xi, Xay <=0 Xr

La funcidn de densidad de la variable alentorisa X¢ es enton

ces la i-ésima densidad marginal de X entonces:
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- PLaex] - p[Yixoe Youcd]

PLY -9 ;p[g { Xexi, \

h
<
L

Si se conoce la densidad conjunta de dos variables aleatorias-

discretas /"< y Y entonces se puede calcular Ix de X v

. de Y
fyo [ (=) =%-1£'(=C,‘:5),

-Fy(‘j) = 2.;_ {=,9)

Definicidn 6.~
Sean X: » A3 W Xf, r-variables discretas con densidad es
L ) IJ. PR 7[,- , respectivamente, entonces se dice que estas -

variables aleatorias son mutuamente independientes si:

I (x..,xz_,...,Xr) = 7(: (':C') ;l(x.z) . ‘)cf(-zr)

Sea X una variable aleatoria discreta que tomg un finito nl_
mero de valores X, , 11, ,Ir' entonces el valor esperado -

de x es:
r

E(X) = ZI;I(IC) .

(e



- 18 -

Derinicidn 7.-
Unz variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (o , A P)
es una funcidn real X (w) , W € L1 tal que para - © < X & ©o

‘g I X(w) & x } es un eventc.

Definicidn 8.~
Ur=z funcidn de densidad para una variable continua es una fun

ciin no negativa tal que:

Co
X floydx =1
- O
NE-wse que si )C ~es una funcidn de densidad entonces la func2idn F
k.
d="inida por: Flx) = S .ﬁ(b) dy , ~o Lo x Lo,
- 00

ez 1lamada funcidn de distribucidn continua la cual satisface

12z siguientes propiedades”

L. D & Flx) ey ¥x, Fl-=) =0 y Flt==) =4

3).-
coo¥xgy, FOOgF) 0 Fxe) = Flx) ¥ x.

si X,,Xa,.., Xn son variobles aleatorias y tienen

furncidn de densidad conjunta, entonces la funcidn de dencidad

ccrdicional de Ym“,.\.., X n dado Xi,..., Xmes definida por:




J

{i

e9,

{
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Definicidn 3. -
X una variable aleatoria continua con funcidn de densidad
, entonces la esperanza de X es:

E(x) = x {0 ES

- O



CAPITULO III
PROBABILIDAD EN EVENTOS BORROSOQS

'

El objetivo de este capitulo es mostrar como la no_-
cidn de un evento borroso puede tener un significado preciso -
en el contexto de subconjuntos borrosos. Esto es, consiste en-
su mayoria de definiciones y en general la teoria presentada -
tiene naturaleza preliminar. No se intenta formular las defini
ciones rigurosamente, ni se intenta explorar en detalle cual -
guiera de las trayectorias a lo largo de las cuales la teoria-
clasica de probabilidad puede  ser generalizada através del uso
de conceptos derivados de la nocidn de un evento borroso.

Se introduciran algunas comparaciones con la teoria-
clidsica de probabilidad. Se daran ejemplos {nicamente en aque_
llos temas que asi lo requieran pudiendo el lector recurrir a-
la bibliografia citada.

La nocidn de evento y su probabilidad constituyenlos
conceptos badsicos de la teoria de probabilidad. Como.se vid an
teriormente un evento es una coleccidn especifica de puntos en
el espacio muestral, en contraste con la experiencia diaria en
la cual uno se encuentra frecuentemente en situacicnes en donde
"un evento" es un borroso en lugar de una coleccidn especifica
de puntos. Por ejemplo, los eventos mal definidos: "es un dia-
templado™, " X es aproximadamente igual a cinco'", "en veinte
lanzamientos de una moneda hay algunas Aquilas m3s que soles"
son borrosos debido a la impresicibn de las palabras utilizadas.

Los ejemplos expuestos tienen la intencidn de mostrar
posibles formas de definir alqunos de los conceptos elementales
de la teoria de probabilidad en un contexto mas general en el
cual los eventos borrosos son apropiados. Parece que hay mu_ -
chos conceptos y resultados en la teoria de probabilidad, teo-
ria de la informacidn y campos relacionados que admiten tal -
generalizacidn.

En este pardgrafo se tratarad la nocidn de valuacidn
siendo esta una definicidn tan general que puede considerarse-
una medida como un caso particular. Para que una familia de -
subconjuntos vulgares sea medible debe de constituir 1o que se
denomina un Cucrpo de Borel donde en particular si se ancuen_-



tra un subconjunto se debe encontrar su complemento. En contra
posicidn con este ‘concepto en los subconjuntos borrosos la pre
sencia del complemento (psecudo-complemento) no puede ser reque
rido ya que AN A +¢ vy QU A ¥+ F ci A es es
trictamente borroso, por lo cual se considera una nocidn menos
" fuerte que la de un Cuerpo de Borel que se denomina "Semi-cuer
po de Borel", estando sujetos asi la nocidn de valuacidn a es_
te concepto asi como una medida a un cuerpo de Borel.

Otra nota importante es: una medida debe ser aditiva
mientras que para una valuacidn solo se considera la monotonia
de la inclusidon. Entonces podemos llamar a una valuacién una -
"medida borrrosa"

Se examinard el concepto de valuacidén de subconjun -

tos borrosos y el caso particular que constituye la probabili
zacidn de los subconjuntos borrosos.

Se propone llamar "Sensacidén" a un subconjunto borro
so valuado, asi como es llamado "Evento" a un subconjunto vul
gar medido en probabilidad. ’

Se pueden definir para la valuacidn nociones condi -

. 3 v - - -
cionales y a posteriori asl como se hace para probabilidades -
Donde se verd como y bajo que condiciones puéde hacerse.
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Definicidn 1.
Sea un conjunto vulgar E considerado como un referencial y -
una familia 15 de subcomnjuntos borrosos /f? C £ es decir:

'JC LE » con . L = Lo/ L]

Si las condiciones siguientes se satisfacen JJ se llamara un-

"Semi-cuerpo de Borel".

1) .- gbeJ y Eed |
.- (Aed v Be o) = (8ng ed ).

n.- (A, Ay, o, 00, €d) = “&:‘E;L EJ)

La pareja ( E ,AJ) serid llamada "Espacio semi-boreliano”.

Es claro que: un cuerpo de Borel es un semi-cuerpo-

de Borel mientras que el reciproco no es cierto.

.Aunque no se demostrard, ni se daradn predmbulos al-
respecto, se puede encontrar que:
1) .- Un semi-cuerpo de Borel tiene la configuracidn de una la
tiz distributiva.

2).- Un semi-cuerpo de Borel constituye una topologia borrosa.



Ce=finicidn 2.
Una valuacidn U es una funcidn de 15 en £+tal que :
G-w(P)= 0 ¢ »(£)=1]
- si Red y Bed , 4Hc B
entonces 'Zr(@).sb-(B).

Zsta  propiedad es llamada monotonia en la inclusion.

La terna (E, »J. 7)‘) se denomina "Espacio semi-
soreliano de valuacidn WP ™.

Zcomo una primera gonsecuencia podemos demostrar las siguien -
—2s propiedades:
. A 2
h.- ¥ (A, 8Yeld » (AU
2
- ¥ (A, 8ye 4 v (An
Zemostracidn
- Se sabe que ﬁ - ( E’U
»(A) ¢« (AU

¢ -
N
~
¢’l
8
"
in
Lo
>
<
0

~.7
n
t;“
D
c
®
S

= v(8)V B

2.- Analogamente se tiene que an@ c F,_] N }3 4 5 c %
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r(A08) ¢ » (R) y »(AnB) <u (8)

= (8a8) ¢ B(A) A (a)

) 2
Una valuacidn en —65 tal que 'V' ( 9, %) € J »
i (QU%) = ?)'(9 ) v (§> se dice que es " F - aditiva",
/esta propiedad es andloga a la propiedad aditiva de la medida en

subconjuntos vulgares).

Todo subconjunto borroso C € E tal que & € 'J

. 28 llamado subconjunto borroso rd -valuable,
Se haran las siguientes observaciones:

+ L d + -
).— Una medida en R es una valuacion en Q y el reciproco -
no es cierto, ya que en la nocidon de medida se pide la pro--

piedad de aditividad:

(AnB=9) = ( m(AUB) «m(Q) + m(8B)) ,

donde una funcidon ™M (Q) de conjuntos se llama medida si
satisface:

v
i1).- el dominio de m(ﬂ) es un algebra C R de conjuntos:
m: Ta — R'

ii) .- m {Q) es aditiva, esto es, para cualquier descom-
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Q:Q,UQZU...UIQJW de un conjun

posicidn finita
to A € Coen conjuntos Ay € Cm se cumple:

m (4) = i_m{gg)

Cay
se define como: un sistema de conjuntos

donde un algebra

 rnd
{ gue satisface las siguientes propiedades:

a).- PpeT
b .- Ae T ,Be<T = {ANB )e T

n
Y - .
c).—'V'qec , ‘q—kq,.nh’
donde ﬂLG ¢ son disjuntos dos a dos y A: es un con
junto dado tal que Q'_- < A
pemoscracidn (yna medida es una valuacidn en E") ‘

1).- ¢=¢u¢ > m(p) = m(Pug)
=m(¢>+m(¢>
e 2 mig)

= 2m(@p)-m(g) =

O
om (@) O

ft
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(1
+
ii).- Como M : T — R y se sabe que [0; 1] es isomorfo

a Q*entonces podemos normalizar ™M de tal forma que -.
m: T — Lo,ﬂsin perder ninguna prop‘iedad, de esta mane_
ra se tiene que m (T) =1

iif).- Ae B ; ReT , BeT

n
B = U Bk disjuuios - dos a dos.

ver

con 8, = A el primer conjunto dado

m(8)« I m(8a) = m[A) + Lm(8n) © mig)s mia)

Qa: .2

2) .- En un semi-cuerpo de Borel no interviene la pseudo-com -
plementacidn, ¥ e £ /ué (x) = 1.‘/0—5(1) '
lo que no impide que en ciertos casos se le tome en cuenta
3) .- Una ley de probabilidad es una valuacidn y el reciproco -

no es cierto. Se demostrara mas adelante.

Eremplo
Szz el referencial £ ={O..lo, e, d} y la familia JC LE

la siguiente:

1 donde M es una medida finita.



B o b e d e b-e d QR b e a b ¢ d

‘ J%roooot[MMMM,hﬂW%ﬂ,@hmmw
a b ¢ d & b c 4 a b c o a b ¢ d
0.4] 103 0.2 03 _t ot} {ou toslos] [aa] 0.3
& b c d O b c

d
lo.o| 1] 1]0.3 :{iﬂg.

1) ¢€J, EEJ:
oloJo] ol e ., O TA[1] e d.

4

oAed , Bed = AnBed.

o.gloajo2|o4 N fegl 1 {oalos] = [o2lo[o2lod]| ¢ .

Analogamente con los demds subconjuntos obtenemos.

‘Lo.“z, b.3{0.210.1| € d.

3) Jga€d:

Cey

olofofo | U [ozfoafosfea] U [o4]7

0.2 037 U

«c d

U L1111

H]
—
PUR——

v v OS5 un senicuernso de Borel.
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- F = | iloeslodos] ¢ F .

(X)) = V(/“x(") /\/L(f(x))

w §€J,ch£:

v ([eleole]) = o -~ v([ozlealealo)) = 0.3
»({og] 1 azlos]) = 0.4 v([c2[ea[ozla]) = ©-2
b ({04l + [o2os|) = 0.4 v([o.2lod] 1 [or]) < 0.3
v (s 1)) - o} v (L) -

04| « |1 |03) = 0.7

M@"}" | ) =0 *



PROBABILIDAD DE UN SUBCONJUNTO BORROSO. _

Se considerard un tipo particular de valuacidén en el espacio -

semi-boreliano (f, J) gue estd dada por:

ZS'GJ' ¥ x e E

1 ( x); & /.Lx(z.)d;(l)
£

“

donde F(2) es una regla de probabilidad de distribucidn a_
1
cumulada sobre E tal que:
| af =1
E

Demostracidén ( 9 es una valuacidn).

%(¢>)=S(o)d Fix) =0 b-(E)=g { d Flz) =14
€ 3
Séa Ac BCE .

S/‘-g(l)o’.r(z)— S }Lq(x,)dF(z) =
E

3

. (feqo(x) - ) dF(2) 20
L fot® - e

ya que:

1) Es decir que ¥ x & E , /L_;_( (%) o5 medible por F
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#‘ x ¢k ) /U"B (x) - /J,R (=) 20 entonces

A

}LB(X)J‘F(JJ - /u-q (=) dF(x) » O
e e

pa ) dF@ % | gy G dF)
E 3
Soow(e) oy v (R)

De acuerdo con la Teoria de Probabilidad Clasica

la valuacidn b-( ﬁ) dada de la forma anterior representa una

"Esperanza matem&tica" la cual satisface los siguientes

axiomas:

3
1) .- Sea una familia JC’. L R L= [0.11 un semi-cuerpo de
Borel.

2) .~ Para toda A € J se definir3d una valuacidn como la

anterior.
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3).- Dondg la valuacidn satisface que:
r(AuB) + > (An8) = »(8) ¥ (8).

Si se compararan los axiomas anteriores con los axiomas de
Borel-Kolmogorov" de la teoria de probabilidad se tiene -~

que:

i) .- Se puede observar que el axioma 3 es una generalizacidn

de la nocibn de aditividad de la teoria de probabilidad

cuando f_?ﬂ@ = ¢ .

ii).- En los axiomas 1, 2, 3 no interviene la complementacidn

ya que no es posible.

iii).- Si se examina la valuacidn asi definida, se tiene que
la distribucidn F(X) estd definida en la forma cldsi-
ca sobre £ en donde los subconjuntos vulgares for-

man un cuerpo de Borel o si se prefiere una latiz de

Borel.

1) .- si 80@ 2 ¢) entonces v(eug) = ?)‘(9) +2)-(§)no siendo el

reciproco cierto,
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‘5e demostrd anteriormente que los axiomas 1 y.2 se satisfacen.

sixioma 3.

¥ xeE : /xﬁugtxn/u,ﬂ,,% (x) = phg (%) +/u§(z) ,

‘donde

/u-aug () = \/ ( }LQ(I—) R /ng(x))
}Lan%\. () = /\ (/U.Q(I)’ /,L%(I))

1)  s5¢ /U.ﬁ(l\ < }»L- B (x) ) entonces

Pﬁug (x) :/J-D:',LX.) y /“6“2 (1) =/{*Qt1)

. }Leug(x) L/U-ﬁqg(l) =/U.e_(2.)4/u~§(7-)

ii) Se /U‘B (x) ¢ /LL A (x) , entoncos

/U«Qué(I) = /LLﬁ (1\ y /U'Q"\@_ l.l)-f/l%(l)

/U.eU%u.\ +/A,LQ,\§(IJ = /u_ﬁ(x) 4/419(1\
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Lebido a que la integracidn es una operacidn aditiva se tiene:

;,Lnugtx)df(z) ¢ Pnne“\‘k"” = | R dFe) ¥ _,ue(mércz) :
- ~ o~ € N . ~ ~

c £ =

entonces: b (AUB) + - ( AN B) =+ (A) + »(8B)

Debido a estas razones se tiene la siguiente definicién:
Definicidn 3

€
Sea ')S cJ(_L , L= [0, l] entonces se define como "probabilidad

/‘ l
del evento borroso 5 " a la valuacidn dada como}]

7,.()9 = P’(m 2 ,u*(z\dF(x)

]
[

La cual tiene las siguientes propiedades:

1) .- Si se define la pseudo-complementacidn de un subconjunto

borroso como:
#er,éeJ: pf(é): 1 - pr(A)
contrariqmente a lo expuesto, lo cual no es imposible si
Ac d.

D yxeE, $A.8 €d

’

h.- pe(Aus) + pr(BNng) = pr(8) + prlB)

1) Notese que la definicidn dada estd en funcidén de la definicion

que se da en la teoria cldgica a la probabilidad.
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ANB

4 r =2 = ¢ (1o cual puede suceder, pero no es de pri__
~m:rdial importencia para los eventos borrosos) entonces:

- Pr(QUQ)zpr(Q)J-pf(Q)

2: decir gque 1los eventos borrosos son ajenos

La f5rmula 2-i) se puede generalizar de la siguiente

g Pr (’310’34) Fopr (Q|(\Qz) = Pr( 9-) + pr (el)

.1 cual se puede escribir como:

(8e) v e (A4

wir lo que:

F3

Fope (00,

o

T astituyendo 'a')
3
e (M) <o (0 4 pr82)- pr (818,)4 pr (8,)- pr [(4)
)
Lopr(8:) - pr (808)-pr (BN AN U(A Q\)
Jastituyendo lza féormula 2-1). .
[ pe () pr (800 -(pe (8,08 vpr (821 55)
; -pr(Q’)st)ﬂf)f—]))
:)’_,,rm) Pr(nrm,npc(nnnnq)

S l
ced
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Tara N n n
K4
or (0AY s L pe(DY- L pr (0008
(¢S
n .
+ ,_2;“ pr (B:NAsn ALY - ..
£
teset
Y pe(BinAa,N. N AL
" Demostracidn.
Fara N+1.

£ f
Prk‘L:{QaUQM = pr(gga) ‘-P’(em-)"P'( LJ,;F)QM,\ por 2 i)

(z,

Sustituyendo la fdérmula para N n

= ipf(gﬁ- LW(QLHQS) ¢ );—. P'(QiOQSOQt) - .
(e ::‘ :::
(<s (escd

-+ (-a)m'Pf(‘l}‘anﬂ...ﬂQn)a— er { QM-) ”b’(.d Q‘ngmt)
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n
- pf((G (Qtn QMJ)’ ZPr(g(nﬂM\‘ gz—‘ pr (ﬂtnﬂ""'ne-ﬁ\
es
n
v L pe(BinRAn NBNA,) -
s!:::
Cesed .
Py pr ( O AN Qn...\
E‘.ust’ituyendo_ l:ﬂ‘anterior. n n
e (U0 Tprt)- L pr80n8)- L pr(Renfon)
(3] ?:; i
+ Zn_ pr (AN A NAL) + Z— pr (BN AN As)-
s
t=t
- (-‘)nﬂ P (d Qcﬂ F)m\
[} Ny g ]
)= L e (08 L opr (8:00:094) -
| 5= s
tes Ces ¢



Cezfinicidn 5.
Fzra dos eventos borrosos e € J y @ € é se define como

probabilidad condicional a.

: r(ﬂ'B)
(e\@ ‘= P - -
pr ) 18

donde Pr (@) b O’ sin embargo hay que mostrar que la proba

2lidad condicional es una valuacidn.

— [
Crmostracion:

_ pr(¢@)
(p18) - £ F0

P ( Cb@) = \ /u¢,§(x.)d Flx)

E

g\*) = pptx) - pglo)=0 9 pr{d-8) -0

P?(<b|§)=

\ pf(E'L??)

r ElB -
P | pri 8)

o)
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_S Iu'E’B (x)dF(k_)

E

S ,ue(x)-/uaas dF(x)

_Pr(

M

. (m
S

}

"

E
=\ Mg @dFx) - pr(8B)
13

pr[E|Q)= Ml = 1
pr (B)
G :qz

Sean &' s 'a ,@ GGP:
VxeE: (0,cB) = (0.-8ch,. 8)

A MY

:-__7 V-DCEE'. }Ae‘.%('x) < }le;\% { =)

=) & Pa.g ) 9 () ¢ & Mpa, g x) dFix)
3 e T 7
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A continuacidn se demostrard que la probabilidad con
dicizmal cumple con las propiedades de ‘una probabilidad.

(AivuA)-8 = (A-8) U (0. 8)

~

(AnB,)- 8 = (A-8)N (A,-8).

entcrmices:

or (B0 8) 4 o ((00A)-8) -

or ((RUha)-B) . pr( (9"\.:}‘@__
or ( 8) pr ( 8)

o opr (Bv-8)  pr(R:r8)
pr(8) pr(8)

e (00018) +pr(ANANB) = pr(AR) Fpr (A 18).
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Por lo tanto la probabilidad'condicional es una pro_

babilidad.

' Definicidn 6.
Sean BGJ y .8_,’307.0, se dice que A y B son indepen
dientes si:

pr (2-8) = pr (3)- pr (8)

"lo cual es equivalente a:

pr (A1B) = pr (A)
pr (81R) = pr (B)

PROBABILIDAD DE BAYES O PROBABILIDAD A POSTERIORI.

’

(@)

Se tiene que, para eventos vulgares la fdrmula de Ba

ves se representa como:

pr (ALTEL) - pr (E:)
f_pr (A1E.) - pr (E2)

.

L3y

Pf(E._IQ\ =

Para el caso borroso se considera una particidon del

n
referencial £ tal que U E: = E

L=t ~

Sea A ' J ' EL € J donde J .es un semi-cuerpo de Bo
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U(A-Enl= A-({EUEV...U En)
- nE -8
Wopr(A) = pr(AE)rpr(A-E) s v pc(A-En)
—pr (A E-E)-pr (A EE,)- - prlA €k
¥ ¥ (a4 )7 ( A- E, - E, = A)
se tiene que T
pf(@'f-ic)-Pr(ng_;) pr{Ec) |, é=t,2,.,n
prl A BB pr (Al B prl EcE)

Pr(ﬂ.E‘.'.l..”. n)

sustituyendo lo anterior en 1 se tendra

2 n
5e (A) = X_ pr(B1E) pr (Li;)*'z_ P'(Qlﬁc‘EJ\P'(ﬁc'&)
L= ‘-.,53.'
n l(J
t ) pe(AlE-E;Er) pe (i€ Ee)
"l REL



lo cual representa la fdrmula de Bayes.

EZJEMPTLO.
Sea E = 1\1:, Xa2,1,,%yq, ng y sean los si_-
guientes siete eventos borrosos pertenecientes a un mismo se_

3
mi-cuerpo de Borel -Ey c L,
X Xz X3 Zd

g, = |03 1]oz2lo|t |

X:. x2 A5 Xq X

L Lz X EXEEY,
E,-F - o018 6490 0.20] 01 1

X, Xy Ay Ay Ag
E,- E,°1030l0.5] 018] 0] 0
o
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X X2 X3 Xy s
- gi._gl.gs ={_o.18 0.20 o0.18 \ 0 0

 supongamos la siguiente régla de probabilidad:
pr(x) =01, pr(x):05, pel23)=0.1, pr(X4)=01, pr(xg)-02.
s5¢ cbtiene entonces:
pr(E% (0-1)(0.3)+ (0.5)-(1)+ (0.1) (0.2) + (0-1)- (04 (0.2). (1) = 0.5
prkE ) (0.1)(0-6) + (05)(04) + (0.1)-(L)+(0-1)-(o-1) +(0.2)- (1) = 0.5,
Pr(Es) = (0.0)(L) + (0.5)(0-5)+(01): (09)+ (0.1)-( L) +(0.2)- (0): 054
pr §,~§1) =(0.1) (0.48)+ (0.5)- (a4 )+ (0.1)-(0.2) + (0.1)-(0) + (0.2)- (1) 0.938,

priEi-Es)= (o z)-(0-3)+ (0.5)-(0.5) + (0-1)(0.18) + (0-1)-(0) + (0.2)- [0) = 0- 298,
pr (£, E_;,) (0.6)+ +(03) (0.2) # (0.1)-(0.9)+ (0.1)-(0.£) +{0.2)-(0)= 0.2¢D,
pri £ E, Ey)s (0 z)l(o. 18)+(0.5)}(02) #(0.4)-(0.18) + (0.L)-(0) + (0.2) ( 0)= 0.135,

fupongamos las sigulentes probabilidades condicionales.

PI(Q}E:.):O.ZO' " pr(ngz):ozo‘ Pf(@\gg’):oso
pr (efg E)= 015, pr(a\g,-ga) = 0.18 |

pr (A1 EfE, E,) = 0.1D
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- Se tiene entonces que:
pri8) < pr (AIE) pr(E)+ pe (AIE) pr(£a)
+pr (RIE) prlEs) - pr(AlE E)pr(£ E,)
~pr (ALEEs)prlE£)
-~ pr(AE,E)pr (ELEs)
t pr (A [E E;E) pr (E-E;Ey)
- (0.20)(0.35) +(0.20)-(0.53) + (0.50)- (0.54)

-(0.15)- (0.438) - (0.18) ( 0.298)- (0. 45)-(0.250)
v (0.20)-(0.136)

- 0.38926.

Y de ahl que:

(1A - pr(AIE)-prlE)  (0.20):10.35) _ 0,38539,

Pr[ﬁ) 0.38926

P'(,.,E"'le) :4)((9 lg?—)'Pr(E-l): (0.20)’(0.54): 0.29286
e (8) 0.38926 )

rr (EBIE)) - TQr(e ’Ea)‘pf (gs) P (0.50)-(9_-}5,",)_ - 0.69362.
pr(A) 0.38926
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oo (ErEa1A) < or(A1EE). prE£) (0.45) (0.938) 5./4878,

pr (8) 0-3894¢
or (E-E1A), pr(B1E &) pr(E8)_ (018) (0298) 41545
pr (A) 0.38492 ) ’
P (E; £,1R) . P (8 1 £285)-pr(£afs) (045 )0.200) . 0. 40049,
pr (9) 0.3892¢

e (£ E.08,1A). pr(BIEEE) pr (EEE)  (0r0) (0130 g 43993
pr(A) 0.389206

. verificir entonces ques
or (E18) s pr(£18) «pr(Es1B) - prl £:EalR)
pr (€ E51AY=pr (EE1A) + prl£ E-£a18)
- 0.38539+ 029286+ 0, 49362-0.7168%8- 0.732749
—~ 0.10019+4 0.03 4¢3

-::i.
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Definicidn 7.

Sea un referencial E y un semi-cuerpo de Borel JC LE, L= [-0. 1J-

Se define una valuacidn minima condicional de ,@ € ﬁg dado

B € J como:

A ~

)

Q,.(QIB\: lr(@r‘ﬁ) U(§)>o
NI . §

A ccntinuacidn se demostrard que es una valuacidn.

» (ple)., L(6nB) | 2(¢)

= — = 0 Por def., 2
r (8) > ( B)
v{Elg). 2ENE) = a8)
r (B) +(B)

Al Q\)E)z, Q G{g
Q\ C 91 “—"—-) (U(B\) < 1)'(91)\

Por def. 2

E‘C 91 '—'—') 9\[‘% C Qzﬂ%
5> v (0n8) ¢ v (2N 8)




t
i
~1
i

Se propone llamar Sensacidn a un subconjunto borro -
$c gue sea valuable y perteneciente a un semi-cuerpo de Borel,

as. como, a un subconjunto vulgar probabilistico se le llama -

ew=nto.

Definicidn 8.
Dos sensaciones B € J y B ¢ J se dice que son -
~
mi—independientes por la valuacidn U si:

v(@n%) = v (AYA B (B)

per lo cual

(i) - »(AYAv(8)

> B)
= v(8) s¢c B(AY< »(8)
U (B8) |
= .._}_C.‘_f:”:l S4 u(@jil’“(a)
»( 8)

Tworema 1.

Z:za un semi-cuerpo de Borel JC LE , L= [0,‘_] y K € (!/ tal
zae el ng /U.k () = { , dada la valuacidn: 1/ Q S 'J
»(A) = V (/uxcx) />/u‘£,(1))

xeEE ¥,
v una particién del referencial E donde ) €£ « £ , onton
L 2N -
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v (8) = V »(AnE)

Demostracidn:

?r(eﬂ@) -V (/“-5("-) N Jhgag (I‘))

X & E

=V L Apges A pg )

x€E

: Xeeg
~ ~t

;\.//lr(ﬂngz) =V ( V (;Lk(z)/\,uetm_/\‘,ug: (1)))
~ Por otra parte se puede demostrar que:

E\‘/ [.zv (g A pger A /“f*mq )

. €EE

-V i Vo pee Apge /\M‘m)]

r A E

=V { P YA g (13 A (}f P "“\l.k

x€E



_.(.]x:)_

pero \V4 Mg {x) =] por ser ;’E_a de la particidn,

£, &
.V A - (A
er(@ngg A Ma ] = wlh)

»(Aa) =V » (ANE)
s ~ E ¢ ~ ~
Definicion 9. ~
Sez un semi-cuerpo de Borel Jc_ ]__E , L= [O,l:\y una particidn
n

bc ~rosa U‘E(:E, Eiedp. c=h2, ...,N g QQJ

(- ~ ~
y =z tiene una valuacidn del tipo del teorema 1 donde: U (@) )O’
- (E)»>o

i=h2,.., N,

’

b (A1E) . L (ANE)
-7 v (E:)

b—(EJQ) z U(Ei”,@)'
~ T v (A)

ernTonces

v ( Eqi) v (RI1E) »(E)
o v (A)

it

U(Qlf_i) U'(Ei)
Y o ALE) v (Ed)

por el teorema 1

n
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lo gue se denominard como "Valuacidn a posteriori del tipo min".

EJ EMPLO.
' E
Sea E - {CL,L:),Q,d, Q*’ y un semi-cuerpo de Borel J =L

y se considera la valuacidn de A c J a partir de ”:{ € J :
: Q b a /4

d
K =103|05| 1] 0 |09

»(AY = V (lLLE(x)/\/{L5(13).

xe €

pG=

y ..z particidn borrosa

co b e d <
E, = |0.4]l08]|02] 106

L d

@ b ¢ d e
ot 1 0.11‘

G b ¢ d e
E,=| f|os| (|1 |os]

m
N
n
(& ]
o

dcinde

»(E) =06 , v (£,):09 , »F(Es) =1
v(AIE) =08, > (AVE)-04, v(AIE) = D.2

en-luonces




(S
'D
—

(0.8) (0.6)YV (0.4) (0.9 v (1) (0.2)
(0.48YV (0:36)V (0.2)

"

- 0. 498.
U(g,;gxzv(“‘E)HE)__ (‘0.8)-(0.(9):‘
v (8) 0.48 -
b (E10) . b(AVED) v(E) (0.4)10.9) .
v (A) 0.98
> (Esl A)_ v(81Es) v (£) . (1)(0.2) _p 45
v A) . 0.48

U(ENA)V ¥ (E 1) vI(ENA) = L

Devinicidn 10!

. E
Sea un referencial E y un scmi-cuerpo de Borel E{ c L

, se
define una valuacion prod-condicionat de A e t& dado
9 € J por la fdérmula:

U(Ql@\: ?)'(Q.B.) -U"(@\).O,

v (8)

Lard

Pefinicidn 11.




Sean dos sensaciones A € 4 y B € o se dira que son -
prod-independientes por una valuacién U si:

v (A-8) = v(A) u(B)

v (R1B) = v (A).

Teorema 2.

Sea un semi-cuerpo de Borel .d? C LE' L= [0,3] Y L( € J dado
' A = (). 7 { - E

¥ Aecd , v (A) :r.\e/e (/u,~< s/uﬂmh .g_.gL

una particidn borrosa de E, E( € c=1,2 .., N

entonces

by (8) =V v (A E)

la demostracidn es anidloga a la del teorema 1.

Definicidn 12.
€
Sea un semi-cuerpo de Borel J (o L , L:_[O.l-]y una particidn
n
borrosa UEL = E , gi_E J ,Lzh2,., Naado Y A € »é la U'(E)
tsy ™ ~ '

estd dada por el teorema 1. Entonces una valuacidn posteriori

de tipo prod se define como:

v (ElA) =




Basandonos en lo antgrior podemos definir una probabi

lidad condicional de eventos borrosos como:

pr(B\?}\ _ pr T«Qﬂ,@) ) P,(@) S0
pri8)

Para la probabilidad condicional dada por:

.Pr(91@>= P((Q"B) ) pf(.,@))O.

se cumple quc: F((@)
o (A18) . 1 - pr(AIB)
pc (A1A) < L

Demostracidn.

prtIs

Pf‘ (é...B) = % }Lﬁe(l\d;(x)z P‘ﬁ(l)/ug(z)d;(ﬂ

E E

pero /LLP(I) = 1. ”/L ﬁ()‘-‘), entonces

pr ((A-8) = g(i—,uﬁcx\)/ug(xu d Flx)
e 8
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= g (gt _/uﬂ(xs/ue(u) d F(z)

E

= g p.glx\ dFlx) - &/Aa\IJ/U-B (x) d F(x)
E ~
€

= pr(B8) - pr(E)-B)

- pr{Al8) o _£7(B) - pr(A-8)
T pr(8)
= 1 - P"(f) @) 1 R (9’@)
pr(8)
pr(elg): pr( 89)
. P (A) |
pr (4-A) - g Ma.q (X)dF(x) = g Mal0 gz d Flx)
e ~° E - '
sg uﬁtx)dth): - pr (A) .
E
= pr(A-8) < pr(A)
PF(QQ) ¢ | pr (9,9)&5_
pr(A)

Sin embargo para la probabilidad dada por la inter -

seccidn se cumple:



Demc stracidn
Sea E;fﬂ g» =# 96
Pr(é'%\): Pr(9n§> _ pr(é) s §C§

pr(@) pc(8)
1~ pr(A) 41 - p,(elg)
pr(8)
:___E__C__(__l?a_—)— S¢ ecé
pr(8) )

—

1 =3 1—pr(9’§)

pr( @IHS: P’(Qng) f"(g) - 1.

pr(A) pr(A)

Como rezultado de lo. anterior podemos definir la pro

baz.lidad a posteriori corio:

(e 8. (B8 e ()
T pr (A

donze
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= (,J’:.l
n <)

L L pr{AlEngNE) . pr (ENENER) -
L, j, Rz

Ct(jch'

+ (-—-i)n-’lpf (Q lf-f\Ezn---ﬂ En\Pr ( E‘.n E_ln

TECR.IA POSIBILISTICA Y TEORIA PROBABILISTICA.:

Anteriormente se ha estudiado la teoria de probabili
dad  la teoria de subconjuntos borrosos, concluyendo que cier
tos :zonceptos de los subconjuntos borrosos pueden servir en la
tecra de probabilidad y reciprocamente. Algunos autores propo
nen astudiar la teoria de subconjuntos borrosos de tal manera
que .a divergencia entre las dos teorias sea mas clara propo_ -
nienio la teoria posibilistica en forma paralela a la teoria -
proiabilistica.

En la teoria de probabilidad se llama variable alea_
p n
tort.a X aquella que toma sus valores X en , N=1, 2, ..
tal Jue a cada valor 3 se le asigna una funcidn ; (x)
1llamada densidad de probabilidad y la funcidn de distribucidn
F=),

De?.nicidn 13,

Sea E un referencial finito o no finito, se llama X una va

>
UT




riable incierta ocontingente si para todo valor X de X sea

Xix se le asocia una funcidn @(x)€[0,1) que se denominard -

"Densidad de posibilidad de X " en el caso de que E = R o

"Posibilidad de X "oen el caso de E es un conjunto finito,

(una densidad de probabilidad corresponde a una densidad de po
%

sibilidad) y una funcion q?(x) 2 \/ &(uﬂ la cual sera llama--
Uz ~on

da funcidon de acumulacidn que corresponde a la funcion de dis--

tribucidn en la teorila de probabilidad.

A continuacion se presentan las figuras 1 y 2 que --
corresponden a las funciones de posibilidad para E = R y para
E = A respectivamente junto con sus respectivas funciones

de acumulacidn.

iy @ — g aa § w—



X‘V

Definicidon 14.

Se define 1a funcibn acumulativa inversa como:
[- ]
QD(I-) = \/ [(w)
TS v &
Definicién 15,
Una nocién similar se denomina contingencia matemiatica que se

define como:




. x (2)
6(9\-\5/(/&,(»/\@ ),

donde q)(1§ es la funcidn de posibilidad de la variable in__
cierta XeE siendo una densidad en el caso continuo y una

posibilidad en el caso discreto.

De la misma manera que en la teoria de probabilidad,
la funcidn de densidad de todos los eventos posibles es iqual

a uno, en la teoria de posibilidad la densidad de posibilidad

es igual a uno

V @ia) =4,

asi toda funcidén de posibilidad debe ser normal.

A continuacidn se demostrarda que d; (F}\ es una valuacidn.
Ll

( AN X = (2)) =
ACIE (m(x\ @ () \E/(oAcp) e
'6(5):\5/(/*5(x\/\c9(x3)=}/( Prx1) = |
Ace = Ver;/uﬂ(x € Mg =)

¥ Qlx) /Mﬁ(x)/\q)(x /u (x)/\q)(l)
> VipamAage) o V(g (x) A Blx)
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- Le(a) < 4(a8)

Hay gque remarcar que la contingencia matematica de

un subconjunto borroso puede ser expresado como la posibilidad

del 'subconjunto borroso y se utilizard el simbolo poss (8 ) ;

Definicidn 16.
Si a todo subconjunto borroso EI al cual se le asigna una
funcidn @ (%) de posibilidad, entonces la posibilidad de
'ﬂ por la regla (P {x) esta dada por:
poss (Q) = \_/ ( /U.q(x) N @(10
t ~

Una regla de probabilidad [(x) puede ser utiliza_

da como una regla de posibilidad normalizando de la siguiente-

manera:

[(x)
(P (x) = ng £(x)

si A x ¢ (x) = { entonces se dird que es equipro

bable, tanto para el caso continuo como discreto.

si j(x)es uniforme.
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Exizte un cilculo de,posibilidades paralelo al calculo de pro_

bakilidades.

1) .- 'poss (AuB) = poss (A) V poss(8)

es decir que la posibilidad de la unidn de dos subconjun_

tos borrosos es F aditiva.

Demostracidn.

poss ( AUB) = ,V (/Mue (x) A cpm)

\){ ((/U.e(x) v/“‘g (x)) A\ @(1)3

}/‘ (}Aﬁ(x\ AQeo)v ( gl /\@(1))] |
X\){ (},LE(;Q N (,g)(nc))i\V‘~ \]/c (/ug(x)/\ Cp(x.))}

poss () v poss ( B)
2y.- poss (ANB) ¢ poss(A) A poss (8)

Demostracidn

poss ([ ANG) :

Y

il

1% (,uf,,,g(x) A Q)
= y( /,LA(X)/\/LLB(X) N (Q(x))
¢V (/u@(x\/\' ®(x)) = poss (A)

¢

J\L/(-/uefx) Migx) A @) ¢V [ ngn g (x)) « poss(8B)

poss(@/)@) ¢ poss (A) A poss (B)
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Definicidn 17.

La independencia de dos subconjuntos borrosos Q Y %
se define como:

poss ( QHB) = poss (9) N poss (g)
Definicidn 18.
" La posibilidad condicional se define como:

poss (ANB) = poss (A18Y A poss (8)

Definicidn 19.
Sea E un conjunto productc tal que E-Fx...xEr N
(p (Ic,...,lr )& LO, 1] ’ X; ¢ FEy una regla de

posibilidad tal que V @lx,,., 2r):|.Sea QCE x..xE _donde
z':"xﬂ

Melxy,...,Xr) ¢ Lo, L1 | ;€ E¢, ¢=1,2,..., '

se llamard contingencia de Q a

6(¢) = vV  (po k) A @iz, z)

xl|"-)1r
de donde

poss (C ) : £ (¢).

EJEMPLO.

Sean



£ :|ab e d|l, £,:]0.8c0el, £:ExE,
Qlxy) A 8 e 2 £
al 03| o0ov]| 05| 08| ©
Ll 06| 0.8 0.4 1 O.1
0.9 0 0.8 { 0.9
d 0.5 0.5 0.2 049 | 0.8
g A B C D £
al 06| 0.1 0.11 0.2 0.8
b{ 0.4 0. 1 1 7 0. é 0
el 0.7 0.3 0 0.*/ 0
a 1 { 0.2 0.7 9

pos S (Q)C 1.\,/‘-5 (/‘lg (11‘3)/\ (D (10%))

Pe 1) Qlxy).
0.3104105|08|0 0.610.1|0.{]0.2/0.8
0.6{08| 01| 1 |O.1 A 09{0.t] 1 10.L] O
09{ 0108 104 0.310.3] 0 |09 ©
0.5{0.5|10.2{09]|0.8 { 1{02(0.7 09




poss (@) -

Pro (XA P (x,6)
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0.3 | 0.4 0.1 0.2 0
0.4 0.1 0.4 0.6 0
0.3 0 0 0.9 0
0.5 05 0.2 0. 3 0.8
A 8 e D E
a| 0.3 01 0.1 0.2 0
b | o« 01 0.1 ""0'.4: 0
e | 0.7 O 0 0«/ 0
d| 05| 05| 02 | O. 77" 40, é |
A 8 e D £
a| 03 o1 | D1 0.2 0
Ll od| o4 | 0.1 0.6; O
e| 0.3 O 0 0.4 0
d| 0.5 05 0.2 0.7 C.&
0.7 0.5 02 03 08
0.3V DbV 0.7V 0.8 = 0.8

0.7 V0.5V 0.2V 0.3 VvV 08

0.3
0. 6
0.7
0.8
0.8

0.8

0. 8
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Deinicidn 20.

1} .~ Se define como posibilidad marginal a:

O * x,,..., %)
O (nw, - %) = V O (x,x,, ., X

2

il

\/ Q@ (x.,Iz_) _..,JCr)
X

@( X, X4, o %x) e V O(x,,x, ..., %)

x
Z, .- Como posibilidad condicional a:
Py, Xay oo, Xr [ xy2d) = @ di,2,, .., X0)
O lx,,%g ..., X X -d,):-0(=x,, 4o, ..., xr)

@ (x,x, ..., Celd,=dr) - Q2. 1, .., o)

donde di; es un valor dado de X{

3).- Como posibilidad condicional relativa

Q&(x,’l,,,...,lr,x,:.a‘,) - (p(du,xa,...,xr)
¥ q>(1., ...,Ir)

q)* (1.,14, e, If' x-l :dl) = cp(-xb,dz, .rr)
% Q(:x},.“.,.Xr)
X a

@P(x,,x,, ..., dr)
x\/f (p('tll LR zf')

(P' (I.,Il‘ c e, X r Ixr; dr> -
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Ejemplo:
@ix,4) R 8 e D £
al 0.3] 0.4 ] 0.5 0.8/ 0 0.8
96| 0.8 0.1 1 | 0.1 1
0| 0.9 0 0.8 ! 0.9 1
d| 0.5 | 0.5} 02 0.9 0.8} 0.9
0.9 0.8 0.8 1 0.9
8 e D '3
@(*,4)-| 09 0.8 0.8 1 0.5
al 0.8
b
Q(l, k): !
e 1
d1] 0.9
A : 8 Q@ D E
pla,4) = | 0.3 , 0.4 ] 0.5| 0.8 ©
A 8 e D F
®lby)=|0¢] 08 04} ¢ 0.1




A 3 C D E
g(e4) - | o049 0 0.8 1 | 0.9
Ald,9):| 0.5 | 05 | 0.2 ] 04|08
| 0.3 al 0.¢ al 0.5 al 0.8 aj ©
0.6 bl 0.8 bl 0.1 bl 4 bl 0.1
(p(“’*q) = ) (p(x,B): .Q(I,Q): .(p(:(.b)' ,q)f-l'. E)-‘
e 0.9 e O ¢ 0.8 To { e 0.9
Jd| 0.5 d| 0.5 d| 0.3 d| 09 aj 08
A B e b £
* </ ) 8
q) (Q,(ﬁ) = —‘%' "8" . 8 70 o
A 8 e D 3
1
(p*(b, 3) = —g' / —é 1 'é'
A 8 e D £
O (e,u)- | 1 0 1 f !
A 8 C b E
5 2 9 "8 .
O*(d%:-| ¢ | 3 8 70 g




¥(zln) ‘2

. b
,@ (I,Qa

oj &

Sko

o | Sl

ooy

Sl | 3t~

Dip

al o
5l L
" ‘0
‘P (283
e 10

cl




Definicidn 21.
S=z E:E‘XEJX.,,XEF Y CD{X,,I_Z,..,I,)E [O/LJ; I;EE{_
urz regla de posibilidad talque:

O(x,%, ., X)) Qu(x)AQ (A o A Qelxr)

er~onces las variables XL - C=1,.

L

, I son independiertes, en

dormde

41:(}(':',2,4.. r V(-,O(I-L)zl‘

¢
L=Zinicibn 22.
D.:%a una grafica borrosa g C EXEJX‘..X - - Pla,, x,, . . .lr)
u~=z reqla de posibilidad donde X, € E; (=1,2,..,r vy R 1a

re_acidn borrosa correspondiernte a g_ se define como contin -

gorcla matematica marginal para la variable Lo
é( S , q){*,—(.z,..., Ir)) = I'\#/J. ( g(*, X, ---,If)/\q)(“il.z,..,lr))
G (2,0

t ]

%, . 1)) = \V (@(I.,x—,..,xr)/\ Glz,*, -- ,lr))

X X,

L)

v ([ Rixx,,., ) NS x.,xd,_..,r))
é(g,@(i,,lg, ..,*)) —1;#Ir -
dornde

g(x,'l_,' AT ...,].r): 1\/’ g ('x:, I;, ‘,Ir')




EJEMPL O.

Sea la gréafica

Q

s

Q

AN
X

"

, )

¢ c E,.x E,

- 6Y -

A 3 e D E
0.3 7 0.5 0 0.8 1
0.2 0.7 0 0.6 0.5 0.3
/ 0.8 | 0.2 770.2 0.72 f
o |03 |ov|os|or]| 0d
{ 1t 05 o0¢ 08 |71
A 8 e D £
0.3 0.9 0.5 0.8 O 0.8
0.6 0.8 0.1 1 0.1 1
09| O 0.8 .1 0.9 1
0.5 05 | 02| 0.9 08 0.9
09 08 08 1 09 |1
A 8 o » ¢
1 1 0.5 0. b 0.8
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8 e D £
Pl*,49):1 09| 08 |08 | 1 0.9

, tenemos

Calculando primero 2| x,u9) A (D( * 5)
A B8 ¢ » E

R, YA Qv y):| 09|08 |05 l 0. 6 o.8|

de donde:

G (¢, ®xy))

(4]

VR (%9)A @ (b))

4
- 0.V 08 V0.5 V0.6 VDS
- 0.9
Se tiene también:
o ! aj 0.8 al 08
: bl 0.1 b 1 b o)
(2, ¥) - , Ofx)-  R(x, 6 A Qi -
e 1 e 1 e 4
al 04 d| 09 a | o4

.6(§_,(9‘1'*)>:¥( @(JL*)/\LP(:(,«))
_0p8VvO03 VIVod
= 1.



CONCLUSTIONES

Utilizando el concepto de un subconjunto borroso, -
las nociones de un evento y su probabilidad pueden ser exten -
didos de una manera natural a eventos borrosos. Es posible que
tal extensidn pueda eventualmente englobar significativamente-
el dominio de aplicabilidad de la teoria de probabilidad, espe
cificandose en aquellos campos en los cuales la borrosidad es-
un fendmeno natural.

Hay que remarcar que el resultado m3s importante es-
el que la probabilidad es un caso particular de una valuacidn,
siendo asi la teoria borrosa mds general que la teoria clésica

En el caso particular donde los subconjuntos borro
sos son conjuntos vulgares y el semi-cuerpo de Borel es un -
cuerpo de Borel, si la valuacidn es una probabilidad entorces-
las definiciones (7-10) resultan ser equivalentes. De todas -
formas la nocién de eventos independientes sigue estando rela
cionada con la relacidon de sensaciones prod-independientes.

Notese que la funcion de pertenencia no es una fun -

cidn de probabilidad sino que representa uUnicamente la informa
cidn del problema.

Entre las analogias de estas dos teorias estid la de-
evento borroso y evento vulgar ya que ambas tienen las mismas-—
caracteristicas cada una dentro de su campo.

También es importante observar que en la definicidn-
de probabilidad borrosa la complementacidn no se encuentra com
pletamente definida, sino que se considecra una pseudo-complemen
tacidn.




~
“
s

EJEMP LG

-nsidérese la variable " X es joven" y sea una regla de po_

:bilidad de la siguiente manera:

(

! , x £ 20
1-2.(1‘202 ¢
Qix) = | 2.0) ) 20 €230,

2(1‘40)2 30 ¢x <90
20 )
0 , “/O(.X
\
Q(z)
1 I R
1 |
i {
| l
0.5 Y

0 10 20 30 YD S0 O
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Considérese ahora el punto de vista de un observador (Juan)
dando un subconjunto borroso fg que representa la "Sensacidn"

personal de dicho observador acerca de la juventud.

Sea;
Mg () =1 , x & 10,
= X-30 /10 ¢ X & 30,
20
- 0 30 ¢ x.
A TR T T T T T T T T
t \'
ot
Y
M e —_
.\\
}
i \
\

0 10 20 30 40 8© 4O x



En este caso la contingencia : "Juan e¢s joven" tiene el valor:

6(8) =V [/u.ﬁ(x) A Q) = L.

Otro caso serla el punto de vista de Pedro, para el cual la -

"Sensacidon " es diferente y esta dada por:
/A'B (1) - O , X < 10 s
- o0 10 < x $30,
20
- I , 30 ¢ x
h
4p§tz)
l —'—T——:"\—
0,809 = ~l——
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Entonces la contingencia "Pedro es joven" seria:
(e) = V xy N @Q(un) = 0. 80
6(8) ,c(/*g“ ¢ () q
Finalmente se considerard el punto de vista de Pablo para el -

cual la “"Sensacidn" estad dada por:

PL(! () =0 , x ¢ 30,
L™
- x2-30 30 ¢ x ¢ 50,
20
< 4 50 & X.

l

0.5 ~—~-""“‘r -
T

0.1 b= =~ — —

A T e

¢o x

o
o
N
o
W
o
<
[
o
o




- 76 -

La ~ontingencia '"Pablo es joven' seria:

6(¢) =V (p,um A Q) = 0.190

A continuacidén se examinard la interpretacidon de la

cextingencia max-min en el caso de conjuntos vulgares.

Se considerard la misma regla de posibilidad que en

el raso borroso.

Se: Q 1-.{18"
esTonces é(ﬂ) = \/( L/\ @“8)) = v(i’\l) = |

Pa:a: A 2{2-5f '

6(a)= V(1A cpum)=v{m%_),%
A =130}

6(AY = V(1A @3o) = v (1A 05):05




A = { 44 f

6(A) = V(1A g4s) = V(1A0)=0

£(AY=V (1A Q). @(x) - poss (x).

Zupongamos dque se tiene:

A:-La bl , a ¢b , a beR’

—-ntonces:

b
gAY =V (1A Q)
XzQ
-1 valor de la contingencia matemitica max-min é (Q ) depen__

ferd de & y de b.

Tor cjemplo, para Q=25 , b =35 s5e tiene que:




- 78 -

- 6 (A) = V(1A )

@ (25)

H
<
)

"

]

® b

para: @& = 35 , b: 45

95
G(A)Y= \ Qix) = (P(35)

@

xX:35
para:
para: O =45 , b= 50
) 50
G(A) =V @) - o
xX:=45

Hay que remarcar que la contingencia de un subconjun
to borroso puede ser expresado como la posibilidad de ese sub_
conjunto borroso por lo que podemocs expresar 45 ( ﬁ ) como -

poss (A ) .

Analizando el ejemplo anterior se¢ observa que la con
tingencia de un conjunto vulgar representa la probabilidad del




mismo. Ademids es importantc el notar que 1 criterio para de _
finir juventud en la tcoria borrosa no estd restringido como -
sucede en la teoria clisica, ya que es natural considerar dife
rentes grados de juventud, es decir, que a la edad de 20 anos
se puede decir que la persona es muy joven, a los 28 es joven
pero no tan joven como la de 20, v a la de 35 se considera a -
la persona todavia joven. Sin embargo en probabilidad clasi
ca una persona de 20 aflos y una de 35 se consideran igualmente
jovencs.

Se espera que este ejémplo haya sido lo fuficiente -

mente ilustrativo de las analogias y diferencias entre ambas -

teorias, asi como, la utilidad que puede representar la teoria
borrosa.
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