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PROLOGO

De las pldaticas sostenidas con el grupo de trabajo de pro
babilidad de la Facultad de Ciencias, se 11eg6 a 1a conclusién
de que en la mayoria de los cursos impartidos de probabilidad,
estadistica y econometria siempre quedaba un tema de suma im-
portancia dentro de esta drea sin ser tratado y que es el de
andlisis de series de tiempo, esto motivé al Dr. Joaqufn Cu-
riel a impartir un seminario en el cual se tratard dicho pro-
blema a manera de introducci6én para con esto motivar a los es-
tudiantes a introducirse al tema; sin embargo debido a la am-
plitud del tema se consider6 suficiente tratar €1 método desa-

rrolado por Box & Jenkins y que finalmente motivé el desarro-

110 de este trabajo.




INTRODUCCION

Este trabajo fué desarrollado con el objetivo principal
de introducir al lector de una manera intuitiva en los concep-
tos fundamentales del método desarrollado por Box & Jenkins pa
ra el andlisis de series de tiempo, para esto, fueron seleccio
nados los temas mas importantes de dicho método para ser trata
dos en tres capfitulos bdsicos (II, III, IV) de tal forma que
con conocimientos bdsicos en matemdticas y estadfstica, el lec
tor podra obtener una visi6n general del m&todo. Asi mismo,
el trabajo presentado de esta forma, da la opcién de profundi-
zar en un tema especifico que quizd sirva para desarroilar fu-
turas tesis.

La forma en que fueron desarrollados los temas, parte del
primer capitulo en el cual se trata el concepto de espacios de
Hilbert de una manera muy superficial, ya que el objetivo de
este capitulo es simplemente mostrar al lector que existe una
parte puramente matemdtica en el andlisis de series de tiempo
que se desarrolla en dichos espacios; esto es, se dice que una
serie de tiempo por tener varianza finita perienece a un-espacio de
Hilbert, es claro que el lector podrd hacer caso omiso de este
capitulo sin desviarse del objetivo principal.

En el segundo capitulo se estudian los conceptos funda-

mentales del andlisis de series de tiempo de una manera sim-
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ple, de tal forma que el lector tenga las herramientas sufi-
cientes para entender el problema de series de tiempo, asi mis
mo, dentro de este capitulo se estudian los modelos desarrolla
dos para series de tiempo estacionarias. En el capitulo terce
ro se trata el problema de no estacionalidad y los modelos ade
cuados para su estudio para finalmente en el cuarto, tratar
el problema de identificacidn, estimacidn y prediccidén de di-

chos modelos y de esta forma cumplir con el objetivo principal

de este trabajo.




CAPITULO I




ESPACIO DE HILBERT

Partiendo de 1as nociones elementales de geometrfa and-
litica, podremos describir un espacio de Hilbert como un po-
sible espacio euclidiano de dimensién infinita; por lo tanto
en esta primera parte recordaremos algunas cardcteristicas
del espacio euclidiano el cual usaremos para introducir en
forma axiomdtica 1a notacidn de espacio de Hilbert como -una

generalizaci6n del espacio euclidiano.

1. Denotaremos por R el campo de los numerosos reales, por
R el plano euclidiano de dos dimensiones y ‘Rﬂ el espa-
cio euclidiano en 0O dimensiones, empezaremos recordando
algunas caracterfsticas del espacio euclidiano ’R} » par-

tiendo de su definicidn

= {a= 4, %)/ €R o €R] 1.1
si los vectores 0.:(0(,,41\, b-‘—(@-,@;\ y el real A es-
tin dados entonces G& b y XM\o. estdn definidos por:
Wb = (fihy dotpa) z
. Mos (M, Ay b
@\ es un espacio lineal, ,(I P numeros reales y

a, \3, ¢ vectores.




(asb)4 ¢ = oty c) «[pa) = o

a4+ 0 =0+0 =Q {00 = O
At (-0) = (-a)+a =0 x(oab) = adxah 1
arh = byra (ap)on = daspa

si 0= (), dy) entonces -0, estd definido por -~ a.=

(-'l‘/—o(z) si a:\o{,l,[z.\ y b= ({5”?“.) entoncés la
longitud de O est§ dada por:

Z
ot = \ gty o, 1.4
mientras que el producto interno estd definido por

LA IE L R BV LY iﬂ,' 45‘(‘?&, .
= \ay by CﬁSa/}) V¥, o7 h*re;

De 1.4 y 1.5 deducimos
8,0y = oW

1o,y & WANIbY (Desiguabad de. Gudy) 1

Las siguientes propiedades también se cumplen para todo ni-

1.5

mero real o y para (todo vector a,b) a y b cualesquiera
vectores.
la\ 70
all =0 &=<76=0
Heal = nal 13
Noybll & \ayt bl ('Desigoal&c\ &l“&lwgv\ﬂ




{atdb ey = a7+ {b,0)
{dw by = x{a,bd
Caby = <h,ad
(a,a% 70

{a,a] =O

1]

- La distancia de dos vectores Ck,b en 'Rz estd dada por:
Hb-all = la-bl
- Una sucesiébn {0""{1« en Ka converge a un vector G €
g si la distancia Y Q- Oyll converge a O cuando Ny o0
- Una sucesibn ﬂd\“.{‘:‘ es fundamental o de Cauchy si las

distancias WO - Oa4ll Se vuelven pequefias para W y N

grande, es decir;

R, 0w - Gall = 0

Es importante el hecho que cada sucesién fundamental
14
en R converge a algln vector en ® » este hecho es tam

. Y2
bién expresado diciendo que R es completo.

Finalmente, consideremos el conjunto V de todos los
vectores (X-‘-(d.‘dz,\ ,“\,'(z €qQ » por la teoria de conjuntos sa-
bemos que U es un conjunto . numerable, es decir, dado

2
cualquier vector beR y cualquier ndmero real &70
podemos encontrar un vector A& U tal que “b-&.\\ L e

6 en otras palabras el conjunto \U es denso en 'Rz , el




1
hecho que R contenga un conjunto denso en todas partes

es también expresado diciendo que R es separable.
1.2 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Hasta ahora hemos considerado R° como un espacio 13
neal sobre el campo de los nimeros reales, sin embargo, a
partir de ahora tambi&n admitiremos niimeros complejos como
escalares, de esta forma denotaremos por el campo de
los nimeros complejos y por 13 a cualquier otro campo si

no queremos restringir a un caso particular como N o &

Definici6n 1.2.1 Un conjunto L forma un grupo conmu-

tativo bajo la adiciodn, si para cada par ordenado
(a, b\ de elementos de L. hay asociado un Gnico elemen
to &+b e L., Tlamado la suma de OyYy de tal forma que
las siguientes condiciones sean cumplidas:
Sean & ,b, ¢ elementos arbitrarios de L
i) (asb)yc = g (bre) ley asociativa
ii) O30 = O+CG = O existencia del cero
iii) para cada elemento A €L existe G'€& L -3
Ayl = 4G = O existencia del inverso

iv) o+b = bic ley conmutativa

Definicién 1.2.2 Un conjunto L. es un espacio lineal




sobre ¥ si L es un grupo conmutativo bajo la suma y si
una multiplicacidn de los elementos de L con los elemen-
tos de F , 1lamada multiplicacién escalar, es definida en

tal forma que las siguientes condiciones se cumplan:

Sean G, elementos arbitrarios de L y d\f
escalares arbitrarios en ¥
() £(pa)  (@p)a
W 1.4 =o
{i) K{avb) = 4 +dh
WY (4 p) &= 2ar pa

Un espacio lineal sobre € o R es 1lamado espacio 1i-

neal complejo o real respectivamente,

Definicién 1.2.3 Los elementos fx ¢ L (1&y ¢ n) son

linealmente dependientes si existen 0(\4 escalares en ¥

N
(1w 2n) no todos iguales a cero tales que J Axfx =0
kay

Yy los elementos f'y, son linealmente independientes si

é‘tct =0 para K,K =0 own 48wtV

Definicién 1.2.4 Un espacio lineal L sobre ¥ es
un espacio con producto interior sobre ¥ si para cada par

ordenado (f,g) de elementos de L  hay asociado un Gnico

escalar { ¢, 47 11amado el producto interior de f y 4

de tal forma que las siguientes condiciones se cumplan.,

i) (R\‘H, °S> = <(",3> *‘<i'7- /3>




i) doqf, 4> = K LEY)
ii1)  {q k> = 49D

ivl Z¢.¢) 20
VI 4§ E)> =0<=> =0

Definicién 1.2.5 Para cada vector § ¢ L el nimero

real no negativo Il F 1l = QLF.[-) es llamada la norma de

F . Un vector de norma 41 es 1lamado vector unitario.

Definicibén 12.6 Se dice que F es ortogonal a 4 ,
si {f,q) =0 - Una familia E={(clc L es orto-
gonal si fgq .LS'q para G ¢ G . La familia E es
1lamada ortonormal si X es ortogonal y |l f;|l ={ para

todo W

1.3 ESPACIOS LINEALES NORMADOS

Definicidén 1.3.1 Un espacio lineal L sobre ¥ es

1lamado un espacio lineal normado, sobre ¥+ si para cada

vector fel hay asociado un Gnico nimero lFNEeR , 1lama
do 1a norma de F , de tal forma que las siguientes condi-
ciones se cumplan:
i) WeUW2O
ii) WEW=0¢=> f=0
ii1) Werglh £ WHIL+0ay




iv) WAEW = YAen

Definicién 1.3.2 Para cualquier r(o e L y para cual-

quier £>0 el conjunto SF'. WE- fo L&.‘g es llamado la

bola abierta de radio &

Un subconjunto ) ¢ L es 1lamado abierto si para toda
¢ ¢ Y existe &> O tal que la bola abierta de radio

& con centro en S!o estd contenida en

Definicién 1.3.3 Un vector h es llamado un punto

de acumulacién de un subconjunto \JCL si toda bola abierta

con centro en Fy contiene al menos un vector FeU di-

ferente de H . Un subconjunto YU ¢ L. es cerrado si con

tiene todos sus puntos de acumulacién.

_ €
Definicién 1.3.4 Una sucesién K(MK“%C L. converge

a un vector e 11amado su 1imite si para toda &£70 exis-

te un indice n(e) tal que:

NE-falle e X nanle)

(> o)
Definicién 1.3.5 Una sucesién {F“1n=1 < L es

1lamada fundamental si para toda &2 O existe un indice wn(&)

tal que
0w~ fall < & >(rww,v\(&) y ’VLM/ niEe)

Definicién 1.3.6 Un espacio lineal normado L es

1lamado completo si toda sucesi6n fundamental en \. con




verge a algln elemento de L . Un espacio lineal norma
do completo sobre T es llamado espacio de Banach so-

bre +

Después de haber enunciado las definiciones anteriores,
ahora estamos en condiciones de estudiar el concepto de es-

pacio de Hilbert.

1.4 ESPACIO DE HILBERT

Definicidn 1.4.1 Si un espacio X con producto in

terno es completo con respecto a la norma inducida por el

producto interno es l1lamado ESPACIO DE HILBERT.
1.4.1 DESIGUALDAD DE BESSEL

Teorema: Sea X un espacio con producto interno, A
un conjunto ortonormal de vectores en X y Y un vec-

tor arbitrario en X . Entonces

Para todo '3(”3(7_/ N NN

A 2 2
Q (Vi) | ¢ Wyl

Demostracidn: Sea «] = ('i,-x_ﬂ es claro que

) v ;
0 ¢ (¥~ Zax Y- Z4i% )

121




<= £ T - 2 6 )+ 2 2 A )

1

nyn'- {i‘ 43122 Z il 4 é\di\’

{=4

1

W= 2 ity 2 e
{=4

{=14

1.4.2 CONJUNTOS ORTONORMALES COMPLETOS

Definicién: Sea A un conjunto ortonormal en el es
pacio X con producto interno. Se dice que A es comple-
to si no existe otro conjunto ortonormal conteniendo o A

Esto es, A debe ser un conjunto ortonormal maximal com-

pleto.

Criterio: Un conjunto A ortonormal es completo si

y solo si, X tal que Xx LA =>x=0

Demostracifn: Suponga que A es completo y ¥ es

distinto de cero tal que X A A , claramente esto es

contradictorio porque el conjunto ortonormal

AN Si?\%\‘g

contiene A propiamente y contradice la maximilidad de A,

reciprocamente, suponga que la condici6n se cumple, esto es,



= L A implica X =0 . Si A no es com
pleto, debe existir alglin conjunto ortonormal "© tal que

B > A propiamente. En este caso, sea X ¢ ®-A , por
tanto UxW\={ y X 1. A , la suposicidn de que tal con-
junto ortonormal B existe, debe ser falsa y A debe

ser completo,

10




CAPITULO 11




2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES EN ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

E1 punto principal del andlisis de series de tiempo, es
el concepto, esto es: éQué es una serie de tiempo y Para
qué sirve?, serd entonces la respuesta a esta pregunta nues-

tro punto de partida.

Una serie de tiempo es una coleccidn de observaciones

hechas secuencialmente en el tiempo.

Gran parte de la teoria estadistica esta enfocada en el
estudio de muestras aleatorias de observaciones independien-
tes; la especial caracteristica del andlisis de series de
tiempo es el hecho que las observaciones sucesivas usualmen-
te son NO independientes y que el andlisis debe hacerse den-

tro del orden en que aparecen en el tiempo las observacio-

nes.

Si una serie de tiempo puede ser predecida exactamente,
se dice que es deterministica, pero las que nos interesan y
que son la mayoria, son las estocasticas, en las que solamen

te parte del futuro esta determinada por observaciones pasa-

das.

Para series estocasticas, predicciones exactas son impo
sibles y deben ser reemplazadas por la idea de que los valo-

res futuros tienen una distribucidon de probabilidad, la cual

11




esta condicionada por el conocimiento de observaciones pasa-

das, esto es, para nuestros fines, analizaremos un conjunto
de observaciones formando una serie de tiempo, como una rea-
lizacidén de variables aleatorias distribuidas conjuntamente;
es decir, la'secuencia de observaciones & .......2, tomadas
en espacios de tiempo discretos e iguales 4§ .__.._ ..\ son pen
sadas que provienen de una distribucién de probabilidad

oo (2@
donde F(21..n?k) es una funcién de densidad de probabili-

» oo

dad, los subindices {.-.-.N  sobre F indican que la dis-
tribucidén esta asociada con esos perfodos de tiempo y las va

riables aleatorias en cuestién son &4 ... Bn

Nuestro @1timo objetivo serd usar esta distribucién con

Junta para hacer pronosticos acerca de futuras observaciones.

Por ejemplo, supongamos que conociamos la funcifn de
distribuci6én conjunta para N=Ted y que estabamos en el

tiempo ¥ habiendo observado Zi. ._-2&+t . Entonces del

conocimiento de f‘i.---.'ru [&__-_.,3“,) y de nuestro cono-

cimiento de valores observados de @ ....%y , podrfamos cons

truir la funcidn de distribucifén condicional para la futura

observacién ZBxa4 , esto es: f.r_"“___.‘. (zﬂ,/z‘___.zw\

En otras palabras, la informacién que tenemos acerca de

12




la relacidén entre Z{._._.... Zy N ZT+4 de su funcidn de
distribucidn conjunta, nos permite usar Zq I | pa~

ra hacer predicciones acerca del resultado mds probable de

214 .

2.1 OBJETIVOS DEL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

Es importante notar que el pasado histérico de las se-
ries de tiempo nos sirve para realizar dos funciones:

1°) Debe informarnos acerca del particular mecanismo,
el cual describe su evolucidén a través del tiempo.

2°) Permitir poner este mecanismo para usarlo en pre-

dicciones futuras.

Dentro de todos los posibles objetivos en el andlisis
de series de tiempo podremos considerar como los mas impor-

tantes:
a) Descripcién b) Explicacién c) Prediccidén c) Control
a) Cuando nos encontramos con una serje de tiempo, el
primer paso en el andlisis es usualmente graficar los datos

y obtener medidas descriptivas simples de las principales

propiedades de las series, como en la grafica.

VENIAS DE UNA CIERTA COMPANIA

oo DE INGENIERIA EN MESES
boo JUCEBSWO S |

o

400

o

1% AW 4% 3 BT e (T
13




Podemos observar que existe un efecto estacional regu-
lar con las ventas altas en invierno y bajas en el verano,

también podemos observar que las ventas anuales tienden a in

crementarse.

Para algunas series la variacifn esta determinada por
tan obvia caracteristica, y un modelo simpie, el cual sola-
mente intenta describir tendencia y variaci6n estacional,
puede ser perfectamente adecuado para describir la variacidn

en las series de tiempo.

b) Cuando las observaciones son tomadas sobre dos o mds
variables, puede ser posible usar la variacidén en una serie

de tiempo para explicar la variacidn en otra serie.

c) Dada una serie de tiempo observada, quisieramos pre-
decir 10s valores futuros de las series. Esto es una impor-
tante tarea en prediccién de ventas y en el andlisis de se-

ries de tiempo econfmicas e industriales.

d) Cuando una serie de tiempo es generada, la cual mide
la calidad del proceso de manufactura, la direcci6n del an&-

lisis puede ser controlar el proceso.

2.2 EL CONCEPTO DE ESTACIONARIO

Antes de empezar con la definicidn matemdtica de esta-

14




cionario, €s conveniente introducir la idea desde un punto
de vista intuitivo, asi podemos pensar en una serie de tiem-
po estacionaria si:

i)} No hay cambios sistemdticos en la media (sin ten-
dencia)

ii) No hay cambios sistemdticos en la varianza y

ii1) Si las variaciones periddicas han sido removidas

estrictamente.,

Ahora consideremos el problema de describir los prime-
ros dos momentos de la funcidén de distribucién conjunta, las
medidas, varianzas y covarianzas de las variables aleatorias

21......-.___2\!\

Sabemos que las medias pueden ser representadas como un
vector de ‘Q individuales valores esperados, es decir;
(12‘/ - - "ig“)
asi mismo las varianzas y covarianzas pueden ser representa-

2
das en una matriz simétrica de IQ elementos, esto es:

Vor (2¢)  Govl2a22) o .. Gov\20 2w)
(ov (21 4,) Vay \Z’a.) - -~ Cov \Zz, Zw)

Cov :(Za 1) Yax (Zw)

Es claro que para describir tan solo los dos primeros

momentos de la distribuci6n conjunta, necesitamos calcular

15




2

ﬂ esperanzas y %_kN +N) varianzas y covarianzas.
Sabemos que en la préctica donde las observaciones Z4..._ €w
estan observadas y deseamos inferir su distribucidn conjunta,

estimar los ¥% N y \/z“z es demasiado complicado.

Una considerable simplificacién es lograda si pedimos
que la distribucidn conjunta sea invariante con respecto a

el desplazamiento en el tiempo, es decir:

G(?{ .---_.Ztgg\'-‘- HZcm ______ .ztw.w\y

Donde & es cualquier punto en el tiempo y KyM son

cualquier par de enteros.

La propiedad definida anteriormente es conocida como es

tacionaria.

Ahora veremos todas las consecuencias al aplicar esta
propiedad, para esto, tomemos K20 ,» esto es:
F2e) = Fl2am)  m=td 22,0
esto es, la funcién de distribuci6n marginal para cualquiera
dos observaciones son las mismas, de aqui podemos seguir que

sus esperanzas son las mismas
El2) = 5(24“9\\

y sus varianzas son las mismas

Nave (24) = Var \zﬁ*w‘\

16




Similarmente para ¥=1 | tenemos
F(Zﬁ'2§f1) = }(Etm\, Zuwwi) m=t4 22,
Esto significa que la covarianza entre Zw y Zt4d y
entre Zetam y Zt+wax4  debe ser la misma. Estas covarian-
zas pueden ser denotadas simplemente por '%g puesto que su

valor depende solamente sobre el hecho que las observaciones

en cuestidn son separadas por un periddo. Esto es:

COV (2*,?{%4\ * (OV ('Zum’i‘umﬂ) M-’t“' iZ,---
Similarmente, para cualquier par de observaciones sepa-
radas por j peribdos, tenemos:
f- (2*,2%05) = f“lzﬂw\, Zimni\
y por lo tanto la covarianza entre.cualquier par, solamente

depende de a ,» esto es:

Cox (Ze,?ﬂﬂ = (ov (Zevwm, Zomsi) = 'y,

De esta forma nos referimos a ‘4{ como la autocova-

-

rianza de atraso |

Si denotamos 3‘-(2«) en general por 4 es decir
©
M= E(Z) = jbzﬂa)éz

y la Va"(?u) por 1 , es decir: _
1, = F-th-,u\z]= J(Z-M\‘Fu)c\z

entonces el primer y segundo momento Se convierte en

17
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Yyor 1,
E1 cual involucra ahora solamente N4 distintos ter-

minos, los cuales aun son muchos, y cuyo problema serd trata

do mas adelante.

2.3 AUTOCORRELACION

Una consecuencia de estacionalidad 1a cual tiene una
importante interpretacion en términos del comportamiento de
una serie de tiempo deriva del hecho que la autocovarianza
entre dos cualesquiera observaciones depende solamente del

nimero de peribdos de tiempo que los separa.
De la definicidn de autocovarianza tenemos

§ o lonl2e, 20y =L Nuiosedl]
EB?+ -A) (2“‘3 -Mﬂ

1o cual nos dice que la covarianza entre observaciones Ze
N '2t+§ es el producto esperado de sus desviaciones de 1la

media del proceso. Esto es, si una observaci6én mas alta que

18




el promedid tiende a ser seguida por otra observacifn { mas
alta que el promedio periddos mds tarde, asi mismo para ob-
servaciones mds bajas que el promedio; la autocovarianza en-
tre Zt ) Z-u.i es positiva, pero si una observacifn mas
alta que el promedio tiende a ser seguida por una observa-

cién { abajo del promedio periédos mds tarde y viceversa,

entonces la autocovarianza es negativa.

Es claro que la estructura de la autocovarianza de una
serie de tiempo juega un papel importante en el andlisis pa-

ra efectos de prediccifn.

Para series tales como series de ventas, tasa de desem

pleo, como se muestran en las siguiente grdfica.

el v

Claramente predecimos que Ze¢+{ estaria sobre la media
P , Si hubieramos observado que Z& estaba por debajo de

la media.

E1 hecho que la autocovarianza '1? parezca determinar
la apariencia de una serie de tiempo sugiere que un proceso
estacionario presentard el mismo patr6n de comportamiento

sin importar cuando 10 observamos.
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Entonces pareceria apropiado caracterizar un simple pro
ceso presentando el conjunto de covarianzas '10'ﬁ4,___ s pa
ra propésitos de comparar diferentes series, sin embargo, es
to no es enteramente satisfactorio ya que una diferencia en
la dispercidn del proceso, quizd causada por diferentes esca
las de medidas, conducird a muy diferentes autocovarianzas.
Puesto que la varianza es una medida de dispersién, la compa
rabilidad es realizada si nosotros estandarizamos las autoco
varianzas dividiéndolas entre ‘{; » esto es, transformdndo

las a correlaciones; tales correlaciones son conocidas como

autocorrelaciones.

Si denotamos la correlacién entre Z¢ y 2e+i por /1
entonces el conjunto de autocorrelaciones conocido conjunta-

mente como la funcidén de autocorrelacién, es dada por
% + ¥,
/=-7-—=4 G0 -2, . .-
© e / f Yo ’'z o/

Asi mismo, una gradfica de la funcifn de autocorrelacifn

es 1lamada correlograma.
2.4 CONCEPTO DE NO ESTACIONARIO
Es de hacer notar que muchas serjes de tiempo de inte-

rés, para propdsitos de prediccidén son obviamente no estacio

narias, por ejemplo, los precios del mercado no presentan
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afinidad alrededor de la media, en lugar de esto, estas pa-
recen perderse libremente en ambas direcciones (4 f). Afor
tunadamente las diferencias, esto es, cambios sucesivos en
muchas series no estacionarias son estacionarias. Por
ejemplo el modelo del camino aleatorio explica muy bien el
comportamiento de los precios del mercado, y las diferen-

cias 4= Z4~4 son estacionarias como se verd mis adelante.

2.5 MODELOS PARA SERIES DE TIEMPO ESTACIONARIAS

Procesos estocasticos lineales discretos

Hablaremos de un proceso lineal estocastico si cada ob

servacién Ze puede ser expresada de la siguiente forma:

Zoe et VB eu 4N € gt - —- (2.8.4)
Ze= M ¥ ?“pg Ee-y
<0

donde las constantes ‘V‘ '«:o,q‘z,___ son usualmente 1lama-

das “ponderadores" y xl es una constante que determina el

nivel del proceso. Usualmente ‘ng.{ , una forma alterna-
tiva de escribir 284.{ es en terminos del operador de cambio
hacia atrds ® , definido de 1a siguiente forma:

-f>81 “151-4

En general

3 Ev= Et-)
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Entonces la ecuacién 2.5.4 podemos describirla como

Ze = 4 4 ("Po—ﬁov*- R \\‘)‘.b:+ .- ) &

Ze= M+ PY(B)Ee

donde

W(B) = LR+ B 4B +---- g §-A

Regresando al modelo 2.5.1 1la serie de tiempo .....
5*1’5‘_.__ es una secuencia de errores aleatorios indepen-
dientes e identicamente distribuidos, con media cero y va-
rianza ql s, usualmente suponemos que la distribucién del

{ & § es normal y entonces la secuencia de variables

aleatorias .é¥l£+qr“ es l1lamado Proceso de Ruido Blanco.

Es importante hacer notar que las observaciones sucesi-
vas en la serie de tiempo i?t( son dependientes, porque
ellas son determinadas de las mismas realizaciones previas
de {E{'{ y también si los &i se distribuyen normal,

entoncés las Z4 se distribuyen normal también.

La forma del modelo 2.5.1es usualmente 1lamado filtro
lineal, es entonces que podemos definir un modelo de series
de tiempo como una funcién que transforma un proceso de rui-

do blanco a una serie de tiempo.

Cuando tenemos un proceso lineal, el primer paso a dar
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es checar si el proceso es estacionario, esto es, debemos re
cordar qué el proceso sera estacionario si la media y la matriz

de varianzas y covarianzas existe y si es invariante respec-

to al tiempo.

Entonces, dado un particular proceso,csluh~valores par

ticulares de los parametros, calcularemos sus dos primeros

momentos.

Sea el proceso Zye d+WVE+ Vi Etq + N biz - - -
entonces E(2) = E(A4+RE AP Eg b Pubpen -+ )

Fla)= £(4 + :?.:.o\P‘ £ )

= A+ E\%—o“’i E¢-j)
aunque sabemos que la esperanza es un operador lineal, tene-
mos una suma infinita y por lo tanto necesitamos que:

é ¥ Cowverja  tow Yo = 4 (2.5.2)
entonces si (2.8.2) se cumple, tomaremos la esperanza de
Z;_o‘{’i £¢-4 termino a termino, obteniendo 2::6 ‘91’ ‘E.(Et-{)-‘-!()
Entonces la media del proceso ser§ !1\Zi)=‘4

Notamos que la media del proceso no depende del tiempo.

Para calcular la varjanza del proceso simplemente parti

mos de la definicidn,

utilizando la notacidn convencional.
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z

\12\((&)=’}{, = E(Ze-E120)

E(Ze-u)s Bl Pbed Wbyt -ce —a Y
—-.E.(t'!' "”p‘ Ei.,(*- .--.\z

I}

e\\'l’bmes
Vav (2a) = ENECIRT 6L t b - Y+ E(2EeV, £yy +2EW Eper +-)

2
ya que la media de cualquier &4-5 es cero y E(&t-i) es
. 2
la varianza de &¢-¢ , es decir, Gg y la £(&.:_ 2*.“
cuando é:l:i es la covarianza entre &ua- y E g que

es cero puesto que sabemos que los errores son independien-

%= G

o= Q™

4 {

obviamente o existird si la media del proceso existe y
o 2

la Z,::o\PC converja.

tes, obtenemos que:

Ahora la covarianza, estard determinada por
Cou(2¢.205) = 7 = E[A-E @) [0 - E 2]
Asi la autocovarianza es solamente 1a covarianza de dos va-
riables aleatorias; el prefijo auto solamente implica que
nos estamos refiriendo a la covarianza de dos observaciones
cualesquiera en la misma serie de tiempo con K periddos

de tiempo de separacifn, entonces,
1’1‘ =X E&'*‘pi Eeq t Ve Eug - )(f**{ + 'Pg E(-{q Y, ec-«i-z*"ﬂ
- . temine \e
= f.B‘p, &%1)4-(*)’ ‘y"H izi'i)*"]{-i Texwmines de 51

ductos, cwwitades

2
= T gkp‘ \Ui+1‘ , esto solo exisliva o1 Ya Z converae
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Como un si'mp]e ejemplo, consideremos:

Z~£ =4 E + ¢é{-.‘ +¢ZE‘,2+
tal que [g] <4

procedemos a verificar si el proceso es estacionario, f.€.

O .
2 B convewe ?
{z0o '
sabemos que por ser una progresidn geométrica converge a:

és‘ﬁ‘:m

esto implica que la media del proceso es _y )

as1 mismo con los resultados obtenidos anteriormente, sabe-

@ .z
mos que la varianza 74 , esta dada por: G; ;;4%

E?Y
habria que checar que la J_ converja, esto es:

Y ] .
Z(#)=Z(g) = 1,
k 3 -
entonces % = 1(55#‘
de igual manera las autocovarianzas son
it ) 2 43 . zz 2¢

Qzaf\P\.‘P‘” =q:z¢‘¢‘1 :Q’:Z¢‘¢‘ = ¢’G' L ¢

{2 (=0 . [ ico

‘!G‘
7/1' = '%.._é‘r-

2.6 PROCESOS DE MEDIAS MOVILES

Consideremos el caso del proceso lineal en forma gene-
ral, es decir, como el modelo(z.s,{), pero ahora solamente

con los primeros 1. ponderadores distintos de cero, esto

es

Zem M4 &t W Euqt--on *‘l’s,&e—q.
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es decir \Pi‘:O ’q‘tpq_,
Asi, este modelo es conocido como proceso de medias m6

viles de orden q, ya que las observaciones son un prome-

dio m6vil en los errores por 1 perifdos de atraso.

Para distinguir el caso de medias méviles del proceso

lineal en general, se conviene un pequefio cambio en los pon

deradores de la siguente manera:

Zi= A+ £y - 0y Buy- Obip- o= By beng
tal que el signo menos es introducido por convencién y una
manera de referirse a este de una manera f&cil seri: &lk[&)

En términos del operador de cambio hacia atrds, el pro

ceso MA(R) puede ser expresado asi:

Zo= A+ (1- 0B 0,8 - -..- By B) £t
=M+ @q’(b) 2{'.
donde 1
ug (B) = (4-B(B%- 6 «—mee 8yBY)
2.6.1 PROCESO DE MEDIAS MOVILES DE PRIMER ORDEN

Consideremos MA(4) es decir:
Ze =M+ E~-64 &4
Veamos ahora los momentos
f_(?e\:/l-\-'ﬁ(ﬁ-&-Q(&e-«()
=M+ E(E)~ O4E(Eeq)
= 4
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Nav (2:)= % = ElZe-2l2a)
= F (4+Ee-0qFiq-H)
E (&:-64 &.,,\z |
= F (&~ 2660 Epeq + OF £4-)
= £ (65 )~ 20, E(Eebe-a) 4 OF B (£4%)
= @+ 0;¢;
= T (1+65)

la autocovarianza de perifdo de atraso |
Gov (Ze24) =Y = E [l2e-E O (B0 q - BN
= iEft-Qg big) (€e-q - By Efz\l
= E [Eebes~ Oy bog £ 84 €Fy # 0T E1y £L. ]

= El&elis)- O E(fez &)- BB (6844 OF Eff, Eiet)
== B4 G,

Veremos que pasa periddos de atraso m&s grandes que 4
Cov (Z{- Z%-ﬂ = ’5/, = -f_[('&m EE.(Z&“ (Z('ﬂ. - L k?i,\)ﬂ
“E[(&-8:6.y) (e~ 84 €csoa))

T BBy e~ B g 4 L6

. £ q \)
= 1&&:8&-&)" @13(&&&{»»{-4\- @1{(&{-4 £§1 ) 1 {]

. 2
IHSEGE )
vemos que para 371 'y’ =0
Ahora 1a funcidn de autocorrelacién es:
T
/{_ M -84 =By

T Y qt(eed) - T1+67)

Obviamente para periddos de atraso mayores que |

/{:-O ¥§ >4

27




2.6.2 PROCESO DE MEDIAS MOVILES DE ALTO ORDEN

Sabemos que el modelo es de la forma:
Zé =-J-‘(+ Ef"‘ @425.1 - ""~-Qef&t-%
Sus momentos:
2 () = T(+ Ee- Og€uq - Bubeam -~ 03€eq)
=

la varianza:

Nar (2¢) = 4/0 = e\2-E2) z
= El6e-81bet - Epeg=-oo - @S(_&.q)
= E e+ G Bt -+ QL E [T e
=B )+ 6 BN« G (el,)
e 1
=G 7.6
con la convencién § =4

La autocovarianza estard dada por:
"/f' = E[(&-'Q(f{.‘ "Qz&-z T '03&'4\ (f“{ "&1&‘{'*{ -nge.,i.z-"-@gg-f-;ﬂ
1{{ = E[(&— 91&.4-91&.-[ - - @i-.( g'&-.i.,' - @1 &1 - ng Ee.,i.'- e Qq.fe-‘-\t) X

(BB By g - Gy

1/1 = 1{" @1 5‘1 + @( qu 21-1'-1 LRRREE 3 91,1 9182'1]
"/1' = - 95 "f;\ &:.1 ) + gﬂ @jﬂ E(E:.{-,‘\% reek 9‘4-1 @Q E.( &f-;\
"/1 = Q’&_(—Q{ +91Q1'H "----~+Q<4.1' QS‘.\ i:v&‘z,..._«(_
"f{ =0 5({>q_
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Entonces la funcidn de autocorrelacidn seri:

(g - % _ W: (" 91 + By @iﬂ 107044 t--t 03-1' Q‘-i-)

% G 1+ 01+ G v -4 B)
es decir
= B +04 0 +820jsp 4 ------- - T
b = A% OT4 B b 40
@) \7‘%

2.7 PROCESOS AUTORREGRESIVOS

Para empezar a hablar de procesos autoregresivos, recor
demos el modelo lineal general, es decir
Ze =M+ Eet UE gt L Eqg b - 2.%.1
Una forma alternativa de escribir este modelo serd ex-
presar Zy en términos de 1os errores y todas las observacio
nes pasadas, para demostrar esto, recordaremos el modelo ge-
neral haciendo que &¢ aparezca del lado izquierdo de la

ecuacibn y todo 1o demds del lado derecho, esto es:

Zf--" Z{-‘/‘(—\p4£4.1—\ng.e-z et s e e 232
Ahora como esto se cumple para cualquier indice, obtenemos:
éﬁ-1= Z*'*“A"\P‘lg*'?—‘q)zibs......... 2.79. %

Sustituyendo 2.7.2 en 2.3.3% podemos eliminar Eeq Obte-

niendo:

Ee= z*ﬂq“\kvh%v4*4%59z~un— )~¢z£bz..“
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2.{-= Ze-/L(—\P1Ze-1+"P1A+ \p:. 2{;-1*‘ q%&-aﬁ--..)-‘ﬁ_ Eé-z

reordenando
Ze = Set +\RZ+-4~\P4,t1—‘4{z&-,_—-4’4\/{&.5--"“ )4‘ ‘pz&-z*“" :
2o = (- ) 4 W Zea + £+ (B08) Eeon 4 (B -Bb) Eum 4o -
Similarmente, podriamos substituir para &2, £e.», etc.,
hasta obtener una expresién para Z&¢ de la forma:
Ze =TV g + T Bz & omen e e + S+ €
donde V¢ como coeficientes de las observaciones pasadas

son funciones de los ponderadores ‘Vg y § es una constan

te 1a cual es también funcién de ¥; Y M

Como nuestro interés serd desarrollar modelos "parsimo-
niosos", esto es, modelos 10s cuales describan adecuadamente

la serie de tiempo con poco parametros, si este es el caso,

M =0 \Ci>? entonces el proceso se transformard en:
2t =M By + Mo Zyep % oo - + Mo Zep +7 & €y

el cual es conocido como:
Proceso autorregresivo de orden P & AR (p) , para
ser consistente en la literatura que se refiere al proceso

autorregresivo los coeficientes son denotados QS,; en lu-

gar de ™ , es decir;

Zi = ¢4ZM+ QS-LZ*-““---J« ¢?Ze.§>*‘i+ &
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E1 preceso AR(?“ puede ser escrito en términos del

operador de cambio hacia atrds como

Zo= T+ (6B Gy )L A B,
0 (1~ AB'-@p% . —FpBT) Ze = T+ &
o simplemente

d (BYZe = T+ &
con i)?(t’\ =4 _051—31_(252-&2___. - ¢P—B?

Box y Jenkins demuestran que si las raices del polino-

mio &%(B\=O estdn fuera del circulo unitario, el proceso

es estacionario. Esta condicidn se deriva del hecho que
[ ]
¥
izo

tacionario,

debe converger para que el proceso { Z*i sea es-

M&s adelante veremos que condiciones implica en térmi-

nos de valores admisibles para é{ en el proceso AR(p)

2.7.1 PROCESO AUTORREGRESIVO DE PRIMER ORDEN

Si tomamos p=4 en el proceso AW(p\ obtenemos:
2y = i-\- dq Ziq t Ex
el cual solo depende de la observaci6n al tiempo <-4 y es
conocido como proceso de Markoy. Para que el proceso Sea es
tacionario se requiere que las rafces de @(B\= 1-—{5‘&‘:0

se hallen fuera del ciruclo unitario, esto es equiva-

31




lente a pedir que:

l¢1 \ Y
La media del proceso serd:
3:_{2{\ =4 =.T‘_(§+ ¢1 Zeq + Et\)

= T4 @ E (Zea)

=T+ B E[14 M Lt EM_]

= T4+ ¢S4 gﬁff\&-z}

=$+ S+ %‘EB-\-QS«L-:&&-:&
:T{-Qﬂ( T+ ¢1z7 + ¢43'£(Z+-s\

y asi sucesivamente, es decir:

© .

/4=?£=20¢1‘ Y Y3 que \¢4\4‘{ '—-‘-7){:’- ‘1‘-‘1‘1
o de otra manera, sabié&ndo que el proceso es estacionario.

A=E(2)=E(T4 g7 180 A1+ )= §

ERE: ¢1 }:(Z**d\ A{ - )

4 = T+ ¢ M - 1r g

Para calcular la varianza y autocovarianza de una mane-

ra facil, haremos uso de los resultados obtenidos anterior-
mente, simplemente mostrando que si eStribi}nos el proceso
AR("\ en términos de los errores pasados substituyendo
Ly, Zaez, i etc., sucesivamente, esto es:

Zom Qrdea+S Y Ee Zeg = Gaaz 4§ A Eucy

entonces

ZQ = ¢1 [di iz ‘\‘i'\‘eiq—l*'i 4 E{
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i

¢1Z Ziez + T+ dt Ceey + S e
Ltep = ¢42{-3+ T Ei-2

- ¢1z Ze-3 +Y'¥- E(—z]*&- d{i%- ¢4E4-4 + 54 &
= ¢13 Ze-3 + ?¢1z+ foff-z + ¢17 + @!1&.-4 +$+ Ee

= ¢132e-3+¢1z? PR I Rt ¢1Z vz v @y Eun 4 Ee

cuando n— oo

£y = %{—-&- Ee v i Eey +¢{E§-z+...--- .
notemos que AR (4) escrito en estos términos, es visto como
un proceso de medias mé6viles de orden infinito, cuyo caso ya

lo habiamos analizado, simplemente tomando

¢1 = ¢ v M = 1T y es cv\'\‘ovwes que ?oéewxes

=¥
hacer uso de 10s resultados obtenidos para nuestro proceso,

tomando: .
¥ - 4. @
b 1~¢z J { = { - d{z

La funcidn de autocorrelacién para nuestro proceso, se-
ra entonces:

A 2
§é°GE

* 1— t .

(Q= ’%, B &y ¢1

s 70 __q_;,___ 1
A- &

Vemos que la funcidn de autocorrelacion para el proceso

decae exponencialmente cuado ¢4 es positivo y decae expo-

33



nencialmente, pero oscila en signo cuando ¢4 es nega

tivo.

Otra forma de calcular los momentos del proceso ARI(4)

la cual utilizaremos posteriormente es de la siguiente mane-

ra:

Tenemos: Zi= B, 2, +T + &t
E.(ze\ = ?_E(¢s24-4 + 714 E-(\
= @ E(Zea) ¥ §

como sabemos que el procesc es estacionario

F (&) = —1%3‘1

como lo habiamos mostrado anteriormente.

Para obtener la varianza haremos un pequefio cambio para

obtenerla de unamanera féci], es deciry

= Z.

Z{, + ,\¢‘

esto es, al proceso le restamos su media y 1o cual nos con-
duce a: Zi = G& Zeot Ty &

- )] .
Ze= (fy aeq & ;&(1 1) + €

%= gy Ziy- gy (‘,’""')-l-%a{«\— ¢
e = ¢1 [2-44 -
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que no es mds que un reordenamiento del proceso, sin la cons

tante i y Cuya esperanza es Cero.

La varianza de 2+ es entonces.

Vav(2e) = %— ol Z; = 1:.[24. d42(4+5+ﬂ
= B E(EZ.)+1(D8)
= B Y+ (¢ T v 6) Ee)

= d.{ ’V{ + d‘E(Z{ 4&-)‘*‘?-‘6:)
= Gty +

Dado que 1a varianza involucra autocovarianza de perifdo de

atraso 1 veremos la forma en que estd dada:

Cov (2 aﬂ = = E(& Ze-4)
= £llg T 1 €M 24)]

= G E(Za0) v 2 (& )
= ¢*7g

Ahora tenemos un sistema de ecuaciones que puede ser

. B

resuelto simplemente substituyendo B en A

Y= Py [ Vo l+ Tt
=@ %+

} _43;?«? ” d‘hd‘)

Ahora, autocovarianza de perifdos de atraso mds grandes,

, s decir;

son calculados de igual manera, esto es;

VY = (2 Ziy)
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= E[(QS{ ’Zve-‘ 4 8*5(3&1)]
¢( E(Z&q .Z_(-i) + E(éé ‘i{-i\)

[

B4 1/{_‘ 4vd 4= 1,2,

esto es, para cualquier

Tenemos '5’ = ¢"‘/o

entonces la funcifn de autocorrelacidn, es:

......

{=4.2,

. '%' Qﬁiyﬁ ;
(e B Yo ) Y T Qﬁ’

2.7.2 PROCESO AUTORREGRESIVO DE SEGUNDO ORDEN

Si p=2 en el proceso AR (p)
2y = ¢1 Zey *dzzt-z-i- |+ £t

Para que este proceso ARI(2)

obtenemos

sea estacionario, reque-
rimos que las rafces de la ecuacidén caracteristica

(1‘9‘1'5-05:.32)% se hallen fuera del circulo unitario en el

plano complejo, esto es equivalente a pedir que los parame-
tros ¢47 dz sean tal que:

¢1*’¢z <9
G- 214
| gl < 1

Si estas condiciones se cumplen, es facil encontrar la
media y varianza.

* Box y Jenkins, Time Series Analysis
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2y = d( iy +dzz+-7.-} T+ &+ |
E(2) s GEZ)+ G E(Zi-2)4 T+ E(&)
A=dide dorts s

S= 4 -G - U

fod (1-di-dr)
_ {

M = 1- ¢~ g

Si hacemos un cambio en el proceso como en AR(4) es decir;

§£= 2 - *'24'9‘&

1o cual nos conduce a:

= 9‘1 Zeq 4 dz Zi-a 4§+ &g

I T N B N 1‘1 ¢)+&-
~-f1-gr

2 = .
= B2, t ¢ e T/HQ-J;" ¢1(T-'ift.?z§'d‘ (T-%Ts(zv e

Ze = @y [Z;q-;_%.vl-} e Ef.z—t‘%,h—l,r 1—}..0( + &
- ) "Y1V

wi. o )
N H"'ﬁ‘ 2 E:" “1'-?,".¢A+ $-. [_Zm. - 7537 ¢1+ s
Z{z ¢1 24.4+dz 2{-1""&(’ . )

lo cual, como sabfamos anteriormente es solamente un reorde
namiento del proceso, que nos facilitard los cdlculos de va

rianza y autocovarianza dado que sabemos que ff.(:?.g) e
\ay (Zﬂ = '){, = Eki@z\
= EY_i&(C& Z-« 'l-(]!z.%i-z*&-—\‘l

37




= GE(Z 2 )+ GE(& L)+ ELE)
= $i% 4 ¢ % + E(ZE)

por otro lado 1[(% ?f-, +¢2§(1 +EQ(E&{]
= ¢1 E(z.( £-&)+¢7’.E(z*'2 Ek\ *'E(E*z\ = Q—z

"/o = ¢1 74 + ¢z7’z +Q-z&

ahora recordemos que 1& ¥ 7& estdn calculados de la forma

entoncés:

ya conocida "~ N . .
4/4 =_-'E(2{' Z{-4)=£[(¢1 z‘('ﬂ‘*d‘l 24-1:&&\2&.41 N
= d‘l E(&.ﬁ)*—dz?_&@c-l 2&-1\":}:.(& Z(-‘l}
= ¢"YO + dz"/{
b2 (% %)= E[( G Rt Bt 8) Ee | J
= BiE(Za Zea)+ GE[25 )12 GE-)
= d‘ 1/1 + ¢Z1/o

De esta forma obtenemos el sistema de ecuaciones
1/ = ﬂg‘l%*‘.ﬂz"{z + T
1/1:0‘1% +dz11
1/7_: d{V{ ‘f'dl%

que pueden ser resueltas para }é, 7@ ¥ '7£ conociendo

i, & : i
1, Yoy V¢ . Para periSdos de atraso mayores que
2 ; ﬂq esta dada por

4{1 = Eli+ i{-.&\
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E[(feZer + e Fen 1 £) (3]
G1E(G1 &5 )+ BB (Fr Zeg ) + EG L)

¢+ Vet 4 & Y- ’ﬁ'n_

1}

n

Para calcular la funcidén de autocorrelacifn, simplemente di-
vidimos por 7@ y obtenemos

‘01=%= (Yot 1/1°~‘¢1+¢25’4

Pz:%: l%—dlpf.;dz

0

las cuales son conocidas como ecuaciones de Yule-Walker, si

damos valores de ¢11 d; podemos resolver para Q( y ?z

E1 cdlculo para autocorrelaciones de alto orden son cal
culadas de forma recursiva de la fdrmula.

6( = {54 QH + die{-z

{72
Es importante hacer notar que para ambos procesos
AR(Y y AR (2 la funcién de autocorrelaci6n sigue la
misma relacién.
2.7.3.

PROCESO AUTORREGRESIVO DE ALTO ORDEN

Como una generalizacién de los procesos AR(4) y AR(2)

ahora consideremos el caso de un proceso autoregresivo de or
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den arbitrario '|> , esto es:

Z{‘" d{gtq +¢z.24-z+"" - d‘?z(-p #ﬁ’c E+4

La estacionalidad de este proceso puede ser determinada
como una generalizacién de las condiciones para AR(4) vy
AR (2) , es decir, las raices de la ecuacién caracteristi-
ca (41- GaB-hB, - .- -gpBp)= O deben estar fuera

del circulo unitario.

Para calcular sus momentos procedemos como sigue:
T2 = GE(2A)t -+ PpE(Zep) 4 {4 E(&)
A= didy.-- v @M+ §
f=dl1-di-do-- - - %)
M =

S
TRy SRy

Haciendo el cambio acostumbrado, esto es:

S
T S A A

obtenemos que: { ! é)
2= ¢1 2(..‘ ¥¢z 7P ST 1 ¢P—2*'P +i (14- d;"'?¢P +E§

2e = g?+-1+----w¢-.?*- p 7 - - +€
ez @ i A ‘_’ -3 "‘d""l’ t

& = ¢1 {2{ 4= W—)l 4 ¢?[7f-? (m ¥ (41- ¢1 ¢ - ‘/"

e ———
b “"’ ¢P ¢'L"i— -ﬁ‘h-;A*""'*%[sz (Tdhk—\-&(:
¢4244+ +¢P¥+-?+E+
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por otro lado:

’f{ = Ek@( i-ﬂ "—EY_(S&?H Ao N ¢?—§+-9 1 E+“§<-4ﬂ
=GE(T) 4 BT ) F EE b
= ¢(7'u +¢z’)/{+ +¢PVP.4

"/P = f.(i{- i&-?ﬁ —EX_(f& Zeg koo * ¢F'§{'? *Ef\@{.?ﬂ
= ¢,‘ E\i{..‘ 2(-?3"' =% ¢?EL§:~?1

=¢1/}/?.4+ ------ +¢?%

y obtenemos un sistema de ecuaciones lineales, que puede

2
resuelto conociendo los paré@metros g& y qu

ser

Para perfodos de atraso mds grandes que p, la covavianza

es calculada recursivamente, es decir,

1{:¢1'1/{_{*'""“'* #1..? 17P
Ahora como una extensidn de los métodos utilizados en

AR (1) v AR (2) para el cdlculos de la funcidn de autocorrela

cién , dsta puede ser calculada directamente dividiendo las
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p ecuaciones 1inea1es'%,_”,7£, entre 7@ , Yy as1 obtenemos

las ecuaciones del Yule-Walker para AR (p).

p: ¢{+¢1P{{...., +¢?Q"1

é?'= ¢L(%u’+ e s ek Sﬁ?

de igual manera, el cdlculo para la funci6n de autocorrela

ci6n para periodos de atraso mds grandes que p obtenemos:

beGiligne v ol ip

2.7.4 INVERTIBILIDAD DE LOS PROCESOS DE MEDIAS MOVILES

Esta es una interesante propiedad entre los procesos de

Medias mdéviles y autorregresivo, por ejemplo, consideremos el proceso
MA (1).

o~
% = E't"g( E§-4
o utilizando el operador de cambio hacia atrds
~
Z=(4-81B) &
cuya solucidén para € estd dada por:
-y ~
Ev = (1-GB) 2,

Ahora si | ©4] &4 podemos escribir esta ecuacién como

&w(:’ég}@)z

fo= b BB e BB VR
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el cual reconocemos como un proceso autorregresivo de orden
infinito con ponderadores ¢1- = 94 , €S entonces, que hemos
invertido el proceso NA (1) para obtener un proceso AR (o00),
por tanto 1a condicién | §(\4{ es conocida como condicidn

de invertibilidad para el proceso MA (1).

Ahora, en general, para cualquier proceso MA (gq) sea in
vertible a un proceso AR (0o0) necesitamos que las raices del
polinomio @1(8\=0 estén fuera del circulo unitario, lo

cual se traduce en el caso del proceso MA (2) en:

646, <4

0.~ a4 * Box y Jenkins
191\ x| Time Series Analysis

Es de hacer notar que las condiciones para los pardmetros
en el proceso MA (q) son exactamente las mismas condiciones

de estacionalidad para un proceso AR(q).
Resumiendo:

1. E1 proceso MA (q) es estacionario sin hacer caso de los va

lores de los ponderadores ‘\Q.('( pero es invertible solamente si

as ratces de =0 estan fuera del ciroculo unitario.
1 1 d B tan fuera del ciroul itari

2. E1 proceso AR (p) es estacionario solamente si las rafces
de @P(M.-.o se hallan fuera del circulo unitario, pero es in

vertible para todos los valores de KQ{LK

2.7.5. PROCESOS MIXTOS: AUTORREGRESIVO -MEDIAS MOVILES.
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Para muchas series encontradas 2n la prdctica, la inclu
sién de ambos términos: autorregresivos y medias m6viles, re
sulta en un modelo que conducird a un modelo mds parsimonio
so o que tiene menos parametros, de los que hubiera sido ne

cesario para un modelo satisfactorio de forma pura ya sea

AR o MA.

Asi, el modelo mixto autorregresivo-medias mfviles de

orden p,q es de la forma:

= Pl + Potupt §4 BemOubqm oo - ngh-s(

o en términos del operador de cambio hacia atré§s.
$p (BYZ4 2 T+ B (BYE,

Las condiciones de estacionalidad e invertibilidad para
este proceso son consecuencia de cada proceso, esto es, ARMA
(p,q) es estacionario si las raices de §P(B)=° estdn fuera

del circulo unitario, y es invertible si las rafces de ngaﬁ:

O estdn fuera del circulo unitario.

2.7.6. PROCESO ARMA (1,1)

Un caso especial muy wusual es el proceso ARMA (1,1)

es decir,

Zy= BePueq v §4 B =01 Euy

el cual puede ser escrito en forma pura de medias méviles,
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sustituyendo secuencialmente, 2‘,‘ ?*,z ... €sto es:
)

£iq = d{ Zead T4 &g - Oy B

sustituyendo Z¢.4 en ¥{ obtenemos

i = ¢1[¢1zi-z+ T4 By - & &&-1.’1* T4 B~ O by
= @g Lot BiS+ B by~ i bep 15 E-Debiy

agrupando términos obtenemos:
= Lot (S 8) Bt b [ F-00)- Bl v

recursivamente, sustituyendo ¥&., oObtenemos:

2= {d{ Zen + 5 +Erq ~ B &.{LJ, (§ 48 ) 4 &+ (Frn B4 by S A
z{ =d11\.?(-3 ¢ ¢: H ¢12 E(-z" dz& EJ.-;‘r(S Hms-\&* (drg(\&.( - gidf 64-2

agrupando términos:
Ze=Gident (Sades & 1006+ (dh-04) £ @0 fe-80) beam 610 By

si sustituimos sucesivamente obtenemos finalmente
ﬁ ?
= E¢ -9 . N . N )
2t 1_8‘+ ¢ (Q, ‘\E*“‘ 9{l(¢i 91\& z{-¢1( ( 91} E( 3

& (.‘3(0 que St el Yoceso €5 QS{BC'\OM(’\O h CTTEY AQ [0\ me;iciem’m éég(dhgd
debe Converger, eszo e, 1B 41 como en ol tato AR(AY
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Es importante hacer notar que el proceso ARMA (1,1) es
un proceso MA de orden infinito, pero podrfamos tratar de
aproximarlo con un proceso MA de orden finito eliminando Tlos
términos después del punto donde los coeficientes df(dp.94§
se vuelvan mads pequefios que una cantidad arbitraria. Es cla
ro que un proceso de medias méviles de alto orden serfa nece

sario para aproximar este proceso ARMA (1,1).

Esto es una importante jlustracién del parsimonioso mo
delo realizado por el modelo mixto en el sentido de que el
modelo mixto tiene solamente dos coeficientes, pero la apro

ximacidén mediante MA requiere muchos coeficientes.

De igual manera, el proceso ARMA (1,1) puede ser escri
to en forma autorregresiva. simplemente sustituyendo recursiva

mente &,.4,6;.,_’ etc, esto es:

4 =¢126-4+S-\-E.§—91&+-4 ----- e
=7 5&=&+S4&+-1-ﬁ~¢4 Ze-4q
) [ TRV PPN T JU d4 iz,

Ahora sustituyenrdo &gen L.
2ea ¢ Gig ¥ Y& - 94{?#-1*&24-1"7" dl Z*';-l
ZE:. d( ?{--4 +S “'Ef - @124-(‘911&0-1 + 915 t @1 d‘lz4'7-

agrupando obtenemos:

Zy = Bt (14045 + [ 0s- 04) 202020t kg, I
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Ahora sustituyendo &i-2 , obtenemos

Zo= ot (14008) 4 (B-00) 2o+ 00 Loz = 04 [Bn 4 04 big - -y %es |
2oz &t (S40F) + (B -04)Zk-14+ 6 B1 2¢-2 -0 Zea +83 by 487§ + 6 ?{:Zm
Fo= &t (F4000 4 008) 4+ ( Pr-Be) 2y + B (Fe-80) b 9:¢424-3 + 04 &y

sustituyendo sucesivamente &¢-¢ obtenemos
2 §
2= (B-80) 20t Oalde-0)2a 4 01 (BB gt g + B
Como en el caso anterior, invertibilidad requiere que la

suma:
t-1
E_;“Q'l (954'9() converja, esto es, que | 04| 24

Esta forma autorregresiva de aproximar el proceso ARMA
(1,1) serfa obtenida por truncacion de los coeficientes don
de se volvieran 1o suficientemente pequefios después de una

cierta cantidad arbitraria.

Otra vez esto es otra importante ilustracion del modelo
parsimonioso ARMA(1,1) ya que la aproximacidn autorfegresiva
requerird muchos coeficientes, comparados con los dos de

ARMA (1,1).

Después de haber analizado el proceso ARMA (1,1), ahora

procederemos a calcular sus momentos:

El20) = ArE )+ THE(E) - 018 Eeq)
M o= Q&c}i*'ﬂ

%
A= B
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E(L) = GE (g4 SHE-) - SE[)
M = dp‘l t ?

§
1- &

para calcular la varianza, recordemos la transformacifn

e C4- m entonces, Z{.:d{ -Z*_‘{.E{,-&' T

E(-Z{-) =M=

As? 1a varianza del proceso esta dada por:

Vo 3)= % = ELE) ~E[Z B FiirBe-01 800) ]
= GOE(T Zed) + BT 8D - D BT C)

por otra parte
Ek?( Ebt) EE% 4. M-Ee- 04 &4. 1)(&‘ q
* BB fu) PRI B - B E (b))
= G -0
finalmente obtenemos que:

Vae () =% ~E(2) = €Y +G; - 91(d4~91\(i£

Es de hacer notar que la Esperanza para el proceso

ARMA (1,1) es exactamente de la misma que la del proceso
AR (1), sin embargo en la varianza difiere ya que el factor
Et-a es un componente de E;, . Ahora la autocova- |

rianza de periddo de atraso 1 es: ‘

"4 '-=:.Ek§l¢ iud = E-Rdc i-‘ e -9y &4\ ki,,,g&
= é&ELZ.:-ﬂ - 'E_uf i{-«\) - Q1T (bey 54-4)

= d‘l yo - 9.4“‘2
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que también difiere de AR (1) porque &..4 es componente de

Z ¢ , de igual manera la autocovarianza de periddo de

atraso 2. es:

ho= E(0 2.0 E[ld 2 ve-0060) T

= ¢E (?« 4 24 -.) * t\Ze a b) - 84 Elfey Z(,-,_\
= ¢, v,

Entonces podemos deducir que también las autocovarian-
zas, de periddos =--=-==---- de atraso mas grandes que 1 son
jdénticas a las del modelo AR (1) porque la componente de me
dias mdéviles del ARMA (1,1) llega hasta solamente un periddo

de atraso. Entonces para periédos de atraso mayores que 1

Yi= 6ty ieas..-.

Para calcular las autocovarianzas dados los pardmetros

obtenemos:

del proceso simplemente sustituimos 14 en TQ y vicever

%= G [dt -0, |+ 0L - 8 (h-80 T
Gty - B0 0E 40 - 04 P G + 07
Bty - 24,0,C + G + T

G o + e (29004834 4)

Yo 1% = T (-2 e+ 00+ 4)

T (4= §7) = G (-2t + 67 44)

1/ - LZ¢,¢91+91¥4) qt.
18

sa, esto es:

]

1"
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% = g, [+ @ - 0a (dh-80)0E [- 8,
=i+ 4T - Oy T + by T - 0,4
= B + G (- 00 g+ i 8- 64)
=G+ [(- 4 6) (4 -04)]

T gy, = [(1-6160) (¢ - 641

olt-d8) - [u-mw,-e,s]

1{4: 1 “ Q)W—zi

y sabemos que 1_
1= dC'y{-.{ 1.7'2

Entonces la funcién de autocorrelacion de periddo de

atraso 1 esta dada por:

¢ - 14 _ 4 By
A {+0l-2 o

Qi B d4 01'-1

Es entonces importante notar que las componentes de me-

Yy para i),z_

dias méviles entran solamente en la determinacién de Q1 ,
la parte restante de 1a funcién de autocorrelacidn esta de-
terminada solamente por la parte autoregresiva del modelo,

esto es, 1a funcidén de autocorrelaci6n decae exponencialmen-
te de §
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Como un ejemplo, consideremos el modelo

210+ 0.6Ziq4 Ecr 096y wmTg=4

cuya grdafica es:

45
40
PROCESO 3 \/V [\

ARMA(4,4) e

%o
45
{0

'y 3 ] [l
¥

+ t + +> A
6 o 0 4 = e 3o B P
y que tiene como funcién de autocorrelacién

{.00
N 1

1. \\
.19
QEERT

-. i
-.}s
~ {00

En esta grdfica podemos ver que el efecto que produce

el término de medias méviles altera el valor de Q‘ » pero

a partir de ahi la funcidn de autocorrelacién decae exponen-

cialmente como si se tratara de un proceso AR (1) con pardme

tro ¢1= 0.6
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2.7.7 PROCESOS MIXTOS DE ALTO ORDEN

Como una generalizacidn de proceso ARMA (1,1) podemos
pensar en el modelo ARMA (p,q). Esto es, cualquier proceso
ARMA puede ser escrito como un proceso MA de orden infinito
cuya condicidn de estacionalidad es satisfecha si las rafices
de la ecuacién caracteristica (- ........... -qg‘—,%\):o
se hallan fuera del circulo unitario. De igual manera, el
proceso ARMA (p,q) puede ser escrito en forma autoregresiva
de orden infinito y cuya condicién de invertibilidad es sa-

tisfecha si las rafces de la ecuacidn caracteristica (1~ B4 -

. ._gﬂ)’)___ o se hallan fuera del cfrculo unji
tario.

E1 modelo es entonces de la forma:

2y = ¢1 RV NN + ¢\>Z{--‘> \-3 % FERTPRE - 85(- 6“""&-

y la esperanza del proceso es:
E(Z‘:) = ¢1 E(2ea)t- - *Q{?E\Zt--p\‘r ﬁ#'f(f{)----— @gi(&-ﬂ
Elz\ =G A te---- +go M+ 9
A-di-- = Fp) = §
]
A= T
para calcular la varianza, haremos nuevamente uso de la

§¥ = z'{.——' 1. ;4. “"¢P

transformacidn
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entonces '

Ei:'d'!zw*"'*Q{pz-p+&-9‘l&.(----~@q_&bc_‘ ‘
As1i

\ay (?e\ : "I/a = E(if) = EYZ‘e(dq €(~4+ e “df 34,-9\ £ éy-- *94{.&-;_\1
= ¢ E(a §4.4) $ B E(Ze Zea)t - BT 6)- WE [ beoy) - - GQE@ frq)
= ¢1 'Yf t dlyl to--- ¢P4/P+q:" @4 E.("‘ZVQEQ.(\‘ - = @@E(z é(.?)

por otra parte

E(i{ E{--(X:-.E.E(¢4 i—% Lo ¢F§(.? + &.- gi&ﬂ" e GQE"‘Q)(&‘;&
= ¢1 E(i( &.1\ oo %’EE"P &}-b*'ﬁ(&&.,\"'“- Q%E(&? f{.b
= GG - 6% = (¢ -84\
'E(él Ee-z\ = EK(QS{Z« LEEEEE + 91? §<.P 18- Sabey -~ &Q E*"’r) E‘;l
= A E(Z. Ee-2)+ ?{z'i(@:-zfe-z)ﬁ- ---+E{é*&-;)---~-~OLE(&'.z}@gI“.,,&.‘
= (- 006 14 (fore)
E(E‘ €ia) =—f-i_(¢4 Loy +o Q{P?(-g +8- Ol i~ -~ 94&4) (&-sﬂ
> 6B Zer bia) 4 LE(Zn Ee) b B Zen )t - - - -
-4 E\E, A PN 933(52_3\_... _.@1-5_(&1 &.3)

= AL 00T+ (Gt T4 eyt
t (¢s~ @33 W?;_
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E(é‘; Ee-ﬂ = E‘: ¢1i( 4t ot g{?i{-‘) + E-(--g‘l&.("" -@Q&-% )&.:1
- ¢4 \Z( & 4 d T‘—(iv &.4)4- d}E(z:'s &--4\ t

N QQE_ [Zed Ee-a)t oo 4 E(&ba)--- B
— @45({-:4\_ e @s(_’E (&_%&_4)

= . { , { 4 | (4-00]+ (Q{z'@zﬁ’fl *

v é. {( gﬁ-@«)ﬁzz P g, -

' e {951 [Ql(f (gxf-glf\ﬁ?z]wk (g!z-@z)ii}z +
b (o [+ (-
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En general: °F (g# ée-q\) = ¢1 E(i Ee-(q-n)* {Ka,.ﬁlitég.(‘_,ﬁ +

+ B E(L ) PR P E(Z Eengopy) + (Fp- 8%

finalmente 1a varianza estara dada por

BT E(3): Ftht oot 1t Bl ) - ~ByE(Tifuy)

Este cdlculo de la varianza, podemos representarlo den
tro de una formula que a 1a vez nog ayudard para represen-
tar las aqucovarianzas de orden i , es decir,

‘/{«-—E('Z\'{ Zi.:b= %’E@-«i,.@)-& vees g QI{?‘ELZ-g Z';,..ﬂfﬁ\& 511\
- & ‘E(E*.( 2(-1 Y= ol - @Q_E (E{.t_‘ 2,(1 )

si quisieramos la representacidn de la varianza, simplemen-

te consideremos iz.o » ¥y obtendremos ‘1a representacifn an-

tes mencionada y cuyos cdlculos ya hemos desarrollado.

Es de hacerﬂrotar que si i 4_%. » entonces los térmi
nos involucran 2(.i y los errores serdn distintos de ce
ro, es decir, E*'i estd correlacionado con todos los
errores que ocurren en el perifdo t- a » un ejemplo cla-
ro de esto, es cuando calculamos Tas ';E(i&w" E*_ﬁ ,
note que el caso {zo Y =4 kEki*&'*\,'i‘-ﬂ—\
todos los errores que ocurren en el periddo menor a t-4

estdn correlacionados, es decir E.‘.q' E*-3I E*"’-: E‘." E¢

De igual manera si i) gr , sabemos que el proce-
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so se comparta como un proceso autoregresivo cuyas cova-

rianzas sabemos que son de la forma:

= df’y{-ﬁ oo ¥ 9/?’1/1‘-? ¢

y 1la funcidén de autocorrelacién

Qi = Q§4 Qi'-i AR 9{? Q{-Q 5\73,
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CAPITULO III




3. MODELOS PARA SERIES DE TIEMPO NO ESTACIONARIAS

Muchas series de tiempo encontradas en la prdactica tales
como las que se presentan en economia , como son: los precios
de la bolsa de valores, el producto nacional bruto, ventas de
una compafiia o gasto publico, no presentan afinidad en el va
lor de la media, es decir, en cualquier segmento local del
tiempo aparecen observaciones junto al valor medio y en cual
quier otro segmento del tiempo aparecen observaciones separa
das del valor medio, tales series son conocidas como no estacio
narias en la media. De igual manera, es frecuente encontrar se
ries no estacionarias tanto en la media como en la pendiente,

esto es, series sin afinidad en el valor de la media y sin ten

dencia definida.

Para ilustrar los dos casos mencionados, veamos las siguien

tes grdficas:

|
My

SERIE DE TIEMPO NO
ESTACIONARIA EN LA
MEDIA.

SERIE DE TIEMPO NO
ESTACIONARIA EN LA
MEDIA Y PENDIENTE
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El problema es ahora, ¢Qué modelo o modelos pueden expli
car"satisfactoriamente" tales series? Antes de responder a

esta pregunta, analizaremos como es el patrdn de no estacio-

nalidad.

La forma en que se presenta la no estacionalidad en tales
series puede ser pensada como homogénea en el sentido que aun
que.las series se mueven libremente sin afinidad para un par
ticular punto, su comportamiento a diferentes periodos en el
tiempo, es esencialmente el mismo y en consecuencia podemos
pensar que, la no estacionalidad homogénea proviene de series
cuyas diferencias sucesivas son estacionarias; para aclarar
esta idea, consideramos el caso discreto y determininistico

en el siguiente diagrama
Y

(] ¢
& B
(23] .

40 ’

o .

113545 CFB AP HIIIMULS

Esta serie de tiempo presenta un comportamiento no estacio

nario tanto en la media como en la pendiente, sin embargo po
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demos considerar dicho comportamiento como homogéneo.

Ahora consideremos las diferencias Zi- Ze4en la siguien

te grafica:
4
to

1]

) o.. Z&'Z£°‘

V24 5¢ 38 a0 AL 4

Esta serie de tiempo es no estacionaria solamente en la

media.

De jgual manera, consideremos ahora las segundas diferen

cias Ez*‘—i*“)“(?ﬂ" 2‘_5X = Re~2Z04 + Biea mostradas

en la siguiente grdfica

‘ CEERTWCE

[ 1 "6 9 & 6 0 80 O s s

° t Ty 45C % 1SR

Finalmente esta serie es estacionaria.

Entonces ahora podemos dar respuesta a nuestra pregunta
p1anteada inicialmente; la forma en que trabajaremos las se

ries no estacionarias, serd tratar de incorporar estas series

59




mediante las diferencias sucesivas , dentro del marco de
series estacionarias y hacer uso de 1os modelos desarrolla

dos para éstas simplemente trabajando con sus diferencias.

Asi mismo, podemos concluir que si una serie de tiempo
no estacionaria puede ser reducida a una serie estacionaria
mediante las diferencias sucesivas, diremos que Ta serie ori

ginal es homogé&neamente no estacionaria.

Para empezar con el problema de incorporar las series no
estacionarias a estacionarias, consideremos el caso del pro
ceso autorregresivo de primer orden

Ze = ¢1Zé-4 +84.-

Sabemos que si l¢4L4j el proceso es estacionario, como
ya lo hemos estudiado ; sin embargo, ahora si consideramos
el caso ¢4=4 obtendremos el modelo Z4= 7444, que es conoci
do como caminata aleatoria y que es no estacionaria ya que
cada cambio sucesivo en la variable Z¢ es independiente de
una distribucidn de probalidad con media cero, es decir, po
demos representar el proceso de la siguiente forma

Zi- Zay = Ex
donde £ es una variable aleatoria con media cero e,
independendiente en cada perTodoi esto produce que
cada cambio en Z& sea aleatorio. Asi, podemos pensar que E+

es generada por el lanzamiento de una moneda <ow
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esto es, si empezamos el proceso en alguno ¢ , obtendremos

2.z 2ot £y
Zoa do ¥ E14 &Z

o
t!

'2',’: 2+ Eq-‘-fz* "'\‘&t
Una grdfica representativa de dicho proceso, bajo la supo

sici6n de que los 6& se distribuyen como una normal, es la si

guiente:

Aqui podemos observar claramente que dicho proceso no es
estacionario; sin embargo, podemos observar que es homogéneo
en su comportamiento, ya que la distribucidn de cambios o di

ferencias en el proceso es invariante, esto es, la serie de
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tiempo o' diferencias es estacionaria, porque las diferencias

son solamente ¥4 - Z44=f, y la distribucién de &t es fija.

Ahora, sabiendo ya que estas diferencias son estaciona
rias, podemos incorporar dichas diferencias dentro de una
clase de procesos ya conocidos como son los procesos ARMA,

definiendo.

UJ45= Zf- Z‘k“\
entonces el modelo seria de la forma:
\X)k: ¢{N{.4+' SRR 9{?\“*? + E{-" G4 Q‘:“l— T @&E{“S‘-

o escribiendo 1a serie directamente

P = Zing + di (ZH —2@;\* """ + ¢?(2("P’2{.-‘.4\\’EQ‘ Q&E_,‘.«—"-@q_&.q_

As{ este proceso es conocido como proceso integrado auto
rregresivo medias méviles ARIMA Pero como sabemos que en al
gunos casos las primera diferencia. pueden ser no estaciona
rias (la caminata aleatoria no es el caso) entonces las se
gundas diferencias pueden ya serlo; y como ya sabemos, las
segundas diferencias son las diferencias de las primeras di

ferencias.

Esto es, podemos definir

U= We- Wiy
'&:Y&?&-Lﬂ— \Bea-Zez)\= 2o =22, & Zon

Si denotamos el grado de diferencia por d, entonces el
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proceso ARIMA puede ser descrito por las dimensiones p,d y q
esto es, ARIMA (p,d,q) asi mismo un proceso ARIMA que no con
tenga la parte de medias mSviles podemos representarlo como
ARI (p,d) y de igual manera si el proceso ARIMA no contiene

la parte autorregresiva podemos representarlo como IMA (d,q)

Si definimos ahora el operador diferencia N como:
Vf-e = Z-e—- ?.;..;

es posible expresar dicho operador en términos del operador

de cambio hacia atrds B como:
V = "-""B
De esto, cualquier grado de las diferencias puede ser ex

presado bajo esta igualadad, por ejemplo, consideremos el gra
do de diferencias d=1{ y d=2
si d=1 obtenemos
J'=(1-3)
V' - H‘B‘Z{‘
V' - Zi- Cand
si d=2 obtenemos
- {-wY
V2= (4- 1Y 2+
U2, = (4-283 %) 24
Vt—?.:c = Be =28 gLy
que es exactamente 1o mismo que habfamos encontrado anterior

mente cuando habfamos definido 154: = Wa = Wyoy
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En general.
T - \ﬂ-%‘)é

lo cual nos permite representar los procesos ARIMA (p,d,q)

como

B, (B2 = Byl
° Ehg(ﬁ\\ng = GD;SEQEEf

veamos el desarrollo para los modelos ARIMA (1,1,1,) y ARIMA
(2,1,0) ARIMA (1,1,1,)

esto es: (4—¢1B§V24 =&’\-94—538f
VZe- §BVZ = £, - UREL
Ze=4-4 —954\5(2(--2&-4\= £e-04BEe
P~ Binq - QLZM b ez = Eo-B4BEC
Ze = Ben A i Zeq -y Ben t E¢ -B1 Eery
e = (1-\(51\2‘9-& - ¢4 Ze-z +E¢- B4 E-d

note que este modelo 1o podemos ver como un caso particular

del proceso ARMA (2,1) con df;(ﬂ.g{,) y ¢F. _d‘ el cual no sa

tisface la condicidn de estacionalidad.

ARIMA (2,1,0)

(1~ hB-FB) V2= E,
, VBe-¢<EV&-9$32v Ze= &y
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Zo oot - BB\ 2ed)- B (2e- Zu) = £
Z* - '2*‘1 ~ ¢7 EZ‘: + 6152{.-1 - QS{B‘!’Z&‘\ ¢131-Z4.4 = &

Z(‘ -2&-4 - 9/424-4 4 d{ Eé-z. -;Xz?{.-z +/Q§-‘Z{.--, - E(__
£t = Z(—-a{"‘d{?&q ‘% Ze-2 4—?!7_—\,7{.-1-%12*-3 4 &4
Zes Zeq t 9(1 (Zf--1 —’Z&-z\ + Qﬁ_ ('Z(.—z- 2+-3) 1 &4

Es importante hacer notar que el término fi en todos los

procesos ARIMA no aparece; veamos porque,

En ausencia del término constante, l1a media del proceso

estacionario generado por las diferencias(ﬂ+ es cero, esto es:

consideremos el proceso ARIMA (p,1,q)
We= GEAWeeg b oo n ¢p\Ue—\>*E{--Q1 Eqg- - - @9,&-5‘_
E(We) = dEWe)t -+ 9/ PE{Wa-p)+ B (6 - 04 Tt ---BqElfeq)

como las diferencias son estacionarias

A= Gosls 4 o

O = i+ GpA-M
PR
= A= 0

Si analizamos el proceso sin tomar las diferencias, el
hecho de que no aparezca el término constante ?' significa
que aunque el proceso no presente afinidad para un valor me

dio, tampoco presentard tendencias ya sea en direccidn positi
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va 0 negativa.

Veamos ahora el caso en que aparezca el término constan
te T . Asi la media del proceso de las diferencias Wgesté

dada por:

sea el modelo:

Wy = %UA{- {¥- %Ng.? "r&{.-g& 844-"'- - @S{,Eb‘_* i

entonces
EK\UJ‘-\ = ¢4-£(u~)§.4\+ RS Q(PE{\U&-P\ +'E({'(-\ - 34F(él-~(\ T QQE(&W?\)-A

M= Gt it
4 - W+~-----W-f’
A(1-f- ---——dﬁ)—

A = 7 ﬁ%~- Y

lo cual significa que la diferencia promedio sobre un largo

periodo de tiempo serd distinta de cero. Por ejemplo, consi
deremos el caso d=1, si es positiva, entonces la diferencia
promedio serd positiva y la serie 4 tendrd tendencia positi
va, aunque hay que tener cujdado en el sentido de que la pre
sencia del término constante no implica que la serie siga un

determinado camino a través del tiempo.
3.1.FORMA DE LA ECUACION DIFERENCIA DE LOS PROCESOS ARIMA.

La ecuacién diferencia, es simpiemente una forma de rees
cribir los procesos ARIMA en t&rminos de las observaciones
pasadas y errores pasados de tal manera que facilite los cal

culos para predecir mediante métodos computacionales. Esto
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es.:

Nosotros, originalmente hahfamos escrito la serie de la

siguiente forma

Z‘::' Zf--( + ¢1 (Z-(--1 -Z{-z)\- SR X d? (Zb?—z.‘-Pq\-&-&.*"‘* @g_{b-gr

Si ahora factorizamos las observaciones pasadas, obtene

2y = ((+¢¢)Zf-< +(¢z~52§1)z?+-z A ERTRE » (ny—;{?*)-}*,? -/Q{P Ze-pe 4
$E-S1big--- - @E\. E&-s‘_

mos :

Esta forma de presentar el proceso es conocido como la

ecuacién diferencia del proceso ARIMA (p,1,q).

Veamos la ecuacién diferencia de proceso ARIMA (0,1,1,)

6 IMA (1,1),
Ze = deq ¥ E{* Q4 &.4
la forma de ver que este proceso es no estacionaria es simple

mente, notando que ¢1 =4
3.2. FORMA: CAMBIO ALEATORIO DE LOS PROCESOS ARIMA

Esta es otra forma de escribir los procesos ARIMA, en tér
minos de los errores pasados, solamente
Zi= Ee d \Ré{..‘ +‘pz£+-z_‘\" ..
Dicha forma es conocida como cambio aleatorio del proceso;
la forma de obtener esta expresién, es simplemente sustituyen
do las observaciones pasadas usando la ecuacién diferencia

del proceso.
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Para ilustrar el proceso, consideremos el proceso IMA
(1,1) Zb-’—z.@.(-(-E&“@* E-("( L A
por otro lado Z ., = 2.z + Egun B AT P .

ahora si sustituimos Z., en (A) obtenemos

Z&: (2("2 4 E{-4 -©4£4-z)+ E{--~©{E+.4 .... C

si sustituimos Z... en (C)
Ze = [(‘?4—3-(—&1- B4 gﬁ-—3)+ E(--q - &Ek-—}*‘&— -84 Ek-i
= E{ f\‘l"'gﬂ feq + ('\- 91\ E+-2 -8, Ty + Zi-3

Si sustituimos Ze-¢ sucesivamente finalmente obtenemos

Ze = B+ (-0 beog + -8 B 3 (1-B0) B¢z b -- - -

entonces los P en este caso serdn de la forma

\\)'\ = (1-94) Gtz -

que claramente es no estacionario.

De esta forma de expresar l1os procesos ARIMA, surge el

concepto de nivel que es definido como:

Z = (1-04)Ee-¢ £ (1= 84)Ceg ¥-- - -

entonces podemos expresar 4+ en funci6n del nivel mis el

error, esto es: =
’ Ze= 2x % Ex
Note que el nivel es por s mismo un proceso no estacio

nario ya que —_— —
Ze = Zig + (1= Qa\‘) ST

que podemos interpretarlo como la caminata aleatoria, simple

(’1' @1\ E(,.( = 8‘7‘

mente tomando
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4.3. FORMA INVERTIDA DEL PROCESO ARIMA

Para expresar el proceso ARIMA en forma invertida, parti
mos de la ecuacién diferencia del proceso y una vez asi, sus
tituimos sucesivamente los &p(,gﬁrll...‘ de tal forma que 2¢
pueda ser expresada solamente en términos del error E¢ y
las observaciones pasadas, esto es:

Ze =W B A Wit -+ Eg
Asi, esta forma es conocida como forma invertida del pro
ceso. Como ejemplo, consideremos el proceso IMA (1,1).
Ly = Baq ¥ By ©4 Eeay
por otro lado
6-{,-4 = Zied - iz b O iz
si sustituimos &¢.¢ en la ecuacién original

Z{_ = Zt4 ¥+ € - @1 [Zi( - 4z 4 94 26-2—&
Z{ = (4— Q-() Z{..( { é'i Z-(--Z"‘ 93 g{--a + E%

de igual manera para E¢.2 x
Ze= (4= 00 2ot + 84202~ 0 [[200- 2. )+ 94&-;&-\- X
vz (18024 + 012z - B l1-00) 2z~ O s - Q26 + £¢

S sust1tu1mos sucesivamente f£¢.;, finalmente obtenemos:

Ze=(1- @43?@4 + 6,(1- 1) Ze-z +8¢ ("‘&)Ze 3t b £y

entonCes las Tt estarén dadas por

T = ©{ 4~@4B (=4,2,..-.
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4. IDENTIFICACION, ESTIMACION Y PREDICCION.

La pregunta que surge inmediatamente después de haber
estudiado los modelos para 1os procesos ARIMA es: Si tene-
mos un conjunto de observaciones hechas secuencialmente en
el tiempo, ¢Cémo podemos saber de qué proceso se trata, es
decir, qué valores de g d, 9 son los m&s apropiados?
De igual manera que en el capitulo precedente, la respuesta

a esta pregunta serd el objetivo de estudio en este capftu-

lo.

Una identificacién tentativa de un modelo de series de
tiempo ARIMA es hecha a través del andlisis histérico de
los datos /Se recomienda un minimo de 50 observaciones para

identificar el modelo apropiado/.

La primera herramienta con que contamos para la identi-
ficaci@n del proceso, es la funci6bn de autocorrelacifn, ya
que conocemos la particular forma en que se comporta dicha
funcién para cada uno de los modelos estudiados y para las

estimaciones necesarias solamente necesjtaremos de los da-

tos.
4.1 ESTIMACION DE LA FUNCION DE AUTOCORRELACION

Sabemos que los coeficientes de autocorrelacidn Q\

estdn dados por el cociente de 1a autocovarianza de atraso
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5 y la varianza del proceso 74

b - il
?o
por otro lado

'}/4- =FE E& -A) (Zui-}(ﬂ

Un estimador natural de 74 » €s el producto prome-
dio de las desviaciones de Z¢ y Zetq de la media

muestral, denotado dicho estimador por Cj

Asi T4

-4 2 = y

Ci= &+ g_; [(?v't’)(zﬂr?ﬂ (=42,

donde T es la longitud de la serie de tiempo bajo estu-
dio Yy —_— 4

2= Ze

T e

entonces el estimador de Q\ podemos expresarlo de la

siguiente forma:

C.
{ = =4
=

Un recurso de suma importancia en la identificacifn es
el correlograma muestral, es decir, la grdfica de las auto-
correlaciones muestrales, con esto tratarifamos de reconocer

el comportamiento tipico de un proceso ARIMA.

Dado que estamos trabajando con estimadores, un punto
de interés seria el saber qué tan buenos son dichos estima-

dores, pero ya que no es el interés principal de nuestro es
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tudio, solamente enunciaremos como ejemplo, la varianza y

covarianza de los estimadores propuestas por Bartlett para

un proceso MAN\Y)

Vac () = S\HZ%_Q g 17%

?T\43

L ‘
Cou (%3, Yins) = 5 £ Sibs

A manera de un intento de justificaci6n para el hecho
de recomendar un minimo de 50 observaciones, basta notar que

la varianza decrecerda tanto como el tamafio de la muestra

crezca.

Es importante que el observador analice las caracteris-
ticas generales del correlograma muestral y no analice deta-
1ladamente cada X] » por ejemplo, autocorrelaciones mues-
trales producidas por el proceso autorregresivo de primer
orden decrecerén paulatinamente, pero no precisamente en for
ma exponencial; para aclarar esta idea, Nelson presenta un
ejemplo de un proceso autorregresivo de primer orden'aAQJ‘\

2o =. 57_4-( 3 &-e
con autocorrelaciones muestrales de 10 independientes reali-
zaciones del proceso, cada uno conteniendo 100 observaciones
generadas por una computadora con el uso de un generador de

niimeros aleatorios, y cuyos correlogramas aparecen a conti-
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Otro ejemplo presentado por Nelson es el de un proceso
de medias mdviles,
Z€ = Eﬁ—'BE-Q-a‘
con autocorrelaciones muestrales de 10 independientes reali
zaciones de 100 observaciones cada una y cuyos correlogra-

mas aparecen en la siguiente grdfica:




Es importante notar que dado que trabajamos con estima
dores de QK puede resultar que aunque Q\ = para
1=2,3,..... los valores de ¥} sean grandes en pe-
riddos de atraso mayores que { , como es el caso de las
grédficas, para distinguir que %}‘5 , SOn significati
vos del correlograma, se propone una prueba de signi%ican-
cia estadistica para las autocorre]acionés muestrales, basa
da en la aproximacién de Bartlett para la varianza de ‘X
Para esto, es importanﬁe notar que la varianza de '(g i’i
esta-dado por la férmula de Bartlett bajo la suposicidn de

que el orden verdadero del proceso es §
As1 la prueba estadistica consiste en:

Dado que la distribucién de {g para {>%_ es
aproximadamente normal, se puede considerar una autocorrela
cidn muestral mds grande en valor absoluto que 1.96 veces

la desviacidén estandar como significativamente diferente’ de

cero al 95% de confianza, esto es . .
A
: A k Y A>4
G127 (ag) & (142 2,4)

sustituyendo el estimador de & podemos obtener un cri-
terio aproximado de la siguiente forma:

S \\( ._L l i{e) '>

i il7zw vz %) 4y
decimos que Y\ es considerablemente distinto de cero,

rechazamos la hipétesis Wo * \{=z 0O .
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Regresando al ejemplo presentado por Nelson L'Z@- Fo -
. 5 E_‘_«"3 si observamos detenidamente los correlo-
gramas, podemos notar que en cada realizacién del proceso
aparece para \>.1 muy pocos \q significativamente
distintos de cero (las 1ineas punteadas marcan el criterio
aproximado antes mencionado), esto nos conduce a tener cuida
do al aplicar la prueba de significancia ya que si calculamos
demasiados coeficientes de autocorrelacién es factible encon
trar algunos significativamente distintos de cero, debido

quizd a causas como el redondeo o truncamiento.

Resumiendo, si la identificacidn tentativa del proceso
es que Q. es, digamos Q' , entoncés seria interesante
probar la significancia de Yqu4 , ya que si (§+( resul
ta ser significativo en un ¢ particular, seria mucho mejor

tratar de identificar un modelo L{Aqu+4\
4.2 DETERMINACION DEL GRADO APROPIADO DE DIFERENCIACION

Como mencionamos en el capitulo anterior, en el caso de
economia, los datos que presentan dichas series, exhiben no-
estacionalidad y en dicho caso, (COmo podemos determinar el

grado apropiado de diferenciacién?

Si la serie es no-estacionaria, hay que hacer notar que
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la funcidn de autocorrelacid6n del proceso estd indefinida,
pero de cualquier forma siempre podemos calcular las autoco
rrelaciones de un conjunto de datos. La prdctica ha mostra
do que series no estacionarias producen autocorrelaciones
muestrales que permanecen grandes incluso en perifdos de
atraso grandes debido a que cualquier relizacién de la serie
tenderd a estar sobre uno o el otro lado de la media mues-
tral por muchos periddos. Si los datos presentan no-estacio
nalidad, entoncés las autocorrelaciones muestrales de la pri
mera diferencia son examinadas para tratar de encontrar un
modelo estacionario apropiado, rara vez en datos econbémicos
las primeras diferencias serin no estacionarias, en dicho ca

s0, las segundas diferencias serdn examinadas.

Es importante tener en cuenta que solamente necesitamos
identificar el nivel mds bajo de diferencias para la cual un
modelo estacionario sea.razonable, ya que diferencias mis al

tas de cualquier serie estacionaria son también estaciona-

rias.

4.3 TIDENTIFICACION DEL ORDEN DE UN PROCESO AUTORREGRESIVO
Y LA FUNCION DE AUTOCORRELACION PARCIAL

E1 prob1éma en este caso se plantea de la siguiente for
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Sabemos que la funcidén de autocorrelacién para un pro-
ceso autorregresivo se comporta de tal forma que podemos de
cir que decrece exponencialmente conforme el periédo de
atraso crece, pero ¢Cdmo podemos saber de que orden se tra-

ta? es decir, ¢Como poder distinguir si se trata de un pro-

ceso AR(p) o AR(P“).

Para hacer una adecuada identificaci6on del modelo, ne-
cesitamos hacer uso de una funcidn conocida como funcidn de

autocorrelacidn parcial cuya interpretacifn es la siguiente:

Considere tres variables aleatorias x,y,z Yy sea
su funcién de densidad conjunta Q(i‘%‘%\s s entonces la

distribucidn condicional de X y Y dado 2 es

8' (-x\“i. ?-\
T 5ty dndy

Asi, el coeficiente de correlacifn entre X y ¥ en

h\'x,%]g\ =

la distribucidn condicional \'\(X“//E-\ es conocido como

coeficiente de correlacidn parcial.

En términos de una serie de tiempo, es conveniente in-
terpretar a la funcidn de autocorrelacidn parcial de atraso
i como la correlacidn entre Z4 Y 24*& con los efec-

tos de intervencidén de las observaciones Zﬂ‘fzhirun‘zﬂiq

Si denotamos por 9{%. , el j-esimo coeficiente
\
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enun proceso autorregresivo de orden p, es decir éépp es el

G1timo coeficiente; las ecuaciones de Yule-Walker

Q} = ¢4 + ¢294+ ————— + ¢?Q\>-4
Q:? = d{ 99-1 + dze\;-z%--- + SZ/P

pueden ser escritas de la siguiente forma:

_—‘ Q{ e'z. R Q?-'( ?51 FQ
Q-{ i @¢ .o e-z 9‘:] 917

-
~—

[ p- eg-z @%3 { QKW_J je?
0 simp]émente
(X
lK y,:‘ek
resolviendo estas ecuaciones para p= 1,2,3,:......

obtenemos:

7= Bui = €
?éiﬁ ¢21==

i
W
SN
&
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atraso p, es conocida como funcién de autocorrelacidn par
cial. Entonces, para nuestro propésito identificacidn sabre
mos que en un proceso autorregresivo de orden p la funcién
de autocorrelacidn parcial §d pp serd distinta de cero para
J menor o igual que p y cero para periodos mds grandes que
p, es decir, la funcidén de autocorrelaci6n parcial de un
proceso autorregresivo de orden p se trunca después del pe

riodo de atraso p.

Una forma de proceder para la identificacién es la si

guiente:

Supongamos por el momento la hip6tesis de que p=1, en
tonces un estimador de §§11 puede ser obtenido resolviendo
las ecuaciones de Yule-Walker para p= 1, en la cual Q‘ es
reemplazado por el estimador K] » esto es,

¥ = B
ahora, si ¢£ges significativamente diferente de cero, podre
mos conclufr que estamos tratando al menos con un proceso
de orden 1; siguiendo el mismo procedimiento, supongamos
ahora la hip6tesis de que p=2, entonces un estimador de g{

22 puede ser obtenido resolviendo las ecuaciones de Yule-

Walker, t :
atker, esto es \((__a;‘_‘_azz\q
A
V= ¢2£{( + $za
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si el estimador resultante de @/22 resulta ser significati
vamente distinto de cero, podremos concluir que estamos tra

tando al menos con un proceso de orden 2.

Siguiendo el mismo procedimiento, supongamos que el ver
dadero valor de p es p', entonces cuando resolvamos el siste
/)
ma de ecuaciones para p= p+ 1 el valor de<¢ p,p+l serd aproxi

madamente cero ya que es un estimador de ¢ p, p+tl el cual es

cero, es decir: A
D=0 {>¢
Como en el caso de identificacién de un proceso MA (q),
es conveniente tener un estimador de la varianza del estima

dor g}icum nos ayude a decidir que tan "significativamente"

es distinto de cero un Qg
Este estimador fue propuesto por Quenoville'y esti basa

do en la hipotesis de que si el proceso es autorregresivo de

o VUL .

orden p, la autocorrelacidn parcial estimada de orden p+l y
mds altas son aproximadamente independientemente distribui

"das, de tal forma que si el tamafio de la serie es | enton

ces: d 1 i
; s |2 — >
w[fil= L oo
obteniendo de esta forma el error estandar

EE.Y_&%I—.:. -'-‘;—-1-_ ".7' P4

Como una nota interesante de estudio, recordemos que cual
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quier proceso de medias méviles finito puede ser escrito

en forma autorregresiva de orden infinito, asT la funcidon de
autocorrelacién parcial que presentaria un proceso MA (q)
deberd decrecer conforme los valores de j crezcan pero no
truncarse a un determinado perfodo de atraso, como en el ca

so autorregresivo de orden finito.
4.4 IDENTIFICACION DE PROCESOS MIXTOS

Ahora supongamos que los datos obtenidos ha sido genera
dos por un proceso mixto ¢ COmo esperariamos que se computara

la funcidén de autocorrelaci6n y la de autocorrelacidn pacial?

Como estudiamos en el capftulo anterior, sabemos que las
primeras q autocorrelaciones estdn determinadas tanto por los
parametros de la parte autorregresiva como de la parte de me
dias méviles a través de una relacifn la cual es muy compleja
aun si p y q son pequefios, pero tambien sabemos que para pe
riodos de atraso mds grandes que q la autocorrelacifn estd
Gnicamente determinada por la parte autorregresiva, es decir,

%= qscei-x*‘ Ttk ¢fQ§-p 40P

Esto nos conduce a pensar que la funcidn de autocorrela

cion deberd tener un comportamiento regular después del pe

riodo de atraso q.

Para aclarar esta idea considere el siguiente ejemplo:
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sea el proceso ARMA (1,1) com Pi=.5,0e-9 y C={

esto es Zi=0.5%4-4 + T+t 0.9 €y
Una vez hechos los calculos obtenemos:
% =. 35
Qz'l -3?’5

0= LS\L'Lis) 22,3 .--

"1\1_-

Observamos que Gnicamente Q es alterada por el té&rmino
de medias méviles, pero para {:1 la funcién de autocorrela
cién mantiene un comportamiento regular , como lo hubiera

sido, para un proceso AR (1) con 9£ =.5

Recordemos del capftulo anterior que un proceso ARMA
puede ser escrito como un proceso autorregresivo de orden
infinito, de tal forma que las autocorrelaciones parciales
como estimadores aproximativos de esos coeficientes autorre
gresivos decrecerdn paulatinamente en lugar de truncarse,

Esto implica que un modelo mixto tenderd a decrecer gradual
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mente tanto, en la funcidn de autocorrelacidn asi como en la

de autocorreiacidén parcial.

A manera de resumen, Montgomery y J. (véase / 9 /, pag. 208)*
presentan una tabla de comportamiento de la funcidn de auto
correlacidn y autocorrelacidn parcial para las tres clases

de modelos

CLASE DE PROCESO AUTOCORRELACION AUTOCORRELACION PARCIAL

Medijas Méviles, Barras durante los Decae en forma exponencial
MA (q) perfodos de atraso o geométrica aproximadamen
1 hasta q desapare te, con un nimero relati-
ciendo despues. vamente grande de valores

distintos de cero.

Autorregresivo AR(p) Decae en forma exponen Barras durante los perig-
cial o geométrica apro dos de atraso 1 hasta q
ximadamente, con un ni desapareciendo despues.
mero relat1vamente gran
de de valores distintos
de cero.

Autorregresivo-Medias Decae en forma exponen Decae en forma exponencial
Méviltes ARMA (p,q) cial o geométria apro- o geométrica aproximadamen
ximadamente, con un nd te, con un nimero re]at1va
mero re]at1vamente gran mente grande de valores
de de valores distintos distintos de cero.
de cero.
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ESTIMACION

Dentro del andlasis de series de tiempo el siguiente pa
so a dar; una vez hecha una identificacidon tentativa, serd
estimar los pardametros que involucrados componen el modelo;
como sabemos, existe una gran variedad de formas para esti
mar pardmetros, sin embargo, estamos interesados en aquellos
que de alguna manera sean los mejores y mds eficientes; por
otro lado sabemos que los estimadores que cumplen ser

suficientes y consistentes son los de m&dxima verosimilitud.

Una razén de suma importancia dentro del andlisis de se
ries de tiempo para usar dichos estimadores es la parte en

la que definimos que es una serie de tiempo y como iba a ser

interpretada, esto es:

Teniendo un conjunto de observaciones 2z ___. ..  _. B Y
un modelo identificado que suponemos han generado esas obser
vaciones, sabemos que esas observaciones antes de ser gene
radas, eran variables aleatorias que fueron extrafdas de
una distribucidén conjunta definida por un particular modelo
ARIMA, esto es, las observaciones fueron extraidas de una
distribucién conjunta £{W/g, g,¢ ) donde W denota el

ector de observaciones sobre-las diferencias estacionarias
de las 2'51 9{1'9 los ectores de los pardmetros y ,@1 las

constantes del modelo , ahora si hacemos uso de la interpre
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decir; y __f;’?

tacion c¢lasica de maxima verosimilitud, esto es:

¢Qué valores de los pardmetros son los mds probables

para haber generado dichas observaciones? en este caso;
L{&, 6,3, Tu/w)

Estaremos haciendo uso de la interpretacidén de series de

tiempo utilizando los estimadores mdximo verosimiles.

Es claro que si utilizamos los EMV (estimadores mdximo
verosimiles), debemos hacer una suposicidn acerca de la for
ma de la funcidn de distribucién conjunta. Una suposicién
practica para empezar nuestro andlisis serd trabajar bajo la

hipétesis de que los £¢ tienen una distribucidn normal, es

(1) YT 3vi
T 2
Por ser independientes J—,—Zé(.
. y @-‘ 29¢ te d
(2) ‘:(e(- E-t-/qé): (2“-33((:2&?/:

por otro lado, sabemos que la forma de un modelo ARIMA es:

(3) U‘)'c = dJ UJ{:-J to-0 4 ¢P\U§.?+ &-g. + ?— Q{&_‘—---— @3 E§-4
ahora, podemos expresar &£¢ en términos de los pardmetros, es

to es

(4) Et = \‘Aﬁ— ¢1Nk'(""*¢emg~?"$'¥e\fig e 4@!‘_{(--1_

si sustituimos (4) en (2) obtenemos

Q-\Wld,G, ?lq-f‘-) = (_21:—5"7:@1‘?72 Q-

Entonces la funci6n de verosimilitud seria:
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T A 2
, 4 --";E“ée(¢fg/§\b
o3 = e

N
donde E(d,@,?\f. es el valor estimado de & como funcidn de

los pardmetros y las observaciones,

§iguiendo con la técnica para obtener los EMV considere

mos ahora el logaritmo natural de la funcién, es decir:

—-— 4 S T
~/QM LK¢I g/g,ql /WX = ""LZ_.Q\A(ZTT] —-{Qm‘izg - mfi"e (¢,9,f)t
Dado que los pardmetros ¢,8, ¥ entran solamente dentro de

la suma de cuadrados, para maximizar la funcidn de verosimili

tud bastard minimizar la suma de los cuadrados.

Calculemos primeramente el EMV de G .

Tenemos que
LSS GIW) | g 4T e

b % Nt z(q,) 474

Multiplicando por 26{ obtenemos

-+ T"“‘L ﬁ(@ /9‘,?
t=4
YAl W/ A .
=7 %z = éﬁ(yﬁ/alg\_‘ donde. 8,6,? sou log
& —
T IMN. de ¢,6,5 .
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Consideremos el caso ahora de un proceso AR Lp).

La suma de cuadrados estard dada por:

T A : £ 2
RICD AT E N LN L

t=y

De donde
N Z B (s, T
R O
bXH !

:-z?\&*i‘%zﬂ """ d?z"?) 2.2
. =4

P Y T8 B E NERS S NEAN
Bi?—(@c,?f
ty — - _.Zikz,‘_—i..ﬁg"z.‘_.‘--... ""%Z‘f—?}
5? +t=¢

Iqualando a cero las derivadas obtenemos:

) T A

m D T I TR S CApS
+={ }

"'Z.'JZ—. [Z.,-/§~ &2&-(- ‘- '-ggpze-‘)\ze-z, =0
€=

=4
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T A
-2 (8- - - & feg) Lep =0

taA4

T P
=2 2 (e -§-Gr2es - = Fp2ep) =0

txq

obtenemos un sistema de p+l1 ecuaciones lineales con p+ 1
parametros desconocidos, y cuyo sistema puede ser resuelto
por algunos de los métodos conocidos; como un simple ejemplo,

consideremos el caso de un proceso AR (2), esto es:

Ze =S+ ¢1 Zeof 5252 Ze-g e

Ev = Ze - - 9{1 24-4—552 Le-2
y cuya suma de cuadrados es:

L = {{; \Z‘x‘?‘ df Ze. -dz zf-z\

entonces:

BZ T ...A— )
LML TR LTI

AX A
}SZ = -2 \h??—a: Z&-q'azz*'z)Ze-z.‘-‘o
éd'b tad

BT L 2T (28R -Bua) =0
E)? teyq
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T A T
- 22+ (LB §.7 2548 ZA.%. =0
t=( :

= 2L &brt ?Z lrn ¥ 81226-424~z+¢2224-z =0
-2 % *'T/{ + a« 2. 2 +$z D di-z =0

Aﬁsge;euéo
ZE '—5742‘__‘ = /?\ Z Z-( -4 ‘\"&f Z Z(E'( ¥ gz ZZ(-—z-ZQ..‘
t=t

Z 2(: Z(-z = /Y\z_zc-z_'{- gfzz%‘z‘Q + ﬁzZZiz

& = ?T +' ai 2 2oyt a(zEZ{--z

Z-'Zf'i Z z:-« Z Z(--a 2+-1

AS'\WE.MA = N
Z Z-(--‘Z 224-4"2(--1_ Z Z%- -2
\ ?:'Z:,.»\ Z 'z+-z
T 220, LZ  Z2ezZag
At = |52 2es SZaze. SZi.
\ Z'Z-& 2244 Z:Z&-z.
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otra forma mds practica de representar el proceso AR (2), es

escribiendo en forma matricial, es decir;

Suponiendo que tenemos N observaciones; |

’ ZZ :Z" E'S
24_ 1 23 ?z ﬁ i4

_ . .j . ¢1 +
: S g »
Znes { fwr Bus ¥
2 A n-q4  Zu-=
esto es; 2 - Zi"— e
3 =(zz'zz

Los estimadores por minimos cuadrados de los pardmetros,

sonz?

Nota: Como sabemos que maximizar la funcién de verosimilitud
se reduce a minimizar 1la suma de cuadrados, podemos hablar
directamente de los estimadores por minimos cuadrados ya que

coinciden con los de mdxima verosimiliitud.

Note que el caso AR (2) usamos solamente N-2 observacig
¢
nes ya que % y 2.4, decir, al tiempot:ty ¢a2z los valores

para el proceso no existen, la solucidn a este problema es
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suponer que do=2.4=0 ya que para series de tiempo“"grandes",
la eleccidn de los valores iniciales tendra poco efecto en

los estimadores de ¢ ,[?ox y Jenkins, capitulo 7?}

En general para un proceso AR(p) la matriz Z serd (N-P)

X (p+1).

Consideremos ahora el caso de un proceso MA (1), esto es:

ZJ.= E.g - 91 E-t-«

E.L. = ZL *S{ é{--l

cuya suma de cuadrados estd determinada por:

2 2ot 88180 LY

424

v 7 B, oy

tu
note que en este caso, si aplicamos directamente la técnica

de mixima verosimilitud no podremos obtener los estimadores
ya que desconocemos l1os valores de E*:*=hh---’ entonces proce

deremos de la siguiente forma:

Si queremos minimizar é(?{-(g{\z sobre todos los valores
de 94 primero debemos evaluar g{&\i , es decir, si empeza
mos con é(&b4 obtenemos:

£(0,= Ze+ & E (005

lo cual representa un problema ya que desconocemos el valor

g2




A
de f(Qq\Dlla solucién a este problema es suponer que £(04,=0
ya que sabemos que Eﬂtq:a , y cuya suposicién se hard de

jgual forma si se tratara de un modelo con q pardmetros sim

plemente tomando

Al A A
5(94 ..... Qq_\Qa 8-4: ....... e_ =0

Entonces como £(6,),:0 tenemos:

£100),= 2Z¢+ 8 (0)
£ (00),= 22+ 61 E(01)4 = Z2 + B4 Zs
é(od"';: 23-}-84 :\E(Oﬂz =~ Z3 ¢ @121 | g;l Z14

€004 = 24 + 6 £ (8 = Zo v 04224 8 248 24

it

é\ (Oq\;c Zv v & 2(94\4“ =Fyx- - 4 911:421

i

Ahora solamente depende de O y de las observa
ciones pasadas lo cual nos permite calcular la suma de cuadra

T A FA
dos s Z &(- ‘94\
t=4

Siguiendo con la técnica de mdxima verosimilitud para en

contrar el minimo de 8; , el siguiente paso-serfa evaluar Ta

SIS
& 8y

= O
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Ta cual resulta una funcidn que no es lineal en 94;Una dis
cusidn de minimos cuadrados no lineales, es dada por Box y
Jenkins, cap. 7 y Draper y Smith en su libro Applied Regre
sion Analysis; nosotros trataremos este problema de una ma
nera muy simple; recordemos que 0 requiere para ser inverti
ble el proceso encontrarse dentro del intervalo -4 240,44,
bajo esta condicidn buscaremos el minimo sobre una red de
valores de O entre 1 y-1 auxilidndonos de una computadora,
de esta manera podrfamos empezar a evaluar la suma de cuadra
dos, digamos para 9;=-9,. 5 y.9 1o cual nos darfa una idea
delintervaloen el cual se encuentra el minimo, y de esta ma
nera, haciendo interacciones cada vez mds finas podremos
dar una aproximaci6n bastante buena del minimo, es claro que
una vez hecha esta aproximacién, el estimador de la varianza
del proceso por mdxima verosimilitud estard determinada por:
i 2\91)2
“26 = 4% 4 = +
Veamos ahora el caso de la estimaci6n de un proceso ARI

MA, por facilidad consideremos el caso ARIMA (1,d,1)
We = GaWey 4 8¢ - 04 Bery

[l

° &‘. UA*,-@’-(\L\Q..(# g1@+~\

cuya suma de cuadrados estd determinada por:

i \\'U*_ - d.\ Wi -\-94 Et—-!\l

o] t=4

i 2 (¢1194ft

txd
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Note que en este caso, la suma de cuadrados involucra
mds de un pardmetro desconocido, y como en el caso del pro
ceso MA (1) no es fdcil estimar los pardmetros ya que al ob
tener los derivados parciales con réspecto a ¢4y 94, no cono
ceremos los valores de 2&¢cﬁ{)e y puede resultar una fun
cién no lineal en los pardmetros; como en el caso del proce
so MA (1) seguiremos el mismo procedimiento, es decir:

E( s, 01}y = Wi Fwo + 04 ELE, 04,
en este caso volvemos a tener el mismo problema del valor ini
cial 2K¢“9A0_y ademds que el valor de We no 1a podemos obte
ner , la solucidn a este problema serd empezar nuestras in
teracciones al tiempo t=1 y suponiendo que qun es decir;
é(ﬁ,ﬁa\z = Wo-~ ?{4\”( + O a

si sequimos este método, es evidente que se tienen que cum
plir las condiciones de invertibilidad del proceso, es decir,
para darnos una idea de donde se encuentra el minimo de los
pardmetros, tendremos que elegir algunos dentro de la regibn
permitida y de esta manera empezar a reducir el intervalo pa
ra dar una buena aproximacifn; una forma adecuada de escoger
los pardmetros iniciales serd mediante el método de Box y
Jenkins conocido como ESTIMADORES PRELIMINARES DE LOS PARA
METROS, estos pardmetros son obtenidos resolviendo las ecua
ciones de Yule-Walker, por ejemplo, para .un proceso autorre

gresivo, en dichas ecuaciones reemplazaremos 10s Q{ con Vj,
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esto es: = $1 Yoo . @*(?.«

\.(‘,-:.a(‘(?.‘{,..- +¢‘p

y el cdlculo de los ¢ys es solamente operacional, la forma

mids simple serfa el caso del proceso AR (1), es decir:

8 =X

Veamos el caso de un proceso MA (1), sabemos que:

0 = 2%
Tre
entonces un estimador de §, puede ser obtenido de

P
- =5
| +f
esta ecuacidn es cuadrdtica en & y tiene dos soluciones,

Y4

es decir;

o= = Ao\ (e
A \ ((?‘ﬂ _)
claramente serd escogida aquella que satisfaga la condicidn
de invertibilidad: | &} <4
para un proceso MA de orden mds alto, las q ecuaciones

N ‘ - A
‘{1 - - 01 \"6432}"" '\—’bug
TP TR Y

M A
1% O:-\-......*‘Qi

pueden ser resueltas, y la forma de escoger los estimadores

seran aquellos que satisfagan la condicifén de invertibilidad.

Regresando a nuestro problema del proceso ARIMA (1,d,1),
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la forma de elegir los pardmetros iniciales es como sigue,

sabemos que de las ecuaciones

Qqee= Puly e mome o v« By

%ﬂ‘ﬁ%wﬁ“’““+¢q?

los estimadores de Q& ¢'<pueden ser obtenidos si reempla
zamos Yj en lugar de Q1, ahora, de la relacidn entre Q( ?
los d'Sy las §'s , podremos resolver para 9‘-. @g reemplazan
dolos ({s en lugar de 1los % y los estimadores ya calculados

de las 4‘5 , por ejemplo, si tenemos un proceso ARIMA (1,d,1),

tenemos

&= ¢

_ 4= @46 ¢f a*\
\“—' ., A - /Q:—Z.@'z

g;a puede ser obtenido, el cual resultard con valores alterna

tivos, pero escogeremos aquel que cumpla la condicién de in

vertibilidad.-

Una vez obtenidos los estimadores iniciales, siguiendo
nuestro método podremos dar una buena aproximacién a los ver

daderos valores de los pardmetros.
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PREDICCION

Una vez hecha la identificacidén tentativa del modelo y 1la
estimacibn de sus pardmetros, el G1timo paso a dar, y que al
final de cuentas es el objetivo principal del andlisis de se
ries de tiempo, es utilizar el modelo propuesto para predecir

en algun particular tiempo t.

Sin embargo, es importante hacer notar que las prediccio
nes que se hagan, estardn sujetas a errores de identificacifn
asi como de estimaciﬁn de los pardmetros ya que no debemos
olvidar que el modelo con el cual vamos a predecir es solamen

te una aproximacién del verdadero proceso.

Para ser coherentes con nuestro objetivo principal de
utilizar 1a higtoria de los datos observados para predecir,
empezaremos nuestra discusifn a partir de la esperanza condi
cional de cada observacién futura ya que ademids la esperanza
condicional * tiene la propiedad de ser la prediccién de mi
nimo error cuadrédtico medio; en otras palabras, no hay otra
prediccién extrapolar que produzca errores cuyos cuadrados
tengan valor esperado mds pequefio. Asi denotaremos por é:ll\
a la esperanza de Zyw4g dada la serie hasta el tiempo t y la
historia del proceso hasta t, por He , ahora, sea F cualquier
otra prediccién de Z¢+q , entonces el error cuadrdtico medio

para F, serd:
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EBZH&"F\I/ H"] =E|\Zua- (Z/(\(L) 3 “1\\&/”4

Donde g es el error entre F y la esperanza condicional de

la predicci6n, por tanto:

(277 0] - E (2o - Bl§ ] #24E o 20 AL
= E\lza- 2wV s ¢

que es solamente el error cuadritico medio para la prediccidn

condicional esperada mds una constante g que debe ser posi
A

tiva si F difiere de £,(1}, ahora, si g=0 conclufmos que

P
2, ) es la predicci6ébn con error cuadritico minimo.

Ahora veamos la forma de calcular la esperanza condicio
nal de una prediccidn un perfodo de tiempo adelante; para es
to consideremos el proceso en la forma de ecuacibn diferen
cia-, una vez hecho esto, supongamos que estamos en el tiem
po t, conociendo Ri y deseamos predecir un perfodo de tiem
po adelante, es decir, éTU\, el cual es la esperanza condi
cional 13(%{44[Ht)- Cuando es observado el siguiente perfodo

2+44 estard dado por:

Z&H-"—@Z‘t‘\' '""+§_?§A%i.t?.h;h‘+7+£*-01&t“'-' - @Q.Ebﬁi(
Note que los coeficientes §;estén determinados por ¢{ y el
valor de & en funci6én de la forma de la ecuacién en diferen

cias; dado que todos los subfndices en las variables hasta

el tiempo t ya han sido realizadas y'Eﬂf«c[ﬂdmimp]ica que
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2:13\\ estd dada solamente por:
2(4\ =’El2++(m~f\=-§4z*4“"+ éw?i--\mln-l*s‘O‘E*’"'%&-Q”
Es evidente que para la evaluacidn numérica tenemos un
problema ya que los errores incluidos en la ecuacién no son
observables, sin embargo, notemos que et es el error
en la prediccién 2Z«-i hecha en el periédo ¢-¢-t . Pa
ra ver esto mas claramente, considere el ejemplo de calcular
predicciones para un modelo ¥JAK1\ ; en base a este modelo
sabemos que la prediccidn para 5: (WY estd dada por:
-\
Zel4) = S - ByE- 8- €t
Obviamente para evaluar esta expresifén necesitamos los

valores de && y £4w4 , sin embargo nuestra prediccidn

A
previa fué 2£_&(1\ y el error producido por esta fue:

2o~ 2t} = (S48e-00 8y -0z Eeoa)~ (§-04 By -Bafes)
= &+

De igual manera Ee.4 ©sta dado por el error produci
A\ AN\
do en el periddo Zyy- &, s decir Zaq — Zy-2 (1)
entonces de esta forma podemos evaluar '§:(A\ , simple

mente A . N

Zo(4) = §- 00\ - 2, ) |- @'L_IZH - Fe2 1)
siguiendo este procedimiento, es claro, que cuando lleguemos
a la primera prediccidn E?o nos encontramos con el pro
blema de no poder evaluar los errores pasados, entonces para

calcular la primera prediccién, debemos hacer alguna suposi-
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cidn sobre los valores iniciales de los errores, y la forma
mas adecuada de hacer dicha suposicidén es utilizar su espe-
ranza, es decir, suponiéndolos igual a cero. Por supuesto
estos errores iniciales no fueron cero y por lo tanto la pri
mera y subsecuentes predicciones se distorsionardn debido a
esa suposicién. Sin embargo es importante notar que debido
a la condicion de invertibilidad del proceso sobre los paré-
metros, esta cantidad decrecerd conforme nos alejemos del pe
riddo en el cual se hizo la primera prediccidn, debido a es-
to es importante que el analista, en la prdctica empiece cal
culando las predicciones al inicio de 1a serie de datos para
tener disponible la sécuencia mas larga posible de errores
pasados para calcular la prediccién de verdadero interés,
Para aclarar lo dicho anteriormente, considere el proceso
MA(4) teniendo los datos observados Z...... s ,
ast la primera prediccidn serfa
N\
20(4\ = - 91 &O

Entonces bajo la suposicidn antes expuesta \Eo =t3\ .
pero para ver como decrece conforme nos alejamos del inicio,
asignemosle 2; , entonces

é\o "\\ = --Q\ go

y las subsecuentes serian

A A
24 {4 = - 04 84 = - 94‘:?.(—20“\1:— 9421-\- 911?9
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A A - A : A
?z(ﬂ- ~ 0182 = =B[22 - i (V]2 -0 Za-8124481 &0

N N
am = -0 —91[& - 244 (4\1 i
= -0 91Z+4—--—--91¥{~+61 Eo
Note que &o podemos pensar que consiste de dos partes,
el verdadero valor de &g pero desconocido y la diferen-

A
cia entre la suposicién y el verdadero valor, esto es,& -€&o

w A

@4 Eo *”(f°'5\

Asi

dado que @( satisface la condicidn de invertibilidad, es
decir, (Dl <4 -entonces el té&rmino t*' léo £o)
decrece conforme % crece, es por esto que el analista de-
berfa reconstruir la secuencia de predicciones desde el ini-
cio de los datos aunque el solo estuviera interesado en algin

particular valor de 2.

Como G1timo punto de interés, y parte final de este
trabajo, veremos el problema de prediccién, pero ahora, pa-
ra predicciones 9\ tiempos adelante, es decir
A
2o\ L) ‘
note qUe podemos tener directamente |
|
2&\1\ =B\ Zae /B = Qe Buta IR+ -
-\-—é_(x;i E\Zm- (pid) /HQ 49§ -0i8c---- 85& 2" ‘(Q-L)
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ya que todos los errores futuros tienen esperanza cero y
los errores pasados desaparecen completamente si &\7 Q_ R

entonces la secuencia de cdlculos es:

200 =Bzt 4 Do Rt $ -0+ O Eigus
/Z\i (2) = §.« 2(4\ 4&1 Lepoo-A i\ml 2(.(9+¢()+? + §-0, % -"E‘;“(-Suz

en general para Soq

Z0 =T 2 00« B Dl (a4 § fog
donde i?k(&~_1\ significa la observacién 7, .4\ 58
Es de hacer notar que en la dltima ecuacidon de-
saparecen los términos de la parte de medias méviles ya que
esta parte del proceso interviene solamente dentro del pe-
riddo .4 hasta 1 , estableciendo Gnjcamente los valores

iniciales para determinar las predicciones sucesivas.
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