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INTRODUCCION 

El Problema de Complementaridad Lineal y el método de C.-

E.Lemke para resolvérlo, es un modelo matemático de optimiza--

ci6n de fácil manejo, del que se puede asegurar que es posible 

estructurarlo para resolver al menos los siguientes tres tipos 

de problemas: el problema de programación lineal primal-dual - 

factible, el problema de programación cuadrática, y los juegos 

bimatriciales. El objetivo de este trabajo es exponer con deta 

lle en qué consiste este modelo, cómo debe estructurarse para 

resolver los problemas que se han señalado anteriormente, y --

qué se puede decir respecto a la existencia de soluciones al -

aplicarlo. 

Dos artículos son los que proporcionan los resultados ---

esenciales que son desarrollados detalladamente en este traba-

jo. El primer artículo es "Bimatrix Equilibrium Points and ---

Mathematical Programming"; en el que C.E.Lemke expone un méto 

do para dar solución al Problema de Complementaridad Lineal. - 

El segundo articulo es "Complementary Pivot Theory of Mathema-

tical Programming"I2  cuyos autores son R.W.Cottle y G.B.Dant--

zing, quienes mediante la definición de un problema equivalen-

te al Problema de Complementaridad Lineal, llamado Problema -- 

*1  {13} 

*2 {3} 
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Fundamental, muestran cómo debe estructurarse este último para 

dar solución a los tres tipos de problemas que se han menciona 

do en el párrafo anterior; además, demuestran la existencia de 

soluciones al aplicar el método de Lemke a ciertos tipos de --

Problemas Fundamentales. Las demás referencias bibliográficas 

actuan como soporte de estos dos artículos. 

Este trabajo consta de cuatro capítulos y dos apéndices. 

En el Capitulo I se expone en qué consiste el Problema de Com-

plementaridad Lineal, y cómo se define a partir de éste un pro 

blema equivalente llamado Problema Fundamental, que será el --

que consideraremos a lo largo de este trabajo. Además, se dá -

una idea geométrica del Problema Fundamental, que será útil --

para comprender los resultados que se exponen en capítulos pos 

teriores. 

El Capítulo II trata de cómo y porqué es posible estructu 

rar el Problema Fundamental para resolver problemas de progra-

mación lineal primal-dual factibles, los problemas de programa 

ci6n cuadrática, y los juegos bimatriciales. 

En el Capitulo III se expone el método de Lemke para re--

solver el Problema de Complementaridad Lineal. Se parte de un 

ejemplo geométrico sencillo que motiva la idea del método de -

Lemke. Posteriormente, mediante resultados de Programación Li-

neal y el teorema de Lemke que justifica su método, se obtiene 
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un algoritmo para resolver el Problema Fundamental. 

En el Capitulo IV se muestra cómo es posible dar inicio -

al método de Lemke para la búsqueda de soluciones que resuel--

van a diferentes tipos de Problemas Fundamentales. Asi mismo, 

se trata los resultados de existencia de soluciones al aplicar 

este método. Los Apéndices 1 y 2 son complemento de este capi-

tulo. 



CAPITULO I 

EL PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDAD LINEAL 

1-1.INTRODUCCION 

El Problema de Complementaridad Lineal fue identificado a 

principios de la década de los sesentas. Gracias al Teorema de 

Kuhn-Tucker que establece las condiciones necesarias de optima 

lidad para problemas de programación matemática, y a la prueba 

constructiva (debida a C.E.Lemke y J.T.Howson Jr.) que demues-

tra la existencia de puntos de equilibrio para juegos bimatri-

ciales, se observó que el Problema de Complementaridad Lineal 

puede ser estructurado adecuadamente para resolver otro tipo -

de problemas. Es por esto que es importante desarrollar técni-

cas que lo solucionen, y determinar bajo qué condiciones esto 

es posible o si el Problema de Complementaridad Lineal plantea 

do no tiene solución. 

1-2.DEFINICION DEL PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDAD LINEAL 

ci6n 

Sea F un mapeo de lm  en sí mismo; es decir, una asocia--- 

F : m 	Im 
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que adjunta a todo elemento de 1m  un elemento de /In. El Proble 

ma de Complementaridad con respecto al mapeo F es el de encon-

trar solución al sistema 

x > O, 	F(x) > O, 	<x,F(x)> = O, 

donde F(x) es la imagen de x bajo F, y <.,.> es el producto es 

calar ordinario en Km, 

m 
<x,F(x)› = E x

i
f
i
(x) 

1=1 

(xi  y fi(x), i=1,.." son las componentes de x y F(x) respec-

tivamente); es decir, el Problema de Complementaridad es el de 

encontrar un vector x no-negativo, cuya imagen F(x) bajo el ma 

peo sea no-negativa y ortogonal a él. 

El Problema de Complementaridad se clasifica dependiendo 

del tipo de mapeo que sea F. Cuando este es afín a la forma 

F(x) = q + Mx, 

donde q es un vector de ndmeros reales de m componentes y M es 

una matriz real de m x m, el respectivo Problema de Complemen-

taridad se dice que es Lineal, y es no-lineal si F no es afín 

a esta forma. 

1-3.DEFINICION DEL PROBLEMA FUNDAMENTAL 

El Problema de Complementaridad Lineal ha sido, hasta el 

momento, la clase de problemas de complementaridad a la que -- 



6 

los investigadores han enfocado mayor atención*. Entre ellos - 

podemos mencionar a C.E.Lemke, R.W.Cottle, G.B.Dantzing y J.T. 

Howson, quienes han desarrollado e implementado técnicas para 

resolver el Problema. 

Consideremos el mapeo de lm  en lm, 

F s z 	q + Mz, 

con q y M definidos como antes. Observemos que existe un apa--

reamiento entre las componentes de un vector z m y su ima--

gen q + Mz también en Rm. Sea qi  + Miz,.., qin  + Mmz las funcio 

nes componente de q + Mz, entonces zi  y qi  + Miz, i = 1,.., m, 

son llamadas variables complementarias, y una solución 1 al --

Problema de Complementaridad Lineal:  

z > 0, q + Mz > 0, <z,q + Mz> = 0, 

es llamada solución complementaria. El vector 1 es una solu---

ci6n factible si cumple que 1 > O, q + Mz > O. 

La siguiente definición del vector de variables de holgu-

ra, w, será de gran utilidad. Sea 

w = q + Mz, w > 0, 

* (5,p 1412) 
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Observemos que el Problema de Complementaridad Lineal y - 

el Problema Fundamental son equivalentes; sin embargo, con res 

pecto a la definición de solución complementaria, para uno y 

para otro, la diferencia es esencial. Mientras en el Problema 

de Complementaridad Lineal una solución que satisface sus con-

diciones es llamada solución complementaria, en el Problema --

Fundamental, una solución que cumple sus condiciones es llama-

da solución complementaria factible. Así, una solución comple-

mentaria del Problema de Complementaridad Lineal resuelve el -

Problema Fundamental, pero una solución complementaria del Pro 

blema Fundamental no necesariamente resuelve el Problema de --

Complementaridad Lineal; además, debe ser factible para hacer-

lo. 

Esta diferencia tiene como objetivo facilitar la nomencla 

tura de soluciones, que no siendo factibles, de alguna forma - 

estarán involucradas en la obtención de soluciones del Proble-

ma Fundamental, como veremos posteriormente. 

1-4.IDEA GEOMETRICA DEL PROBLEMA FUNDAMENTAL 

Dado el Problema Fundamental (1-1), (1-2) y (1-3), como - 

sabemos, un vector z es solución factible si satisface (1-1) y 

(1-2). Sea 

Z = { z e 101  I z > 0, q + Mz > 0 } 
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el conjunto de soluciones factibles. Este es un conjunto con-

vexo, pues resulta de la intersección de los semiespacios ce-

rrados 

W1  . = { z e Em  I q. + M.z > O }, 	i = 1,.., m, 

1 z e 'km 	z. > o }, 	i = 1,.., m, 

que son conjuntos convexos. Z será llamado región de solucio-

nes factibles del Problema Fundamental (1-1), (1-2) y (1-3). 

Una ecuación frontera es la que resulta de considerar la 

igualdad en vez de la desigualdad que define el semiespacio. 

De esta forma, una solución factible se encuentra en la ecua-

ciónfronteradelseirdespacjoysli cuando,„
i + M z = O, o 

bien, se encuentra en la ecuación frontera del semiespacio Zi  

cuando z.=0. 

Un punto extremo de Z es una solución factible que no es 

combinación lineal convexa de otras dos soluciones factibles. 

Una arista de Z es un segmento de .línea recta que une a 

dos puntos extremos de tal forma, que ningún punto en el seg-

mento se pueda expresar como una combinación lineal convexa - 

de otros dos puntos de Z, que no estén en el segmento. Una a-

rista es cerrada si incluye los puntos extremos a los que es 
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adyacente, y es abierta si no los incluye. 

Un rayo es una arista abierta de Z adyacente a un punto - 

extremo y no acotada. 

Consideremos ahora un ejemplo geométrico para analizarlo. 

Supongamos un mapeo F : z q + Mz que va de 83  en 13. El Pro-

blema Fundamental es el de encontrar una solución que satisfa- 

ga (1-1), 	(1-2) 	y 	(1-3), 	donde 	(1-1) es tal que 

w 
, 	• 

cr. i  MI Mi M? 'z1 

w2 q2 MI Mi Ma z2 

w3 .cq 3  MI Mi M3 Z3 • 

La región de soluciones factibles es el conjunto 

Z = 

Z1 

Z2 

Z3 

Z1 

Z2 

3 

O 

O 

O 

C11 

q2 

q3 

mi 	Mi M? 

MI Mi Ma 

ml 	113 	m3 

Z1 

z2 Z2 

Z3 

O 

O • 

Supongamos que al graficar el conjunto Z obtenemos la re-

gión cerrada y acotada que se muestra en la figura 1-4-1. 

Caracterizaremos ahora los diferentes puntos de Z emplean 

do sus holguras respecto a las ecuaciones fronteras de los se-

miespaciosWi yZ.,i = 1,.., m. Esto es, dada una solución z, 
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(6) 

w l  = ql + Miz = O y 

FIGURA 1-4-1 

si ésta se encuentra en el semiespacio Zi, pero no en su fron-

tera, entonces zi > O, c>rh. Cuando esta solución está en la --

frontera de Z., entonces 1.1  = O, (0). Cuando no está en el se-

miespacio Zi, entonces z.1  < O, (<). Para la misma solución, 

cuandoseencuentraenelsemiespacioW.,pero no en su fronte 

ra, entonces wi  = qi  + Miz > O, (>). Cuando z se encuentra en 

la frontera de Wi, entonces Wi  = qi  + Mil = O, (0). Cuando.la 

soltición no se encuentra en el semiespacio Wi, entonces 	 

wi =qi +M.1z< O, (<). El signo () indicará simplemente que 

* Los signos entre paréntesis indicarán el tipo de holgura. 
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la holgura es diferente de cero. 

Caractericemos el punto etiquetado con 1 en la figura 1-4 

-I. Para éste, observamos que la coordenada z2  es mayor que ce 

ro, y las coordenadas z1  y z3  son ambas cero por encontrarse - 

el punto en cuestión sobre el eje z2; esto es, se encuentra en 

la ecuación frontera de los semispacios Z1  y Z3. Ahora analice 

mos su relación con respecto a las ecuaciones fronteras de Wi, 

i = 1, 2, 3. El punto 1 satisface únicamente la ecuación fron-

tera de W1; así, W1 = O, y W2 y W3 deberán tener un valor dife 

rente de cero. Ahora bien, como 1 está en la región de solucio 

nes factibles, debe satisfacer que 1.77  > O. De esta forma, w2 y 

w3  son mayores que cero. 

Presentamos por pares de variables complementarias, la ca 

racterización del punto que analizamos 

PUNTO EXTREMO zi wl z2 w2 z3 w3 

1 O O > > O > 

Concluimos que el punto 1 es una solución factible casi--

complementaria, pues 2 > o, w > O, y cumple que Eisai  = O con -

excepción de un índice i = R = 2 tal que 10=2  O, ;50.2Y O. 
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El punto cuya etiqueta es el número 2 en la figura 1-4-1, 

se encuentra sobre las ecuaciones fronteras de los semiespa---

CiOS Z1 , W2  y W3.  Esto significa que z1  = 0, w2  = 0, w3  = 0. 

Los demás valores son mayores que cero puesto que este punto 

pertenece a la región de soluciones factibles Z. Así, el punto 

2 queda caracterizado' como 

PUNTO, EXTREMO z1  wl  z2  w2  z3  w3  

2 0 > > 0 > 0 

El punto que acabamos de describir es una solución comple 

mentaria factible; es decir, es una solución del Problema Fun-

damental que planteamos. 

Describiremos los puntos etiquetados con 3 en la figura - 

1-4-1. Apartir del punto 2, si permanecemos sobre las ecuacio-

nes fronteras de W2  y W3 , nos podemos alejar de la ecuación --

frontera de Z1  de dos formas: decrementando el valor de z1  y - 

salirnos de Z puesto que 11  < 0, o bien, incrementándolo. Al - 

incrementar el valor de z1 , estaremos describiendo el conjun-

to etiquetado con 3. Sin embargo, este incremento no es infini 

to si sólo deseamos caracterizar esta arista. Esto es, al au--

mentar z1  de valor y al permanecer w2  y w3  en cero, las varia-

bles 22, z3 y w1 se modifican de tal forma que, cuando 23  = 0, 

habremos llegado al punto etiquetado con 4. Así, también hemos 
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encontrado la descripción de esta última solución factible. 

ARISTA 	. z1 vil z2 w2 	' z3 w3 

3 	, > > > O > O 

PUNTO EXTREMO 

4 > > > 0 0 0 

Los puntos sobre la arista de Z etiquetada con 3 son solu 

ciones factibles casi-complementarias (0=1), y el punto 4 re--

sulta también una solución factible casi-complementaria (0=1). 

La arista etiquetada con 5 satisface las ecuaciones fron- 

teras de los semiespacios Z1 y 

ciones de los semiespacios W1r 

condición de W3. 

W2; satisface también las condi 

Z2 y Z3, pero no satisface la - 

Así, 

ARISTA z1 wl z2 w2 z3 w3 

5 0 > > 0 > < 

El punto 6 resulta cuando z3  = 0. 
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PUNTO EXTREMO , 	z1  w1  z2  w2  z 3  w 3  

6 0 > > 0 , 	0 < 

Los puntos que componen la arista 5 resultan ser solucio 

nes no-factibles casi-complementarias (0=3), y el punto 6 es 

una solución complementaria no-factible. 

En lo que respecta al punto 7, éste no satisface la ecua 

ción frontera de ninguno de los semiespacios; sin embargo, co 

mo se encuentra dentro de la región de factibilidad, cumple 

que z > O y W > 0. Así su representación es 

PUNTO , 	z1 w1 z2 W2 z3 W3 

7 , 	> > > > > > 

Esta última clase de puntos son simplemente soluciones - 

factibles. 

REFERENCIAS 
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{ 	5, p 178, p 182 } 
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CAPITULO II 

COMO ESTRUCTURAR EL PROBLEMA FUNDAMENTAL 

PARA RESOLVER OTRO TIPO DE PROBLEMAS 

2-1.INTRODUCCION 

La importancia del Problema Fundamental se debe a que es 

posible estructurarlo para resolver otro tipo de problemas. -

El Problema de Programación Lineal primal-dual factible, el -

Problema de Programación Cuadrática y los Juegos Bimatricia--

les pueden ser resueltos mediante el Problema Fundamental. 

En las siguientes secciones de este capitulo, desarrolla 

remos la forma de estructurar el Problema Fundamental, para -

resolver cada uno de los problemas mencionados en el párrafo 

anterior. 

2-2.COMO ESTRUCTURAR EL PROBLEMA FUNDAMENTAL PARA RESOLVER EL 

PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL PRIMAL-DUAL FACTIBLE. 

Consideremos primero el problema de programación lineal 

primal en su forma canónica 

17 
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(P) max z = ctx 	(2-1) 

s.a. 

	

Ax < b, 	(2-2) 

	

x > 0, 	(2-3) 

donde A es una matriz real de m x n, c y b son vectores rea--

les de n y m componentes respectivamente, y x es un vector de 

n variables reales. Consideremos además el problema dual aso-

ciado a este problema primal: 

(D) min w = bty 	(2-4) 

s.a. 

	

Aty > c, 	(2-5) 

	

y > 0, 	(2-6) 

donde y es un vector de m variables reales. 

Una solución x es factible para (P) si satisface (2-2) y 

(2-3), y será óptima si además maximiza la función objetivo -

(2-1). Una solución y es factible para (D) si satisface (2-5) 

y (2-6), y será óptima si además minimiza la función objetivo 

(2-4). Deseamos obtener una solución factible y óptima para -

nuestros problemas primal y dual al resolver el Problema Fun-

damental. 

Introducimos primero la condición de factibilidad. Para 

ello, observamos que los sistemas de desigualdades Ax < b y - 
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Aty > c, de (P) y (D) respectivamente, pueden llevarse a un - 

sistema equivalente de ecuaciones mediante la introducción de 

los vectores de variables de holgura, v y u, definidos como 

sigue: 

v'= b - Ax, v > 0, 

u = Aty c, u > O, 

donde v es un vector de m variables de holgura, y u es un vec 

tor de n variables de holgura. 

De esta forma, los sistemas de desigualdades son equiva-

lentes a 

Ax + v = b, v > 0, x > 0, 

Aty - u = c, u > 0, y > 0; 
	(2-7) 

o bien, 

U 	-C 
	+ Aty, u > O, y > O, 

= b - Ax 	v > O, x > O. 

Al expresar ambos sistemas en forma matricial, tenemos 

O Al [x] u > O, y > O, 

-A O 	y 	v > O, x > O. 

Definimos ahora 

Lui 



W 

[1 

u 	

-c . 	
q 

= {bi 

O At 	

[x] 
M = 	 = 	, 	(2-8) 

-A 0 	y 
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donde q, w y z resultan ser vectores de m + n componentes, y 

M una matriz de (m + n) x (m + n). 

Observemos que w > O porque u > O y v > 0. Además, z > 0, 

porquex>0yy> O. Así, podemos asegurar que dada una solu _ 

ci6n 1 
=l1 

 que satisface el sistema 

w = q + Mz, 

	

w > 0, 	z > 0, 

(estructurado como se indica en (2-8), después de introducir 

los vectores de holguras v y u a los problemas (P) y (D) res-

pectivamente), 1 es una solución factible del problema primal 

(P) y y es una solución factible del problema dual (D). 

Sólo falta introducir la condición de optimalidad. Demos 

traremos que ésta es considerada en el Problema Fundamental - 

al requerir que ztw = 0. Para ello, emplearemos el resultado 

de Programación Lineal que indica que 1 y y son soluciones .52 

timas factibles de (P) y (D) respectivamente, si y sólo si 

	

t- 	t- c x = b y. 
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Esta condición de optimalidad para dos problemas primal-dual 

factibles es 

ctx = bty, 

o bien, 

xtc = ytb. 	(2-9) 

Demostraremos primero que (2-9) implica que ztw = O. Al 

sustituir los valores b y c de (2-7) en (2-9), tenemos que 

o bien, 

xt(Aty - u) = yt(Ax + v), 

xtA y - xtu = ytAx + ytv. 

Como xtAl,  = ytAx, por ser números reales, los cancela-- 

mos y entonces 

-xtu = ytv, 

o bien, 

xtu + ytv = O, 

que resulta ser el producto escalar 

x

{ 	

ut 

	
= O. 

Y v 

Recordemos que z y w están definidos como 



X 
Z =  o 	

w 

Y 

Así, 

ztw = O, 

como deseábamos demostrar. La demostración de la suficiencia 

es el procedimiento inverso. 

Podemos asegurar entonces que al resolver el Problema -- 

Fundamental 

w = q + Mz, 

w > 0, z > 0, 

ztw = O, 

estructurado como se indica en (2-8), resolveremos el proble-

ma de programación lineal primal-dual factible. 

2-3.COMO ESTRUCTURAR EL PROBLEMA FUNDAMENTAL PARA RESOLVER EL 

PROBLEMA DE PROGRAMACION CUADRATICA 

22 

Iniciamos con la definición de forma cuadrática. 
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Una forma cuadrática en n variables x1,.., xn  es una fun-

ción numérica de estas variables que puede ser escrita como si 

gue: 
n n 

f(x1,..'x) = E 	E n  3 i=1 j=1 1 1  

Otra forma de expresarla es la siguiente: 

n 	n 	.n 
f(x1,..xn) = E x 	EAx =Ex.A.x = xtAx. 

i=1 

	

i 	i j=1 j 	1i=1 1  

Esta es la notación matricial de una forma cuadrática. 

	

Nótese que cuando i 	j el coeficiente asociado a x.x. es 

Al, y el de xjxi  es At. Como xixj  = xjxi, entonces factorizan- 

do tenemos que el coeficiente de x.Ixj  en la forma cuadrática - 

es (Al + A.). Esto significa que si obtenemos una segunda ma-- 1 

trizsimétrica tientosA t .i  yA'i: sean 
3 

ambos T(A.J + A.), el coeficiente asociado a x.x.eg 1  

(A'i. + 	= ((Ai  + Ai,) + 1-(Ai + Ai,)) = (Ai  + Ai,) 2 	I. 	 2 	 J 

Asi, las formas cuadráticas xtAx y xtA,x son equivalentes, 

y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que una forma --

cuadrática está asociada a una matriz simétrica. Este resulta-

do es útil para esta sección y será considerado posteriormente. 

El problema de programación cuadrática se establece de la 
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iguiente forma: 

1 max z = ctx + --xt  D'x 
2 

s . a 

Ax < b, 

x > O, 

donde D' = (D + Dt) v por consiguiente D' es simétrica. 

Una importante observación es 'nue cuando D' es la matriz 

cero, el problema de programación cuadrática se reduce a un -

problema de programación lineal. Así, el problema de programa 

ción lineal es un caso especial del problema de programación 

cuadrática. 

Ahora estructuraremos el Problema Fundamental. Para nues 

tro propósito, emplearemos el teorema de Kuhn-Tucker.*Este --

teorema establece las condiciones necesarias para que una so-

lución sea óptima absoluta en la región de soluciones facti--

bies. El teorema es el siguiente: 

Consideremos el problema de programación no-lineal: 

* {9, pp 190-192} 



max z = f(x) 

s.a 

gi(x) 	bi  , 	i = 1,.., u, 

gi(x) m  bi  , i = u + 1,.., 

gi(x) = bi  , i = v + 1,.., m, 

x > O. 

Supongamos aue f y gi  , i = 1,.., m, son diferenciables en el 

ortante no-negativo. Sea 

m 
F(x,X) = f(x) + E X. (bi  - gi(x)) 1=1   

la función lagrangeana. 

Si x es un máximo absoluto de f(x) en la región de solu-

ciones factibles, es necesario que exista X* tal que 

Vx F(x*,X*) = Vx f(x*) - E al Vx  g. (x*) < O, i=1 
(2-10) 

n 	af(x*) 	m 	ag.(x*) 

	

Vx F(x*,X*) x* = E x*  	E Xt 	 

	

j=1 3  	a . 	1  ax xj  
= 0, 	(2-11) 

  

25 
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n 
V x F(x*,X*)›.* = E X.1(bi  - g.(x*)) = 0. 	(2-12) 

i=1 

Deseamos saber, en particular, cual es la representación 

de estas condiciones para el problema de programación cuadráti 

ca. Para este caso tenemos que 

f(x) = ctx + 	t D'x, D' = (D + Dt), 

g(X) = Aix, i = 1,.., m. 

Encontraremos primero los gradientes Vx  f(x) y Vx  gi(x). 

Por definición de gradiente, 

  

af(x)' 

 

      

Vx f(x) = 

   

y Vx gi(x)  = 

  

Dxn 

   

      

Para calcular 	necesitamos saber que términos de la 
9xi 

formacuadráticaxp'xinvolucranlavariablex..sDbservemos 

que en el producto xtD' los términos en los que interviene xi  

son xiDl. De la misma forma, para el producto D'x éstos están 

dados por D'ixi. Así, al considerar conjuntamente xiDlx y ---

xD'ixi, el elemento x.1D'ixi  está incluido dos veces, entonces 

los términos que involucran a x. en la forma cuadrática xtD'x 

son: 



x.1Wx1 +x-ux.1  ->ci  D . 11  x.. 

Además, como D' es simétrica tenemos que Dix = xu'i  , entonces 

la expresión anterior se reduce a 

.2xiDlx - xiD'Ixi. 

Ahora podernos calcular la derivada parcial 

af(x) 
\ (ctx + I  -xt D i xj 

a .xl 	ax. 

a 
----(C.. 

1
X
1 ax 

xi1 	2 D!x - -x.D'.i  x1  j 1 1 

= ci  + Dix + D'ixi  - D'ixi  = ci  + Dix, i = 1,.., n. 

El gradiente Vx  f(x) es entonces 

Vx f(x) = c + D'x. 

Calcularemos ahora el gradiente Vx  gi(x). Para ello, ob-

servamos que 

gi(x) = Aix = Alxi  + 
	

+ A.1x.3  + 	+ Aixn , i = 	• • I m, 

entorices,laderivadaparcialdeg.1(x) con respecto a la varia 

ble x, es 

27 



agi(x) 	aA x 
s_ 	• - Ai' 	3 = 1,.., 

1 ax. 
3 

28 

n. 

Así., 

V g.(x) = 
X 1  

agi(x) 

ax1  

agi(x) 

ax n 

A l. 

= Ai  

A. 

ax 

La representación de las condiciones de Kuhn-Tucker para 

el problema de programación cuadrática es la siguiente: 

Para la primera condición, 

m 
Vx F(x*,X*) = Vx f(x*) -EXVg(x) < O, i=1 i x i 

m 
Vx F(x*,X*) = c + D'x* - E 	X.A. 

i=1 

= c + D'x* - AtX* < O. 

Introducimos el vector de holguras u* de n-componentes 

u* = 	- (c + D'x* - AtX*), u* > O ,  

entonces, la primera condición de Kuhn-Tucker está representa- 
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da por 

c + D'x* - AtX* + u* = O. 

Para la segunda condición, 

n 

x F(x,X)x* =•x*  	E X 	 
j=1 	a . 

	

x3 	i=1 

	

l! 	= O, 
ag(x*) 

V 	* * 	E 	
] 

Dx. 
7 

af(x*) 

observamos que dado el vector de holguras u* definido anterior 

mente, tenemos que 

V P(x*,X*) = c + D'x* - AtX* = -u*, u* > O. 
111.11. 

Empleando este resultado, la segunda condición de Kuhn-Tucker 

queda representada por 

	

V
x 
F(x*,X*)x* = -uIx* = O, 	u* > O 

o bien, 

u*x* = O, 	u* > 0. 

Para la tercera condición, 

m 
V
X F(x*,X*)X* = E Xt(b. - g. (x*)) = O, i=1 

sabemos que 

Ax* m  b, 	x* 1 0, 
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puesto que x* es factible. Entonces, al introducir el vector - 

de holguras 

v* = b - Ax*, v* > 0, 

la tercera condición queda representada como 

m 
F(x*,X*)X* = E X*i  (b - Aix*) = 1=1 

m 
= E X*vi  = i=1 

t 
= v*X* = 0, v* > 0. 

En resumen, dada una solución factible x*; es decir, que 

satisface 

Ax*  b 
osa 	P  

x* > 0,  

para que la función objetivo 

z = c x + -xt D,  x 

evaluada en esta solución sea un máximo absoluto en la región 

de soluciones factibles, es necesario que exista X* tal que 

x* > 0, u* > 0, X* 1 0, v* > 0, 

= 0, X*v* = 0, 
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donde 

u* = -c - D'x* + AtX* 

Y 

v* = b - Ax*. 

De esta forma, .el problema de programación cuadrática nos 

lleva a la büsqueda de una solución del sistema 

u = -c - D'x + AtX, x > 0, X > 0, 

	

v = b - Ax, 	u > 0, v > 0, 

xtti + Xtv = O; 

expresado en forma matricial, 

[u] {-1 

y 	{-D' Al x = 	+ ] 

-A O X 

[u] x 

	

> o, 	{) > o,  

	

v 	X 

x t
u= O. 

Así, las siguientes definiciones indican cómo debe estruc 

turarse el Problema Fundamental para que, al resolverlo, encon 

tremos una solución óptima del problema de programación cuadra 

tica. 



u 	 -D' At  
W = [

y ) 	q  = 
M = [  

-A O 

2-4. COMO ESTRUCTURAR EL PROBLEMA FUNDAMENTAL PARA RESOLVER 

JUEGOS BIMATRICIALES 

El juego bimatricial de dos personas se define como sigue: 

sean I y J dos jugadores. El jugador I tiene m estrategias pu-

ras a su elección y J tiene n. En cualquier instancia del jue-

go, si I emplea su i-ésima estrategia pura y J utiliza su j-é-

simaestrategiapura,lapérdidaparalesA.j y la pérdida pa-

ra J es B . Denotaremos por A y B a las matrices demxncu--

yos elementos (i,j) son Al y Bi respectivamente, entonces I se 

rá el jugador renglón y tendrá asociada la matriz de pérdida A, 

en tanto que J será el jugador columna y su matriz de pérdida 

asociada será B. Estas matrices definen un juego bimatricial -

que es denotado por r(A,B). 

Una estrategia mixta para I es una columna x de elementos 

no-negativos, donde una componente xi  de x representa la fre--

cuencia relativa con la que I jugará su i-ésima estrategia pu-

ra del total de instancias del juego. Así, la suma de las fre-

cuencias relativas debe ser 1. De esta forma, x es tal que 

1 
x =(x,..,x)0,Ex.=1. 111 	=  

i=1 

 

{:} 
32 

Z = 
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Similarmente, una estrategia mixta para J es una columna 

Y3  ycuyascomponentes.son no-negativas y suman 1.  

n 
t  Y = (Y ....Yn) 	> 0, 	E y. = 1. 

j=1 3  

Sea el  un vector columna de orden i cuyas componentes son 

unos. Un par (x,y) de estrategias mixtas está definido por 

emx = eny = 1 y x > 0, y > 0. 

Ahora bien, si en cada instancia del juego, I y J selec-- 

cionan una estrategia aleatoriamente, de acuerdo a las distri- 

buciones de probabilidad dadas por x y y, las pérdidas espera- 

das para I y J son respectivamente 

m n 	m n 
E 	E xii Ayj' 	i E 	E x By • ' i=1 j=1 	1=1 j=1 

o bien, en notación matricial, 

xtAy, x By. 

Un punto de equilibrio (de Nash) para el juego bimatri--- 

cial r(A,B), es un par de estrategias mixtas (x,,y,), tal que 

para todos los pares de estrategias mixtas (x,y) se cumple que 

x,Ayo  < x
t
Ayo, 



x,By. < x.By 

esto es, (x„yo) es el par de estrategias mixtas para el cual 

ambos jugadores pierden lo menos posible simultáneamente. 

Nuestro objetivo es estructurar el Problema Fundamental -

de tal forma que, al resolverlo, encontremos un punto de equi-

librio para el juego bimatricial F(A,B). Para ello, los si----

guientes resultados nos conducen a una caracterización favora-

ble de los puntos de equilibrio. 

Sea E = emen la matriz de m x n cuyos elementos son unos. 

Para todo par de estrategias mixtas (x,y) tenemos que 

xtEy = xtem = 1, 

o bien, 

xtEy = ety = 1. 

Un par de estrategias mixtas (x.,y,) es punto de equili--

brio de F(A,B), si y sólo si es un punto de equilibrio del jue 

go bimatricial r(A',B'), donde 

A' = A + kE , B' = B + pE , 

34 

k y p escalares arbitrarios. 
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Demostraremos lo anterior. Sea (x.,y,) un punto de equili-

brio para r(A,B), entonces por definici6n 

x.Ay, < xtAy. para toda estrategia mixta x, 

Y 

x„By„ < x.By. para toda estrategia mixta y. 

Observamos que 

k(x,Ey.) = k, 

k(xtEy.) = k, 

P(xEY0) = P. 

p(xEy ) = p, 

por la definici6n de E y porque x„, x, y, y y son estrategias 

mixtas. 

Ahora, sumamos k a ambos miembros de la primera desigual- 

dad, y sumamos p a ambos miembros de la segunda desigualdad, - 

de la siguiente forma: 

x,t  Ay, + k(x0 Eyo) < xAy. + k(xtEy.), 

,  x,t  By. + p(x,t  Eyo) < x; By + pk x,t   Ey ). 

Al agrupar tenemos que 
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x.(A + kE)y, < xt(A + kE)y„ 

xo(B + pE)y, < xo(B + pE)y ; 

de donde, 

xoA'y < xtA' o 	yo, 

Así, la pareja de estrategias. mixtas (x„yo) es punto de 

equilibrio del juego bimatricial ruk,41. La demostración de -

la suficiencia es el procedimiento inverso. 

Como k y p son escalares arbitrarios, no hay pérdida de 

generalidad si suponemos que A > O y B > O. Haremos esta supo 

sición en adelante. 

LEMA 2-1. La siguiente es una representaci6n equivalente 

de punto de equilibrio: 

(x,Ayo)em  < AY0. 

(2-13) 

(x,By,)en  < B
tx.. 

Demostración. Supongamos que (x„y.) es un punto de equi 

librio; es decir, un par de estrategias mixtas que satisface 

* es decir, Al > 0 y B1 > O, 	i,j • 
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x.Ay, < xtAy, 	y 	x.By, < x,By, 

para todo par de estrategias mixtas (x,y). 

Deseamos saber si este punto de equilibrio cumple que 

• 

(x0Ayo)em  < (x
tAyo)em  < Ay, 

Y 	 (2-14) 
, (x0t  Bye)en  < (x0 By ) en  < t xo • 

Por reducción al absurdo, supongamos que existe un par -

de estrategias mixtas (x,y) tal que 

- (xt  Ayc )em > Ay, 

(x.t  By)en > B
tx, . 

(2-15) 

(2-16) 

Al multiplicar (2-15) por x, como O < x < 1, i = 1,..,m, 

tenemos que 

(xtmr.)x>x(Ay).,4t i } o < xi  < 1, 

(1tAy„)1. = 1i(Ay°)i = O, Vi*X =O. 

Al sumar sobre i resulta que 



En ,x-t 	- „ E k Ay.)x. > E x (Ayo}. . 
i=1 i=1 

De ocurrir la igualdad, significaría que x. = O V i, y esto - 

es imposible ya que 1 es una estrategia mixta. Así, 

- 

	

(x
t 
 Ayo) 	E x. > E x.(Ay.). , 

i=1 1  i=1 
o bien, 

(xtAy.)3ctem  ItAy.  

-t 	t Como x em = 1, por ser x estrategia mixta, entonces 

-t 	-t x Ay. > x Ay„ 

lo cual es una contradicción. Así, debemos tener que 

(x
t
Ayo)em  < Ayo 
	(2-17) 

para toda estrategia mixta x. 

Análogamente, al multiplicar (2-16) por y, como 	 

O < y, < 1, j = 1,.., n, tenemos que — 

, 	- 	- (x0
t 	

Y 135')Y.: > 	.(Bt  x.), 
3 ' 	V j } 0 < Y. < 1 3   

(x5Y)Y = Y j  (Btxo ) = O, V j } 	= O. 

38 



Al sumar sobre j resulta que 

- 	- E 	x.t  By)y. > E y.(Bt  x.). . 
j=1 	3  j=1 3  

De ocurrir la igualdad, significaría que y, = O bL j, y esto 
3 

es imposible, ya qua y es una estrategia mixta. Así, 

o bien, 

- , kx.t  By) 	E ir.  > E 	.(Eitx.)  

j=1 3  j=1 3  

t - t 	 t (x.By)y en > y B
t  x, . 

Como yt  en = 1 por ser yt estrategia mixta, entonces 

x. 
 - - By > yt Bt xo. 

lo cual es una contradicción, ya que x, By = ytBtx, . Así, de- 

bemos tener que 

(x08y)en  < Btx, 	(2-18) 

para toda estrategia mixta y . 

Como un punto de equilibrio satisface (2-17) y (2-13), - 

entonces satisface (2-14) y por lo tanto satisface la repre—

sentación equivalente de punto de equilibrio (2-13). 

39 
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En forma inversa, sea (x,,y,) una solución del sistema -

(2-13). Multiplicamos la primera desigualdad de (2-13) por xt  

y la segunda por yt. Asl, 

(x0Ay0)(xte m  ) < x
tAyo, 	(x0Byp)(yte

m
) < ytBtx,. — 

Como xtem = y
ten = 1, y ytBtx0= x,By, tenemos que 

x0Ay0  < xtAy, 	y x„By0  < xoBy 

Por lo tanto, ambas representaciones de punto de equili-

brio son equivalentes. 

Esta última caracterización de punto de equilibrio (2-13), 

incluyendo la suposición de que los elementos de A y B son po 

sitivos, nos lleva a la consideración del siguiente teorema -

que relaciona el problema de punto de equilibrio con el Pro--

blema Fundamental. 

TEOREMA 2-1. Para A> O y B> 0, si u*, v*, x*, y* es 

una solución del sistema 

u = Ay - em 	u > 0 , 	y > 0 , 

v = Btx - en , v > O, 	x > O, 

x
t
u + y

tv = 0, 



(x,,y,) = 
x* 	Y*  
t ' t 

x*em y*en  
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entonces 

es un punto de equilibrio de r(A,B). En forma inversa, si ---

(xo,yo) es un punto de equilibrio de r(A,B), entonces 

(x*,y*) - 
x, 	Yo 

x„t  By, 	x0t  AY0 

 

es una soluci6n del sistema anterior. 

Demostración. Deseamos demostrar la equivalencia de los 

sistemas 

44> 

(x„Ayo)em  < Ay
o, A > 0, 

(x„By,)en  < B
tx,,B > O,  

-11* = Ay* - em 	u* •> O, y* > o; 

V* = B
t
x* - en ,v* > O x* > ,.. 	. 

x*tu* + y*tv* = O 

Demostraremos primero la necesidad. Como por hipótesis - 

(xAy„)em  < Ay, 	y 	(x,By,)en  < Btx,, 

A > O, 	0 # x, > O, 	0 # y, > 0, 	B > 0 , 
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entonces aseguramos que x,Ay, > O y xeBy, > O; así, 

Ay, 
em  < 	 t x,Ay, 

Btx, 
Y 	en  < 	 

xet  By, 

Definimos los vectores u* de m componentes y v* de n com 

ponentes 

í  Yo  
u* = A t em , 	u* > 0 

x0Ay0  

X, 
= Btí 	 

>c < 13y0  

 

en 	> O . 

 

De esta 

u* 

v* 

forma, 

= A 

= Btí 

Yo 

obtenemos el 

em , 

sistema 

u* 	> O, 

v* 	> O, 

y, 

x, 

> 

> 

O, 

O, 

A 

B 

> 

> 

0, 

0. 

t  
í x,Ay, 

210  

xoBy, I 
en , 

Al definir 

Yo 
x* = 

 

> 0 Y 	Y*  - 

 

> 0 , 
x,By, , 

x
t
omYo 

podemos expresar el sistema anterior como 



u* = Ay* - em 	u* > 0, ,y* > 0, 	A > 0, 

v* = Btx* - en 	v* > 0, 	x* > 0 
	

B > O. 

Observemos además lo siguiente: 

x, 	Yo 
x*
t
u* = t 	 A  	emI = 

x0BYolí x0AY0 

x
t ,Ay, 	x e o m  

(x013y0) (x0Ayo) 	x,By, 

1 	xoem 
• 

x,By, 	x0By0  

Como x, es una estrategia mixta, xem  = 1. Así, 

x*tu* = 
1 
	 = O. 

x0By, x0BY0 

De la misma forma, 

Y
t 
o xo  

- Y*  v* =
t 	 I 

x0Ayo 	x0BY0 e
n = 

 

YoBx, 	y,en 
• (x,Ay0)(x,By0) xoAy, 

43 
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Como yot Bt  x, = xoBy„ y y, es una estrategia mixta, tenemos --

que 

y*tv* - 
1 	1 
	 - O . 

x„Ay0  x0Ayo  

Así, x*tu* + y*tv* = O. 

En resumen, 

u* = Ay* - em 	u* > 0, 	y* > 0, 

v* = Btx* - en , v* > 0, 	x* > O, 

x*tu* + y*tv* = O, 

como se deseaba. 

Demostraremos ahora la suficiencia. Por hipótesis tene--

mos el sistema que acabamos de describir arriba. 

Consideremos primero la ecuaci6n 



x*tu* + y*tv* = 0. 

Sabemos que 

x* > 0, 	u* > 0, 

y* > 0, 	v* > 0,  

entonces 

	

x*tu* = O 
	

Y 	
y*tv*  = o.  

Sustituyendo u* y v*, 

x*tAy* - x*tem  = 0  
y y*tBtx* - y*te = 0 

o bien, 

x*tAy* = x*tem y y*tBtx* = y*ten . 

Observemos que como x, y y, son estrategias mixtas,' y como --

A >0yB> O, entonces 0 # x* >0y0 # y* > O. Así, 

	

x*tem > O 	y 	y*ten > 0. 

Al dividir entre estos escalares las ecuaciones anteriores, - 

resulta que 

	

x*t  	y*t 

	 Btx* = 1. 

	

x*te 
	 Ay* - 1 	y 	y*ten 
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1 
Multipliquemos la primera igualdad por 	 y la segun 

da por 	 
1 	

y* en  

x*tem  

x*t  
A 

Y* / 

1 y*  t 

Bt 
x*  t 1 

x*te  
m 

_*te  
I  y*te n y*-enI i íx*tem  x*te 

Multiplicamos la primera igualdad por em  y la segunda por en, 

	1 1 x*t 14 Y*  lle  x* em y*ten m  

em  
y*te 

(2-19) 

íí 	 

x  

Y: n 	

* 	en 
ye 1B1 x*tem

Il en  x*te m 

Como u* y v* son variables de holgura, tenemos que 

>  en  .Ay* > em 	Y 	B 	— n .  

1 	1 

	

Al multiplicar estas desigualdades por 	t 	>Oy t 	 > 0 
y* en 	x* em respectivamente, 

Y* 	em 	t  x* 	en  
B — y*ten 

 x*te 1 	x*tem 
• 

Utilizando (2-19.), 
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x*t  1 í y*  11 

lix*te A[ *t  jjem  • m  y en  

Y*  
< A 	 y*ten  

Y 	 (2-20) 

í 

	

y*t 	x* 
j 

t  x* Bt 	 
e < B y*t

en 	
íx*t

em
11 n 	x*temI. 

	

Y* 	x* 
Veamos si y   son estrategias mixtas. 

y*ten 	x*te 
m 

Sabemos gue0 	y* >O y fr) 	x* > 0. Así, como 	 

y*ten > O y x*
tem > 0, entonces 

Y* 	x* 
	 > O 	y   > O 
y*ten 

— 
x*te  

m 

Por otra parte, al efectuar los productos 

etí
Y*  

y* en  

ety* 

n 

 

1 

 

Y 

etx* 
et 	

x* 

m x*tem
- 	 
x*tem 

De esta forma, 

Y* 	x* 

y*ten 
Y 

x*te 
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son estrategias mixtas. 

Definimos ahora 

x* 	y* 
x, = 	 

	

x* em 	y* 
t 	, 	Y° - 	t

en 

(2-21) 

Al sustituir x, y y. en (2-20) obtenemos 

(x.Ay„)em  < Ay., 

t 
(Y
t
.B xo)en  < B

t
x.. 

En resumen, (x„yo) definidas como se indica en (2-21), 

es un par de estrategias mixtas que satisface el sistema 

(xt.Ayo)em  < Ay., 	A> 0, 

(x,By,)en  < Btx., B > 0. 

Así, queda demostrado el teorema. 

Empleando este resultado podemos estructurar adecuadamen-

te el Problema Fundamental para resolver juegos bimatriciales. 

Consideremos el sistema 



> O, 
xy I 

A > O, 

B > 0, 

u = -em 	+ Ay, 	u > O, 	y > 0, 	A > O, 

v = -en + B
tx 	v > 0 , 	x > 0 , 	B > 0 , 

xtu + ytv = O. 
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En su forma matricial, 

{0 Alx 	u 

Bt 1 / L 
+ 	> 0, 

x y t u = 0.  

[ 

I.l 

  

-em  

 

  

Definimos 

   

[ -emI 	{O Al 
M = 

Bt O -en 

 

W 
u 

q = (2-22) 

    

De esta forma, al encontrar una solución z* = [xY* l del - 

Problema Fundamental estructurado como se indica en (2-22), -

aplicamos las fórmulas 

(x0,y0) 
x* em y* en 

donde la pareja de estrategias mixtas (x.,y.) es un punto de 



equilibrio del juego bimatricial F(A,B). 
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CAPITULO III 

EL METODO DE LEMKE PARA RESOLVER EL 

PROBLEMA FUNDAMENTAL 

3-1.INTRODUCCION 

Una vez que hemos discutido cómo es posible estructurar - 

el Problema Fundamental para resolver otro tipo de problemas, 

consideraremos en este capítulo el método de Lemke para darle 

solución. 

Partiremos en la segunda sección con un ejemplo geométri-

co que tiene como finalidad motivar la idea (que será demostra 

da posteriormente) que, buscando sobre un camino casi-comple--

mentario de puntos extremos adyacentes, lograremos encontrar - 

una solución del Problema Fundamental. Luego, en la tercera --

sección, empleando resultados de Programación Lineal, describi 

remos la técnica para generar un camino de puntos extremos ad-

yacentes, que conjuntamente con el teorema de Lemke que trata-

remos en la cuarta sección, se traducirá en la quinta sección, 

en un algoritmo que establece los criterios para generar un ca 

mino de puntos extremos adyacentes casi-complementarios, que -

nos conducirá favorablemente, a una solución complementaria --

factible que resuelva el Problema Fundamental. 

51 
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3-2.IDEA GEOMETRICA 

Antes de fundamentar teóricamente el método de Lemke, es 

conveniente tener una idea geométrica de las características 

de la región de soluciones factibles Z, que se utilizan para 

encontrar una solución complementaria factible. Para ello, con 

sideraremos un ejemplo sencillo e ilustrativo. 

Iniciamos con la siguiente definición: 

Para i fija, el conjunto Zt es el conjunto 

Z* = {zizeZ 	y 	ztw = zi  w. } ; 

esto es, Zt es el conjunto de puntos de Z para los cuales ----

ziwi  = O para j # i. 

Sea S el conjunto de todos los puntos complementarios fac 

tibies de Z, • 

S={zlzeZ 	y 	ztw = O } . 

Observemos entonces que S C Z1, para toda i, ya que en Zt no - 

se excluye la posibilidad de que z
iwi = O. Además, S es la in-

tersección de los conjuntos. Zt 

S=
m  
A Z* i ' 

i=1 



• 
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porque esta intersección está formada por todos los puntos de 

Z tales que 

ziwi = 0, 	i = 1,.., m . 

Sea 

ílZz 1,2

z3 

 

   

111/ 

q1 

W2 = q2 

W3  q3 

 

   

[mi mi m? íz i ll 
mi mi mi z2 	• 
M3 mi mi Z3 

 

ZI 

Z2 

Z3 

o, 

   

Supongamos que al graficar Z resulta la región convexa no-aco-

tada que se muestra en la figura 3-2-1. 

= q 3  + M 3z 

FIGURA 3-2-1 
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Empleando la misma forma de análisis que en la sección 1-4, ob 

tenemos la clasificación de los diversos puntos de Z. 

PUNTO 
COMPONENTES CLASIFICACION _ 

e Z* . 
"Z.  z 1 	sa l  z 2  w 2  z 3  w 3  (TODOS SON FACTIBLES) i 

P1 > 	> O 	> O 	O CASI-COMPLEMENTARIO 1 

P2 > 	> O 	O > 	O CASI-COMPLEMENTARIO 1 

P3 O 	O > 	> O 	> CASI-COMPLEMENTARIO 2 

P4 > 	O > 	> O 	O CASI-COMPLEMENTARIO 2 

P5 O 	> O 	O > 	•> CASI-COMPLEMENTARIO 3 

P6 O 	O > 	O > 	> CASI-COMPLEMENTARIO 3 

P7 > 	O > 	O > 	O COMPLEMENTARIO 1,2,3 

P8 > 	> > 	> > 	> SOLUCION - 

P9 > 	> > 	> O 	> SOLUCION - 

P10 > 	> O 	> > 	> SOLUCION - 

P11 O 	> > 	> .> 	> SOLUCION - 

P12 > 	> > 	> > 	O SOLUCION -  

P13 > 	O > 	> > 	> SOLUCION - 

P14 > 	> > 	O > 	> SOLUCION -  

ARISTA 

Al > 	> O 	> > 	O CASI-COMPLEMENTARIA 1 

A2 > 	> > 	O > 	O CASI-COMPLEMENTARIA 1 

A3 > 	O > 	> O 	> CASI-COMPLEMENTARIA 2 

A4 > 	O > 	> > 	O CASI-COMPLEMENTARIA 2 

A5 O 	> > 	O > 	> CASI-COMPLEMENTARIA 3 

A6 > 	O > 	0 > 	> CASI-COMPLEMENTARIA 3 
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ARISTA 
COMPONENTES CLASIFICACION 

(TODOS SON FACTIBLES) 
í e z* i ' z, 	w, z2  w2  z3  w3  

A7 > > > > O O SOLUCIONES - 

AS O O > > > > SOLUCIONES - 

A9 > o o > > SOLUCIONES -  

RAYO 

Rl > > O > O > CASI-COMPLEMENTARIO 1  

R2 O > > > O > CASI-COMPLEMENTARIO 2 

R3 O > O > > > CASI-COMPLEMENTARIO 3 

Resumiendo toda esta información, 

S = { P7 	}, 

Z* = { Pl, 	P2, P7, Al, A2, Rl }, 

'Zt = { P3, 	P4, P7, A3, A4, R2 }, 

Z* 3 = { P5, 	P6, P7, A5, A6, R3 }, 

Y 

zt n zt n zt = 	P7 	= S, 

donde P7 es la única solución complementaria factible. 

Graficamos a los conjuntos Zt, Z1, Z. 



Z *  3 

FIGURA 3-2-111 

FIGURA 3-2-IV 
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3 
Estas gráficas y el hecho de que S = n Zt sugieren inme 

1=1 1  
diatamente, aunque se trata sólo de un ejemplo particular, que 

es posible encontrar una solución complementaria factible, al 

generar un camino de aristas y puntos extremos adyacentes casi 

-complementarios del conjunto Z, después de haber localizado u 

na solución casi-complementaria perteneciente a cualquiera de 

los Z. De hecho, esta es la técnica que sugiere Lemke. 

3-3.CAMINOS DE PUNTOS EXTREMOS ADYACENTES 

Un conjunto conexo no-vacío que consiste de una clase no-

vacía de aristas cerradas de Z, tal que tres aristas de la cla 

se no se intersectan, se llama un camino de puntos extremos a-

dyacentes. 

El método de Lemke se basa en la construcción de un cami-

no de puntos extremos adyacentes para la búsqueda de una solu-

ción complementaria factible. Es por esto, que antes de tratar 

el teorema que da origen a la técnica de Lemke para resolver 

el Problema Fundamental, consideraremos a manera de resumen, 

cómo es posible generar un camino de puntos extremos adyacen--

tes empleando resultados de Programación Lineal. 

Definiremos lo que es una operación de pivoteo. Suponga--

mos que tenemos un sistema de m ecuaciones con n variables 
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Aixl + Alx2 = n 
1 	2 	 • Atxi + Atx2 	Anx = b t n 	t 

2 	 • Amxi + Amx2 	Amxn  = b
m. 

Al total de soluciones de un sistema se le denomina su --

conjunto solución. Si en un sistema una ecuación es combina—

ción lineal de las demás, se dice que es redundante porque al 

insertarla o eliminarla del sistema, el conjunto solución de -

éste no se altera. Dos sistemas se llaman equivalentes, si uno 

puede obtenerse del otro a través de una cadena de sistemas, 

cada uno obtenido de su predecesor mediante una inserción o e- 

liminación de una ecuación redundante. Sean 	Em  las e-- 

cuaciones que forman un sistema, y sea k un escalar diferente 

de cero. A las operaciones de sustituir la ecuación Et  por la 

ecuación redundante kEt, o bien por la ecuación redundante 

Et  + kE., se les denomina operaciones elementales, y al apli--

carlas a un sistema de ecuaciones, dan como resultado un siste 

ma equivalente al original con el mismo número de ecuaciones. 

Una operación de pivoteo consiste de m operaciones elemen 

tales, que reemplazan un sistema por un sistema equivalente, -

en el que una variable específica tiene un coeficiente de uno 

en una ecuación, y cero en las demás. Las operaciones de pivo-

teo son de suma importancia para generar un camino de puntos 

extremos adyacentes. 

E: : 

Em: 



SISTEMA CANONICO CON VARIABLES BASICAS 

xB,i, 	 , xB,m 

-m+1 	-n xB,1 	+ Al xN,m+1 + 	+ A1xN,n 	151 
• • 

• • 	 • 

• • 	 • 

• • 	 • 

• -m+1 	-n xB,m + A xN,m+1 + 	+ AmxN,n = m 

m VARIABLES BASICAS n-m VARIABLES NO-BASICAS 
n m 

CTES. 
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Un sistema canónico con respecto a un conjunto de m varia 

bles xB,i  ,llamadas básicas, es un sistema de m ecuaciones con 

n variables tal que para cada i, la i-ésima variable básica --

tiene un coeficiente de 1 en la i-ésima ecuación, y tiene coe-

ficiente cero en las demás. En x13,i  ,B indica que es una varia 

ble básica, e i indica la columna de A a la cual está asociada. 

El siguiente es un ejemplo de sistema canónico 

Cualquier valor de las n-m variables no básicas xN,i  ,de-

termina valores correspondientes para las m variables básicas 

A
B,i

. En xN,j 
,N indica que es una variable no-básica, y j in-

dica la columna de A a la que está asociada. 

La solución especial obtenida al hacer a las variables --

no-básicas igual a cero y resolviendo para las variables depen 



• .• • • 

• 

= ql + wB,1 
1 -M z 1 N,1 

• 

m - M1zN,m 

• • • 
m - MmzN,m 

1 
-MmZN,1  - + wB,m = 0 ,m  

SISTEMA CANONICO CON VARIABLES BASICAS 

wB,1' 	 wB,m 

m VARIABLES NO-BASICAS m VARIABLES BASICAS CTES. 
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dientes es llamada una solución básica. 

Una solución básica es degenerada si los valores de una o 

más de las variables básicas son cero. 

Una solución básica es factible si sus elementos son mayo 

res o iguales a cero. 

Al aplicar una operación de pivoteo sobre una de las va--

riables no-básicas de un sistema canónico, elegida adecuadamen 

te (como veremos más adelante), el resultado es otro sistema 

canónico equivalente que tiene asociada otra solución básica 

si suponemos no-degeneración. 

Observemos que el sistema de ecuaciones w = q + Mz, o ---

bien, 

propio del Problema Fundamental, es un sistema canónico de m - 
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ecuaciones con m variables básicas y m variables no-básicas -
1 

La solución básica asociada a este sistema canónico es [z]_[0] 
w ' 

que resulta ser una solución complementaria. Si q > O, este es 

el caso trivial, porque hemos obtenido una solución complemen-

taria factible. Por otra parte, si alguna qi  < O, la solución 

complementaria que tratamos no es factible, por lo que no re--

suelve el Problema Fundamental. Este último es el caso que nos 

ocupa en este capítulo. 

I.‘ 

Observemos además, que la matriz (-M,I) asociada a este -

sistema canónico, es una matriz de rango completo de valor m. 

Los siguientes resultados de Programación Lineal propor-

cionan la técnica para generar un camino de puntos extremos a-

dyacentes. 

Cada solución básica factible corresponde a un punto ex—

tremo de la región de soluciones factibles y viceversa. Además, 

bajo la suposición de no-degeneración, existe una corresponden 

cia uno-a-uno entre los puntos extremos y las soluciones bási-

cas factibles*. 

La clase de soluciones factibles generada al incrementar 

el valor de la variable no-básica, y ajustando los valores de 

* (10, p 102) 



VARIABLES BASICAS VARIABLES NO-BASICAS CTES. 
B, 110.40 

• • lx 
B,r,.. 

xN,m+1" *91 XN,s peoef XN,n  

..,xB,m  

-m+1 	-s 	-n xB,1 	+ A1 xN,m+1 4---•+  A1xN,s +---+ A1xN,n = E1 • 
• • 

m+1 	 • xB,r 	+ Ar xN,m+1 -1-- .e.l..  Ar 
-sx 	n 

N,s 1----+ ArxN,n 	r = E 

. 	 . 
xB,m + Am

- m+1 
xN,m+1 +...+ R1xN,s 

 +...+ AmxN,n = Em 
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las variables básicas en el cambio de una solución básica a la 

próxima, corresponde a un movimiento sobre una arista del con-

junto Z. * 

El siguiente ejemplo emplea los resultados anteriores, y 

pone en evidencia la necesidad de establecer ciertos criterios, 

para poder generar un camino de puntos extremos adyacentes. 

Sea Z una región de soluciones factibles sin degeneración. 

Supongamos que tenemos una solución básica factible correspon-

diente a un punto extremo de Z, cuyo sistema canónico asociado 

es 

Tenemos a nuestra elección una de las n - m variables no- 

* (6, p 155) 
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básicas, que podemos incrementar para empezar a generar un ca-

mino de puntos extremos adyacentes. Pero, ¿cómo debemos esco--

gerla? Este es el primer criterio que debemos establecer. 

De alguna forma, elegimos incrementar la variable no-bási 

ca xN,s.  La incrementamos y las demás variables no-básicas per 

manecen en cero. En seguida, nos movemos sobre una de las aris 

tas de Z, y nos alejamos del hiperpiano cuya variable de holgu 

ra asociada es precisamente x_N'S  _. Los valores de las variables 

básicas se modifican con este movimiento. Nos acercamos al hi-

perplano correspondiente a la ecuación frontera de la r-ésima 

restricción;asi,lavariabledeholgurax_ r asociada a ésta, 
bp 

toma valores positivos cada vez más pequeños. Existen varios - 

hiperplanos más allá del punto extremo de Z al que nos acerca-

mos. Seguimos incrementando la hasta ahora variable no-básica, 

y llegamos-al punto extremo. La variable que fue básica en el 

punto extremo inicial y que ha tomado el valor cero es única. 

Las demás variables básicas han cambiado sus valores; unas se 

han incrementado y otras se han decrementado, pero todas si---

guen siendo positivas. De continuar incrementando el valor de 

la variable no-básica 
xN,s,  la variable de holgura que tomó el 

valor cero se hubiera hecho negativa, y por lo tanto, nos hu-

biéramos salido de la región de soluciones factibles. Así, en 

este nuevo punto extremo que hemos generado, una variable xN,s  

que era no-básica, con valor de cero en el punto extremo ante-

rior, ha tomado un valor positivo, y una variable xB,r  que era 
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básica, y que corresponde a la variable de holgura asociada al 

hiperplano más próximo en la trayectoria, ha tomado el valor -

de cero. Las otras variables básicas han cambiado su valor, --

siendo todavía positivas, y las no-básicas que no incrementa--

mos desde el principio, permanecen en cero. Hubo entonces un -

intercambio de una variable entre el conjunto básico y el con-

junto no-básico. Este resultado corresponde a una solución bá-

sica factible asociada a un punto extremo de Z, y el sistema -

canónico resultante es 

xB,1 

• 

+7,m+1 +R'rx 	+ 	 +.—+Rinx 	= E,  
1 N,r 	'1.1 xN,m+14.—+ O 	1 N,n 	1 •   

. 	• 	 . 
• • 	. 	 . 

A- -,r 	4.2x,m+lx 	,n 
rxN,r+  r 	N,m+1-4-- -+xEs,s+--+A  r 

- 	
N,n 	sx 	= E' 

• • 

• 
2-1, x  . • 	-  
m N,m+ 	ES,m+Alm xN,m+1+—+ 0 	 x +.-+Kimn N,n 

De esta forma, suponiendo que hemos establecido el crite- 

rio para elegir a la variable no-básicaque entrará al -- -N ,s 
conjunto básico, debemos definir un segundo criterio que asegu 

re que la variable xB,r, que saldrá de la base, corresponda a 

la variable de holgura del hiperplano más cercano en sentido - 

factible, con el propósito de que las soluciones básicas que 

generemos sean factibles. 

Con respecto al criterio para elegir la variable no-bási-

ca xN,s 
que entrará al conjunto básico, éste está definido por 
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la regla de complementaridad que trataremos más adelante. Re--

cordemos que todos estos resultados proporcionarán la técnica 

para generar un camino de puntos extremos adyacentes, que con-

duzca a una solución complementaria factible, y así resolver - 

el Problema Fundamental. Tocante al segundo criterio, éste ha 

sido desarrollado en.Programación Lineal y permite elegir, de 

entre las variables básicas, aquella que dejará de serlo: supo 

niendo se ha elegido xN,s  como la variable no básica que entra 

rá al conjunto básico, xB,r, que es la variable básica a susti 

tuir, se determina de entre las variablesxB,i  , mediante la re 

lación 

Sr 
s = . 

 

E. 

-s A •  

 

• 

  

min -s 
> 0 

 

     

En resumen, la técnica para generar un camino de puntos - 

extremos adyacentes es la siguiente: 

Primero: nuestro sistema de m ecuaciones con n incógnitas 

debe estar en forma canónica con respecto a un conjunto de m -

variables básicas. La solución básica asociada a este sistema 

canónico debe ser factible, y como veremos más adelante, para 

nuestro problema particular, deberá ser casi-complementaria. 

Segundo: aplicamos ahora un criterio para elegir, de en--

tre las n m variables no-básicas, cuál de ellas incrementare 
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mos para generar una arista de la región de soluciones facti--

bles. En Programación Lineal, por ejemplo, se utiliza el crite 

río de una mejor solución; aquí el criterio estará dado por la 

regla de complementaridad que definiremos posteriormente. 

Tercero: empleamos un segundo criterio para determinar --

cuál de las variables del conjunto básico saldrá, de tal forma 

que al ser reemplazada por la variable no-básica determinada -

por el primer criterio, el resultado sea una nueva base, y ade 

más, que la solución básica asociada a ésta sea factible. Este 

criterio como sabemos es 

 

B. 

Al O -s 	1 
1 

b r min 
-s = i Ar 

  

Cuando al emplear este criterio la variable básica a sustituir 

no es única, al elegir cualquiera de ellas, la solución básica 

factible resultante será degenerada. Así mismo, si no existe - 

A. > O, significa.que ninguna variable básica sale de la base, 

y al incrementar indefinidamente la variable no-básica determi 

nada por el primer criterio, estaremos describiendo una arista 

infinita de la región de soluciones factibles. Cuando este es 

el caso, no podremos ya generar un nuevo punto extremo y debe-

mos parar. 

Cuarto: damos valor cero a la nueva variable no-básica y 
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a las n - m - 1 que no entraron a la base. Resolvemos el siste 

ma de m ecuaciones con m incógnitas resultante mediante una o-

peración de pivoteo. Así, hemos generado otro punto extremo, y 

nuestro sistema después de esta operación de pivoteo estará en 

forma canónica. 

Quinto: al aplicar repetitivamente estos cuatro pasos, --

cuidando de que la solución básica factible que generamos no 

coincida con alguna anterior, el resultado será un camino de 

puntos extremos adyacentes. Debemos detenernos cuando hayamos 

encontrado la solución al problema, o cuando generemos un pun-

to extremo previamente considerado, o bien, cuando generemos 

una arista infinita de Z. 

3-4.EL TEOREMA DE LEMKE 

En la sección anterior tratamos la técnica para generar - 

un camino de puntos extremos adyacentes. En esta sección, bajo 

la suposición de no-degeneración, justificaremos en e]. Lema 3-

1, porqué debemos buscar la solución complementaria factible - 

en un camino de puntos extremos adyacentes, y bajo la misma su 

posición, el Teorema de Lemke nos indicará cómo generar el ca-

mino de puntos extremos adyacentes apropiado, para encontrar 

la solución factible complementaria que resuelve el Problema 

Fundamental. 
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Consideremos el Problema Fundamental 

w = q + Mz, 

z > 0, w > O, 

• ztw = 0. 

Como sabemos, una solución es un vector 1 que satisface (1-1); 

esto es, satisface el sistema 

-Mz + 1w = q, 	(3-1) 

ción r

donde W = q + M. Al aplicar una operación de pivoteo al siste 

ma (3-1), obtenemos un sistema canónico equivalente cuya solu-

básica asociada, z  , satisface el sistema original (3-1). 
W 

Así, esta solución obtenida de un sistema equivalente, expresa 

í 
da en términos del sistema original es z  = 	1  _If  y  co---  

W 	q + Mz 

rresponde a una solución 1. 

En adelante, como trabajaremos con sistemas canónicos ---

equivalentes, aparecerá indistintamente z o 	como una solu
wI  

- 
I Z I 

ción. 
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LEMA 3-1. Bajo la suposición de que Z no presenta degene- 

ración, todos los elementos del conjunto 

Z*f3 = {z HEZ y ztw=z E3w}, 

corresponden a un punto extremo, o bien a una arista abierta - 

de la región de soluciones factibles. 

í 
Demostraci6n. Sea z  una solución factible que pertenece 

w 

a Z* , entonces 

z >0, 	w = q + Mz > 0, 	z w = z
O
w
0 

> O. 

Dado que el rango de la matriz (-M,I) es m, y como estamos su- 

poniendo no-degeneración en la región de soluciones factibles, 

• 
esta solución factible(Zl  debe tener m o más elementos positi 

VOS. 

Ahora bien, como el producto 1i 
 de cada par de varia-- 

bles complementarias debe ser cero, con excepción del par ---- 
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(Z0' W0  ) cuyo producto puede ser mayor o igual a cero, entonces 

se debe cumplir que alguna o ambas de las variables complemen- 

tarias de cada par, tome el valor de cero para i 	0, y las co 

rrespondientes a i = O, pueden tomar valores mayores o iguales 

a cero. Consideremos' dos casos: 

Caso 1. i
0  W0 

 = 0. 

ción íZ debe tener distribuidos entre los m - 1 pares restan-_ 
w 

tes, m o mas elementos positivos. Pero cada par de variables - 

complementarias admite a lo más una variable con valor positi-

vo, si queremos que la solución pertenezca a Z1 . Así, es impo 

sible tener m o más variables positivas en m - 1 pares comple-

mentarios y que la solución pertenezca a Z. . Por lo tanto, al-

guna de las variables del par i = 0 debe ser positiva, para --

dar cabida al mínimo de elementos positivos; es decir, m. De 

esta forma, para este caso particular se debe tener exactamen- 

r 	te m variables positivas. Este tipo de solución queda represen 

- 	- 
0 Supongamos que z = w = O. Esto significa que la solu--- 
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tado por 

Zi W1 Z2 W2 Z 
Í3,  

W 
0 

 	z w 
m 	111 

> 0 > 0 > 0 > 0 

6 6 6 6 

0 > 0 > 0 > 0 > 

y corresponde a una soluci6n básica factible complementaria a-

sociada a un punto extremo de Z. 

Caso 2: 1
BB 

> 0. 

Esto significa que 1 > O y W
B 
> 0. Así, dos de los valo-

res positivos, que deben ser m o más, se encuentran asociados 

al par de variables complementarias i = B. Sabemos que los 

m 1 pares complementarios restantes admiten en conjunto, a - 

lo más, m - 1 variables con valor positivo, entonces es posi--

ble que la solución factible [2] tenga m + 1 elementos positi-

vos como máximo. Én estos términos, para este segundo caso ---

existen sólo dos posibilidades: m variables positivas, o bien 

m + 1 variables positivas. 

Cuando se tiene m variables positivas y zow > 0, forzosa 

mente existe un índice i = y # 0 tal que ambas variables com-

plementarias tienen un valor cero. Las soluciones así caracte- 
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rizadas quedan representadas por 

21 Wi Z2 W2 • • • z w 
Y 	Y 

• • • z 
13 

w 
S 

• • 
-..- 

• Z w m 	m 

> 0 > 0 

• • . 0 0 • • • > > • • • 

> 0 

6 6 6 

0 > 0 > 0 > 

y corresponden a soluciones básicas factibles casi-complementa 

rias (i = 6) asociadas a puntos extremos de Z. Al par de varia 

bles complementarias (z,w) se le llama par básico, y al par 

(z 
Y 
 ,w 

Y
) se le llama par no-básico. 

Cuando se tiene m + 1 variables positivas y zw> 0, las 

soluciones de este tipo quedan representadas por 

Z1 W1 Z2 • W2 Z • • W y 	y • • • Z (3 W, D  • • • Z W 
M 	In 

> 0 > 0 

• • • 

> 0 

• • • > > • • • 

> 0 

6 6 6 6 

0 > 0 > 0 > 0 > 

y corresponden a aristas abiertas de soluciones casi-complemen 

tarias de Z, generadas al incrementar una variable del par no-

básico (i = y) a partir de una solución básica factible casi--

complementaria (i = 0), o bien, al incrementar la variable no- 
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básica del par complementario (i = 3) a partir de una solución 

básica factible complementaria. 

TEOREMA DE LEMKE . Para O fija, si Z es no-degenerado, Z* 

es vacío o es la unión de caminos ajenos de puntos extremos ad 

yacentes de Z. El conjunto S de soluciones complementarias fac 

tibies de Z, es precisamente el conjunto de puntos finales de 

los caminos de puntos extremos adyacentes que constituyen Z. 

Demostración. El lema anterior y su demostración serán em 

pleados en la demostración de este teorema. Denotaremos por c 

a las soluciones básicas factibles complementarias, y por c-c 

a las soluciones básicas factibles casi-complementarias. 

, 	1 
_ 	_ 

Si z e Z* entonces z.wi  = O para i 	
B. Así, z es un pun 

0  

to extremo de Z o está en una arista abierta de Z. 

Si E está en una arista abierta de Z, toda la arista está 

contenida en Z. Como estamos suponiendo no-degeneración, en - 

un punto final de la arista sólo una variable adicional se ha-

ce cero, y éste también es un punto de Z. Por ejemplo, 

* (13, pp 683-634) 
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Z1 W1 Z2 W2 *** Z W 
Y 
	y ••• Z 

e 
W 
e •• Z W m m 

ARISTA > O > O ..- > O ... > > .. > o 
4- 

PTO.FINAL > O > O O > > > O -.. O ... .- 

Así, si Z* es no vacío, entonces contiene al menos un pun 

to extremo de Z. 

Si 1 es un punto extremo de Z, sabemos que existen dos ca 

sos: caso 1, z
BwB = O, o caso 2, z0  w0 

 > O. 

En el caso 1, 1 es una solución complementaria factible, 

ya que para cada i, precisamente un valor del par (zI.,wi  ) es - 

igual a cero. Así, la única arista que llega a z contenida en 

Z*B  es aquélla cuyas soluciones, además, tienen positivo el va-

lor asociado a la variable no-básica del par 10, Wode [1]. Por 

ejemplo, 

Z1 W1 Z2 w2  -.- 
i 
z w 
Y 	Y 

.... z  
8 
w 
(3 ... z 

w 
w m m 

ARISTA > O > O ... 

e** 

> o .... 

**de 

> ... 

... 

> O 

C > O > O > O > 1 > O 

En el caso 2, sabemos que para un sólo valor de i, diga--

mos  i = y # 0, w
Y 
 = 1

Y 
 = O. Una arista de Z (con punto finalz) 

Sobre la cual sólo una de las variables del par i = y es incre 
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mentada desde cero, está contenida en Z. Así, estas dos aris-

tas (una por cada variable del par i = y) son las únicas de Z 

con punto final 2 contenidas en Z. Ejemplo, 

Z1 W1 z2 w2 • 
_ 

• z 
Y 
w
Y 

• • z 
0 W0 

• • z  w  
m 	m 

ARISTA > 0 > 0 . • / 	O • • > > • • > 0 

C-C > 0 > 0 • • 6 	9 • • > > • • > o 

ARISTA > 0 > 0O • • 1  • > > • • • > 0 

Empleando estas características de los puntos extremos a-

sociados a las soluciones básicas factibles complementarias --

(c), y a las casi-complementarias (c-c) de Z, analizaremos ---

cómo están constituidos los caminos de puntos extremos adyacen 

tes de Z. 

Si un punto extremo E en Z* es adyacente a sólo una aris-

ta de puntos de ZA, esa arista es, o bien un rayo (en cuyo ca-

so constituye el camino de adyacencia deseado, ya que 11 debe 

ser complementaria), o no lo es. 

2 

c 	RAYO 

Si no lo es, el otro punto final de la arista es, o bien un --

punto complementario (en cuyo caso la arista constituye el ca-

mino deseado), o no lo es. 



z 
e 	 
c 
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c 

 

Si no, sólo existe otra arista de puntos de Z* sobre la que po 

demos continuar. 

... 
Z 
• 	 
c 

  

c-c ARISTA 

Siguiendo de esta manera, el proceso termina en un rayo o en - 

una solución complementaria, resultando el camino deseado. 

^ 
z 
• • 	 
C 	c-c 	 c-c RAYO 

o 
- 
z 
•	  
c 	c-c 	 c-c 	c 

Si el punto extremo I en Z*
0 
 es adyacente a dos aristas de 

puntos de ZA, seleccionando una de estas aristas para empezar, 

el resultado es un camino como el descrito anteriormente, ex--

cepto que éste puede regresar a I, en cuyo caso termina. 

- 
z 

c-c 

A 
/ \ 

c-c 	 c-c 
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Si esto no sucede, una parte similar del camino de adyacencia 

es recorrida desde la otra arista adyacente a 1, y las dos --

partes constituyen el camino deseado. Los siguientes son los 

resultados posibles: 

  

z 

c-c 

 

•	 

  

     

RAYO 	c-c c-c RAYO 

 

2 

C-C 

  

 

c-c RAYO 

2 . • 	~•••••~•—lb...• 

RAYO 	c-c 	c-c 

C-C 

Así, queda concluida la demostración del teorema. 

Ahora podemos asegurar que, bajo la suposición de que la 

región de soluciones factibles Z no presenta degeneración, al 

generar un camino de puntos extremos adyacentes de los que ---

constituyen al conjunto ZA, partiendo de un punto extremo aso-

ciado a una solución básica factible casi-complementaria (i=0), 

es posible encontrar una solución complementaria factible. Ade 

más, como S = n vr, si al generar todos los caminos que consti 
1=1 1  

tuyen Z*
0  no encontramos una solución complementaria factible, 

el Problema Fundamental que deseamos resolver no tiene solu--- 
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ción. 

Por otra parte, cuando iniciemos nuestra búsqueda en un 

punto extremo casi-complementario (i=0), que resulte ser el --

punto final de un rayo casi-complementario (i=0), o bien una -

solución complementaria factible, podemos asegurar que al gene 

rar el camino de puntos extremos adyacentes en Z*
0 
 no hay posi-

bilidad de ciclo. 

A los caminos de puntos extremos adyacentes de Z*
0 
 también 

los llamaremos caminos casi-complementarios (i=a). 

3-5.ALGORITMO PARA RESOLVER EL PROBLEMA FUNDAMENTAL, BASADO EN 

EL METODO DE LEMKE. 

A partir de los resultados anteriores, proporcionados por 

el teorema de Lemke, el lema anterior a éste y la técnica para 

generar caminos de puntos extremos adyacentes, es posible des-

cribir un algoritmo que conduzca al encuentro de soluciones bá 

sicas factibles complementarias, que resuelvan el Problema Fun 

damental. 

La idea esencial del algoritmo es que, bajo la suposición 

de no degeneración, a partir de un punto extremo de Z que per- 



•••••••••••••••. 	 m.d• 	 

zl  W1 Z2 w2 z
Y  wY 

 • • z
O 
w
B 

• • 
Zrn 

W m  • 

PUNTO 
EXTREMO 
INICIAL 
c-c 

> 0 

6 

0 > 

> 0 > 0 

6 

0 > 

6 0 0 . • 

0 
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tenezca a algún conjunto VI, i = 1,.., m, recorrer el camino -

casi-complementario en que éste se encuentra, buscando sus pun 

tos finales, que como sabemos, son soluciones complementarias 

factibles del Problema Fundamental que planteamos. 

El siguiente análisis comprende los diferentes casos a --

los que nos podemos enfrentar en la búsqueda de los puntos fi-

nales; además, indica qué significado tiene cada caso, y qué 

hacer cuando se presente. 

Supongamos que el punto extremo inicial es una solución - 

básica factible casi-complementaria con i = B. Sabemos que 

existe un par básico (i=8). Esta solución es de la forma: 

	

'PAR NO 	PAR 

	

BASICO 	BASICO 

Adyacentes a este punto extremo casi-complementario (i=B), co 

mo ya hemos visto, existen sólo dos aristas casi-complementa-

rias (i=11). Estas se generan al incrementar cada una de las -

variables del par no-básico (i=y), dividiendo el camino casi-

complementario en que se encuentra el punto extremo inicial, 
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en dos partes. Llamaremos parte 1 a la porción del camino que 

se empieza a recorrer al incrementar la variable z
Y 
 del par no 

-básico, y llamaremos parte 2 a la porción del camino que se - 

empieza a recorrer al incrementar la variable w
Y 
 del par no-bá 

sico. Debemos notar que estas dos partes sólo están definidas 

por el punto extremo casi-complementario inicial. 

En cada iteración, nos moveremos simultáneamente de un --

punto extremo de la parte 1 a su adyacente, y de un punto ex--

tremo de la parte 2 a su adyacente. De esta forma, ocurre algu 

no de los eventos representados en la siguiente matriz: 

PORCION 

o 	: 
< 	O 	• 
1--I 	• 
U 

Z  
O  Z 

 
H • 

til U 
U  
Pi< 

El El 
4 

1-4 0 4 
).0 cfl Pa 
W 
z w 
H 0 W 

m 
0 

U)>  

E-4 

n 1 
> W1  
PI H 

H 

z 
0 
UU  

0 
cra O 
H E4 u 

Z 
PI 4 
>. 0 
ha ci) 

l's...--.-------..„...„2  
• • 

RAYO 	: 	c-c 	: c 

RAYO 

c-c 

c 

. 	• 
• Ei 	: 

	

El 	. 
• 

E1  

	

2 	 El 	:  

	

El 	Ei 

E? 

E3 

E3 

Analizamos estos eventos en la siguiente tabla asociada: 



EVEN 
TO 

PARTE 1 
SOLUCION 
INICIAL 
c-c 

PARTE 2 SIGNIFICADO QUE HACER* 

POSIBI 
,LIDAD 
DE 
CICLO 

I 
NO HAY SOLUCION COMPLE- 
MENTARIA EN ESTE CAMINO 

PARAR. INTENTAR OTRO 
PUNTO INICIAL EN OTRO 
CAMINO. 

-- 
El ♦  RAYO RAYO 

NO HAY SOLUCION COMPLE- 
MENTARIA EN LA PARTE 1. 

CONTINUAR EN LA PARTE 
2. 	IR A 	(7). NO EiRAYO c -c 

El c •••  

NO HAY SOLUCION COMPLE-  
MENTARIA EN LA PARTE 2. 

CONTINUAR EN LA PARTE 
1. 	IR A 	(7). 

NO 
c- RAYO  

E2 2 
--•____. 

SI LOS PUNTOS EXTREMOS 
ACTUALES COINCIDEN, 
TENEMOS CICLO. 

EN CASO DE CICLO,PARAR 
SI NO,CONTINUAR SIMUL- 
TANEAMENTE EN AMBAS -- 
PARTES. 	IR A 	(7). 

SI 

C-C c-c 

1 

TENEMOS SOLUCION c EN 
PARTE 2 Y NO HAY SO- 

LUCION c EN LA PARTE 1. 
PARAR. -- 

RAYO E3 LA 
c 

- 

El E 

TENEMOS SOLUCION c EN 
LA PARTE 1 Y NO HAY SO- 
LUCION c EN LA PARTE 2. 

PARAR. -- 
c RAYO 

E3 
TENEMOS SOLUCION c EN 
LA PARTE 2. 

SI SE DESEA, CONTINUAR 
EN LA PARTE 1. 
IR A 	(7). 

NO 
c-c 

___.4 
 c 

E2  
3 

TENEMOS SOLUCION C EN 
LA PARTE 1. 

SI SE DESEA, CONTINUAR 
EN LA PARTE 2. 
IR A 	(7). 

NO 
c c-c 

E3 

TENEMOS SOLUCION c EN 
LA PARTE 1 Y EN LA 
PARTE 2. 

PARAR. -- 
c c 

* Esta columna es parte del algoritmo que describiremos. 



Supongamos ahora que el punto extremo inicial es una solu 

ojón complementaria. A partir de esta solución inicial, que co 

mo sabemos está en la intersección de los conjuntos ZI, i = 1, 

m, y que para cada par de variables complementarias sólo -

una es básica, podemos elegir cualquier variable no-básica pa-

ra incrementarla, y empezar a generar un camino casi-complemen 

tario. Así, tenemos m posibles caminos casi-complementarios --

por recorrer, con la seguridad de que no habrá posibilidad de 

ciclo. En este caso, suponiendo que el punto complementario i-

nicial constituye la parte 1 del camino, a cada iteración nos 

moveremos a un punto extremo adyacente en el camino casi-com--

plementario que hayamos elegido, y los eventos posibles para - 

este caso serán El, Ei, El de la matriz de eventos para el ca-

so anterior, en que la solución inicial es casi-complementaria. 

Podemos ahora describir el algoritmo: 

Paso 1. Encontrar un punto extremo de Z que esté en algu-

no de los conjuntos ZI, i = 1,.., m. Sea i=0. Este punto extre 

mo inicial puede ser una solución básica factible complementa-

ria, o bien, una solución básica factible casi-complementaria. 

Si ocurre lo primero, ir a (3); si no, ir a (2). 

Paso 2. Poner el sistema de m ecuaciones con 2m incógni—

tas en forma canónica, con respecto a las m variables básicas 

(las positivas). Localizar el par básico (i=S) y el par no-bá-

sico (i=y). Empezar a generar la parte 1 del camino, introdu-- 
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ciendo z
Y  a la base. Independientemente y al mismo tiempo, em-

pezar a generar la parte 2 del camino introduciendo w
Y 
 a la ba 

se. Ir a (4). 

Paso 3. Si se desea encontrar otra solución básica facti-

ble complementaria d partir de una previa, elegir un índice 

asociado a un conjunto Z*
0, para el que no se haya recorrido el 

camino casi-complementario, que tiene como punto final a la so 

lución complementaria previa. Esta solución complementaria ini 

cial, será el punto extremo actual para la parte 1 del camino 

casi-complementario que recorreremos. Incrementando el valor -

de la variable no-básica del par (1=8), empezamos a recorrer -

la parte 2 del camino. Ir a (4). 

Paso 4. Determinar cuál de las variables del conjunto bá-

sico saldrá, de tal forma , que al ser reemplazada por la va--

riable no-básica z
Y 
 o w 

Y
, el resultado sea una nueva soluci6n 

básica factible de Z. Para ello, empleamos el criterio 

grzu  

	 = min 

rz6w rzów  

qi 

6 A.Y  Z W 
1 

r.z6w > O 

Si existe una variable básica que se hace cero con el incremen 

to de zy  o wy, el resultado es una nueva solución básica facti 

ble que puede ser complementaria o casi-complementaria. Una so 
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lución complementaria ocurre sólo si un miembro del par básico 

(i=0) sale de la base. Una solución casi-complementaria se ob-

tiene, si cualquier otra variable básica se hace cero. Cuando 

esto último ocurre, el nuevo par no-básico i=y corresponde pre 

cisamente al indice de la variable básica que salió. Ir a (5). 

Encambio,sinoexiste Li z6w > O, significa que ninguna va--

riable básica sale de la base, y al incrementar indefinidamen-

te la variable z
Y 
 o w

Y 
 estaremos describiendo un rayo. Ir a -- 

(6). 

Paso 5. Resolvemos el sistema de m ecuaciones con m inc6g 

nitas resultante mediante una operación de pivoteo. Asi, hemos 

generado otro punto extremo, y nuestro sistema estará en forma 

canónica. Ir a (6). 

Paso 6. Vemos a aue evento corresponden los puntos extre- 

1 

mos actuales de la parte 1 y la parte 2 del camino casi-comple 

mentario en la matriz de eventos posibles, y efectuamos lo que 

se indica en la tabla asociada. 

Paso 7. Regla de complementaridad: el complemento de la - 

variable que acaba de salir de la base en el nuevo par no-bási 

co, es la próxima variable no-básica a incrementar. Ir a (4). 



Diagrama de flujo: 
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CAPITULO IV 

EXISTENCIA DE SOLUCIONES BASICAS 

FACTIBLES COMPLEMENTARIAS 

4-1.INTRODUCCION. 

Hasta el momento sabemos que, bajo la suposición de no--

degeneración del conjunto de soluciones factibles Z, es posi-

ble resolver el Problema Fundamental empleando el método de - 

Lemke. Pero,bajo esta misma suposición, ¿habrá algún criterio 

mediante el cual podamos asegurar la existencia o inexisten--

cia de soluciones complementarias factibles? Más aún, ¿podre-

mos modificar el Problema Fundamental para garantizar que es-

te método nos conducirá a la solución deseada? La respuesta -

es sí. En la segunda sección de este capítulo, trataremos los 

resultados obtenidos por R.W.Cottle y G.B.Dantzing, referen--

tes a la existencia de soluciones de determinadas clases de -

Problemas Fundamentales, al aplicar el método de Lemke al Pro 

blema Fundamental original. En la tercera sección, considera- 

remos una modificación al Problema Fundamental, que es una ú-

til técnica sugerida por C.E.Lemke para la obtención de una 

solución casi-complementaria inicial. En la cuarta y última 

sección de este capítulo, trataremos los resultados obtenidos 

por R.W.Cottle y G.B.Dantzing, con respecto a la existencia - 
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de soluciones complementarias factibles, al aplicar el método 

de Lemke al Problema Fundamental modificado, donde la matriz 

M tiene ciertas propiedades. Los apéndices 1 y 2 de este estu 

dio complementan los resultados de esta última sección. Ade--

más, en el apéndice 1, se consideran resultados de existencia 

de soluciones complementarias factibles, referentes a los Pro 

blemas Fundamentales estructurados para resolver problemas -

de programación lineal, problemas de programación cuadrática 

y juegos bimatriciales. 

4-2.EXISTENCIA DE SOLUCIONES COMPLEMENTARIAS FACTIBLES AL --

APLICAR EL METODO DE LEMKE AL PROBLEMA FUNDAMENTAL 

En esta sección trataremos los resultados referentes a - 

la existencia de soluciones complementarias factibles, al a--

plicar la técnica de Lemke al Problema Fundamental sin modifi 

cación. Para ello, el siguiente lema será de gran utilidad en 

la demostración de estos resultados. 

LEMA 4-1. Si w  es una solución básica factible casi--- 

complementaria de w = q + Mz, y 11 es adyacente a un rayo --

casi-complementario, existen los vectores wh, zh, de m compo-

nentes, tales que 

wh = Mzh, 	wh > 0, 	zh > 0, 
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zh , si la variable z
Y 
 del par no-básico 

genera el rayo, 

wh Y 0 si la variable wy  del par no-básico 

genera el rayo; 

además, los puntos sobre el rayo son de la forma 

• 
z 	z(zhl 

i wl 	+ 

y para toda X > O se satisface que 

(2. + Xzh)(W.3. 
 + ),40 1?) = O, para toda i 	O, 

(1 + Xzh0
)(W0 

 + Xwh) # O. 

Demostración. Partiremos de la obtención de una solución 

básica. Supondremos luego que esta es factible casi-complemen 

taria, y generaremos un rayo casi-complementario. Caracteriza 

remos los puntos sobre este rayo, y definiremos a los vecto--

res zh, wh que cumplen con las condiciones que establece el - 

lema. 

Consideremos el sistema de m ecuaciones con 2m variables 

w = q + Mz; 

en forma matricial, 

(-M,I) ízi = q 
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Sea (-MB,IB) una base formada por las columnas de la matriz - 

(-M,I) (MB  o 13  puede ser vacía), y (-MN,1N) la matriz forma-

da por las columnas de (-M,I) que no están en la base. 

El vector, 

w1

zB 

B 

representará las variables básicas asociadas a las columnas - 

de (-MB,IB), cuyos componentes serán denotados por 5,i, ''3,i, 

donde B indica que es una variable básica, e i indica, para - 

zB, la columna de M a la cual está asociada, y para wB, la co 

lumna de I a la cual está asociada. 

El vector, 

ízNI 

wN 

representará las variables no-básicas asociadas a las colum--

nas de (-MN,IN), cuyos componentes serán denotados por z_ 

wN,i, donde N indica que es una variable no-básica, e i indi-

ca, para zN, la columna de M a la cual está asociada, y para 

ww, la columna de I a la cual está asociada. 

De esta forma, dada una base (-MB,IB) de (-M,I), nuestro 

sistema 



(--M, ízi = , 

w 
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se puede expresar como 

(-mB,IB I-mN,IN) zB
,  

wB 
zN 
wN 

= q; 

   

o equivalentemente, 

	

(-mB,I13)zB 	(-mN,IN)PN = q • 

	

WB 	lwNI 

I 
Como (-MB,IB) es una base, la inversa de ésta, (-MB,IB) , 

existe, y al multiplicar nuestro sistema de ecuaciones por --

esta inversa, lo podemos expresar en forma canónica con res7-

pecto a las variables básicas zB, wB  de la siguiente forma: 

	

Ií

zB 	1  + (-MB,IB) (-MN,IN) zN1 

	

wB 	WN  

La solución básica asociada es 

= (-MB'IB)- • 

 

: 	

r 

1B 	(-M  'I  ) q  ' = B B 	zN 
wB 	

wN 

 

 

= 0 ; 

  

así, 

 



t

zBI = [ zBI
_ 1  (-1)(-mB ,IB) (-Mn,INT

N

N 

/ . 
wB wB 
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i
r 

Supongamos ahora que esta solución básica es factible --

casi-complementaria, entonces se debe cumplir que 

> O, 

y también, 

= 
i = 1r.or 	mr 	y 	# 	i 	Br zN,iwB,i = 0 

z13,0wB4O  7¿ O 	i = B (par básico) 

zN,ywN,y  = O 	i = y (par no-básico) 	. 

Supongamos además que podemos generar un rayo casi-com--

plementario. Sabemos que sólo existen dos posibilidades para 

hacerlo: o bien incrementando a- la variable no-básica z 	o N,y 

bien a su complemento, wN,y.  Estos dos rayos casi-complementa 

ríos posibles están caracterizados de la siguiente forma: 

Si el rayo se genera al incrementar zN,y,  éste es 

{zBI 	

[113/ 

= 	+ (-1)(-MB,IB)-1(-M7)zN,y t wB 	wB 

zN,i= O, 	i Y y, 

zN,y= X, 	X > O, 	X -+= V 

wN = 0; 



zB 
wB 

zB 
wB 

= 

(-1)(-m,IB)-'(-m;(4) 

O + x zN,i (iYy) 

z N,Y 1 

wN O 

X > 0, 	X -1. cl)  • 

o bien, 

Si el rayo casi-complementario se genera al incrementar 

wN,y, éste se caracteriza como 

[zBI 
B 

zN 

wN 

wN,Y 

= 

= 

i= 

= 

B  
7._ w 
r

B

1 
O, 

O, 

X, 

+ 

i 

X 

(-1)(-MB,I 

y 	, 

> 0, 	X 4  

N )-1(IY)w 	1 N,Y 

co 
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o bien, 



     

IB 
wB 

IN 
• • • • 

wN,i 
.. • • 

.wN  ,Y.  

X > O, 
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zB 
wB 

     

(-1)(-MBB)-1(I) 

   

            

  

zN 

         

 

WN,i (iVY) 

         

  

wN,y 

     

1 

   

     

X 	• 

   

Debe observarse que para asegurar que ninguna de las va-

riables básicas se hará cero con el incremento de la variable 

zN,y o wN,y, según el caso, se debe cumplir que 

(-mB ,I13 ) -1 (-14;(4) < o, 

o 

(-MB'IB)-1  

Consideremos la siguiente definición. Sea 

••• 

zh 

z11' zh 
 

wh 

zh 

wB 

zN
h 
,i (iyy) 

zN,y  

h wN 

(-1) ( -mB  , ) 	( - ) 

O 

1 

wB 
li wN 



cuando zN,y genera el rayo casi-complementario; y sea 
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zh 

wh 

zh B 

zN
h  

wh B 
h wN 

h zB  

wh B 

zh N 

psi (i-Y)  N 

(-1) (-MB 'IB-) 	N-1(IY) 

O 

O 

h wN,y 1 
, 

cuando wN,y  genera el rayo casi-complementario. Se observa in 

mediatamente que 

wh > 0, 	zh > 0 

para ambos casos. Además, si zN'  genera el rayo, podemos ase 

	

y 	- 
gurar que 

h z 	o, 

ya que zh,y  = 1. Si wN,y es la'variable del par no-básico que N 

lo hace, entonces 

h w O, 

porque wh,y  = 1. N 



zh Empleando este vector [1411] que acabamos de definir, el 

rayo que generemos en cualquiera de los dos casos, se puede 

representar como 
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 > 01 	X 	W 

y como las soluciones que lo constituyen son casi-complementa 

rias, se cumple que para toda X > O, 

(I+Xz.h  )(w.+)= O, para toda i 	0 , 

. 	, (I + Xzh)(w + 	h) 7 u- 

Apartir de la representación del rayo, observamos que 

z 

tz  whh) =x  [w] 	[141) 
X > O ; 

de donde, 

h X 	h 
X z 	= - ( z - z) 	y 	w = - (w - w) , 	X > O . 

Además, como 

Mz = w - q y MI = - q, 

X 

tenemos para X > O, que 
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Mzh  = 7,,M(z - z) = x(Mz - Mz) 	- q - w + q) = 

1, 
= x tw - w) = w . 

Así, zh y wh son tales que 

Mzh  = wh. 

Esto concluye la demostración del lema. 

Cada problema Fundamental está caracterizado por sus ma-

trices M y q. La clase a la que pertenezcan éstas, determina 

propiedades particulares, que pueden ser útiles para la obten 

ción de una solución complementaria factible. El siguiente --

par de teoremas establece la existencia de soluciones comple-

mentarias, Cuando M > 0*o M está asociada a un juego bimatri-

cial r(A,B), sin que q deba cumplir alguna condición particu-

lar. La demostración de estos resultados proporciona la técni 

ca para iniciar el procedimiento de Lemke, en el caso particu 

lar al que el resultado se refiera. 

TEOREMA 4-1. Si M > O el Problema Fundamental tiene una 

solución básica factible complementaria para cualquier vector 

q. 

Demostración. Primero haremos notar que la región de so- 

* 141 > 0, Y id  . 
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luciones factibles es no-acotada; de aquí la existencia de ra 

yos. Luego, obtendremos una solución básica factible casi-com 

plementaria que resultará adyacente a un rayo casi-complemen-

tario. Como sabemos, al aplicar el algoritmo de Lemke a par--

tir de un punto extremo con estas características, el procedi 

miento termina en una solución complementaria, o bien, en un 

rayo casi-complementario. Supondremos que termina en este úl-

timo caso, y habrá una contradicción. Así, el procedimiento -

debe terminar en una solución complementaria factible, con lo 

que el teorema quedará demostrado. 

Podemos asegurar que la región de soluciones factibles 

Z=Cztz>0, w=q+Mz>01, 

es no-acotada, ya que al incrementar indefinidamente el valor 

de las m variables que componen a z, como M > O, también las 

variables w = q + Mz se verán incrementadas indefinidamente, 

sin que por esto se pierda factibilidad. 

Buscamos ahora una solución casi-complementaria para ini 

ciar el procedimiento de Lemke. Para ello, consideremos el --

sistema 

-Mz + 1w = q. 

Como ya hemos hecho notar con anterioridad, éste está en for- 
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ma canónica con respecto a las variables básicas w, y la solu 

ción básica asociada es z = O, w = q, a la que podemos repre-

sentar como 

Z1 W1 Z2 W2 
• 

Z W 
M 	m 

O q
1  

O q
2  

O qm 

Esta es una solución complementaria que resulta factible 

si q > 0, y es no-factible si alguna qi  < 0. En caso de que -

sea factible, esta solución es adyacente a m rayos casi-com--

plementarios de la forma 

w = q + M8zo, 

z = X, 	X > 0, 	X 	co 

z. = 0, 	13 • 

Si ocurre que no es factible, al incrementar indefinida-

mente cada una de las variables no-básicas, estaremos generan 

do un rayo casi-complementario a partir de un valor z (varia 

ble no-básica que incrementamos), tal que 

w= q + MI/z, > o, 

dondscads.141  .=q1 	i  . + ma.z0  > 0, i = 1,.., m, si 



z max 
l=1,..,m 

sucederá que 

w
1 
 > O , 	i 	Yr 

w
y 
= 0. 

Si y = B, tendremos una solución complementaria al final de -

un rayo. De otra forma, obtendremos una solución casi-comple-

mentaria al final de un rayo. 

La siguiente tabla resume el procedimiento anterior. 

_ 
SOLUCION z1  w 1  . 	. z

B 
w
O 
. 	.zw 

Y Y 
. 	.zw m m 

SOLUCION 

COMPLEMENTARIA 
NO-FACTIBLE 

O q i  . 	. O qo  . 	. O qy  . 	. O qm  

SEGMENTO 

CASI-COMPLEMENT. 
NO-FACTIBLE 

O#. . > . 	. 0 < . 	. 0 

SOLUCION 

CASI-COMPLEMENT. 
FACTIBLE Y 

0 > . 	. 

L 

-q 
Y > . O O . 	. O > 
MS 

RAYO 

CASI-COMPLEMENT. 
O > • . > > . 	. 0 > .. O > 

-q. 

Mi   

qY 

MS  
Y 
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Hemos localizado de esta forma una solución casi-comple-

mentaria que resulta ser el punto final de un rayo casi-com--

plementario. Como sabemos, al iniciar el procedimiento de Lem 

ke con esta solución, éste se detendrá en una solución comple 

mentaria o bien en un rayo. Demostraremos que terminar en un 

rayo no puede ocurrir. 

Supongamos que a partir de esta solución, nos hemos moví 

do de solución casi-complementaria en solución casi-complemen 

taria, y hemos terminado el procedimiento en un rayo. Desea--

mos saber de qué rayo casi-complementario se trata. 

El punto final de este rayo es una solución básica facti 

ble casi-complementaria, y por consiguiente tiene un par bási 

co, zo  = io  y sao 	;Br Y tiene un par no-básico, zY 
 = 0, ---- 

w = 0. 
Y 

Por la regla de complementaridad, el rayo en que termina 

el procedimiento, debe estar generado por el complemento de -

la variable que salió de la base, dando origen al par no-bási 

co (i=y), de la solución casi-complementaria que está al fi-- 

nal del rayo. Así, existen dos posibilidades: 	z genera - 

el rayo, o bien w
Y 
 lo hace. 

Supongamos primero que z
Y 
 es la variable del par no-bási 

co, cuyo incremento genera el rayo que deseamos identificar, 
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entonces por el lema 4-1, 

wh  = Mzh, O 	zh  > O, wh > O 
r 

y como M > 0, debemos tener aue 

wh = Mzh > 0; 

de esta forma, las variables complementarias w son tales aue 

wi 
	1 
	Xur.1  > O 	V X > O, V i, 

lo cual contradice el hecho de que w
Y 
 = 0, por ser la variable 

del par no-básico que no genera el rayo que deseamos identifi-

car. Así, z
Y 
 no genera el rayo. 

Supongamos ahora que w
Y 
 es la variable del pAr no-básico 

que genera el rayo, entonces por el lema 4-1, 

wh = Mzh, 	zh > 0, 	0 	wh > 0. 

Supongamos además que zh  = 0, entonces wh  = Mzh  = 0, lo 

que contradice el hecho de que wh 0. Así, debemos tener que 

O # zh > 0. 

Ahora bien, como M > 0 y 0 	zh > 0, se cumple que 
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wh = Mzh > 0. 

Por casi-complementaridad de las soluciones que constitu 

yen el rayo, para las variables complementarias 

z.1  = (1.1 + Xz1.1 	y 	w1  ) 	
-I. 	

h 
. = ( .wi 	1 Xw.), 	i Y 0, 1  

se cumple que 

z.1w.1  = (i.1 	1 + Xz.h 	1 	1)(w. + Xw.h  ) = 0, 	' X > 0. 

Este producto es cero si alguna o ambas variables comple 

mentarias tienen valor cero. Observemos que Wi  > O ya que --- 

w>Oporformarpartedewasoluciónfactible;w.h  >0 por-- 1 

que wh > 0 como hemos hecho notar anteriormente; y X > O. Así, 

w.1  = w.1  + Xwi
h  

	

> 0, 	V X > 0, 	V i 	0, 

y como consecuencia, el primer factor debe ser cero; esto es, 

z1  . = 1 E. + X111:1  = 0, 	V X > 0, 	V i 	0. 1 

Ahora, como zi = zi + Xz
h = 0, zi  > O por ser z > O una solu- i   
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ci6n factible, zh > O como se establece en el lema 4-1, y --- i 

X > O, debemos tener que 

z. = O 	y 	z. =O 	311, i. 	S. 

En resumen, el rayo casi-complementario en que supuesta-

mente ha terminado el procedimiento está caracterizado como 

z.1  = 1. + Xzlil.  = O, 1 	v i 	0, 

z
0 
 = 1

0 
 + xzh

0 
 > o, 

w = w + XWh  > O, 

y el punto final casi-complementario de este rayo, es 

zi  = O, 	i# B, 

z
0 
 > O, 

wi  > O, 	i ¢ Y, 

w
Y 
 = 0, 

y quedan representados por 

Z1 Wi • • z 
B w0 

• • z • • w y 
	y 

• z w m m 

SOLUCION c-c O > • • > > • • O O • • O > 

RAYO c-c 0 > • • > > • • 0 > • • 0 > 
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Este rayo casi-complementario corresponde precisamente al 

rayo casi-complementario (i=3) adyacente a la solución casi---

complementaria inicial, lo cual es una contradicción. Para que 

ocurra lo anterior se debe formar un ciclo, que como sabemos, 

es un evento imposible cuando el algoritmo se ha iniciado en - 

una solución casi-complementaria, que es el punto final de un 

rayo casi-complementario. 

Así, como terminar en otro rayo es imposible, concluimos 

que el procedimiento iniciado como se ha descrito anteriormen 

te, debe terminar en una solución complementaria factible. 

TEOREMA 4-2. Un juego bimatricial r(A,B) tiene una solu-

ción complementaria factible. 

Demostración. Antes de iniciar la demostración de este -

teorema, que es similar a la del anterior, recordemos del ca-

pítulo II que el Problema Fundamental estructurado para resol-

ver juegos bimatriciales, es de la forma 

u = -em 

v = -en + B
tx 

+ Ay, A > 0, 

> 0, 

u > O, 

v > O, 

donde 



[-emi 	. [0 A 
M = 

Bt O -en 
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q = 

 

z = 

 

u 
W = 

Consideremos ahora el sistema canónico 

-Mz + Iw = q. 

Su solución básica asociada es z = O, w = q. Observemos que - 

q < O porque 

= [-em  

-en 

donde em y en son columnas de unos. Así, esta solución básica 

es complementaria no-factible de la forma 

XI Ul X2 U2 • • • x m  um yi V1 Y2 V2 • ' • V Yn 	n 

0 -1 0 -1 • • • 0 -1 0 -1 0 -1 • • . 	• 0 	1 

- - - 

y a partir de ella encontraremos una solución básica factible 

casi-complementaria, que esté al final de un rayo casi-comple 

mentario. 

Sea x
O 
 la variable no-básica que incrementaremos. La --- 

arista sobre la que nos movemos es 

u = -em, 
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v = -en + (Bt)Bxo , 

x.1  = 0, 	i 	ni, 	i 	0, 

x
6 
 = X, 	X > 0, 

y = O. 

Observemos que las variables u no experimentan ningún --

cambio con el incremento de xo  ; otro es el caso para las va-

riables v, que al aumentar x
0 
 de valor, una a una de las va-- 

riables que componen a este vector se hará cero, después de - 

haber tenido un valor negativo. 

Sea v
Y 
 la última de las variables básicas que ha alcanza 

do el valor cero al incrementar xo  . Esto se cumple cuando 

max x B 	j=1,. ,n 

1 	1 

(B t) 3 (Bt)0  
Y 

 

Para este punto, las demás variables básicas v., j 	y, tie-- 
] 

nen ya un valor positivo. Esta solución básica es casi-comple 

mentaria no-factible, y puede representarse como 

- _ 
xl  ui •- x

6 
u
6 

•• xm  u m Y1 vi •• Yy yy ••v yn 	n 

O -1 •• > -1 • • 0 -1 0 > • • 0 	0 • • 0 	> 
_ _ • . 

Observemos que u son las variables básicas que todavía tienen 
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valores negativos. 

Incrementemos ahora el complemento de la variable del --

par no-básico que salió de la base; esto es, yy. Nos movemos 

sobre la arista 
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u = -em + AYyY 
 = -em + AYX, 

= -en + (B
t)Ox = -en + (Bt) 

xi  = 0, 	i = 

í  1  
x - 

(B
t
)
B  

Y 

Yi = Or 	j = 

y
Y 
 = X, 	X > 0 . 

n, 	Yr 

Con el incremento de y
Y 
 , y como A > 0, todas las variables - 

de u aumentan su valor, mientras que las variables básicas v 

permanecen constantes. 

Una a una de las u., i = 1,.., m, va tomando el valor ce 

ro a medida que yy  incrementa su valor. Cuando 

1 	1 max 
Yy = i=1,..,m ,y A ,Y 

u toma el valor cero, y es la última de las variables de u - 



en hacerlo. 

Si 2 = S, la solución básica que hemos obtenido es facti 

ble y complementaria. Cuando 2 	0, la solución será factible 

y casi-complementaria, con par básico (i=0), y par no-básico 

(i=2). Esta se representa como 

xi 	u, • • xo  uo  — xt  ut  • • xm  um  yi  vi  • • yy  vy  — yn  vn  

0 	> • • > 	> —0 0 • •0 > 0 	> • • >0 —0> 

Debemos observar que el incremento indefinido de y
Y 
 no - 

origina una pérdida de factibilidad. Así, esta solución bási-

ca factible casi-complementaria está al final de un rayo casi 

-complementario. 

En forma detallada, esta solución que será inicial para 

aplicar el método de Lemke es: 

u = -em + AYyY 
 = -em + AY -- [ 

(B1)1 
v = -en + (B

t)Sxs = -en + (B
t  ) 

x. = 0, 	i = 1,.., m, 	i 	I 

1 
x - 	 S 	(BtO 

Y 
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1 

AY 
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yi  

Yy  

= 

= 

0, 

1 

A 
v 

 

' 

7¿  Y 

donde O és un Indice fijo entre 1 y m, 

   

1 

(6
t
) 

1 max 
j=1,.. 

 

(B
t
)
e  ,n 

    

max 
i=1,..,m 

Supongamos que a partir de esta solución casi-coplementa 

ria, que está al final del rayo casi-complementario generado 

por yY 
	[L ] 
> 	y representado como 

X1 Ul • • X 
 u0  

•• x32 	u9, • • xm  um  y' 
V 1 • • y

Y  vY  
•• yn vn  

0 > • • > > • • 0 	> • • 0 	> 0 > • . > 	O • • 0 	> 

nos hemos movido de soluci6n casi-complementaria en soluci6n 

casi-complementaria, y hemos terminado el procedimiento en un 

rayo. Deseamos saber de que rayo casi-complementario se trata. 

El punto final de este rayo es una solución básica casi-

complementaria factible, y por consiguiente tiene un par bási 

Y 

1 

AY 

1 

AY  
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co, ze, we, que es el mismo par básico de la solución casi---

complementaria inicial, y tiene un par no-básico zy, wy. Así, 

existen sólo dos formas posibles de generar este rayo: incre-

mentando z
Y 
 o bien w

Y 
 . 

Por el lema 4-1 demostrado al principio de esta sección, 

sabemos que existen los vectores 

 

xh  

h 
Y 

 

ryill  

h 
zh = h w = 

  

tales que zh 	o, wh > O, y — 

t O yh 
uh r

B 	

A Wchl 

.o bien, 

uh = Ayh, 

vh = Btxh. 

Cuando z
Y  es la variable que genera el rayo, como 

[v11 = 1 

2 = 

existen dos posibilidades: que z
Y 
 corresponda al vector x o - 

bien al vector y. Si corresponde a x, la variable que genera 
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el rayo será x 
Y 
 , y por cosiguiente JCh = 1, resultando que --- 

xh O. Si corresponde a y, la variable que genera el rayo se 

rá y
Y 
 y por cosiguiente yh = 1, resultando que yh 	0. 

Por otra parte, cuando w
Y 
 sea la variable que genere el 

rayo, como 

[u) 
w = 

y 
 

existen dos posibilidades: que w, corresponda al vector u o - 

bien al vector v. Si corresponde a u, la variable que genera 

el rayo será u
Y 
 y por consiguiente uh = 1, resultando que --- 

uh O. Si corresponde a v, la variable que genera el rayo se 

rá v
Y 
 y por consiguiente vh

Y 
 = 1, resultando que vh O. 

Por el mismo lema 4-1, sabemos que los puntos que compo 

nen el rayo son de la forma 

h' x x x  

y y y
h 

+ X 
u u uh 

y y vh 

y por casi-complementaridad satisfacen que 

h - 
(xi  + )xi)(ui  + Xui) =O 	O, 	V X > O, 



íti + Xu
hl {-emi 

-e
n 

0 Alí1 + Xxhl 

t - B 0 y + Xyh + Xvh 
• X > 0, 

h 
3 =( 	Xy.)(v. + Xv.) 

3 	3 
j, 	X > 0. 
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Además, como son factibles, se cumple que 

Y 

+ Xuhl 
	

x + lxh  

+ Xvh 
> 0, 	ir- + Xyh > 0, 	rel• X > 0. 

Consideremos uno a uno los casos mencionados anteriormen 

te. Supongamos primero que el rayo casi-complementario resul-

ta de incrementar la variable z
Y 
 del par no-básico, y que U-

ta corresponde al vector x, entonces x
Y 
 es la variable no-bá-

sica que genera el rayo. 

Esto significa que 

0 	xh > 0, 

como analizamos anteriormente. Además, sabemos que 

v
h 
= B

t
x
h  y Bt  > 0, 

entonces, 

v > 0. 
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Ahora, por casi-complementaridad, 

(y + xyl!')(N7. + xvl ) = O, 	Vi. 	Y X > 0. 

Esto último se cumple si al menos uno de los factores es cero. 

Observemos que en el.segundo factor vj  > O, 	j, ya que v es - 

parte de una solución factible, X > O, 	X, y vh > O, 	j, -- 

porque vh > O como ya hemos demostrado. Así, 

v.
3 
 +Xv.>0 	;it X > 0, 

y por lo tanto, el primer factor debe ser cero; esto es, 

XYi = 
	

;11 	701  X > O. 

De esta manera, tenemos que para las soluciones casi-com 

plementarias que forman este rayo, se cumple que 

+ xuhl 	 -e 

Zr + Xv" 	-en 

O. Alil + Xxhl 

Bt 0 	O 

Esto significa que 

u + Xu
h = -em < 0 . 

Este resultado contradice el hecho de que el rayo casi-- 
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complementario que genera x
Y 
 es factible. Así, concluimos que 

z 
Y
, que es supuestamente la variable que genera el rayo en el 

que ha terminado el procedimiento de Lemke, no corresponde al 

vector de variables x. 

Debemos observar que, en general, esta contradicción ocu 

rre cuando xh 0. 

Supongamos ahora que z, corresponde al vector y. Enton-

ces y, es la variable no-básica que genera el rayo. Esto sig-

nifica que 

O 	yh > 0, 

como analizamos anteriormente. Además, como A > O, 

uh = Ayh > O. 

Para evitar que ocurra la contradicción del caso ante---

rior, se debe cumplir que 

xh  = O. 

Así, 

vh = Btxh = 0.  

En la solución básica factible casi-complementaria, que 

está al final del rayo casi-complementario que tratamos de - 



identificar, tenemos del par básico que 

	

xs  = 10  > O 	y 	uB = UB > 0, 

y del par no-básico, 

y
Y 
 = yY  = O y v

Y 
 = vY  = 0. 

Al incrementar el valor de la variable yy, como ésta ge-

nera un rayo casi-complementario (i=8), tenemos para el par -

básico que 

	

x
8 
= x

o- 
+ Axs > O 	y 	w = 110  + Aus > 0; 

y para el par no-básico, 

y
Y 
 >O y v

Y 	Y
= vy 	

h 
- + Xv = 0. 

Por casi-complementaridad de las soluciones que constitu 

yen el rayo, para las variables complementarias 

x. = x.- + Xx. 	y 	u. = u.- + Xu. , 	111 	13, 

se cumple que 

x.1u.1 	1 =(xi- +Xx.h 	1)(u.+Xu.)= 0, 	X > 0. 

116 
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Este producto es cero si alguna o ambas variables comple 

mentarias tienen valor cero. Observemos que úi  > O, 	0, 

ya que u > O por ser parte de una solución casi-complementa--

ria factible. Además, uh > O como ya determinamos con anterio 

ridad. Así, para X > O podemos asegurar que 

ui  = úi  + Xui > O. 

De esta forma, el otro factor debe ser cero. Esto es, 

x.1  = x. + Xx. = 0, 	V- X > 0, 	i 	S. 

Ahora bien, por el sistema de ecuaciones que forma parte 

del Problema Fundamental que estamos analizando, sabemos que 

para las soluciones que componen el rayo, se cumple que 

- s; + Xvh = -en + B
t  (x + Xxh), 	X > O, 

o bien, 

v = -en + B
tx > O. 

Como xi  = o, 	i # a, 

v = - en + (B
t)x

0 
 > O. 

Sabemos que v
Y 
 = O, entonces 



Y 

xs  

(Bt)O  

1 
• 

vY 	Y 
= -1 + (St) Bx = O; 
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de donde, 

1 

Sustituyendo este último valor en v, 

v = O, 
Y 1 

v = -e + (Bt)O 

donde, 

1 
Y 

v. = -1 + (Bt O  ). 	 > O, 	V j 	y. 

(Bt)0 
 

Por casi-complementaridad se cumple que 

(v. 	+ Xv. h  )(y. + Xyi) = O, 	V j, 	V X > 0. 
3 	3 	3 

Para j = y, sabemos que 

v
y 

=
y 

+ Xvh = O, 
Y 

yY = y
Y 	Y 

+ Xyh  > O, 	V- X > 0 . 

Para j 	y, tenemos que 



3 = 
	Xv. > O, 	Va > O . 

Entonces, debe suceder que el segundo factor es cero; esto es, 

Y- = 	;k111  = 10 • 

Resumamos ahora las características de este rayo casi---

complementario generado por y
Y 
 correspondiente a z 

Y 
 , en el -- 

que supuestamente termina el procedimiento de Lemke. Esto es, 

u > 0, 

v
Y 
 = O, 

v > 0, 	j 	Y, 

xi  = o, 	iF i 	O, 

1 
xe  = 	 > 0, 

(B
t
) 
Y 

Yi  = O. 	j 	Y. 

y
Y 
 = X, 	X > 	O, 
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1 o bien, 

x l 	ul  .. x f3 u13 .. xm  um  y i 	vi .. y
Y  vY  

.. y
n 
v
n 

O 	> . . 
- 

> 
- 	. 

. . O 	> 
- 

O 	> .. > 	O .. O 	> 

Este rayo corresponde precisamente al rayo casi-comple-- 
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mentario (i=0), adyacente a la solución casi-complementaria -

inicial, lo cual es una contradicción. Para que ocurra lo an-

terior se debe formar un ciclo, y esto es imposible que suce-

da, cuando el procedimiento se ha iniciado en una solución --

casi-complementaria, que es punto final de un rayo casi-com--

plementario. 

Consideremos ahora el caso en que supuestamente el rayo 

casi-complementario resulta de incrementar la variable w
Y 
 del 

par no-básico. Como sabemos, w
Y 
 puede corresponder al vector 

u o al vector v. 

Supongamos primero que corresponde a u. Entonces, u
Y 
 es 

la variable no-básica que genera el rayo; esto significa que 

0 y¿ uh  > O, 

como analizamos anteriormente. 

Por otra parte, sabemos que 

uh  = Ayh, 

donde A > 0 y yh > 0. Supongamos que y
h = 0, entonces 	 

uh = Ayh = 0, que contradice el hecho de que u
h O; así, de-

bemos tener que 



O 	yh > 0. 

Este resultado nos conduce al análisis del caso en que - 

zY 
 
es la variable del par no-básico a incrementar, y_que co-

rresponde al vector y. 

Ahora, supongamos que w
Y 
 corresponde a v. Entonces, v

Y 
 - 

es la variable no-básica que genera el rayo. Esto significa - 

que 

O 	v > O, 

como analizamos anteriormente. 

Sabemos que 

vh = Btxh, 

donde Bt > O y xh > O. Supongamos que xh = O, entonces 	 

vh = Btxh = O, que contradice el hecho de que vh  O. Así de-

bemos tener que 

Este resultado nos conduce al análisis del caso en que - 

z
Y 
 es la variable del par no-básico a incrementar, y que co-- 
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rresponde al vector x. 

Los cuatro casos posibles de terminar en un rayo casi---

complementario han resultado contradictorios. Es por esto que 

podemos concluir que el procedimiento de Lemke, iniciado en -

la forma descrita al principio de esta demostración, no termi 

na en un rayo, pero si en una solución básica factible comple 

mentaria, que resuelve el Problema Fundamental y el juego bi-

matricial para el que fue estructurado. Asi, queda concluida 

la demostración de este teorema. 

4-3.EL PROBLEMA FUNDAMENTAL MODIFICADO 

En la sección anterior nos hemos dado cuenta de la utili 

dad que representa que la región de soluciones factibles sea 

no-acotada para encontrar, con relativa facilidad, -una solu—

ción básica factible casi-complementaria, adyacente a un rayo 

casi-complementario, donde podamos dar inicio a la técnica de 

Lemke. Desafortunadamente, no para todo Problema Fundamental 

es posible emprender, de esta forma, la búsqueda de una solu-

ción complementaria factible. 

Debemos observar que, en realidad, no es necesario que - 

toda la matriz M sea positiva, para poder iniciar el procedi-

miento como se ha descrito anteriormente. Basta con que exis- 

122 
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ta una sola columna de M, digamos M8, cuyos elementos sean po 

sitivos, para poder hacerlo. Esto es, sea 

M8  > 0 	y 	z. = 0, 	y i # 0, 

entonces 

w = q + M z
o
. 

Con el incremento indefinido de z
O' 
 resulta que w > O, dando 

origen a un rayo casi-complementario, cuyo punto final es 

aquél para el que 

= 1=1,. ,m  
max zo  

MS 	

-q 

MS  ' 

y 

Y 

como hemos analizado en la sección anterior. La pregunta aho- 

ra es: ¿habrá alguna forma de modificar el Problema Fundamen- 

tal, de tal forma que adquiera esta propiedad? 

Consideremos el Problema Fundamental 

w = q + Mz 

z > 0, 	w > 0, 

z
t
w = O, 

donde M no tiene ninguna columna positiva. Introduciremos un 

par de variables complementarias artificiales z o, wo , de tal 



forma que el Problema Fundamental modificado es 

{q0 	{O 0 ízo i 

q 	em M 

zo 	 [Wol 
0, 

íZ 

{Zo t {Wol 

Z w 
= O. 

La región de soluciones factibles de este Problema Funda 

mental modificado es el conjunto 
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g o > o, 

> O, 

zo 	 Wo 

oi 

zo 
O/ 	 O, qo  > O C 11111+1  

íz 	w 	q 	em M z 

zo 
z o 

z 

Debemos observar que esta región es no-acotada ya ,que, par---

tiendo del origen, 

Z1 W1 Z2 W2 	  Z W 
M M 

O q l  O q2 	  O qm 

o WO 
	• 

O go 

al incrementar indefinidamente el valor de la variable arti-

ficial zo , y haciendo permanecer a las variables zi, i = 1,.. 

m, en cero, generamos el rayo casi-complementario 

1 
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zo  = X, 	X > 0, 

zi  = 0, 	i = 1,.., m, 

w o  = g o  > O, 

w = q + emzo  = q + emX > 0, 

cuyo punto final es el punto extremo de Zo  para el que 

esto es, 

	

O = w
Y 
 = q

Y 
 + emzo 	y w > 0, 

	

zo 	= -q Y, 
Y 

1 ¢ y; 

donde y es tal que 

max 	{-q 
= i=1,..,m 

La representación del rayo casi-complementario y este ---

punto extremo casi-complementario es la siguiente: 

• zo 	w o  

RAYO c-c > 	go 

PUNTO EXTREMO c-c -q 	q o  
Y 

zi  w i  —.. z w 
Y 	Y 

... z 	w m m 
O > •• • o 1  --. O > 

O > ... O 6 ... 0 > 

De esta forma, mediante la introducción del par de varia-

bles complementarias artificiales z o , wo , hemos modificado el 

Problema Fundamental, para obtener fácilmente una solución bá- 
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sica factible casi-complementaria,'donde iniciemos la búsque-

da de una solución complementaria factible. 

Observemos que el par básico del camino casi-complementa 

rio que generaremos corresponde al índice i = S = 0. Así, ob-

tendremos una solución complementaria cuando z o  o w o  salga de 

la base. Pero wo  nunca saldrá de la base, ya que para cual--- 

quier solución 	Z o , w o  = g o  > 0. Esto significa que for-

zosamente zo  debe salir de la base, para obtener una solución 

del Problema Fundamental modificado. 

Existe la posibilidad de que el camino casi-complementa-

rio así iniciado, termine en un rayo. En la siguiente sección 

de este capítulo, serán considerados varios casos en los que 

es posible o imposible que esto ocurra. 

Supongamos que al aplicar el método de Lemke hemos obte-

nido una soluci6n del Problema Fundamental aumentado; esto es, 

- 	 - zo  ha salido de la base. Sea (z o ,zt  ,wo,wt )t  esta solución. Su 

representación es 

z1 wl z2 w2  	1 2 W m 	m . 
> 0 > 0 

, 

> 0 

6 6 6 
‹ 

0 > 0 > 0 > 

z o  w o  

O 	q 0  



[1:11 

Z 0

z 

 

y satisface, 

í 	1 

0 0 zo 

em 

 

> 0, 	
[1'1° 1 > 

0, 
w  

z

rifo] = 0 

Como zo  = O, tenemos que 

wo  = qo  > 0, 

17,7 	q + MI, 

zo  = 0, 	Wo  > 0, 

z > O, 	w > 0, 

- zt- w = O. 

Así, sin considerar los valores de las variables artificiales 

zo, sa o , la solución I es solución del Problema Fundamental 

original; esto es, 

w = q + MI, 

z > O, 	w > O, 

- 
z
t- w = 0. 

go o, 
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Debemos observar que considerar a la variable artificial 
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wo  en la modificación, no representa ninguna utilidad. Esta - 

variable puede ser eliminada para simplificar la modificación 

del Problema Fundamental. Al no considerar wo , la variable zo  

hará el papel del par no-básico, y al salir de la base, obten 

dremos una solución del Problema Fundamental modificado, y --

del Problema Fundamental original. 

Asi, el Problema Fundamental modificado es 

w = q + emzo + Mz, 

w > O, 

ztw = O. 

4-4.EXISTENCIA DE SOLUCIONES COMPLEMENTARIAS AL APLICAR EL ME 

TODO DE LEMKE AL PROBLEMA FUNDAMENTAL MODIFICADO 

Hasta el momento, para cualquier clase de Problema Funda 

mental, hemos resuelto el problema de cómo encontrar una solu 

ción casi-complementaria factible, para iniciar la búsqueda - 

de una solución complementaria empleando el método de Lemke. 

Tres son los casos que hemos discutido: cuando M es apropiada 

para resolver juegos bimatriciales, cuando M tiene al menos - 

una columna MS > O, y cuando M es cualquiera. Para el primer• 

caso y cuando M > O, los resultados sobre la existencia de so- 
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luciones al aplicar el método, ya han sido tratados. Resta mos 

trar los resultados que R.W.Cottle y G.B.Dantzing han obtenido, 

para el caso en que es necesario modificar el Problema Funda--

mental antes de aplicar el método de Lemke. Esto último es el 

objetivo de esta sección. 

Aquí serán considerados tres tipos de Problemas Fundamen-

tales: cuando M es copositiva-plus, cuando M es estrictamente 

copositiva, y cuando M tiene menores principales positivos. --

Los dos primeros tipos de matrices, y otros resultados impor--

tantes acerca de la existencia de soluciones complementarias 

para Problemas Fundamentales con esta clase de matrices, son -

considerados en el apéndice 1 de este estudio. El apéndice 2 

trata con detalle a las matrices con menores principales posi-

tivos. Es conveniente hechar un vistazo a estos apéndices, con 

el propósito de tener una idea clara de cómo están caracteriza 

das las matrices que trataremos en esta sección. 

En general, al aplicar el método de Lemke a un Problema 

Fundamental que ha sido modificado, tenemos los siguientes --

dos resultados. El primero se establece en el lema 4-2, y el 

segundo en el teorema 4-3. 

- 	 - LEMA 4-2. Si (zo,z-t  ,wt )t  es una solución básica factible 

- -t -t t casi-complementaria de w = q + emzo  + Mz, y (zo,z ,w ) es -- 
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adyacente a un rayo casi-complementario, existen los vectores 
h 

wh, de m+1 componentes el primero, y de m componentes - 

wh = emzoh  + Mzh, 	zoh  > 0, 	zh  > 0, 	w  
h > 0, 

zh r O 	si la variable z
Y 
 del par no-básico 

genera el rayo, 

wh O si la variable w
Y 
 del par no-básico 

genera el rayo; 

además, los puntos sobre el rayo son de la forma 

zo 

+ X zh 

wh 

y para toda X > O se satisface que 

(ii + Xz
h

1  )(w. + Xwi
h  ) = 0, 	i = 1,.., m. i  

Demostración. Partiremos de la obtención de una solución 

básica factible casi-complementaria, y generaremos un rayo -- 

casi-complementario. Caracterizaremos a los puntos sobre el 
h o rayo, y definiremos a los vectores {zh , wh que cumplen con 
z" 

las condiciones que establece el lema. 

[zo  

zhl' 

el segundo, tales que 

z ° 	z° 
_ 

z = 2 

w 
	

G7-  

Consideremos el sistema de m ecuaciones con 2m+1 variables 
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w = q + emzo  + Mz, 

o bien, en forma matricial, 

(-e zo 

w 

z 

  

Sea (-em,-MB,IB) una base formada por las columnas de la ma--

triz (-em,-M,I). MB  o IB  puede ser vacía, pero -em 
deberá es-

tar presente en la base para satisfacer la condición de casi-

complementaridad; esto es, zo  > O. Sea (-MN,IN) la matriz for 

mada por las columnas de (-em,-M,I) que no están en la base. 

El vector, 

zo  

zB 
w B  

representará a las m variables asociadas a las columnas de --

(-em,-MB,IB), cuyos componentes serán denotados por zo , zB,i, 

wB,i, donde B indica que es una variable básica, e i indica, 

para zB, la columna de M a la cual está asociada, y para wn, 

la columna de I a la cual está asociada. 

El vector, 

zN  

w  



(-em,-MB,IB) 20  + (-MN,INTNI = q. 

zB 	wN 
wB 
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representará a las m+1 variables no-básicas asociadas a las -. 

columnas de (-MN,IN), cuyos componentes serán denotados por 

wN,i, donde N indica que es una variable no-básica, e i 

indica, para zN, la columna de M a la cual está asociada, y 

para wN, la columna de I a la cual está asociada. 

De esta forma, dada una base (-em,-MB,IB) de (-em,M,I), 

nuestro sistema 

í 

(-em,-M,I) zo  = q 

z 
w 

se puede expresar como 

(-em,-MBBI-MN,I 

o equivalentemente, 

z o  
z
B 
wB 

zN 
wN 

= q; 

 

Como (-em,-MBB) es una base, la inversa de ésta, 
	 

(-em,-MB,IBJ , existe. Así, al multiplicar nuestro sistema - 
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de ecuaciones por la inversa de la base, lo podemos expresar 

en forma canónica con respecto a las variables básicas zo, Z B , 

wB, de la siguiente forma: 

+ (-em,-MB,IB)-1(-MN,INTN] = (-em,-MB,IB)-1q . 

zB 	
wN 

wB 

La solución básica asociada es 

= (-em,-MBB)1q, 	IzNI = 0. 
1.7.7 N 

Así, 

Para 

zo  

zB 
wB 

que 

201 

zB 
WB 

esta 

+ 	(-1)(-em,-MBBj 	(-MN,IN) 

solución básica sea factible 

zN  

N 

casi-comple-- 

• 

mentaria, se debe cumplir que 

z o  

íi 1> o , 

y también, 

{:0 

W
B 
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z e 	O 

ZB, 1 . N, 1 W . = O 

i = 1,.., m, 	i # y, 

Z .W 	= O 
1  N,1 B,i 

= O, 	i = y (par no-básico). zN,ywN,y  

Supongamos que podemos generar un rayo casi-complementa-

rio. Sabemos que existen sólo dos posibilidades para hacerlo: 

o bien incrementando la variable no-básica zN,y,  o bien su --

complemento wN,y.  Estos dos rayos casi-complementarios posi--

bles están caracterizados de la siguiente forma: 

Si el rayo se genera al incrementar zN,y,  éste queda ca-

racterizado' por 

[ze 	

[1°1 

- ( 
, 1, Y 

ZB  = íB 
 

(-1)(--eml-MBrIBJ -Vz ,y 
wBB 

zN,1 . = O, 

zN,y 
= x, 

wN = O: 

Y/ 

X > 0, 	X + 



o bien, 
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, 
zo 
zB 
wB 

( zN,i iY)  

z  

wN  

, - 
zo 
zB 
wB  

(-1) (-em,-MB,IB)-1(-M;(4) 

O 

1 

O 

= + X 

N • W • 

X -›. co „ 

Si el rayo casi-complementario se genera al incrementar 

wN,y, éste se caracteriza como 

Zo 

NI y zB + (-1)(-em,-MB,IB) IN  wN,y  , 

wB 
 

zN = O, 

	

i  = 0 ,  o' 	i 	Y, 

	

wN,y = X, 	X > O, 	X -4- 02; 

o bien, 

, 

  

zo  

zB 

wB 

 

 

= 

   



y (-1)(-emb B) I N 

zo 
zB 
wB 

zo 
zB 

B 

+ x z
N N 

WN,i  (iy) wN,i 

wN,y 1 W
N,y 

Debe observarse que para asegurar que ninguna de las va- 

riables se hará cero con el incremento de la variable z 	o 
N,y 

wN,y, según el caso, se debe cumplir que 

(-em,-MB,IB) 1(-MN) < O, 

o 

( N- I-e m  ,-MB 	) B 	IN  < O . — 
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Consideremos la siguiente definici6n. Sea 



h. zo  

zh 

wh 

zo  

zB 

zh N 

h 
wB 

wh N 

h zo  

zh 

WBh  

zh,i (iY) N 

h 2  

(-1) (-e m,-MBB) 	N1(-MY) 

1 
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wh 
N 

cuando zN,y genera el rayo casi-complementario; y sea 

   

h' Zo 

zB 
h zN 

   

h 20  

zB 

wh 

         

 

h) 
zo 

zh 

        

(-1)(-MBB)
-1 

 IN 

  

           

               

                 

                 

 

wh 

 

h WB 
h 
WN 

   

zh 
N 

     

o 

   

               

                

     

whN i (S-Y) 

         

                 

                 

wh 
N,y 1 

cuando wN,y genera el rayo casi-coplementario. Se observa in- 

mediatamente que 

zo  > O, zh > 0 	wh  > O, = 

para ambos casos. Además, si zN,y genera el rayo, podemos ase 



• • 

Zo 	Zo 

z 

w 

- h,  z o 

h + X z . 	X > 0, 	x -› co; • 

h 
,w . 

z 

w 

gurar que 
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zh 	O, 

ya que 

h zN,y = 1 . 

Si wN,y es la variable del par básico que lo hace, entonces 

w y o, 

ya que 

whN,y = 1 . 

Empleando este vector que acabamos de definir, el rayo - 

casi-complementario que generemos en cualquiera de los dos ca 

sos, se puede representar como 

y por casi-complementaridad de las soluciones que lo forman, 

se cumple que 

(zi + xzi
h  )(wi + Xwh) = O, 	X > O, 	i = 

A partir de la representación anterior de un rayo, obser 

vemos que 



• h z o  

z
h 

wh 
. - 

X 

• i

zo  

z 

w 

i zo   
_ 

z 

w 

X > O 	; 

de donde 
{ hi z o  1 z0 	z0 

zh ' X 
1{l 

z 	

- [- 

- 11,  z 
X > O , 

Y 
h 	1 w 	= - (w - T.77) , 	X > O . X 

Como 

(em ,M) zol = w - q 
z 

Y 
(em ,M) íz o l 

z 
=w-q, 

tenemos para X > O, que 

	

h 	i (em ,M) í z o l = 5,-(em ,M) 1 íz o  

	

z
h 	 1 iz 

 

z 'I I= 

 

 

= 11(em ,M) [z o l - (em ,M) 
z 

	

= - 	w (w - q - + q) = - (w - w) = wh  . 

	

1 	- 	i 

	

X 	 X 
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y wh son tales que 

(ern,M) ízo l =  wh, 

z
h 

o bien, 

e mzo  Mzh = wh 

Esto concluye la demostración del lema. 

Ahora, estamos en posibilidad de considerar el segundo -

resultado, que se establece en el siguiente teorema. 

TEOREMA 4-3. Terminar en un rayo implica la existencia -

de un vector zh no-cero, no-negativo tal que 

h h z(mz ). < 0, 	i = 1,.., m . 

Demostración. Primero demostraremos que O 	zh > 0. 

Supongamos que hemos iniciado la búsqueda de la solución 

complementaria, tal y como se indica en la sección anterior, 

para el Problema Fundamental modificado. Supongamos además --

que después de movernos de solución casi-complementaria en so 

lución casi-complementaria, hemos terminado en un punto extre 

mo casi-complementario, que resulta ser punto final de un ra-

yo casi-complementario. Por el lema 4-2, existen los vectores 
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h 
Así, 

z
h 



141 

ízh  o l , wh, de m+1 componentes el primero y de m componentes el 
z
h 

Segundo, tales que 

wh = e
m
zo  + mzh, 	zo  > O, 	zh > O, 	wh > 0 . 

Supongamos que zh = 0, entonces 

wh = e
m
zo  + Mzh = e

m
zo  . 

Supongamos además que zo  = 0, entonces 

wh = emzo  = O. 

Así, z o  = O, zh = O, wh = O, y V X > O, 

,- 	• z o  
, h 
zo  

• •-• 	• 

z z + X zh  z 

w wh  w 

lo cual no tiene'sentido, porque no estamos generando un rayo 

casi-complementario como hemos supuesto. De esta forma, debe-

mos tener que 

zo  > O, 

y como consecuencia 



h w= emzo  

Ahora bien, por casi-complementaridad de las soluciones 

que forman el rayo, 

(1i  + Xz1:1) = O, 	V X > 0, 	i = 	m • 

Observemos que wi > 0 porque w
h > 0, y zi = 0 porque z

h = O.-

Entonces debemos tener para X > O, que 

w. = w. + awi > O, 	i = 1,.., m , 

Y 

z. 	zi  4. Xz.h  = z. = O, 	i = 1,.., m. 

Además, 

zo = zo 	A.Zo > O , 

porque las soluciones son casi-complementarias. La•representa 

ción de este rayo es 
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• 

Z1 W1 Z2 W2 	  Z W 
M M 

O > O > O > 

z o  

que es precisamente el rayo inicial, lo cual es una contradic 

ci6n. 



Concluimos que no puede suceder que zh  = 0. Así., 

0 # zh > 0, y además zo  > O y wh > O . 

pasemosadernostrarquez.h  (Mzh  )i  < 0, i = 1,.., m. 1  

Por casi-complementaridad de las soluciones que forman - 

el rayo, tenemos que 

(w
1  
. + )1W

i
h  
)(Z 	Xzi)  = 0, 	i = 1,.., m. 

Al efectuar el producto, resulta que 

	

h 	h 	h h 

	

w.z. + Xw.z. 	+ Xw.z. + X' w.z. = 0, 	i = 1,.., m. 1 1 	1 1 	1 1 	1 1 

Como w > 0, z > 0, zh > 0. w
h > 0, y X > O, entonces debemos 

tener que - 

wizi   

	

= wi 1 	1 z.h  = w.h 1 	1z. = w.h  z.h  = 0, 	i = 1,.., m. 

Ahora, las ecuaciones que componen el sistema 

wh = emzo  + Mzh, 

-son de la forma 
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w1.11 	1 = zo  + (Mzh)., 	i = 1,.., m. 
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Multiplicando las ecuaciones anteriores por 2:11  y considerando 

que zih  wih  = O, tenemos que 

h h 	h h 	h h 
1 0=z.w.=z.z0 4-z.(Mz ). , 	i = 1,.., m. 1 	1  

	

Como zh 	h > O y z > O el producto zh.zoh  > 0, i = 1,.., m. Así, 

	

i 	o .„„  

z.h  (Mzh 1  ). < O, 	i = 1,.., m, 1   

como se quería demostrar. 

Los resultados que se han probado en el teorema y lema - 

anteriores, serán de gran utilidad para la demostración de --

los siguientes resultados, referentes a los Problemas Funda--

mentales con matrices de clases copositiva-plus y estrictamen 

te copositiva. Recordemos que en el apéndice 1 de este estudio, 

se trata con detalle estos tipos de matrices. 

TEOREMA 4-4. Sea M copositiva-plus. Si el procedimiento 

iterativo de Lemke aplicado al Problema Fundamental modifica-

do termina en un rayo, entonces el sistema 

w = q 	Mz, 	w > 0, 	z > O, 

es inconsistente; es decir, no existe una sola solución facti 

ble para el Problema Fundamental que intentamos resolver. 
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Notas preliminares a la demostración. Una matriz M es co 

positiva-plus si satisface las siguientes dos condiciones 

(1) ztMz > O, 	zeL z > O, 	(copositiva) 

(2) si ztMz =Oyz>0 => 	(M + Mt)z = O, 

donde (M + Mt) es simétrica y copositiva. 

En la demostración emplearemos el siguiente resultado*: 

El sistema 

w = q + Mz, 	w > 0, 	z > 0, 

no tiene solución si existe un vector v tal que 

vtM < 0, 	vtq < 0, 	v > 0, 

ya que, al suponer que existe v y una solución factible 2, -- 

obtenemos que 

O < vt  w = vtq + vtMz < O, - 	- 

lo cual es una contradicción. 

* 	R.W.Cottle y G.B.Dantzing indican en (3, p 110) que el he 

cho de que el sistema w = q + Mz, w > O, z > O no tenga so-

lución si y sólo si existe una solución de vtM < O, vtq < O, 

v > O, es consecuencia del teorema de J.Farkas. 
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La idea para la demostración ,de este teorema es suponer 

que el procedimiento termina en un rayo. Luego, existe un vec 

tor zh con las propiedades establecidas en el teorema 4-3 y -

el lema 4-2. Como M es copositiva-plus, descubriremos que zh 

es precisamente el vector v del resultado que acabamos de dis 

cutir. Así, el Problema Fundamental con M copositiva-plus, no 

tiene soluciones factibles cuando el procedimiento de Lemke -

termina en un rayo. 

Demostración. Supongamos que al aplicar el método de Lem 

ke hemos terminado en un rayo casi-complementario, cuyo punto 

final es la solución básica factible casi-complementaria ---- 

z

h (z -t -t t (z ,z ,w ) . Sabemos que existe el vector 	y el vector wh 

z 
tales que 

zo  > O, 	O 	zh > O, 	wh > 0, 

y por casi-complementaridad se cumple que 

O = 	(zh)twh = (zh )t  e mz
h  o  + (zh)tMzh . 

Como M es copositiva y zh > 0, entonces (zh)tMzh > 0. 

Además, como em > 0, 0 ¢ z
h > 0 y zo  > 0, entonces 	 

h t 
m
h (z ) e zo  > 0. 

Así, debemos tener que 
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(z h) temzo  h = O 	y 
	(zh)tMzh  = O, 

para que (zh)twh = O. Pero (zh)tem > O porque O 	zh > O y - 

em > O, entonces 

zo  = O, 

para que (zh )t  emzoh  = O . 

En resumen, 

zo  = O, 	O 	zh > O, 	wh > O, 	(zh)tMzh = O . 

Como M es copositiva-plus y tenemos que (zh)tMzh = O y - 

zh > O, entonces 

o bien, 

(14 
	Mt)zh = 

0,  

Mzh = -Mtzh. 

Ahora, como zo = 0 y wh > O, entonces 

wh = emzo  + Mzh = Mzh > 0. 

Así, 

Mzh = -Mtzh > O, 

Y 
t h M z < O. 
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Así, v = zh es una solución al sistema 

vtM < O, 	vtq < O, 	v > O . 

Concluimos que el Problema Fundamental, con M copositiva 

-plus, no tiene soluciones factibles cuando, al modificarlo y 

al aplicarle el método de Lemke, éste termina en un rayo. 

En el siguiente corolario discutiremos el caso en que el 

Problema Fundamental es tal que M es estrictamente copositiva 

(C*). 

COROLARIO 4-1. Si M es estrictamente copositiva, el pro- 

ceso termina en una solución básica factible complementaria 

del Problema Fundamental modificado. 

Nota. Una matriz M es estrictamente copositiva si 

ztMz > O cuando O # z > O . 

Demostración. Supongamos que al aplicar el método de Lem 

ke al Problema Fundamental modificado hemos terminado en un - 

rayo casi-complementario. Sabemos que existen los vectores 
h 

(z 
 
hl y w

h tales que 
z 

zo  > O, 	0 	zh > 0, 	wh > 0. 
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Además, por casi-complementaridad de las soluciones que cons-

tituyen el rayo, se cumple que 

O = (zh)twh = (zh t  ) emz
ho  + (zh)tMzh . 

Como M es estrictamente copositiva y 0 y zh > O, tenemos 

que 

(zh)tMzh > 0, 

y también 

h t 
m

h (z ) e zo  > O 

porque 0 	zh  > O, em > O y zo  > O. De esta forma, se debe 

cumplir que 

h t (z ) emzo  = 0, 

Y 

(zh)tMzh  = 0 

para que (zh)twh = 0. Esto es contradictorio porque como M es 

estrictamente copositiva, (zh)tMzh > O ya que 0 	zh  > 0. 

Asi, no es posible que el procedimiento termine en un ra 

yo; entonces, termina en una solución básica factible comple-

mentaria. 

Para las matrices con menores principales positivos (ver 

apéndice 2) tenemos el siguiente resultado. 



151 

TEOREMA 4-5. Si M tiene menores principales positivos, - 

el procedimiento de Lemke aplicado al Problema Fundamental mo 

dificado, termina en una solución básica factible complementa 

ria. 

La prueba de este teorema se basa en el•siguiente resul-

tado*1: 

... Sea A una matriz de n x n, x = (1i) un vector colum 

na, y sea y = (ni) = Ax, entonces se dice que A voltea el sig-

no de x si lini  < O para toda i. 

TEOREMA. A es P-matriz (A con todos sus menores principa-

les positivos) si y sólo si para todo vector x # O A no le vol 

tea el signo." 

Es decir, A tiene todos sus menores principales positivos 

si y sólo si, para todo vector x diferente de cero, existe al 

menos un índice i = k tal que 

xkyk  = xk(Ax)k  > 0.*2  

Demostración del teorema 4-5. Supongamos que M tiene sus 

menores principales positivos, y que el procedimiento aplica- 

*111 (81p 83) 

*2  Fiedler y Pták (7,p 385) dieron de esta forma el mismo re-

sultado. 
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do al Problema Fundamental modificado termina en un rayo. 

Esto, como sabemos, implica la existencia de un vector - 

zh tal que 

0 	zh > O, 

y además, 

z.h  (Mzh  ). < O, 	i = 1,.., m . 

Como M tiene sus menores principales positivos, por el -

resultado que acabamos de mencionar, tenemos que para toda -- 

z O existe un índice i = k tal que 

zk
(Mz )k 

> O . 

En particular, como zh 	O, existe un índice de zh, i = 	-- 

tal que 

zh (Mzh) > O, 

contradiciendo el hecho de que 

h Mz.h  ( z ) . < O, = 1,.., k,.., m. 

Así, no es posible que el procedimiento termine en un ra 

yo; es decir, termina en una solución básica factible comple-

mentaria. 
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APENDICE 1 

A1-1.INTRODUCCION 

Este apéndice tiene como objetivo establecer la relación 

que existe entre las matrices: copositivas, estrictamente co-

positivas, copositivas-plus, positivas definidas, positivas - 

semidefinidas, y las matrices propias para resolver juegos bi 

matriciales, y los problemas de programación lineal y cuadrá-

tica mediante el Problema Fundamental. De esta relación y de 

los resultados establecidos en los teoremas del capítulo IV, 

se podrá obtener más información acerca de la existencia y --

obtención de soluciones complementarias que resuelven el Pro-

blema Fundamental. 

A1-2.SUBCLASES DE LAS MATRICES COPOSITIVAS 

Consideremos las siguientes definiciones y notaciones: 

M es: 
DENOTADA 

POR: 
.SI Y SOLO SI 

COPOSITIVA M e C V z> O, ztMz > O 

ESTRICTAMENTE 

COPOSITIVA 
M e C* 

_ 

V 	 z> 

_ 

0,0#  ztMz > 0 
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M es: 
' POR: 

DENOTADA SI Y SOLO SI 

COPOSITIVA 

PLUS 
M e C+ 

	
, 

M e c 

V z > 

; 

O, si ztMz = O 	(M+Mt)z = O 

POSITIVA 

DEFINIDA 
M C P* 	, V z 0, ztMz 	> 	0. 

POSITIVA 

SEMIDEFINIDA 
M e P+ 	, Itil  z, z

t
Mz > O 

Recordemos de la sección 2-3 de este estudio que las formas 

cuadráticas ztMz y 2  -z
t  Mz, donde M' = (M + Mt), son equivalen-

tes. 

Analicemos ahora cómo están relacionadas estas clases de 

matrices. 

Inmediatamente, por la definición de la clase copositiva 

plus (C+), sabemos que su relación con respecto a la clase co 

positiva (C) es 

C+  C C . 

La clase de matrices copositiva, pero no copositiva-plus 

(C - C+) es: 



C - C = [mee ¡az >o}- ztmz = O y (m+mt)zyo } 

Demostraremos que la clase de matrices estrictamente co-

positiva (C*) está contenida en la clase de matrices copositi 

va-plus (C-1.); es decir, 

C* C C . 

Sea M e C*, entonces para toda O 	z > 0, tenemos que 

ztMz > 0. Así, ztMz = O sólo puede ocurrir cuando z = O, y es 

to implica que (M + Mt)z = O. Por lo tanto, M e C+, con lo 

que queda demostrada la contención. 

La clase de matrices copositiva-plus, pero no estricta--

mente copositiva (C+ - C*) es 

C+  c*={mec+ Isoz>o}ztmz=o}. 

Analicemos ahora cuál es la relación existente entre la 

clase de matrices positiva definida (P*) y la clase de matri-

ces estrictamente copositiva (C*). 

Sea M una matriz positiva definida (M e P*). Así, para 

toda z 	O, ztMz > 0, y en particular, para toda O 	z > O, 

ztMz > O. De esta forma, M también pertenece a la clase de 

matrices estrictamente copositiva (C*); es decir, M e C*. Su 

relación es entonces 
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P* C C* . 

La clase de matrices estrictamente copositiva pero no po 

sitiva definida (C* - P*) es 

(C* - P*) = { M e c* 
	

a z < O } ztMz < O } . 

Con respecto a la clase de matrices positiva semidefini-

da (P
+
), demostraremos que ésta está contenida en la clase co 

positiva (C). 

Sea M una matriz positiva semidefinida (M C P+); es de--

cir, para toda z, ztMz > O. En particular, este tipo de matri 

ces cumple que para toda z > O, ztMz > O. Así, M pertenece a 

la clase copositiva (C). Concluimos que 

P C C. 

La clase de matrices copositiva, pero no positiva semide 

finida (C - P+) es 

(C-P+)={MCCIaz< O }ztMz<0}. 

Demostraremos ahora que la clase de matrices positiva de 

finida (P*) está contenida en la clase de matrices positiva 

semidefinida (P+); es decir, 
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ztMz > O. 

Así, una matriz M positiva pertenece a la clase de matrices - 

estrictamente copositiva. 

Empleando los resultados del cuarto capítulo y las rela-

ciones entre las subclases de las matrices copositivas que he 

mos demostrado en este apéndice, podemos asegurar lo siguien-

te: 

- Cuando M es positiva (M > O), podemos modificar o no -

el Problema Fundamental, y de cualquier forma, al aplicar el 

método de Lemke obtendremos una solución complementaria facti 

ble. Esto es consecuencia del teorema 4-1, del corolario 4-1, 

y de que toda matriz positiva es estrictamente copositiva 

(C*). 

- Para la clase de matrices C* - (M1M>0}, es conve 

niente modificar el Problema Fundamental, ya que de esta for-

ma, al aplicar el' método de Lemke, estaremos seguros que ob-

tendremos una solución complementaria factible. El corolario 

4-1 y el hecho de que la clase de matrices de la que hablamos 

es estrictamente copositiva, fundamentan esta observación. 

- Cuando M pertenece a la clase copositiva-plus pero no 

estrictamente copositiva, (C.4-  - C*), al modificar el Problema 
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Fundamental y al aplicar el método de Lemke, de no terminar - 

en una solución básica factible complementaria, es decir, al 

terminar en un rayo, el Problema. Fundamental que deseamos re-

solver es inconsistente. El teorema 4-4 fundamenta lo ante--- 

rior. 

A1-3.LA MATRIZ M DEL PROBLEMA FUNDAMENTAL ESTRUCTURADO PARA 

RESOLVER JUEGOS BIMATRICIALES 

Ubicaremos ahora, dentro de este contexto, a las matri-

ces M del Problema Fundamental estructuradas para resolver -- 

juegos bimatriciales. Como sabemos, éstas son de la forma. 

mxm  Amxn  

M = 
Bt O nxm nxn 

donde A > O y B > O. Observemos que M > O. 

Para demostrar que esta clase de matrices es copositiva, 

basta comprobar que las matrices no-negativas (M > 0) lo son. 

Sea 

M > 0. 

Al multiplicarla por un vector z > 0, tenemos que 



Mz > O, 

y finalmente, 

ztMz > O . 

Así, M > O es copositiva, y por lo tanto, las matrices -

del Problema Fundamental estructurado para resolver juegos bi 

matriciales también lo son. 

Demostraremos, ahora que estas matrices no pertenecen a - 

la clase copositiva-plus. 

Empecemos por analizar cómo es la forma cuadrática ztMz 

para este caso especial. Sea 

{Zil 
Z 

Z2 

donde 
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Z1= Y 	z2=  

Tenemos entonces que 

t ztMz = (zi,z2
t  
)  O mxm Amxn 

B
t 	O nxm nxn, 

•
N 

Z1 

Z 2  



O mxm  (A + B)mxn 

De esta forma, 

(A + B)Ixm  Onxn 

(M 	mt)z  = 

rZ2B t t 
=  
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= z2 Bt zi + z2Az2  = z2Bz 2  + ziAz 2  = 

Ahora 

M = 

= z I (A 

analicemos 

	

'omxm 	Amxn 

B 	0t 

	

nxm 	nxn 

+ 	B)z 2 	. 

cómo es 

t 'O1 

la forma 

mxm 

A nxm Ot 

(M + 

Bmxn 

nxn 

Mt)z. 

A > 

B > 

Dado que 

O, 

O, 

la matriz (M + Mt) es 

Omxm (A + B) n' 
(M + Mt) = 

(A + B)nxm 	Onxn .  

A + B > O . 

• 

Para que M sea copositiva-plus (C+), debe cumplir que 

z.' 	(A + B)z2  

z 2 	(A + B) z t  



[

(A + B) z 2  

(A + B)tt 1  [(A + B)tzi l 

z I (A + B)z 2  = O 	Y 
O 

O 

M e c, 
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y que 

iL z > 0, 	si ztMz = 0 => (M + Mt)z = O, 

o bien, 

ivt [Zil t 	
(A + B)z2  

> 0, si ZI(A 	B) z 2  = O 
Z2 (A + B)tzi = 

A. (A1-1) 

Sabemos que M e c . Veamos si M cumple (A1-1). 

- Para verificar que (M + Mt)z = O para todos los casos en 

que ztMz = O, debemos considerar que z = O o bien O 	z > O. 

Cuando ocurre lo primero (z = O), la condición (A1-1) si 

se cumple porque 

  

[

(A + B)z2  

(A +  

 

Z I (A 	B)z2  = O Y = O . 

    

Ahora bien, cuando ocurre lo segundo (O y z > o), como - 

A + B > O, para que zIt 
 
(A + B)z2  = O, existen sólo dos posibi-

lidades: que0Yzi  > O y z2  = 0, o bien, z1  =0y0Yz2  > O. 

Para la primera posibilidad, tenemos que 
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Para la segunda posibilidad, resulta que 

	

Y 	
{(A + B)221 	[(A + B)z2  

zI (A + B) z2  = 0
I 

O 
(A + B)tzl, 	0 	

9¿   

Observemos que para el caso 

	

O Y z1  > O 	y 	O 	z2  > O, 

ocurre que 

zI(A + B)22  > O. 

Concluimos que la matriz M del Problema Fundamental, es-

tructurado para resolver juegos bimatriciales, no es copositi 

va-plus. Esto significa que este tipo de matrices pertenece a 

la clase C - C
+. 

Así, la única información que tenemos hasta el momento - 

sobre este tipo de matrices, proviene del teorema 4-2, e indi 

ca que al aplicar el método de Lemke al Problema Fundamental 

original, iniciado como se sugiere en la demostración, el pro 

cedimiento terminará en una solución complementaria factible. 

Sin embargo, como veremos a continuación, al aplicar el méto-

do de Lemke al Problema Fundamental modificado y estructurado 

para resolver juegos bimatriciales, éste termina en un rayo 

después de sólo una iteración. 
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Observemos que para la clase C - C+  no podemos asegurar 

que al terminar el procedimiento en un rayo, el Problema Fun-

damental es inconsistente. 

El Problema Fundamental modificado y estructurado para - 

resolver el juego bimatricial r(A,B) es 

u 	-em 

	

em 	Al x 
z + 

Bt O yv 	-en 	en 

u 	X 

> O, 	> 0, 	za > 

y 

	

(xt ,yt )ful 	o . 

Iniciemos la búsqueda de una solución básica factible ca 

si-complementaria, partiendo del origen; esto es, 

z; = O, 	x = 0, 	y = O. 

Así, 

u = -em 
	Y 	v = -en, 

dando como resultado la siguiente solución básica complementa 

ria no-factible 
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xl  ul 	 xm  u m  yi y/  .-. 	e • • • Yn V  

0 -1  	0 -1 0 -1 0 -1 

zo  

Incrementamos zo  de tal forma que generamos un rayo de -

soluciones factibles. casi-complementarias puesto que z. > 0; 

esto es, 

z.= x, 	co, 

x = 0, 

y = 0, 

u = -em + emz„ 

= -en + enz.. 

Cuando z. > 1 estaremos generando el rayo casi-complementario 

zo  X1 u1 	 x m u m yi  yi 	 Yn y  n 

> 0 > 0 > 0 > 0 	> 

Decrementamos za  para encontrar una solución básica fac-

tible casi-complementaria (puesto que z. > 0). Con el propósi 

to de retener factibilidad, reducimos hasta 

min {z01 u > O, y > 0, x > 0, y > O } = 1 . 

de esta forma, 



u = -em  + em = O, 

v = -en  + en = O, 

y obtenemos la solución básica factible complementaria degene 

rada: 
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ui 	 xm  um  yi 	vi 	 yn vn 1:  + 
0 	0 	 0 	0 

+ 
0 	0 
+ 

O 	O 
+ 

z o  

1 

La regla de complementaridad indica que, del par no-bási 

co, incrementemos el complemento de la variable que acaba de 

salir de la base (la variable marcada con +). En este caso de 

generado, para el que no está diseñado el método, tenemos m+n 

elecciones posibles. 

Supongamos que incrementamos x Y ; es decir, x
Y 
 entrará a 

la base. Tenemos entonces que 

zo  = 1, 

xy = X, 	X > O, 

x.1  = 0, 	i 	y, 

y = 0, 

u = Ay = 0, 

v = (Bt)yx . 

Como B > 0, 



z o  

1 
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v = (Bt)yx >.0 
Y 

V -› Do 
	cuando 	x 	. 

Y 

Así, hemos generado el rayo casi-complementario degenerado: 

x l  ul  • •xu• 
Y Y 

•xuy1  m m vi  • -yv• 
Y Y 

• yn vn 
O O • • > O •- O O O > • • O >••0> 

- - 

De la misma forma, supongamos que incrementamos y . Tene 
Y 

mos entonces que 

z o  = 1 

x = O, 

y
Y 
 = X, 	X > 0, 

yi  = 0, 	j 	Y,  

u = Ay = AYyy, 

v = Btx = O . 

Como A > O, 

u = AYy > O, 

Y 

u 4. . 	cuando 	y -4- 	. 
Y 

Hemos generado de esta forma el rayo casi-complementario dege 



z o  

nerado: 

XI lli • •xY  uy  • •xm  um  yi VI • •yY  vY  • • yn Vn 

0 > • • 0 > • • 0 	> 0 0 • • > 	0 • • 0 0 

En base al resultado anterior y al que establece el teo-

rema 4-2, concluimos que tratándose del Problema Fundamental 

estructurado para resolver el juego bimatricial r(A,B), es --

inútil modificarlo y aplicar el método de Lemke para encon---

trar una solución complementaria factible. Lo indicado para -

obtener tal solución, es iniciar el procedimiento de búsqueda 

tal y como se indica en la demostración del teorema 4-2. 

A1-4.LA MATRIZ M DEL PROBLEMA FUNDAMENTAL ESTRUCTURADO PARA 

RESOLVER PROBLEMAS DE PROGRAMACION LINEAL Y CUADRATICA 

Ahora investiguemos a qué clase pertenecen las matrices 

asociadas al Problema Fundamental, estructurado para resol--

ver problemas de programación lineal y cuadrática. Así, po--

dremos aplicar resultados que ya conocemos a estos tipos par 

ticulares de Problemas. 

Dos son los resultados útiles que demostraremos para es 

te fin. El primero establece que si M 1  y M2 son matrices que 
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pertenecen a la clase copositiva-plus (C4-), entonces la ma—

triz diagonal de bloque también pertenece a esta clase. El se 

gundo indica que si M es una matriz que pertenece a la clase 

copositiva-plus (C+) y S es una matriz anti-simétrica del 

orden de M , entonces M + S también pertenece a la clase co-

positiva-plus (C+). 

Demostraremos el primero. Por hipótesis, Mi, i = 1,2, 

son copositivas-plus (C ); esto es, 

z. > O, 	z.1Mz.1  > 0, 

Y 

= zi si t 

 1 1 1 	1 	1 i 	
O . 

Sea 

z 1  z2 	10 M2  . 
z =   Y 	M =

M1  O [  

Demostraremos que M es copositiva. 

Observemos que z > O si y sólo si z1  > O y z2  > O. Además, 

para toda z > 0, la forma cuadrática z
tMz es 

r ztMz = 1Zi
t  
rZ2IMI  O líZll = 

O M2 Z2 



r 
(. 
t 	t N 

= ZIMI,Z2M2Jr1 = 

Z2 

= ZIMIZI 	Z2M2Z2 > 01 

ya que por hip6tesis.M1  y M2 son copositivas; es decir, 

V- zi  > O, 	ziMizi  z 0, 	i = 1,2. 

En particular, 

ztMz = ziMizi  + z2M2z2  = O 

si y sólo si 

zim izi  = o 	y 	z2m2z2  = 0 • 

Cuando esto ocurre, 
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(M + M ) t)  Z 	
o 

o M2) O M2 Z2 

M1 	MI 	O 	Zil 

O 	M2 	1-a m2
t z2 

f(MI 	M.hZ1 . [01 = 0  

(M2 M2)z2 0 



ya que por hipótesis, 

1 si t i 	1 	1 = 0, i = 1,2 . i 	1  

De esta forma, una matriz M tal que 

[II 0 
M = 

0 M2 

donde M1  y M2 son copositivas-plus, es copositiva-plus (C+). 

Demostraremos ahora el segundo resultado. Sea M una ma-- 

triz copositiva-plus (C+) y S una matriz anti-simétrica del - 

orden de M; es decir, M es tal que 

z > 0, 	ztMz > O, 

Y 

z > O, si ztMz = O = 	(M +Mt)z = O, 

y S es tal que 

St = -S, 	o bien, 	S = -St . 

Debemos demostrar que M + S cumple las condiciones 

z > 0, 	zt(M + S)z > O, 	(A2-2) 
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Y 

3o1 z > O si Zt (M + S) z = O = ((M 	S) 	(M 	S) )Z = O. * 

De la sección 2-3 de este estudio, sabemos que conside--

rar la forma cuadrática ztMz es equivalente a considerar la - 

forma cuadrática Izt(M + Mt)z. 

Analicemos cómo es la forma cuadrática 

ztSz, 

o bien, 

2-zt(S + S
t)z. 

Por hipótesis, S = -St  o S 	St = O. Entonces, 

2—Z
t 
 (S 4-  S

t
)2 = 0, 	L Z, 

o 

zt(S + St)z = O, 	it z. 

Así, S cumple la definición de la clase positiva semide-

finida (P+); es decir, 

7.01  z, 	zt(S + St)z > O. 

* (A2-3) 



171n particular, 

V z > 0, 	zt(S + St)z > 0. 

Esto significa que S es copositiva. 

Observemos que 

zt(M + S)z = ztMz + ztSz, 

donde ambas matrices, M y S, son copositivas. De esta forma, 

V z > 0, 	ztMz > O 	y 	ztSz > 0, 

resultando que 

V z > 0, 	zt(M + S)z = ztMz + ztSz > 0; • 

esto es, (M + S) es copositiva. 

Demostraremos ahora que (M + S) cumple la condición ----

(A2-3). Para ello, sabemos que M es tal que 

z > O, si zt  (M + Mt)z = O 	(M + Mt)z = O. 
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Al sumar 



O = zt(S + St)z 

a la condición anterior, tenemos que 

✓ z > O, si z
t
(M + Mt)z + zt(S + St)z = O 

(M + Mt)z + (S + St)z = O, 

o bien, 

✓ z > O, si zt((M + S) + (Mt  + St))z = O 

((M + S) + (Mt  + St))z = 0, 

o 

• z .> O, si zt ( (M + S) + (M + S) t)z = O 

((M + S) + (M + S) t)z = O. 

Así, (M + S) satisface (A1-2) y (A1-3); es decir, 

(M + S) es copositiva-plus (C+). 

Veamos ahora cómo estos dos últimos resultados, son úti-

les para clasificar a las matrices propias para resolver el -

problema de programación lineal, y a las matrices propias pa-

ra resolver el problema de programación cuadrática. 

Como ya discutimos en el segundo capítulo, la matriz es-

tucturada para resolver el problema de programación lineal es 
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de la forma 

{0 -At  
A de mxn, 

A O 

y la matriz estructurada para resolver el problema de progra-

mación cuadrática, es de la forma 

[1:1 -At  
M = 

	

	D de nxn. 
A O 

Consideremos el primer caso. Observemos que la matriz 

0 0 

= 1.0 0 

es copositiva-plus (C+), y la matriz 

 

(O -A

t  A O 

 

S = 

 

  

es anti-simétrica, ya que 

0 -At t 	í O At 	{0 -Ati 
St = 	= - 	= -s 

A O 	-A O 	A O 

Así, M es la suma de una matriz copositiva-plus y una matriz 
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M = 

anti-simétrica; esto es, 

O 4- S = 
O 	O J 	lA O J 	JA 0 

= M.  
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Por el segundo resultado, podemos asegurar que M es copositi-

va-plus (C+). 

Para el caso en que M es propia para resolver el proble-

ma de programación cuadrática; esto es 

rA -At  

inmediatamente observamos que la matriz D es la que determina 

si M es copositiva-plus (C
+) o no lo es; es decir, M e c+ 

cuando D e c+. 

M = 
O } , 
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APENDICE 2 

A2-1.INTRODUCCION 

El objetivo de este apéndice es el de complementar el --

teorema 4-5, dando una definición detallada de lo que son las 

matrices con menores principales positivos, y mostrando que -

esta clase de matrices, si bien incluye un subconjunto de ma-

trices copositivas, también se extiende sobre la clase no-co-

positiva, incrementando de esta forma la clase de matrices, - 

nara las que sabemos que el Problema Fundamental tiene solu—

ción complementaria factible. 

A2-2.MATRICES CON MENORES PRINCIPALES POSITIVOS 

Sea M una matriz de m x m. Una submatriz de M resulta -

de eliminar un conjunto de sus columnas y un conjunto de sus 

renglones (ambos conjuntos pueden ser vacíos). Una submatriz 

principal de M resulta de eliminar un conjunto de sus colum-

nas y respectivos renglones (este conjunto puede ser vacío). 

Así, una submatriz principal siempre es cuadrada. Por ejem--

plo, la matriz 
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 m2 	3 
3 	3 	3 1  

Mi 

IJ  MM: 	li  

MI MI 1 

1 	2 	3  
r 

• 
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M = 

 

  

tiene las siguientes submatrices principales: 

En general, podemos eliminar 0, 1, 2,.., hasta m - 1 ren 

glones y sus respectivas columnas. Al suprimir m renglones y 

sus respectivas columnas, eliminaremos a toda la matriz y ob-

tendremos O submatrices principales, lo cual no tiene utili--

dad. 

Cuando la cardinalidad de los renglones y sus respecti--

vas columnas a eliminar es cero, entonces tenemos a la matriz 
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original; esto es, 1 submatriz principal. Cuando la cardinali 

dad es uno, obtenemos una matriz por cada renglón y respecti-

va
[ml 

columna que eliminemos; es decir, tenemos 	= m submatri 1  
ces principales de m - 1 renglones por m - 1 columnas. Cuando 

eliminemos dos renglones y sus respectivas columnas, tenemos 

Cuando sea 3, tenemos (3l  posibles submatrices de (m - 3) x - 

(m - 3). Asi sucesivamente, hasta que eliminemos(m - 1)renglo 

nes y sus respectivas columnas para obtener [
m  1J 
1 posibles ma 

trices, que son los elementos de la diagonal. De esta forma, 

el número de submatrices principales (NSP), de una matriz cua 

drada M de m x m, es la suma de las submatrices principales -

posibles para cada caso; es decir, 

NSP = 1 + m 	
[2J
m  + 1

3J
m 	(11) 	m 

m-11.  

Observemos que 

( 	

m' 

m0) - O' m' 
- 1, 	porque 0! = 1. 

Asi, el número de submatrices principales (NSP) de una matriz 

M de m x m es 

m-1 
NSP = E [1. 

j=0 3 

[21 posibles matrices de m - 2 renglones por m - 2 columnas. 
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Dada una submatriz principal de una matriz M, al determi 

nante de ésta se le conoce como menor principal. Así, M tiene 

tantos menores principales como submatrices principales. Cuan 

do todos los menores principales de una matriz M son positi--

vos, se dice que ésta pertenece a la clase matrices con meno-

res principales positivos, que denotaremos por S. 

La relación entre la clase matrices con menores principa 

les positivos (S+) y la clase copositiva (C) es 

es decir, 

(s+ -c)=CmItnes+  y M 0C } 	4) 

S
+ nc=(milnes+ 

y mec10 

(c-s+)=(1,41mec y MO S+  }# 4) 

Para comprobar que lo anterior es cierto, mostraremos un 

elemento de cada conjunto: 
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M = 
{ 	2 

-1 

7 

4 
e 	(s+  - 	c), 

M = 

M = 

1 

o 

o 

o 

oll 

no] 

e 	s 	n 	c, 

e 	(c - s+) 

De esta forma, el resultado que establece el teorema 4-5, 

no redunda sobre la misma clase de matrices, para las que ya 

existe información sobre la existencia y obtención de solucio 

nes básicas factibles complementarias, sino que incrementa a 

esta última por lo menos en 
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CONCLUSIONES 

El Problema de Complementaridad Lineal es el de encontrar 

solución al sistema• 

z > O, 	q + Mz > O, 	<z,a + Mz> = O; 

es decir, se desea encontrar un vector z no-negativo, cuya ---

imagen F(z) bajo el mapeo sea no-negativa y ortogonal a él. --

(ver secciones 1-2 y 1-3). 

Al definir el vector de holguras 

w = q + Mz, 	w > 0, 

el Problema de Complementaridad Lineal se transforma en el si-

guiente problema equivalente denominado Problema Fundamental: 

w = q + Mz, 

w > O, 	z > O, 

ztw = O. 

(ver sección 1-3). 
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Este Problema Fundamental es posible estructurarlo para - 
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resolver otro tipo de problemas. Cuando se desea resolver el - 

problema de programación lineal primal-dual factible mediante 

el Problema Fundamental, este último debe estructurarse de la 

siguiente forma: 

b 	-A 0'  
q = 	M = 

(ver sección 2-2). 

Cuando se desea resolver el problema de programación cua-

drática, el Problema Fundamental debe estructurarse como : 

u 	-c 	-D'Atl 
q = 	= 	z = 

-A 0 {xxl 

(ver sección 2-3). 

Para encontrar puntos de equilibrio de juegos bimatricia-

les, el Problema Fundamental se estructura así: 

-e 	[0 Al 

w= [1:71 
q = 	M= 

Bt O 
, z= 

-e
m 

n 

Además, un punto de equilibrio del juego bimatricial para el - 

que fue estructurado el Problema Fundamental es una pareja 

x* 	Y*  

x*tem  y*te 

W Z = 

íxyI 

W 
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donde (x*,y*) es una solución que resuelve el Problema Funda--

mental estructurado como se indicó anteriormente (ver sección 

2-4). 

El Problema Fundamental se puede resolver empleando el --

método de Lemke cuando la región de soluciones factibles 

Z = {zlz> O, q+ Mz > 0 } , 

no presenta degeneración. Sólo cuando esta suposición de no-de 

generación se cumple, podemos asegurar que todas las solucio-

nes complementarias factibles corresponden a puntos extremos 

de Z, y que las soluciones casi-complementarias factibles co--

rresponden a puntos extremos y aristas abiertas de Z (ver lema 

3-1 sección 3-4). Además, las soluciones complementarias facti 

bles, bajo esta misma suposición, corresponden a puntos fina--

les de caminos de puntos extremos adyacentes casi-complementa-

rios . Asi, el método de Lemke consiste en la bósqueda de pun-

tos finales de caminos de adyacencia casi-complementarios, a - 

partir de una solución casi-complementaria factible (ver teore 

ma de Lemke sección 3-4). 

En la siguiente tabla se resume para diferentes tipos de 

Problemas Fundamentales los resultados referentes a la obten-

ción de la solución básica factible casi-complementaria ini---

cial, y a la existencia de soluciones complementarias facti---

bles al aplicar el método de Lemke a partir de esta solución -

inicial. 



TIPO DE PROBLEMA FUNDA- 

MENTAL 

OBTFNCION DF LA SOLUCION 

CASI-COMPLEMENTARIA FAC- 

TIBLE INICIAL 

EXISTENCIA DE SOLUCIONES COMPLEMENTARIAS 

FACTIBLES 

CON M > 0 

ESTRUCTURADO PARA RESOL 
VER JUEGOS BIMATRICIA- 
LES. 

VER TEOREMA 4-1 SFCCION 
4-2. 

VER TEOREMA 4-2 SFCCION 
4-2. 

LA BUSQUFDA INICIADA COMO SF INDICA FN -
FL TEOREMA 4-1, TERMINA FN UNA SOLUCION 
COMPLEMENTARIA FACTIBLE. 

LA BUSOUFDA INICIADA COMO Sr INDICA FN -
FL TEOREMA 4-2,TFRMINA. EN UNA SOLUCION 
COMPLEMENTARIA FACTIBLE. 

-CON M COPOSITIVA-PLUS 
-ESTRUCTURADO PARA RE- 
SOLVER PROBLEMAS DE PRO 
GRAMACION LINEAL. VER : 
SECCION A1-4. 
-ESTRUCTURADO PARA RE-
SOLVER PROBLEMAS DE PRO 
GRAMACION CUADRATICA 
CON MATRIZ D e C. VER 
SECCION A1-4. 

MODIFICAR EL PROBLEMA 
FUNDAMENTAL. 
VER SECCION 4-3. 

SI LA BUSOUEDA TERMINA EN UN RAYO, EL 
PROBLEMA FUNDAMENTAL ES INCONSISTENTE; 
DE OTRA FORMA, TERMINA EN UNA SOLUCION 
COMPLEMENTARIA FACTIBLE. VER TEOREMA 4-4 
SECCION 4-4. 

CON M ESTRICTAMENTE CO- 
POSITIVA (C*). 

MODIFICAR EL PROBLEMA 
FUNDAMENTAL. 
VER SECCION 4-3. 

LA BUSQUEDA TERMINA EN UNA SOLUCION COM-
PLFMFNTARIA FACTIBLE. VER COROLARIO 4-1, 
SECCION 4-4. 

CON M QUE TIENE MENORES 
PRINCIPALES POSITIVOS. 
VER SFCCION A2-2. 

MODIFICAR EL PROBLEMA 
FUNDAMENTAL. VER SECCION 
4-3. 

LA BUSOUFDA TERMINA FN UNA SOLUCION COM-
PLFMENTARIA FACTIBLE. VER TEOREMA 4-5, 
SECCION 4-4. 
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Los estudios de C.E.Lemke y G.B.Dantzing que fueron tratados 

en este trabajo, han servido como referencia para estudios reali-

zados por otros investigadores referentes al Problema de Comple--

mentaridad Lineal. A continuación se presenta una lista de algu-

nos artículos y su relación de precedencia con los dos artículos 

fuentes* de este trabájo, con objeto de orientar y ubicar al lec-

tor interesado en prolongar este estudio. 

(a) C.E.Lemke and J.T.Howson Jr., "Equilibrium Points and Bima---

trix Games", J. Soc. Indust. Appl. Math. 12(1964), 413-422. 

(b) C.E.Lemke, "Bimatrix Equilibrium Points and Mathematical Pro-

gramming", Management Science 11(1965), 681-689. 

(c) R.W.Cottle and G.B.Dantzing, "Complementary Pivot Theory of 

Mathematical Programming", Linear Algebra and its Applica----

tions 3(1970), 295-310. 

(d) R.W.Cottle, "Solution Rays for a Class of Complementary Pro-

blems", Mathematical Programming Study 1 (1974), 59-70. 

(e) R.W.Cottle and G.B.Dantzing, "A Generalization of the Linear 

Complementarity Problem", Journal of Combinatorial Theory --

8(1970), 79-90. 

* En esta lista corresponden a (b) y (c). 
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(f) B.Curtis, "The Linear Complementary Problem", Management --

Science, vol 17, no9(may 1971), pp 612-634. 

(g) R.W.Sargent, "An Efficient Implementation of the Lemke Algo-

ritm and its Extension to deal with Upper and Lower Bounds", 

Mathematical Programming Study 7 (1978), pp 36-54. 

(h) O.L.Mangasarian, "Linear Complementary Problems Solvable by 

a Single Linear Program", Mathematical Programming 10(1976) 

263-270. 

(i) O.L.Mangasarian, "Solution of Linear Complementary Problems 

by Linear Programming", in: G.W.Watson, ed., Numerical Analy 

sis Dundee 1975, Lecture Notes in Mathematics N,506 (Sprin--

ger Berlin, 1976) pp 166-175. 

(j) R.W.Cottle, J.S.Pang, "On Solving Linear Complementary Pro--

blems as Linear Programs", Mathematical Programming Study 7 

(1978), pp 88-107. 

(k) 0.L.Mangasarian, "Characterization of Linear Complementary - 

Problems as Linear Programs", Mathematical Programming Study 

7 (1978), pp 74-87. 

(1) C.E.Lemke, "Some Pivot Shemes for the Linear Complementary - 

Problem", Mathematical Programming Study 7 (1978), pp 15-35. 



(m) J.A.Tomlin. "Robust Implementation of Lemke's Method for the 

Linear Complementary Problem", Mathematical Programming Stu-

dy 7 (1978), pp 55-60. 

(n) K.G.Murty, "Computational Complexity of Complementary Pivot 

Methods", Mathematical Programming Study 7 (1978), pp 61-73. 

(ñ) R.W.Cottle, R.S.Sacher, "On the Solution of Large Structured 

Linear Complementary Problems: The Tridiagonal Case", Applied 

Mathematics and Optimization, vol. 3, N04(1977), pp 321-340. 
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