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PROLOGO

El por qué de tratar siempre de que se cumplan las su
posiciones que se hacen 0 preguntarse (Qué sucede si se -
violan las suposiciones?, o ;Cudles son los efectos de vio
lacibén a las suposiciones?, que finalmente se reflejan en
los resultados de aplicar el andlisis (o técnica) estadis—
tico, fué lo que motivé el presente trabajo. Bste se desa-
rroll$ sobre la suposicién de igualdad de varianzas (homo-
cedasticided), un tépico dentro de los Modelos Lineales y
en particular en Anfdlisis de Regresién Lineel (la parte en
que se desarrolla).

Por otra parte, puesto que en general, en cursos ordi
narios de Andlisis de Regresién o relativos a €ste, se tra
tan muy pocas pruebas para detectar si existe violacién de
esta suposicién (heterocedasticidad); se tuvo interés en
gsaber si estas pruebas son realmente buenas o si habrian o
tras mejores o mds f4ciles para calcular. Por esto, se pre
senta a manera de informe lo que se pudo investigar.

Para terminar, se hace la aclaracién que en todo el
trabajo se presupone conocimiento mfnimo de Andlisis de Re

gresién,




INTRODUCCION

Tanto en el Andlisis de Regresidén Lineal como en los
Modelos Lineales en general, es indispensable hacer ciertas
suposiciones las cuales validan todos los resultados e infe
rencias gque se obtienen de aplicar tales técnicas estad{sti
cas,

Dado el cardcter de importancia que tienen las suposi-
ciones, es obvio que en todo estudio que se lleve a cabo,
debe uno tratar de que se cumplan, si no de forma estricta,
al menos aproximadamente. AUn cuando las técnicas para veri
ficar si se cumplen o no, son variadas. Sin embargo, no e--—
xiste un método general para verificar todas les suposicio-
nes al mismo tiempo. Estas van desde un andlisis rdpido (cg
mo son los métodos gréficos) hasta pruebas de significancia
muyy sofisticada pero que son mas confiebles.

Bn caso de no cumplirse las suposiciones, lo recomenda
ble es hacer transformaciones a los datos, para que estos
tYengan un comportamiento de acuerdo a los supuestos. Dado
que este trabajo no trata a ningdn nivel las transformacio-
nes, se cita en €1 bibliograf{a para que el lector interesa
do pueda recurrir a ella.

Lo que aouf{ se presenta no es nada original, es mas
bien una redopilacién de informacién sobre los efectos de
violacidén a homocedasticidad y como se puede detectar dicha
violacidn. Se traté por lo tanto de seguir una secuencia 1§
gica para la presentacién de la misma. Con esto en mente,

ge procedid de la siguiente formas
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En el capfitulo I, se hace un repaso del modelo de Re—
gresién Lineal empezando por las suposiciones, se definen
los residuales y se menciona brevemente la importancia de
ellos dentro del andlisis. Se da una explicacién rdpida de
los Métodos Grificos y finalmente, se exponen los efectoe
que acarrea la violacién de la suposicién de homocedastici
dad. Bn el siguiente, capitulo IY, se describen unas serie
de pruebas para detectar heterocedasticidad, la cual empie
za por la prueba de Bartlett y 12 prueba de Scheffé (la ra
zén de esto es vorque éstas son 1as vruebas cldsicas), las
sicuientes se citan en orden cronvuld rico. .nbe genalar ale
en algunz< de las pruebas no se pudier n ootener los arti -
culos oriinales. Sin embargo, se tratd de dearles una expli
cacidn clara.

Bn el capftulo IIX, se hizo una revisidédn de los experl
mentos (para comparar la potencia de las pruebas) que han
realizado diferentes personas. Lo que se persigue con esto,
es dar una idea del comportamiento de las pruebas y se in-
cluye un resdmen de los resultados obtenidos sobre las prue
bas.

Pinalmente se incluyen las tablas que se necesitan pa-
ra llevar a efecto las pruebas y se cita la bibliograffa pa

ra aquellos lectores interesados en un tratamiento mas for-

mal de cada prueba.,
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CAPITULO I

EFECTOS DE VIOLACION DE HOMOCKEDASTICIDAD
EN RBEGRESTON LINEAL

Bn este capftulo, se contemplan los efectos de la vio -
lacién de homocedasticidad, que se pudieron obtener de toda
la bibliograff{a consultada, en el Modelo de Regresién Ii ——
neal y las formas en que ésta pudiera ocurrir,

Para tal fin, se consideré necesario dividir en cinco
secciones el cap{tulo. Es importante hacer notar que todas
las secciones se tratan a nivel introductorio excepto la -
quinta en donde se tratan los efectos de heterocedasticidad.
Para mespaldan todo lo que se escribe, se cita bibliograffia
sn donde el lector interesado en profundizar podr4 satisfa-
cer su inquietud.

En la primera seccién se enuncian las suposiciones b4 -
sicas; en la segunda se trata la idea de estimador y para
que sirve; en la tercera se da la definicién de lo que es
un residual y en la cuarta se mencionan, de manera somera,
los métodos gréficos que entre otras cosas ayudan a saber
31 se cumplen las suposiciones. Finalmente en la dltima seo-
cién se ven los efectos de violacién a la suposicién de ho-
mocedasticidad como me mencion$ al principio.

1) Muchas veces, tenemos que hacer abstracciones de
la realidad, Por esta razén, nosotros nos encontramos en la
necesidad de hacer representaciones por medio de algfn mode
1o matemdtico que explique lo me jor posible el fendmeno en
astudio.

Contemplemos las siguientes situacioness




1.1) Supdngase que nos piden que demos la distancia a
que se encuentra una particula x al tiempo %, que sale
de un punto dado a una velocidad constante Ve

1.2) Bn que tiempo estard en el suelo un objeto que ma
tira verticalmente de una altura 4.

1.3) Ros encomiendan estudiar el némero de entradas de
personas ( venta de boletos ) a un estadio.

Si nos ponemos a pensar; el nimero de entradas de personas
( venta de boletos ) vista como un fendmeno, se intuye que
puede ser explicado pors

1) Bl nimero de gente que habita el lugar en donde se

encuentra instalado el estadio.

ii) Que tan importantes son 10s equipos que Be encuen
tran ( ya sean de beisbol, fitbol, futbol america
no, etc., y la importancia debida al nimero de par
tidos ganados en esa temporada.),

iii) La cantidad de unidades de transporte,

iv) Ia época en que se llevan a cabo los encuentros,

(en el sentido climatolégico ), etc.

1.4) Supbngase que para fijar el impuesto de los nego
cios con ingresos mayores a $ 2,000,000.00 , La Secretaria
de Hacienda y Crédito P¥blico, necesita hacer un estudio
sobre las ventas de las tiendas en todo el pafs. Se piensa
que los factores que influyen y por lo tanto se tomarén en
cuenta sons

i) Bl drea del local ( del negocio ).

1i) La cantidad de mercancf{a que cada tienda posee.

1ii) La disponibilidad para atender al pdblico, etc.




Los modelos que servirf{an para representar a cada uno

de los fendmenos en estudio podrfan ser de la forma siguien

tes
1.~ = vt ; para el ejemplo 1.1
2.- tt = 2 4d/g ; para el caso 1.2, donde:
d= altura y
g= 9.8 m/seg2 y lew aceleracién cons -
tante debida a la gravedad.
3.- Y =3 xlxg ; para sl ejemplo 1.3
X
3
8 3 -16
X710
1l R X_,X H
4= Y= [B.lozoxlarctan(eBIe)] 3 36 (Kl' 2? 3) ’

donde C es un factor de correccidén y R una funcidn
desconocida de Il, 12 Yy 13.

é sencillamente como

S¢= Y = xlfl + xzfé + 13F3 + g(xl,12,13)
que en general puede escribirse como

6.- Y = xlﬁl + 12ﬁ2 + eee + Ihf; + g{ Xl, eve 3 IP )

Podr{amos de esta forma seguir enumerando modelos para
describir tal J cual fenémeno.

Por otra parte a los fendSmenos se les puede clasificar
en dos clasess

i) Deterministicos.

ii) No-Determin{sticos.

Los no-deterministas: § aleatorios son aquellos en los que

no se conoce de antemano lo que sucederd, situamcién que no

sucede en los primeros,




Como una aclaracién, debemos notar que en los fenéme-—

nos Determinf{sticos la relacién entre el modelo y el fené-

meno estd completamente definida, tal es el caso de los mo

delos (1-3). Los No-determinfsticos,contrario a lo ante

rior, estdn sujetos a cambios inesperados del fendmeno, es
decir, la relacién entre el modelo y el fenémeno no es exac
ta como en los modelos (4-6).

Bn este trabajo, se considerardn dnicamente fenSmenos
no-determin{sticos.

Dada la facilidad de cdlculos y més importante adn, la
facilidad para la interpretacidn de los resultados, (carac-
ter{stica indispensable que debe poseer cualquier modelo),
supondremos que la relacién entre el fenémeno y las wvaria-
bles explicativas es de la forma (6), es decir lineal en
las pA's.

Ahora, pudiera ocurrir que no tomaramos en cuenta to-
dos los factores que influyen para explicar el fenémeno, ya
sea por cuestién de costo, tiempo o bien por no conocerlos,
entonces siempre existird un término de discrepancia o fluc
tuacién, esto puede verse en 10s ejemplos 1.3 y 1l.4. En el
e jemplo 1.3 un factor que pudiera afectar serfa la transmi
8ién por telavisién de los encuentros ¢ en el ejemplo 1.4
pudiera afectar el nivel de ingresos de los habitantes de
la localidad donde se hiciera el astudio, etc, Dado ésto,
lo recomendabls es incluir las variables explicatorias mds
relevantes para el estudio =dsnotadas por 11,12,...,Ip en
(6)= de 1la wvariable respuesta Yl.

Por otro lado, es hasta cierto punto 1légico, el pensar

l.- Generalments a X_,...,X 8e les llamen variables inde -
pendientes y a Y P variable dependiente, En este
trabajo se usard esta convencién.




que tanto las variables independientes como la dependiente
estén sujetas a error, ya sea debido al vaciado de la in -
formacién; que al tomar la muestra los interrogados no den
la respuesta correcta; si se tiene que medir, que el obsex
vador no tome bien las medidas, 0 bien, los errores inheren
tes a las unidades de medida, etc.
Por lo tanto debe existir un término en el modelo que
refleje estas discrepancias, al que denotaremos por u. Bl

modelo general que trabajaremos serd el siguiente:

Tom Ya2Xip + XL+ oo v T B +u

donde 11,12,...,Ip(1)son las variables independientes,ﬁ&,

ﬂé""’ﬁb son pardmetros Gesconocidos los cuales debemos

estimar y que funcioman como indicadores de la importancia
de las variables independientes dentro del modelo; u es el
término de discrepancia que no es observable por tanto es
considerado como variable aleatoria, y Y es la variable de
pendiente la cual hereda la aleatoriedad del término u.

Si consideramos (7) como une observacién de la varia-
ble aleatoria Y, entonces podemos tomar n observaciones re
petidas de Y y Il,...,lp,es decir, tendriamos para la

i-€sima observacién

Ty = Zgqfy ¥ Xpgfo voeee v X P v Uy

donde x representa la i-ésima observacién de la j-€si

Ji

ma variable independiente y u, serd la discrepancia intro-

i
ducida en la i-éaima observacidn. BReto nos permite emcri -

(1) Generalmente el wvalor de X, es igual a uno.




bir el modelo de forma mds general, es decir:
8." _Y_Y'= E/.?_. + g

donde es un vector aleatorio de dimensién n x 1,

X
X es una matriz de variables independientes de dimen
8ién n x p,

es el vector de pardmetros desconocidos de dimen -
8ién p x 1,

B

U es el vector de discrepancias de dimensién n.x 1.

Bn el desarrollo de este trabajo trataremos solamerte el ca

80 en que el rango de X es p, es decir, X es de rango com -
pleto. Para un tratamiento sencillo del modelo, es indis -
pensable hacer ciertas suposiciones, puesto gque sin ellas,
tendr{amos demasiadas dificultades para hacer inferencias
sobre la poblacién o fenémeno bajo estudio;en otras palabras,
sin dichas suposiciones, no podriamos evaluar estadisticamente
la importancia de cada una de las variables X, (3= 1l,...,D)

3

en la explicacién del fenémeno en estudio.

(+)

las suposiciones bdsicacs sons

i) la relacién funcional es lineal en los paréme
tros.

ii) Los términos de discrepangia tienen media ce-
0 ¥y varianza conetantg (VA §

e.
B(n,) = 0  B(uS) =¢° Y1
iid) Son no correlacionados, i.e E(uiu3)=0 Yi#]

iv) Los términos de discrepancia se distribuyen
normales con media, cero y varianza T , i.e.

ui NN(0,0'z)

Debemos tener presente que las condiciones (iii) y (iv) im

plican independencia en los términos de error,

(+) Una excelente motivacién de las suposiciones para el

caso de andlisis de varianza puede verse en C.Eisen =




2) Hechas las suposiciones, estamos posibilitados pa
ra obtener los estimadores de losa parémetrOB/Q y0‘2. La
idea para obtener estimadores de los pardmetros ﬁé y'WQ
es minimizar la distancia entre las observacionas yy ¥ la
funcién lineal de las xj ( qev. C. Eisenhart (1964) ) ,

grificamente se aprecia de la siguiente formas

Sip=2,11=l o

& e

FIG. 1

- - T 7 X

PIG. 2




En general, si tenemos un vector de observaciones de
dimensién n y un conjunto de variables independientes
s eae sy Xp de las cuiles tenemos n observaciones, és
tas dltimas constituirdn una matriz de dimensién n x p

cuyo rango serf{ p. Entonces el modelo que tendremos

serd como (8), es decirs

I=X8+0

Vedmoslo geométricamente

Sea Y ¢ Vn un espacio vectorial de dimensién n,
las columnas de X puesto que son independientes entre s{,
generan un espacio vectorial de dimensién p (Vp) conteni

do en V. ( Vpc,vn )

4
/////:i;; Vb

PI1G. 3

Como queremos minimizar la_distancia entre el punto

Y y Vv tenemos que minimigar la siguiente norma al cua
= p ! 2

drados 2

9.~ lx - xg]

donde el minimo se alcanza suando xfg, es la proyeccidém or-
A
tYogonal de Y sobre VP e 31 denotamos por ﬁi al punto que




cumple c¢on esta propiedad, llegamos a ques

1"

- - 2 - A
iy -xg | ° = lly-x/ga_llz
donde el valor de /a estd dado por:

.- A = (x'x) " xry

10.- min

De aqufi es evidente que el estimador de 2 es lineal
en I y pusde mostrarse que es insesgado y de minima varian
zal . Por otro lado y sin salir de esta parte, la cantidad

Iy - x4

68 llamada la SUMA DE CUADRADOS DEBIDA A LOS RESIDUALRS y

puesto que esta norma es m{nina, provee un buen estimador

doth .

Bl estimador de ¢ obtenido por el método de mfnimos cum
drados, ( es el método gue tratamos grosso modo en la par-
te anterior inmediata), estd dado por la siguiente expre -~
8ién :

~2

tom §2,, = T - x4

2

n=p

y éste ez un estimador insesgado de la varianza. [ para un
excelente tratamiento geométrico del método de M{nimos Cua
drados (obtencién y propiedades de los estimadores) véase
Scheffé (1959), plgs. 8-23; Seber (1977), phgs. 42-65] .
A diferencia del método de M{nimos Cuadrados, el méto
do de Méxima Verosimilitud necesita ademds la suposicidén
de normalidad, también provee estimadores con caracteristi
cas muy deseables. Aungue el e&timador de /9 coincide con
ol estimador de B por minimos cuadrados; el estimador de

0'2 no coincide con el estimador de 2 por minimos cua -

1.~ Para mssta demostracién, bastan las suposiciones i-iii




drados, ya que el estimador midximo verosimil d302 es ses

gado. Por cuestiones teéricas, es conveniente utilizar el
estimador insesgado de 62.

Una veg obtenidos los estimadores (por cualquier métg
do), utilizando 1la suposicién de normelidad, pcdemos obte-
ner la distribucidén de cada uno de ellos. En esta situacion
nos encontramos posibilitados para hacer entre otras las
siguientes cosas:

a) Obtener intervalos de confianga para cads ;ﬁ.
b) Obtener intervalos de confianga para 0°.

¢) Obtener intervaica de confianza para futuras pre -
dicciones de Y.

d) Obtener elipsoiie= d4s confisnega parsa X
e) Probar hipdtesis sobre el vector R

f) Medir estadisticamente la importancia de las varia
bles independientes dentro del modelo.

etc,

3) Recordando la definicién de la suma de cuadrados de

-~
bida a los residuales y denotando por Y al vecior estima-

do, tenemoss n

A 2 s .2 o 2
Nr-xAp? = wx-30% =& (1, -%)
entonces a nivel de una observaocidén, definimos a

N
13.- Yi - Yi = Ri

como el i-ésimo RRSIDUAL. Esta diferencis mide numéricamen
te la parte no explicada por el modelo

4) 1Los residuales son una parte muy importante en el
andlisis de regresién puesto que en general ayudan, entre

o%ras cosas, a revelar si se estdn cumpliendo 6 no las su-

10



posiciones bdsicas bajo las cudles se trabaja este modelo,

Bn este sentidoc existen métodos grdficos basados en
residuales, que son muy dUtiles para saber de forma rdpida
que tan bien se estdn cumpliendo las suposiciones. (Seber,
op. cit., pdgs. 162-172 ). Es conveniente aclarar que es -
tos métodos serdn més efectivos en tanto méds experimentado
esté el estad{stico y mds a fondo conozoca el problema en
el que trabdbaja.

Para hacer un estudio grédfico sistematizado de los re
siduales se recomienda proceder de la forma que a continua
cidn se expone.

Antes que nada debemos tener presente las suposicio -
nes que se refieren a loe términos de discrepancias

uNN(ovd'z)

i
E(ui) = 0 gq_z si i=j
E(u u =

1 0 si 1)

aunque se ha visto que la correlacién tiene poco efecto en

los trazados grdficos de los residuales.
Las gréficas que pueden obtenerse son (las mis usuales)s

4,1 Graficacién completa de residuales.
4.2 Graficacién de residuales sobre papal normal.

4,3 Graficacién ordenada de residusles con respecto al tiem
PO.

4,4 Graficacién de los residusles con respecto & los valo-
res ajustados yi.

4,5 Graficacién de lo8 residuales con respecto a las varia-
bles independientes xj, (] = 1y2)004yP)

4,6 Graficacién a pares de las variables predictoras
x ’ (j = 1,2' XX ,p)
J 11




a.7 Graficacidn de residuales parciales contra cada X. ,
( j = 1,2, e e ] p); J

4,1) Graficacidén Completa de los residuales.-

Se hace sin tomar en cuenta ningin factor influyente
dentro del modelo, de esta manera se puede obtener una gré -
fica de frecuencias y en caso de que las suposiciones sean
aproximadamente correctas, los residuales deben semejar a
n observaciones con media cero, provenientes de una podla
cién normal (Pig. 4).

b o -
b o
b o w o
L nse s
Opeas--
an
X I
e *
b -

wi
X3
3
3

PIG. 4

4,2) Graficacidén de residusles sobre papel normal,—

Bsta es una opcidén para tratar de detectar posibles
vioclaciones en el modelo y las suposicionee, lo que se hace
es graficar los residuales en papel normal, por tanto los
puntos graficados deben localizarse cz2rca de la recta
i-= Gaﬁrl( 1/n+l1 ) donde Gau (k) = P(x 2k).

Bstos dos m€étodoe ofrecen la posibilidad de detectar
la existencia de:

i) valores muy grandes en los residuales,
(p.e. observaciones dudosas), aunque éstos
dependerdn del tamafio de n.

i1) tendencia sistemdtica de los residuales,
(Los cudles pudieran eliminarse posiblemen-
te por una modificacién en el modelo).

iii) tendeucia en los residuales que los haga 12
aparecer en forma asimétrica, etc.




4.3) Graficacién ordenada de los residuales con res —

pecto al tiempo.-

Bsta graficacién dependerd de si se tienen los resi -

duales en orden cronoldgico, y en caso de respuesta afirma-

tiva, estamos posibilitados pars saber si afecta 6 no el

tiempo en el modelo, Podemos entonces enumerar los posibles

casos a sucedsri

a) Si el modelo reaulta adecuado, se sspera ques la grifica

de los residusles con respecto al tiempo no rabasen ciesrta

banda horizontal (Fig. 5).

PIG. 5"

b) Puede suceder que naya un aumento (o disminucién) siste-
mdtico ( en magnitud ) de los reaidusles con respecto al

PIG. ba.

tiempo, éstie serd representado como la tig. 6.(a,b).

FIG. 6b,

13



Beto indicard que la varianza no es constante y depen-
de del tiempo por lo que tendr{e que mane jarse el modelo
por minimos cuadrados generalizados 4 hacer una transforma-
cién en las observaciones.
¢) En el caso de tensr la siguiente gréfica (Pig. 7), indi-
carfa que existe una tendencia con respecto al tiempo § tal

vez que los cdlculos han sido incorrectos.

R

PIG. 7

d) En caso de necesitar-la inclusién al modelo de un t€rmi-
no cuadrdtico, § un término no-lineal en el tiempo, la gwk-
fica se comportar{a de la siguiente forma (Pig. 8, a,b ).

R R

?1G. Ba. P16, Bb,

e) Deutro de los posibles casos (usuales) puede también re-
fle jarse la situacién que el modelo necesite la inclusién

de otra variable, cuyo efecto sea representado por clertas




tendencias periddices ya sean crecientes § decreciontes. Bs~

te caso puede visualizarse en la fig. 9 (a,b).

R R

« o 0 80 L L

PIG. 9a. PI1G. 9b.

4.4) Graficacidn de los residuales con respecto a los
valores ajustados 21.-

La importancia de este tragzado grdfico es que si se
cumplen todas las suposiciones, se puede demostrar que
Gé?(g,?) = 0 , y por lo tanto hay independencia por la nor
aalidad. Baste método es similar al anterior com la variante
que en lugar de t, se sitian los valores de ?i' Bl proceso
de andlisis es similar al anterior, es decir: si se tiene
21 caso de la figura 5, refleja que no se estdn violando las
nipStesis; si se tiene el caso de le figura 6, nos est{ re -
{lejando que la varianrza estd dependiendo de alguna varis -
ble predictora. El caso de la figura 7, indicg errores cau-
3ados por la omisién de un término constante V  en el mode-
L0 propuesto. Cuando ocurre la situacién de la figura 8, in
iica la necesidad de incluir términos cuadrados 6 productos
:ruzados 6§ simplemente una transformacién adecusda a las
‘hservaciones,

‘on esta graficacidn se pueden detectar también observacio -

168 aberrantes (outliers). )
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4.5) Graficacidén de residuales con respecto a cada va-—
riable xj H 1= 1,2!...lpo-

Para este punto, ae procede de la misma forma que los
anteriores tanto en la graficacién como en las interpreta -~
ciones con la ventaja de que aquf las interpretaciones son

mds especfficas ya que se trata a cada una de las variables
independientes.

4.6) Graficacién de X. contra Ik .
)

St dos -variables explicativas son altamente correlacio-
nadas,lo mAs conveniente en dstos casos es no incluir a nin-
guna de las dos, ya que si se incluye una, la otra estard
presente en la graficacidu de los residuales contra el tiem
po.

4.7) Graficacién de residuales parciales ' contra xij’
( i = 1L2looolnl.— -

Con este trazado grdifico de los residusles parciales 1o
que se trata es de ver mis de cerca la relacifén entre los re
siduales y la variable predictora X,. Se define al i-ésimo

J
residuanl comos

A ) A A
T 0= Xy = o~ T fr Teeem By Py T Ry e Py

X 2 X .4
meeem Xy p1fpl T %t Xyy Ay

Tal graficacién 1o que en esencia examinm es la relacién en-
tre Y ¥ Ij después de anular el efecto de las otras varia-
bles explicatorias en Y. Una propiedad interesante de ésto
es que 8i consideramos la regresifn lineal a través del ori
gen de oi en xij , entonces el estimador por minimos cua-

drados de la pendiente vuelve a ser'ﬁs. También, este méto-
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do indica - en general - mds precisamente como transfor -
mar Y para obtener linealidad. Finalmente &3 conveniente ha-
cer notar que graficar Yy contra cadsa xj, muy pocas veces

68 itil y puede ser completamente engafioso.

5) Bs importante tratar siemprs de que se cumplan lo
me jor posible las suposiciones ya que cuando &sto no sucede,
tedricamente, todo el andliesis y en particular el wnjunto
de inferencias que de é1 se desprenden, resultan invalida-
das,

Durante el desarrollo del trabajo se investigé —especi
ficamente en Andlisis de Regresidn~ los efectos que causa
la violacidén de las suposiciones. En la bisqueda de éstas,
nos encontramos con la siguiente afirmacidn, la cudl se pen
86 merec{a la pena ser enfatizadai

Un estudio de esta clase [los efectos de la violacidn
8 las suposiciones] no puede ser exhaustivo, por una razdén,
Pues suposiciones como éstas pueden ser violadas de muchasg:
més formas que en las que pueden ser satisfechas. (Scheffé§,
op. cit., pdg. 331).

Aunado a este problema se puntualiza que las wiplsecio

nes (aparentemente) siempre me presentan en forma conjunta
pero no de una manera pre-establecida. Por e jemplo, se pue-
de presentar heterocedasticidad y anormalidadl 8 no norma-
lidad y correlacién en los errores, etc.

Teniendo en cuenta todos los comentarios anteriores,
mencionaremos en forma global 1los efectos que pudiera lle -
var consigo la violacidn de la suposicién de homocedastici-
dad, que es la de interéds en este trabajo.[Primeramente Ng

sin perder generalidad, cabe decir que en los modelos de And

l.~ Mane jamos el término anormalidad para referirse a las

curvas que “aparentemente" sop normales pero no exactamen
te & la estdndar, i.eé N(0, L) ;3 # =0 ; ¢ = curtosis
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lieis de Varianga balanceados, existe robustez de las prue
bas de igualdad de medias con respecto a desigualdad de va
rianzasJ

Ahora enfocdndonos al modelo de Anflisis de Regresidn,
el efecto que mayor énfasis hacen gran parte de los auto -
res, 68 que el estimador de /3 obtenido por m{nimos cua -
dredos ordinarios se vuelve ineficiente en comparacidn al
estimador de ﬁl obtenido por minimos cuadrados generalira
dos. Bl detalle es que para utilizar el método de minimoe
cuadrados generalizados necesitarf{amos conocer la forma de
la varianza, ez decir, saber la clase de heterogeneidad que
ge tiene en el problema. Este método es por s{ mismo una
forma de remediar la violacién de homocedasticidad. Otra
serfia , tratar de obtener repeticiones de las observacio -
nas ( en otras palabras, obtener varios muestreos ) de la
misma poblacién para poder comparar variangzas aunque esta
posibilidad serfa demasiado ambiciosa por el costo, perc
no imposible.

Otra consecuencia que se tiene al existir heterocedas
ticidad es que en muchos casos, pruebas de hipétesis basa-
das en la distribucidn F y tienden a dar dsemasiddos re -
sultados significativos.

Dentro de la heterocedasticidad podemos tenér dos gru-~
pos que son los siguientes:

Situaciones en las cuales existe una dependencia
funcional de la varianza de una observacién en la media del
grupo al cual pertenece. Dependencia funcional de la varim-
za de uns observaciédn en su media & valor esperadc es una
caracter{stice intrf{nseca de muchas distribuciones no-norma
les,

R T stelisvés}fsasnglgsxi a8 et 1g
28 suposiciones 1ScHe?e’ t. pég.360)




R

nvestigacion muy aparte de la forma de la distribucidn.

Inmediatamente, estos resultados, nos llevarian a pen
'ar que antes de realizar el andlisis, se valide la supo
3icidn de homocedasticidad (y en general todas las supo-
3iciones que se hacen) mediante un procedimiento estadis
tico. Bn caso de que exista violacidén, buscar una trans-
formacién (en los datos) que sea apropiada, y asi tratar
de eliminarla ( vid. Juerrero y Herndndez(1974); Lorda(1979)).
Respecto a esto, Scheffé, sefiala que no es recomendable
llevar a cabo una prueba preliminar de esta suposicién -
antes de aplicar el andlisis de varianza, exponiendo las

razones en el capitulo 10 de su libro(ibid., pdg. 83.).
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CAPITULO IIX

PRUEBAS PARA LA DETSCCION DE
HETEROCEDAST ICIDAD

Como se menciondé anteriormente, la suposicién de i--—
gualdad de varianzas juega un papel muy importante en re -
gresidén. Bste capf{tulo se dedicard a una revisién de 1la ma
yor parte de las pruebas existentes para detectar la viola
cién de homocedasticidad.

Las primeras pruebss que se presentardn <debido a que
gon las més conocidas- serdn la prueba propuesta por e
Bartlett(1937) ¥ la prueba propuesta por Scheffé(13959). Des
pués se citardn mis pruebas en orden cronoldgico.

Recordemos que todas las pruebas fueron creadas con &
propéeito de verificar si la varianza en esa poblacidn es
constante (0¢ Uz( oo) Por lo tanto cada uno de los autores
considerando diversas situaciones construyen su estadistica
de prueba y en caso de que éstas se distribuyan como alguna
estadi{stica esténdar, sefialan la regién de rechazo de la hi
pétesis nula. Bn caso de que la estad{stica de prueba no se
aproxime a ninguna de las usuales, proveen la regién de re-
chazo de la hipdtesis nula por medio de tablas especiales.

Como se mencion$ en el capf{tulo anterior, la heteroce-
dasticidad se puede presentar de dos formas:

1) Situaciones en las cudles existe una dependencia fun
cional de la varianza en relagién & slguna observacién.
'2) Situaciones en las cudles puede ser una propiedad b4

sica del fendmeno en investigacién.

Dentro de estas dos formas existen una infinidad de
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subformas de heterogeneidad,principalmente de la clase (1),
serinalada en el pArrafo anterior.

Goldfeld & Quandt(1965), establecen la diferencia en-
tre las pruebas que persiguen detectar heterocedasticidad
la cual se deba a algune variable inclufda en el modelo o
sencillamente detectar si exiete heterocedasticidad,donde
no interesa el tipo de relacién funcional que existe en la
varianza, llamindolas pruebas CONSTRUCTIVAS y pruebas NO-
CONSTRUCTIVAS raspectivamente.

Adelantdndonos un poco, podemos citar como pruebas cons
tructivas las pruebas propuestas por Goldfeld & Quandt(1965),
Glejmer(1969) y Zroeter(1978)., Bntre las no-constructivas
tenemos, las pruebas propuestas por Bartlett(1937), Scheffd
(1959), Hartley(1950), Cadwell(1953), Levens(1960), Miller
(1968), Bayard(1973), etc.

A continuacién, se tratardn todas estas pruebas con de
talles, rayando en el nivel informativo, ya que como me di-
jo antes, no se pretende en ningdn momento hacer una presen

tacién muy formal de cada una de las pruebas aqui citadas.

Recordando, ssbemos que en el modelo de regresidén se
nacen varias suposiciones bdsicas las cuales validan el es—
tudio de los datos y los resultados que de éste se despren-
den, particularmente la suposicién de homocedasticidad. Por
lo tanto, la hipStesis de interés primordial es

2.1) H, :0‘5 = q‘§ Y i£g

Las hipétesis alternativas son numerosas., Bésicamente, 1la

diferencia la impondrd4 lz prueba que se vaya a utilizar., BEn
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otras palabras, las hipétesis alternativas serdn de acuerdo

a 81 se utiliza una prueba constructiva o no-constructiva.
PRURBA DE BARTLETT(1937).-

Lo que se desea probar con esta estad{stica es Bi exis
te igualdad de variangza de muestra a muestra. Para este ca-
80, Bartlett considera k muestras independientes, donde
cada una contiene n, (1 = 1,2,...,k) observaciones las cua
les son independientes e idénticamente distribufdas. Cuando
la distribucién es normal ( y el coeficiente de curtosis es
cero), demuestra que bajo H !

k

>

2 /02
- %fial (ni -~ 1)log( Sf/B )

=

se distribuye aproximadamente como una:X%k_l) Bartlett (1937)

dondes 1
c =1 + 1 Z(E)" 1____,_
3(k+l) n,~- 1
1 Z(n-l)
izl J
es un factor de correccién para muestras muy pequefias (ni=3)
y ny
2 -
si,Z (Y 3{1)2 az (n -1) s
z 1 ’ i=1 ™
(ni-l)

Z(n -1)

i=1

Intuitivamente, 1o que Bartlett higo es comparar por medio

de razones la variacién de cada grupo(o muestra) con respeg
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to a la variscidn total ( la variacién en el total de to-

das las muestras).

Cuando los tamafios de cada muestra son iguales, esta

prusba coincide con la prueba desarrollada por Neyman &

Pearson(1931) la cudl eetd basada en el principio de cocien
te de¢ verosimilitud y es dada por:

k K
M = E(n-1) { log_( $2) - > (log. 82)
® a1 2 141 e 1
) 4 k.
(de hecho le pruseba de Bartlett es una modificacién de la
prusba K).
Juando la distribucién es arbitraris (diferente de la
distribucién normal), Box(1953) demusstra que dbajo H_ con

2 ?
) )
verge a [1 + (3 )]7K(k—1) donde es la curtosidl’ de

la distribucién dada por ¥ = B( x -/»()4/0‘4 -3
Observa adends ques
1) 81 ¥ > 0, entonces suponiendo que B s aproximada-
mente )[2, le estad{stica B d4 zmuchos resultados
significativos.

11) 81 ¥ < 0, entonces suponiendo que B es aproximade-
mente )Lz, se obtienen muy pocos resultados signi
ficativom,

Por tanto, resumiendo el proceso de prueba obienemos lo si-
guientoes

Supéngase que tenemos n residusles,al ejustar un mo-
dslo de regresidn, indepondientes;donde ademés se supone
que provienen de uns poblacién normal. Entonces, podemos di

vidir ol c¢onjunto de residuales de tamafio n en Xk sudb -

(1) Recuérdene gque la curtosis es una msdida que nos indi-
ca que tan ¥chata® o tan pronunciada estéd la curva, 23




auestras con la restriccidén de que el nidmero de elementos
*n cada submuestra deben ser minimo ni7'2 para i=1,2,...,k;
Las ni's no necesariamente tienen que ser iguales.

Jonstriyase B donde

n
2 - 2
Si = - (eiJ - ei) / (ni-l)
i=1,2’ooo,k
2 k 2 k
3¢ = E (n, -1) 8]/ 3 (a-1)
= i=1

Por tanto, bajo Ho y B se distribuye como una estad{stica

}{2 con (k-1) grados de libertad si B rebasa el valor de
2

~ -

X (k-1,1-«)" rechazamos la hipétesis nula al (1l- <)100%

de significancia.
llota. Es importante aclarar que si k=2 ( # de muestras ) y/o

n, =2, la prueba no funciona, (Ver Cap. III),

PRURBA DB SCHEPPE(1959).-

Esta prueba es una varianke de la prueba S para igual-
dad de medias. Al igual que la prueba de Bartlett, lo que
se desea es verificar la igualdad de variangas en k mues
tras (o grupos).

Bsta prueba estd basada en el andlisis de varianga de
los logaritmos de las varisnzas muestrales, la cual es to-
talmente insensitive a la forma de las distribuciones de
}as medias estimmdas,

la idea pars probar la suposicién de homocedasticidad

s la siguiente:
Supéngase que se tiene un conjunto de residuales [ei}

2 tamafio n es decir {ei} s8i se considera

ieJh;nEH’
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una divisipn del conjunto de residuales de tal forma que ca
da divisidn tenza al menos dos elementos; entonces podemos

construir grupos con estas divisiones con la caracteristica
que dentro de cada grupo estamos dispuestos a suponer igual
dad de varianza. Por tanto, si hay J

i
mo grupo, podemos denotar por Sij‘l) a la varianra muestral

divisiones en el i-ési

de 1la j-ésima divisidén en el i~-ésimo grupo y por coasiguien

te bajo las suposiciones bésicas

2 2

B(Sij ) = Gi j = 1'2.000’Ji

Sea y = log 82
i} e 13 °
es demostrable(Z) que
2 2«

x(-yij)NlogbO'i = G'i

Y

Var(yij)f\,;_g_:i + ¥, 14
b B | nij
donde n, 8 el tamafio de la muestira de la gque fué calculada
2
i3 7 Yo,y
tra (o grupo) la cual es dada por

con ‘}L4 igual al cuarto momento central de la poblacién,
Por otro lado, bajo las suposiciones bdsicas, es 1égico

es la medida de curtosis de la misma mues—

pensar que todos los grupos tendrdn el mismo grado de curto
sis, por esta razdén se gdiciona esta suposicién y por consi-

guiente es eguivalente a probar la hipétesis

v 2% 2w _ G—Z*
H lq-l 30-2 = g0 = I

(1) donde S,, es dado por n - 2
ij t(eijk-aij)/nij-l

(2) Scheff§(1959) pdg. 84.




Si a ésto se le aplica el andlisis de varianza, obtensmos
una estadfstica de prueba de la forma siguisnte —-sSiempre

que los grupos sean del mismo tamafio-

.2
P = Yo 2;"’1(3'1. - y)
- L 2 2
con
T2 Iv, ;0 Y, = 2 (3, -1).
14—: 141, / T 93 [y ; i

Esta estadfstica bajo la hipbtesis nula se distribuye como
una P con I-l y Ye grados de libertad,

Para el caso en que los tamafios de grupos sean diferen
tee(al menos uno) la estad{stica de prueba wvarfa, obtenidn-

dose una estadf{stica de la forma
) Z & _ A 2
¥, = Y'e T Vy(ny - n)
A 2
I-1 Z Zvij (yij -n,)
i J

donde 1881\)1 ’ \’ij son ponderaciones para compensar la de

sigualdad entre grupos y estdn dadas port

Vig = By~ 1o Vi"%:via’v’ii— Y

Ve = ; Gy =1, By ’jﬁj—vu’u ar

aai \/ini./v'

Entonces bajo la hipétesis nula, la ’c s distribuye como una
fcon I -1, \/e grados de libertad.

L]
Podemos ver oclaramente de Pc y !3: que 10 que se tra-
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ta de medir es la variacién de grupo a £rUpo con respecto a

la variacidén dentro de los grupos.

La inconveniencia de esta prueba es que si todas las

son igual & 1 no sirve y no es sensitiva si (7, = 1)
i

68 muy pequefio. Bn caso de tener muestras muy pequefias, se
debe subdividir de tal forma que E (u ~ 1) no sea muy

pequefia,

PRURBA DE HARTILEY(1950B).-

Hartley, basado en la prueba de Bartlett y con las de-
mostraciones de Bartlett y Kendall(1946) que el log 3% es
e
aproximadamente distribuido como una variable normal, propa

80 la siguiente prueba: Toma K muestras de igusl tamafio

provenientes de poblaciones normales y calcula los cuadra =

dos medios de cada una, después divide el mayor cuadrado me-

dio entre el menor de ellos,
Pero como mencionamos antes, Bartlett y Kendall mostra-

ron que 1og 82 ee distribuye aproximadamente normal con va
rianza Var(log S )% 2/(n~-1) , (con n igual al nimaro de
observaciones en cada muestra), por 1o que se puasden ealou~

lar puntos porcentuales para el cociente por medio da

P _(x) = exp {wk(‘*) \![2/(11-1)]}

nax

donde wk(cx) es el punto 100X % del "rango” w, en muestras
normales de tamafio k. Con el fin de checar la precisién de
la aproximacién, Hartley hizo dos comparaciones con la dis-
tribucién nula exacta. Los casos que consideré fuerons

i) donde tiene dos muestras y diferentes nimeros de ob-

garvaciones.
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1ii) donde tiene dos observaciones y diferentes nimeros
de muestras.

;sstas consideraciones fueron a nivel o= 0,0% narsa el Hrimer
cag0 ¥y a lo8 niveles & = 0,01 y & = 0,05 pura el segundd

caB0.

David, H.A.(1952) observd que la aproximacidn en gene -
~al tiende a subestimar los puntos porcentuales y presenta
unas tablas corregidas a los nivelea 5 y 1%. Estas tablas
las obtuvo por cusdratura exacta.

Resumiendo, la prueba es:

Obténganse k muestras (¢ grupos) de residuales del mismo tama

10 y calcilense los cuadrados medios de cada una, elfjase el

2
mayor y el menor y div{dase, es decir, si1 de¢notamos por Smfn

8 la menor varianza muestral y por 825 & la mayor varianga
muestral, entonces definase ,
F o= gy
max
Satn

obténgase para los valores de kX y v, los puntos porcen -

tuales de P £ y compdrese. Si rméx es mayor que el valor
de tablas, se rechaza la hipétesis nula Ho. TABLA 11

PRUEBA DE CADWRLL(1953).~

la prueba propuesta por Cadwell(1953) se basa en el co-
ciente entre el rango mdximo y el rango minimo de k mues-—
tras las cuales se supone que se extrajeron independiente -
mente de poblaciones normales, Esta prueba, similar a la pro
puesta por Hartley(1950) es tomada del criterio en el cusal

ge basa la prueba de Bartlett; con la diferencia que en las
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primeras dos se pierde una considerable potencia. Cadwell
aproxima la distribucidén del rango a una potencia apropiada
de la estad{stica 7(2. Las tablas para tal prueba, obteni -
das por Cadwell, resultan de una transformacién de las ta -
blas de David(1952). Harter(1963), considerando el caso pa-
ra k = 2 , di6 puntos porcentuales exactos para esta prue-
ba. A partir de 4sto, Leslie & Brown(1966) vieron ¥ jmpor -
tancia de extender las tablas obtenidas por Harter a valo -
res grandes de k y al mismo tiempo dieron una versidén exac
ta de las tablas obtenidas por Cadwell en su articulo origi
nel, La prueba es de la siguiente formas

Supéngase que se tienen k grupos de residuales, don-
de cada grupo contiene el mismo nimero de elementos. Supén—
gase ademds que son independientes y que provienen de pobla
ciones normales,

Una hipdtesis que nos interesarf{a probar es:

HO‘U-].: (]—2:"‘:0-1!:‘0_

lo cual es equivalente a probar si la dispersién en las mues
tras son iguales. Entonces, podemos calcular el rango de oa
da una de las muestras o grupos, de donde escogemos el mdx;
mo rango y el minimo rango.

Def{nase o
w(ik,n) = “méx

w
min

donde w denota el rango de una muestra, el resultado obteni
do lo comparamos con 10s valores de tablas obtenidos por
Leslie & Brown (Tabla III) 2l buscar el ndmero de muestras k

¥y el nimero de elementos por muestra n. Si el valor de w(k,n)
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rebasa el valor de tablas, rechazamos la hipétesis nula H

PRUEBA DE LEVENE(1960) .-

Levene propuso una prueba para examinar la igualdad de
varianze en varios grupos, basada en los valores absolutos
de los residuales. Ademds propuso varios estimadores centra

les como variantes a dichs pruebdba.

Draper & Hunter(!3L3) enfatizan al respecto:

Levene (1960) también menciond "la posibilidad de
usar un andlisis de varianga similar en los valores absolu-
tos de los residuales.d® otras regresiones, a fin de estu -
diar la varianza de los residuales. No hay razén de porque
esto no pudiera ¥rabajarse también en general como en el ca
80 especial aqui{ considerado®™. Abajo extendemos [Drapar &
Hunter ] 1a prueba de Levene un paso mis y la aplLicamos a re
siduales los cuales provienen de grupos que pueden ser desi
guales. Hasta donde sabemos no ha sido hecho ningin estudio
en situaciones sobre grupos desiguales, pero hay razones pa
ra creer que, en esta situacifén también, la prueba es robus
ts.

NMETODO:

Supfngase que tenemos P grupos de residuales
eij como siguets

Grupo 1 8117 8o *+* 2 O 1n} promedio el, v(e ) 02

Grupo 2t &21, 022, ves 9 02n2,promedio 82’ V\ezjlnq

Grupo ps opl’ S .y eeo

y © - 2
p2 pn , promedio e, V(epj)agp

Construir de estas observaciones

:3 1,2,0..,ni

zualai; 'éil i 4= 1,2500e4P

para obteners
Grupo 1: Eyy? Zip? cee» zlnl y total £, .

Grupo 21 2219 222’ ce ey zzna ’ total 22 .
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Gmpo p: Zpl, sz,.oo' zpnp y total zp .
Hacer un andlisis de varianza estdndar en las z. . como si -
ij
gue s
Puente Suma de cuadrados | Grados de Cuadrados
libertad medios
EBntre grupos 2 2 2
2: P~-1 Sl Fl = Sl
By f 82
Dentro de 2
grupos por diferencia zz:(n -1) S
i=1
2
Nedia ¢/ ?; n, 1
Fotal P By 2
2. ) %y !
i=1 J=1 i=1

donde G = zl + 32 + coe + zp = total grande,

si rl>;r {(p - 1),:{:(ni -1), 1~ m] es significante,

Y decimos que hay evidencias de que existen diferencias entre

2 2 2 . .
(Tl’ 0‘2, eee 9 U’p . Si Pl no es significante, no rechaga -
2 2 2
mos la hipétesis 0] =05 = see = 0‘p °

Razonamiento heuristico:

El andlieis de varianza es sabido que es robusto pa-
ra probar diferencies entre medias de grupos. las zij’ con
J =1,2, eee m, , son todas estimadores de G‘ y para

cada 1 = 1,2, ... , p. Probamos, robustamente, si existen di

ferencias entre las medias de los p conjuntos de estimadores.

Si no entonces concluimos que no hay evidencia contra la hi-
bdtesi u 2 2 2 . , L

P 18 que 0'1 = (T2 = e = U'p + (Draper & Hunter(1969),

O!!.Cit.,pégo 39)0
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Las variables alternativas para la prueba que Levene

propuso fueron utilizar Vr;;; o log zid « Brown y For -
sythe (1974), utilizaron estimadores diferentes de Ei al
calcular las zij y» estos fueron los siguientes, sustitucién
de la media por la mediana. Ellos denotan el cociente como

¥5o - Sustitucidén de la media por la "Media reducida®; éstas,

es obtenida de eliminar un porcentajel igual tanto de las
observaciones méds pequeilas como de las observaciones més
grandes denotando el cociente como Wy, . Lo que Brown &
Porsythe argumentaron es que estos estimadores son robustos

para el caso cuando les poblaciones bédsicas estdn sesgadas,

PRUEBA PARAMETRICA DE GOLDPELD & QUANDT(1965).~

Egte es unsa prueba constructiva propuesta por Goldfeld
& Quandt. El fin de esta estad{stica es verificar si existe
alguna relacién funcional de 1z varianza con alguna varia -
ble independiente inclufda en el modelo. El inconveniente en
este tipo de pruebes es que si la relacidn funcional probada
no es la verdadera, se tienen gue volver a hacer todos los
cdlculos, sin embargo, recordemos que los métodos gréficos
pueden dar una idea al respecto. Los autores consideran el

modelo de megresién :
(1) Y=Xp+0 ; uir\,N(O,ﬂiﬂ"z) ) Bluguy) = 0

donde se supone que ¢i er’ conocida pero 62 no lo es. Ademés
las xj se suponen independientes.

Si sucede esta relacién, el modelo puede ser trabajado
comos

1.- El porcentaje que ellos eliminaron fué el 10% pero esta
eliminacién puede hacerse con diferentes porcentajes. Bn o-
tras palabras, es arbitraria, segin la conveniencia del es-
tad{stico.
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(2) 1Y=1X3 + ¥ conE(v,) =0
g, Bi ~ " ’

0 81 i)}
E(vivj) = { o

0° 81 1=}
de osta manera, se pueden obtsner 1los estimadores de /_}_. En

particular si ‘1 = 1 , 1os estimadores de (1) y (2) coinct -
den., Pero cuando ﬂi - Xy ( una variable inclufda en el mo
delo ) el modelo em similar a (2), es decir,

() I/Xnal/'xm/_.}_+v

Por lo tanto, s8i existe una relacién de este tipo, es
vf1ido pensar que si colocamos lag observaciones de acuerdo
& un orden creciente (o decreciente) en X, podremos de al-
guna foraan sadber, mediante una prueba de significancia, si
oxiste realmente efecto de la variable que sme sospecha, esto
ea, de. Xm.

Basados en esta idea, Goldfeld & Quandt propusieron la
siguiente pruebdba,

Se ordénan lam n obssrvaciones de ¢tarl forma qus los va-
lores de Xm queden desde sl valor més chico ha#ta ¢l mds
grande (no perdiendo de vista el orden origimal), Habiendo
hecho tal-ordenacién, se eliminan k(m observacionss centra-
les de tal forma que n-X'3 p (donde p es el nimoro de pardme
tros en el modelo).

Se obtiens la recta de regresidn pare cade uno de los

subconjuntos constituidos por n-k observaciones y se cal -
2

cula la suma de cuadrados dsbido & lcz residuales ds cada uneg
de las regreciones, Denétese por Sl y 82 la sums de cuna-

drados de las n-k primeras Observacioncs relativas = \‘m
2
1-Bn las simulaciones hechas pa los autores, obsurvaron qus 33
el valor de k para el cual se obtiene mayor potencis de la
prueba es k=8 8i n=30 y k=16 si n=60.




n-k (ltimas observaciones relativas a ;tm respectivamente,
2

Constriyase el cociente R = S2/ 9.

Bntonces, bajo H, » R se distribuye como una estadi{sti-~
ca * con (n~k/2, n-k/2) grados de 1ibertadl. Por lo tanto, si

) .
R F(n—k/z,n—k/z) se rechaza Ho al nivel de significancia o,

Intuitivamente, esta prueba lo que hace es medir el efec
to de la variable :Km Por medio del cociente entre las sumas
de cuadrados de los residuales obtenidos de cada una de las
regresiones, Puesto que si es cierta la hipétesis alternativa
82 serd mucho mayor que Sl ¥y por consiguiente R serd grande.

Los autores hicieron las siguientes observaciones:

a) Puesto que la suma de cuadrados de 1os residuales pue —
de ser expresada como una forma cuadritica de los errores ver
daderos, el cociente R es homégeneo de grado cero en los tér-
minos de errores verdaderos; por tanto el cociente es indepen
diente de GL bajo Xa hipdtesis H ¥ G; si la hipétesis alter
nativa es verdadera.

b) Bl cociente R es independiente de los coeficientes de
regresibn, .

¢) Normalmente no podemos usar la prueba estdndar para Im
homogeneidad de wvarias varianzas ya que generalmente no tene-
mos observaciones repetidas para las X's dadas,

d) La potencia de esta prueba claramente dependerd del va-
lor de k, el nimero de observaciones omitidas; para valores
grandes de k la potencia serd pequefia peroc no es obvio que la
potencia aumente monétonamente cuando k tiende a cero.

e) La potencia de la prueba claramente dependerd de la na-
turaleza de la muestra de valores para la variable la cual
sfecta, As{, si la varianza de'xmles relativamente pequefia a

la media de X , la potencia puede esperarse pequeila y recipro
cemente. (Goldfeld & Quandt, op.cit., pdg. 541.).
Harvey & Phillips por su parte puntualizan lo siguiente:

NStese que omitiendo algunas observaciones centrales lle-~
va a una reduccidn en los grados de libertad. Sin embargo, es-—

1-La demostracidn de ssto puede verse en GRAYBILL,F.A.(1961) 34
péGo 31.




ta efecto es compensado ya que las varianzas de los términos
de eorror asociados a las observaciones centrales son unita -
rios, y por tanto sacar estas A*'s significa que R tenderd a
ser mfs grande bajo la hipdtesis alternativa.

(Harvey & Phillips (1974)).

PRUEBA JACKKNIPE (MILLER(1968)).-

Para el lector no familiarizado con el jackknife se in-
cluye una breve descydipeciéns Sea 8 un pardmetro desoonocido,
y sea (X ,...,X ) una muestra de N observaciones independian
tes o idénticamente distribuidas con funcidn de distribucidn
acumulativa P, la cual depende de 8 . Supdngase que es obte
nible un méto&o (sesgado o insesgado) para estimar O . Ademds
supdngase que los datos son divididos en n grupos de tamafio

k (M=nk); i.e., (xl""’xk)' (Xk+1""’xak)""’(x(n-l)k+l"’

eeepX . ). Bsta divisidén puede ser determinada por la estruc—
tura del experimento o0 arbitrariamente impuesto por el esta-—
df{stico, Sea © o1 estimador de 6 basado en las N=nk obsserva-
ciones, y sea 6 ,, 13 1,2,...,0 , 61 estimador de 6 obtenido
de las (n-1)k ob%ervaoiones resuliantes de eliminar ¢l i-&si-
mo grupo. Bstos forman los nuevos estimmdores (Tukey(1958)
les da el nombre de "PSEUDOVALORES"):

(l) é’i = n§ - (n-l)é_i ’ 1= 1, 2, ceey e
Bl estimador jJackknife de O es sl promedio de las éi » L1e0.,
(2) 6 = ;-( B, = nb- (a-1)8_ ,
donde 9_“(i91)/n-
* il

El jackknife elimina exactamente un término de smesgo ot Di
gamos, si

(3) B(8) = B4+ e L + 0(K %)
entonces ~ -2
(4) B(e.) =9 + 0(n )

Quenouille [1949] concivib el jackknife para ilevar a cabo
esta reduccidén en sesgo. Tulcey fué un pazo mds ¥ pPropusc que
en muchas instancias las &, son aproximsdcmente independ:an--
tes , o iddnticamente distFibuidas. Si esta pro,oaicién on




correcta, enionces

(51 (m(a-1)™ 2 (6, -5 )
serfa un estimador (aproximadso) de la Var( e Y, y
(6) (5 - o) [meman™ ¥ @ -5)2] 2

ser{a aproximadamente distribuido como una wvariable % con

n-l grados de libertad. El cociente (6) podr{a por consiguien
te ser usado para construir un intsrvalo de confianga para ©
aproximado o desarrollar una prueba de significancia ean 8 a-

proximadsa,
Basédndose en la teor{a anteriormente expuesta, Hiller

(1968) propuso la siguiente prueba. Supfngase que se tienen

H residuales 819 Opr ceey Oy los ouales son indopondiontoa

e idénticamente distribufdos de acuerdo a F((er/;)f )

Para verificar si existe varianza constante, se puede
construir un intervalo de confiianza para el parimetro, es de
cix, T 2 = E(E - E(f_))2 o equivalenxemente probar l1la hipéte-~
8is H G = G , donde G es una conatante espec{fica.

Guando 02 es desconocida, sabemos muy bien que un buen
estimador cldsico de 7% estd dado por 8% a 4 (oi— e) /F—l.

A
Por lo tanto, oi denotamos por O a.Wz y©Oa 32 entonces ol

jackimife para grupos de tamafio 1 (1.e le) das

2 -1 -2
8, =8 (n=2)" " | (o, =~ 0) - (e, — &)
" N + n(n [ e n 22; ]’
donde

~ 2
(7) § =8

¥ por consiguiente
n— . n,
x x 22 -2 =2 _-15™ - 2,2
g—;r (6, -60) = n"(n-2) ((e,~8)"-n Fi("j'e) )
Ahors, aplicando (6), bajo la hipétesis nula, tenemos

ung variaebls t con n-l grados de libertad.
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Por otro lado, si k»l, las expresiones no son nada fé-
ciles para calcular, de hecho es indispensable un programa
de computadora para agilizar los cdlculos ya que manualmente
es un enredo. Para el lector interesado en estec caso puedo
referirse a Miller, op. cit., pég. 569.

Miller, demuestra en su artfculo que la transformacién
logaritmo de 52 frecuentemente produce una distribucidén més
cercana a la normal y estabilizacién de la varianza, Por es~
ta razén es mucho mds conveniente utilizar el log 82 que 82

¥ particularmente en la teorf{a jackknife. Por tanto si deno-
tamos por

8= log 62
éz log 82
(8) 8,= nlog s2 - (n-1) log§ 32

2
é nlog S - (n-1)n liLilog 31

Yy por ende

(n-1)'lfgi(§i-6 = (n—l)jgi(log S l;gilog S?}z

donde sabemos que Sgi es la varianza muestral basada en (n-1l)k

observaciones las cuales son obtenidas de eliminar el i-ésimo
grupo con k observaciones.

Bntonces, si regresamos al problema de verificar si exig
te varianza constante cuando tenemds una sola muestra, se po-
dr{a utilizar la expresidn (6) con la variante de que en lu -
gar de usar las 51 y é. originales, se debe sustituir, por la
que da la eXpresi6n (8) ¥ de esta forma obtenemos una prueba
para H H 1og(r = log U' o sencillamente construir un in -

tervalo de confianza para logU'

37




Supbdngase ahora que tenemos 2 muestras, es decir, sean

el, 32, soey eN independientes e idénticamente distribuidas
de acuerdo a P((e- ﬂe) U;l) Y TyaTor eeey Ty independientes
e idénticamente distribuidas de acuerdo a F((r— ﬁr)(r;l).
Supdngase ademds que tanto las ei's como las nj'e estdn re -
gidas por la misma distribucidn excepto posiblemente por uns
localizacién y escala diferente de los pardmetros, De nuevo,
tanto la localizacién y escala de los pardmetros como la fun
cifn de distribucidn son desconocidas,excepto que se supone
que la distribucién posee cuartos momentos finitos.

Entonces lo que nos interesarf{a probar serfa 1la hipbéte-
sis H s Q‘i = q‘i o algo equivalente a esto ser{a constru
ir un intervalo de confianza al cociente o diferencia de las
varianzas. Dados todos los resultados anteriores y procedien

do de forma similar, se obtiene la estadi{stica:

~ ~ —l ~ ~
[(eg. =8 - (8 - 8) ][(n(n—-l)) ii--:;.(eei - ee.)2+
-1/2
-1 5 &2 ]
+ (m(m-1) Eg; (rei - r9.)
la cual es usada como pivote para construir un intervalo de

2
confianza o llevar a cabo la prueba., De nusvo, ee = log 0,

T e i’ rei

6. = log Sg respectivamente y esta estad{stica se distribuye

~

6. = log Fi y 6 estdn basados en ég =—1og Si \ 4
como una variable t.

Lo que restar{d ver es cuantos grados de libertad corres
ponden a la %, naturalmente, esto dependeri del tamaiio de ca
da muestra. Se tienen dos casos, Si N=M y las divisiones son
iguales en cada una de las muestras, entonces los grados de i

bertad de la estadf{stica t serdn n+m-2; pero si N£ M los gra
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dos de libertad aprooicdos par: la estad{stica t es un tanto
ambiguo como en la prueba de diferencia de medias con varian
zas desiguales.

Finalmente es importante hacer notar que la mejor elec-
cién para el tamario de k es 1, aunque cuando los tamaiios de
muestrae sean muy grandes con el fin de economizar tiempo en
cdlculos no habrd de otra que elegir el valor de k mayor que
uno,

PRUEBA DE ILAYARD(LAYARD(1973))
(EXTENSYION DE LA PRUEBA DE JACKKNIPE) .-

Puesto que Miller trabaja la prueba para el caso de dos
muestras, Layardl propone una extensién directa a la prueba,

considerando k muestras de la forma siguiente:

Sea O.. = n. log S° - (n,~1)log 52

ij i i i(J)

con
i= 1,2, ..., k , donde 1 denota las muestras

j= 1,2, «esy n,, domde j denota el tamaitio de 1la
i
muestra,

=(_ 1) Y (e =302
i(.—n ih T %1(3§)
n-2 h#j

31(3)“‘ L) z

despies calcula la estadistica P de un andlisis de varianza

~

con un criterio de clasificacién en las S ., digamos

& . N
- - 2
24 n, (B, = 8 )%/ (x-1)
FPeale =
2
i=1j =1 (913 - 8; )7/ gl (n;-1)

la cual bajo la hipbtesis nula la distribucidbdn de Pc es apro

1.~ Layard, op.cit., pdg. 196 39




*imadaments una P con (k~l,§:tni -1)) grados de libertad.

PRUEBA DE GLEJSER(1969).-

El método propuesto por Glejser es el siguiente, Supén-

gase que tenemos un conjunto de residuales {u } . s nelN
1’ 1e dpn

obtenidos por minimos cuadrados ordinarios del modelo ds re-—
gresién linesal

(1) Y=X_+u ; donde u; se distribuyenindse
pendisntemente normales con [
- () 8l i=j
B(w,) = 0, E(uiuj)
0 s8i i#j

Supéngase ademds que al término u se le puede descomponer

en series de potencia de la formsa

(2) u=v Pg(z) = Vv {no+m1f(z)+n2[f(z)]2+ ces +
+ mg{f(z)]g}
donde Vv es una variable aleatoria con B(v) =0 y E(v2)=(32
Pg(z) o8 un polinomio de grado g en funcién de una variable
matemdtica #. BEsta variable z, usualmente serd una de las X,
de x la ocual se presume afecta a la varianza.

Glejser supona que en la préctica, f(z) podr{a ser de
la forma.x%/?, x;l/é o log xj y & de orden no mayor a 2, es
mas,considera que en prdctica es suficiente g= 1. Aungue el
valor de las m's son desconocidos, Glejser pide que los tém
minos del polinomio sean todos no negativos. En caso de estar
en lo correcto, la relacién de la varianza de u sserfe de la

formas

(3) ro = a2(r ()]°

Por otro lado, tomando en cuenta (2), pueden suceder 2 cosast
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a) my A0 ¥y m, =0 Yi # 0, esto representarfa que si ss
estd cumpliendo la suposiciédn de homocedasticidad.

b) m, # O para alguna i # 0, en este caso, se piensa que
existe heterocedasticidad y sabr{amos, gn cierta medida, la
relacién funcional especifica de la varianza.

Ahora, si obtenemos la esperanza de las u's, tendria -

mos lo siguiente:

() E(\ul) = E(vi)my + B(lvi)m 8(z) + ... +
+ E(lvl)mi[f(z)]i + oees + E(lvl)mg[f(zf)g

Glejser, provone estimar B(|vi)m, por medio de una recta de

regresidén de los valores absolutts de los residuales lﬁj\ an
las [f(z)]i. Aunque enfatiza que los términos de discrepan =
cia en esta regresién (u?, digamos) generalmente no tienen
esperanza cero, 6l piensa que este efecto de sesgo, en gene-
ral, no serd importante en comparacién con la ordenada al o-
rigen. Por tal motivo no los toma en consideracién,

Entonces, sin apartarse de lo anterior, dado que se ha-
cen estimaciones, se pueden hacer pruebas de hipbtesis sobre
las m's y aunque Glejser no lo menciona claramente, las hipé
tesis a probar serian

HO(I): my = 0 wvs. HA(I): m.>0

¢)
HO(II):m1 =0 V8. HA(II):m1:70

(5)

De este proceso pueden suceder dos casos los cuales Glejsex
considera relevantes:

a) Bl estimador de B(lvl)mo (la ordenads al origen) no di-
fiera significativamente de cero, mientras que el estimador

de E(lvl)m1 (1a pendiente), sea positiva y significativa. En
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este caso, no se rechazaria HO(I) pero si HO(II) y se con —
cluirfa existencia de heterocedasticidad especifica (a la que
61 llama heterocedasticidad "Cldsica") la cual se elimina u-—
tilizando M{nimos Cuadrados Generalizados.,

b) Los estimadores de E(Iv\)mO vy E(\vl)m1 son ambos posi=-
tivos y significativamente distintos de cero sobre un rango
relevante. Bn este caso se concluirfa la existencia de hete—
rocedasticidad mixta.

Para los casos en que el estimador de E(\vl)mo= o, E(\vl)m1=0
y E(lv\)moﬁ o, E(\v\)m1 = 0, se concluye Homocedasticidad.

Por au parte Hickman & Long (1980) hicieron una critica
detallada a la prueba de Glejser de la cusl se desprenden los
siguientes comentarioss
" Glejser dice, los términos en la suma de (1l.2)[lo que equi-
vale a (2)] son todos no negativos. Esto implica gue £(x) tie
ne siempre ser ya sea no-positivo o no-negativo en un caso da
do®.,
®"...No es claro del artfculo de Glejser si o0 no la hipbtesis
alternativa podria ser ®>0 0 « £ 0 [Ias «'s que trabajan
los autores mson las n'ejl. Su desarrollo parece requerir la
brimera, pero su simulacién aparentemente usa la Yltima alter
nativa®,

Glejser deshecha este problema [el problema del sesgo
en los términos u's] como si generalmente no fuese importan-
te dado que &1 piensa que E(&i) (_E(ui)] serd pequefia relati
va 8 & . Pero el problema no podria ser deshechado tan a la
ligera, La habilidad de esta prueba para distinguir entre he
terocedasticidad purs y mixta depende de la aceptacién o re-

chazo de HO(I). Para tamafios de muestra finitos, si HO(I) e8 re-—
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chazada,no hay forma de decir si el rechazo es debido a MO> 0
[moro] o E(fi)>0. De hecho, ¢uando HO(I) es aceptada, puede
ser que M 70y E(Ei) <0 de tal forma que &0 @s cercano a ce-
ro. Bstos dos efectos son confundidos y no hay forma aparente
de separarlos. También, la aceptacidn de HO(I) pudiera venir
sencillamente a causa de una gran varianza de 6&0-
As{, en fundamentos tefricos no esperahos ( Hickman &

Long ] que la prueba de Glejser permita correctamente distin-

guir entre heterocedasticidad pura y mixta,

PRUEBA DE LAYARD(1973).-

layard sugiere una prueba basads en la estadistica 752.
Este procedimiento utiliza la distribucién de los logaritmoa
de las varianzas muestrales.

Supbngase que se tienen Xk muestras independientes
@ 1 B4pr eec s eini' i = 1,2, «oey kK y ademés eij’
son independientes e idénticamente distribuidas con f.d.

J=1,2, .. ’ni

P((e, -~ p,)/ @) con cuartos momentos finitos pero tanto P co
mo la localizacién y la escala de los pardmetros son descono-
cidos,

Bntonces lo que se desea probar es,si existe igualdad de
varianga en las k muestras.

Bl procedimiento consiste en una prueba )Cz la cudl estd
en funcién de la curtgsis, as decir

2 " -2
si S, = (&il*— ei)
n, - 1

17 4=
i

es la varianza muestral de la i-4§sima muestra correspondientes

1
Entonces, para n, grande, se puede mostrar que3

i

2
(n,-1)log S; ~ N(log ¢ 5 , r

i ) donde

.- cf. Miller (1968) pdgs. 570-TL. 43




r =2+ (1 - (mp)v
Yy
*=se-p)tct - 3
es 8l coeficiente de curtosis de la distribucidn.
Sea
r? = 2 +§ 1+ (1/ nf}* con n = E:ni/k

por tanto si n, es grande (razonablemente), las ri son a-

proximadamente igual a 22, un término ceonstante.

1

Ahora, haciendo una transformacién al vector™:
1/, > 1/,
[(nl-l) 10& S]-, see (nk-l) 108 S

Layard, muestra que bajo Ho’

2
S' - EZ(niul)(iog Si - ji:(ni-l) log Si / r2

se distribuye asint&ticamente como una 7{2 con k-1 grados

de libertad. Pero como en préctica'ﬁ es desconocida, no es
R
posible basarse en S para probar Ho. Por otro lado si se

utiliza un estimador consistente de 7 y ©1 cual es dado poxr

la prueba se basar{a en:

2 . N IS

S=r 23 con 2= 2 + (1 - (1/a)}¢, 1la cufl .
A
r

se distribuye también como‘)(,2 con k-1 grados de libertad.

1.~ Layard op.cit., pdg. 196
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Scheffé puntualizé que para poder obtener un estimador

razonablamente bueno de T es indispensable tener mueatras
muy grandes,
Por tanto, si tenemos que bajo Ho, S se distribuye como

una estad{stica X;z, rechazamos la hipdtesis nula si S8 reba-

2
sa el valor de X~ con k-1 grados de libertad al (1-o )100%
de significancia.

PRUEBA DE HARVEY & PHILLIPS(1973-74)
(PRUEBA POR RESIDUALES RECURSIVOS) .-

Lo que motiva esta prueba es lo siguiente. Supbngase que

se tiene el modelo de regresifn lineal

Y = Iﬂg + u
con las suposiciones bdsicas, en particular, hacen &énfasis en
que los términos u's son independientes entre s{, con esperan
za cero y que se distribuyen normalmente, Sobre la varianza
no se menciona nada ya que la prueba es precisamente para de-
tectar la forma de ella.

Entonces, la forma de la varianza del término W serds

B(u ut) = U2V
donde V es una matriz diagonal y que bajo la hipétesis nula,
es decir, de acuerdo a las suposiciones bésicas V = In'

Por otra parte, similarmente a los residuales por mini -
mos cuadrados ordinarios 1os residuales recursivos (que se de
finen mas adelante) son lineales en la variable dependiente Y
e insesgados en el sentido que tienen esperanza cero., Pero
conforme a las suposiciones bésicas, los residuales por m{ni
mos cuadrados ordimarios en general, son correlacionados y he

teroceddsticos. En otras palabras, tenemos que en la hipbte-
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sis nula E(uu')= UzIn, si definimos U como el vector de resi-—
duales por minimos cuadrados, entonces E(Q1')= Gz(In-X(X'Xfix').

Bsto no ocurre con los residuales recursivos ya que la
forma de construccién hace que bajo la hipdétesis nula, sean in~
dependientes e idénticamente distribufdos. De esta forma pode-
mos tener que B(ud')= GZIn_k, donde U denota el vector de resi
dusles recursivos de dimensién (n-k) x 1.

La explicacién viene del hecho de que es posible definir
a2 1o mas n-k residuales si estos son restringidos a tener uns
matriz de covarianza eecalarl.

La idea para obtener los residuales recursivos es calcu -
lar n-p+l estimadores de (», donde el primer estimador ,gﬁ es
t4 basado en las primeras p observaciones, el segundo en las
p+L observaciones, etc.

Apoyféndose en esa idea, dichos estimadores pueden ser es-

timados recursivamente utilizando la siguiente expresidn:
. -1 e A
Bo=b o FBealien) 1 =% Pry)
k k-1 remmmr =y
Loex, (X 3B q) %y

donde xk-l es la matriz generada por los primeros k-1 renglo
[ ]

nes de X, Xy es el k-ésimo renglén de X y ¥, €8 el k-&zimo
valor del vector Y.

Por otro lado, sélo se necesitia realizar una sola inver -

¢
8ién matricial, es decir, sélo se necesita invertir (xk—lxk-l)

t
ya que para obtensr la inversa de Ik!k ge puede utilizar lea

férmula recursivat N
. - ‘ - | _,1 ] (] - ]

(Xx.X.) L (X _1%.4) o (xk-lxl':-l). Xy xkf:k-lxk-l)
L+2, (K X y) Xy |

1.- para ia demostracién de esto ver Theil(1971,pg.203~204) 44
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Yy por tanto, se pueden definir los residuales recursivos ro

mo lzs n-p estadi{sticas:

] A

~ - ‘ 5
l)_k = yk Lk /k-l ; k = p+l’o.¢, n

(1 + 7'k(x;<-1xx-1)m]7z Kk }1/2

Se ha demostradoL que bajo la hipdtesis nula estos residua-
les son insesgados con valor esperado igual a cero y que tie=-
ne una matriz de covarianzas escalar,

Por tanto, ya que los residuales recursivos poseen estas
caracter{sticas, las cuales son deseables, se construye una
prueba de significancia bastante fdcil. La prueba es como si-
gue:

Si se pueden obtener n-~p residusles recursivos, a este
conjunto, por su parte se le puede dividir en dos grupos con
m elementos, donde msgx_ig . Entonces, si denotamos por ?1.'1
al vector de los primeros m residuales recursivos y: por

u, al vector de los dltimos m residuales recursivos, no es

muy diffcil demostrar2 que bajo la hipétesis nula:
~ . ~
Yo%
x.'N
Y

Intuitivamernte lo que hace la prueba es medir la diferen

o ’(m,m).

cia entre la suma de cuadrados debida & los residuales del se
gundo grupo con respecto a la sume de cuadrados de los resi =-
duales del primero,

En caso de que se viole la hipdétesis, el cociente seria
bastante grande y su valor numérico en consecuencia rebasaria

el valor de F(m m)* De hecho es una prueba similar a la pro -
?

l.- por ejemplo ver Harvey & Phillips (1973)
2.,~.cf, Graybili(1961), pég.3l




puesta por Goldfeld & Quandt.

PRUEBA DE ZROETER(1978)
(PRUEBA PARA MODELOS CON PREDICTORES NO ALEATORIOS) .-

La idea de esta prueba es comparar la magnitud de cada
residual con respecto a la magnitud del vector de residusales.

Para construir la estadf{stica de prueba, se multiplica
cada uno de los cocientes por un valor, para ponderarlos y
se suman todos los términos. Se compara con un valor basado
en cuantiles de las tablas del cociente Von-Newmann y cuanti-
les de la prueba Durbin-Watson.,

Pormalmente,el proceso de prueba es el siguiente, Supén-
gase que tenemos el modelo de regresidn lineal donde las va-
riables independientes no son aleatorias y el término de dis-
crepancia ug, es independiente de cualquier otro,con E(ui)=0
y E(ui) = q-i . Que aunque la forma de Gi no puede ser co-

nocida, se supone que las observaciones han sido ordenadas de
tal forma que Ui_1.< Gi (i=2,...,n). (el ordenamiento de las
observaciones pudiera seXr de acuerdo al criterio de Goldfeld
& Quandt(1965)).

Bntonces la hipétesis de interéds es H  contra la hip6te—

sis alternativa H.ls O'i >G'i_1.

Para hacer tal prueba, considérese lo siguiente:
Sea A un subconjunte no-vacd{o de {l,z,ac.,n] y sea iuix ie A}
el cual denota un conjunto de residuales que en general se
aproximen a los términos de discrepancia u en {ui; ie A} .
Bntonces para nuestro propésito se supone que A es un subcon-

junto de {1,2,...,n} construfdo de (n-p) elementos y que
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los residuales ﬁi(i € A) bijo la hipdtesis nula tienen espe-=
ranza cero y matriz de covarianza escalar. Bn particular es-
tos residuales pueden ser formados por un conjunto de resi-—
duales recursivos (cf. Harvey & Phillips(1974)).

Sea {hin; ie A} algin conjunto de n, escalares no alea

torios teniendo la propiedad hin £ hjn 81 1<j.
%Z(A,i), i€ A una funcién tal que i es el %(A,i)-ésimo e-

Sea ademds

lemento mas pequefio de A, EBntonces, para cada uno de los va-

lores de t +tomados de 1 a 6, la ecuacidn siguiente tiene
h no decreciente en 1.
in

t+1
hin = (=1) 2(1 - cos (pt(i)) y leA
donde

y)t(i) =T {(Jtz + £t4 + Jte)(n—p-o-l) + ({t‘j + Jts)(J—1)+

+ (DU, 0]) 7 {a-pr(- 8- 4,

Y gt Sz}

) I o+

con J igual a un entero positivo mayor o iguel a 2, el cual es

elegido arbitrariamente y Jij la d de Kronecker definida

IO si 1#j
13 " 11 8i i=j .

Consiguientemente, para cada uno de los wvalores de t

como 1

ge produce una prueba exacta al 100xpor ciento de significan-
cia (Zroeter(1978),pdgs. 1312-1315) en la que se rechsaza H

8l y solo =i z
h = n
n ie€eA 1n in
con ~ _ z e
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es mayor que

Ln=p+1) TH(n-p) ( & v (0=pel; ) = &7 (n-pelsa)) +

'L

+ 4( &t &) = (&

3+ Sis * i) dylamer 3, i) -

t3
- - e X
( £t4 + JfS) dL(n p+ J, J; )} .
donde Vge Yy dU, dL se obtienen en las tablas del coclen=-

te Von-Newmann y Durbin-Watson (Tabla VI y Tabla VII) respec

tivamente.
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CAPITULO IIX

SIMULAC IONES

Este capftulo, se incluye con la finalidad de dar una
idea, al lector, del comportamiento de cada una de las prue-
bas, para la deteccidén de heterocedasticidad, vistas en el
cap{tulo anterior.

Toda la informacidén fué extraida de artfculos (de los
cuales se dd la referencia exacta) publicados por diferentes
personas quienes han realizado simulaciones experimentales,
Ya sea para calcular la potencia de algunz prueba propuesta
por ellos o simplemente para comparar la potencia de prye =
bas que ellos consideran de interés. Se traté de dar en for
ma clara y breve la manera en que se llevaron a cabo cada
uno de los estudios y los resultados que se obtuvieron (algg
nos autores hacen recomendaciones, las cuales también se in-
cluyen); persiguiendo con esto, que cada quien pueda formar-
86 un criterio de como proceder en determinadas circunstan -
cias,

Para finalizar esta pequefia introduccidn, se aclara que
el procedimiento para la presentacién de la informeoién fué
en orden cronolégico para ser coherentes respecto a la pre=

sentacién de las pruebas.

BISHOP Y FAIR(1939).-

Realizaron wn estudio sobre la prueba propuesta por Ney-
man y Pearson(193l) y la prueba Bartlett(1937). Este anAlisis

consistié en revisar cada uno de los métodos de aproximacidén
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sugeridos por diversas personus tales como Nayer(1936),
Batlett(1937) y Nair(1939), en base a estas aproximaciones,
calcularon la potencia de cada prueba y establecieron las di

ferencias.

Notaron que cuando los grados de libertad (en los que
esta basada Si, 1=1,2,...,k), asi como para cuando se ten{-
an dos grupos; la prueba de Bartlett da una subestimacidén de
significancia de violacién de homogeneidad. Notaron ademds,
que 8i cada uno de los k estimadores de la varianza Si es
tén basados en 1los mismos grados de libertad, no hay diferen
cia entre el uso de la prueba de Bartlett y la de Neyman y

Pearson

Puntualirans
"Deber{a ser recordado gque Bartlett nunca esperé que su méto
do pudiera ser muy preciso cuando los estimadores estuvieran
basados en grados de libertad tan pequefioes como 1", (Bishop
y Nair, op. cit., pdg. 96).
aunque ellos observaron que cuando los grados de libertad en
los que se basen 1lo0s estimadores fueran tan pequefios como la
unidad, la prueba podria detectar solamente en el caso de
que la violacidn de homogeneidad fuera muy grande.

Para cuando los estimadores estan basados en diferentes
grados de libertad, Bartlett argument§ que su estadistica
era un perfeccionsmiento del método Neyman y Pearson, puesto
que 8i se eliminan varios ﬁarémetros de regresién, de mues -
tras desiguales en tamafio, pudiera ser posible que las fluc-
tuaciones de una varianza reducida a uno o dos grados de li-
bertad, aparenten la discrepancia real en muestras mas esta-
bles.,
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Por otro lado, los autores del articulo reafirman lo
anterior por medio de una simulacidn, concluyendo que 1la prue
ba Neyman--Pearson es muy sesgada, respecto al riesgo de e -
rror tipc T nominal, al menos para cuando las diferencias en
tre el nimero de observaciones por grupo y los grados de 1li-

bertad {(en los que se basan los estimadores) es muy grande.

HARTLEY(1940), por su parte demuestra que la prueba de Bart-

lett no es muy precisa si el ndmero de muestras (k) es muy
grande, (k=30 prueban).

GOLDPELD & QUANDT(1965), con el fin de calcular la potencia

de la prueba propuesta por ellos, llevaron a cabo una simula
cién de un modelo de regresién lineal simple con una variable
independiente. Variaron el tamafio de la muestra (n=30,60), el
nfmero de observaciones centrales omitidas (k=0,4,8,12,16),
la media (/Lx) y la desviacidn estdéndar de los valores de ¥

( Tk). Los valores de x fueron generados de uns distribucién
uniforme para cada combinacién de los valores de‘/x y Ji;
restringiendo el uso de los valores de X a aquellos que cum
plieran con x 7?1,

Para cada combinacién de pardmetros, calcularon 100 mues
tras de cada tamafio., Los valores del término de discrepancia
u, los generaron de una poblacién N(0,l). Especi{ficamente,
el modelo utilizado fué:

(1) = PorPE vy
por tanto las hipétesis probadas fuerons
Fal V) [
(2) Yy = Po + 1%y
vs.
\/\ N 1/x A
(3) TR = PR+ Py
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las estad{sticas obtenidas se compararon con los cuanti
les correspondientes de una distribucién F al nivel de sig
nificancia 5%. Bntonces, para conocer la potencie de la prue
ba, se obtuvieron las frecuencias relativas (en los 100 ensa
yos) de
i) Los casos en que se rechaza la hipétesis falsa (3)
ii) Los casos en que se rechaza la hipbtesis correcta(2)
Como vieron que los dos casos eran equivalentes, se limita-
ron al caso (2). A partir de los resultados a los que llega =
ron, hicieron las siguientes conclusioness
a) La méxima potencia de la prueba, para cuando los ta
mefios de muestra son 30 o 60, la obtuvieron con el ndmero de
observaciones centrales omitidas (k) igual a 8 y 16 respecti-
vamente.
b) Cuando existen incrementos en la desviacidn estdn -
dar de la variable %‘(G;) relativa a su media; la potencia de

la prueba me jora.

c) Bn tanto el tamafio de la muestra aumente, la poten-
cia de la prueba me jora,

PEARSON(1966), comparé les pruebas Bartlett, Hartley y Cadwell
(para 1o cual necesité tamafios igusles de muestras).

Bl estudio fué como sigue: consider$ 1000 muestras alea-
torias, extrafdas de poblaciones normales N(O,1); cada una con-
sistiendo de na=5 observaciones., Bstas 1000 muestras, las divi
dié en 200 grupos de k=5 muestras cada uno. ¥ultiplicé, la va
riangza, la desviacidn esténdar o rango (seglin se requiriera)
por factores apropiados tales que las 5 muestras se pudieran

considerar como muestras extraf{das de poblaciones normales con
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diferente varianza, desviacién esténdar o rango (¢, ,t=1,2,3,
4,5) v examiné la potencia de cada prueba para detectar hete-
rocedasticidad.

Estas pruebas de hipStesis las realizé a 5% y 1% niveles
de significancia, de 1o cual concluye lo siguientes

a) Bn general, la prueba de Hartley es ligeramente mds
potente que la prueba propuesta por Cadwell. Aunque a cual =
quier proporcidn de los wvalores elegidos de k y n, la di -
ferencia entre las dos pruebas es muy pequefia,

b) le potencia de la prueba de Bartlett, es considera -~
blemente mayor gque cuaslquiera de las dos pruebas., Aungque en
algunas hipétesis alternativas que 41 consider$, la diferen -
cia no es mucha. Ezto le llevS a pensar que la prueba de Hart-
8y ¥y la de Cadwell se podria esperar fueran sengitivas en ai-
tuaciones donde hay una varianga poblacionasl muy grande y una
muy pequefia,

a) Si se necesita un andlisis rdpido sobre presencia de
heterocedasticidad podr{a ser muy dtil la prueba de Cadwell,
Pero s8i ya me poseen por separado los estimadores muestrales
de la varianza y ademés se dispone de tiempo, recomienda la
prueba de Bartlett. Sin embargo, enfatiza que no debe olvidar

se que ninguna de las pruebas es robusta a violacién de la su
posicién de normalidad.

Seis afios despuds GARTSIDE(1972) hizo un estudio similax

de estas tres pruebas y comenta lo sigulente:

a) Si se desconoce la hipStesis alternativa pero se cree
que existe normalidad lo recomendable es utilizar la prueba de
Bartlett (prueba que encontré§ més potente).

b) Si se necesita una prueba répida y se cree que exis-
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te normalidad, 61, aconseja utilizar cualesquiera de las dos
pruebas Hatley o Cadwell.

Compar$ su prueba con la prueba propuesta por Box-Scheffé
¥ la prueba propuesta por Levene a 5% y 1% niveles de signifi-
cancia., Bn su estudio, Miller, consider§ dos variantes que Le-
vens sugiere para su prueba(lz Su experimento cousistié en lo
siguiente, gener$ dos veces 1000 pares de muestras aleatorias
de una distribucién Uniforme, el tamaiio de cada muestra fué de
N=25, A cada una de las muestras las sometié a una transforma-
cién apropiada para obtener muestras de distribuciones comos
Normal, doble exponencial y doble exponencial sesgada.

Bn un primer estudio, expuso lo siguiente:

a) La prueba Jackknife con k=1, es generalmente mas po-
tente, comparada con la prueba S de ILevene,lLa prueba Jackknife
aumenta en potencia cuando se trabaja al nivel de significan-
cia 1%.

b) La potencia de la prueba Jackknife no es tan grande

cuando k=5 como cuando k=1, Sin embargo tiene un mejor control

en el riesgo de error tipo I respecto al nivel de significan -
cia nominﬁl.

c) La prueba S de Levene(z) es robusta, pero no es tan
potente como la prueba de Box-Scheff§ o la prueba Jackknife en

distribuciones con colas muy largas. En particular al nivel de

significancia 1% se obtiene la mas baja potencia.

1.~ Las variantes son a) obtener ui=(%i-if‘y b) obtener zi =lxi-%|
las cuales denota por la prueba S y la prueba Z respectivamente,

cada una de ellas se distribuye como una estadistica t-Student.

NOTA. Draper & Hunter(1969) en su articulo, hacen una extensién
de la prueba Z.

2.-En un estudio que Levene realizd, encontré que la prueba Z es
preferible (en términos de potencia) a la prueba S, Sin embar-
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d) La prueba de Box con k=5 es robusta y muy eimilar
(en potencia) a la prueba Jackknife con k=5, Pero en este ca-
so, por facilidad de cdlculos, aconseja la prueba de Box —-—
Scheffé.
Bn un segundo estudio que realizé, Miller, corroboré los re-
sultados anteriores. Finalmente puntualiza que para muestras
grandes, la prueba Jackknife (con k=1) es muy potente en com-
paracién con la prueba S de Levene y la de Box-Scheffé. Sin
embargo, en @nto se incrementa el tamaifio de la muestra, la
cantidad de cdlculos que se necesitan para dicha prueba es de
masiada. Cuando se utiliza k7?1, usaer la prueba Jackknife es

equivalente a utilizar la prueba S de Levene ( en cuestién de
potencia).

GLBJSER(1969), con el fin de medir la efectividad de su prue -
ba, la comparé con la prueba propuestia por Goldfeld & Quandt.

Bl estudio lo realizd utilizando un modelo de regresién
lineal simple

Y1=Po*f5111*“1

donde varié la desviacién estdndar de las X, Las x's fueron
generadas de una poblacién normal con media igual a 50, Tonfo
varios tamafios de muestras y considerd ocho tipos de relacién
funcional de la varianza (Ver Glejser(1969) pdg. 318). Para
cada caso, gener$ 1000 muestras, Los valores de v los generd
de una poblacién normal con media cero y variasnga unitaria.

| El criterio para evaluar la potencia de las pruebaé, fué
tomar en cuenta la frecuencia relativa del error tipo I (i.e.
detsctar heterocedasticidad cuando no existe). De los resulta

dos obtenidos después del estudid, Glejser concluye lo siguien

go Miller en este articulo, demuestra que la pruebz Z no es a-
sintéticamente distribucibén libre. Por tal motivo no la consi-
der$ competidora para su prueba 57




te:

a) La prueba de Gle jser es favorable comparativamente
a la de Goldfeld &% Quandt(l). Aunque para desviaciones estdn-
dar pequeflas de X y tamarios de muestra reducidas, la poten -
cia de ambas es muy baja.

b) La prueba de Glejser tiene ventaja con respecto a la
de Goldfeld & Quandt ya que la primera puede detectar hetero-
cedasticidad mixta.

Glejser, dié las condiciones para 1los que Se obtienen Sptimas
respuestas de su prueba, i.e. la prueba ayuda bastante en los
siguientes casoss

i) Cuando la muestra consta al menos de 30 observacionss.

ii) Cuando la desviacién esténdar de x es grande (p.e.
a"x=30 y media igual a 50).

1ii) Cuando la potencia de la <« gue aparece en la forma
funcional de u, en valores absolutos no es menor que 1,

Por su parte, Hickman y Long(1980), hicieron una crfitica
a la prueba propuesta por Glejser. Bn este estudio exhaustivo
(vfa un estudio similar al realiszado por Glejser) llegaron a
las siguientes conclusiones:

1) La prueba de Glejser identificard homocedasticidad co
rrectamente con muestras tan pequefias como 30 observaciones
88lo si la varianza de la variable independiente %X es muy
grande.,

2) Para el caso de heterocedasticidad para (u=vx), el
método de Glejser detecta bien cuando el amafio de la muestra
es mayor que 30 y los valores de la variable X tienen una des
viacidn esténdar grande. Sin embargo, esto no sucede cuando la

varianza del término de error u decrece en tanto que los valo-

1l.- La prueba de Goldfeld & Quandt es mas potente solo cuando
ge tiene heterocedasticidad pura y la desviacién estdndar de
es muy greande. 58




res de » se incrementan (producen resultados no satisfacto-
rios).

3) Bn el caso de heterocedasticidad mixta, similar al
punto anterior, los resultados obtenidos de aplicar la prueba

de Glejser son bastante insatisfactorios.

La razon argumentada del por gqué de los resultados es, que
al no tomur en cuenta el sesgo de los estimadores de los tér -
minos de disorepancia,en el ajuste por regresién de los resi -
dusles con respecto a 108 valores de f(z), no hay forma de sa-—
ber si la aceptacifn o rechazo de la hipétesis es debida a que
m,>0y E(ui)'>0. Por ejemplo, cuando la hipétesis nula I se
acepta es porgque ﬁo>0 y E(ui)< 0 . De hecho, en la forma fun -
cional de la varianzae que ellos (Hickman y Long) consideran,
E(ui)< 0 mientras que ﬁo'>0. Esto les lleva a aceptar HO(I)x

mo=0 cuando realmente deberf{a ser rechazsda,

GAMBS, WINKLER Y PROBERT(1972). Hicieron un estudio sobre la
robusteg de las pruebas Hartley,Bartlett, Leveneil) y Scheffé(zz

Bl estudio consistié en dos simulaciones de muestreo, donde en
el primero se obtuvieron 1000 grupos de 3 muestras de 6 obser—
vacliones cada una, En este estudioc se compararon las pruedas

Bartlett,Hartley, I-A ¥y L—f?.

Bl segundo estudio consistlié de 1000 grupos de 3 muestras,
cada una consistiendo de 18 observaciones, en éste, se compara

ron las pruebas Bartlett y Scheffé(3).

l.- Los autores, al igual que en el estudio de Miller(lg§8£‘tr§
tan las variantes de la prueba ge Levene Ix . -%X|y (xi— « ) las

cuales denotaron como I~A y I~X respectivaménte.

2.~ Games, Winkler y Probert, se refieren a la prueba de Scheffé
como la prueba de Bartlett-Kendall pero como en este trabajo
siempre se ha tratado como la prueba de Scheffé, se seguid tra
bajando con este mismo nombre.

j,~La prueba de Scheffé fué trabajeda de dos formas, la muestra
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las observaciones las generaron de una distribucién nor-
1, donde variaron los pardmetros x ¥y vz. El total de varia
iones fueron 6 obteniéndose de¢ esta maners distintas formas
poblacionales, éstas sons
1.~ Poblacién normal (0,1)
2.- Poblacién normal Hgeramente sesgada
3.~ Poblacién normal moderadamente sesgada

4.~ Poblacidén normal extremadamente sesgada(muy leptocurti
ca).

5.~ Simétrica leptocurtica

6.~ Rectanguler

Cada una de las estadf{sticas consideradas en el estudio
fué probada a los niveles de sgnificancia 5%, 2.5%, 1% y 0.1%
(cusndo fué posible). Para obtener la potencia de cada prueba,
calcuiaron la frecuencia relativa del rechazo de Ho cuando era
verdadera.

Los resultados que obtuvieron fueron, entre otros, los
que & continuscidén se describen:

En el primer estudio encontraron que

a) En general, la estad{stica de Bartlett y la de Hartley
se comportan de la siguiente formas Bn poblaciones PLATICURTI -
CAS producen pruebas conservativas, mientras que cuando existe
LBPTOCURTOSIS la probabilidad de error tipo I es inflado. En

particular la prueba de Bartlett, en el caso de las poblaciones

4,5 y 6 mostr§ que en tanto que n crece, la probabilidad de
error tipo I se incrementa aun mas., Esto, ya hab{a msido comen -
tado por Box(1953).

b) Cuando las verianzas difieren, la estad{stica de Bart-

(1a cual constaba de 18 observaciones) se subdividié en 9 sub-
muestras de 2 observaciones y en 6 submuestras de 3 observacio

negs cada una, A estos casos, los autores les llamaron LEV2 y 60
LEV3 respectivamente



ett y la de Harley resultaron mas potentes que la I~A y L—x?

e estas dos Yltimas la mas potente fué I-A. Aunque esta po-
encia siempre estuvo acompariada con un riesgo de error tipo
muy inflado.

¢:) Sobre la falta de potencia, tanto en I~A como en -

2
X, los autores creen que esto, probablemente se debe a que

los valores tanto de lxik- X | como de (x

pendientes en una muestra y esta dependencia aumente cuando

el valor de n es pequefio.

-2 .
ik x)° no son inde-

Bn el segundo estudio, encontraron que:

a) Para las poblmciones 1,2 y 3 la prueba de Bartlett
fué mas potente, la prueba LEV3 mostrS el mejor control de e~
rror tipo I en las tres poblaciones, pero siempre estuvo acom
pafiada de una baja potencia,

b) La prueba LBV3 mostré ligeras desviaciones signifi -
cantes del nivel 0.5 y esta Jjunto con la LBVZ2 fueron ligera -
mente conservativas en todas las poblaciones.

¢) Para las poblaciones 4 y 5, encontraron que la prue-
ba fué mas potente, sin embargo el riesgo de error tipo I lle
g8 a 37%. La prueba LEV3 mostré una potencia razonable y de

nuevo la prueba LBV2 fué conservativa y de menor potencia,.

Respecto a las pruebas conservativas,los autores puntua-
lizans

"La probabilidad de error tipo I inflada es un problema
mucho mas serio que una probabilidad de error tipo I conserva
tiva, puesto que es posible para una prueba ser conservativa
y tenga una potencia mas alta que otras alternativas",(Games,

et.al.,op.cit.,pdg.893).
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De estos resultados, los autores dan las siguientes re -
omendaciones generales:

1) Si se tiene razén para creer que las pobluciones
uestreadas son platicurticas o mesocurticas, lo aconsejable
erfa utilizar la prueba de Bartlett o la prueba de Hartley.
unque s8i bien es cierto que producen pruebas conservativas

en poblaciones platicurticas, tienen mas potencia que cualguier
alternativa,

2) 8i se sospecha que las poblaciones muestreadas son lep
tocurticas, o no se tiene claro cual es la forma de la pobla -
cidn y se desea una probabilidad de error tipo I igual a 0.05;
lo recomendable es utiligar el método LEBV3 y aunque tiene po-
ca potencia, estu puede ser compensada con un incremento en n.
31 se quiere hacer inferencias sobre varianzas como fin priori

tario, 1o que recomiendan es utilizar un tamafio de muestra mi-

nimo de 20 observaciones,

En la prueba de Scheffé, los autores experimentaron sobre
la particién Sptima de la muestra., Para esto, utilizaron tama-
ffos iguales de submuestras con 2,3,4,5 y 6 observaciones y una
poblacidn con alto grado de curtosis, De esto obtuvieron las
siguientes resultados,

3i se tiene muestras grandes (n=36, a este tamafio proba -
ron los autores), el utilizar tamafios de submuestras igual a
4,5 o 6 produce una diferencia muy pequeila en potencia que cuan
do se usan tamafios de submuestras iguel a 3. En caso de temer
muestras pequefias (n=18), la prueba refleja una ligera mejor{ia
en votencia utilizando submuestras de tamafio 4,5 o 6 que en
submuestras de tamafio 3. BEn cambio, cuando utilizaron submues =

tras de tamafio igual a 2, obtuvieron una potencia inferior.Es
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or esta razén que los autores recomiendan utilizar submues-—
tras de tamafio igual a 3. Hacen la aclaracién de que puede 34
ceder que la muestra no pudiera ser subdividida en submues -
tras de tamafio igual a 3, a lo que ellos recomiendan, obte -
ner el mayor nimero de submuestras de 3 observaciones y la dl
tima que fuera de 4 o 5, la cual debe ignorarse el tamafio, ya

que el efecto no es significativo.

LAYARD(1973). Con el fin de probar la eficiencia de su prueba,

llevé a cabo dos simulaciones de muestreo generadas de distri
buciones Uniforme, Normal y doble exponencial, En estos dos
estudios, compar$ las pruebas propuestas por Bartlett, Layard
(762), Box-Scheffé y Layard(extensidén de la prueba de Miller).

La primera simulacién conaté de 500 conjuntos (para cada
poblacién) de 4 muestras donde cada muestra contenfa 25 obser
vaciones, Después de aplicar cada una de les pruebas se cuan -
tificé el ndmeros de rechazos de la hipbtesis nula con el pro-
pbsito de calcular la potencia. Ia segunda simulacidn, fué si-
milar a la primera con la variante de que cada muestra tenfa
10 observaciones. Todo el proceso se realizd a los niveles de
significancia 5% y 1%.

Para aplicar la prueba de Scheffé, cada muestra fué subdi
vidida en submuestras de tamafio 5.

Los resultados que el autor obtuvo fueron los siguientes:

a) La prueba de Bartlett presentdé muy poca potencia para
la distribucién uniforme (la cual tiene ¥ = -1.2) y mucha po-
tencia para la distribucién normal y doble exponencial.

b) La pruebsa )52 y Jackknife presentaron muy buena poten -
cia a los dos niveles de significancia, aunque la prueba Jack-—
knife se mostrd mas sensitiva a la forma de la curva.
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¢) Bn el caso de una curva normal, la pruecba de Bartlett,
rebasa a la prueba 7L2 y Jackknife,

d) La prueba de Scheffé, en general, presentd poca poten

cia pero fué la mas robusta a la forma poblacionaf.
De este anAlisis, el autor, hace el siguiente comentario.

Las pruebas 7@2 y Jackknife son aconse jables si se quie
re un procedimiento razonablemente robusto pero bastante po -
tencia, De estas dos, la pitveba 7L2 es mucho mas fdcil de cal
oular. Pinalmente, hizo la aclaraciédn de que las pruebas tra-

bajaron mejor con muestras de tamaflo 25 que con las de tamafio
10.

HARVEY Y PHILLIPS(1974). Con el fin de saber la efectividad de

su prueba, la compararon con la prueba de Goldfeld & Quandt,

para poder hacerlo hicieron una simulacién de muestras, el pro
cedimiento fué similar al estudio realizado por Goldfeld &
Quandt, de los resultados que obtuvieron sacaron la siguiente.
conclusién,

La prueba por Residuales Recursivos es preferible global-
mente a la prueba de Goldfeld & Quandt ya que es mas potente

y mas flexible en la ordenacién de las observaciones.

BROWN Y PORSYTHB(1974). LLevaron a cabo un experimento para
comparar la potencia de cada una de las siguientes pruehas Le-
vene(l), Layard ( 7L2) y Layard (Jackknife). El experimento
consistié en generar pares de muestras aleatorias(z) de pobla

ciones Gaussiana, Ji-cuadrada (con 4 grados de libertad),

1l.- Los autores consideran la prueba de Levene (denotada por W)
en la siguiente forma z .= |113‘11| ¥y las variantes Vzjj,log(zij)
donde las dltimas mostragon muy poca potencia respecto a zy4 (a
la estad{stica W formada por esta transformacién la denotaron Wy).
Ademds utilizaron estimadores centrales mas robustos que la me -
dia aritmética (como la mediana y la media reducida. A las esta-
disticas generadas por estas transformaciones las denotaron por
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-student (con 4 grados de libertad) y Cauchy. La distribu -
ién Ji-cuadrada, la sesgaron a la derecha en tanto que las
istribuciones t-student y Cauchy fueron simétricas pero con
olas largas. Bn la segunda muestra de cada par se transfox
on los datos con el fin de que las varianzas fueran dife-
rentes, Pinalmente cada par de muestras (de cada poblacibdn y
para cada estadistica) lo repitieron 1000 veces en blogues
de 100 y cuantificaron el nimero de rechazos de Ho cuando és-

ta era verdadera.

108 resultados obtenidos en este estudio fueron los que

a continuacidn se citan.

a) Bn caso de muestras pequeflas, la estadistica W50 ge
mostrd conservativa cuando existe igualdad de varianzas en

poblaciones Gaussianas,
b) Bn caso de muestras desiguales, la prueba Jackknife,

da resultados muy inflados en distribuciones con colas gran-

des,

¢) Ia prueba 7L2 se desvia del nivel de significancia
nominal con muestras muy pequeiias,

d) De los tres tipos de la prueba de Levene, W es apa

10

rentemente mas robusta y se acerca mas al 5% que W_., mien -

50

tras que W, es mis sensible a la forma poblacional.
A partir de esto, los autores aconsejan lo siguiente: Si

se tiene poblaciones con colas grandes y se quiere probar i-

gualdad de varianzas, lo recomendable es utilizar una estad{s-

tica de la forma '10 ya que la pérdida en potencia que se tie

"50 T ¥ respectivamente).

2.~ Los tamafios de muestra de cada par son variables, es deeir,

hay casos que dentro de cada par,los tamafios de muestira son

diferentes, 65




cuando se utiliza wlO en lugar de utilizar WO es pequeria
zlativa al incremento de probabilidad de error tipo I debi

=~ B no-normalidad.

Si se cree que existe simetr{a, 1o recomendable es una

stad{stica de la forma WSO‘

SELMAN, GAMES Y CLINCH(1979). Realizaron una simulacidédn de

uestreo para probar la potencia de las pruebas Jackknife,

10? '50 Y Scheffé., Bste estudio consistié en generar mues —
rags aleatorias de las poblaciones Normal, Ji-cuadrada ( con
2 grados de libertad ) y t-student (con cinco grados de 1li —
bertad),donde las dltimas dos poblaciones con un grado de cur

oais (T ) igual a 6. Tomaron dos tamafios de muestra las cua—
les fueron divididas en cuatro grupos de diferentes tamafios;
la muestra mas pequefia fuéd de El=180 observaciones(las sub-
maestras fueron de tamafios n, = 18,36,54,72).

Ia segunda muestra fué de tamafio N2=420 ¥ las submues -

tras de tamafios nk=36,72,108,l44(1). Ras varianzas fueron i-
gual a 8,7,5 y 4 las cuales aparearon directa e inversamente,
de acuerdo a los tamaflos de las submussiras. El nivel de sig
nificancia utilizado fué de 5%. Para aplicar la prueba de

Scheffé, tuvieron que dividir cada submuestra en subgrupos,

Bsta divisién fué de acuerdo a la sugerencia de rtin y Games

(1977) bassda en la raiz cuadrada positiva de la menor sub -

muestra las cuales fueron 5 y 6 para Nl Yy N2 respectivamente.
Los resultados que obtuvieron de este andlisis fuerons
a) ILa prueba Jackknife reflejé tendencia & inflar el ries

go de error tipo I en poblaciones Leptocurticas. Cuando las

muestras son de tamafios desiguales esta tendencia se incremen

1l.— Bn particular, los autores consideraron submuestras de=?§
mafio nk= 45 Vk.

66




y cuando los tamafios de muestra son iguales la prueba da
= yor potencia sin embargo el riesgo de error tipo I sigue
nflado,

b) La prueba W tiene un comportamiento razonablemente

10
sueno en distribuciones simétricas. Pero presenta un riesgo

de error tipo T inflado en poblaciones asimétricas.

¢) Las pruebas W 0¥ Scheffé, en general, garantizan un

5
buen control de error tipo I. Aunque las dos presentan un 13

gero sesgo positivo,
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Para concluir, resumiremos 1los resultudos que se ex—~
pusieron en el transcurso de este capf{tulo. Con este prop$
8ito, se presentan los resultados obtenidos de cada prueba
(i.e., el comportamiento de cada prueba en diferentes situsa

ciones). De nuevo, el orden en que se citan las pruebas es
anflogo al ya descrito,

PRUEBA DE BARTLETT.~

- Da una subestimacidn de significancia de violacién
de homocedasticidad cuando los grados de libertad en
que se basan los Si son tan pequenos como la unidad
y solo la detecta cuando la varianza es muy grande.

~ Cuando el nimero de muestras es muy grande, la prue-—
ba no es muy precisa para detectar heterocedasticidad.

- No es robusta a no-—normalidad.

- Cuando se cree que existe normalidad y se desconoce
la hipétesis alternativa, easta pruebg es la mas re -
comendable.

- Comparada con la prueba de Hartley y la de Cadwell,
esta prueba es muy potente.

~ 81 se tienen poblaciones normales platicurticas o me
socurticas, es una prueba conservativa, sin embargo
tiene buena potencia.

- BEn caso de poblaciones leptocurticas, tiene buena po
tencia pero el riesgo del error tipo I es inflado.
Esto se incrementa si n crece,

- Cuando las varianzas difieren, es mejor que la prueba
de Levene(I~A ¥y L—xz).

-~ En el caso de poblaciones normales platicurticas o me

2
socurticas, es mejor que la prueba de Layard (L° o



Jackknife}.

PRUEBA DE SCHEFPH, -

- Bs robusta a la forma poblacional pero la potencia no
es muy alta.

- Bn efectividad la prueba es similar a Jackknife, aun
que por cuestién de cdlculos, ésta es preferidle,

- Cuando se utilizan submuestras de tamafio 3, la prueba
proves una potencia alta,

- Bn cuestidn de control de error tipo I es similar a

la prueba de Levene(wso).

FPRUEBA DE HARTLEY .-

- Se necesitan tamafios de muestra iguales.

- Bs mas potente que la prueba de Cadwell aunque la di
ferencia es muy pequefia.

- BEs muy sensible a no-normalidad.

- Si existe normalidad y ya sea platicurtosis o mesocur
tosis la prueba es conservativa.

- Si la poblacién es normal leptocurtica, la probabili-
dad de error tipo I es inflado,

PRUEBA DE CADWELL.-

~ Bs muy sensible a no-normalidad.
- Bs preferible a las pruebas Bartlett y Hartley si se
quiere rapidéz en la deteccidn.

- lLos tamafios de muestra deben ser iguales,
PRUEBA DE LEVENE.-

En c¢asgso de dos muestras:
- La prueba Z es muy sensible a la forma poblacional,




BEn

PRUEBA

PRUEBA

La prueba S es sensible a poblaciones con colas muy

grandes.

caso de varias muestras:
WSO es recomendable si la poblacidn es simétrica y

en caso de que el tamaiio de la muestra sea pequefio,
la prueba es conservativa,

Wlo es aparentemente mas robusta a la forma de la
poblacidn,

W, es la mas sensible, de las tres (WO, wSO’ Wlo),a
la forma poblacional., En poblaciones simétricas, 1la
probabilidad de error tipo I es bastante inflada.
WSO al igual que la prueba de Scheffé, presenta buen

control de error tipo I, aunque la potencia es baja.

PARAMETRICA D= GOLDFSLD Y QUANDT.-

Cuando, se utilizan muestras de tamario 30 o 60, la
prueba obtiene méxima potencia cuando k toma el va
lor de 8 y 16 respectivamente,

Ia potencila de la prueba aumenta si se incrementa la
desviacién esténdar y/o incrementa el tamafio de la

muestra.

La prueba es menos potente que la de Residuales Recur

sivos,.

DE MILLER.-

Dos muestras (kK es el nimero de observaciones por grupa):

- Es mas potente que la prueba S de Levene si se tra -

baja con k=1 pero no funciona igual si k=1 Yy se

vuelve un enredo al calcularla,

- Si k=1 la prueba es similar (en potencia) a la prue

ba S de Levene.
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Varias muestras (k es el nidnero de muestras):

- K¥n poblaciones con colas muy Jrandes, la nrueba da
resultados muy inflados (comparados con los que debe

(4

rian ser) cuando ni# nj.

- En poblaciones leptocurticas, la prueba tiende a in
flar la probabilidad de error tipo I. Si ni¥nj esta
tYendencia se incrementa.

- La prueba trabaja mejor con muestras grandes (nEZS)
PRUEBA D& GLEJSER.-

-~ La prueba detecta bien heterocedasticidad pura con
muestras de tamafio minimo iguel a 30,sdlo si la va-
rianza de u crece Yy los valores de 1:m son muy
grandes.

- La prueba no funciona cuando la varianza de u cre -
ce y los valores de 'Zm decrecen,

~ La prueba da resultados insatisfactorios cuando se

trata de detectar heterocedasticidad mixtsa.

PRUEBA DE LAYARD.-

- La prueba es robusta a la forma poblacional y es bas
tante potente.
Es preferible a la prueba Jackknife dado que es mas

ficil de calcular.

- 12 prueba, en general, se desvia del nivel de signifi

cancia nominal con muestras pequefias.

PRUEBA DE HARVEY Y PHILLIPS.-
- La prueba es mas potente que la de Goldfeld & Quandt

y es mas flexible en el ordenamiento.




PRUEBA DB ZROETER.-

- Esta prueba es demasiado sofisticada. Bsta involu -
cre una serie de cdlculos lo cual la hace inaccesi-
ble,
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p) &

Per cent
éf
05 1 25 5 10 90 95 97.5 99 95

i 0.000039 0.00016 0.00098 0.0039 0.0158 271 384 502 663 788
2 0.0100 0.0201 0.0506 . 0.1026 02107 46) 5.99 738 9.21 1060
3 0.on7 0115 0.216 0352 0.584 625 78! 9.35 11.34 1288
4 0.207 0.297 0484 0.711 1.064 7.78 949 11.14 13.28 14.56
5 0412 0.554 0.831 115 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 1675
6 0.676 0872 1.24 1.64 220 10.64 12.59 14.45 1681 18.55
7 0.989 1.24 1.69 217 283 12,02 1407 16.01 1848 202%
8 1.34 1.65 218 273 349 1336 15.51 12.53 2009 2196
9 113 2.09 270 333 417 14.68 16.92 19.02 2167 23.49
10 216 256 3.25 3.94 4.87 1599 18.34 2048 nn 2519
1 2.60 3.08 382 457 5.58 17.28 19.68 2192 2473 26.76
12 3.07 357 4.40 523 6.30 18.55 2103 2334 2622 2530
13 3.87 a1l 501 589 104 198! 2236 4 2769 2982
14 407 4.66 563 6.57 2.9 21.06 2368 26.12 2914 R
15 4.60 523 6.26 7.26 8.55 2231 25.00 27.49 3058 32580
16 5.14 581 691 196 9.31 23.54 26.30 2885 3200 3427
18 626 7.01 823 939 10.86 2599 2887 3153 3481 3716
20 743 826 9.59 10.85 12.44 28.4} 31.41 3417 37.57 4000
24 9.89 10.86 1240 1385 15.66 3320 3642 39.36 4298 4556
30 13,79 1495 16.79 18.49 2060 40.26 an 4698 50,69 5367
40 2071 22.16 2443 2651 29.05 5131 55.76 59.34 6369 0677
60 35.53 37.48 4048 4319 46.46 74.40 79.08 £3.30 88.38 9195
120 83.85 8692 91.58 95.70 100.62 140.23 146.57 15221 158.95 163.64

Pare valores grandes
mula aproximada puede

3
n(l-2+z ,’g_ )
9n &Von

es la desviacién normal y n-es el nimero de grados de
libertad. Por ejemplo'7L§ 99 = 60(1- 0.00370 + 2.326(0.06086))3=

.

donde 2z

de los grados de libertad la siguiente fér

ger usadal

60(1.1379)3= 88.4 para el 99avo, percentil con 60 grados de liber

tad.
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TABLA YI. David(1952)-Har
superiores del cociente S

Eley

max,

/ S

(1930) . Puntos porcentuales

’
min,

en un conjunto de k

wedias cuadradas, cada una basada sobre v grados de liber-—
tad.(Se supone una variacién normal).

(a) Puntos al 5%

" 2 3 4 5 i} 7 8 9 10 mﬁl
2 k 390 | 875 | 142 202 266 333 403 475 550 704 '
3 154 | 27-8 39-2 50-7 82:0 792.9 835 839 | 104 124
4 ] 9-60 | 155 206 25-2 29-5 33-6 375 41-1 44-6 51-4
5 ‘ 515 | 108 133 163 187 20-8 22.9 24-7 26-5 29-9 E
6 582 8-38 10-4 ¥2-1 13:7 15:0 16-3 176 18-8 20:7
7 | 499! 694 844 970 | 108 11-8 12.7 135 143 158
8 443! 800 718 8-12 9-03 8781 105 11-1 117 127
9 1 403 534 631 7-11 7-80 8-41 8:95 8-45 9-91 10-7
10 i 3721 485 587 6-34 8-92 7.42 7-87 8-28 8-66 93¢ |
12, 328| 416 479 5-30 572 8-09 842 672 7-00 7-48. |
15 | 2881 354 401 4-37 488 4-95 519 540 5-59 593
20 248 | 295 329 3-54 378 3-94 410 424 437 459
30 |, 2071 240 2-61 2-78 291 302 312 3-21 3.29 3-39 ¢
60 167 | 185 1-98 2-04 211 2-17 2.20 2.9g 2.30 236
@ 100 | 100 1-00 1-00 1-00 1-00 1-00 1-00 1-00 1-00
(b) Puntos al 1%
k
v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
2 100 448 728 1036 1362 1705 2083 | 2432 2813 3605
3 47-5 85 120 151 184 21(6) | 24(8) | 28(1) | 31¢0) 36(1)
4 | 932 i 49 59 88 79 89 87 106 120
5 | 19 22 28 33 38 42 46 50 54 80
6 | 111 155 | 191 22 26 27 30 32 3¢ 37
7 ¢ 849 121 14-5 165 18-4 20 22 23 24 b4
8 ! 750 ] 99! 11-7] 132 145 158 169 179 | 189 21
{9 8-54 85 9-9 111 12-1 131 13-9 147 15-3 18-8
P10 ' 5-85 74 8-6 98 10-4 111 118 12-4 12:9 139
12 4-91 81 8-9 78 82 87 91 95 9-9 106
. 18 4-07 49 55 6-0 84 87 71 73 75 80
| 20 2-32 38 43 46 49 51 53 55 56 59
30 2-83 30 33 34 3-8 37 38 3-9 40 2,
80 1-06 2.2 2:3 2.4 24 2:5 2:5 2-6 26 271
wa | 1-00 1-0 10 1-0 1-0 1-0 1-0 1-0 10 1-0

Los valores en la columna k=2 y en las filas v=2 & 00 son
exactos. Bn todos los demds el tercer dfgito puede tener un
error de vpocas unidades pam los puntos al 5% y algunas méds

para los puntos al 1%. Las figuras del tercer dfgito entre
paréntesis para v=3 son las mds inseguras,
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TABLA TIY. Leslie & Brown(l1966), Puntos porcentuales del

cociente W /W . .
max’ min

Puntos superiores del 5%,

6-267 9392 11-09 1430 1640 1835 20-19 21.03 23-59

25-18 2671

3971 5336 6371 7237 7992 8669 9-255 9854 10-38 10-88  11-35
3157 4018 4643 5149 5:580 56958 6:298 6607 6892 T-156 7404
5377 5:553 5T

2-494  3-007 3-:362  3:640  3-871 +070 4245 4403 4546 4678 4800
2:325 2760 3-056 3286 3476 3638 3781 3909 4024 4130 4223

-

3

4

5

6 2:744 3:381 3831 4187 4487 4747 4978 5187
7

8

9

2203 2-584 2841 3039 3201 3340 3461 3568 3666 3755 3-837
10 2-110 2-452 2-681 2-855 2008 3120 3.22 3:320  3-404 3-482 3-553
11 2:037 2:349 2556 2714 2-842 2951 3046 31290 3205 3-274 3337
13 1-928 2108 2-376 2508 2617 2-708 2787 2857 2:920 2-977 3-029
16 1-820  2:049  2-198 2:309 2-399 2475 2:540 2:507 2-648 2605  2.737

21 1-709  1-900 2-022 2113  2-186  2:246 2289  2:344
31 1-592 1745 1-841 1912 1.069 2016 2056 2091 2-123  2.151 2-17%
61 1-4590 1-571 1-641  1.692 1-732 1765 1794 1818 1:840 1-860  1-887
«© 1000  1-000 1-000 1000 1-000 1000 1000 1000 1-000 1:000 1-000

2:335 2:422 2456

Puntos superiores del 2.5%

8-920 1338 17-08 20-37 2336 26-15 28-76 31-2¢4 33-60  35-87

38-05
5078 6-805 8-118 9-212 1017 131-02 11-80 12-62 13-19 13-82

14-42
3837 4-863 5-60v 6209 G722 7-173 %-577 7945 8284 B.500 8893

3

4

5

6 3238 3970 4-485 4894 5238 6-537 5802 6-041 8260 6461 6649
7

8

9

2-886 3-461 3-858 41690 4428 4-050 4-847 5023 5184 5331 5467
2-654 3-133 3-45% 3711 3920 4-008 4255 4-395 4522 4639 4-746
2.489 2-003 3-182 3396 3-572 3722 3853 3070 4076 4173 4261
10 2:365 2:733 2978 3166 3319 3449 3-563 30664 3755 3-838 3-914
11 2:269 2-601 2-822 2:989 3-126 3-242 3342 3432 3512 3585 3632

13 2:127 2411 2-59% 2737 2-851 2.046 3-020 3-103 3169 3229 3.283
16 1-088 2-226 2-380 2495 2.-588 2-667 2-73¢ 2-794 2-847 2-895 2-939
21 1-848 2.043 2-168 2261 2-336 2:398 2451 2498 2:540 2.577 2612
31 1703 1-857 1-95¢ 2:026 2-083 2-130 2171 2206 2.238 2266 2:292
61 1-540  1-652 1721 1772 1-812 1845 1-874 1-808 1920 1-040 1.958
(o) 1000 1000 1-000 1000 1-000 1000 1-000 1000 1-000 1000 1-000
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TABLA IIT. Leslie & Brown{l9v6). Puntos porcentuales del

cociente W Wmin® continuacién,

Puntos superiores del 1%

3 1418 2124 2712 32.33 3709 41-53 45713 4974 5355 5712 6041
4 6-970 9-31¢ 11-10 12:59 13-89 15-05  146:11 17-08 17.99 1885 19-06
5 4914 6202 7-137 7-893 8537 9-104 9612 1007 10050  10-90 1127
6 3-985 48060 5-477 5067 6-378 6736 7053 7-340 7602 7-843 8068
7
8
9

3461 4:127 4587 4947 5247 5-505 5733 59038 6124 6205 6-452
3-126 3667 4-035 4-321 4558 4760 4938 5096 5240 5-372 5492
2:802 3352 3-66L 3-000 4-096 4203 4409 4-539 4.657 4764 4-863
10 2:720 3122 3391 3587 3765 3008 4032 4-143 4243  4.334 4418
11 2-588 2948 3186 3-368 3-516 3042 3751 3-848 3035 4014 4087

13 2.396 2:698 2-896 3-045 3-166 3269 3337 3436 I506 3570 3628
16 29211 2:460 2621 2742 2-840 2922 2993 3055 3111 3161 3-206
21 2.029 2230 2-358 2454 2531 2595 2630 2698 2741 2780 2815
31 1-845 2000 2-099 2-171 2229 2.277 231§ 2354 2386 2414 2440
61 1642  1:752  1-821 1874 1914 1947 1976 2:001  2.023 2043 2:034
<) 1-000 1.000 1-000 1.000 1-000 1000 1.000 1000 1000 1-.000 1000

Puntos superiores: del 0.5%

3 2005 3009 3843 4582 5256 5882 6470 7028 7560 8071 85-62
4 8-826 1178 1403 1581 1765 1901 2035 2168 2273 23-81 24-83
5 5-807 7427 8:-537 9436 10-20 1088 11-48 12:03 1254 1301 1345
6 4-636 5638 6-345 06907 7-379 7780 8153 8482 8783 9-060 ©-310
7
8

3047 4691 5-205 5008 5943 6232 6488 6717 6926  71-117 7204
3-516 4109 4-614 4.828 5088 5310 5506 5081 5839 6598 6118
9 3220 3717  4-053 4311 4523 4706 4863 5005 5133 5249 5357
10 3-005 3435 3723 3044 4124 4278 4412 4531 4038 4-736  4-826
i1 2:840  3-223 3476 3-600 3-827 3861 4077 4180 4273 4:358 4:438

13 2606 2922 3129 3286 3414 3521 3614 3007 3771 3-838 3.900
16 2:383  2:640 2807 2.932 3-033 3118 3192 3257 3315 3-367 3415
24 2-167  2:37t  2-502  2.600 2678 2744 2:800 2850 2.894 2934 2971
31 1861 2107 2:206 2279 Z.837 2386 2:427 2463 2496 2525 2551
61 1-719  1-830 1-899 1.850 1.990 2-024 2:053 2.078 2101 2121 2140
@ 1-000 1-0600 1-000 1-000 1-000 1:000 1-000 1-000 1.000 1-000 1-000
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TABLA IV. Percentiles de la distribucidn t--student.1

|
!

] O |

df towo o 1 T o wo L) foers foue fo vas
1 0.328 07127 | 1376 3078 ! 6314 12.706 31821 63.657
2 0.289 0617 | 1.061 1.886 2920 4.303 6.965 9.925
3 | oxn 0.584 0978 1.638 2.35) 3182 4.541 5.841
4 0.271 0.569 0.941 1.533 213 2776 347 4.604
5 0.267 0.559 0.920 1.476 2015 257 33465 4.032
6 0.265 0.553 0.906 1.440 1.94) 2447 1143 3.707-
7 0.263 0.549 0.896 1415 1.895 2365 2998 3.499
8 0.262 0.546 0.389 1.397 1.860 2.306 2896 3.355
9 0.261 0.543 0.883 1.383 1.833 2.262 2.8 1250
10 0.260 0.542 0.879 1.392 1.812 2228 2.764 3169
1 0.260 0.540 0.876 1,363 1.796 2301 2718 1106
12 0.259 0.539 0873 1.356 | . 1782 2479 2.681 3.088
13 0.259 0.538 0.870 1.350 1an 2160 2650 3012
14 0.258 0.537 0.868 1.345 1.764 2145 2624 29Mm
15 0.258 0.536 0.866 1.341 1.75) 213t 2,602 2947
16 | 0258 0.535 0.865 1.337 1.746 2120 2.583 2921
17 0.257 0534 0.863 1.3 1.740 2.110 2.567 2.898
18 0.257 0.534 0.862 1.330 1.734 2101 2582 2.878
19 0257 0.533 0.861 1.328 1.729 2.093 2,539 2.861
20 0.257 0.533 0.860 1.325 1728 2.086 2.528 2.845
21 0257 0.532 0.859 1.323 1721 2080 2518 2.8
22 | 0256 0.532 0.858 1.321 1217 207 2.508 2819
23 0.256 0.512 0.858 L9 1714 2.069 2.500 2.807
24 0.256 0.53) 0.857 1.318 L1 2.064 2492 2.797
25 | 0.256 0.53) 0.856 1.316 1.708 2,060 2485 27987
26 | 0.256 0.531 0.856 L35 1.706 2056 2479 2919
27 | 0.256 0.5} 0.855 1.314 1.703 2052 2473 2970
28 | 0256 0.530 0855 1313 1.701 2048 2.467 2163
29 ) 0.256 0.530 0854 1311 1.699 2045 2,462 2.756
30 | 0.256 0.530 0.854 1.310 1.697 2042 2457 2750
40 | 0255 0.529 0851 1.303 1.684 2.021 2423 2.704
60 § 0254 0.527 0848 1.296 1.671 2.000 2.3%0 2.660
120 | 0.254 0.526 0.845 1.289 1.658 1.980 2358 2617
w | 0283 0.524 0.842 1.282 1.645 1.960 2.326 2576
df J-tose [=foso | ~foae | ~foue | —foes | ~foors | —fao: —to.00s

Cuando la tabla es lefda mediante las entradas inferio-

res, se debe anteponer un signo negativo a los valores tabu
lados. B

1.~ Parcialmente tomados de la tabla III de R. A. Pisher y
Frank Yates, Statistical Tables for Biological, Agricultu -
ral and Medical Research, 3a. edicidbn, Oliver & Boyd, ILtd.,
Edinburgh, 1948. Con permiso de los autores y editores.,
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T T T
Grados de libertad para el numerador.

1 2 3 4 5 & 7 3 9 10 12 1S 20 24 0 4 6 120 ©

160 {200 J216 {228 230 | 234 [237 §239 J241 | 242 | 244 1246 | 248 | 249 | 250 | 281 f252 1253 (254 ®
185 1190 1192 1192 | 193 193 1194 | 194 | 194 [ 194 1194 {194 1194 [ 195 [ 195 [ 195 1195 | 195 195
101 1955 1928 1912 901 | 894 |29 [ 285 {881 | 879 | 874 [ 870 | 866 J 864 862 [£S9 | 857 [ 855 |BS)
771 [ 694 1659 1639 | 626 | 616 {609 | 604 | 600 | 596 | 591 | 586 | 5.30 *s.97 [ 595 [s72 [ 569 | 566 | 56
661 1579 1541 |519 1505 1495 jans j482 |477 | 474 {468 1462 | 456|453 [450 [4456 | 443 [440 {437

599 | 504 | 476 | 453 | 439 {428 1421 [415 [410 | 406 | 400 | 394 | 387 | 384 |381 [377 | 374 |370 [ 367
559 | 474 1438 {412 1397 {387 379 {373 |368 {364 [ 357 {351 |3.44 341 {333 334 1330 327 /323
5§32 446 |407 | 334 1369 1358 1350 {344 339 1335|328 |[322 |35 [312 1308 304 1301 {297 293

512 |426 386 1363 [348 1337 [329 1323 1338 } 3.4 [307 [301 294 {290 {286 }283 [279 {275 |27
10 496 | a10 [ 371 {342 |33 1322|314 {307 |302 | 298 {291 [285 1277 274 1270 | 266 | 262 [ 258 | 254

1t jas4 [398 1359 {336 1320 [3.09 {301 {295 | 290 | 285 279 {272 {265 | 261 1257 | 253 |249 |245 | 240
12 1475 [ 389 |349 {326 {311 |3.00 {291 |285 {280 | 275 {269 | 262 |254 |25 | 247 1243 | 238 {234 [230
13 |a67 (381 f341 {218 {303 {292 {283 (277 (271 | 267 | 260 |25) 1246 {242 1238 {234 1230 225 )22
14 laoo [ 374 {334 1305 | 296 [28s |276 1270 {265 [260 | 233 | 246 | 239 [ 235 [231 1227 |222 {218 121}
454 1368 {329 {306 1290 [279 271 |264 |259 | 254 248 [240 [ 233 229 1225 1220 | 216 | 211 (207

16 {449 [ 363 {324 | 301 |285 }274 [266 1259 {254 1249 [242 {235 1228 |224 (219 [215 {231 206 | 201
17 {443 {359 1320 [296 {281 [270 [261 {255 [249 [245 (238 |21 1223 {219 {215 1210 {206 [201 [ 196
18 441 1355 {316 [293 |277 [266 |28 {250 [246 | 240 234 | 227 | 219 | 205 | 211 |206 {202 [197 (192
19 [438 {352 {313 |290 {274 {263 |254 [248 {242 {238 1231 1223 {216 [231 {207 [203 1198 {193 ] 188
20 |4.35 1349 [3.100 1287 [ 271 1260 }251 [245 1239 235 1228 1220 | 212 |208 j204 ;199 {195 {190 {1384
2 1432 [347 |307 [2.84 [ 268 1257 [249 [242 [237 {232 {225 (218 (210 205 |20) |196 {197 |1.87 | 18)
22 {430 | 344 |305 282 |266 {255 1246 {240 [234 230 1223 [215 207 [203 {198 | 194 | 189 {1.84 | 178
23 la2s [3.42 1303 [2%0 [264 | 253 [244 [237 {232 {227 {220 (213 205 1201 1196 1191 [ 136 [ 18] {176
24 |az26 | 340 |301 |278 262 |21 [2.42 236 {230 {225 | 218 1219 [203 {198 [194 [189 | 184 1179 [1.73
25 1424 1339 [299.1276 {260 [249 |240 {234 [228 1224 }216 |209 J201 {196 1292 {187 182 {177 {170

€17 1332 [292-7260 |25 1242 |233 1227 (220 {216 1209 |201 [1.93 | 189 |1B4 1179 | 174 (108 (162
408 [323 [284 261 [245 [2.34 1225 318 {212 1208 {200 [192 [1.84 [1.79 12.724 {169 {164 {158 |1.50
400 1305 1276 1253 1237 {225 217 |210 |204 |159 |1.92 184 | 175 170 1165 1159 |1.53 j1.47 | 139
392 (307 [T68 j245 {229 |218 {209 {202 1196 {191 1383 [1.75 [1.66 [1.61 [155 [1.50 [143 {135 (3.25
384 |300 {260 237 {221 j210 |201 [194 [1.88 {183 |15 (167 1.57 |1.52 |1.46 [1.39 {1.32 {322 [1.00

VoSO R W

SR ¥ A

Grados de libertad para el denominador.

Las interpolaciones deberdn llevarse a cabo usendo los reci-
procos de los grados de libertad.

1.~ Reproducida de M.Merrington, C.M. Thompson, "Pgbles of
percentage points of the inverted beta(®) distribution,”
Biometrika, vol.33, p.73,1943. Con permiso de 1los autores y

editores.,
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08

Grados de libertad paraAel numerador.

[ 7  § 9 10 12 1S 20 24 0 4 & 10 =

4,052] 5.000( 5.403[ 5.625] 5.764 | 5.259| 5,928 5,982 6,023 6,056) 6,106] 6.157] 6209 6235] 6.261] 6.287] 6313] 6.339( 6366
985 |99.0 [99.2 {992 | 993 {993 | 99.4 | 994 | 99.4 | 994 994 1994 | 994 [99.5 [99.5 [99.5 [ 995 {995 | 995
341 |08 |295 287 |22 |29 7 |ns 3| 72 |20 269 | 267 266 | 265 [264 [263 [ 262 | 261
212 1180 |167 [ 160 | 155 {152 [ 150 [148 [ 147 | 145 [ 144 142 {140 [139 {238 1137 £137 {1361 135
163 1133 | 121 | 114 | 1o {107 | 1035 [ 103 | 102 ] 10t 989 | 972 [ 9.55 | 947 {938 |929 | 920 [9.11 | 902

137 109 ]9.78 1 9.18 | 875 |5.47 826 [£10 | 798 | 787 [7.72 |7.56 740 [731 [723 {714 [706 {697 | 588
122 1955 1845|785 | 7.46 | 719 | 699 | 684 | 672 | 662 647 | 631 [ 616 1607 [599 {581 [ 582 |5.74 | 565
113 1865 | 759 | 701 | 663 |637 | 618 1603 | 591 ] 381 567 552 (536 {528 {520 512 {503 495 )48
106 1802 1699 1642 | 606 {5807| 560 [ 547535 ] 526 {511 1496 48] 1473 ]4.65 [457 J448 [ 440 43)
10 1100 | 756 L 655 | 599 | 564 {539 [520 {506 {494 | 485 [471 456 44) 1433 {425 |47 {408 | 400 | 39)

11 1965|721 [622 | 567 532 |507 |am9 [474 |4.63 ] 454 440 | 425 | 410 1402 {394 |386 1378 |3.69 ] 360
12 1933 1693 | 595|541 506 [432 [464 {430 439 ] 43D 1416 Ja01 386 [378 370 |362 {354 | 345336
13 (907 1670 1574 | 521 486 |4.62 |444 430 1419 ) 410 ] 395 1382 1366 |359 |35 [343 |334 932 37
16 | 886 [ 651 [5.56 504 [ 470 [446 [428 (414 1403394 380 |3.66 |35t 343 ]335 j327 318 (309|300
B6E (636 | 542} ag9 | 456 432 {414 J400 385 | 380 | 367 352337 329 1320 {343 [305 |296} 287

16 1833 (623 1529 § 477 | 444 [420 {40) {329 1378 ] 369 {335 34} {326 |38 j3.10 {307 |293 |284 | 275
17 1840 | 611 [5.09 ] 467 434 [410 [393 1379 368 | 3.99 1346 |331]396 [308 {300 |292 {283 |275| 268
18 {829 {601 {509 { 4.58 | 425 |40) {384 1371 } 360 [ 351 3137 | 323|308 [300 292 [284 [275 | 266|257
19 {819 1593 {501 | 450} 417 }3194 |3.77 363 1352|343 1330 [315 {300 |292 |284 276 | 267 {258 | 249
20 |810 585 494443 410 387 1370 j3.56 |3.46) 337 323 1309 | 2 286 {278 {269 | 261 {252 242

21 {802 {578 [ 487437 1404 1381 J364 (351 13401330 317 1303 1288 |280 |272 {264 255 1246236
22 1795 | 572 {482 ) 431399 {376 13359 |3.43 |33 326 | 332 298 {283 [275 {267 [2.58 1250 [240 | 23]
23 1788 | 566 | 476 ) 426 ]394 |31 [354 |341 |230 321 [ 307 [283 {178 {270 {262 {254 | 245 1235226
3¢ ]782 | 561 472|422 {390 [3.67 [350 {336 326 317 303 (289 {274 (266 |2.58 (249 240 231 {22
35 1777 | 557 |aes | 4is | 386 [363 [346 {332 (322} 3013 299 1285 270 J262 {253 1245 [236 {227 | 217

30 756|539 | 4.51 ] 40212370 |347 [330 {317 | 307 298 1284 [270 [ 255 [247 239 {230 {221 1231 | 201
&0 |731 |sas a3 ]| 383|381 {329 |32 [299 289 280 {266 {2.52 | 237 {229 1220 {241 ;202 192 | 1RO
60 | 708 |4gs | 413 ) 365|334 {312 1295 (282122 263 1250 12351220 1212 1203 1194 [134 1173 } 160
120 1685 {479 {395 348 [ 317 |296 [279 {266 {256 247 {234 219 1203 J195 {186 {176 [1.66 |1.53 | 1.38
= 663 |461 {378 [332]302 |28 j264 J25) 1241|232 | 218 |204 188 | 179 {170 |1.59 147 §1.32 (100

- BCT - SV P

Grados de libertad para el denominador.

Laeg interpolaciones deberdn llevarse a caebo usando los reci-

procos de los grados de libertad.

1.- Reproducida de M.Merrington, C.M. Thompson, nPables of
percentage poinis of the inverted beta(F) distribution,"
Biometrika, vol.33, P.73, 1943, Con permiso de los autoresy

aditores.,
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TABLA VI. Valores criticos para el cociente de Von-Newmann

k
é 2 J 2 2
2 )
S 82 82
4 5 6 1 8 9 10 13 §2

k

025 0.00001 } 0.00001 | 0.00008 § 0.00001

0.30 0.00007} 0.00007} 0.00005 | 0.0000:4| 0.000021 0.00001
035 0.00006] 0.00027} 0.00025 1 0.00054¢ 0.00009¢{ 0.00005 { 0.00003
0.40 0.00047] 000065} 0.00047 0.00031 { 0.00G19{ 0.00012 ] 0.00007
045 0.0012610.00126] 0.00088 | 0.00059 { 0.00038 | 0.00025 0.00016
0.50 0.00038 | 0.00246] 0.00214| 0.00150{ 0.00103 | 0.00069 | 0.00046 | 0.00031
0.58 0.002231 0.00409] 0.00333} 0.00237{ 0.00168{ 0.00t 16} 0.00080} 0.00055
0.60 0.00493 | 0.00615 | 0.00486 | 0.00355{ 0.00259] 0.00185] 0.00132} 0.00094
0.63 0.008301 0.00865]0.00678 | 0,005} 0.00382} 0.0028210.00208 | 0.00152
0.70 0.0122510.01161{0.00913]0.007t0{ 0.00544 § 0.00414 ] 0.00313 | 0.00235
0.7s 0.0167310.01505]| 0.01197{0.00958 | 0.00753} 0.00587 | 0.00455 | 0.00351
0.50 0.0035610.02171 [ 0.01500{ 0.01534] 0.01263 | 0.01015] 0.00809 | 0.00642 | 0.00508
0.85 0.0130210.02717]0.02348 ] 0.01932{ 0.01631 | 0.01338 ] 0.01089 | 0.00583 { 0.00714
0.90 0.0225710.03310] 0.02851 { 0.02403 ] 0.02068 | 0.01729 ) 001436 | 0.03 588 { 0.00980
095 0.0322310.03949 | 0.03412 { 0.02957 } 0.025791 0.02196 | 0.01858 | 0.01565{0.01316
1.00 0.04199§ 0.04634{ 0.0403510.03598 1 0.03171 1 0.02745 | 002363 { 0.02025 | 0.01733
1.0§ 0.051861{ 0.05364 ] 0.04728 | 0.04325 1 0.03849 § 0.03384 | 0.02959 {1 0.02578 | 0.0224}
.10 0.06184 | 0.06140 | 0.05500 | 0.05137 } 0.04618 | 004120 { 0.03655 {0.03232 | 0.02852
115 0.07194 | 0.06963 | 0.06361 | 0.06016 | 0.05482 [ 0.04957 | 0.04458 {0.03997 1 0.03577
1.20° 0.07323 } 0.07020 | 0.06445 | 0.059G1 {0.05375 | 0.04882 | 0.05425
1.25 0.06956 1006412 { 0.05894 10.05407
1.30 0.07040 | 0.06531

1

l.- Reproducida de "The Annals of Mathematical Statistics",

Vol. 13,p.213,1942, con el permiso de los editores.
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TABLA VI. Valores criticos para el cociente de Von-Newmann-

continuacién.
n |
15 20 25 30 i 40 50 60
A
‘ 1
z 0.35 0.00001
‘ 0.40 0.00002 |
l 045 0.0000-4
0.50 0.00009 000001
0.55 000018 000002
0.60 0.00033 0.00005 0.00001t
0.65 0.00059 0.00012 0.00002
0.70 0.00100 0.00024 0.00005 0.00001
0.75 000161 0.00044 0.00011 0.00003
0.80 000250 0.00076 0.00023 0.00007 000001
0.38S 0.00375 000127 0.60044 | 0.00015 0.00002
0.90 0.00547 0.00206 0.00079 0.00030 0.00004 0.00001
0.9S 000778 000323 0.00135 | 0.00057 0.00010 0.00002
1.00 001079 0.00:489 0.00222 0.00102 0.00022 0.00005 0.00001
1.05 0.01465 0.00720 0.00155 0.00176 0.00044 0.00012 0.00003
110 0.01950 0.01033 0.00550 ] 0.00294 0.00085 0.00026 0.00008
1.15 0.02550 0.01448 0.00826 0.00474 0.00158 0.00054 0.00039
1.20 0.03280 0.01986 0.01208 0.00738 0.00280 0.00103 0.00043
1.25 0.04155 0.02670 0.01723 0.01117 0.00476 0.00206 000092
.30 005189 0.03524 0.02402 0.01644 0.00780 0.003176 000185
1.35 0.06196 004571 00327 0.02357 001238 0.00656 000355
1.40 007787 0.05834 0.04379 0.0329% 001892 0.01098 0.00649
1.45 007333 0.0574) 0.0:4511 002810 0.01769 001133
1.50 0.07398 0.06038 0.04055 0.02750 0.0189)
1.55 0.07920 005696 0.04131 0.03034
1.60 0.02797 0.06006 0.04675
1.6 0.08465 0.06942
1.70 0.09949
'S
Valores de k para los cuales P < k = 0
2
3
n k n k
4 0.7811 15 0.0468
5 0.4775 20 0.0259
6 0.3215 25 0.0164
7 0.2311 30 0.0113
8 0.1740 40 0.0063
9 0.1357 50 0.0040
10 0.1088 60 0,0028
11 0,0891
12 0.0743
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TABYA VII.lEstadist103 Durbin-Watson (d). Puntos de signifi
cancia de dL N dU s 1%,

k=1 A-2 k=3 k=4 K= S

15 0.3} 107 ] 070
16 0.84 109 | 074
17 087 o | om

1.25 | 059 146 | 045 1.70 | 039 1.9¢6
1.25 1 0.63 144 | 0.583 ‘ 1.66 | 0.44 1.90
125 1 0.67 143 | 0.5 1.63 | 048 185
. . t26 4 07 142 | 0.61 1.60 | 0.52 1 80
19 0.93 1.13 | 083 1.26 | 0.74 1.41 0.65 1.58 | 0.56 1.27
20 095 115 | 086 1.27 | 077 1.4t 068 1.57 | 0.60 1.74
21 097 116 | 0.89 1.27 | 0.80 1.4} on 1.55 | 0.63 1.7
2 1.00 L7 {0 1.28 | 083 140 | 0.75 1.54 | 0.66 1.69
A 1.02 149 | 094 1.29 | 086 1.40 § o.M 1.53 | 070 1.67
24 104 1.20 | 096 1.30 | 088 141 080 1.5} | 072 1.66
25 1.05 1.21 0.98 1.36 } 0.90 1.4) 033 .52 | 075 1.65
26 1.07 1.22 1.00 1.3) 093 1.4} 0.8s 1.52 | 078 1.64
7 109 123 1.02 132 | 095 1.4] 0.58 1.5t 0.81 1.63
28 1.10 1.24 1.04 132 | 097 1.41 0.50 1.51 083 1.62
29 112 1.25 1.05 133 ) 099 142 | 092 1.51 0.85 1.64
30 113 1.26 1.07 1.34 101 142 | 054 1.5} 0.88 1.6)
31 115 1.27 1.08 1.34 1.02 142 | 096 1.51 1 090 | t.60
32 116 1.28 1.10 1.3§ 1.04 143 { 098 1.5} | 092 1.60
13 117 1.29 L1 1.36 1.05 143 100 LSE [ 094 1.59
M 1.18 1.30 113 1.36 1.07 1.43 10t 1.51 095 1.59
35 119 1.31 114 1.3 108 1.44 103 1.51 097 199
36 1.21 132 115 1.38 1.10 144 104 1.51 059 1.56
3 .22 1.32 1.16 138 it 1.4 1.06 151 100 | 1.59
38 1.23 .33 118 1.39 112 1.4 107 1.52 1.02 1.58
39 1.24 134 119 139 114 1.45 1.09 1.52 1.03 1.58
40 1.25 134 1.20 1.40 115 1.46 1.10 1.52 1.05 1.58
45 1.29 1.38 1.24 1.42 1.20 1.48 116 1.53 L1 1.58
50 1.32 1.40 1.28 145 1.24 1.49 1.20 1,54 116 1.59
55 1.36 1.43 1.32 147 1.28 1.51 125 1.55 1.21 1.59
60 1.38 1.45 1.35 148 132 1.52 1.28 1.56 1.25 1.60
63 141 1.47 1.38 1.50 1.35 1.53 1.31 1.57 1.28 1.61
70 143 1.49 180 1.52 137 1.5 134 1.58 1.31 1.61
75 145 1.50 § 142 1.53 1.39 1.56 1.37 1.59 1.34 1.62

80 §.47 1.52 1.44 £.54 1.42 1.57 1.39 1.60 .36 1.62
' 8s 1.48 1.53 1.46 1.55 143 1.58 1.41 1.60 139 1.63

90 1.50 1.54 1.47 1.56 1.45 1.59 1.43 1.64 b4 1.64

95 1.51 1.55 1.49 1.87 1.47 1.60 1.45 1.62 142 1.64

100 1.52 1.56 1.50 1.5§ 1.48 1.60 146 1.63 1.44 1.65

n.= nimero de observaciones.
k'= nimero de variables explicativas,

l.- Reproducida de Biometrika, wvol. 41, p. 175, 1951, con el
permiso de los editores,
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TABLA VII.i} Bstad{stica Durbin-watson (d). Puntos de signi
ficancia de dp ¥ dU s 5%,

- k=2 k=3 A= q k=S
n T 1

4, dy d, d, dy | d, d, dy d, dy

+ \

15 [ 136 | 095 1.54 | 082 175 ] 0.69 197 1 056 | 221
i6 1.10 1.37 098 1.54 0.86 173 | 0.74 193 062 215
17 [ B 1.38 1.02 1.54 0.90 1M 08 1.90 { 067 2.10
18 BT 1.39 1.05 1.53 093 1.69 082 187 { 0T 2.06
19 IS 0 140 | 108 | 183 1 097 | 163 | 086 | 185 | 075 | 202
20 120t 14 110 | 154 | 100 | 168 , 090 { 183 | 079 | 1.99
2! 122 a2 113 L5401 103 | 16T | 093 | 181 { 083 | 196
2 i

24 1.43 i1s 1.54 1.05 1e6 | 096 1.80 | 086 1.94
23 1.26 144 117 1.54 1.08 .06 l Q.99 1.79 | 090 192
24 7 P45 19 1.55 1.10 o4 1.01 1.78 0.93 1.90
25 129 145 1.21 1.55 1.12 1.66 104 1.77 | 095 1.89
26 130 1.46 1.22 1.55 L4 1.0$ 1.06 1.76 | 0.98 1.88
2 t.32 1.47 1.24 .56 116 163 1.08 1.76 1.01 1.86
28 133 1.48 1.26 1.56 1.18 1.6 1.10 1.7 1.03 1.85
29 134 1.48 127 1.56 1.20 | 165 112 1.74 1.05 1.84
30 138 1.49 1.28 1.57 1.2) 16§ 1.14 1,74 t.07 1.83
R}l 136 1.50 130 1.57 L2 1.65 L1e 174 1.09 1.83
32 £ 1.50 1.31 .57 1.24 165 118 .73 1.1 1.82
33 £.38 1.51 1.32 t.58 1.26 1.65 119 .73 113 1.81
34 139 1.51 133 1.58 1.27 1.65 121 1.73 11s 1.81
35 120 1.52 134 1.58 1.28 1.65 1.73 1.16 1.80
36 13l 1.52 1.35 1.59 1.29 16§ 1.24 1.73 1.18 1.80

1

|

I

1

—
19
r

? 142 1.53 1.36 1.59 131 1.66 1.25 1.712 A9 1.80
38 133 1.54 1.37 1.59 } 132 1.68 1.26 1.72 21 1.79
39 143 1.54 138 1.60 | 1.33 1.66 1.27 1.72 2 L79
40 144 1.54 1.39 1.60 | 1.34 1.66 1.29 1.72 .23 179
45 148 1.57 143 1.62 1.38 1.67 1.34 1.72 1.2 1.78
50 H 1.59 146 1.63 1.42 167 1.38 1.72 134 177
55 1.53 1.60 1.49 1.64 145 .63 1.41 1.72 138 £77
60 158 162 1.5} 1.65 1.48 1.69 1.44 1 1.4) 177
65 1.57 1.63 1.54 1.66 { 1.50 1.70 1.47 1.73 44 .77
70 1.58 1.64 1.55 1.67 1.52 1.7 1.49 .74 1.46 77
15 1.60 | 1.65 1.57 1.68 1.54 171 LS50 174 .49 177
80 1.61 1.66 1.59 1.69 | 1.56 172 §.53 174 1.51 1.77
8s 1.62 1.67 1.60 1.310 | 157 1.712 1.55 1.75 1.52 1.77
90 1.63 1.68 1.6} 1.70 | 1.59 1.73 1.57 1.75 1.54 1.78
95 1.64 1.69 1.62 171 1.60 1.73 1.58 175 1.56 1.78
100 1.65 1.69 1.63 1.72 1.61 1.74 t.59 .76 1.57 1.78

n = nimero de observaciones.,
k*'= nimero de variables explicativas.

1.~ Reproducida de Bidmetrika, yo1, 41, p. 173, 1951, con el
permiso de los editores.
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